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Introduction

Le processus de la ra�e est une inclusion di�érentielle particulière de la forme
générale {

−ẋ(t) ∈ NC(t)(x(t)) p.p t ≥ 0
x(0) ∈ C(0).

(1)

où C(t) est un sous ensemble fermé qui dépend du temps t, et NC(t)(x(t)) est le
cône normal de C(t) à x(t). Ce problème d'évolution a été introduit la première fois
par J.J. Moreau dans les années 70 où il considère C(t) convexe et variant d'une
manière absolument continue. Ce modèle mathématique a été utilisé essentiellement
en mécanique non lisse, elastoplasticité, optimisation convexe, et en économie ma-
thématique.

Depuis, divers autres travaux ont été développés sur le problème (1) a�n d'obtenir
des résultats d'existence plus généraux. Citons par exemple Henry[26] et Cornet[20]
où ils ont introduit une force extérieure au système appelée perturbation multivoque,
pour étudier des procédures de planing en économétrie. Le problème s'écrit sous la
forme {

−ẋ(t) ∈ NC(x(t)) + F (x(t)) p.p t ≥ 0
x(0) ∈ C. (2)

où C est �xé. Ce problème est appelé dans la littérature processus de la ra�e perturbé
autonome ( c.a.d F ne dépend pas séparément du temps t). Henry a étudié l'existence
de la solution de (2) en considérant C convexe et F (.) semicontinue supérieurement
à valeurs convexes. Ce résultat a été généralisé par de nombreux chercheurs dans le
cas non autonome{

−ẋ(t) ∈ NC(t)(x(t)) + F (t, x(t)) p.p t ≥ 0
x(0) ∈ C(0).

(3)

en a�aiblissant la condition de la convexité sur C(t), ou sur F (.) ou même les
deux. Dans [5] les auteurs montrent l'existence d'une solution absolument continue
du problème (2) où la perturbation est à valeurs non convexes, particulièrement
presque convexes, qui est une condition plus faible introduite la première fois par
Cellina-Ornelas dans [15] où la méthode de démonstration utilisée est la relaxation.
Elle consiste à déduire la solution du problème (2) en fonction de la solution du
problème avec perturbation à valeurs convexes établi dans [13].
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Les hypothèses sur la perturbation ne sont pas restreintes sur la convexité des
valeurs mais s'étendent aussi à la compacité et la bornitude, Noel et Thibault dans
[29] ont étudié l'inclusion{

−ẋ(t) ∈ NC(t,x(t))(x(t)) + F (t, x(t)) p.p t ≥ 0
x(0) = x0 ∈ C(0, x0).

(4)

en supposant que les valeurs de F (.) ne sont pas nécessairement bornées mais ad-
mettent un élément de norme minimale borné, et ont montré que même avec cette
condition, et sans compacité, le problème admet toujours au moins une solution.

Dans notre thèse, nous allons nous investir dans les deux travaux mentionnés
ci-dessus pour montrer l'existence de solution du problème (3) où la perturbation
est à valeurs convexes non nécessairement bornées en s'inspirant de la méthode de
discrétisation dans [10] et [29], ensuite on utilisera ce résultat pour établir la solution
du problème (2) où la perturbation F (.) est à valeurs presque convexes en utilisant
la relaxation développée dans [5].

Un autre axe de recherche prendra la semicontinuité des perturbations comme
sujet principal. Il y a des travaux qui supposent la semicontinuité supérieure des
perturbations comme [10, 13, 35]. D'autres qui la prennent semicontinue inférieu-
rement comme [6, 21], et ceux qui combinent les deux c'est à dire en considérant
des perturbations multivoques véri�ant la semicontinuité supérieure sur les points
de la convexité et la semicontinuité inférieure sur les points de la non convexité
c'est ce qu'on appelle la semicontinuité mixte. Ce terme apparait dans ce sens dans
les travaux de Tolstonogove [34], où il démontre que les applications multivoques
semicontinues mixtes admettent des multiselections à valeurs convexes

Φ : K⇒ L1([T0, T ],Rn)

u→ Φ(u) = {φ(.) : φ(t) ∈ F (t, u(t)) p.p t ∈ [T0, T ]}

où K est un sous ensemble compact de C([T0, T ],Rn). Citons aussi le travail de
Fryszkowski-Gorniewiczce [23]. Ces résultats ont ouvert la porte à de nombreuses
applications pour le problème du processus de la ra�e. Dans [25] les auteurs ont
montré que le processus de la ra�e non convexe dépendant du temps admet une
solution absolument continue lorsque il est perturbé par une multiapplication semi-
continue mixte dans un espace de dimension �nie, et dans [24] ils ont étudié le même
problème mais dans un espace de Hilbert où l'ensemble ra�é est non convexe et dé-
pend de l'état. Dans les deux travaux, la méthode de démonstration est basée sur le
théorème d'existence d'une multiselection à valeurs convexes obtenue par [34] ainsi
que l'utilisation du théorème du point �xe. Dans notre travail le but est toujours
d'établir l'existence de solution au processus de la ra�e perturbé, mais on va a�aiblir
la semicontinuité mixte de la perturbation par une nouvelle classe d'ensemble, ap-
pelée la presque semicontinue mixte. En d'autres termes, on pose la semicontinuité
supérieure au points de la presque convexité, et la semicontinuité inférieure sur les
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voisinages des points de la non presque convexité, et on démontre l'existence de
solution par la méthode de la relaxation au lieu du point �xe.

Cette thèse est composée de trois chapitres. Dans le premier, nous rappelons
certaines notions préliminaires nécessaires à la compréhension de tous ce qui suit.
Nous en pro�tons pour rappeler quelques concepts de l'analyse multivoque, des ou-
tils d'analyse non lisse, des théorèmes de convergence, l'ensemble admissible, et la
notion de la presque convexité.

Le chapitre 2 est consacré à l'étude de processus de la ra�e perturbé par une
multiapplication à valeurs convexes non nécessairement bornées en utilisant l'algo-
rithme de rattrapage de Moreau, puis on montre comment on peut utiliser ce résultat
pour établir l'existence de la solution dans le cas où les valeurs de la perturbation
sont presque convexes. Dans ce chapitre, nous allons aussi étudier les propriétés to-
pologiques de l'ensemble des trajectoires et l'ensemble admissible pour les utiliser
dans la résolution du problème de temps optimal en s'inspirant d'un travail de N.
Papageorgiou dans [30].

Dans le chapitre 3, nous utilisons les résultats publies dans [25, 34] pour établir
l'existence de solution pour un processus de la ra�e perturbé par une multiapplica-
tion presque semicontinue mixte, puis on montrera que ce résultat peut être appliqué
dans le problème de temps optimal en utilisant, comme dans le chapitre 2, les pro-
priétés topologiques de l'ensemble admissible.
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Chapitre 1

Notations et Préliminaires

Sommaire

1.1 Notations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.2 Préliminaires et Résultats de base . . . . . . . . . . . . . 8

1.2.1 Notions d'analyse multivoque . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.2.2 Quelques résultats de convergence . . . . . . . . . . . . . 13

1.2.3 Outils d'analyse non lisse . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.2.4 L'ensemble Admissible . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

1.2.5 La presque convexité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

Dans ce chapitre nous introduisons quelques notions essentielles d'analyse multi-
voque, notamment sur la semicontinuité et les théorèmes de sélection, ensuite nous
rappelons quelques théorèmes et résultats de base sur la compacité. Nous allons aussi
résumer quelques notions et résultats liées à l'analyse non lisse, qui forment un outil
principal dans l'étude du processus de la ra�e, et en�n nous présentons les concepts
les plus importants dans la thèse l'ensemble admissible, et la Presque Convexité.

Nous commençons par donner quelques notations utilisées au cours de ce travail.

1.1 Notations

Dans ce qui suit on considère Rn l'espace euclidien de dimension �nie n, de boule
unité fermée B 1, et de norme ‖.‖. Pour [T0, T ] un intervalle compact de R on note
. CRn([T0, T ]) l'espace de Banach de toutes les fonctions continues dé�nies sur [T0, T ]
à valeurs dans Rn.
. L1

Rn([T0, T ]) = {f : [T0, T ] → Rn tq f est mesurable et
∫ T
T0
‖f(t)‖dt < +∞}

1. Elle peut aussi designer la boule unité fermée de l'espace indiqué.
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1.1 Notations

l'espace des fonctions intégrables, munie de la norme

‖f‖L1 =

∫ T

T0

‖f(t)‖dt.

. L∞Rn([T0, T ]) = {f : [T0, T ] → Rn tq f est mesurable et il existe une constante c
véri�ant ‖f(t)‖ ≤ c p.p. sur [T0, T ]} muni de la norme

‖f‖L∞ = inf{c ; ‖f(t)‖ ≤ c p.p. sur [T0, T ]}.

. σ(L1
Rn , L∞Rn) la topologie faible dé�nie sur L1

Rn([T0, T ]).
. σ(L∞Rn , L1

Rn) la topologie faible* dé�nie sur L∞Rn([T0, T ]).
. → désigne la convergence uniforme.
. L([T0, T ]) la tribu de Lebesgue sur [T0, T ].
.B(Rn) la tribu de Borel sur Rn.
. < ., . > le produit scalaire usuel dans Rn, et aussi il peut signi�er le produit sca-
laire dans la dualité L1

Rn([T0, T ]), L∞Rn([T0, T ]).

Pour A un sous ensemble de Rn, on note par :
. co(A) l'enveloppe convexe de A.
. co(A) l'enveloppe convexe fermé de A.
. d(x,A) la distance entre le point x ∈ Rn et l'ensemble A dé�nie par

d(x,A) = inf
a∈A
‖x− a‖.

. δ∗(.,A) la fonction support associée à A dé�nie sur Rn par

δ∗(x,A) = sup
a∈A

< x, a >, ∀ x ∈ Rn.

Lorsque A est fermé on note
. ProjA(x) la projection du point x ∈ Rn dans l'ensemble A, dé�nie par

ProjA(x) = {y ∈ A : d(x,A) = ‖y − x‖}

Si de plus A est convexe la projection est unique et véri�e

y ∈ ProjA(x)⇔ y ∈ A et < x− y, y − a >≥ 0 ∀a ∈ A.

. 1A et ψA désignent respectivement la fonction caractéristique et indicatrice asso-
ciées à A, données par

1A(x) =

{
1 si x ∈ A,
0 si x /∈ A.

ψA(x) =

{
0 si x ∈ A,
+∞ si x /∈ A.
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1.2 Préliminaires et Résultats de base

. La distance de Hausdor� entre deux ensembles fermés A et B de Rn, est dé�nie
par :

H(A,B) = max{e(A,B); e(B,A)},
où e(., .) est l'excès entre deux ensembles, donné par

e(A,B) = sup
a∈A

d(a,B).

1.2 Préliminaires et Résultats de base

1.2.1 Notions d'analyse multivoque

L'analyse multivoque est une importante branche de mathématiques et un outil
de base dans tous les domaines de mathématiques appliquées. Elle étudie les pro-
priétés des relations dé�nies d'un ensemble X dans un ensemble Y , appelées dans
la littérature applications multivoques, multiapplications, multifonctions, ou corres-
pondances.

Dans cette sous section, nous rappelons quelques notions de base de cette classe
de relations, les dé�nitions et les résultats suivants ont été pris des références [6, 7,
21].

Dans tout ce qui suit, sauf indication contraire, X et Y sont deux espaces topo-
logiques.

Dé�nition 1.2.1. Une multiapplication F de X vers Y , est une relation de X vers
Y qui à tout élément x ∈ X, fait correspondre un sous ensemble F (x) de Y , on note

F :X ⇒ Y

x→ F (x) ⊆ Y ∀x ∈ X.
Dé�nition 1.2.2. Soit F : X ⇒ Y une multiapplication.

1. Le domaine de dé�nition de F est l'ensemble Dom(F ) = {x ∈ X : F (x) 6= ∅}.
2. Le graphe de F est le sous ensemble de X × Y noté gph(F ) et dé�ni par

gph(F ) = {(x, y) ∈ X × Y : y ∈ F (x)}

3. On appelle image de F , l'ensemble ImF = {y ∈ Y : ∃x ∈ X , y ∈ F (x)}.
4. On appelle image d'une partie A de X par F, l'ensemble F (A) =

⋃
a∈A

F (a).

5. On appelle image réciproque large (ou simplement pré-image)d' une partie non
vide B de Y par F , l'ensemble

F−1(B) = {x ∈ X : F (x) ∩ B 6= ∅}.

6. On appelle image réciproque étroite de B, l'ensemble

F−1
+ (B) = {x ∈ X : F (x) ⊆ B}.
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1.2 Préliminaires et Résultats de base

Aspect topologique des multiapplication

Dé�nition 1.2.3. (Semicontinuité supérieure) F : X ⇒ Y est dite semicontinue
supérieurement (s.c.s) en x0 ∈ X si et seulement si pour tout ouvert V de Y telle
que F (x0) ⊆ V , il existe un voisinage U de x0 dans X telle-que F (x) ⊆ V , ∀x ∈ U .
F est s.c.s, si et seulement si elle est s.c.s en tout point x de X.

Proposition 1.2.1.
1) F est s.c.s, si et seulement si l'image réciproque étroite de tout ouvert de Y est
un ouvert de X.
2) F est s.c.s, si et seulement si la pré-image de tout fermé de Y est un fermé de
X.

Théorème 1.2.1. Si F est une multiapplication s.c.s à valeurs fermées, alors
gph(F ) est fermé.

Le réciproque est donnée par le corollaire suivant

Corollaire 1.2.1. Soit F : X ⇒ Y une multiapplication à valeurs non vides, avec
Y un espace compact. Si gph(F ) est fermé alors F est s.c.s.

Dé�nition 1.2.4. (Semicontinuité inférieure) F : X ⇒ Y est dite semicontinue
inférieurement (s.c.i) en x0 ∈ X, si et seulement si pour tout ouvert V de Y véri�ant
F (x0) ∩ V 6= ∅, il existe un voisinage U de x0 dans X, telle-que pour tout x ∈ U
F (x) ∩ V 6= ∅.
Si F est s.c.i en tout x ∈ X, on dit que F est s.c.i.

Proposition 1.2.2.
1) F est s.c.i , si et seulement si la pré-image de tout ouvert de Y est un ouvert de
X.
2) F est s.c.i, si et seulement si l'image réciproque étroite de tout fermé de Y est
un fermé de X.

Théorème 1.2.2. Soient X et Y deux espaces métriques, F : X ⇒ Y est s.c.i au
point x0 si et seulement si pour toute suite (xn) de X, tel que xn → x0 et pour tout
y0 ∈ F (x0), il existe une suite (yn) tels que yn ∈ F (xn) et yn → y0.

Dé�nition 1.2.5. (Continuité) On dit que F est continue si et seulement si, elle
est s.c.s et s.c.i.

Dé�nition 1.2.6. (Continuité au sens de Hausdor�) Soient X et Y deux espaces
métriques, F : X ⇒ Y à valeurs compactes est dite H-continue ou continue au sens
de Hausdor�, si et seulement si pour toute suite (xn) de X qui converge vers x0, on
a

lim
n→∞

H(F (xn), F (x0)) = 0.
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1.2 Préliminaires et Résultats de base

Mesurabilité

Dé�nition 1.2.7. Supposons que (T,Σ) est un espace mesurable, et Y un espace
métrique, F : T ⇒ Y est mesurable, si et seulement si la pré-image de tout ouvert
de Y , est un ensemble mesurable de T .

Pour montrer la mesurabilité d'une multiapplication, il est recommandé d'utiliser
un des résultats de la proposition suivante, ces résultats se trouvent dans une forme
plus générale dans [?, 14], on les rédige dans Rn a�n de ranger toutes les équivalences
nécessaires dans les démonstrations de nos théorèmes.

Proposition 1.2.3. Soit F : Rn ⇒ Rn une multiapplication à valeurs convexes
compactes. Alors les assertions suivantes sont équivalentes
i) F est mesurable.
ii) Pour tout y ∈ Rn la fonction d(y, F (.)) est mesurable.
iii) Le graphe de F est B(Rn)×B(Rn) mesurable.

Démonstration.
i) ⇒ ii)
Supposons que F est mesurable, pour tout y �xé de Rn on dé�nit la fonction

gy : Rn → R+

x→ gy(x) = d(y, F (x)).

Soit ]− r, r[ un ouvert de R r ∈ R

g−1(]− r, r[) = {x ∈ Rn : d(y, F (x)) < r} = F−1(B(y, r)) ∈ B(Rn)

car F est mesurable. D'où

g−1(]− r, r[) ∈ B(Rn).

On conclue que la fonction d(y, F (.)) est mesurable.

ii) ⇒ iii)
Supposons que pour tout y �xé de Rn la fonction d(y, F (.)) est mesurable, considé-
rons le graphe de F

gph(F ) = {(x, y) ∈ Rn × Rn : y ∈ F (x)}
= {(x, y) ∈ Rn × Rn : d(y, F (x)) = 0}

Posons
φ :Rn × Rn → R+

(x, y)→ φ(y, x) = d(y, F (x))

10



1.2 Préliminaires et Résultats de base

donc
gph(F ) = {(x, y) ∈ Rn × Rn : φ(y, x) = 0} = φ−1({0}).

la fonction φ(., .) est une fonction, continue par rapport à la premier et mesurable
par rapport à la deuxième, alors elle est globalement mesurable, d'où

gph(F ) = φ−1({0}) ∈ B(Rn)⊗B(Rn)

et le graphe de F est mesurable.
iii) ⇒ i)
Supposons que gph(F ) ∈ B(Rn)⊗B(Rn), soit B un ouvert de Rn

ProjRn [gph(F ) ∩ (Rn × B)] = {x ∈ Rn : ∃y ∈ Rn tels que (x, y) ∈ gph(F ) ∩ (Rn × B)}
= {x ∈ Rn : ∃y ∈ Rn tels que y ∈ F (x) et y ∈ B}
= {x ∈ Rn : ∃y ∈ Rn tels que y ∈ F (x) ∩ B}
= {x ∈ Rn : F (x) ∩ B 6= ∅}
= F−1(B)

Comme gph(F )∩ (Rn×B) appartient à B(Rn)⊗B(Rn), alors F−1(B) est borélien,
d'où F est mesurable.

On s'intéresse dans la suite par l'enveloppe convexe de la multiapplication dé�ni
par

co(F ) :X ⇒ Y

x→ co(F )(x) = co(F (x)),

Proposition 1.2.4. Soit F une multiapplication dé�nie de X à valeurs dans un
espace de Banach de dimension �nie Y . Si F est à valeurs compactes, alors
i) F (.) est semicontinue supérieurement ⇒ co(F )(.) est semicontinue supérieure-
ment.
ii) F (.) est semicontinue inférieurement ⇒ co(F )(.) est semicontinue inférieure-
ment.
iii) Si X est un espace mesurable, F (.) est mesurable ⇒ co(F )(.) est mesurable.

Sélection

Dans les démonstrations classiques des théorèmes de l'inclusion di�érentielle, le
choix d'une fonction f véri�e : f(x) ∈ F (x) ∀x ∈ Dom(F ), forme une étape très
importante. Cette fonction est dite sélection, et elle a plusieurs types citons par
exemple : sélection mesurable, sélection continue, la sélection de Chebyshev. Dans
ce travail on s'intéresse essentiellement par les sélections mesurables et minimales,
qui seront apparues souvent dans nos démonstrations.

Dé�nition 1.2.8. (Sélection mesurable ) On appelle sélection mesurable d'une mul-
tiapplication F dé�nie d'un espace mesurable (T,Σ) dans Y , toute fonction mesu-
rable f : Dom(F )→ Y , telle que f(x) ∈ F (x), pour tout x ∈ Dom(F ).

11



1.2 Préliminaires et Résultats de base

Proposition 1.2.5. ( Existence d'une sélection mesurable) Soient X un espace me-
surable, Y un espace métrique complet séparable, et F : X ⇒ Y une multiapplication
à valeurs fermées non vides. Si F est mesurable alors elle admet au moins une sé-
lection mesurable.

Dé�nition 1.2.9. (Sélection minimale) Soient X un espace métrique, Y un espace
de Banach , et F : X ⇒ Y une multiapplication, on dé�nit la multiapplication
minimale de F par

m(F (x)) = {y ∈ F (x) : ‖y‖ = min
u∈F (x)

‖u‖}.

Si Y est un espace de Hilbert, et F est à valeurs fermées convexes, alors la multiap-
plication minimale m(F (.)) devient une fonction univoque dite sélection minimale,
donnée explicitement par

m(F (x)) = ProjF (x)(0)

Dans la proposition suivante, nous allons voir que sous certaines hypothèses sur
l'espace, la sélection minimale lorsque elle existe est mesurable, et donc elle est
considérée comme un cas particulier des sélections mesurables.

Proposition 1.2.6. Soient X un espace métrique complet mesuré σ-�ni, Y un
espace métrique complet séparable, et F : X ⇒ Y une multiapplication mesurable à
valeurs fermées convexes. Alors la sélection minimale m(F (.)) est mesurable.

Démonstration.
la preuve est basée sur le corollaire suivant

Corollaire 1.2.2. [7] Sous les hypothèses de la proposition ci-dessus, et si de plus
g : X → Y et ρ : X → R+, sont deux fonctions univoques mesurables. Alors les
applications suivantes sont mesurables

1. t→ B(g(x), ρ(x)).

2. t→ d(g(x), F (x)).

3. t→ ProjF (x)(g(x)).

Donc il su�t de considérer g(.) la fonction nulle, c'est à dire

g(x) = 0 pour tout t ∈ T,

puis déduire la mesurabilité dem(F (.)) directement du troisième point du corollaire.

12
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Théorèmes de fermeture

Les deux théorèmes suivants vont jouer un rôle très important dans cette thèse,
pour leurs preuves voir [6, 14].

Commençons par énoncer le théorème dit : The Convergence Theorem, qui traite
le cas autonome c.a.d lorsque F dépend d'une seule variable x ∈ X.

Théorème 1.2.3. Soient X un espace de Hausdor� localement convexe, Y un espace
de Banach, et F : X ⇒ Y une multiapplication s.c.s à valeurs fermées convexes.
Soient I un intervalle de R et xn : I → X, yn : I → Y des fonctions mesurables de
I deux suites mesurable, satisfaisant

∀ t ∈ T , ∀ O ∈ V(0) dans X × Y , il existe un n0 = n0(t, O), tels que ∀n ≥ n0

(xn(t), yn(t)) ∈ gph(F ) +O.

Si i) (xn) converge presque partout vers une fonction x de T dans X,

ii) (yn) appartient à L1(T, Y ) et converge faiblement vers y dans L1(T, Y ).

Alors y(t) ∈ F (x(t)) p.p. t ∈ T .

Le deuxième théorème est intéressé par le cas où F dépend aussi du temps i.e le
cas non autonome.

Théorème 1.2.4. Soient Y un espace de Banach séparable, X un espace topolo-
gique, T un intervalle de R, et F une miltiapplication dé�nie sur T ×X à valeurs
non vide convexes compactes dans Y et telle que pour tout t ∈ T �xé, F (t, .) est
s.c.s. Soient (xn), x des applications dé�nies sur T à valeurs dans X et (yn), y des
applications intégrables dé�nies sur T à valeurs dans Y . Supposons que

1. lim
n→∞

xn(t) = x(t) p.p. sur T ,

2. (yn) converge vers y σ(L1
Y , L

∞
Y ′),

3. yn(t) ∈ F (t, xn(t)), p.p. sur T .

Alors y(t) ∈ F (t, x(t)), p.p. sur T .

1.2.2 Quelques résultats de convergence

Commençons par rappeler le théorème d' Ascoli-Arzelà, mais tout d'abord on
énonce la dé�nition de l'équicontinuité

Dé�nition 1.2.10. (Fonctions équicontinues) Si (X, d) et (Y, d) sont des espaces
métriques, une partie A de C(X, Y ) est dite équicontinue si :

∀x ∈ X, ∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀f ∈ A, ∀x′ ∈ X, d(x, x′) < δ ⇒ d(f(x), f(x′)) < ε.

Autrement dit, toutes les fonctions f de A sont continues sur X, et elles sont
continues "de la même façon".

13
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Théorème 1.2.5. Soient E un espace métrique compact, (H, d) un espace métrique
complet et A un sous ensemble de l'espace des applications continues dé�nies sur
E à valeurs dans H, muni de la topologie de la convergence uniforme. Alors A est
relativement compact si et seulement si A est équicontinue, et l'ensemble

A(x) = { y(x) : y ∈ A}

est relativement compact.

Nous allons utiliser souvent dans nos démonstrations la conséquence d'Ascoli-
Arzelà, qui se trouve en détail dans [6].

Théorème 1.2.6. Soient I un sous ensemble compact réel, E un espace de Banach,
et (xn) une suite de fonctions absolument continues dé�nies sur I à valeurs dans E
satisfaisant les conditions suivantes

1)∀t ∈ I, {xn(t)} est un sous ensemble relativement compact dans E
2)Il existe une fonction à valeurs réelles positives c(.) ∈ L1

R(I) telle que
‖ẋn(t)‖ ≤ c(t) p.p. t ∈ I

Alors il existe une sous suite de (xn) (qu'on note aussi (xn)) qui converge vers une
application absolument continue x : I → E au sens suivant{

1)(xn) converge uniformément vers x
2)(ẋn) converge faiblement vers ẋ dans L1

E(I).

Lemme 1.2.1. Soit E un espace de Banach. Si (xn) converge faiblement vers x dans
E, alors il existe une suite (yn) avec chaque yn combinaison convexe des (xk)k≥n,
qui converge fortement vers x.

1.2.3 Outils d'analyse non lisse

Dans cette sous section nous présentons quelques concepts classiques de l'analyse
non lisse (sous di�érentiel, cône, prox-régularité, ...) ces outils servent à démontrer
l'existence de solution du processus de la ra�e dans ces di�érentes formes c.a.d. per-
turbé ou non, premier ou deuxième ordre, dépend de temps ou de l'état. Rappelons
aussi que l'analyse non lisse à de nombreux utilisations dans les di�érentes branches
de mathématique, citons comme exemple l'Optimisation et le Contrôle Optimal.

Soient X un espace vectoriel normé, f : X → R∪ {+∞} une fonction achevée à
valeurs réelles, et x ∈ domf .

Dé�nition 1.2.11. (La dérivée directionnelle) La dérivé directionnelle de f en x
dans la direction v ∈ X, est notée f ′(x, v) et vaut

f ′(x, v) = lim
t↓0

f(x+ tv)− f(x)

t

14
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si la limite existe.
Cette dérivée donne le taux de variation de f en x dans la direction v.

Dé�nition 1.2.12. (La dérivée directionnelle au sens de Clarke) Supposons que f
est une fonction localement lipschitzienne en x, alors la dérivée directionnelle au
sens de Clarke de f en x dans la direction v ∈ X est notée et dé�nie par

f ◦(x, v) = lim sup
t↓0
x→x

f(x+ tv)− f(x)

t
.

Lorsque la fonction f est non di�érentiable en x (dite aussi non lisse), la dérivée
classique de f est remplacée par le sous di�érentiel, ce dernier est généralement
dé�ni à travers les dérivées directionnelles quand elles existent.

Dé�nition 1.2.13. (Sous di�érentiel d'une fonction convexe) Soient f une fonction
convexe dé�nie sur X, on dé�nit le sous di�érentiel de f en x par

∂f(x) = {y ∈ X∗ : < y, v >≤ f ′(x, v), ∀v ∈ X}.

Quand f est continue, le sous di�érentiel véri�e les propriétés suivantes

1. ∂f(x) = {y ∈ X∗ : < y, x− x >≤ f(x)− f(x),∀x ∈ X}.

2. ∂(f + g)(x) = ∂f(x) + ∂g(x), pour toute fonction convexe continue g dé�nie
sur X.

3. ∂(αf)(x) = α∂f(x), pour tout α constant réel.

Dé�nition 1.2.14. (Le sous di�érentiel de Clarke) Le sous di�érentiel de Clarke,
d'une fonction f localement lipschitzienne en x ∈ X est dé�ni par

∂Cf(x) = {y ∈ X∗ : < y, v >≤ f ◦(x, v), ∀v ∈ X}

Dé�nition 1.2.15. (Le sous di�érentiel proximal) Le sous di�érentiel proximal de
f localement lipschitzienne en x ∈ X, est l'ensemble ∂pf(x) de tous les éléments y
de X∗ tels qu'il existe deux constantes réels positives σ > 0 et δ > 0 véri�ent

< y, x− x >≤ f(x)− f(x) + σ‖x− x‖2 ∀ x ∈ B(x, δ).

On a toujours
∂pf(x) ⊂ ∂cf(x)

et si f est convexe continue

∂pf(x) = ∂cf(x) = ∂f(x).

15



1.2 Préliminaires et Résultats de base

Soient S un sous ensemble fermé de X et x ∈ S, si S est convexe on dé�nit

. Le cône tangente de S en x

TS(x) = cl{α(s− x) : α ∈ R+, s ∈ S}

. Le cône normal de S en x

NS(x) = {y ∈ X∗ : < y, v >≤ 0, ∀v ∈ TS(x)}
= {y ∈ X∗ : < y, x− x >≤ 0, ∀x ∈ S}

Il est connu aussi comme le sous di�érentiel de la fonction indicatrice

NS(x) = ∂ψS(x)

et véri�e les propriétés suivantes

Proposition 1.2.7. Soit S un sous ensemble fermé convexe d'un espace de Hilbert
H, alors pour tout x ∈ S on a

1. ∂d(x, S) = NS(x) ∩ B.

2. y ∈ NS(x) ⇔ < y, x >= δ∗(y, S).

3. x ∈ ProjS(y) ⇔ y − x ∈ NS(x).

Démonstration.
1) Soit y ∈ ∂d(x, S), alors

< y, x− x > ≤ d(x, S)− d(x, S) ∀x ∈ H
≤ d(x, S) ∀x ∈ H

particulièrement si on prend x ∈ S où d(x, S) = 0, on obtient

< y, x− x >≤ 0 ∀x ∈ S,

d'où
y ∈ NS(x).

D'autre part, on sait que si f : H → R est une fonction localement lipschitzienne
de constante k > 0

f ◦(x, v) = lim sup
t↓0
x→x

f(x+ tv)− f(x)

t
≤ k‖tv‖

t
= k‖v‖,
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et
‖y‖X∗ = sup

‖v‖≤1

| < y, v > |

≤ sup
‖v‖≤1

|f ◦(x, v)|

≤ sup
‖v‖≤1

k‖v‖ ≤ k,

d'où
∂f(x) ⊂ kB

et comme d(., S) est localement lipschitzienne de constant 1

∂d(x, S) ⊂ B

on conclu que
∂d(x, S) ⊂ NS(x) ∩ B.

Inversement, supposons que y ∈ NS(x) ∩ B, donc

< y, x− x >≤ 0 ∀x ∈ H

et
‖y‖ ≤ 1

comme d(x, S) ≥ 0 pour tout élément x de H, et d(x, S) = 0

< y, x− x >≤ d(x, S)− d(x, S) ∀ x ∈ H,

d'où
y ∈ ∂d(x, S).

2) Condition nécessaire :
Soit y ∈ NS(x) alors

< y, x− x >≤ 0 ∀x ∈ S,

d'où
< y, x >≥< y, x > ∀x ∈ S

implique
< y, x >≥ sup

x∈S
< y, x >= δ∗(y, S),

de plus comme x ∈ S, d'après la dé�nition de la fonction support on a

< y, x >≤ sup
x∈S

< y, x >= δ∗(y, S),

par conséquent
< y, x >= δ∗(y, S).

Condition su�sante :
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Soit y ∈ H telle que < y, x >= δ∗(y, S), alors

< y, x >≥< y, x >, ∀ x ∈ S,

d'où
< y, x > − < y, x >=< y, x− x >≤ 0, ∀ x ∈ S.

Par conséquent y ∈ NS(x).
3) On a pour tout x ∈ S l'inégalité du cône normal

< y − x, x− x >≤ 0,

est équivalente à l'inégalité de la projection

< y − x, x− x >≥ 0,

d'où (3) est véri�é.

. Le cône tangent de Clarke de S en x

T cS(x) = {v ∈ X : doS(x, v) = 0}

. Le cône normal de Clarke de S en x

N c
S(x) = {y ∈ X∗ : < y, v >≤ 0, ∀v ∈ T cS(x)}

ou
N c
S(x) = ∂cψS(x)

. Le cône normal proximal de S en x

Np
S(x) = {y ∈ X∗ : ∃σ, δ > 0 < y, x− x >≤ σ‖x− x‖2, ∀x ∈ (x+ δB) ∩ S}

ou
Np
S(x) = ∂pψS(x)

il se caractérise par

y ∈ NP
S (x) ⇐⇒ ∃σ = σ(y, x) > 0 telle que < y, x−x >≤ σ‖x−x‖2 pour tout x ∈ S.

Remarque 1.2.1. Si L'ensemble S est convexe, alors tous les cônes cités ci-dessus
coïncident

NS(x) = N c
S(x) = Np

S(x).

Dé�nition 1.2.16. (Ensemble uniformément prox-régulier) pour un certain ρ ∈
]0,+∞], un sous ensemble S est uniformément ρ-prox-régulier si et seulement si
pour tous x ∈ S et y ∈ Np

S(x) non nuls, on a

<
y

‖y‖
, x− x >≤ 1

2r
‖x− x‖2, ∀x ∈ S.
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Notons que pour r = +∞, l'uniformément prox-régularité est équivalente à la
convexité.

La proposition suivante résume les propriétés essentielles des ensembles uniformé-
ment prox-réguliers.

Proposition 1.2.8. Soient S un sous ensemble fermé d'un espace de Hilbert X et
ρ > 0, si S est uniformément ρ-prox-régulier, alors

1. pour tout x ∈ X où d(x, S) < ρ, ProjS(x) est non vide.

2. pour tout ρ′ ∈]0, ρ[, l'ensemble

S(ρ′) = {x ∈ X : d(x, S) ≤ ρ′}

est uniformément (ρ− ρ′)-prox-régulier.
3. En tout x ∈ X satisfaisant d(x, S) < ρ on a

∂d(x, S) := ∂pd(x, S) = ∂cd(x, S)

4. Le cône normal proximal de S coïncide avec le con normal de Clarke en tout
point x ∈ S et on note

NS(x) := Np
S(x) = N c

S(x)

5. ∂dS(x) = NS(x) ∩ B.

Maintenant on donne un théorème de fermeture du sous di�érentiel de la fonction
distance associée à une multiapplication à valeurs uniformément prox-régulières,
supposons que Y est un espace de Hilbert

Théorème 1.2.7. [8] Soient ρ ∈]0,+∞], O un sous ensemble ouvert d'un espace
vectoriel topologique X, et C : O ⇒ Y une multiapplication continue au sens de
Hausdor�, à valeurs uniformément ρ-prox-régulières sur O. Alors pour 0 < δ < ρ,
nous avons :

pour tous x ∈ O, y ∈ C(x) + (ρ − δ)B, xn → x, yn → y avec xn ∈ O( yn n'est
pas nécessairement dans C(xn)) et zn ∈ ∂d(yn, C(xn)) avec (zn) converge faiblement
vers z, alors

z ∈ ∂d(y, C(x)).

Remarque 1.2.2. De ce théorème on peut déduire que la multiapplication

(x, y)→ ∂d(y, C(x))

est scalairement semicontinue supérieurement, c'est à dire que la fonction support
associée

(x, y)→ δ∗(ξ, ∂d(y, C(x))) ∀ ξ ∈ Y
est semicontinue supérieurement.

19



1.2 Préliminaires et Résultats de base

1.2.4 L'ensemble Admissible

L'ensemble admissible d'une inclusion di�érentielle

ẋ(t) ∈ F (x(t)) , x(0) = a. (1.1)

est l'ensemble de toutes les valeurs possibles atteintes par les solutions de (1.1) dans
un temps �ni t.
Si on dé�nit l'ensemble des trajectoires de (1.1) sur un intervalle [0, t] de R+ par

Υt(a) = {u ∈ CRn(R+) : u est une solution absolument continue du (1.1) dans [0, t]}

L'ensemble admissible de (1.1) dans t est

Sa(t) = {u(t) : u ∈ Υt(a)}

cet ensemble peut être écrit comme une multiapplication

t→ Sa(t),

d'un rang

Sa =
⋃
t∈R+

Sa(t).

Un des importants problèmes étudiés dans la théorie des inclusions di�érentielle
consiste à caractériser l'ensemble admissible et appliquer ses propriétés dans la réso-
lution des problèmes du temps optimal. Dans [6] les auteurs ont été intéressés aux hy-
pothèses nécessaire qui rendent l'ensemble des trajectoires et l'ensemble admissible
semicontinue supérieurement (en tant que multiapplications) à valeurs compactes.
Ces hypothèses sont appelées � the Boundedness Assumption�. Ils ont aussi comparés
l'ensemble des trajectoires de deux multiapplications Φ(.) et F (.) satisfaisant

gph(Φ) ⊂ gph(F ) + δB

et obtenu le résultat
ΥΦ
t (a) ⊂ Υ Ft (a) + εB.

Ils ont arrivé à démontrer que l'ensemble Sa(t) est connexe sans donner une appli-
cation dans la théorie de contrôle. L'application des propriétés de l'ensemble ad-
missible a été réalisée par Papageorgiou [30] où il a montré que la multiapplication
Sa(.) est faiblement semicontinue supérieurement à valeurs faiblement compactes,
et le problème d'atteindre a′ ∈ Sa(t) dans un temps minimum t′ admet une solution
u ∈ Υt(a), il a pu même donner une description explicite de Sa(t)

Sa(t) = {x : T (x) ≤ t}

où T (.) est une fonction faiblement semicontinue inférieurement dé�ni par

z → T (z) = inf{t ∈ [0, T ] : z ∈ Sa(t)}
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Quelques années après A�ane-Azzam [5] ont étudiés l'ensemble admissible mais en
remplaçant le problème (1.1), par le processus de la ra�e perturbé

−ẋ(t) ∈ NC(x(t)) + F (x(t)) , x(0) = a ∈ C.

elles ont démontré des propriétés plus fortes de Sa(t) avec une application sur un
problème de temps optimal. Dans le chapitre 2 nous allons voir comment peut on
utiliser ces deux travaux pour obtenir de nouveaux résultats concernant l'ensemble
admissible et ses applications.

1.2.5 La presque convexité

La presque convexité est une propriété topologique des ensembles, plus faible que
la convexité, elle a été introduite par Cellina-Ornelas dans [15], et dé�nie par

Dé�nition 1.2.17. L'ensemble Q d'un espace vectoriel est dit presque convexe si
pour tout q ∈ co(Q), il existe deux scalaires α1 et α2, 0 ≤ α1 ≤ 1 ≤ α2 tels que

α1q ∈ Q et α2q ∈ Q

Remarquons que si l'ensemble Q est presque convexe et 0 ∈ co(Q), alors Q
contient l'origine 0, car pour tous scalaires α1 et α2 on a

α1.0 = 0 ∈ Q et α2.0 = 0 ∈ Q.

Exemples. Citant quelques exemples concrets de la presque convexité :
� Tout ensemble convexe est presque convexe.
Il su�t de prendre α1 = α2 = 1.

� L'ensemble K = ∂Q, où Q est un convexe qui ne contient pas l'origine.
Considérons l'ensemble

Q = {(x, y) ∈ R2 \ (x− 3)2 + (y − 3)2 < 4}

et
K = ∂Q = {(x, y) ∈ R2 \ (x− 3)2 + (y − 3)2 = 4}

comme Q est compact convexe, on a

co(K) = co(∂Q) = Q

et pour (x0, y0) = (2, 2) ∈ co(K), il existe α1, α2

0 ≤ α1 =
3−
√

2

2
≤ 1 ≤ α2 =

3 +
√

2

2

telle que
3−
√

2

2
.(2, 2) ∈ K et

3 +
√

2

2
.(2, 2) ∈ K.
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� L'ensemble K = {0} ∪ ∂Q, où Q est un convexe qui contient l'origine.
Posons

Q = {(x, y) ∈ R2 \ x2 + y2 < 4}

et prenons

K = {(0, 0)} ∪ ∂Q = {(0, 0)} ∪ {(x, y) ∈ R2 \ x2 + y2 = 4}

on a
co(K) = co

(
{(0, 0} ∪ ∂Q

)
= {(x, y) ∈ R2 \ x2 + y2 ≤ 4}

et pour (x0, y0) = (1, 1) ∈ co(K) il existe

α1 = 0 et α2 =
√

2

tels que
0.(1, 1) = 0 ∈ K et

√
2.(1, 1) = (

√
2,
√

2) ∈ K.

Remarque :
1) Il existe une autre dé�nition de la presque convexité apparait surtout dans les
problèmes de l'optimisation convexe, par exemple dans [22] un sous ensemble C de
Rn est presque convexe s' il véri�e les deux conditions suivantes

1. C est convexe.

2. L'intérieure relatif de C est contenu dans C i.e

ri(C) ⊂ C.

2) Il est claire que tout ensemble convexe est presque convexe, mais l'inverse en
générale n'est pas nécessairement vrai. Observons l'ensemble

C = ([0, 1]× [0, 1])\{(0, y) : y ∈ (R\Q)} ⊂ R2.

C est presque convexe mais non convexe.

Notons que uniquement la dé�nition présentée dans le début de la section sera
considérée dans cette thèse.
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Résultat d'existence pour le
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2.1 Introduction du chapitre

L'ensemble admissible joue un rôle important dans la théorie de contrôle, car
de nombreux problèmes d'optimisations, dynamiques, procédures de plani�cations
dans les mathématiques économiques, et la théorie des jeux peuvent être modélisés
et résolus en fonction de l'ensemble admissible. Dans l'étude de l'existence de so-
lution pour les inclusions di�érentielles, l'hypothèse de la convexité est largement
utilisée, particulièrement pour établir la fermeture de l'ensemble des solutions, qui
est généralement non fermé sans la convexité. Le cas non convexe a été étudié par
des méthodes diverses. Dans [15], les auteurs ont dé�nit une généralisation de la
convexité qu' ils ont appelé presque convexité. Ils ont montré en supposant cette
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condition que l'inclusion di�érentielle avec second membre semicontinue supérieure-
ment admet une solution

ẋ(t) ∈ F (x(t)) , x(0) = x0

Ils ont établis la fermeture de l'ensemble admissible au lieu de l'ensemble des solu-
tions. Ce concept a été utilisé successivement par A�ane-Azzam dans [4] et [5]. Dans
[5], elles ont considéré un processus de la ra�e perturbé par une multiapplication à
valeurs presque convexes. Elles ont étudié l'existence de la solution et les propriétés
topologiques de l'ensemble admissible. Dans ce chapitre, nous allons généraliser les
travaux de [5] et [15] pour établir de nouveaux résultats, tout d'abord on va étudier
l'existence de solution du problème

(IR+)


−ẋ(t) ∈ NC(t)(x(t)) + F (t, x(t)) p.p. t ∈ R+

x(t) ∈ C(t) ∀t ∈ R+

x(0) = a ∈ C(0).

où la perturbation F : R+ × Rn ⇒ Rn est semicontinue supérieurement à valeurs
fermées non nécessairement bornées, et l'ensemble C(t) est convexe en utilisant la
méthode de rattrapage de Moreau (voir [10], et[27]). Ensuite on généralise ce résultat
en prenant C(t) uniformément ρ-prox-régulier. En utilisant le résultat d'existence
obtenu, nous présentons quelques propriétés topologiques de l'ensemble des trajec-
toires ainsi que l'ensemble admissible.

En deuxième étape, on considère C(t) = C �xé, et on étudie la version autonome
du problème (IR+)

(P)


−ẋ(t) ∈ NC(x(t)) + F (x(t)) p.p t ∈ R+

x(t) ∈ C ∀t ∈ R+

x(0) = a ∈ C.

où on a�aiblit la condition de la convexité des valeurs de F , par la presque convexité
et on obtient un nouveau résultat d'existence à travers une méthode de relaxation
inspiré de [4] et [5], qui consiste à trouver la solution du problème

−ẋ(t) ∈ NC(x(t)) + co(F (x(t))) p.p t ∈ R+

x(t) ∈ C ∀t ∈ R+

x(0) = a ∈ C.

On conclut le chapitre par la résolution d'un problème de temps optimal en
utilisant la solution du problème (P) et les propriétés topologiques de l'ensemble
admissible du problème (IR+) .
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Les résultats de ce chapitre ont fait l'objet d'une publication avec Madame Do-
ria A�ane et Professeur Mustapha Fateh Yarou dans Bulletin Mathématique de la
Société des Sciences Mathématiques de Roumanie [2].
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2.2 Résultat d'existence pour une perturbation non bornée à valeurs convexes

2.2 Résultat d'existence pour une perturbation non

bornée à valeurs convexes

Le résultat principal de cette section est l'étude de l'existence de solution du
problème (IR+).

Commençons par le cas où C(.) est à valeurs convexes.

Théorème 2.2.1. Soient F : R+ × Rn ⇒ Rn une multiapplication semicontinue
supérieurement à valeurs non vides fermées convexes, et C : R+ ⇒ Rn une multiap-
plication à valeurs non vides convexes fermées.

Supposons que les hypothèses suivantes sont satisfaites

(H1) Pour un certain réel α strictement positif

‖m(F (t, y))‖ = d(0, F (t, y)) ≤ α, ∀(t, y) ∈ R+ × Rn.

(H2) Il existe une constante Λ > 0 tel que

H(C(t1), C(t2)) ≤ Λ|t1 − t2| ∀t1, t2 ∈ R+.

Alors, pour tout a ∈ C(0), il existe une fonction absolument continue u : R+ → Rn

solution du (IR+) tel que

‖u̇(t)‖ ≤ Λ + 2α, p.p. t ∈ R+

Démonstration.
(a) Commençons par démontrer que sur tout intervalles compacts [T0, T ] ⊂ R+

le problème (IR+) admet une solution absolument continue u : [T0, T ] → Rn, qui
satisfait 

−u̇(t) ∈ NC(t)(u(t)) + F (t, u(t)) p.p. t ∈ [T0, T ],
u(t) ∈ C(t) ∀t ∈ [T0, T ],
u(T0) = u0 ∈ C(T0).

Pour tout entier n ≥ 0, on considère la partition de [T0, T ] par les points

tnk = T0 + ken , en =
T − T0

n
, k = 0, 1, 2, ..., n.

Étape 1 : Construction des solutions approximatives
Pour chaque t ∈ [tn0 , t

n
1 [, on dé�nit

un(t) =
tn1 − t
en

xn0 +
t− tn0
en

xn1 ,

où xn0 = u0 ∈ C(T0) et

xn1 = ProjC(tn1 )(x
n
0 − enm(F (tn0 , u0))),
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2.2 Résultat d'existence pour une perturbation non bornée à valeurs convexes

alors un(tn0 ) = u0, et on a l'estimation

d(xn0 − enm(F (tn0 , un(tn0 ))), C(tn1 )) ≤ d(xn0 − enm(F (tn0 , un(tn0 ))), xn0 ) + d(xn0 , C(tn1 ))

≤ d(xn0 − enm(F (tn0 , un(tn0 ))), xn0 ) + e(C(tn0 ), C(tn1 ))

≤ d(xn0 − enm(F (tn0 , un(tn0 ))), xn0 ) +H(C(tn0 ), C(tn1 ))

Par les hypothèses (H1) et (H2) on obtient

d(xn0 − enm(F (tn0 , un(tn0 ))), C(tn1 )) ≤ enα + Λ|tn0 − tn1 | = en(Λ + α)

et pour presque tout t ∈ [tn0 , t
n
1 [, la dérivée de un(.) est

u̇n(t) =
xn1 − xn0
en

.

Utilisons la dé�nition de xn1 et la caractérisation du cône normal en fonction de la
projection on obtient

xn0 − enm(F (tn0 , u0))− xn1 ∈ NC(tn1 )(x
n
1 ),

d'où

u̇n(t) =
xn1 − xn0
en

∈ −NC(tn1 )(x
n
1 )−m(F (tn0 , un(tn0 )))

avec
‖xn0 − enm(F (tn0 , u0))− xn1‖ = d(xn0 − enm(F (tn0 , u0)), C(tn1 ))

≤ (Λ + α)en,

alors

‖u̇n(t)‖ = ‖x
n
1 − xn0
en

‖ ≤ Λ + 2α.

Pour tout t ∈ [tn1 , t
n
2 [, on dé�nit

un(t) =
tn2 − t
en

xn1 +
t− tn1
en

xn2 ,

où xn1 = un(tn1 ) ∈ C(tn1 ) et

xn2 = ProjC(tn2 )(x
n
1 − enm(F (tn1 , un(tn1 )))),

d'autre part on a l'estimation

d(xn1 − enm(F (tn1 , un(tn1 ))), C(tn2 )) ≤ d(xn1 − enm(F (tn1 , un(tn1 ))), xn1 ) + d(xn1 , C(tn2 ))

≤ d(xn1 − enm(F (tn1 , un(tn1 ))), xn1 ) + e(C(tn1 ), C(tn2 ))

≤ d(xn1 − enm(F (tn1 , un(tn1 ))), xn1 ) +H(C(tn1 ), C(tn2 ))

Par les hypothèses (H1) et (H2) on obtient

d(xn1 − enm(F (tn1 , un(tn1 ))), C(tn2 )) ≤ enα + Λ|tn1 − tn2 | = en(Λ + α)
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et pour presque tout t ∈ [tn1 , t
n
2 [, la dérivée de un(.) est

u̇n(t) =
xn2 − xn1
en

.

Utilisons la dé�nition de xn2 et la caractérisation du cône normal en fonction de la
projection on obtient

xn1 − enm(F (tn1 , un(tn1 )))− xn2 ∈ NC(tn2 )(x
n
2 ),

d'où

u̇n(t) =
xn2 − xn1
en

∈ −NC(tn2 )(x
n
2 )−m(F (tn1 , un(tn1 ))),

avec

‖xn1 − enm(F (tn1 , un(tn1 )))− xn2‖ = d(xn1 − enm(F (tn1 , un(tn1 ))), C(tn2 ))

≤ (Λ + α)en,

alors

‖u̇n(t)‖ = ‖x
n
2 − xn1
en

‖ ≤ Λ + 2α.

Supposons que (un) est bien dé�nie sur [tnk−1, t
n
k [, avec

un(tnk) = xnk et ‖
xnk − xnk−1

en
‖ ≤ Λ + 2α.

Pour tout t ∈ [tnk , t
n
k+1[, on dé�nit

un(t) =
tnk+1 − t
en

xnk +
t− tnk
en

xnk+1,

où
xnk+1 = ProjC(tnk+1)(x

n
k − enm(F (tnk , un(tnk)))),

et

u̇n(t) =
xnk+1 − xnk

en
,

satisfait
u̇n(t) ∈ −NC(tnk+1)(x

n
k+1)−m(F (tnk , un(tnk))), (2.1)

avec l'estimation
‖u̇n(t)‖ ≤ Λ + 2α. (2.2)

Pour tout t ∈ [T0, T ] et chaque n ≥ 1, on pose

δn(t) =

{
tnk si t ∈ [tnk , t

n
k+1[

tnn−1 si t = T
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et

θn(t) =

{
tnk+1 si t ∈ [tnk , t

n
k+1[

T si t = T

d'où par (2.1) on obtient

u̇n(t) ∈ −NC(θn(t))(un(θn(t)))−m(F (δn(t), un(δn(t)))) p.p. t ∈ [T0, T ]

il est claire que pour tous n ≥ 1 et t ∈ [T0, T ] les inclusions suivantes sont satisfai-
santes

m(F (δn(t), un(δn(t)))) ∈ F (δn(t), un(δn(t))), (2.3)

un(δn(t))) ∈ C(δn(t)), (2.4)

un(θn(t)) ∈ C(θn(t)), (2.5)

de plus
lim
n→∞

δn(t) = lim
n→∞

θn(t) = t. (2.6)

En e�et , pour tout k ∈ {0, .., n} et t ∈ [tnk , t
n
k+1[ on a

|δn(t)− t| = t− δn(t) = t− tnk ≤ tnk+1 − tnk =
T − T0

n
→
n→∞

0

de même

|θn(t)− t| = θn(t)− t = tnk+1 − t ≤ tnk+1 − tnk =
T − T0

n
→
n→∞

0

d'où par la comparaison des limites on obtient les égalités (2.6).

Étape 2 : convergence des suites
Pour tout n ≥ 1 et pour presque tout t ∈ [T0, T ], on a

‖un(θn(t))− un(t)‖ = ‖un(tnk+1)− un(t)‖

= ‖xnk+1 −
tnk+1 − t
en

xnk −
t− tnk
en

xnk+1‖

= ‖
enx

n
k+1 − tnk+1x

n
k + txnk − txnk+1 + tnkx

n
k+1

en
‖

= ‖
tnk+1x

n
k+1 − tnkxnk+1 − tnk+1x

n
k + txnk − txnk+1 + tnkx

n
k+1

en
‖

= ‖
tnk+1(xnk+1 − xnk) + t(xnk − xnk+1)

en
‖

= ‖
xnk+1 − xnk

en
‖|tnk+1 − t|,

implique

‖un(θn(t))− un(t)‖ = ‖u̇n(t)‖(θn(t)− t) ≤ (Λ + 2α)(θn(t)− t), (2.7)
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donc par (2.6)
lim
n→∞
‖un(θn(t))− un(t)‖ = 0.

et comme

‖xnk − xn0‖ ≤ ‖xnk − xnk−1‖+ ‖xnk−1 − xnk−2‖+ .....+ ‖xn1 − xn0‖
≤ en(Λ + 2α) + en(Λ + 2α) + ...+ en(Λ + 2α).

de plus remarquons que

‖xnk‖ − ‖xn0‖ ≤ ‖xnk − xn0‖ donc ‖xnk‖ ≤ ‖xnk − xn0‖+ ‖xn0‖,

on obtient pour chaque k de 1 à n

‖un(tnk)‖ = ‖xnk‖
≤ ken(Λ + 2α) + ‖u0‖
≤ (T − T0)(Λ + 2α) + ‖u0‖,

et,
‖un(t)‖ − ‖un(θn(t))‖ ≤ ‖un(t)− un(θn(t))‖

≤ (Λ + 2α)(θn(t)− t)
≤ (Λ + 2α)(T − T0),

utilisons l'estimation de un(tnk) on obtient

‖un(t)‖ ≤ (Λ + 2α)(T − T0) + ‖un(tnk)‖
≤ 2(Λ + 2α)(T − T0) + ‖u0‖,

on conclue que la suite (un(t)) est relativement compacte.
D'autre part, pour tous t1, t2 ∈ [T0, T ] telle que t1 ≤ t2 on a

‖un(t2)− un(t1)‖ = ‖
∫ t2

t1

u̇n(s)ds‖ ≤ (Λ + 2α)(t2 − t1)

ce qui montre que la suite des fonctions (un(.)) est equi-continue, par le théorème
d'Ascoli-Arzéla on conclue que (un(.)) est relativement compactes dans CRn([T0, T ]),
comme ‖u̇n(t)‖ ≤ Λ + 2α p.p. sur [T0, T ], par la conséquence d'Ascoli-Arzéla on
conclue qu'il existe une sous suite de (un(.)) ( notée par (un(.))) converge vers une
fonction absolument continue u(.) dans le sens suivant

. (un(.)) converge uniformément vers u(.),

. (u̇n(.)) converge σ(L1
Rn , L∞Rn) vers u̇(.).

Alors

u(t) = lim
n→∞

un(t) = u0 + lim
n→∞

∫ t

T0

u̇n(s)ds = u0 +

∫ t

T0

u̇(s)ds.

On pose
m(F (δn(.), un(δn(.))) = fn(.), ∀n ≥ 1 et ∀t ∈ [T0, T ],
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alors
‖fn(t)‖ ≤ α ∀t ∈ [T0, T ],

d'où la suite des fonctions (fn(.)) est bornée dans L∞Rn([T0, T ]) et donc elle admet
une sous suite ( notée par (fn(.))) converge σ(L∞Rn , L1

Rn) vers une fonction f ∈
L∞Rn([T0, T ]). Par conséquent, pour tout v(.) ∈ L1

Rn([T0, T ]) on a

lim
n→∞

< fn(.), v(.) >=< f(.), v(.) > .

Soit y(.) ∈ L∞Rn([T0, T ]) ⊂ L1
Rn([T0, T ]), alors

lim
n→∞

< fn(.), y(.) >=< f(.), y(.) >

implique que la suite (fn(.)) est σ(L1
Rn , L∞Rn)-convergente vers la fonction f(.) qui

véri�e
‖f(t)‖ ≤ α p.p. t ∈ [T0, T ].

Étape 3 : montrons l'inclusion u̇(t) + f(t) ∈ −NC(t)(u(t))
Montrons premièrement que u(t) ∈ C(t) ∀t ∈ [T0, T ].

Par (2.5), pour tous t ∈ [T0, T ] et n ≥ 1 on a

d(un(t), C(t)) ≤ d(un(t), un(θn(t))) + d(un(θn(t)), C(t))

≤ ||un(t)− un(θn(t))||+ e(C(θn(t)), C(t))

≤ ||un(t)− un(θn(t))||+H(C(θn(t)), C(t))

≤ ||un(t)− un(θn(t))||+ Λ|θn(t)− t|

comme
lim
n→∞
||un(t)− un(θn(t))|| = 0,

lim
n→∞
|θn(t)− t| = 0,

et le fait que C(t) est fermé, par passage à la limite dans l'inégalité précédente on
obtient

u(t) ∈ C(t), ∀t ∈ [T0, T ].

D'autre part, on a
‖u̇n(t) + fn(t)‖ ≤ ‖u̇n(t)‖+ ‖fn(t)‖

≤ Λ + 3α = γ

d'où
u̇n(t) + fn(t) ∈ γB,

et comme
u̇n(t) + fn(t) ∈ −NC(θn(t))(un(θn(t)))

par la proposition 1.2.7, on obtient

u̇n(t) + fn(t) ∈ −γ∂d(un(θn(t)), C(θn(t))).
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D'après l'étape 2 les suites (u̇n + fn) et (fn) convergent faiblement vers (u̇ + f) et
f respectivement, d'où par le théorème de Mazur il existe deux suites (wn) et (vn)
véri�ant

wn ∈ co { u̇m + fm : m ≥ n }

et
vn ∈ co { fm : m ≥ n }

tels que (wn) et (vn) convergent fortement dans L1
Rn×Rn([T0, T ]) vers u̇ + f et f .

On peut donc extraire de (wn) et (vn) des suites convergent ponctuellement presque
partout vers u̇ + f et f , i.e il existe un ensemble N ⊂ [T0, T ] Lebesgue négligeable
telle que pour tout t ∈ [T0, T ]\N

u̇(t) + f(t) ∈
⋂
n≥0

{wk(t) : k ≥ n} ⊂
⋂
n≥0

co{u̇k(t) + fk(t) : k ≥ n}, (2.8)

et
f(t) ∈

⋂
n≥0

{vk(t) : k ≥ n} ⊂
⋂
n≥0

co{fk(t) : k ≥ n}. (2.9)

Fixons t ∈ [T0, T ]\N et µ ∈ Rn, la semicontinuité supérieure de ∂d(.C(.)) et la
relation (2.8) montre que

< µ, u̇(t) + f(t) > ≤ lim sup
n→∞

δ∗(µ,−γ∂d(un(θn(t)), C(θn(t)))

≤ δ∗(µ,−γ∂d(u(t), C(t)))

comme l'ensemble ∂d(., C(.)) est convexe fermé, on conclut que

u̇(t) + f(t) ∈ −γ∂d(u(t), C(t)),

utilisons l'inclusion du sous di�érentiel de la fonction distance dans le cône normal,
on obtient

u̇(t) + f(t) ∈ −NC(t)(u(t)) (2.10)

de plus la relation (2.9) et la semicontinuité supérieure de F (., .) donnent

< µ, f(t) > ≤ lim sup
n→∞

δ∗(µ, F (δn(t), un(δn(t)))

≤ δ∗(µ, F (t, u(t))),

et comme F est à valeurs convexes fermées, on obtient

f(t) ∈ F (t, u(t)). (2.11)

Par (2.10) et (2.11) on conclue que

−u̇(t) ∈ NC(t)(u(t)) + F (t, u(t)) p.p t ∈ [T0, T ].
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d'où la première partie du théorème est démontrée.

(b) Observons que

R+ =
⋃
k∈N

[k, k + 1[,

pour tout k ∈ N l'application du point (a) sur l'intervalle [k, k+ 1] donne l'existence
d'une fonction absolument continue uk : [k, k + 1]→ Rn solution du problème

−u̇k(t) ∈ NC(t)(uk(t)) + F (t, uk(t)) p.p. t ∈ [k, k + 1],
uk(t) ∈ C(t) , ∀t ∈ [k, k + 1],
uk(k) ∈ C(k) ,

Considérons la fonction u : R+ → Rn dé�nie par

u(t) = u(t)|[k,k+1[ = uk(t), ∀t ∈ [k, k + 1[.

Par conséquent, la fonction absolument continue u est la solution du problème (IR+).
D'où le théorème est complètement démontré.

Si la multiapplication C(.) est à valeurs ρ-prox-régulières, on obtient le résultat
suivant

Théorème 2.2.2. Soit F : R+ × Rn ⇒ Rn une multiapplication semicontinue
supérieurement à valeurs convexes fermées, et C : R+ ⇒ Rn une multiapplication
à valeurs non vide fermées, tels que les hypothèses (H1) et (H2) du théorème 2.2.1
sont satisfaites.

Supposons que pour un certain ρ ∈]0,+∞], C(t) est uniformément ρ- prox-
régulier pour tout t ∈ R+. Alors pour tout a ∈ C(0) le problème (IR+) admet une
solution absolument continue.

Démonstration.
Comme dans le théorème précédant on montre le résultat sur l'intervalle [T0, T ] de
R+, c'est à dire on résout le problème

−ẋ(t) ∈ NC(x(t)) + F (t, x(t)) p.p t ∈ [T0, T ],
x(t) ∈ C(t) ∀t ∈ [T0, T ],
x(T0) = u0 ∈ C(T0).

Fixons n0 ≥ 0, telle que
T (Λ + α)

n0

≤ ρ

2
. (2.12)

Considérons pour tout n ≥ n0 la partition de [T0, T ] par les intervalles

[tnk , t
n
k+1] : k = 0, 1, 2, ..., n telle que tnk = T0 + k

T − T0

n
.
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Pour t ∈ [tn0 , t
n
1 [ on dé�nit les approximations suivantes

un(t) =
(tn1 − t)n
T − T0

xn0 +
(t− tn0 )n

T − T0

xn1 ,

où xn0 = u0 ∈ C(T0) et

xn1 ∈ ProjC(tn1 )(x
n
0 −

T − T0

n
m(F (tn0 , u0))), (2.13)

La relation (2.13) est bien dé�nie. En e�et

d(xn0 −
T − T0

n
m(F (tn0 , un(tn0 ))), C(tn1 )) ≤ d(xn0 −

T − T0

n
m(F (tn0 , un(tn0 ))), xn0 ) + d(xn0 , C(tn1 ))

≤ d(xn0 −
T − T0

n
m(F (tn0 , un(tn0 ))), xn0 ) + e(C(tn0 ), C(tn1 ))

≤ d(xn0 −
T − T0

n
m(F (tn0 , un(tn0 ))), xn0 ) +H(C(tn0 ), C(tn1 ))

≤ T − T0

n
‖m(F (tn0 , un(tn0 )))‖+ Λ|tn0 − tn1 |

≤ T

n
α + Λ

T

n

par (2.12) on obtient

d(xn0 −
T − T0

n
m(F (tn0 , un(tn0 ))), C(tn1 )) ≤ T (α + Λ)

n0

≤ ρ

2
< ρ

comme C(tn1 ) est uniformément ρ- prox régulier, utilisons la proposition 1.2.8 et la
dernière inégalité on conclue que la projection de xn0 − T−T0

n
m(F (tn0 , un(tn0 )) dans

C(tn1 ) est non vide d'où le point xn1 est bien choisi.

De la même manière, pour tout k de 1 à n et t ∈ [tk, tk+1[, on construit la suite
des applications approximatives

un(t) =
(tnk+1 − t)n
T − T0

xnk +
(t− tnk)n

T − T0

xnk+1

où

xnk+1 ∈ ProjC(tnk+1)(x
n
k −

T − T0

n
m(F (tnk , un(tnk))))

et on suit les mêmes étapes de la démonstration du théorème 2.2.1 y compris le
prolongement des solutions locales à une solution globale u dé�ni sur R+.
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Après le résultat d'existence de la solution du problème (IR+), on s'intéresse
maintenant à étudier les propriétés topologiques de l'ensemble des solutions, ainsi
que l'ensemble admissible associé a�n de les investir dans la résolution d'un problème
de temps optimal.

Corollaire 2.2.1. Supposons que les hypothèses (H1) et (H2) du théorème 2.2.1
sont satisfaisante. Alors pour tout a ∈ C(a) et tout t ∈ R+

1. L'ensemble des trajectoires Υt(a) est non vide compact.

2. La multiapplication t→ Sa(t) est semicontinue supérieurement à valeurs non
vides compactes.

Démonstration.
1. D'après le théorème 2.2.1 le problème (IR+) admet au moine une solution sur R+

donc sur [0, t] ⊂ R+, d'où l'ensemble Υa(t) 6= ∅.
Soit (un) une suite des trajectoires de Υt(a), alors pour tout n ∈ N, un(.) est une
solution absolument continue véri�e

||u̇n(t̃)|| ≤ Λ + 2α p.p t̃ ∈ [0, t].

et

||un(t̃)|| ≤ ||a||+
∫ t̃

0

||u̇n(s)||ds

≤ ||a||+
∫ t

0

(Λ + 2α)ds

≤ ||a||+ (Λ + 2α)t.

ce qui implique que la suite (un(t̃)) est relativement compacte. De plus pour tous
t̃1, t̃2 ∈ [0, t] telle que t̃1 ≤ t̃2 on a

‖un(t̃1)− un(t̃2)‖ = ‖
∫ t̃2

t̃1

u̇n(s) ds‖

≤
∫ t̃2

t̃1

Λ + 2α ds

≤ (Λ + 2α)(t̃2 − t̃1),

d'où la suite des fonctions (un) est equicontinue sur [0, t] et d'après le théorème
d'Ascoli- Arzela elle est relativement compacte dans CRn([0, t]). D'autre part comme
‖u̇n(t̃)‖ ≤ Λ+2α p.p. t̃ ∈ [0, t], la conséquence d'Ascoli- Arzela con�rme l'existence
d'une sous suite (un) ( notée aussi par (un)) converge uniformément vers une fonction
absolument continue u(.) dé�nit de [0, t] dans Rn, avec (u̇n) converge σ(L1

Rn , L∞Rn)
vers u̇(.) telle que

‖u̇(t̃)‖ ≤ Λ + 2α, p.p t̃ ∈ [0, t],
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on a donc

u(t̃) = lim
n→∞

un(t̃) = a+ lim
n→∞

∫ t̃

0

u̇n(s)ds = a+

∫ t̃

0

u̇(s)ds.

Pour tout n ∈ N, soit la suite des fonction (fn) où fn : [0, t] → Rn est la sélection
minimale mesurable de la multiapplication t→ F (t, un(t)), par l'hypothèse (H2) on
a

‖fn(t̃)‖ ≤ α ∀t̃ ∈ [0, t]

alors (fn) est bornée dans L∞Rn([0, t]) et elle admet une sous suite (fn) converge
σ(L∞Rn , L1

Rn) vers une fonction f(.) ∈ L∞Rn([0, t]), par conséquent pour tout v(.) ∈
L1
Rn([0, t]) on a

lim
n→∞

< fn(.), v(.) >=< f(.), v(.) > .

Soit y(.) ∈ L∞Rn([0, t]) ⊂ L1
Rn([0, t]), de l'équation précédente on a

lim
n→∞

< fn(.), y(.) >=< f(.), y(.) >,

d'où la suite (fn) converge σ(L1
Rn , L∞Rn) vers f(.) satisfait

‖f(t̃)‖ ≤ α p.p t ∈ [0, t].

Montrons maintenant que la limite u(.) est une solution du problème.
Comme (un) est une suite des solutions et fn(t̃) ∈ F (t̃, un(t̃)) pour tout n ∈ N , on
a l'inclusion suivante

−u̇n(t̃)− fn(t̃) ∈ NC(t̃)(un(t̃))

avec l'estimation
‖u̇n(t̃) + fn(t̃)‖ ≤ Λ + 3α = γ.

On obtient
u̇n(t̃) + fn(t̃) ∈ −γ∂d(un(t̃), C(t̃)).

Pour passer de la convergence faible des suites (u̇n + fn) et (fn) à la convergence
forte, on applique le lemme de Mazur qui garantie l'existence des sous suites (rn) et
(sn)

rn ∈ co { u̇m + fm : m ≥ n }

sn ∈ co { fm : m ≥ n }

tels que (rn) ,(sn) convergent fortement dans L1
Rn×Rn([0, t]) vers u̇(.) + f(.) ,f(.)

respectivement, alors on peut extraire de (rn), (sn) deux sous suites convergent
ponctuellement p.p vers u̇(.)+f(.) et f(.), c'est à dire il existe un ensemble Lebesgue
négligeable N ⊂ [0, t] telle que pour tout t̃ ∈ [0, t]\N

u̇(t̃) + f(t̃) ∈
⋂
n≥0

{rm(t̃) : m ≥ n} ⊂
⋂
n≥0

co{u̇m(t̃) + fm(t̃) : m ≥ n}, (2.14)
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f(t̃) ∈
⋂
n≥0

{sm(t̃) : m ≥ n} ⊂
⋂
n≥0

co{fm(t̃) : m ≥ n}. (2.15)

Fixons µ ∈ Rn, de la relation (2.14) et la semicontinuité supérieure de la multiap-
plication ∂d(., C(.)) on obtient

< µ, u̇(t̃) + f(t̃) > ≤ lim sup
n→∞

δ∗(µ,−γ∂d(un(t̃), C(t̃)))

≤ δ∗(µ,−γ ∂d(u(t̃), C(t̃)))

comme ∂d(u(t̃), C(t̃)) est un ensemble convexe fermé on a

u̇(t̃) + f(t̃) ∈ −γ ∂d(u(t̃), C(t̃))

de plus la suite des valeurs (un(t̃)) véri�e que un(t̃) ∈ C(t̃) pour tout t̃ ∈ [0, t], et
converge vers u(t̃), comme C(.) est à valeurs fermées, alors u(t̃) ∈ C(t̃) et le sous
di�érentiel associé à la fonction distance est inclue dans le cône normal, donc on
aura

u̇(t̃) + f(t̃) ∈ −NC(t̃)(u(t̃)). (2.16)

D'autre part F est semicontinue supérieurement, alors

< µ, f(t̃) >≤ lim sup
n→∞

δ∗(µ, F (t̃, un(t̃)) ≤ δ∗(µ, F (t̃, u(t̃))),

F (., .) est à valeurs convexes fermées, donc

f(t̃) ∈ F (t̃, u(t̃)) (2.17)

Par les inclusions (2.16) et (2.17) on conclue que

−u̇(t̃) ∈ NC(t̃)(u(t̃)) + F (t̃, u(t̃)) p.p. t̃ ∈ [0, t],

c'est à dire u(.) est une solution du problème (IR+) sur [0, t], alors u(.) ∈ Υt(a) et
l'ensemble des trajectoires est compact.

2. Soit t ∈ R+, montrons que Sa(t) est fermé borné dans Rn.
Soit (zn) une suite de Sa(t) converge vers z. On a pour tout n ∈ N, zn ∈ Sa(t)

donc il existe une suite des trajectoires (un) telle que

un(t) = zn

comme (zn) converge vers z, donc (un(t)) converge vers z, d'après (1) Υt(a) est
compact donc il existe une solution u(.) ∈ Υt(a) telle que

u(t) = lim
n
un(t) = z

d'où, par la dé�nition de l'ensemble admissible z ∈ Sa(t), et Sa(t) est fermé.
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Reste à démontrer qu'il est borné. Considérons z ∈ Sa(t), on a

‖z‖ = ‖u(t)‖ = ‖a+

∫ t

0

u̇(s) ds‖

≤ ‖a‖+

∫ t

0

Λ + 2α ds

≤ ‖a‖+ (Λ + 2α)t.

donc Sa(t) est borné, comme l'espace Rn est de dimension �nie il est compact.

Démontrons la semicontinuité supérieure de Sa(.) sur R+.
Soient t ∈ R+ et V un voisinage ouvert de Sa(t) dans Rn, il existe V0 un voisinage

ouvert de l'origine où
Sa(t) + V0 ⊆ V

notons par Υ (a) l'ensemble des solutions du problème (IR+) sur R+, d'après le théo-
rème d' Ascoli-Arzela, il existe δ > 0 tel que si |t − t′| < δ : u(t′) − u(t) ∈ V0 pour
tout u(.) ∈ Υ (a), comme u(t) ∈ Sa(t)

u(t′) ∈ u(t) + V0 ⊂ V ∀u(.) ∈ Υ (a)

d'où
Sa(t

′) ⊂ V ∀t′ ∈ B(t, δ)

qui montre par dé�nition que Sa(.) est semicontinue supérieurement.
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2.3 Résultat d'existence pour une perturbation à

valeurs presque convexes

Dans cette section, on présente le résultat essentiel du chapitre qui consiste à
montrer l'existence de solution d'un processus de la ra�e du premier ordre perturbé
par une multiapplication F à valeurs presque convexes. On a besoin du résultat
suivant où on étudie la relation entre la solution du problème relaxé et non relaxé.

Théorème 2.3.1. Soient C un sous ensemble fermé convexe de Rn, F : Rn ⇒ Rn

une multiapplication semicontinue supérieurement à valeurs compactes, a ∈ C et
x : R+ → Rn une solution absolument continue du problème

(Pco)

 −u̇(t) ∈ NC(u(t)) + co
(
F (u(t))

)
, p.p. t ∈ R+,

u(t) ∈ C, ∀t ∈ R+,
u(0) = a ∈ C.

Supposons qu'il existe deux fonctions intégrables ξ1(.) et ξ2(.) dé�nis sur R+, tels
que

0 ≤ ξ1(t) ≤ 1 ≤ ξ2(t),

et

(H3) ξ1(t)m
(
co
(
F (x(t))

))
∈ F (x(t)) et ξ2(t)m

(
co
(
F (x(t)

))
∈ F (x(t)), p.p. t ∈ R+.

Alors le problème autonome

(P)


−u̇(t) ∈ NC(u(t)) + F (u(t)), p.p. t ∈ R+,
u(t) ∈ C, ∀t ∈ R+,
u(0) = a ∈ C.

Admet une solution absolument continue.

Démonstration.
Montrons premièrement que pour tout t ∈ [T0, T ] où T > T0 ≥ 0, il existe une
fonction absolument continue

t(.) :[T0, T ]→ [T0, T ]

τ → t(τ)

telle que la fonction donnée par

x̃(.) :[T0, T ]→ Rn

τ → x̃(τ) = x(t(τ))

est une solution du problème (P) dans l'intervalle [T0, T ], de plus les valeurs aux
limites de x̃(.) et x(.) coïncide c'est à dire

x̃(T0) = x(T0) et x̃(T ) = x(T ).
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Étape 1. Considérons l'intervalle [a, b] ⊂ [T0, T ], Supposons qu'il existe deux fonc-
tions intégrables ξ1(.) et ξ2(.) dé�nis sur [a, b] tels que

0 ≤ ξ1(t) ≤ 1 ≤ ξ2(t) ∀t ∈ [a, b]

véri�ant l'hypothèse (H3), et que la fonction ξ1(t) > 0 p.p. Montrons qu'il existe
deux sous ensembles mesurables de [a, b], admettent Ψ1(.) et Ψ2(.) comme fonctions
caractéristiques, où

Ψ1(.) + Ψ2(.) = Ψ[a,b](.)

et il existe une fonction absolument continue s(.) dé�nie de [a, b] dans lui même,
avec

s(a)− s(b) = a− b

et

ṡ(τ) = Ψ1(τ).
1

ξ1(τ)
+ Ψ2(τ).

1

ξ2(τ)
.

En e�et. On pose

φ(τ) =


1
2

si ξ1(τ) = ξ2(τ) = 1

ξ2(τ)−1
ξ2(τ)−ξ1(τ)

si non.

Comme −1 ≤ −ξ1(τ) donc 0 ≤ ξ2(τ)− 1 ≤ ξ2(τ)− ξ1(τ), d'où

0 ≤ ξ2(τ)− 1

ξ2(τ)− ξ1(τ)
= φ(τ) ≤ 1.

de plus l'égalité suivante est toujours véri�ée

1 = φ(τ) + (1− φ(τ)) = φ(τ).ξ1(τ) + (1− φ(τ)).ξ2(τ).

Car :
Si ξ1(τ) = ξ2(τ) = 1, on obtient

φ(τ).ξ1(τ) + (1− φ(τ)).ξ2(τ) =
1

2
+ (1− 1

2
) = 1.

si non

φ(τ).ξ1(τ) + (1− φ(τ)).ξ2(τ) =
ξ1(τ)− 1

ξ2(τ)− ξ1(τ)
.ξ1(τ) + (1− ξ1(τ)− 1

ξ2(τ)− ξ1(τ)
).ξ2(τ)

=
ξ1(τ)ξ2(τ)− ξ1(τ)

ξ2(τ)− ξ1(τ)
+
ξ2(τ)− ξ1(τ)− ξ2(τ) + 1

ξ2(τ)− ξ1(τ)
.ξ2(τ)

=
ξ1(τ).ξ2(τ)− ξ1(τ)

ξ2(τ)− ξ1(τ)
+
ξ2(τ)− ξ1(τ)ξ2(τ)

ξ2(τ)− ξ1(τ)

= 1
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Particulièrement on a∫ b

a

1 dτ =

∫ b

a

(
φ(τ) + (1− φ(τ))

)
dτ =

∫ b

a

(φ(τ)ξ1(τ)

ξ1(τ)
+

(1− φ(τ))ξ2(τ)

ξ2(τ)

)
dτ.

On souhaite d'appliquer le théorème de Liapunov pour garantir l'existence de deux
sous ensembles mesurables de fonctions caractéristiques χ1(.) et χ2(.) tels que

Ψ1(.) + Ψ2(.) = Ψ[a,b](.)

et ∫ b

a

1 dτ =

∫ b

a

(
Ψ1(τ)

1

ξ1(τ)
+ Ψ2(τ)

1

ξ2(τ)

)
dτ.

Mais la fonction 1
ξ1(τ)

n'est pas nécessairement intégrable, donc on considère la suite
des ensembles disjoints dé�nis par

In = {τ ∈ [a, b] : n <
1

ξ1(τ)
≤ n+ 1},

on a ⋃
n∈N

In = [a, b].

En e�et, par dé�nition In ⊂ [a, b], ∀n ∈ N donc
⋃
n∈N

In ⊂ [a, b]. D'autre par soit

τ ∈ [a, b], on a 0 < ξ1(τ) ≤ 1 alors 1
ξ1(τ)

> 1 est un nombre réel positif, il résulte de
la propriété d'Archimède sur R qu'il existe un entier naturel n ∈ N tel que

n <
1

ξ1(τ)
≤ n+ 1

donc τ ∈ In et par conséquent τ ∈
⋃
n∈N I

n = [a, b].
Appliquons maintenant le théorème de Liapunov sur chaque In et remarquons que
la version utilisée est plus explicite

Théorème de Liapunov :
Soient f1, f2, ..., fn des fonctions intégrables dé�nies de [a, b] à valeurs dans R, et
α1, α2, ..., αn des fonctions mesurables qui véri�ent : pour tout i de 1 à n

0 ≤ αi(t) ≤ 1 et
∑
i

αi(t) = 1.

Alors il existe une suites d'ensembles mesurables (Ai) forment une partition de [a, b]
tels que ∫ b

a

∑
i

αi(t)fi(t)dt =

∫ b

a

∑
i

Ψi(t)fi(t)dt
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où (Ψi(.)) sont les fonctions caractéristiques associées à (Ai).
Donc par ce théorème, on a�rme l'existence de deux suites des sous ensembles
mesurables (In1 ) et (In2 ), admettent pour fonctions caractéristiques (Ψn

1 (.)) et (Ψn
2 (.)),

tel que ∫
In

1 dτ =

∫
In

(
Ψn

1 (τ)
1

ξ1(τ)
+ Ψn

2 (τ)
1

ξ2(τ)

)
dτ.

On pose I1 = ∪
n
In1 et I2 = ∪

n
In2 , Ψ1(.) =

∑
n

Ψn
1 (.) et Ψ2(.) =

∑
n

Ψn
2 (.). Pour tout

k ∈ N, la fonction

σk(τ) =
k∑

n=0

(
Ψn

1 (τ)
1

ξ1(τ)
+ Ψn

2 (τ)
1

ξ2(τ)

)
,

est positive et la suite des fonctions (σk(.)) est croissante simplement convergente
vers la fonction

σ(τ) = Ψ1(τ)
1

ξ1(τ)
+ Ψ2(τ)

1

ξ2(τ)
.

D'autre part on considère la suite des ensembles (Vk) où pour tout k ∈ N V k =⋃k
n=0 I

n, il est claire que cette suite est strictement croissante et converge vers l'in-
tervalle [a, b], donc ∫ b

a

1 dτ =

∫
∪kV k

1 dτ =

∫
∪nIn

1 dτ

avec ∫
∪kV k

1 dτ = lim
k→∞

∫
V k

1 dτ.

Comme les ensembles (In), sont disjoints on obtient∫ b

a

1 dτ = lim
k→∞

∫
V k

1 dτ = lim
k→∞

∫
⋃k

n=0 I
n

1 dτ = lim
k→∞

k∑
n=0

∫
In

1 dτ.

Alors ∫ b

a

1 dτ = lim
k→∞

k∑
n=0

∫
In

(
Ψn

1 (τ)
1

ξ1(τ)
+ Ψn

2 (τ)
1

ξ2(τ)

)
dτ

= lim
k→∞

k∑
n=0

∫
In

k∑
n=0

(
Ψn

1 (τ)
1

ξ1(τ)
+ Ψn

2 (τ)
1

ξ2(τ)

)
dτ

= lim
k→∞

k∑
n=0

∫
In
σk(τ) dτ = lim

k→∞

∫
⋃k

n=0 I
n

σk(τ) dτ

=

∫
⋃

n I
n

σ(τ) dτ

=

∫ b

a

σ(τ) dτ.
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On conclue que ∫ b

a

1 dτ =

∫ b

a

Ψ1(τ)
1

ξ1(τ)
+ Ψ2(τ)

1

ξ2(τ)
dτ.

On considère
ṡ(τ) = σ(τ)

et on obtient ∫ b

a

ṡ(τ)dτ = b− a.

Étape 2. Considérons l'ensemble

K = {τ ∈ [T0, T ] : m
(
co(F (x(τ)))

)
= 0}.

K est fermé. En e�et, soit (τn) une suite de K converge vers τ ∈ [T0, T ], donc pour
tout n ∈ N τn ∈ [T0, T ] et m

(
co(F (x(τn)))

)
= 0, d'où 0 ∈ co(F (x(τn))), comme

x(.) est continue et co(F (.)) est semicontinue supérieurement à valeurs compactes,
le graphe de co(F (x(.))) est fermé et 0 ∈ co(F (x(τ))), donc m

(
co(F (x(τ)))

)
= 0

d'où τ ∈ K et K est fermé.

a) Si K = ∅ dans ce cas ξ1(τ) > 0, car si on considère le contraire c'est à dire

∃τ0 ∈ [T0, T ] tel que ξ1(τ0) = 0,

on obtient par l'hypothèse (H3)

ξ1(τ0).m
(
co(F (x(τ0)))

)
= 0 ∈ F (x(τ0)) ⊂ co(F (x(τ0))),

qui donne m
(
co(F (x(τ0)))

)
= 0 d'où τ0 ∈ K, contradiction avec la supposition

K = ∅.
On applique l'étape.1 sur l'intervalle [T0, T ], on pose

s(τ) =

∫ τ

T0

ṡ(ω)dω

s(.) est croissante et satisfait

s(T0) = T0 et s(T ) = T,

donc s(.) est dé�ni de [T0, T ] dans lui même. Soit la fonction

t(.) : [T0, T ]→ [T0, T ]

τ → t(τ) = s−1(τ),
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où s−1(.) est la fonction inverse de s(.) donc t(T0) = T0, t(T ) = T , et sa dérivée est

ṫ(τ) =
1

ṡ(t(τ))
= ξ1

(
t(τ)

)
Ψ1

(
t(τ)

)
+ ξ2

(
t(τ)

)
Ψ2

(
t(τ)

)
.

Soit x̃(.) : [T0, T ]→ Rn la fonction dé�nie par

x̃(τ) = x (t(τ)) ∀τ ∈ [T0, T ],

on a

− d

dτ
x̃(τ) = −ẋ(t(τ))ṫ(τ)

= −ẋ
(
t(τ)

)(
ξ1

(
t(τ)

)
Ψ1

(
t(τ)

)
+ ξ2

(
t(τ)

)
Ψ2

(
t(τ)

))
,

comme x(.) est une solution du problème (Pco), la démonstration du Théorème 2.2.1
donne

− d

dτ
x̃(τ) ∈

(
ξ1

(
t(τ)

)
Ψ1

(
t(τ)

)
+ξ2

(
t(τ)

)
Ψ2

(
t(τ)

)) (
NC

(
x
(
t(τ)

))
)+m

(
co
(
F (x

(
t(τ)

)))))
,

par les propriétés du cône normal on aura

− d

dτ
x̃(τ) ∈ NC

(
x
(
t(τ)

))
)+
(
ξ1

(
t(τ)

)
Ψ1

(
t(τ)

)
+ξ2

(
t(τ)

)
Ψ2

(
t(τ)

)) (
m
(
co
(
G(x

(
t(τ)

)))))
,

utilisons l'hypothèse (H3) on obtient

− d

dτ
x̃(τ) ∈ NC

(
x
(
t(τ)

))
+G

(
x
(
t(τ)

))
substituons x(t(τ)) par x̃(τ)

− ˙̃x(τ) ∈ NC

(
x̃(τ)

)
+G

(
x̃(τ)

)
d'où x̃ est une solution du problème (P).

b) Si K 6= ∅. Soit
l = sup{τ ∈ [T0, T ] : τ ∈ K}

Comme K est fermé l ∈ K.
L'ensemble complémentaire de K est relativement ouvert à [T0, T ], donc il constitue
d'une famille des intervalles ouverts au plus dénombrables de la forme ]ai, bi[, avec
la possibilité que deux intervalles sont de la forme [T0, b1[ et ]l, bi[.
Pour tout i appliquons l'étape.1, il existe deux sous ensembles mesurables de ]ai, bi[
de fonctions caractéristiques Ψi,1(.) et Ψi,2(.) tels que

Ψi,1(.) + Ψi,2(.) = Ψ]ai,bi[(.)
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On pose

ṡ(τ) =
1

ξ1(τ)
Ψi,1(τ) +

1

ξ2(τ)
Ψi,2(τ),

alors ∫ bi

ai

ṡ(ω)dω = bi − ai.

Pour tout τ ∈ [T0, l], on considère

ṡ(τ) =
1

ξ2(τ)
ΨK(τ) +

∑
i

(
1

ξ1(τ)
Ψi,1(τ) +

1

ξ2(τ)
Ψi,2(τ)

)
où la somme compte tous les intervalles du complémentaire de K contenue dans
[T0, l], de plus ξ2(τ) ≥ 1, donc∫ l

T0

ṡ(ω) dω = p ≤ l − T0.

Posons

s(τ) = T0 +

∫ τ

T0

ṡ(ω)dω

s(.) est une fonction inversible de [T0, l] vers [T0, p].
On dé�nit t : [T0, p]→ [T0, l] comme la fonction inverse de s(.), et on la prolonge de
la manière suivante

t̃(τ) =

{
t(τ) si τ ∈ [T0, p],
l si τ ∈]p, l].

Montrons que la fonction x̃(τ) = x(t̃(τ)) est une solution du problème (P) sur
l'intervalle [T0, l] et satisfait x̃(l) = x(l).
Observant que pour τ ∈ [T0, p], t̃(τ) = t(τ) est inversible et

ṫ(τ) = ξ2

(
t(τ)

)
ΨK

(
t(τ)

)
+
∑
i

(
ξ1

(
t(τ)

)
Ψi,1

(
t(τ)

)
+ ξ2

(
t(τ)

)
Ψi,2

(
t(τ)

))
.

Alors

− d

dτ
x̃(τ) = −ẋ

(
t(τ)

)(
ξ2

(
t(τ)

)
ΨK

(
t(τ)

)
+
∑
i

(
ξ1

(
t(τ)

)
Ψi,1

(
t(τ)

)
+ ξ2

(
t(τ)

)
Ψi,2

(
t(τ)

)))
∈
(
NC

(
x(t(τ))

)
+m

(
co
(
F
(
x(t(τ))

))))
×
(
ξ2(t(τ))ΨK(t(τ)) +

∑
i

(
ξ1(t(τ))Ψi,1(t(τ)) + ξ2(t(τ))Ψi,2(t(τ))

))
∈ NC

(
x
(
t(τ)

))
+ F

(
x
(
t(τ)

))
= NC

(
x̃(τ)) + F

(
x̃(τ)

)
.

(2.18)
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Pour τ ∈]p, l], t̃(τ) = l, d'où

x̃(τ) = x(t̃(τ)) = x(l)

donc x̃(.) est constant, et comme K est non vide on aura

− d

dτ
x̃(τ) = 0 ∈ co

(
F (x(l))

)
= co

(
F (x̃(τ))

)
, ∀τ ∈]p, l] (2.19)

D'autre part 0 ∈ NC(x̃(τ)), utilisons l'inclusion (2.19) et (H3) on conclue que
pour τ ∈]p, l]

− d

dτ
x̃(τ) = 0 ∈ NC(x̃(τ)) + F (x̃(τ)) (2.20)

de plus
x̃(l) = x(t̃(l)) = x(l)

de (2.18) et (2.20) x̃(.) est une solution de problème (P) sur [T0, l].
Sur ]l, T ], K est vide et ξ1(τ) > 0, on peut alors répéter les arguments de l'étape
une et (a), pour obtenir une solution du problème (P).

On généralise maintenant ce résultat sur R+. Sur chaque intervalle [k, k + 1], k ∈ N
il existe une solution absolument continue x̃k(.) du problème (P).
On pose x̃ : R+ → Rn une fonction satisfait

x̃(τ) = x̃k(τ), ∀τ ∈ [k, k + 1].

Il est claire que sous cette dé�nition x̃(.) est une solution absolument continue du
problème (P) sur R+.

Présentons maintenant le théorème essentiel de la section.

Théorème 2.3.2. Soit C un sous ensemble convexe fermé de Rn, et F : Rn ⇒
Rn une multiapplication semicontinue supérieurement à valeurs compactes presque
convexes. Alors pour tout a ∈ C

1. Le problème

(P)


−u̇(t) ∈ NC(u(t)) + F (u(t)), p.p. t ∈ R+,
u(t) ∈ C, ∀t ∈ R+,
u(0) = a ∈ C.

Admet une solution absolument continue.

2. Pour tout t ∈ R+, l'ensemble admissible du problème (P), SPa (t) coïncide avec
Scoa (t) l'ensemble admissible du problème (Pco), où

SPa (t) = {u(t) : u(.) est une solution absolument continue du (P) sur [0, t]}.

et

Scoa (t) = {u(t) : u(.) est une solution absolument continue du (Pco) sur [0, t]}.
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Démonstration.
1) Observons que la multiapplication co(F ) : Rn ⇒ Rn est semicontinue supérieu-
rement à valeurs convexes compactes, alors pour tout y ∈ Rn, co(F (y)) est fermé
borné et admet un élément à norme minimale unique, donc il existe un réel positif
α > 0 tel que

‖m
(
co(F (y)

)
‖ ≤ α, ∀y ∈ Rn.

Grâce au théorème 2.2.1 le problème (Pco) admet une solution absolument continue

u(.) : R+ → Rn.

Montons qu'il existe deux fonctions intégrables ξ1(.) et ξ2(.) dé�nis sur R+ telles que

0 ≤ ξ1(t) ≤ 1 ≤ ξ2(t)

et

ξ1(t)m
(
co
(
F (x(t))

))
∈ F (x(t)) et ξ2(t)m

(
co
(
F (x(t)

))
∈ F (x(t)) p.p. t ∈ R+.

Comme F (.) est à valeurs presque convexes, pour tout t ∈ R+, il existe deux mul-
tiapplications à valeurs non vides Γ1(.) et Γ2(.) où

Γ1(.) : R+ ⇒ [0, 1]

t⇒ Γ1(t) = {ξ1 ∈ [0, 1] : ξ1m
(
co
(
F (u(t))

))
∈ F (u(t))}

et
Γ2(.) : R+ ⇒ [1,+∞[

t⇒ Γ2(t) = {ξ2 ∈ [1,+∞[ : ξ2m
(
co
(
F (u(t))

))
∈ F (u(t))}

La multiapplication Γ1(.) est mesurable. En e�et, considérons son graphe dé�ni par

gph(Γ1) = {(t, ξ1) ∈ R+ × [0, 1] : ξ1m
(
co(F (u(t)))) ∈ F (u(t)

)
}

= {(t, ξ1) ∈ R+ × [0, 1] : d
(
ξ1m(co(F (u(t)))), F (u(t))

)
= 0}

= ϕ−1({0}) ∩ (R+ × [0, 1]),

Observons que la fonction

ϕ : (t, ξ1)→ d
(
ξ1m(co(F (u(t)))), F (u(t))

)
est mesurable car elle est la composition des fonctions mesurables

t→ u(t), x→ co(F (x)),

donc la pré-image de {0} par ϕ : ϕ−1{0} est mesurable, de plus R+× [0, 1] est mesu-
rable donc l'intersection qui forme le graphe de Γ1 est mesurable, par conséquent la
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2.3 Résultat d'existence pour une perturbation à valeurs presque convexes

multiapplication Γ1(.) est mesurable borné, alors elle admet une sélection intégrable
ξ1(.) satisfait pour tout t ∈ R+

0 ≤ ξ1(t) ≤ 1

et
ξ1(t)m

(
co
(
F (u(t))

))
∈ F (u(t))

La démonstration de l'existence de ξ2(.) est similaire, on a

gph(Γ2) = {(t, ξ2) ∈ R+ × [1,+∞[ : ξ2m
(
co(F (u(t)))) ∈ F (u(t)

)
}

= {(t, ξ2) ∈ R+ × [0,+∞[ : d
(
ξ2m(co(F (u(t)))), F (u(t))

)
= 0}

= ϕ−1({0}) ∩ (R+ × [0,+∞[),

est mesurable, car la fonction

ϕ : (t, ξ2)→ d
(
ξ2m(co(F (u(t)))), F (u(t))

)
est mesurable. Donc Γ2(.) est mesurable, de plus F (.) est à valeurs bornées d'où Γ2(.)
est aussi à valeurs bornées, alors elle admet une sélection intégrable ξ2(.) véri�ée pour
tout t ∈ R+

ξ2(t) ≥ 1

et
ξ2(t)m

(
co
(
F (u(t))

))
∈ F (u(t)).

Appliquant le théorème 2.3.1, il existe une fonction absolument continue ũ(.) solu-
tion du problème (P).

2) Comme F (x) ⊂ co(F (x)) ∀x ∈ Rn, toute solution ũ(.) de (P) satisfait l'inclusion
suivante

− ˙̃u(t) ∈ NC(ũ(t)) + F (ũ(t)) ⊂ NC(ũ(t)) + co(F (ũ(t))) p.p. t ∈ R+.

D'où toute solution ũ(.) de (P) est une solution de (Pco), donc pour tous t ∈ R+ et
ũ(t) ∈ Sa(t) on a ũ(t) ∈ Scoa (t), d'où

SPa (t) ⊂ Scoa (t) ∀t ∈ R+. (2.21)

Inversement, soit u(t) ∈ Scoa (t), alors u(.) est une solution absolument continue de
(Pco) sur [0, t], grâce au Théorème 2.3.1 il existe une solution ũ(.) de (P) coïncide
avec u(.) sur les bornes de tous intervalles compacts, donc sur [0, t] on a ũ(t) = u(t),
d'où u(t) ∈ SPa (t) et par conséquent

Scoa (t) ⊂ SPa (t), ∀t ∈ R+. (2.22)

Par (2.21) et (2.22) on a l'égalité

SPa (t) = Scoa (t) ∀t ∈ R+.
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2.4 Application au problème de temps optimal

L'objectif d'un problème de contrôle optimal est d'amener un système d'un état
initial le plus prés possible d'un état �nal en minimisant (ou maximisant) un cri-
tère d'optimisation. Historiquement, le problème de contrôle optimal est apparu à
la continuation de la recherche du calcul des variations. Il est fortement lié à la
mécanique classique (principe de Fermat, problème de la brachistochrone, équations
d'Euler-Lagrange,... etc).
La théorie moderne du contrôle optimal a commencé dans les années 50 avec le prin-
cipe du maximum de Pontryagin, découvert par L.S. Pontryagin en 1956. Il donne
une condition nécessaire d'optimalité. Cette théorie est développée plus tard dans
di�érentes branches mathématiques : le problème de contrôle optimal d'équations
aux dérivées partielles, la théorie de contrôle stochastique, et la théorie des jeux.
De nos jours, la théorie de contrôle optimal a de nombreuses applications : les gui-
dages aérospatiaux et aéronautiques, automobile, robotique, réseaux informatiques,
bioréacteurs, contrôles des procédes chimiques, ... etc [36].
Dans un problème de temps optimal, on cherche le temps minimal pour qu'une tra-
jectoire u(.) de système atteint d'un point initial arbitraire a au point �nal précis z.
Notre but dans cette section est de démonter l'objectif ci-dessus sur le processus de
la ra�e perturbé lequel a été étudié et résolu dans la section.3.
Si on pose
. Υ (a) l'ensemble des trajectoires du problème (P) sur l'intervalle R+.
. SPa =

⋃
t∈[0,+∞[

SPa (t).

Le problème considéré prend la forme

∀z ∈ SPa ∃?u(.) ∈ Υ (a) tel que u(τ) = z où τ = inf t ∈ [0,+∞[.

Au cours de la démonstration nous allons utiliser deux résultats obtenus précédem-
ment

� L'existence de solution du (P), et sa relation avec la solution du problème
relaxé associé (Pco).

� Les propriétés topologiques des ensembles Sa(t) et Υt(a) obtenues dans le co-
rollaire 2.2.1.

Notons que ce résultat s'est inspiré des travaux dans [5] et [30], où ils ont étudié le
même principe de minimisation mais dans des contextes di�érents.

Théorème 2.4.1. Soit C un sous ensemble fermé convexe de Rn, F : Rn ⇒ Rn une
multiapplication semicontinue supérieurement à valeurs compactes presque convexes,
et a ∈ C. Alors

Pour tout z ∈ SPa , il existe une solution de (P) atteint z en temps optimal.

49



2.4 Application au problème de temps optimal

Démonstration.
Considérons l'ensemble

M = {t ∈ [0,+∞[ : u(t) = z tq u(.) ∈ Υ (a)}

D'après les hypothèses le problème (P) admet au moine une solution sur R+, donc
pour tout t ∈ R+ l'ensemble des trajectoires Υ (a) est non vide d'oùM 6= ∅.
CommeM est non vide minoré elle admet une borne inférieure notée

τ = infM.

Par les propriétés de la borne inférieure il existe une suite décroissante (τn) de M
converge vers τ , et pour tout n ∈ N il existe une fonction un(.) solution de

−u̇(t) ∈ NC(u(t)) + F (u(t)), p.p. t ∈ [0, τn],

tels que un(τn) = z et un(0) = a. Comme F (u(t)) ⊂ co(F (u(t))), un(.) est aussi une
solution de

−u̇(t) ∈ NC(u(t)) + co(F (u(t))), p.p. t ∈ [0, τn],

pour tout n ≥ 1. Soit wn(t) = un(t) pour t ∈ [0, τ ] et n ≥ 1 donc wn(.) ∈ Υτ (a), par
le corollaire 2.2.1 l'ensemble Υτ (a) est compact d'où la suite des fonctions (wn(.))
admet une sous suite (noté encore (wn(.))) converge vers w(.) ∈ Υτ (a). D'autre part
on a

z = un(τn) ∈ Scoa (τn)

avec la multiapplication Scoa (.) est semicontinue supérieurement à valeurs compactes
par le même corollaire, on obtient

lim sup
n→∞

Scoa (τn) = Scoa (τ).

donc
z ∈ Scoa (τ)

par l'équivalence entre Scoa (τ) et SPa (τ) obtenue dans la partie 2 du Théorème 2.3.2

z ∈ SPa (τ)

par conséquent la fonction w(.) satisfait

w(τ) = lim
n
wn(τn) = lim

n
un(τn) = z

est la solution atteint z ∈ SPa en un temps minimum τ .
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Chapitre 3

Existence de solution pour une

inclusion di�érentielle avec une

perturbation presque semicontinue

mixte
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3.1 Introduction du chapitre

Les multiapplications semicontinues mixtes forment une classe spéci�que des
multiapplications, elles mélangent entre la semicontinuité supérieure et inférieure
dans des manières di�érentes. Pour son caractère spéciale et di�érent de la semi-
continuité classique cette classe a été étudié par des nombreux chercheurs, citant
Deimling [21] et Fryszkowski -Gorniewicz [23], qui ont considéré ce concept dans le
sens suivant :

� Pour tout x où l'image de la multiapplication F (x) est convexe, F (.) est semi-
continue supérieure.

� Pour x où F (x) est non convexe, F (.) est continue.

51



3.1 Introduction du chapitre

Puis ils ont utilisé cette propriété pour résoudre le problème de Cauchy{
ẋ(t) ∈ F (x(t)) p.p. t ∈ [0, T ],
x(0) = u0

Dans [34], Tolstonogove a étudié la semicontinuité mixte mais dans un sens plus
faible, il a considéré la multiapplication F (.) semicontinue supérieurement dans les
points de la convexité, et semicontinue inférieurement dans les points de la non
convexité des images, et utiliser cette condition faible pour montrer l'existence d'une
multisélection à valeurs convexes fermées de la multiapplication en question. Son
résultat a motivé beaucoup des chercheurs pour étudier l'existence des solutions
des inclusions di�érentielles perturbées par les multiapplications semicontinue mixte
précisément le processus de la ra�e perturbé

(PF )


−ẋ(t) ∈ NC(t)(x(t)) + F (t, x(t)) p.p. t ∈ [T0, T ],
x(t) ∈ C(t) , ∀t ∈ [T0, T ],
x(T0) = u0 ∈ C(T0) ,

où C(t) est un sous ensemble fermé de Rn qui dépend de temps,NC(t)(x(t)) est le cône
normale de C(t) en x(t), et F : [T0, T ]×Rn ⇒ Rn présente la perturbation, on peut
citer par exemple Haddad-Thibault [25] où ils ont démontré l'existence de solution
du (PF ), quand F satisfait la semicontinuité mixte dans le sens de Tolstonogove et
une condition de croissance linière par intersection.

Le but de ce chapitre est d'utiliser ce type de semicontinuité avec la presque
convexité pour introduire un concept de la semicontinuité encore plus faible que les
deux cités ci-dessus, on l'appelle la presque semicontinuité mixte. Cet a�aiblisse-
ment s'e�ectue au niveau de la semicontinuité par la rendre mixte, et au niveau de
la propriété topologique des images de la multiapplications par la rendre presque
convexe / non presque convexe.
On commence par l'étude des propriétés topologique de l'ensemble admissible du
problème (PF ) qui est non vide grâce aux résultats de [25], en suite inspirons tou-
jours par les techniques de [4] et [5] nous montrerons l'existence de solution du
problème autonome

(PG)


−ẋ(t) ∈ NC(x(t)) +G(x(t)) p.p. t ∈ [T0, T ],
x(t) ∈ C , ∀t ∈ [T0, T ],
x(0) = u0 ∈ C ,

où la perturbation G : Rn ⇒ Rn véri�e notre nouvelle semicontinuité . En�n nous
allons voir comment ces deux résultats nous permettent de résoudre un problème de
temps optimal

(Ph)


−u̇(t) ∈ NC(u(t)) + h(u(t), z(t)), p.p. t ∈ [T0, T ],

z(t) ∈ Z(u(t)), ∀t ∈ [T0, T ],
u(t) ∈ C, ∀t ∈ [T0, T ],

u(T0) = u0,
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où cette fois le problème est perturbé par une application univoque h(., .) contrôlée
au niveau de la deuxième variable par une multiapplication Z(.) presque semiconti-
nue mixte.
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3.2 Résultats Préliminaires

Une multiapplication F : [T0, T ]× Rn ⇒ Rn est dite semicontinue mixte (s.c.m)
si elle véri�e

Pour tout t ∈ [T0, T ], en tout x ∈ Rn où F (t, x) est convexe F (t, .) est semicontinue
supérieurement, et si F (t, x) est non convexe F (t, .) est semicontinue

inférieurement sur un voisinage de x.

G : Rn ⇒ Rn est dite presque semicontinue mixte (p.s.c.m) si

Pour tout x ∈ Rn où G(x) est compact presque convexe G(.) est semicontinue
supérieurement et si G(x) est non presque convexe G(.) est semicontinue

inférieurement sur un voisinages de x.

On donne maintenant deux théorèmes importants liés à la semicontinuité mixte,
dont nous aurons besoins pour les démonstrations de nos résultats principaux, pour
les preuves et plus de détails on peut se référer respectivement à [34] et [25].

Théorème 3.2.1. Soit M : [T0, T ] × Rn ⇒ Rn une multiapplication à valeurs fer-
mées, globalement mesurable, semicontinue mixte, supposons qu'il existe une fonc-
tion de Carathéodory f : [T0, T ] × Rn → R+ intégrablement bornée sur les parties
bornées de Rn, satisfait

M(t, x) ∩ B(0, f(t, x)) 6= ∅, ∀(t, x) ∈ [T0, T ]× Rn.

Alors pour tout ε strictement positive, et tout ensemble compact K ⊂ C([T0, T ],Rn),
il existe une multiapplication

Φ : K⇒ L1([T0, T ],Rn)

à valeurs non vide fermées convexes, admet un graphe séquentiellement fermé res-
pectivement pour la topologie de la convergence uniforme dans K et la topologie faible
σ(L1

Rn , L∞Rn) dans L1([T0, T ],Rn) tels que pour tous u ∈ K et φ ∈ Φ(u), on a

φ(t) ∈M(t, u(t)) et ‖φ(t)‖ ≤ f(t, u(t)) + ε p.p t ∈ [T0, T ].

Théorème 3.2.2. Soient C(t) un ensemble non vide fermé de Rn, et F : [T0, T ]×
Rn ⇒ Rn une multiapplication globalement mesurable à valeurs fermées. Supposons
que les hypothèses suivantes sont satisfaisantes

(H1) les ensembles C(t) sont uniformément ρ-prox-réguliers pour certain ρ ∈]0,+∞]
�xé.

(H2) il existe une fonction absolument continue ζ : [T0, T ]→ R+ telle que

|d(x,C(t))− d(y, C(s))| ≤ ‖x− y‖+ |ζ(t)− ζ(s)|
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pour tous x, y ∈ Rn et s, t ∈ [T0, T ].

(H3) Pour tout (t, x) ∈ [T0, T ]×Rn, pour certains fonctions α(.), β(.) ∈ L1
Rn([T0, T ])

G(t, x) ∩ (α(t) + β(t)‖x‖)B 6= ∅.

Supposons de plus que F est s.c.m. Alors, pour tout x0 ∈ C(T0), il existe une solution
absolument continue de l'inclusion di�érentielle{

−ẋ(t) ∈ NC(t)(x(t)) + F (t, x(t)) p.p. t ∈ [T0, T ]
x(T0) = x0 ∈ C(T0).

Le théorème suivant montre l'équivalence en sens de solution entre une inclusion
di�érentielle avec et sans contraintes. Sa preuve se trouve dans [25].

Théorème 3.2.3. Soit C(t) un sous ensemble fermé d'un espace de Hilbert H de
dimension �nie, uniformément ρ- prox-régulier pour certain ρ ∈]0,+∞] et satisfait
l'hypothèse suivante

Il existe une fonction absolument continue non décroissante v : [0, T ] → R+ tel
que pour tous s, t ∈ [0, T ] et x, y ∈ H

|d(x,C(t))− d(y, C(s))| ≤ ‖x− y‖+ |v(t)− v(s)|

Alors u : [0, T ] → H est une solution absolument continue de l'inclusion di�é-
rentielle avec contrainte

ẋ(t) ∈ −NC(t)(x(t)) p.p. t ∈ [0, T ],
x(t) ∈ C(t) ∀ t ∈ [0, T ],
x(0) ∈ C(0).

si et seulement si est une solution du problème sans contrainte{
ẋ(t) ∈ −v̇(t)∂d(x(t), C(t)) p.p t ∈ [0, T ],
x(0) ∈ C(0).
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perturbation s.c.m.

3.3 Propriétés topologique de l'ensemble admis-

sible du problème avec perturbation s.c.m.

Dans cette section nous allons étudier une propriété topologique essentielle de
l'ensemble admissible qui est la compacité. L'origine du problème considéré est pré-
senté et résolu dans le théorème.3.2.2, mais nous allons travailler sous une version
plus faible où on remplace la condition de la croissance linéaire par intersection, par
une condition de croissance linéaire sur l'élément de norme minimale.

Théorème 3.3.1. Soit C : [T0, T ] ⇒ Rn une multiapplication à valeurs non vides
fermées satisfait

(H1) Il existe un constant ρ ∈]0,+∞] où pour tout t ∈ [T0, T ] les ensembles C(t)
sont uniformément ρ- prox réguliers.

(H2) C(t) varie d'une manière absolument continue i.e il existe une fonction positive
absolument continue η : [T0, T ] → R+ véri�e pour chaque x, y ∈ Rn et s, t ∈
[T0, T ]

|d(x,C(t))− d(y, C(s))| ≤ ‖x− y‖+ |η(t)− η(s)|.

Soit F : [T0, T ] × Rn ⇒ Rn une multiapplication semicontinue mixte à valeurs
fermées, telle que

(i) F est L([T0, T ])⊗B(Rn)- mesurable.

(ii) Il existe deux constantes positives p, q tel que pour tout (t, x) ∈ [T0, T ]× Rn

‖ProjF (t,x)(0)‖ ≤ p+ q‖x‖.

Alors pour chaque u0 ∈ C(T0) et en tout temps t̃ ∈ [T0, T ], l'ensemble admissible du
problème (PF )

Au0(t̃) = {u(t̃) : u(.) solution absolument continue de (PF )}

est compact.

Avant de donner la démonstration il est indispensable de passer par l'étude de
l'ensemble des solutions

T (u0) = {u ∈ CRn([T0, T ]) : u solution absolument continue de (PF )}.

Proposition 3.3.1. Sous les mêmes hypothèses du théorème.3.3.1, l'ensemble T (u0)
est non vide compact.

Démonstration. T (u0) est non vide grâce au Théorème 3.2.2, où on peut choisir la
fonction de Carathéodory intégrablement bornée

f(t, x) = p+ q‖x‖,
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On suit les même étapes dans la démonstration du théorème 3.2.2, et on conclue
que (PF ) admet une solution absolument continue dé�nie sur [T0, T ] et satisfait

‖u̇(t)‖ ≤ γ(t) p.p. t ∈ [T0, T ], (3.1)

où γ(t) = |η̇(t)|+ 2δ̇(t), et δ : [T0, T ]→ R+ est une solution absolument continue de
l'équation di�érentielle ordinaire{

δ̇(t) = σ(t) + 2qδ(t)
δ(T0) = 0

avec σ(t) = ε+ p+ q
(
‖u0‖+

∫ t
T0
|η̇(s)|ds

)
et ε > 0 �xé.

Montrons maintenant la compacité de T (u0).
Soit (un(.)) une suite des éléments de T (u0), donc pour touts n ∈ N et t ∈ [T0, T ],

l'estimation (3.1) donne

‖un(t)‖ = ‖u0 +

∫ t

T0

u̇n(s)ds‖

≤ ‖u0‖+

∫ t

T0

‖u̇n(s)‖ds

≤ ‖u0‖+

∫ t

T0

γ(s) ds

≤ ‖u0‖+

∫ T

T0

γ(s) ds

≤ ‖u0‖+ ‖γ‖L1
R([T0,T ])

(3.2)

D'où (un(t)) est relativement compacte, et on a pour tous t, t′ ∈ [T0, T ] tel que t ≤ t′

‖un(t′)− un(t)‖ = ‖
∫ t′

t

u̇n(s) ds‖ ≤
∫ t′

t

γ(s) ds

qui montre que (un(.)) est équicontinue, on peut déduire par le théorème d'Ascoli-
Arzéla que la suite des fonctions absolument continues (un(.)) est relativement com-
pacte. Par la conséquence d'Ascoli- Arzela (un(.)) admet une sous suite ( notée
(un(.))) converge vers une fonction absolument continue u(.) dé�nie de [T0, T ] vers
Rn dans le sens {

(un(.)) converge uniformément vers u(.)
(u̇n(.)) converge σ(L1

Rn , L∞Rn) vers u̇(.)
(3.3)

et

u(t) = lim
n→∞

un(t) = u0 + lim
n→∞

∫ t

T0

u̇n(s) ds = u0 +

∫ t

T0

u̇(s) ds.
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Considérons l'ensemble

K = {v ∈ CRn([T0, T ]) : v(t) = u0+

∫ t

T0

v̇(s)ds et ‖v̇(t)‖ ≤ γ(t) p.p. dans [T0, T ]},

K est convexe compact. En e�et

K est convexe. Soient v1, v2 ∈ K et 0 ≤ α ≤ 1, on a

αv1(t) + (1− α)v2(t) = α[u0 +

∫ t

T0

v̇1(s)ds] + (1− α)[u0 +

∫ t

T0

v̇2(s)ds]

= u0 + α

∫ t

T0

v̇1(s)ds+ (1− α)

∫ t

T0

v̇1(s)ds

= u0 +

∫ t

T0

(αv̇1 + (1− α)v̇2)(s)ds

et
‖αv̇1(t) + (1− α)v̇2(t)‖ ≤ α‖v̇1(t)‖+ (1− α)‖v̇2(t)‖

≤ αγ(t) + (1− α)γ(t) = γ(t)

alors αv1 + (1− α)v2 ∈ K, et K est convexe.

K est compact. K est equicontinu car toute fonction v de K véri�e

‖v(t1)− v(t2)‖ ≤
∫ t2

t1

γ(t)dt ∀ t1 ≤ t2 de [T0, T ]

et comme

‖v(t)‖ ≤ ‖u0‖+

∫ T

T0

γ(s)ds

K(t) est relativement compact, on obtient par le théorème d'Ascoli-Arzéla que l'en-
semble K est relativement compact. Il reste à montrer qu'il est fermé, soit (vn(.))
une suite de K converge vers u ∈ CRn([T0, T ]), comme

‖v̇n(t)‖ ≤ γ(t)

(v̇n(.)) admet une sous suite (notée par (v̇n(.))) converge faiblement dans L1
Rn([T0, T ])

vers w(.). Posons

v(t) = u0 +

∫ t

T0

w(s)ds

v(.) est absolument continue véri�e v̇(t) = w(t) et

‖v̇(t)‖ ≤ γ(t)
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car l'ensemble
{y ∈ L1

Rn([T0, T ]) : ‖y(t)‖ ≤ γ(t)}

est convexe fermé dans L1
Rn([T0, T ]). Considérons une base de Rn notée (ei)i∈1,n,

pour tous i ∈ 1, n la convergence faible de (v̇n(.)) donne

lim
n→∞

∫ T

T0

< 1[T0,t](s)ei, v̇n(s) > ds =

∫ T

T0

< 1[T0,t](s)ei, w(s) > ds

qui montre que pour tout t ∈ [T0, T ]

lim
n→∞

vn(t) = v(t).

Alors v = u, donc u ∈ K et K est fermé.
D'après le théorème 3.2.1 il existe une multiapplication à valeurs fermées convexes

Φ : K⇒ L1
Rn([T0, T ])

de graphe séquentiellement fermé respectivement pour la topologie de la convergence
uniforme dans K et la topologie faible σ(L1

Rn , L∞Rn) dans L1
Rn([T0, T ]), tels que pour

tous φn ∈ Φ(un) et n ∈ N

φn(t) ∈ F (t, un(t)) et ‖φn(t)‖ ≤ p+ q‖un(t)‖+ ε p.p. t ∈ [T0, T ]

Comme (un(.)) forme une suite des solutions de (PF ), la démonstration du théorème
3.2.2 montre que (un(.)) véri�e pour tout n ∈ N

−u̇n(t) ∈ NC(t)(un(t)) + φn(t) p.p. t ∈ [T0, T ]

d'où
−u̇n(t)− φn(t) ∈ NC(t)(un(t)).

Comme

‖u̇n(t) + φn(t)‖ ≤ ‖u̇n(t)‖+ ‖φn(t)‖
≤ γ(t) + p+ q‖un(t)‖+ ε

≤ γ(t) + p+ q[‖u0‖+

∫ t

T0

‖u̇n(s)‖ds] + ε

≤ γ(t) + ε+ p+ q[‖u0‖+

∫ t

T0

|η̇(s)|ds] + 2qδ(t)

≤ γ(t) + σ(t) + 2qδ(t) = γ(t) + δ̇(t) = µ(t)

on obtient
−u̇n(t)− φn(t) ∈ µ(t)B
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appliquons la proposition 1.2.8

u̇n(t) + φn(t) ∈ −µ(t)∂d(un(t), C(t)) p.p. t ∈ [T0, T ].

D'autre par la relation (3.2) donne l'estimation

‖φn(t)‖ ≤ p+ q

(
‖u0‖+ ‖γ‖L1

R([T0,T ])

)
+ ε

d'après cette inégalité (φn) est bornée dans L∞Rn([T0, T ]), donc elle admet une sous
suite (notée par (φn)) converge σ(L∞Rn , L1

Rn) vers une fonction φ, d'où pour tout
y ∈ L1

Rn([T0, T ]) on a
lim
n→∞

< φn, yn >=< φ, y >

soit z ∈ L∞Rn([T0, T ]) ⊂ L1
Rn([T0, T ]), véri�e

lim
n→∞

< φn, z >=< φ, z >

implique que la suite (φn) est σ(L1
Rn , L∞Rn) convergente vers φ, et par conséquent la

suite de somme (u̇n + φn) converge faiblement dans L1
Rn([T0, T ]) vers u̇+ φ, comme

(un) converge uniformément vers u, et la multiapplication

x 7→ µ(t)∂d(x,C(t))

est semicontinue supérieurement à valeurs convexes fermées sur Rn, le théorèmes de
fermeture 1.2.4 con�rme que

u̇(t) + φ(t) ∈ −µ(t)∂d(u(t), C(t)). (3.4)

De plus, la propriété du graphe de Φ citée ci dessus et le fait que φn ∈ Φ(un), (un)
converge uniformément vers u dans K et (φn) converge faiblement dans L1

Rn([T0, T ])
vers φ, on obtient l'inclusion

φ ∈ Φ(u)

qui implique
φ(t) ∈ F (t, u(t))

avec

‖φ(t)‖ ≤ p+ q

(
‖u0‖+ ‖γ‖L1

R([T0,T ])

)
+ ε.

A�n de compléter la démonstration, il su�t de montrer l'inclusion

−u̇(t)− φ(t) ∈ NC(t)(u(t)) p.p. t ∈ [T0, T ].

Considérons la transformation classique, dont on pose pour tout t ∈ [T0, T ]

y(t) =

∫ t

T0

φ(s)ds,
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J(t) = C(t) + y(t),

z(t) = u(t) + y(t).

On obtient une inclusion équivalente à (3.4)

−ż(t) ∈ µ(t)∂d(z(t), J(t)) p.p. t ∈ [T0, T ]

avec
z(T0) = u0 ∈ J(T0) = C(T0).

Pour tout t ∈ [T0, T ] l'ensemble J(t) est fermé, uniformément ρ-prox-régulier, et
satisfait l'hypothèse (H2). En e�et
J(t) est uniformément ρ-prox-régulier :
Soit x ∈ J(t) et l ∈ Np

J(t)(x), comme

Np
J(t)(x) = Np

C(t)+y(t)(x− y(t) + y(t)) = Np
C(t)(x− y(t))

avec x− y(t) ∈ C(t), alors l ∈ Np
C(t)(x− y(t)) et la prox-régularité uniforme de C(t)

donne pour tout x′ ∈ J(t)

<
l

‖l‖
, x′ − x > =<

l

‖l‖
, [x′ − y(t)]− [x− y(t)] >

≤ 1

2ρ
‖[x′ − y(t)]− [x− y(t)]‖2 =

1

2ρ
‖x′ − x‖2.

D'où par la dé�nition 1.2.16 J(t) est uniformément ρ-prox-régulier.
J(t) satisfait (H2) :
Soient x1, x2 dans Rn et s ≤ t dans [T0, T ]

|d(x1, J(t))− d(x2, J(s))| = |d(x1, C(t) + y(t))− d(x2, C(s) + y(s))|
= |d(x1 − y(t), C(t))− d(x2 − y(s), C(s))|
≤ ‖x1 − y(t)− x2 + y(s)‖+ |η(t)− η(s)|
≤ ‖x1 − x2‖+ 3‖y(t)− y(s)‖+ |η(t)− η(s)|

≤ ‖x1 − x2‖+

∫ t

s

3‖φ(τ)‖dτ +

∫ t

s

|η̇(τ)|dτ

≤ ‖x1 − x2‖+ |V (t)− V (s)|

où

V (t) =

∫ t

T0

η̇(τ) + 3δ̇(τ)dτ =

∫ t

T0

µ(τ)dτ

est la variation absolument continue de J(t).
Appliquant le théorème 3.2.3 on obtient que z(.) satisfait{

−ż(t) ∈ NJ(t)(z(t)) p.p. t ∈ [T0, T ]
z(T0) = u0 ∈ J(T0),
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inversant la transformation on trouve{
−u̇(t) ∈ NC(t)(u(t)) + φ(t) p.p. t ∈ [T0, T ]
u(T0) = u0 ∈ C(T0);

Comme φ(t) ∈ F (t, u(t)), on conclu que{
−u̇(t) ∈ NC(t)(u(t)) + F (t, u(t)) p.p. t ∈ [T0, T ]
u(T0) = u0 ∈ C(T0).

Alors la limite u est une solution de (PF ) , donc elle appartient à T (u0) et montre
sa compacité.

Démonstration. (Démonstration du Théorème 3.3.1) Montrons que Au0(t̃) est fermé
borné dans Rn.
1) Soit (xn) une suite de Au0(t̃) converge vers x0 ∈ Rn, donc pour tout n ∈ N il
existe une solution un(.) satisfait

un(t̃) = xn

Comme la suite (un) est dans l'ensemble compact T (u0), on peut extraire une sous
suite ( notée par (un)) converge uniformément vers u ∈ T (u0) avec

u(t̃) = lim
n→∞

un(t̃) = lim
n→∞

xn = x0

donc u(t̃) = x0, et comme u ∈ T (u0) on obtient x0 ∈ Au0(t̃), d'où Au0(t̃) est fermé.
2) Soit x ∈ Au0(t̃)

‖x‖ = ‖u(t̃)‖ = ‖u0 +

∫ t̃

T0

u̇(τ) dτ‖

≤ ‖u0‖+

∫ t̃

T0

‖u̇(τ)‖ dτ

≤ ‖u0‖+

∫ T

T0

γ(τ) dτ

≤ ‖u0‖+ ‖γ‖L1
R+

([T0,T ])

Donc Au0(t̃) est borné dans Rn.
De 1) et 2) on conclue que Au0(t̃) est compact.
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3.4 Existence de solution dont la perturbation est

presque semicontinue mixte

Nous démontrons dans cette section un théorème d'existence pour le processus de
la ra�e non convexe perturbé par une multiapplication presque semicontinue mixte.
Nous allons étudier aussi la relation entre les ensembles admissibles du problème avec
perturbation presque semicontinue mixte et semicontinue mixte, a�n de résoudre un
problème de temps optimal.
Commençons d'abord par une proposition essentielle.

Proposition 3.4.1. Soient C un sous ensemble fermé de Rn uniformément ρ-prox-
régulier pour un ρ ∈]0,+∞], et G : Rn ⇒ Rn une multiapplication mesurable à
valeurs fermées, satisfait les hypothèses suivantes

(i) G est presque semicontinue mixte i.e pour tout x ∈ Rn tel que G(x) est compact
presque convexe la multiapplication G(.) est semicontinue supérieurement, et
quand G(x) est non presque convexe, G(.) est semicontinue inférieurement sur
un voisinages de x.

(ii) Il existe deux constantes positives p et q tel que

‖ProjG(x)(0)‖ ≤ p+ q‖x‖ ∀x ∈ Rn.

Soit u : [T0, T ]→ Rn une solution absolument continue de l'inclusion di�érentielle

(Pco)


−ẋ(t) ∈ NC(x(t)) + F (x(t)) p.p. t ∈ [T0, T ],
x(t) ∈ C , ∀t ∈ [T0, T ],
x(T0) = u0 ∈ C .

où

F (u(t)) =

{
co
(
G(u(t))

)
si t ∈ D(u),

G(u(t)) si t ∈ [T0, T ]\D(u),

avec D est une multiapplication dé�nie par

D : Rn ⇒ L([T0, T ])

u 7→ D(u) = {t ∈ [T0, T ] : G(u(.)) est semicontinue supérieurement}

On note par g(.) : D(u)→ Rn la sélection mesurable de co
(
G(u(.))

)
véri�ant

−u̇(t) ∈ NC(u(t)) + g(t) p.p. t ∈ D(u).

Alors,
1) Il existe deux fonctions intégrables λ1(.), λ2(.), dé�nies sur D(u), satisfaisant

0 ≤ λ1(t) ≤ 1 ≤ λ2(t)
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et
λ1(t)g(t) ∈ G(u(t)) et λ2(t)g(t) ∈ G(u(t)), ∀t ∈ D(u).

2) Il existe une fonction absolument continue non décroissante

θ : D(u)→ D(u)

tel que l'application ũ : [T0, T ]→ Rn donnée par

ũ(t) =

{
u(θ(t)) si t ∈ D(u),
u(t) si t ∈ [T0, T ]\D(u),

est une solution du problème (PG), de plus ũ coïncide avec u

ũ(T ) = u(T ) et ũ(T0) = u(T0).

Démonstration.
1) Comme G(u(t)) est presque convexe pour tout t ∈ D(u), il existe deux multiap-
plications à valeurs non vides

∆1 : D(u) ⇒ [0, 1]

t 7→ ∆1(t) = {λ1 ∈ [0, 1] : λ1g(t) ∈ G(u(t))}

et
∆2 : D(u) ⇒ [1,+∞[

t 7→ ∆2(t) = {λ2 ∈ [1,+∞[: λ2g(t) ∈ G(u(t))}.
Posons

Z = {t ∈ D(u) : g(t) = 0}.

Sans perdre la généralité on peut supposer que pour tout t ∈ Z

∆1(t) = ∆2(t) = {1}.

Montrons le résultat 1) sur I = D(u)\Z. Commençons par ∆1(.), considérons

gph∆1 = {(t, λ1) ∈ I × [0, 1] : λ1g(t) ∈ G(u(t))}
= {(t, λ1) ∈ I × [0, 1] : d(λ1g(t), G(u(t))) = 0}
=
(
I × [0, 1]

)
∩ σ−1({0}),

où
σ : I × [0, 1]→ R+

(t, λ1) 7→ σ(t, λ1) = d(λ1g(t), G(u(t))).

Le graphe de ∆1(.) est l'intersection de l'ensemble mesurable I × [0, 1] et l'image
réciproque de {0} par la fonction mesurable σ d'où gph∆1 est mesurable, de plus
∆1(.) est à valeurs bornées donc elle est intégrable.
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Suivant la même méthode on obtient que ∆2(.) est mesurable sur I, mais ses valeurs
ne sont pas nécessairement bornées, pour résoudre cette situation on écrit I sous la
forme d'une union dénombrable des ensembles

Bn = {t : ‖g(t)‖ ≥ 1

n
}

sur chaque Bn, ∆2(.) est mesurable à valeurs bornées donc elle admet une sélection
intégrable qu'on la prolonge sur toute I.
On conclu qu'il existe deux fonctions intégrables λ1(.), λ2(.) dé�nis sur D(u), à
valeurs dans [0, 1] et [1,+∞[ respectivement, satisfaisant

λ1(t)g(t) ∈ G(u(t)) et λ2(t)g(t) ∈ G(u(t)), ∀t ∈ D(u).

2) La semi continuité supérieure de G(.) et la continuité de u(.) entraine que D(.)
est à valeurs fermées dans [T0, T ], on peut écrire D(u) comme l'union dénombrable
des intervalles ouverts i.e sous la forme

D(u) =
⋃

k∈I⊆N

]ak, bk[

où pour tout k, ]ak, bk[ sont des sous intervalles de D(u).
Soit [a, b] ⊂ D(u) un intervalle quelconque, par le point (1) il existe deux fonctions
intégrables λ1(.), λ2(.) dé�nis sur D(u) donc sur [a, b] tel que

0 ≤ λ1(t) ≤ 1 ≤ λ2(t).

Supposons que λ1(.) > 0 et montrons qu'il existe deux sous ensembles mesurables de
[a, b] admet χ1(.) et χ2(.) comme fonctions caractéristiques véri�ent χ1 +χ2 = χ[a,b],
et une fonction absolument continue γ : [a, b]→ [a, b] satisfait

γ̇(t) =
1

λ1(t)
χ1(t) +

1

λ2(t)
χ2(t) et γ(b)− γ(a) = b− a.

La technique de démonstration est la même que celle dans la démonstration du
Théorème 2.3.1, mais pour que le chapitre soit autonome on la répète .

On pose

µ(τ) =


1
2

si λ1(τ) = λ2(τ) = 1

λ2(τ)−1
λ2(τ)−λ1(τ)

si non.

D'après cette dé�nition
0 ≤ µ(τ) ≤ 1

et véri�e
1 = µ(τ) + (1− µ(τ)) = µ(τ).λ1(τ) + (1− µ(τ)).λ2(τ).
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Particulièrement on a∫ b

a

1 dτ =

∫ b

a

(
µ(τ) + (1− µ(τ))

)
dτ =

∫ b

a

(µ(τ)λ1(τ)

λ1(τ)
+

(1− µ(τ))λ2(τ)

λ2(τ)

)
dτ.

On souhaite d'appliquer le théorème de Liapunov pour garantir l'existence de deux
sous ensembles mesurables de fonctions caractéristiques χ1(.) et χ2(.) tels que χ1(.)+
χ2(.) = χ[a,b](.) et ∫ b

a

1 dτ =

∫ b

a

(
χ1(τ)

1

λ1(τ)
+ χ2(τ)

1

λ2(τ)

)
dτ.

Mais la fonction 1
λ1(τ)

n'est pas nécessairement intégrable, donc on considère la suite
des ensembles disjoints dé�nis par

Jn = {τ ∈ [a, b] : n <
1

λ1(τ)
≤ n+ 1}

où
⋃
n∈N J

n = [a, b]. Appliquons maintenant le théorème de Liapunov sur chaque Jn,
on a�rme l'existence de deux suites des sous ensembles mesurables (Jn1 ) et (Jn2 ),
admettent pour fonctions caractéristiques (χn1 (.)) et (χn2 (.)), tels que∫

Jn

1 dτ =

∫
Jn

(
χn1 (τ)

1

λ1(τ)
+ χn2 (τ)

1

λ2(τ)

)
dτ.

On pose J1 = ∪nJn1 et J2 = ∪nJn2 , χ1(.) =
∑

n χ
n
1 (.) et χ2(.) =

∑
n χ

n
2 (.). Pour tout

k ∈ N la fonction

σk(τ) =
k∑

n=0

(
χn1 (τ)

1

λ1(τ)
+ χn2 (τ)

1

λ2(τ)

)
,

est positive et la suite des fonctions (σk(.)) est croissante, simplement convergente
vers la fonction

σ(τ) = χ1(τ)
1

λ1(τ)
+ χ2(τ)

1

λ2(τ)
.

D'autre part on considère la suite des ensembles (Vk) où pour tout k ∈ N V k =⋃k
n=0 J

n, il est claire que cette suite est strictement croissante et converge vers
l'intervalle [a, b], donc ∫ b

a

1 dτ =

∫
∪kV k

1 dτ =

∫
∪nIn

1 dτ

avec ∫
∪kV k

1 dτ = lim
k→∞

∫
V k

1 dτ.
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Comme les ensembles (Jn), sont disjoints on obtient∫ b

a

1 dτ = lim
k→∞

∫
V k

1 dτ = lim
k→∞

∫
⋃k

n=0 J
n

1 dτ = lim
k→∞

k∑
n=0

∫
Jn

1 dτ.

Alors ∫ b

a

1 dτ = lim
k→∞

k∑
n=0

∫
Jn

(
χn1 (τ)

1

λ1(τ)
+ χn2 (τ)

1

λ2(τ)

)
dτ

= lim
k→∞

k∑
n=0

∫
Jn

k∑
n=0

(
χn1 (τ)

1

λ1(τ)
+ χn2 (τ)

1

λ2(τ)

)
dτ

= lim
k→∞

k∑
n=0

∫
Jn

σk(τ) dτ = lim
k→∞

∫
⋃k

n=0 J
n

σk(τ) dτ

=

∫
⋃

n J
n

σ(τ) dτ

=

∫ b

a

σ(τ) dτ.

On conclue que ∫ b

a

1 dτ =

∫ b

a

χ1(τ)
1

λ1(τ)
+ χ2(τ)

1

λ2(τ)
dτ.

On considère
γ̇(τ) = σ(τ)

et on obtient ∫ b

a

γ̇(τ)dτ = b− a.

Considérons l'ensemble fermé relativement à D(u) :

Ω = {t ∈ D(u) : 0 ∈ G(u(t))}

a) Supposons que Ω est vide, dans ce cas λ1(.) > 0 sur D(u), comme D(u) =⋃
k∈I

]ak, bk[, par l'étape précédente sur chaque intervalle ]ak, bk[ il existe une fonction

absolument continue non décroissante γ(.) de ]ak, bk[ dans lui même s'écrit

γ(t) = ak +

∫ t

ak

γ̇(τ)dτ

et véri�e γ(ak) = ak, et γ(bk) = bk. Posons θk :]ak, bk[→]ak, bk[ la fonction inverse de
γ(.), donc θ(ak) = ak, θ(bk) = bk et

θ̇k(t) =
1

γ̇(θk(t))
= λ1(θk(t))χ

k
1(θk(t)) + λ2(θk(t))χ

k
2(θk(t)).
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soit
θ : D(u)→ D(u)

t→ θ(t) =
∑
k∈I

θk(t).

avec
θ̇(t) =

∑
k∈I

θ̇k(t) =
∑
k∈I

(
λ1(θk(t))χ

k
1(θk(t)) + λ2(θk(t))χ

k
2(θk(t))

)
.

Dé�nissons ũ : [T0, T ]→ Rn par

ũ(t) =

{
u(θ(t)) si t ∈ D(u),
u(t) si t ∈ [T0, T ]\D(u),

alors pour tout t ∈ D(u) on a

− d

dt
ũ(t) = −θ̇(t) d

dt
u(θ(t))

∈ θ̇(t)
(
NC(u(θ(t))) + g(θ(t))

)
,

d'après les propriétés du cône normal et le point (1) on obtient pour presque tout
t ∈ D(u)

− d

dt
ũ(t) ∈ NC(u(θ(t))) + θ̇(t)g(θ(t))

∈ NC(u(θ(t))) +G(u(θ(t)))

∈ NC(ũ(t)) +G(ũ(t)).

d'où ũ(.) est une solution de (PF ) quand Ω est vide.

b) Supposons que Ω 6= ∅, soit τ la borne supérieure de Ω, comme Ω est fermé
relativement à D(u), τ appartient à Ω et son complémentaire relative à D(u) est
ouvert, d'où il est constitué d'une famille au plus dénombrable des intervalles ou-
verts (]ai, bi[)i, sur chaque intervalle ]ai, bi[ il existe deux sous ensembles mesurables
de fonctions caractéristiques χi1(.), χi2(.) tel que

χi1(.) + χi2(.) = χ]ai,bi[

et une fonction absolument continue non décroissante γ :]ai, bi[→]ai, bi[

γ̇(t) = χi1(t)
1

λ1(t)
+ χi2(t)

1

λ2(t)
et

∫ bi

ai

γ̇(τ)dτ = bi − ai.

Comme l'ensemble D(u) est fermé il contient ses bornes supérieure et inférieure

m = inf D(u) ∈ D(u)

M = supD(u) ∈ D(u)
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On discute l'existence de la solution dans deux intervalles disjoints
1) Dans [m, τ ] on pose

γ̇(t) =
1

λ2(t)
χΩ(t) +

∑
i

(
χi1(t)

1

λ1(t)
+ χi2(t)

1

λ2(t)

)
où la somme est sur tous les intervalles (]ai, bi[)i contenues dans [m, τ ], comme

λ2(t) ≥ 1 et
∫ bi
ai
γ̇(t)dt = bi − ai on obtient∫ τ

m

γ̇(t)dt = l ≤ τ −m.

Alors γ(.) donnée par

γ(t) =

∫ t

m

γ̇(s)ds

est une fonction inversible de [m, τ ] dans [m, l]. Soit θ : [m, l] → [m, τ ] la fonction
inverse de γ(.), on la prolonge d'une manière absolument continue à la fonction

θ̃ : [m, τ ]→ [m, τ ]

dont on pose ˙̃θ(t) = 0 ∀t ∈]l, τ ].
Montrons que la fonction ũ(t) = u(θ̃(t)) est une solution de (PG) sur [m, τ ] satisfait
ũ(τ) = u(τ).
. Pour tout t ∈ [m, l] la fonction θ̃(.) coïncide avec θ(.), elle est inversible et de
dérivée

θ̇(t) = λ2(θ(t))χΩ(θ(t)) +
∑
i

(
χi1(θ(t))λ1(θ(t)) + χi2(θ(t))λ2(θ(t))

)
.

Comme
d

dt
ũ(t) = ˙̃θ(t)u̇(θ̃(t)) = θ̇(t)u̇(θ(t)),

on obtient

− d

dt
ũ(t) ∈ θ̇(t)

(
NC(u(θ(t))) + g(θ(t))

)
∈
(
λ2(θ(t))χΩ(θ(t)) +

∑
i

(
χi1(θ(t))λ1(θ(t)) + χi2(θ(t))λ2(θ(t))

))
× (NC(u(θ(t))) + g(θ(t)))

∈ NC(u(θ(t))) +
(
λ2(θ(t))χΩ(θ(t)) +

∑
i

(
χi1(θ(t))λ1(θ(t)) + χi2(θ(t))λ2(θ(t))

))
g(θ(t))

∈ NC(u(θ(t))) +G(u(θ(t))) = NC(ũ(t)) +G(ũ(t)).

où la dernière et l'avant dernière inclusion viennent de la propriété du cône normal
et le point 1) de la proposition.

. Pour t ∈]l, τ ] on a ˙̃θ(t) = 0 donc θ̃ est constante de valeur

θ̃(t) = θ̃(l) = θ(l) = γ−1(l) = τ
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donc on obtient sur ]l, τ ]
ũ(t) = u(θ̃(t)) = u(τ).

Alors ũ(.) est constante sur ]l, τ ] véri�e ũ(τ) = u(θ̃(τ)) = u(τ). Comme τ ∈ Ω, par
dé�nition

0 ∈ G(u(τ)) = G(ũ(τ))

de plus
0 ∈ NC(ũ(τ))

on conclu que

− d

dt
ũ(t) = 0 ∈ NC(ũ(t)) +G(ũ(t))

Par conséquent ũ(.) est une solution de (PG) sur [m, τ ] véri�e ũ(τ) = u(τ).

Véri�ant que la solution ũ(.) satisfait la condition initial

ũ(T0) = u(T0) = u0.

On distinct deux cas, si T0 /∈ D(u) alors ũ(T0) = u(T0) = u0. Si non T0 est la borne
inférieure du premier intervalle [a1, b1[= [T0, b1[ de D(u), comme

θ(T0) = θ1(T0) = T0 on obtient ũ(T0) = u(θ(T0)) = u(T0).

ũ(.) coïncide avec u(.) en T . En e�et si T /∈ D(u) on aura par dé�nition ũ(T ) = u(T ),
si non T est la borne supérieure du dernier intervalle de D(u) i.e ]an, bn] =]an, T ], et

θ(T ) = θn(T ) = T donc ũ(T ) = u(θ(T )) = u(T ).

Maintenant nous allons énoncer le théorème essentielle de la section.

Théorème 3.4.1. Soient C un sous ensemble fermé uniformément ρ-prox-régulier
de Rn, et G : Rn ⇒ Rn une multiapplication à valeurs fermées satisfait les hypothèses
(i) et (ii). Alors pour tout u0 ∈ C

1. Le problème (PG) admet au moins une solution absolument continue.

2. Pour tout t̃ �xé de [T0, T ] les ensembles admissibles

Au0(t̃) = {u(t̃) : u(.) une solution absolument continue de (PG)}

et

Aco
u0

(t̃) = {u(t̃) : u(.) une solution absolument continue de (Pco)}

sont équivalents.
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Démonstration.
1) Observons que F : Rn ⇒ Rn donnée par

F (x(t)) =

{
coG(x(t)) si t ∈ D(x),
G(x(t)) si t ∈ [T0, T ]\D(x).

où D(.) est la multiapplication dé�ni dans la proposition précédente, est semiconti-
nue mixte. De plus comme G(x) ⊂ F (x) on a

‖ProjF (x)(0)‖ ≤ ‖ProjG(x)(0)‖ ≤ p+ q‖x‖, ∀x ∈ Rn.

par conséquent toutes les hypothèses de la proposition 3.3.1 sont satisfaisant et le
problème (Pco) admet une solution absolument continue u : [T0, T ]→ Rn, appliquons
en suite la proposition 3.4.1 le problème (PG) admet une solution ũ : [T0, T ] → Rn

s'écrit en fonction de u(.) et véri�e ũ(T ) = u(T ).

2) Il est claire que pour tout t̃ ∈ [T0, T ] l'ensemble admissible du (PG) : Au0(t̃)
est contenu dans celui du problème (Pco) : Acou0(t̃), donc il su�t de montrer que

Acou0(t̃) ⊂ Au0(t̃)

Soit u(t̃) ∈ Acou0(t̃), donc u(.) est une solution de (Pco), appliquant la proposition
3.4.1 sur l'intervalle [T0, t̃], il existe une solution absolument continue ũ(.) de (PG)
satisfait ũ(t̃) = u(t̃) ∈ Au0(t̃) d'où Acou0(t̃) ⊂ Au0(t̃).
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3.5 Solution d'un problème de temps minimal

Le résultat de cette section est une application des théorèmes démontrés précé-
demment, dont le but est de résoudre un problème de temps minimal de l'inclusion
di�érentielle

(Ph)


u̇(t) ∈ −NC(u(t)) + h(u(t), z(t)), p.p. t ∈ [T0, T ],

z(t) ∈ Z(u(t)), ∀t ∈ [T0, T ],
u(t) ∈ C, ∀t ∈ [T0, T ],

u(T0) = u0,

utilisant l'existence du solution d'un processus de la ra�e perturbé par une multiap-
plication presque semicontinue mixte et l'équivalence entre les ensemble admissibles
Au0(t) et Acou0(t) en tout t de l'intervalle [T0, T ], on cherche à démontrer l'existence
d'une solution de (Ph) qui peut atteindre un élément u1 de l'ensemble admissible de
(Ph) à partir de la condition initial u0 dans un temps minimum t1.

Corollaire 3.5.1. Soit C un sous ensemble fermé de Rn uniformément ρ-prox-
régulier, D un sous ensemble de Rn et Z : Rn ⇒ Rn une multiapplication à valeurs
non vide semicontinue supérieurement en tout x de D, et quand x /∈ D, Z(.) est
semicontinue inférieurement en certains voisinages de x.
Soit h : gph(Z)→ Rn une fonction continue satisfait
(Hh) il existe deux constants positifs p et q tel que

‖h(x, z)‖ ≤ p+ q‖x‖, ∀(x, z) ∈ gph(Z).

On associe avec ces donnés une multiapplication G : Rn ⇒ Rndé�nie par

G(x) = {h(x, z)}z∈Z(x), ∀x ∈ Rn

Supposons qu'elle est à valeurs fermées, compactes et presque convexes pour tout x
de D.
Soit u0, u1 deux points de Rn, et supposons qu'il existe t ∈ [T0, T ] où u1 ∈ Au0(t).
Alors le problème d'atteindre u1 de u0 pendant un temps minimum admet une solu-
tion.

Démonstration. Sous les hypothèses sur h(.) et Z(.) la multiapplication G(.) est
presque semicontinue mixte, satisfait

‖ProjG(x)(0)‖ ≤ p+ q‖x‖, ∀(x, z) ∈ gph(Z).

donc le problème (Ph) qui est équivalant en sens de solution au (PG) admet au moins
une solution, et il a le même ensemble admissible Au0(t), t ∈ [T0, T ].
Soit

t1 = inf{τ ∈ [T0, T ] : u1 ∈ Au0(τ)}
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notons (tn) une suite décroissante de {τ ∈ [T0, T ] : u1 ∈ Au0(τ)} converge vers t1,
et (un) une suite des solutions du problème

u̇(t) ∈ −NC(u(t)) +G(u(t)), p.p. t ∈ [T0, tn],
u(t) ∈ C, ∀t ∈ [T0, tn],

u(T0) = u0

véri�e un(tn) = u1. Pour tout τ ∈ [T0, t1] on dé�nit la suite des fonctions (un(.)) par
ūn(τ) = un(τ), alors

(ūn(τ)) ⊂ Au0(τ) = Acou0(τ).

Comme Acou0(τ) est compact, la suite (un(τ)) admet une sous suite (notée (un(τ)) )
converge vers u(τ) ∈ Acou0(τ) d'où on obtient

u1 = lim
n→∞

un(tn) = u(t1) ∈ Acou0(t1)

on a d'après le théorème 3.4.1 Acou0(t1) = Au0(t1), donc u1 = u(t1) ∈ Au0(t1) c'est à
dire u(.) est la solution de (Ph) qui atteint u1 dans un temps minimum t1.
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