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Introduction

Les équations et inclusions di�érentielles trouvent leur importance dans beaucoup de

problèmes de mathématiques, de physique et d'économétrie et même de biologie. Diverses

axes de recherche concernant leur résolution ont été élaborés, vu leurs multiples applica-

tions dans les domaines su-cités.

L'ensemble des travaux composant cette thèse est une contribution à l'étude de cer-

taines classes d'inclusions di�érentielles du premier et du second ordre.

On présentera dans cette introduction, d'une manière brève, les grandes lignes de cette

contribution. La thèse est composée de quatre chapitres. Dans le premier, on rappelle

quelques notions et résultats de base nécessaires dans la démonstration de nos divers

théorèmes.

Le deuxième chapitre est constitué de deux parties, dans la première, nous présentons

un résultat d'existence pour une inclusion di�érentielle du second ordre avec des conditions

aux limites en m-points (m > 3) dans un espace de Banach séparable E, de la forme

(PF )


ü(t) + γu̇(t) ∈ F(t, u(t), u̇(t)) p.p. t ∈ [0, 1]

u(0) = 0; u(1) =
m−2∑
i=1

αiu(ηi),

avec 0 < η1 < η2 < ... < ηm−2 < 1, αi ∈ R (i = 1, 2, ...,m− 2), γ > 0

et F : [0, 1] × E × E ⇒ E une multi-application mesurable à valeurs fermées non vides,

véri�ant une hypothèse de pseudo-lipschitzité.
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Filippov [56] et Wazewski [83] ont fait des études pour des inclusions di�érentielles du

premier ordre en dimension �nie avec une perturbation Lipschitzienne.

Cette condition, tout à fait raisonnable lorsque F est à valeurs bornées, devient inadmis-

siblement forte si les valeurs de F sont non bornées.

Io�e [67] a donné un théorème d'existence de solutions pour une inclusion di�érentielle

du premier ordre avec une version plus faible que la condition de Lipschitz, qui est plus

acceptable lorsque les valeurs de F ne sont pas bornées. Cette condition qui pourrait être

caractérisée comme une version globale de la condition de pseudo-Lipschitziété d'Aubin

est très proche de celle présentée par Loewen et Rockafellar [72].

La version globale de la condition de pseudo-Lipschitziété d'Aubin est donnée par

y ∈ F (t, x)⇒ d(v, F (t, x′)) ≤ (k(t) + β ‖ y ‖) ‖ x− x′ ‖

(k est une fonction positive intégrable et β une constante positive).

Les inclusions di�érentielles du second ordre, avec des conditions aux limites, ont été

étudiées par plusieurs auteurs, voir [11, 15, 21, 30, 66, 73].

Marano [73] a donné des résultats d'existence pour des inclusions di�érentielles du se-

cond ordre avec des conditions aux limites en trois points en dimension �nie. Le même

problème a été étudié par Ibrahim et Gomaa [66] avec F une multi-application semi-

continue supérieurement à valeurs convexes fermées bornées et à croissance linéaire dans

un espace de dimension �nie. Ce problème a été généralisé par Azzam, Castaing et Thi-

bault [15] avec F une multi- application semicontinue supérieurement à valeurs convexes

compactes, aux espaces de Banach séparables.

Dans le cas de perturbations Lipschitziennes pour des problèmes du second ordre avec

des conditions aux limites en trois points, dans un espace de Banach séparable, un résultat

d'existence a été établi par Azzam et Bounama [11]. Une généralisation de ce problème au

cas où F est à valeurs fermées véri�ant la condition de pseudo-Lipschitziété a été étudiée

par Azzam, Makhlouf et Thibault dans [21]. Nous soulignons, que le problème (PF ) a été

étudié par Castaing et Truong [30] quand F est à valeurs fermées véri�ant la condition

de Lipschitz.

Dans la deuxième section, on s'intéresse à l'étude, en dimension �nie, de l'existence de

solutions pour l'inclusion di�érentielle relaxée

(Pext(F ))


ü(t) + γu̇(t) ∈ ext

(
F (t, u(t), u̇(t))

)
, p.p. t ∈ [0, 1]

u(0) = 0; u(1) =
m−2∑
i=1

αiu(ηi),

et nous démontrons que l'ensemble des solutions du problème relaxé (Pext(F )), est dense

dans l'ensemble des solutions du problème (PF ), quand F véri�e la condition de Lipschitz.
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Le problème d'existence et de densité des solutions extrémales pour le problème de

Cauchy pour une inclusion di�érentielle du premier ordre{
ẋ(t) ∈ ext

(
F (t, x(t))

)
, p.p. sur [0,T]

x(0) = x0,

a été introduit par Cellina [38], et dans [43] DeBlasi et Pianigiani ont donné un résul-

tat d'existence et de densité dans un espace de Banach réel ré�exif avec F une mutlti-

application à valeurs non vides convexes compactes, le cas où F satisfait des hypothèses

qui excluent la compacité a été traité dans [44].

En ce qui concerne les inclusions di�érentielles du second ordre avec les conditions

aux limites en trois points, une propriété de densité entre l'ensemble des solutions de

l'inclusion di�érentielle {
ẍ(t) ∈ Γ(t), p.p. sur [0,1]

x(0) = x0, x(θ) = x(1),

et l'ensemble de solutions de l'inclusion di�érentielle{
ẍ(t) ∈ ext(Γ(t)), p.p. sur [0,1]

x(0) = x0, x(θ) = x(1),

a été étudié par Azzam et al dans [15], dans un espace de Banach séparable, avec Γ une

multi-application à valeurs non vides convexes compactes, mesurable et intégrablement

bornée. Aussi, dans [6], Avgerinos et Papageorgiou ont prouvé l'existence de solutions

extrémales et ont donné une propriété de densité pour le problème de Dirichlet{
−ẍ(t) ∈ ext(F (t, x(t), ẋ(t))), p.p. sur [0, b]

x(0) = x(b) = 0,

où F : [0, b]×Rd×Rd ⇒ Rd (b > 0) est une multi-application à valeurs non vides convexes

compactes, mesurable sur [0, b] et continue sur Rd × Rd.

Un autre résultat dans cette direction, se trouve dans le travail récent de Azzam et

Melit [22], il concerne l'existence et la densité de solutions du problème{
−ẍ(t) ∈ ∂ϕ(ẋ(t)) + ext(F (t, x(t), ẋ(t))), p.p. sur [0, 1]

x(1) = ẋ(0) = 0,

∂ϕ est le sous di�érentiel au sens de l'analyse convexe de la fonction réelle convexe ϕ, et

F : [0, 1]× Rd × Rd ⇒ Rd une multi-application à valeurs non vides convexes compactes,

mesurable sur [0, 1] et Hausdor�-continue sur Rd × Rd.

Le troisième chapitre de cette thèse est une application de la Pettis-intégration aux

inclusions di�érentielles du second ordre.
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Introduction

L'intégrale de Pettis est un concept plus général que celui de Bochner dans la théorie

de l'intégration dans les espaces de dimension in�nie, en e�et, il est connu qu'un espace

de Banach E est de dimension in�nie si et seulement si, il existe une application Pettis

intégrable qui n'est pas Bochner intégrable.

Une attention spéciale a été donnée aux multi-applications Pettis intégrables, citons par

exemple les contributions de Amrani [3], Amrani et al [4], et Castaing [29], qui traitent

l'intégrale de Pettis pour des multi-applications à valeurs convexes faiblement compactes

dans un espace de Banach séparable E, voir aussi [51], [58], [64],[79] et leurs références.

Le but de ce chapitre est de présenter quelques résultats nouveaux dans ce domaine,

se rapportant à la Pettis intégration. La première section consiste à traiter l'existence de

solutions pour une inclusion di�érentielle du second ordre avec des conditions aux limites

en m−points (m > 3) dans un espace de Banach séparable de la forme

(P)


ü(t) + γu̇(t) ∈ F(t, u(t), u̇(t)) t ∈ [0, 1]

u(0) = 0; u(1) =
m−2∑
i=1

αiu(ηi),

avec F une multi-application à valeurs convexes compactes dé�nie sur [0, 1]×E×E, telle
que F (t, x, y) ⊂ Γ(t), et la multi-application Γ est Pettis uniformément intégrable.

Notre théorème d'existence généralise le résultat obtenu dans [15], dans le cas oùm = 3

et γ = 0.

Concernant les résultats traitant la Pettis-intégration et ses applications, on peut citer

par exemple [1, 2, 3, 4, 29, 31, 47, 51, 58, 63, 64, 75, 80, 84].

Dans la deuxième section de ce chapitre, nous nous sommes intéressées à l'étude de

l'existence de solutions pour une inclusion di�érentielle avec retard dans un espace de

Banach séparable de la forme

(Pr)


ü(t) ∈ F (t, u(t), u(h(t)), u̇(t)) +H(t, u(t), u(h(t)), u̇(t)), p.p. t ∈ [0, 1]

u(t) = ϕ(t), ∀t ∈ [−r, 0]

u(0) = 0; u(θ) = u(1),

où F est une multi-application semicontinue supérieurement à valeurs convexes sur E ×
E × E, et H semicontinue inférieurement, tandis que h est une application bornée et

continue sur [0, 1]. L'existence de solutions est obtenue sous les hypothèses : F(t, x, y, z) ⊂
Γ1(t), H(t, x, y, z) ⊂ Γ2(t), où Γ1 : [0, 1] ⇒ E est une multi-application Pettis uniformé-

ment intégrable et Γ2 : [0, 1]⇒ E est une multi-application intégrablement bornée.

Les inclusions di�érentielles du second ordre avec des conditions aux limites en trois

points avec somme de deux perturbations ont été étudiées dans la littérature, par exemple

dans [19] a été étudiée l'inclusion di�érentielle de la forme

ü(t) ∈ F (t, u(t), u̇(t)) +H(t, u(t), u̇(t)),

9
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où F : [0, 1]×E×E ⇒ E est une multi-application à valeurs convexes compactes Lebesgue-

measurable sur [0, 1] et semi continue supérieurement sur E × E et H est une multi-

application à valeurs non vides fermées, telle que H est L([0, 1])⊗B(E)⊗B(E)-mesurable

et semi continue inférieurement sur E × E, et F (t, x, y) ⊂ Γ1(t), H(t, x, y) ⊂ Γ2(t) dans

le cas Γ1, Γ2 sont intégrablement bornées. La même inclusion a été étudiée par Azzam et

Boutana [12] avec les mêmes conditions sur F et H mais Γ1, Γ2 sont scalairement Pettis

uniformément intégrables.

L'existence de solutions pour les problèmes du second ordre avec retard ont fait l'objet

de nombreux travaux [17, 33, 35, 36, 52, 65]. Par exemple, dans [17], les auteurs ont étudié

dans un espace de Banach séparable, l'existence de solutions pour l'inclusion di�érentielle

avec retard de la forme
ü(t) ∈ F (t, u(t), u(h(t)), u̇(t)), p.p. t ∈ [0, 1]

u(t) = ϕ(t), ∀t ∈ [−r, 0]

u(0) = 0; u(θ) = u(1).

Le résultat de cette section a fait l'objet d'une publication dans Electronic Journal of

Qualitative Theory of Di�erential Equations [14].

Le quatrième chapitre, traite l'existence de solutions pour une inclusion di�érentielle

du second ordre gouvernée par un opérateur maximal monotone, avec la somme d'une

perturbation univoque et d'une perturbation multivoque de la forme

(Pf,F )

−
du

dt
(t) ∈ A(t)u(t) + f(t, u(t)) + F (t, u(t)) p.p. t ∈ [0, T ];

u(0) = u0 ∈ D(A(0)),

dans un espace de Hilbert séparable H, où pour chaque t ∈ [0, T ], A(t) : D(A(t)) ⊂ H ⇒

H et un opérateur maximal monotone et l'application t 7→ A(t) est à variation absolument

continue, au sens de la pseudo-distance de Vladimirov [82].

Nous étudions le problème où f : [0, T ] × H → H est une aplication univoque, de

Carathéodory, et véri�e une certaine condition de Lipschitz, tandis que F : [0, T ]×H ⇒ H

est une perturbation multivoque mesurable à valeurs non vides compactes et est semi-

continue mixte au sens de Tolstonogov [81].

Dans la littérature se trouvent plusieurs résultats concernant les inclusions di�éren-

tielles du premier ordre régies par des opérateurs maximaux monotones dépendant ou

non du temps avec diverses classes de perturbations voir par exemple [19, 34, 39, 40, 69].

Aussi bien, des résultats d'existence pour des problèmes avec perturbations semiconti-

nues mixtes dans le cadre de dimension �nie ont été établis, voir par exemple [18, 19, 54,

62, 81].
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Dans la première section de ce chapitre, nous présentons un résultat d'existence et

d'unicité d'une solution absolument continue du problème

(Pf,h)

−
du

dt
(t) ∈ A(t)u(t) + f(t, u(t)) + h(t) p.p. t ∈ [0, T ];

u(0) = u0 ∈ D(A(0)).

où h : [0, T ]→ H est une application bornée dans L2([0, T ], H).

En utilisant ce résultat, nous présentons, dans la deuxième partie de ce chapitre, l'exis-

tence de solution absolument continue pour l'inclusion d'évolution (Pf,F ).

Comme application de ce résultat, on termine par un Théorème d'existence de solutions

pour le problème de la ra�e convexe de la forme
−du
dt

(t) ∈ NC(t)(u(t)) + f(t, u(t)) + F (t, u(t)) p.p. t ∈ [0, T ];

u(t) ∈ C(t), ∀t ∈ [0, T ];

u(0) = u0 ∈ C(0).

Ici, C : [0, T ] → H est une application absolument continue à valeurs fermées convexes,

NC(t)(.) est le cône normal à C(t). Les résultats du quatrième chapitre ont été acceptés

pour publication dans Journal of Nonlinear and Convex Analysis [13].
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Notations

Nous utiliserons les notations suivantes tout au long de cette thèse.

Soient E un espace de Banach, E ′ son dual topologique, 〈., .〉 leur produit de dualité,
et ‖.‖ la norme de E.

On note par :

σ(E,E ′) la topologie faible sur E.

Eσ l'espace de Banach E muni de la topologie faible.

τ(E ′, E) la topologie de Mackey.

BE la boule unité fermée de E.

Pour tout sous ensemble A de E on note par A la fermeture de A.

co(A) l'enveloppe convexe de A et co(A) son enveloppe convexe fermée.

δ(., A) la fonction indicatrice de A, dé�nie par

δ(x,A) =

{
0 si x ∈ A;

+∞ si x /∈ A.

δ∗(., A) la fonction polaire de δ(., A), appelée aussi fonction d'appui de A, dé�nie sur E ′

par

δ∗(x′, A) = sup
x∈A
〈x′, x〉, ∀x′ ∈ E ′.

Notons que, si A est un convexe fermé de E, nous avons la relation suivante

d(x,A) = sup
x′∈B̄′E

[
〈x′, x〉 − δ∗(x′, A)

]
, ∀x ∈ E (1)

12
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avec

d(x,A) = inf
a∈A
‖x− a‖,

est la distance du point x à l'ensemble A.

1A la fonction caractéristique de A, dé�nie par

1A(x) =

{
1 si x ∈ A;

0 si x /∈ A.

Soit I un intervalle de R, on note par L(I), la tribu de Lebesgue sur I.

λ ou dt la mesure de Lebesgue.

LpE(I) ou Lp(I, E) (p ∈ [1,+∞[) l'espace de Banach des applications dé�nies sur I à

valeurs dans l'espace de Banach E mesurables et telles que

∫
I

‖u(t)‖pdt < +∞, muni de

la norme

‖u(.)‖p =

(∫
I

‖u(t)‖pdt
) 1

p

.

L∞E (I) ou L∞(I, E) l'espace des applications u : I → E essentiellement bornées sur E

CE(I) ou C(I, E) l'espace de Banach de toutes les applications continues u : I → E,

muni de la norme sup qu'on note ‖.‖C.
Soit u ∈ CE(I) une fonction absolument continue, on note par u̇(t) la dérivée de u au

point t, i.e., u̇(t) =
du

dt
(t).

C1
E(I) ou C1(I, E) l'espace de Banach des applications continument di�érentiables u :

I → E, muni de la norme ‖u(·)‖C1 = max{‖u(·)‖C, ‖u̇(·)‖C}.
P1
E(I) l'espace de toutes les applications Pettis intégrables dé�nies sur I à valeurs dans

E.

W 2,1
B,E(I) l'espace de toutes les applications u ∈ CE(I) ayant une dérivée première abso-

lument continue et une dérivée seconde faible dans L1
E(I).

W 2,1
P,E(I) l'espace de toutes les applications u ∈ CE(I) ayant une dérivée première absolu-

ment continue et une dérivée seconde faible dans P1
E(I).

Soit f : E → R, on note par epi(f), l'épigraphe de f dé�ni par

epi(f) = {(x, r) ∈ E × R; f(x) ≤ r}.

Pf (X) l'ensemble des parties fermées d'un ensemble X.

Pc(X) l'ensemble des parties compactes de X.

lim sup
n→∞

An l'ensemble des points d'accumulation des suites (xn) telles que xn ∈ An.
SΓ l'ensemble des sélections mesurables de la multi-application Γ.

S1
Γ l'ensemble des sélections Bochner intégrables de la multi-application Γ.

SPeΓ l'ensemble des sélections Pettis intégrables de la multi-application Γ.

W 1,2(I,H) l'espace de toutes les applications u dé�nies sur I à valeurs dans l'espace de

Hilbert H, absolument continue ayant une dérivée première u̇ ∈ L2
H(I).
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons des notions et résultats de base qui nous seront utiles

pour la démonstration de nos théorèmes principaux.

1.1 Multi-applications et sélections

Pour une étude détaillée des multi-applications et leurs sélections on peut se référer à

[5, 7, 8, 37].

1.1.1 Dé�nitions

Dé�nition 1.1.1 [8] Soient X, Y deux ensembles non vides. Une multi-application (ou

application multivoque) F dé�nie sur X à valeurs dans Y est une application qui associe

à chaque élément x ∈ X un sous ensemble F (x) de Y .

14
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Il y a dans la littérature plusieurs notations mais nous allons adopter la suivante

F : X ⇒ Y.

Le domaine, le graphe et l'image (dite aussi le rang) de la multi-application F : X ⇒ Y

sont donnés respectivement par

dom(F ) =

{
x ∈ X : F (x) 6= ∅

}
.

gph(F ) =

{
(x, y) ∈ X × Y : x ∈ dom(F ), y ∈ F (x)

}
.

R(F ) = Im(F ) =
⋃

x∈dom(F )

F (x).

Dé�nition 1.1.2 [8] Soient A, B deux sous ensembles d'un espace métrique (X, d), l'écart

entre A et B est dé�ni par

e(A,B) = sup
a∈A

d(a, B),

avec

d(a, B) = inf
b∈B

d(a, b),

et la distance de Hausdor� entre A et B est dé�nie par

H(A,B) = max(e(A,B), e(B,A)).

Notons que Pf (X) muni de la distance de Hausdor� H est un espace métrique.

Dé�nition 1.1.3 (Topologie de Mackey)[37]

On note par τwco(E) la topologie de la convergence uniforme sur les sous ensemble convexes

faiblement compacts de E.

Restreinte à E ′, cette topologie est appelée topologie de Mackey et notée τ(E ′, E)

1.1.2 Mesurabilité des multi-applications

Dé�nition 1.1.4 Soit (Ω,Σ) un espace mesurable, X un espace métrique et F : Ω⇒ X.

On dit que F est Σ-mesurable où simplement mesurable si pour tout ouvert V de X

F−1(V ) = {t ∈ Ω : F (t) ∩ V 6= ∅} ∈ Σ.

Théorème 1.1.1 [37]

Soient (Ω,Σ) un espace mesurable, E un espace de Banach séparable. Soient F : Ω×E ⇒
E une multi-application mesurable et u : Ω → E une application Σ-mesurable. Alors la

multi-application t 7→ F (t, u(t)) est Σ-mesurable.
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Proposition 1.1.1 [37]

Soient (Ω,Σ) un espace mesurable, X un espace métrique séparable et soit F : Ω ⇒ X

une multi-application. Alors les assertions suivantes sont équivalentes

(i) F est Σ-mesurable ;

(ii) pour chaque x ∈ X, la fonction

gx : Ω → R

t 7→ gx(t) = d(x, F (t)),

est Σ-mesurable.

Théorème 1.1.2 [37]

Soient (Ω,Σ) un espace mesurable, X et Y deux espace métriques séparables. Soient Γ1 :

Ω ⇒ X et Γ2 : Ω ⇒ Y deux multi-applications Σ-mesurables, alors la multi-application

Γ : Ω⇒ X × Y dé�nie par Γ(t) =
(
Γ1(t)× Γ2(t)

)
est Σ-mesurable.

Théorème 1.1.3 Soient (Ω,Σ) un espace mesurable, E un espace de Banach séparable

et Γi : Ω ⇒ E une famille de multi-applications Σ-mesurables. Si I est �ni, alors la

multi-application Γ dé�nie par Γ(t) =
∑
i∈I

Γi(t) est Σ-mesurable.

Démonstration. On va démontrer ce théorème pour I = {1, 2}. Soit V un ouvert de

E, alors

Γ−1(V ) = {t ∈ Ω : Γ(t) ∩ V 6= ∅}
= {t ∈ Ω :

(
Γ1(t) + Γ2(t)

)
∩ V 6= ∅}.

Posons

W = {(y1, y2) ∈ E × E : y1 + y2 ∈ V }.

Remarquons que W = h−1(V ) où

h : E × E → E

(y1, y2) 7→ h(y1, y2) = y1 + y2

est une application continue.

Comme V est un ouvert de E alors W est un ouvert de E × E. Par suite et grâce au

Théorème 1.1.2

Γ−1(V ) = {t ∈ Ω : Γ(t) ∩ V 6= ∅}
= {t ∈ Ω :

(
Γ1(t)× Γ2(t)

)
∩W 6= ∅} = (Γ1 × Γ2)−1(W ) ∈ Σ,

on conclut donc que Γ est Σ-mesurable. �
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Dé�nition 1.1.5 Soit F : X ⇒ Y une multi-application. On appelle sélection de F toute

application f : X → Y véri�ant

f(x) ∈ F (x), ∀x ∈ X.

Théorème 1.1.4 (Théorème de sélection mesurable)[37]

Soient (Ω,Σ) un espace mesurable, X un espace métrique complet séparable et F : Ω ⇒

X une multi-application Σ-mesurable à valeurs fermées. Alors F admet au moins une

sélection mesurable.

Dé�nition 1.1.6 Soient (Ω,Σ) un espace mesurable, X et Y deux espaces métriques.

Soit ϕ : Ω×X → Y . On dit que ϕ est une application de Carathéodory si

ϕx : Ω → Y

t 7→ ϕx(t) = ϕ(t, x)

est Σ-mesurable pour chaque x ∈ X, �xé et l'application

ϕt : X → Y

x 7→ ϕt(x) = ϕ(t, x)

est continue sur X pour chaque t ∈ Ω, �xé.

Lemme 1.1.1 [37]

Soient (Ω,Σ) un espace mesurable, X, Y deux espaces métriques séparables complets et

soit ϕ : Ω×X → Y une application de Carathéodory. Alors ϕ est Σ⊗ B(X)-mesurable.

Théorème 1.1.5 [37]

Soit (Ω,Σ, µ) un espace mesuré avec Σ µ-complète et µ une mesure σ-�nie. Soient E un

espace de Banach séparable muni de la norme ‖.‖ , f : Ω → E et ρ : Ω → R+ deux

applications mesurables. Alors

(1) t 7→ BE(f(t), ρ(t)) est une multi-application Σ-mesurable.

(2) Si la multi-application Γ : Ω⇒ E à valeurs non vides fermées est mesurable à valeurs

compactes, alors les multi-applications

t 7→ Gε(t) =
{
x ∈ Γ(t) : ‖f(t)− x‖ < ε+ d(f(t),Γ(t))

}
et

t 7→ Ξ(t) =
{
x ∈ Γ(t) : ‖f(t)− x‖ = d(f(t),Γ(t))

}
sont Σ-mesurables à valeurs non vides (ε étant un réel positif).
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Lemme 1.1.2 [37] Soient E un espace de Banach séparable, E ′ son dual topologique

muni de la topologie de Mackey. Soit f une fonction convexe sur E ′, �nie et continue au

point x′0 ∈ E ′. Soit D un sous ensemble dense dans E ′. Alors

inf{f(y′) : y′ ∈ E ′} = inf{f(x′) : x′ ∈ D}.

Lemme 1.1.3 [37] Soient E un espace de Banach séparable, E ′ son dual topologique,

(e′n)n∈N une suite dense dans E ′ pour la topologie de Mackey, et K un sous ensemble

convexe fermé faiblement localement compact de E. Alors

K =
⋂
n∈N

{x ∈ E : 〈e′n, x〉 ≤ δ∗(e′n, K)}.

Proposition 1.1.2 [37] Soit E un espace localement convexe, (T,Σ, ν) un espace me-

suré, Γ : T ⇒ E une multi-application à valeurs fermées convexes faiblement localement

compactes. Soit σ : T ⇒ E une multi-application à valeurs fermées convexes .

Si ∀x′ ∈ E ′, δ∗(x′, σ(t)) ≤ δ∗(x′,Γ(t)), ν.p.p, alors σ(t) ⊂ Γ(t), p.p.

Corollaire 1.1.1 [37] Soient E un espace localement convexe muni de la topologie faible

σ(E,E ′), E ′ son dual topologique muni de la topologie de Mackey τ(E ′, E), et C un sous

ensemble non vide fermé convexe. Alors les propriétés suivantes sons équivalentes :

a) Il existe y′0 ∈ E ′ tel que δ∗(., C) est �nie et continue en y′0.

b) C est localement compact.

c) Il existe y′0 ∈ E ′ tel que pour tout b ∈ R ; {y ∈ C : 〈y′0, y〉 ≥ b} est compact.

Dé�nition 1.1.7 Soit (Ω,Σ) un espace mesurable et E un espace de Banach séparable.

Soit F : Ω ⇒ E une multi-application. On dit que F est scalairement mesurable si pour

tout x′ ∈ E ′, l'application t 7→ δ∗(x′, F (t)) est mesurable.

Proposition 1.1.3 Soit (Ω,Σ) un espace mesurable et E un espace de Banach séparable.

Si F : Ω⇒ E est une multi-application à valeurs non vides convexes faiblement compactes,

alors F (.) est mesurable si et seulement si elle est scalairement mesurable.

Proposition 1.1.4 Soit (Ω,Σ) un espace mesurable et E un espace de Banach séparable.

Si F1, F2 : Ω ⇒ E sont deux multi-applications à valeurs non vides convexes faiblement

compactes et scalairement mesurables, alors t 7→ (F1 ∩ F2)(t) est scalairement mesurable.

1.1.3 Continuité des multi-applications

Les résultats suivants sont pris des références [5, 7, 8, 25, 37, 49, 53, 68].
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Dé�nition 1.1.8 Soient X, Y deux espaces topologiques, et soit F : X ⇒ Y une multi-

application.

1. On dit que F est semicontinue supérieurement (s.c.s) au point x0 ∈ X, si pour tout

ouvert U de Y tel que F (x0) ⊂ U , il existe un voisinage Vx0 de x0 dans X tel que

F (Vx0) ⊂ U .

On dit que F est s.c.s sur X si elle est s.c.s en tout point x0 ∈ X.

2. On dit que F est semicontinue inférieurement (s.c.i) au point x0 ∈ X si pour tout

ouvert U de Y tel que F (x0) ∩ U 6= ∅, il existe un voisinage Vx0 de x0 dans X tel que

F (x) ∩ U 6= ∅, pour tout x ∈ Vx0 .

On dit que F est s.c.i sur X, si elle est s.c.i en tout point x0 ∈ X.

Dé�nition 1.1.9 On dit que F est continue au point x0 si et seulement si elle est s.c.s

et s.c.i au point x0, et F est continue sur X si et seulement si elle est s.c.s et s.c.i sur X.

Proposition 1.1.5 Soient X, Y deux espaces topologiques. Une multi-application F :

X ⇒ Y à valeurs non vides est semicontinue supérieurement si et seulement si l'image

inverse F−1(C) := {x ∈ X : F (x) ∩ C 6= ∅} est fermée pour tout sous ensemble fermé C

de Y , et elle est semicontinue inférieurement si et seulement si pour tout sous ensemble

ouvert G de Y , F−1(G) est aussi ouvert dans X.

Théorème 1.1.6 [68]

Soient X, Y deux espaces métriques et F : X ⇒ Y une multi-application. Alors F est

semicontinue inférieurement si et seulement si pour toute suite (xn)n de points de X

convergeant vers x0 et pour tout y0 ∈ F (x0) il existe une suite (yn)n telle que yn ∈ F (xn)

et (yn)n converge vers y0.

Dé�nition 1.1.10 [68]

Soient X, Y deux espaces métriques et F : X ⇒ Y une multi-application. On dit que F

est H-semicontinue inférieurement au point x0 ∈ X, si et seulement si

∀ε > 0,∃δ > 0, F (x0) ⊂ V
(
F (x), ε

)
, ∀x ∈ B(x0, δ),

où

V
(
F (x), ε

)
= {y ∈ Y : d(y, F (x)) ≤ ε}.

Théorème 1.1.7 [68]

Soient X, Y deux espaces métriques et F : X ⇒ Y une multi-application à valeurs com-

pactes. Alors F est H-semicontinue inférieurement si et seulement si F est semicontinue

inférieurement.
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Théorème 1.1.8 Soient X, Y deux espaces topologiques, soit F : X ⇒ Y une multi-

application s.c.s à valeurs non vides fermées. Alors le graphe de F est fermé dans X×Y .

Proposition 1.1.6 Soient X un espace de Banach, Y un espace de Banach compact.

Soit F : X ⇒ Y une multi-application à valeurs non vides fermées. Si le graphe de F est

fermé alors F est s.c.s.

Théorème 1.1.9 (Théorème de fermeture)

Soient Y un espace de Banach séparable, X un espace topologique et Φ une multi-application

dé�nie sur [0, T ] × X à valeurs non vides convexes compactes dans Y et telle que pour

tout t ∈ [0, T ] �xé, Φ(t, .) est s.c.s.

Soient (xn(.)), x(.) des applications dé�nies sur [0, T ] à valeurs dans X et (yn(.)), y(.) des

applications intégrables dé�nies sur [0, T ] à valeurs dans Y .

Supposons que

(a) lim
n→+∞

xn(t) = x(t), p.p. sur [0, T ],

(b) (yn) converge vers y σ(L1([0, T ], Y ),L∞([0, T ], Y ′)),

(c) yn(t) ∈ Φ(t, xn(t)), p.p. sur [0, T ].

Alors y(t) ∈ Φ(t, x(t)), p.p. sur [0, T ].

Dé�nition 1.1.11 (Ensemble décomposable)[68]

Soit E un espace de Banach. L'ensemble K ⊂ L1
E([0, T ]) est dit décomposable, si pour

tous u, v ∈ K et pour chaque ensemble mesurable J ⊂ [0, T ] on a

1J .u+ 1[0,T ]\J .v ∈ K.

Théorème 1.1.10 ( Théorème de sélection continue)[25, 53]

Soient X un espace métrique séparable, E un espace de Banach et F : X ⇒ L1
E([0, T ]) une

multi-application semi-continue inférieurement à valeurs fermées décomposables. Alors F

admet au moins une sélection continue.

Proposition 1.1.7 (Bressan-Colombo)[25]

Soient X un espace métrique, E un espace de Banach, (Ω,Σ, µ) un espace mesuré et

G : X ⇒ L1
E(Ω) une multi-application à valeurs fermées décomposables, semi-continue

inférieurement. Supposons que g : X → L1
E(Ω) et ϕ : X → L1

R+(Ω) sont deux applications

continues telles que, pour chaque x ∈ X, l'ensemble

H(x) = {u ∈ G(x); ‖u(t)− g(x)(t)‖E < ϕ(x)(t) µ.p.p}

est non vide. Alors la multi-application H : X ⇒ L1
E(Ω) est semi-continue inférieurement

à valeurs décomposables.
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Théorème 1.1.11 (Théorème du point �xe de Schauder-Tikhonov)[49]

Soient X un espace vectoriel topologique localement convexe, S un sous ensemble non vide

convexe compact de X et f : S → S une application continue. Alors f admet un point

�xe dans S.

Théorème 1.1.12 (Théorème de Kakutani-Ky Fan)[68]

Soient X un espace topologique séparé localement convexe, K un sous ensemble non vide

convexe compact de X et F : K ⇒ K une multi-application semi-continue supérieurement

à valeurs non vides convexes fermées, alors F admet un point �xe dans K, c'est à dire il

existe x ∈ K tel que x ∈ F (x).

Comme corollaire du théorème précédent, on obtient une version faible du théorème du

point �xe.

Théorème 1.1.13 (Corollaire du théorème de Kakutani-Ky Fan)

Soit E un espace de Banach, K un sous ensemble non vide convexe faiblement compact

de E et F : K ⇒ K une multi-application faiblement-faiblement semi-continue supérieu-

rement à valeurs non vides convexes faiblement compactes, alors F admet un point �xe

dans K.

Ceci est due au fait que (E, σ(E,E ′)) est un espace topologique séparé localement

convexe.

1.2 Points extrémaux

Dans ce qui suit, nous présentons la notion de points extrémaux (voir [71]).

Dé�nition 1.2.1 Soit X un espace vectoriel et K ⊂ X. On dit que x ∈ K est un point

extrémal à K si x = αx1 + (1− α)x2, avec x1, x2 ∈ K et α ∈]0, 1[, implique x1 = x2.

Si K est convexe, un point x ∈ K est extrémal à K si x ne puisse être intérieur à un

segment de droite inclus dans K.

On note par ext(K), l'ensemble des points extrémaux à K.

Théorème 1.2.1 (Théorème de Krein-Milman)

Soit X un espace topologique localement convexe. Alors tout ensemble convexe compact K

de X admet au moins un point extrémal, i.e., ext(K) 6= ∅.
De plus K est l'enveloppe convexe fermée de ses points extrémaux.
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1.3 Quelques résultats de convergence

Théorème 1.3.1 (Théorème de la convergence dominée de Lebesgue)[45]

Soient (Ω,Σ, µ) un espace mesuré, E un espace de Banach, soit 1 ≤ p < +∞ et (fn) une

suite de fonctions mesurables dé�nies sur Ω à valeurs dans E, si la suite (fn) véri�e

(i) fn → f µ.p.p sur Ω,

(ii) il existe une fonction positive g ∈ Lp(Ω,R) telle que, pour tout n ∈ N,
‖fn(t)‖ ≤ g(t) µ.p.p.

Alors fn → f dans Lp(Ω, E). En particulier, dans le cas p = 1,∫
Ω

fndµ→
∫

Ω

fdµ.

Lemme 1.3.1 (Lemme de Fatou)

Soit (Ω,Σ, µ) un espace mesuré. Pour toute suite (fn)n∈N de fonctions mesurables sur Ω

à valeurs dans [0,∞], la limite inférieure (resp.supérieure) de la suite (fn) est mesurable

et l'on a : ∫
lim inf
n→∞

fndµ ≤ lim inf
n→∞

∫
fndµ

(resp. ∫
lim sup
n→∞

fndµ ≥ lim sup
n→∞

∫
fndµ).

L'égalité n'est en général pas véri�ée.

Théorème 1.3.2 Soit ϕ une fonction à valeurs réelles, dé�nie sur Vs× (E\A), où Vs est

un voisinage d'un point s ∈ R, E = Rn et A ⊂ E est un sous ensemble µ-négligeable.

Si pour chaque t ∈ Vs, la fonction x 7→ ϕ(t, s) est µ-intégrable sur E et si de plus, sur

Vs × (E\A), la fonction ϕ admet une dérivée partielle par rapport à t véri�ant l'inégalité∣∣∣∣∂ϕ∂t (t, s)

∣∣∣∣ ≤ g(s),

où g est µ-intégrable est indépendante de t, alors la fonction

t 7→
∫
ϕ(t, x)dµ(x),

est dérivable au point s et on a

d

dt

∫
ϕ(s, x)dµ =

∫
∂ϕ

∂t
(s, x)dµ(x).
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1.4 Quelques résultats de compacité

Théorème 1.4.1 (Théorème de Dunford)[46]

Soient (Ω,Σ, µ) un espace mesuré avec µ �nie et E un espace de dimension �nie. Alors

un sous ensemble A de L1
E(Ω) est faiblement relativement compact si et seulement

si A est borné et uniformément-intégrable, c'est à dire

lim
µ(Ω)→0

∫
Ω

| f | dµ = 0, ∀f ∈ A.

Théorème 1.4.2 (Théorème d'Ascoli-Arzelà)[5]

Soient J un espace métrique compact, Y un espace métrique complet, et H un sous en-

semble de C(J, Y ), muni de la topologie de la convergence uniforme. Alors H est relati-

vement compact si et seulement si H est équicontinu et H(x) est relativement compact,

avec

H(x) = {f(x); f ∈ H}.

Théorème 1.4.3 (Corollaire du théorème d'Ascoli-Arzelà)

Soient J un ensemble compact de R, E un espace de dimension �nie et soit (fn) une

suite de fonctions absolument continues dé�nies sur J à valeurs dans E satisfaisant les

conditions suivantes.

i) ∀t ∈ J , (fn(t))n∈N est un sous ensemble relativement compact dans E.

ii) il existe une fonction à valeurs réelles positives h ∈ L1
R(J) tel que ‖ḟn(t)‖ ≤ h(t), p.p

sur J .

Alors il existe une sous suite de (fn)n (qu'on note aussi (fn)) qui converge vers une fonc-

tion absolument continue f : J → E au sens suivant :

(1) (fn)n converge uniformément vers f .

(2) (ḟn)n converge faiblement vers ḟ dans L1
E(J), c'est à dire (ḟn) converge vers ḟ σ(L1

E,L
∞
E ).

Théorème 1.4.4 (Théorème de Banach-Alaoglu-Bourbaki)[68]

Soit E un espace de Banach. Alors la boule unité fermée de E ′ est compacte pour la

topologie σ(E ′, E).

Théorème 1.4.5 (Théorème d'Eberlein-Smûlian)[68]

Soit S un sous ensemble d'un espace de Banach E. Alors les deux proprietés suivantes

sont équivalentes :

i) S est faiblement (relativement) séquentiellement compact.

ii) S est faiblement (relativement) compact.
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Théorème 1.4.6 (Théorème de Smûlian)

Soit S un sous ensemble d'un espace de Banach E, si S est relativement faiblement com-

pact, alors pour chaque x ∈ Sw (fermeture faible de S) il existe une suite (xn) d'éléments

de S convergeant faiblement vers X.

Théorème 1.4.7 (Théorème de Banach-Mazur)

Soit (xn) une suite d'élémentes de E convergeant faiblement vers x. Alors, il existe une

suite (zn) (où zn est une combinaison convexe des éléments xn,xn+1,...) convergeant for-

tement vers x.
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Chapitre 2

Résultats d'existence et relaxation

associés à une inclusion

différentielle du second ordre

avec des conditions aux limites en

m-points

2.1 Introduction

Ce chapitre est consituté de cette introduction et de deux sections, dans la deuxième,

nous présentons un résultat d'existence pour une inclusions di�érentielle du second ordre

avec des conditions aux limites en m-points (m > 3) dans un espace de Banach séparable
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E, de la forme

(PF )


ü(t) + γu̇(t) ∈ F (t, u(t), u̇(t)) p.p.t ∈ [0, 1]

u(0) = 0; u(1) =
m−2∑
i=1

αiu(ηi),

avec 0 < η1 < η2 < ... < ηm−2 < 1, αi ∈ R (i = 1, 2, ...,m− 2), γ > 0,

et F : [0, 1] × E × E ⇒ E une multi-application à valeurs fermées non vides, L([0, 1]) ⊗
B(E)⊗ B(E)-mesurable et véri�e une condition de pseudo-Lipschitziété.

Le problème d'existence avec des conditions aux limites en trois points dans un espace de

Banach séparable, a été étudié par Azzam et Bounama [11] quand F est à valeurs fermées

véri�ant la condition de Lipschitz. Une généralisation de ce problème au cas où F est à

valeurs fermées véri�ant la condition de pseudo-Lipschitziété a été étudiée par Azzam,

Makhlouf et Thibault [21].

Le problème (PF ) a été étudié par Castaing et Truong [30] quand F est à valeurs fermées

véri�ant la condition de Lipschitz. Donc notre résultat généralise ce dernier au cas d'une

perturbation pseudo-Lipschitzienne.

Dans la troisième section, nous nous intéressons à l'étude, en dimension �nie, de l'exis-

tence de solutions pour l'inclusion di�érentielle relaxée

(Pe)


ü(t) + γu̇(t) ∈ ext

(
F (t, u(t), u̇(t))

)
, p.p. t ∈ [0, 1]

u(0) = 0; u(1) =
m−2∑
i=1

αiu(ηi),

et nous démontrons que l'ensemble des solutions du problème relaxé (Pe), est dense dans
l'ensemble des solutions du problème (PF ), quand F est Lipschitzienne.

2.2 Résultat d'existence de solutions pour une

inclusion différentielle du second ordre avec des

conditions aux limites en m-points et une pertur-

bation pseudo-lipschitzienne

Dans cette section nous présentons un résultat d'existence pour une inclusions di�é-

rentielle du second ordre avec des conditions aux limites en m-points (m > 3) dans un
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espace de Banach séparable E, de la forme

(PF )


ü(t) + γu̇(t) ∈ F(t, u(t), u̇(t)) p.p.t ∈ [0, 1]

u(0) = 0; u(1) =
m−2∑
i=1

αiu(ηi),

avec 0 < η1 < η2 < ... < ηm−2 < 1, αi ∈ R (i = 1, 2, ...,m− 2), γ > 0

et F : [0, 1] × E × E ⇒ E une multi-application à valeurs fermées non vides, L([0, 1]) ⊗
B(E)⊗ B(E)-mesurable satisfaisant la condition de pseudo-Lipschitziété suivante :

v ∈ F (t, x, y)⇒ d(v, F (t, x′, y′)) ≤ (k1(t)+β1 ‖ v ‖) ‖ x−x′ ‖ +(k2(t)+β2 ‖ v ‖) ‖ y−y′ ‖,

avec β1, β2 ≥ 0 et k1(.), k2(.) ∈ L1
R+

([0, 1]).

Nous rappelons au début quelques résultats préliminaires. On commence par une pro-

position où nous dounons quelques propriétés d'une fonction de type Green associée aux

données m et γ (voir [30] pour plus de détails). Cette dernière nous permet d'établir

l'existence et l'unicité de solution dans W2,1
E ([0, 1]) de l'équation di�érentielle suivante

(Pf )


ü(t) + γu̇(t) = f(t) t ∈ [0, 1]

u(0) = 0; u(1) =
m−2∑
i=1

αiu(ηi).

avec f ∈ L1
E([0, 1]) qui nous sera utile dans la preuve de notre résultat principal.

Considérons l'hypothèse suivante

(A) Soit γ > 0, m > 3 un nombre entier, 0 < η1 < η2 < ... < ηm−2 < 1 et αi ∈ R (i =

1, 2, ...,m− 2) satisfaisant la condition

m−2∑
i=1

αi − 1 + exp(−γ)−
m−2∑
i=1

αi exp(−γηi) 6= 0.

Proposition 2.2.1 [30]

Supposons (A) satisfaite. Soit E un espace de Banach séparable et soit G : [0, 1]× [0, 1]→
R la fonction dé�nie par

G(t, s) =


1

γ

(
1− exp

(
− γ(t− s)

))
+
µ∗

γ

(
1− exp(−γt)

)
Ψ(s), 0 ≤ s ≤ t ≤ 1

µ∗

γ

(
1− exp(−γt)

)
Ψ(s), 0 ≤ t ≤ s ≤ 1
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où

Ψ(s) =



1− exp(−γ(1− s))−
m−2∑
i=1

αi

(
1− exp

(
− γ(ηi − s)

))
, 0 ≤ s ≤ η1

1− exp(−γ(1− s))−
m−2∑
i=2

αi

(
1− exp

(
− γ(ηi − s)

))
, η1 ≤ s ≤ η2

. . .

1− exp(−γ(1− s)), ηm−2 ≤ s ≤ 1

et

µ∗ =
1

m−2∑
i=1

αi − 1 + exp(−γ)−
m−2∑
i=1

αi exp(−γηi)
.

Alors on a les résultats suivants

(1) Pour chaque s ∈ [0, 1] �xé, la fonction G(., s) est dérivable sur [0, 1] sauf sur la

diagonale. Sa dérivée est donnée par

(∂G
∂t

)
(t, s) =

exp
(
− γ(t− s)

)
+ µ∗exp(−γt)Ψ(s), 0 ≤ s < t < 1

µ∗exp(−γt)Ψ(s), 0 ≤ t < s ≤ 1.

(2) G(., .) et
∂G

∂t
(., .) véri�ent

|G(t, s)| ≤MG et |∂G
∂t

(t, s)| ≤MG ∀(t, s) ∈ [0, 1]× [0, 1],

où

MG = max
(1

γ
, 1
)(

1 + |µ∗|
(
1 +

m−2∑
i=1

|αi|
))
≥ 1.

Proposition 2.2.2 [30]

Supposons (A) satisfaite. Soit E un espace de Banach séparable et soit G : [0, 1]× [0, 1]→
R la fonction dé�nie dans la Proposition 2.2.1.

(1) Si u ∈W2,1
E ([0, 1]) avec u(0) = 0 et u(1) =

m−2∑
i=1

αiu(ηi), alors

u(t) =

∫ 1

0

G(t, s)
(
ü(s) + γu̇(s)

)
ds, ∀t ∈ [0, 1];

(2) pour f ∈ L1
E([0, 1]) et pour uf : [0, 1]→ E dé�nie par

uf (t) =

∫ 1

0

G(t, s)f(s)ds, ∀t ∈ [0, 1],

28



Résultats d'existence et relaxation associés a une inclusion di�érentielle du
second ordre avec des conditions aux limites en m-points

on a

(2i) uf (0) = 0 et uf (1) =
m−2∑
i=1

αiu(ηi).

(2ii) La fonction t 7→ uf (t) est continue de [0, 1] dans E, i.e., uf ∈ CE([0, 1]).

(2iii) La fonction uf est dérivable sur [0, 1] et sa dérivée u̇f est dé�nie par

u̇f (t) =

∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s)f(s)ds.

(2vi) La fonction u̇f est scalairement dérivable, c'est-à-dire il existe une application üf :

[0, 1] → E tel que, pour chaque x′ ∈ E ′, la fonction scalaire 〈x′, u̇f (·)〉 est p.p dérivable

avec
d

dt
〈x′, u̇f (t)〉 = 〈x′, üf (t)〉,

de plus

üf (t) + γu̇f (t) = f(t) p.p.t ∈ [0, 1].

Le résultat suivant est une application directe des propriétés de la fonction de Green

donnée dans la Proposition 2.2.1.

Proposition 2.2.3 [30]

Supposons (A) satisfaite et soit f ∈ L1
E([0, 1]). Alors le problème (Pf ) admet une solution

unique dans W2,1
E ([0, 1])) dé�nie par

uf (t) =

∫ 1

0

G(t, s)f(s)ds, ∀t ∈ [0, 1].

Le Lemme suivant est également nécessaire pour la démonstration de notre résultat de

cette section.

Lemme 2.2.1 (Lemme 2.1 dans [67]).

On considère le système récursif des inégalités suivantes

qn+1 − qn ≤ rn+1, rn+1 ≤ ξnrn, ξn = k + βqn, qn ≥ 0, rn ≥ 0,

où k et β sont des paramètres positifs.

On suppose que les valeurs initiales q1, r1 et ξ1 sont données et véri�ent

ξ1 ≤ λ− βr1
λ

1− λ
pour un certain λ ∈]0, 1[.

Soit (qn, rn, ξn) les solutions du système récursif. Alors

∞∑
n=1

rn ≤
r1

1− λ
.
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Maintenant, nous sommes en mesure de donner notre résultat principal de cette section,

qui est, l'existence de solutions dans W2,1
E ([0, 1]) pour l'inclusion di�érentielle de second

ordre (PF ).

Théorème 2.2.1 Supposons (A) satisfaite. Soit E un espace de Banach séparable et soit

F : [0, 1]×E×E ⇒ E une multi-application à valeurs fermées. Soit g ∈ L1
E([0, 1]) et soit

ug : [0, 1]→ E l'application dé�nie par

ug(t) =

∫ 1

0

G(t, s)g(s)ds, ∀t ∈ [0, 1].

On suppose pour ρ ∈]0,+∞] �xé et pour

Xρ = {(t, x, y) ∈ [0, 1]× E × E : ‖x− ug(t)‖ < ρ; ‖y − u̇g(t)‖ < ρ},

les hypothèses suivantes sont satisfaites sur Xρ.

(H1) F est L([0, 1])⊗ B(E)⊗ B(E)-mesurable ;

(H2) Pour tout t ∈ [0, 1] �xé, F (t, ., .) est pseudo-Lipschitzienne, c'est à dire, il existe

β1, β2 ≥ 0 et des fonctions positives k1(.), k2(.) ∈ L1
R([0, 1]), telle que pour chaque v ∈

F (t, x, y) on a

d(v, F (t, x′, y′)) ≤ (k1(t) + β1 ‖ v ‖) ‖ x− x′ ‖ +(k2(t) + β2 ‖ v ‖) ‖ y − y′ ‖ .

De plus, on suppose que

(H3) La fonction t 7→ d
(
0, F (t, 0, 0)

)
est intégrable.

On pose

r = MG(1 + α)

∫ 1

0

d
(
g(s), F (s, ug(s), u̇g(s)

)
ds, q1 = ‖g‖L1

E
,

k = MG(1 + α)‖k1 + k2‖L1
R
, β = MG(1 + α)(β1 + β2), ξ1 = k + βq1

où α est un paramètre positif.

On suppose que, pour un certain λ ∈]0, 1[,

ξ1 ≤ λ− βr λ

1− λ
, (2.1)

et

r < (1− λ)ρ. (2.2)

Alors l'inclusion di�érentielle (PF ) admet au moins une solution u ∈ W 2,1
E ([0, 1]), avec

‖ü+ γu̇− g‖L1
E
< ρ

et

‖u‖C1 ≤MG(‖g‖L1
E

+ ρ).
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Démonstration.

La preuve de notre théorème suit les idées de la preuve du théoreme 3.1 dans [18].

Etape 1. Dans cette étape, on va construire par récurrence, deux suites (fn(.)) et

(ufn(.)) véri�ant, pour tout n ≥ 1, les relations suivantes

fn ∈ L1
E([0, 1]) et fn(t) ∈ F (t, ufn−1(t), u̇fn−1(t)) p.p.t ∈ [0, 1]; (2.3)

‖fn(t)− fn−1(t)‖ ≤ (1 + α)d
(
fn−1(t), F (t, ufn−1(t), u̇fn−1(t)

)
, ∀t ∈ [0, 1]; (2.4)

gph(ufn(.), u̇fn(.)) =
{

(t, ufn(t), u̇fn(t)) : t ∈ [0, 1]
}
⊂ Xρ. (2.5)

On pose f0 = g et uf0(t) =

∫ 1

0

G(t, s)f0(s)ds = ug(t), pour tout t ∈ [0, 1], et on considère

la multi-application H0 : [0, 1]⇒ E dé�nie par

H0(t) =
{
v ∈ F (t, uf0(t), u̇f0(t)) : ‖v − f0(t)‖ ≤ (1 + α)d

(
f0(t), F (t, uf0(t), u̇f0(t))

)}
.

Comme F (., uf0(.), u̇f0(.)) est L([0, 1])-mesurable (voir Théorème 1.1.1), la multi-application

H0 est aussi mesurable à valeurs fermées non vides (voir Théorème 1.1.5). D'après le

théorème d'existence de selection mesurable (Théorème 1.1.4), il existe une application

mesurable f1 : [0, 1] → E telle que f1(t) ∈ H0(t), pour tout t ∈ [0, 1]. C'est à dire pour

tout t ∈ [0, 1], f1(t) ∈ F (t, uf0(t), u̇f0(t)) et

‖f1(t)− f0(t)‖ ≤ (1 + α)d
(
f0(t), F (t, uf0(t), u̇f0(t))

)
. (2.6)

De plus, Nous avons pour tout t ∈ [0, 1]

‖f1(t)‖ ≤ ‖f1(t)− f0(t)‖+ ‖f0(t)‖ ≤ (1 + α)d
(
f0(t), F (t, uf0(t), u̇f0(t))

)
+ ‖f0(t)‖,

avec f0 ∈ L1
E([0, 1]) et t 7→ d

(
f0(t), F (t, uf0(t), u̇f0(t))

)
∈ L1

R([0, 1]).

En e�et, pour tout t ∈ [0, 1], d(0, F (t, 0, 0)) = inf
ξ∈F (t,0,0)

‖ξ‖. Donc, ∀ε > 0,∃ξε ∈ F (t, 0, 0)

tel que d(0, F (t, 0, 0)) ≤ ‖ξε‖ ≤ d(0, F (t, 0, 0)) + ε. Nous avons

d(g(t), F
(
t, ug(t), u̇g(t)

)
≤ d(g(t), ξε) + d

(
ξε, F

(
t, ug(t), u̇g(t)

))
,

≤ ‖g(t)‖+ ‖ξε‖+ d
(
ξε, F

(
t, ug(t), u̇g(t)

))
,

et d'après (H2)

d
(
ξε, F

(
t, ug(t), u̇g(t)

))
≤ (k1(t) + β1 ‖ ξε ‖) ‖ ug(t) ‖ +(k2(t) + β2 ‖ ξε ‖) ‖ u̇g(t) ‖ .
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De plus, nous avons, pour tout t ∈ [0, 1]

‖ug(t)‖ = ‖
∫ 1

0

G(t, s)g(s)ds‖ ≤
∫ 1

0

|G(t, s)|‖g(s)‖ds ≤MG‖g‖L1
E

et

‖u̇g(t)‖ = ‖
∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s)g(s)ds‖

≤
∫ 1

0

|∂G
∂t

(t, s)|‖g(s)‖ds ≤MG‖g‖L1
E

ce qui donne

d
(
g(t), F

(
t, ug(t), u̇g(t)

))
≤ ‖g(t)‖+ ‖ξε‖+

(
k1(t) + k2(t) + (β1 + β2)‖ξε‖

)
MG‖g‖L1

E

≤ ‖g(t)‖+ d(0, F (t, 0, 0)) + ε+
(
k1(t) + k2(t) + (β1 + β2)

(
d(0, F (t, 0, 0)) + ε

))
MG‖g‖L1

E
.

Comme k1(.), k2(.) ∈ L1
R([0, 1]), t 7→ d(0, F (t, 0, 0)) ∈ L1

R([0, 1]) et g ∈ L1
E([0, 1]), on

obtient

t 7→ d
(
g(t), F

(
t, ug(t), u̇g(t)

))
∈ L1

R([0, 1]).

Ceci montre que f1 ∈ L1
E([0, 1]).

Alors on dé�nit l'application uf1 : [0, 1]→ E par

uf1(t) =

∫ 1

0

G(t, s)f1(s)ds, ∀t ∈ [0, 1].

D'après (2iii) de la Propositon 2.2.2

u̇f1(t) =

∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s)f1(s)ds, ∀t ∈ [0, 1].

D'où, en utilisant la propriété (2) de la Proposition 2.2.1 et les arguments ci-dessus ainsi

que la dé�nition de r et (2.2) nous avons

‖uf1(t)− uf0(t)‖ =
∥∥∥∫ 1

0

G(t, s)
(
f1(s)− f0(s)

)
ds
∥∥∥

≤ MG

∫ 1

0

‖f1(s)− f0(s)‖ds

≤ MG(1 + α)

∫ 1

0

d
(
f0(s), F (s, uf0(s), u̇f0(s))

)
ds

= r < (1− λ)ρ < ρ;

De la même manière, nous avons

‖u̇f1(t)− u̇f0(t)‖ =
∥∥∥∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s)

(
f1(s)− f0(s)

)
ds
∥∥∥

≤ MG

∫ 1

0

‖f1(s)− f0(s)‖ds
< ρ.
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Ceci montre que gph(uf1(.), u̇f1(.)) ⊂ Xρ.

Poson r1 = MG‖f1−f0‖L1
E
. Par la dé�nition de r, (2.6) et le fait queMG ≥ 1, on a r1 ≤ r,

alors λ− βr1
λ

1− λ
≥ λ− βr λ

1− λ
. Par (2.2), on obtient

ξ1 ≤ λ− βr1
λ

1− λ
.

On suppose que fi(.) ∈ L1
E([0, 1]) et ufi(.) ∈ W

2,1
E ([0, 1]) sont dé�nies sur [0, 1] et véri�ent

(2.3), (2.4) et (2.5) pour i = 0, 1, ..., n. Considérons la multi-application Hn : [0, 1] ⇒ E

dé�nie par

Hn(t) =
{
v ∈ F (t, ufn(t), u̇fn(t)) : ‖v − fn(t)‖ ≤ (1 + α)d(fn(t), F (t, ufn(t), u̇fn(t)))

}
.

Par les mêmes arguments ci-dessus, il existe une application mesurable fn+1 : [0, 1] → E

telle que fn+1(t) ∈ Hn(t), pour tout t ∈ [0, 1]. Ceci donne, pour tout t ∈ [0, 1], fn+1(t) ∈
F (t, ufn(t), u̇fn(t)) et ‖fn+1(t)− fn(t)‖ ≤ (1 + α)d

(
fn(t), F (t, ufn(t), u̇fn(t))

)
.

Par l'hypothèse (H2) nous avons, pour tout t ∈ [0, 1]

‖fn+1(t)− fn(t)‖ ≤ (1 + α)d
(
fn(t), F (t, ufn(t), u̇fn(t))

)
≤ (1 + α)

((
k1(t) + β1 ‖ fn(t) ‖

)
‖ ufn(t)− ufn−1(t) ‖ +(

k2(t) + β2 ‖ fn(t) ‖
)
‖ u̇fn(t)− u̇fn−1(t) ‖

)
.

D'après les hypothèses, fn−1 et fn sont intégrables, alors nous avons, pour tout t ∈ [0, 1]

‖ufn(t)− ufn−1(t)‖ =
∥∥∥∫ 1

0

G(t, s)
(
fn(s)− fn−1(s)

)
ds
∥∥∥ ≤MG‖fn − fn−1‖L1

E
, (2.7)

et

‖u̇fn(t)− u̇fn−1(t)‖ =
∥∥∥∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s)

(
fn(s)− fn−1(s)

)
ds
∥∥∥ ≤MG‖fn − fn−1‖L1

E
. (2.8)

On obtient

MG‖fn+1 − fn‖L1
E
≤MG

(
k + β‖fn‖L1

E

)
‖fn − fn−1‖L1

E
.

Par conséquent, si nous dé�nissons :

rn+1 = MG‖fn+1 − fn‖L1
E
, qn = ‖fn‖L1

E
et ξn = k + βqn, nous obtenous

rn+1 ≤ ξnrn.

De plus, (puisque MG ≥ 1) on remarque que

qn+1 − qn =

(
‖fn+1‖L1

E
− ‖fn‖L1

E

)
≤ ‖fn+1 − fn‖L1

E
≤ rn+1. (2.9)
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Appliquant le Lemme 2.2.1, on obtient

∞∑
n=1

rn ≤
r1

1− λ
≤ r

1− λ
< ρ. (2.10)

On dé�nit l'application ufn+1 : [0, 1]→ E par

ufn+1(t) =

∫ 1

0

G(t, s)fn+1(s)ds, ∀t ∈ [0, 1],

et d'après la Proposition 2.2.2 nous avons

u̇fn+1(t) =

∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s)fn+1(s)ds, ∀t ∈ [0, 1].

Alors, pour tout t ∈ [0, 1]

‖ufn+1(t)−ufn(t)‖ = ‖
∫ 1

0

G(t, s)
(
fn+1(s)−fn(s)

)
ds‖ ≤MG‖fn+1−fn‖L1

E
= rn+1, (2.11)

et

‖u̇fn+1(t)− u̇fn(t)‖ = ‖
∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s)

(
fn+1(s)− fn(s)

)
ds‖ ≤MG‖fn+1 − fn‖L1

E
= rn+1.

(2.12)

Par conséquent, pour tout t ∈ [0, 1]

‖ufn+1(t)− uf0(t)‖ ≤ ‖ufn+1(t)− ufn(t)‖+ ‖ufn(t)− uf0(t)‖
≤ rn+1 + ‖ufn(t)− uf0(t)‖;

et

‖u̇fn+1(t)− u̇f0(t)‖ ≤ ‖u̇fn+1(t)− u̇fn(t)‖+ ‖u̇fn(t)− u̇f0(t)‖
≤ rn+1 + ‖u̇fn(t)− u̇f0(t)‖;

et en utilisant les relations (2.11), (2.12) successivement, on aura

‖ufn+1(t)− ug(t)‖ ≤
n+1∑
p=1

rp ≤
r1

1− λ
<

r

1− λ
< ρ. (2.13)

et

‖u̇fn+1(t)− u̇g(t)‖ ≤
n+1∑
p=1

rp ≤
r1

1− λ
<

r

1− λ
< ρ. (2.14)

De même, pour p.p.t ∈ [0, 1]

‖fn+1(t)− g(t)‖ ≤ ‖fn+1(t)− fn(t)‖+ ‖fn(t)− g(t)‖ ≤ rn+1 + ‖fn(t)− g(t)‖ ≤
n+1∑
p=1

rp < ρ.

(2.15)
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Par conséquent, les suites
(
fn(.)

)
et
(
ufn(.)

)
sont bien dé�nies et véri�ent (2.3), (2.4) et

(2.5).

Etape 2.Dans cette étape, on va démontrer l'existence d'une application f ∈ L1
E([0, 1])

telle que uf =

∫ 1

0

G(t, s)f(s)ds est la solution unique du problème (Pf ).

Par la relation (2.10) et comme ‖fn+1 − fn‖L1
E
≤ rn+1, on voit bien que

(
fn(.)

)
est

une suite de Cauchy dans L1
E([0, 1]), donc

(
fn(.)

)
converge vers une certaine applica-

tion f(.) ∈ L1
E([0, 1]). D'autre part, les relations (2.7) et (2.8) montrent que (ufn(.)) est

une suite de Cauchy dans C1
E([0, 1]), par conséquent, elle converge vers une application

w(.) ∈ C1
E([0, 1]). Nous avons, pour tout t ∈ [0, 1]

‖ufn(t)− uf (t)‖ = ‖
∫ 1

0

G(t, s)
(
fn(s)− f(s)

)
ds‖ ≤MG‖fn − f‖L1

E
,

‖u̇fn(t)− u̇f (t)‖ = ‖
∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s)

(
fn(s)− f(s)

)
ds‖ < MG‖fn − f‖L1

E
,

c'est-à-dire

‖ufn − uf‖C1 ≤MG‖fn − f‖L1
E
−→ 0
n→∞

.

Alors, on aura uf (.) = w(.), c'est à dire uf (t) =

∫ 1

0

G(t, s)f(s)ds, ∀t ∈ [0, 1] et par la

Proposition 2.2.2 on obtient

üf (t) + γu̇f (t) = f(t) p.p. t ∈ [0, 1], (2.16)

avec

uf (0) = 0; uf (1) =
m−2∑
i=1

αiuf (ηi).

Etape 3. Montrons maintenant que uf est la solution du problème (PF ). Pour cela,
montrons que, pour tout t ∈ [0, 1], le graphe de la multi-application (x, y) 7→ F (t, x, y)

est relativement fermé dans Xρ(t)× E, où

Xρ(t) =

{
(x, y) ∈ E × E : (t, x, y) ∈ Xρ

}
.

Soit t ∈ [0, 1] et soit la suite (xn, yn, vn)n des éléments de gph(F (t, ., .)) convergeant vers

(x, y, v) ∈ Xρ(t)× E. Nous avons, pour tout n ∈ N, vn ∈ F (t, xn, yn), et donc par (H2)

d
(
vn, F (t, x, y)

)
≤ (k1(t) + β1‖vn‖)‖xn − x‖+ (k2(t) + β2‖vn‖)‖yn − y‖,
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et donc

d
(
v, F (t, x, y)

)
≤ ‖v − vn‖+ (k1(t) + β1‖vn‖)‖xn − x‖+ (k2(t) + β2‖vn‖)‖yn − y‖.

Le dernier membre tend vers 0 quand n→∞, et comme les valeurs de F sont fermées, on

obtient v ∈ F (t, x, y). Par conséquent gph
(
F (t, ., .)

)
est relativement fermé dansXρ(t)×E.

Maintenant, on observe par (2.13) et (2.14) et selon la convergence de (ufn) vers uf dans

C1
E([0, 1]) que pour tout t ∈ [0, 1], nous avons ‖uf (t)− ug(t)‖ < ρ et ‖u̇f (t)− u̇g(t)‖ < ρ,

c'est à dire

(uf (t), u̇f (t)) ∈ Xρ(t). (2.17)

Comme (fn)n converge fortement vers f dans L1
E([0, 1]), par extraction d'une sous suite

notée (fnk
), on peut supposer que (fnk

) converge vers f(.) presque partout dans [0, 1] et

par (2.3) fnk+1
(t) ∈ F (t, ufnk

(t), u̇fnk
(t)), p.p. t ∈ [0, 1], on conclut que

f(t) ∈ F (t, uf (t), u̇f (t)), p.p. t ∈ [0, 1],

car
(
ufnk

(t), u̇fnk
(t)
)
∈ Xρ(t),

(
ufn(t), u̇fn(t)

)
→
(
uf (t), u̇f (t)

)
, fnk

(t)→ f(t) et gph
(
F (t, .)

)
est relativement fermé dans Xρ(t)× E.
D'où, par (2.16), üf (t)+γu̇f (t) ∈ F (t, uf (t), u̇f (t)) p.p dans [0, 1], avec uf (0) = 0; uf (1) =
m−2∑
i=1

αiuf (ηi). Ceci implique que uf est une solution de notre problème (PF ).

De plus, la relation (2.15) donne

‖f(.)− g(.)‖L1
E
≤

∞∑
n=1

rn ≤
r1

1− λ
≤ r

1− λ
< ρ

et donc

‖üf (.) + γu̇f (.)‖L1
E
≤ ‖g(.)‖L1

E
+ ρ.

D'autre part, puisque pour tout t ∈ [0, 1],

‖uf (t)‖ =
∥∥∥∫ 1

0

G(t, s)f(s)ds
∥∥∥ =

∥∥∥∫ 1

0

G(t, s)
(
üf (s)+γu̇f (s)

)
ds
∥∥∥ ≤MG‖üf (.)+γu̇f (.)‖L1

E
,

et

‖u̇f (t)‖ =
∥∥∥∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s)f(s)ds

∥∥∥ =
∥∥∥∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s)

(
üf (s)+γu̇f (s)

)
ds
∥∥∥ ≤MG‖üf (.)+γu̇f (.)‖L1

E
,

nous concluons que

‖uf (.)‖C1 ≤MG

(
‖g(.)‖L1

E
+ ρ
)
.

Ceci complète la démonstration de notre théorème. �

On donne maintenant un corollaire du Théorème 2.2.1
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Corollaire 2.2.1 Supposons (A) satisfaite. Soit E un espace de Banach séparable et soit

F : [0, 1]× E × E ⇒ E une multi-application à valeurs non vides fermées telle que

(H1) F est L([0, 1])⊗ B(E)⊗ B(E)-mesurable ;

(H2) pour tout t ∈ [0, 1] �xé, F (t, ., .) est pseudo-Lipschitzienne, c'est à dire, il existe

β1, β2 ≥ 0 et des fonctions positives k1(.), k2(.) ∈ L1
R([0, 1]), telle que pour chaque v ∈

F (t, x, y) on a

d(v, F (t, x′, y′)) ≤ (k1(t) + β1 ‖ v ‖) ‖ x− x′ ‖ +(k2(t) + β2 ‖ v ‖) ‖ y − y′ ‖ .

De plus, on suppose que

(H3) La fonction t 7→ d
(
0, F (t, 0, 0)

)
est intégrable.

On pose

r = MG(1+α)

∫ 1

0

d
(
0, F (s, 0, 0

)
ds, k = MG(1+α)‖k1 +k2‖L1

R
, β = MG(1+α)(β1 +β2)

où α est un paramètre positif.

On suppose que, pour un certain λ ∈]0, 1[,

k ≤ λ− βr λ

1− λ
. (2.18)

Alors, l'inclusion di�érentielle (PF ) admet au moins une solution u ∈W2,1
E ([0, 1]).

Démonstration. En prenant dans le Théorème 2.2.1, g ≡ 0 et ρ = +∞, on voit que

Xρ = [0, 1] × E × E. De plus, on pose ξ1 = k, alors on remarque que les hypothèses du

Théorème 2.2.1 sont satisfaites. Alors, (PF ) admet au moins une solution u ∈W2,1
E ([0, 1]).

�

2.3 Théorème de relaxation associé à une in-

clusion différentielle du second ordre avec des

conditions aux limites en m-points

Dans cette section, on s'intéresse à l'étude de l'existence de solutions pour l'inclusion

di�érentielle relaxée

(Pext(F ))


ü(t) + γu̇(t) ∈ ext

(
F (t, u(t), u̇(t))

)
, p.p. t ∈ [0, 1]

u(0) = 0; u(1) =
m−2∑
i=1

αiu(ηi),
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et nous démontrons dans le cas où l'espace E est de dimention �nie, que l'ensemble des

solutions du problème relaxé (Pext(F )), est dense dans l'ensemble des solutions du problème

(PF )

Nous rappelons au début quelques résultats préliminaires. On commence par dé�nir la

propriété de Scorza-Dragoniun et en suit par un théorème qui est crucial pour la suite, il

exprime la densité pour la norme ‖.‖w de l'espace des sélections continues de l'ensemble

des points extrémaux d'une multi-application R dans l'espace des sélections continues de

R. Pour plus de détails on peut consulter la référence [59].

Dé�nition 2.3.1 (Propriété de Scorza-Dragoni)[59]

Soient E un espace de Banach, Y un espace métrique. Soit G : [0, 1]×Y ⇒ E une multi-

application à valeurs compactes convexes.

On dit que G véri�e la propriété de Scorza-Dragoni si pour chaque ε > 0, il existe

un sous ensemble A fermé de [0, 1] tel que la mesure de Lebesgue λ([0, 1] \ A) < ε et la

restriction de G à A× Y est continue.

On dit que G est intégrablement bornée dans Y , si pour L un sous ensemble compact de

Y on peut dé�nir une fonction intégrable µL : [0, 1]→ R+ telle que

sup{‖y‖; y ∈ G(t, z)} ≤ µL(t), p.p. z ∈ L.

Théorème 2.3.1 (Tolstonogov)

Soient Y un espace métrique complet, E un espace de Banach séparable, Eσ l'espace de

Banach muni de la topologie faible, M : [0, 1] × Y ⇒ Eσ une multi-application à valeurs

compactes convexes et K un sous ensemble compact de CY ([0, 1]).

Soit R : K ⇒ L1
E([0, 1]) la multi-application dé�nie par

R(y) = {g ∈ L1
E([0, 1]); g(t) ∈M(t, y(t)) p.p. t ∈ [0, 1]}.

Si M véri�e la propriété de Scorza-Dragoni et est intégrablement bornée dans Y , alors

l'ensemble

AK = {f ∈ C
(
K,L1

E([0, 1])w
)
; f(y) ∈ R(y),∀y ∈ K}

est non vide et est un sous ensemble complet de C
(
K,L1

E([0, 1])w
)
. De plus AK = Aext(K)

w
.

I L1
E([0, 1])w est l'ensemble des classes d'équivalence des fonctions Bochner-intégrables

v : [0, 1]→ E muni de la norme faible ‖v‖w = sup
t∈[0,1]

∥∥∥∫ t

0

v(s)ds
∥∥∥ et

Aext(K) = {f ∈ C
(
K,L1

E([0, 1])w
)
; f(y) ∈ ext

(
R(y)

)
, ∀y ∈ K}.
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Théorème 2.3.2 [77]

Soient (Ω,Σ, µ) un espace mesuré, E un espace de Banach et 1 ≤ p <∞. Soit (fn(.))n≥1

une suite convergeant faiblement vers f(.) dans LPE(Ω) et fn(w) ∈ G(w) µ − p.p. avec

G(w) un sous ensemble non vide faiblement compact de E µ− p.p. Alors

f(w) ∈ co
(
lim sup
n→∞

{fn(w)}
)
µ− p.p.

Théorème 2.3.3 [24]

Soit (Ω,Σ) un espace mesurable et E un espace localement convexe séparé, tel qu'il existe

une suite (e′n) dans E ′ séparant les points de E.

Si la multi-application Γ : Ω ⇒ E à valeurs convexes compactes est scalairement mesu-

rable, alors

1. la multi-application ext(Γ) est de graphe mesurable

2. ext(SΓ

)
= Sext(Γ),

avec S(Γ) est l'ensemble des sélections scalairement mesurables de la multi-application Γ,

i.e.,

SΓ =
{
α : T → E; scalairement mesurable et α(t) ∈ Γ(t), ∀t ∈ T

}
.

Lemme 2.3.1 (Kravvaritis, Papageorgiou)[70]

Soit p ∈ N∗. Soient (un)n∈N ⊂ LpRn([0, 1]) et u ∈ LpRn([0, 1]) tels que sup
n∈N
‖un‖Lp

Rn
< ∞ et

‖un − u‖w −→ 0.

Alors, un −→ u faiblement dans LpRn([0, 1]).

Nous allons maintenant démontrer que le Théorème 2.2.1 englobe le cas où F véri�e

la condition de Lipschitziété, cette dernière est nécessaire pour la preuve du Théorème

de relaxation. Voir [30] pour le problème de relaxation avec des conditions aux limites en

m-points et [11] avec des conditions aux limites en trois points.

Théorème 2.3.4 Supposons (A) satisfaite. Soit E un espace de Banach séparable et soit

F : [0, 1]×E×E ⇒ E une multi-application à valeurs fermées. Soit g ∈ L1
E([0, 1]) et soit

ug : [0, 1]→ E l'application dé�nie par

ug(t) =

∫ 1

0

G(t, s)g(s)ds, ∀t ∈ [0, 1].

On suppose que pour ρ ∈]0,+∞] �xé et pour

Xρ = {(t, x, y) ∈ [0, 1]× E × E : ‖x− ug(t)‖ < ρ; ‖y − u̇g(t)‖ < ρ},

les hypothèses suivantes sont satisfaites sur Xρ.

(H1) F est L([0, 1])⊗ B(E)⊗ B(E)-measurable ;
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(H2) pour tout t �xé, F (t, ., .) est Lipschitzienne, c'est à dire, il existe deux fonctions

positives k1(.), k2(.) ∈ L1
R([0, 1]), satisfaisant 2MG‖k1 + k2‖L1

R
< 1, telle que pour chaque

v ∈ F (t, x, y) on a

d(v, F (t, x′, y′)) ≤ k1(t) ‖ x− x′ ‖ +k2(t) ‖ y − y′ ‖ .

De plus, on suppose que

(H3) il existe η ∈ L1
R([0, 1]) satisfaisant ‖η‖L1

R
<
(
1− 2MG‖k1 + k2‖L1

R

)
ρ tel que

d
(
g(t), F (t, ug(t), u̇g(t))

)
≤ ‖η‖L1

R
, ∀t ∈ [0, 1].

Alors, l'inclusion di�érentielle (PF ) admet au moins une solution u ∈ W 2,1
E ([0, 1]), avec

‖u‖C1 ≤MG

(
‖g‖L1

E
+ ρ
)
.

Démonstration. Comme 2MG‖k1 + k2‖L1
R
< 1 et ‖η‖L1

R
<
(

1 − 2MG‖k1 + k2‖L1
R

)
ρ,

on peut choisir un nombre réel α > 0 véri�ant 2MG(1 + α)‖k1 + k2‖L1
R
< 1

et 2MG(1 + α)‖η‖L1
R
<
(

1− 2MG(1 + α)‖k1 + k2‖L1
R

)
ρ.

Dans le Théorème 2.2.1, en prenant β1 = β2 = 0,

r = 2MG(1 + α)

∫ 1

0

d
(
g(s), F (s, ug(s), u̇g(s))

)
ds;

q1 = ‖g‖L1
E
, et k = ξ1 = λ = 2MG(1 + α)‖k1 + k2‖L1

R
< 1.

On voit que

ξ1 ≤ λ− βr λ

1− λ,
et

r < (1− λ)ρ.

Donc on peut conclure que le Théorème 2.3.4 est une conséquence du Théorème 2.2.1,

c'est à dire il existe une solution u ∈ W 2,1
E ([0, 1]) de (PF ) avec

‖u‖C1 ≤MG(‖g‖L1
E

+ ρ)

et

‖ü+ γu̇− g‖L1
E
< ρ.

�

Nous sommes maintenant en mesure de donner notre Théorème principal de cette

section. Ici considérons l'espace E de dimension �nie, c'est à dire, E = Rn.
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Théorème 2.3.5 Supposons (A) satisfaite. Soit F : [0, 1] × E × E ⇒ E une multi-

application à valeurs non vides convexes compactes, véri�ant (H1) et (H2) du Théorème

2.3.4 et remplaçons l'hypothèse (H3) par la suivante

(H3)' il existe une fonction positive β ∈ L1
R([0, 1]) telle que, pour chaque (t, x, y) ∈ [0, 1]×

E × E
sup

{
‖a‖, a ∈ F (t, x, y)

}
≤ β(t).

Alors,

(a) les deux problèmes (PF ) et (Pext(F )) admettent au moins une solution dansW 2,1
E ([0, 1]) ;

(b) l'ensemble des solutions X(Pext(F )) dans W
2,1
E ([0, 1]), de l'inclusion di�érentielle relaxée

(Pext(F )), est un sous ensemble non vide dense dans X(PF ) l'ensemble des solutions de

l'inclusion di�erentielle (PF ) par rapport à la topologie de la convergence uniforme sur

C1
E([0, 1]).

Démonstration. Etape 1. On commence par démontrer que X(Pext(F )) est non vide, (la

non vacuité de X(PF ) est assurée par le Théorème 2.3.4 (En prenant g ≡ 0 et ρ = +∞)).

Soit h ∈ L1
E([0, 1]). D'après la Proposition 2.2.3, le problème

(Ph)


ü(t) + γu̇(t) = h(t), t ∈ [0, 1]

u(0) = 0; u(1) =
m−2∑
i=1

αiu(ηi),

admet une solution unique uh ∈ W 2,1
E ([0, 1]), dé�nie par

uh(t) =

∫ 1

0

G(t, s)h(s)ds, ∀t ∈ [0, 1],

et par la Proposition 2.2.2

u̇h(t) =

∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s)h(s)ds, ∀t ∈ [0, 1].

Donc on peut dé�nir l'application Φ : L1
E([0, 1]) → C1

E([0, 1]) × CE([0, 1]) par Φ(h) =

(uh, u̇h).

Soit

A =
{
h ∈ L1

E([0, 1]), ‖h(t)‖ ≤ β(t), p.p. t ∈ [0, 1]
}
.

A est un sous ensemble convexe de L1
E([0, 1]) uniformément intégrable, donc d'aprés le

Théorème de Dunford (Théorème 1.4.1), A est faiblement compact dans L1
E([0, 1]).

Alors, l'ensemble K = Φ(A) =
{

(uh, u̇h), h ∈ A
}
est un sous ensemble compact convexe

de C1
E([0, 1])×CE([0, 1]).
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En e�et, soient t, τ ∈ [0, 1]. Nous avons pour tout h ∈ A,

‖uh(t)− uh(τ)‖ =

∥∥∥∥∫ 1

0

G(t, s)h(s)ds−
∫ 1

0

G(τ, s)h(s)ds

∥∥∥∥
≤

∫ 1

0

|G(t, s)−G(τ, s)| ‖h(s)‖ds

≤
∫ 1

0

|G(t, s)−G(τ, s)| β(s)ds,

et

‖u̇h(t)− u̇h(τ)‖ =

∥∥∥∥∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s)h(s)ds−

∫ 1

0

∂G

∂t
(τ, s)h(s)ds

∥∥∥∥
≤

∫ 1

0

∣∣∣∣∂G∂t (t, s)− ∂G

∂t
(τ, s)

∣∣∣∣ ‖h(s)‖ds

≤
∫ 1

0

∣∣∣∣∂G∂t (t, s)− ∂G

∂t
(τ, s)

∣∣∣∣β(s)ds,

Comme G et
∂G

∂t
sont uniformément continues et β ∈ L1

E([0, 1]), on conclut que l'en-

sembles K est equicontinu.

D'autre part,

‖uh(t)‖ = ‖
∫ 1

0

G(t, s)h(s)ds‖

≤
∫ 1

0

|G(t, s)| ‖h(s)‖ds

≤ MG

∫ 1

0

β(s)ds

≤ MG‖β‖1,

et

‖u̇h(t)‖ =

∥∥∥∥∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s)h(s)ds

∥∥∥∥
≤

∫ 1

0

∣∣∣∣∂G∂t (t, s)

∣∣∣∣ ‖h(s)‖ds

≤ MG

∫ 1

0

β(s)ds

≤ MG‖β‖1.

Ces deux inégalités nous donnent la compacité de l'ensemble K(t) =
{

(uh(t), u̇h(t)), uh ∈
K} dans E pour tout t ∈ [0, 1]. D'après le théorème d'Ascoli-Arzelà (Théorème 1.4.2),

l'ensemble K est relativement compact dans C1
E([0, 1])×CE([0, 1]).
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Pour conclure montrons que K est fermé. Soit (uhn , u̇hn)n une suite d'éléments de l'en-

semble K convergeant uniformément vers (ξ, ζ) dans C1
E([0, 1])×CE([0, 1]).

Comme A est faiblement compact dans L1
E([0, 1]) et (hn)n ⊂ A, on peut extraire de (hn)n

une sous-suite qu'on note aussi (hn)n, qui converge σ(L1
E,L

∞
E ) vers une application h ∈ A.

En particulier, pour tout t ∈ [0, 1], et tout x′ ∈ E ′ = E

lim
n→∞
〈x′, uhn(t)〉 = lim

n→∞
〈x′,

∫ 1

0

G(t, s)hn(s)ds〉

= lim
n→∞

∫ 1

0

〈G(t, s)x′, hn(s)〉ds

=

∫ 1

0

〈G(t, s)x′, h(s)〉ds

= 〈x′,
∫ 1

0

G(t, s)h(s)〉ds

= 〈x′, uh(t)〉.

et

lim
n→∞
〈x′, u̇hn(t)〉 = lim

n→∞
〈x′,

∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s)hn(s)ds〉

= lim
n→∞

∫ 1

0

〈∂G
∂t

(t, s)x′, hn(s)〉ds

=

∫ 1

0

〈∂G
∂t

(t, s)x′, h(s)〉ds

= 〈x′,
∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s)h(s)〉ds

= 〈x′, u̇h(t)〉.

Alors lim
n→∞

uhn(t) = uh(t) et lim
n→∞

u̇hn(t) = u̇h(t).

Comme (uhn)n converge uniformément vers (ξ, ς) dans C1
E([0, 1])×CE([0, 1]), on conclut

que uh = ξ et u̇h = ζ , d'où la compacité de K dans C1
E([0, 1])×CE([0, 1]).

Soit R : K ⇒ L1
E([0, 1]) la multi-application dé�nie par

R(u, u̇) =
{
g ∈ L1

E([0, 1]) : g(t) ∈ F (t, u(t), u̇(t)) p.p. t ∈ [0, 1]
}
.

La multi-application F véri�e la propriété de Scorza-Dragoni (Dé�nition 2.3.1), et est

intégrablement bornée d'après la condition (H3)′.

Puisque F est L([0, 1])⊗B(E)⊗B(E)-mesurable à valeurs fermées, d'après le Théorème

1.1.4 et le Théorème 1.1.1, R(u, u̇) est non vide, de plus R(u, u̇) est convexe car F est à

valeurs convexes.

D'autre part, les valeurs de R sont faiblement compactes.
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En e�et, Soient (u, u̇) ∈ K, v ∈ R(u, u̇) alors g ∈ L1
E([0, 1]) et v(t) ∈ F (t, u(t), u̇(t)) p.p. t ∈

[0, 1] donc d'après l'hypothèse (H3)′,

‖ v(t) ‖≤ β(t), p.p.t ∈ [0, 1].

Donc R(u, u̇) est borné dans L1
E([0, 1]) et uniformément intégrable, d'après le Théorème

de Dunford (Théorème 1.4.1), les valeurs de R sont relativement faiblement compactes et

comme F est à valeurs fermées, les valeurs de R le sont aussi, par conséquent les valeurs

de R sont faiblement compactes.

D'après le Théorème de Tolstonogov (Théorème 2.3.1),

AK = {% ∈ C
(
K,L1

E([0, 1])w
)
, %(u, u̇) ∈ R(u, u̇); ∀(u, u̇) ∈ K}

est non vide et est un ensemble complet de C
(
K,L1

E([0, 1])w
)
. De plus, AK = Aext(K)

w
. On

peut alors dé�nir une fonction continue r : K → L1
E([0, 1])w avec r(u, u̇) ∈ ext

(
R(u, u̇)

)
, ∀(u, u̇) ∈

K.

On a d'après le Théorème 2.3.3

ext(R(u, u̇)) =
{
v ∈ L1

E([0, 1]) : v(t) ∈ ext
(
F (t, u(t), u̇(t))

)
p.p. t ∈ [0, 1]

}
.

Donc r(u, u̇)(t) ∈ ext
(
F (t, u(t), u̇(t))

)
p.p. t ∈ [0, 1].

Il est clair que pour tout (u, u̇) ∈ K, ‖r(u, u̇)(t)‖ ≤ β(t) p.p. t ∈ [0, 1]. Donc r(u, u̇) ∈ A.
On dé�nit la fonction θ : K → C1

E([0, 1])×CE([0, 1]) par θ(u, u̇) = Φ(r(u, u̇)).

Pour (u, u̇) ∈ K on a r(u, u̇) ∈ A, donc Φ(r(u, u̇)) ∈ Φ(A) = K. De plus, θ est une

application continue. En e�et, Soit (un, u̇n) ⊂ K, telle que (un, u̇n) −→ (u, u̇).

On sait que r : K → L1
E([0, 1])w est continue, alors r(un, u̇n) −→ r(u, u̇) dans L1

E([0, 1])w,

i.e., ‖r(un, u̇n)− r(u, u̇)‖w −→ 0, et comme ‖r(un, u̇n)(t)‖ ≤ β(t) p.p, on obtient

‖r(un, u̇n)‖L1 ≤ ‖β(t)‖L1 , c'est à dire sup
n∈N
‖r(un, u̇n)‖L1 < +∞. Par le Lemme 2.3.1, on

conclut que (r(u, u̇))n converge faiblement vers r(u, u̇), et par les arguments dans la

preuve de la fermeture de K, on conclut que Φ
(
r(un, u̇n)

)
−→ Φ

(
r(u, u̇)

)
, c'est à dire

θ(un, u̇n) −→ θ(u, u̇) dans C1
E([0, 1]) ×CE([0, 1]). D'où la continuité de θ de K dans K.

On applique le théorème du point �xe de Schauder (Théorème 1.1.11), on obtient l'exis-

tence de (u, u̇) ∈ K tel que (u, u̇) = θ(u, u̇) = Φ
(
r(u, u̇)

)
, c'est à dire

ü(t) + γu̇(t) = r(u, u̇)(t), p.p. t ∈ [0, 1], avec u(0) = 0; u(1) =
m−2∑
i=1

αiu(ηi),

et par suite, puisque r(u, u̇)(t) ∈ ext
(
F (t, u(t), u̇(t))

)
, p.p t ∈ [0, 1], on aura l'existence

d'une application u ∈ W 2,1
E ([0, 1]) telle que

ü(t) + γu̇(t) ∈ ext
(
F (t, u(t), u̇(t))

)
, p.p t ∈ [0, 1],
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avec u(0) = 0; u(1) =
m−2∑
i=1

αiu(ηi), c'est à dire u est une solution de notre problème

Pext(F ). D'où la non vacuité de XPext(F )
.

Etape 2.

Dans la suite on va montrer que X(Pext(F )) = X(PF ).

Soit u ∈ X(PF ). Alors, il existe une application mesurable h : [0, 1]→ E avec

h(t) ∈ F (t, u(t), u̇(t)) p.p. t ∈ [0, 1]

et

(Ph)


ü(t) + γu̇(t) = h(t), p.p. t ∈ [0, 1]

u(0) = 0; u(1) =
m−2∑
i=1

αiu(ηi),

c'est à dire u = uh est l'unique solution de (Ph).
Considérons A, Φ et K comme dans l'étape 1.

Soit (v, v̇) ∈ Φ(A) = K, ε > 0 et Ωε : [0, 1]⇒ E la multi-application dé�nie par

Ωε(t) =
{
y ∈ F (t, v(t), v̇(t)) : ‖h(t)− y‖ < ε+ d

(
h(t), F (t, v(t), v̇(t))

)
p.p. t ∈ [0, 1]

}
.

Comme F (., v(.), v̇(.)) est L([0, 1])-measurable, d'après le Théorème 1.1.1, la multi-application

Ωε est aussi mesurable à valeurs fermées non vides d'après le Théorème 1.1.5.

En appliquant le théorème d'existence de sélection mesurable (Théorème 1.1.4), il existe

une application mesurable sε de Ωε, i.e., sε(t) ∈ Ωε(t), ∀t ∈ [0, 1].

On dé�nit alors la multi-application $ε : K ⇒ L1
E([0, 1]) par

$ε(v, v̇) =
{
x ∈ S1

F (.,v(.),v̇(.)) : ‖h(t)− x(t)‖ ≤ ε+ d
(
h(t), F (t, v(t), v̇(t))

)
p.p t ∈ [0, 1]

}
avec S1

F (.,v(.),v̇(.)) l'ensemble de toutes les sélections Lebesgue-intégrables de F (., v(.), v̇(.))

c'est à dire

S1
F (.,v(.),v̇(.)) =

{
x ∈ L1

E([0, 1]) : x(t) ∈ F (t, v(t), v̇(t)) ∀t ∈ [0, 1]
}
.

On a $ε(v, v̇)(t) 6= ∅,∀(v, v̇) ∈ K. De plus, $ε est semicontinue inférieurement à valeurs

décomposables d'après la Proposition 1.1.7 car la multi-application dé�nie par G(v, v̇) =

S1
F (.,v(.),v̇(.)) est semi continue inférieurement à valeurs décomposables fermées. En e�et,

pour montrer que G(v, v̇) est non vide pour tout (v, v̇) ∈ K, considérons l'application

l : [0, 1]→ [0, 1]× E × E dé�nie par l(t) = (t, v(t), v̇(t)).

Comme v(.), v̇(.) sont continues on conclut que l'application l est mesurable.
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D'autre part, F (t, v(t), v̇(t)) = (F ◦ l)(t).
Soit P : [0, 1]⇒ E dé�nie par P (t) = (F ◦ l)(t).
P est mesurable. En e�et, Soit U un ouvert de E, nous avons

P−1(U) = {t ∈ [0, 1] : P (t) ∩ U 6= ∅}
= {t ∈ [0, 1] : F (l(t)) ∩ U 6= ∅}
= {t ∈ [0, 1] : l(t) ∈ F−1(U)}
= {t ∈ [0, 1] : t ∈ l−1

(
F−1(U)

)
}

= l−1
(
F−1(U)

)
.

F étant L([0, 1])⊗ B(E)⊗ B(E)-mesurable et U ouvert de E, alors

F−1(U) ∈ L([0, 1]) ⊗ B(E) ⊗ B(E) et comme l est mesurable on aura l−1
(
F−1(U)

)
∈

L([0, 1]), c'est à dire, P−1(U) ∈ L([0, 1]) et par conséquent P est mesurable, à valeurs

fermées, par le théorème d'existence de sélection mesurable (Théorème 1.1.4), P admet

une sélection mesurable, i.e., il existe une application mesurable x : [0, 1] → E telle

que x(t) ∈ P (t) = F (t, v(t), v̇(t)) et par (H3)′ on conclut que x ∈ L1
E([0, 1]) et donc

x ∈ G(v, v̇), d'où la non vacuité de G(v, v̇).

En suite, montrons que G(v, v̇) est fermé. Fixons (v, v̇) ∈ K et soit (xn)n une suite

d'éléments de G(v, v̇) convergeant vers x ∈ L1
E([0, 1]), alors par extraction d'une sous

suite on peut supposer que (xϕ(n))n converge presque partout vers x. D'autre part, nous

avons x ∈ G(v, v̇), alors x(t) ∈ F (t, v(t), v̇(t)) et comme F est à valeurs fermées, on

conclut donc que x(t) ∈ F (t, v(t), v̇(t)), p.p. t ∈ [0, 1], et par suite x ∈ G(v, v̇), c'est à

dire, G(v, v̇) est fermé.

Montrons maintenant que G(v, v̇) est décomposable. Soient x, y ∈ G(v, v̇) et soit J ∈
L([0, 1]), alors

(x .1J + y .1[0,1]\J)(t) = x(t) .1J(t) + y(t) .1[0,1]\J(t)

=

{
x(t) ∈ F (t, v(t), v̇(t)) si t ∈ J ;

y(t) ∈ F (t, v(t), v̇(t)) si t /∈ J ;

ce qui montre que x .1J + y .1[0,1]\J ∈ G(v, v̇) car F est à valeurs convexes, et par suite

G(v, v̇) est décomposable. De plus G(., .) est semicontinue inférieurement. En e�et, soit

(v0, v̇0) ∈ K, u0 ∈ G(v0, v̇0) et soit (vn, v̇n)n une suite d'éléments de K convergeant vers

(v0, v̇0) dans C1
E([0, 1])×CE([0, 1]). Pour tout n ∈ N, t 7→ F (t, vn(t), v̇n(t)) est mesurable,

alors d'après le Théorème 1.1.5, la multi-application Ξn : [0, 1]⇒ E dé�nie par

Ξn(t) =
{
w ∈ F (t, vn(t), v̇n(t)) : ‖w − u0‖ = d

(
u0(t), F (t, vn(t), v̇n(t))

)}
est mesurable à valeurs non vides (car les valeurs de F sont compactes).

Montrons que les valeurs de Ξn sont fermées. Fixons t ∈ [0, 1] et soit (wm)m une suite d'élé-

ments de Ξn(t) convergeant vers w dans E. Alors wm ∈ F (t, vn(t), v̇n(t)) et ‖wm − u0‖ =
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d(u0(t), F (t, vn(t), v̇n(t)). F est à valeurs compactes, donc lim
m→∞

wm ∈ F (t, vn(t), v̇n(t)) et

par suite w ∈ F (t, vn(t), v̇n(t)), de plus

lim
m→∞

‖wm − u0‖ = lim
m→∞

d
(
u0(t), F (t, vn(t), v̇n(t))

)
et par suite

‖w − u0‖ = d
(
u0(t), F (t, vn(t), v̇n(t))

)
,

on conclut donc que w ∈ Ξn(t). D'après le Théorème d'existence de sélection mesu-

rable (Théorème 1.1.4), il existe une application mesurable un : [0, 1] → Rn telle que

un(t) ∈ Ξn(t) pour tout t ∈ [0, 1], c'est à dire un(t) ∈ F (t, vn(t), v̇n(t)) et comme

u0(t) ∈ F (t, v0(t), v̇0(t)), on aura

lim
n→∞
‖un(t)− u0(t)‖ = lim

n→∞
d
(
u0(t), F (t, vn(t), v̇n(t))

)
≤ lim

n→∞
H
(
F (t, vn(t), v̇n(t)), F (t, v0(t), v̇0(t))

)
≤ lim

n→∞

(
k1(t)‖vn(t)− v0(t)‖+ k2(t)‖v̇n(t)− v̇0(t)‖

)
= 0.

La suite (un)n converge ponctuellement ver u0 et comme un(t) ∈ F (t, vn(t), v̇n(t)) alors

‖un(t)‖ ≤ β(t) et β ∈ L1
E([0, 1]), en utilisant le théorème de la convergence dominée de

Lebesgue, on conclut que (un) converge fortement vers u0 dans L
1
E([0, 1]). Par le Théorème

(1.1.6), on conclut que G(., .) est semicontinue inférieurement.

D'après la Proposition 1.1.7 $ε est semi continue inférieurement à valeurs décomposables.

Donc on applique le Théorème d'existence de sélection continue (Théorème 1.1.10), on ob-

tient une application continue yε : K ⇒ L1
E([0, 1]) telle que yε(v, v̇) ∈ $ε(v, v̇), ∀(v, v̇) ∈

K et puisque h(t) ∈ F (t, u(t), u̇(t)) p.p.t ∈ [0, 1], on obtient pour p.p.t ∈ [0, 1]

‖h(t)− yε(v, v̇)(t)‖ ≤ ε+ d
(
h(t), F (t, v(t), v̇(t))

)
≤ ε+ k1(t)‖u(t)− v(t)‖+ k2(t)‖u̇(t)− v̇(t)‖. (2.19)

Etape 3.

On applique le Théorème de Tolstonogov (Théorème 2.3.1), pour dé�nir la fonction

continue ξε : K → L1
w([0, 1], E) telle que ξε(v, v̇) ∈ extS1

F (.,v(.),v̇(.)) = S1
extF (.,v(.),v̇(.)) et

‖yε(v, v̇)− ξε(v, v̇)‖w < ε, ∀(v, v̇) ∈ K.

En e�et, Comme dans l'étape 1, Soit R : K ⇒ L1
E([0, 1]) la multi-application dé�nie par

R(v, v̇) =
{
g ∈ L1

E([0, 1]) : g(t) ∈ F (t, v(t), v̇(t)) p.p t ∈ [0, 1]
}
.

On a F véri�e la propriété de Scorza-Dragoni et R est à valeurs non vides convexes faible-

ment compactes. On applique le Théorème de Tolstonogov (Théorème 2.3.1) et on dé�nit
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une application continue ξε : K → L1
w([0, 1], E) telle que ξε(v, v̇) ∈ ext(R(v, v̇)), ∀(v, v̇) ∈

K et ‖yε(v, v̇)− ξε(v, v̇)‖w < ε, ∀(v, v̇) ∈ K. Ce qui donne d'après le Théorème 2.3.3

ξε(v, v̇)(t) ∈ ext
(
F (t, v(t), v̇(t))

)
p.p. t ∈ [0, 1].

On a pour chaque (v, v̇) ∈ K : ‖ξε(v, v̇)(t)‖ ≤ β(t) donc ξε(v, v̇) ∈ A.
Considérons l'application θε : K → C1

E([0, 1]) × CE([0, 1]) telle que, pour tout (v, v̇) ∈
K; θε(u, u̇) = Φ(ξε(u, u̇)).

Soit εn → 0, yεn = yn et ξn = ξεn . Alors, pour chaque n ∈ N, l'application θn = Φ ◦ ξn
est continue de K vers K.

On applique le Théorème du point �xe de Schauder (Théorème 1.1.11) on obtient un point

�xe (un, u̇n) ∈ K telle que (Φ ◦ ξn)(un, u̇n) = (un, u̇n). Ce qui implique que

ün(t) + γu̇n(t) ∈ ext
(
F (t, un(t), u̇n(t))

)
, p.p. t ∈ [0, 1],

un(0) = 0; un(1) =
m−2∑
i=1

αiun(ηi).

c'est à dire, un est une solution de (Pext(F )).

Etape4.

Comme (un, u̇n)n ⊂ K et K est compact, donc on peut supposer que (un, u̇n) −→ (u∗, u̇∗)

dans C1
E([0, 1])×CE([0, 1]). Nous avons

‖un(t)− u(t)‖ = ‖
∫ 1

0

G(t, τ)

(
ξn(un, u̇n)(τ)− h(τ)

)
dτ‖

=

∥∥∥∥∥
∫ 1

0

G(t, τ)

(
ξn(un, u̇n)(τ)− yn(un, u̇n)(τ)

)
dτ +

∫ 1

0

G(t, τ)

(
yn(un, u̇n)(τ)− h(τ)

)
dτ

∥∥∥∥∥.
≤

∥∥∥∥∥
∫ 1

0

G(t, τ)

(
ξn(un, u̇n)(τ)− yn(un, u̇n)(τ)

)
dτ

∥∥∥∥∥+

∫ 1

0

|G(t, τ)|
∥∥∥∥yn(un, u̇n)(τ)− h(τ)

∥∥∥∥dτ.
On sait que ‖ξn(un, u̇n)(.)−yn(un, u̇n)(.)‖w −→ 0, et d'après le Lemme 2.3.1,

(
ξn(un, u̇n)−

yn(un, u̇n)
)
−→ 0 faiblement dans L1

E([0, 1]). Alors

∀η ∈ L∞E ([0, 1]), lim
n→∞

〈
ξn(un, u̇n)(.)− yn(un, u̇n)(.), η

〉
= 0

∀η ∈ L∞E ([0, 1]), lim
n→∞

∫ 1

0

〈
ξn(un, u̇n)(τ)− yn(un, u̇n)(τ), η(τ)

〉
dτ = 0

∀x′ ∈ E ′ = E, lim
n→∞

〈∫ 1

0

G(t, τ)
(
ξn(un, u̇n)(τ)− yn(un, u̇n)(τ)

)
dτ, x′

〉
=

lim
n→∞

∫ 1

0

〈
ξn(un, u̇n)(τ)− yn(un, u̇n)(τ), G(t, τ)x′

〉
dτ.

48



Résultats d'existence et relaxation associés a une inclusion di�érentielle du
second ordre avec des conditions aux limites en m-points

Comme η(τ) = x′G(., τ) ∈ L∞E ([0, 1]) alors

∀x′ ∈ E, lim
n→∞

〈∫ 1

0

G(t, τ)
(
ξn(un, u̇n)(τ)− yn(un, u̇n)(τ)

)
dτ, x′

〉
= 0.

D'où

lim
n→∞

∫ 1

0

G(t, τ)
(
ξn(un, u̇n)(τ)− yn(un, u̇n)(τ)

)
dτ = 0.

D'autre part, d'après l'inégalité (2.19)

‖yn(un, u̇n)(τ)− h(τ)‖ ≤ εn + k1(τ)‖u(τ)− un(τ)‖+ k2(τ)‖u̇(τ)− u̇n(τ)‖.

Donc, pour n −→∞ on obtient

‖u∗(t)− u(t)‖ ≤MG

∫ 1

0

(
k1(τ)‖u(τ)− u∗(τ)‖+ k2(τ)‖u̇(τ)− u̇∗(τ)‖

)
dτ.

Ceci donne

‖u∗ − u‖CE
≤MG‖k1 + k2‖‖u− u∗‖C1

E
.

De la même manière, et comme

‖u̇n(t)− u̇(t)‖ = ‖
∫ 1

0

∂G

∂t
(t, τ)

(
ξn(un, u̇n)(τ)− h(τ)

)
dτ‖

on obtient

‖u̇∗ − u̇‖CE
≤MG‖k1 + k2‖‖u− u∗‖C1

E
.

D'où

‖u∗ − u‖C1
E
≤MG‖k1 + k2‖‖u− u∗‖C1

E
.

On a d'après (2), ‖k1 + k2‖ <
1

2MG

. On obtient alors u∗ = u c'est à dire un −→ u dans

C1
E([0, 1]) et d'après l'étape 3, u ∈ XPextF

( la fermeture de XPextF
dans C1

E([0, 1]).

Ce qui donne XPF
⊂ XPextF

.

Soit (vn) ⊂ XPF
et vn −→ v dans C1

E([0, 1]) alors vn = Φ(yn), yn ∈ S1
F (.,vn(.),v̇n(.)) et(

yn(.)
)
converge faiblement vers y(.) dans L1

E([0, 1]).

D'après (H3), (yn)n∈N est faiblement séquentiellement compacte dans L1
E([0, 1]).

D'après le Théorème 2.3.2, on obtient,

y(t) ∈ co lim sup
n→∞

(yn(t))

⊂ co lim sup
n→∞

F (t, vn(t), v̇n(t))

= F (t, v(t), v̇(t)), p.p. t ∈ [0, 1].

De plus, Φ(yn) −→ Φ(y) dansC1
E([0, 1]) pour y ∈ L1

E([0, 1]) et y(t) ∈ F (t, v(t), v̇(t)), p.p. t ∈
[0, 1]. Donc v ∈ XPF

, c'est à dire XP est fermé dans C1
E([0, 1]). En �n, XPextF

= XPF

pour la topologie de C1
E([0, 1]). Ceci achève la démonstration. �
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Chapitre 3

Application de la

Pettis-intégration à la résolution

des inclusions différentielles dans

un espace de Banach

3.1 Introduction

Ce chapitre concerne une application de la Pettis-intégration aux inclusions di�éren-

tielles du second ordre. La première section consiste à traiter l'existence de solutions pour

une inclusion di�érentielle du second ordre avec des conditions aux limites en m−points
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(m > 3) dans un espace de Banach séparable de la forme
ü(t) + γu̇(t) ∈ F(t, u(t), u̇(t)) p.p. t ∈ [0, 1]

u(0) = 0; u(1) =
m−2∑
i=1

αiu(ηi),

avec F une multi-application à valeurs convexes compactes dé�nie sur [0, 1]×E×E, telle
que F (t, x, y) ⊂ Γ(t), et la multi-application Γ est Pettis uniformément intégrable.

Notre théorème d'existence généralise le résultat obtenu dans [15], dans le cas oùm = 3

et γ = 0.

Dans la deuxième section, nous nous sommes intéressées à l'étude de l'existence de

solutions pour une inclusion di�érentielle avec retard dans un espace de Banach séparable

de la forme
ü(t) ∈ F (t, u(t), u(h(t)), u̇(t)) +H(t, u(t), u(h(t)), u̇(t)), p.p. t ∈ [0, 1]

u(t) = ϕ(t), ∀t ∈ [−r, 0]

u(0) = 0; u(θ) = u(1),

où F est une multi-application à valeurs convexes et est semicontinue supérieurement

sur E × E × E, tandis que H est semicontinue inférieurement et h est une application

bornée et continue sur [0, 1]. L'existence de solutions est obtenue sous les hypothèses :

F(t, x, y, z) ⊂ Γ1(t), H(t, x, y, z) ⊂ Γ2(t), où Γ1 : [0, 1] ⇒ E est une multi-application

Pettis uniformément intégrable et Γ2 : [0, 1]⇒ E est une multi-application intégrablement

bornée.

L'existence de solutions pour les problèmes du second ordre avec retard ont fait l'objet

de nombreux travaux [17, 33, 35, 36, 52, 65]. Dans [17], les auteurs ont étudié dans un

espace de Banach séparable, l'existence de solutions pour l'inclusion di�érentielle avec

retard de la forme
ü(t) ∈ F (t, u(t), u(h(t)), u̇(t)), p.p. t ∈ [0, 1]

u(t) = ϕ(t), ∀t ∈ [−r, 0]

u(0) = 0; u(θ) = u(1).

avec F semicontinue supérieurement et intégrablement bornée.
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3.2 Résultat d'existence pour une inclusion dif-

férentielle du second ordre avec des conditions

aux limites en m-points

Avant de donner le résultat principal de cette section, nous rappelons quelques résultats

préliminaires. On commence par une Proposition où nous démontrons quelques propriétés

d'une fonction de type Green associée aux données m et γ (Voir [30] pour plus de détails),

a�n d'établir l'existence de solutions dansW2,1
P,E([0, 1]) de l'inclusion di�érentielle suivante

(PΓ)


ü(t) + γu̇(t) ∈ Γ(t) p.p. t ∈ [0, 1]

u(0) = 0; u(1) =
m−2∑
i=1

αiu(ηi),

avec Γ ∈ P1
E([0, 1]).

Rappelons que dans le cas où m = 3 et γ = 0, l'existence de solutions pour cette

inclusion di�érentielle est bien connue. Voir par exemple [15].

Considérons l'hypothèse suivante

(A) Soit γ > 0, m > 3 un nombre entier, 0 < η1 < η2 < ... < ηm−2 < 1 et αi ∈ R (i =

1, 2, ...,m− 2) satisfaisant la condition

m−2∑
i=1

αi − 1 + exp(−γ)−
m−2∑
i=1

αi exp(−γηi) 6= 0.

Proposition 3.2.1 Supposons (A) satisfaite. Soit E un espace de Banach séparable et

soit G : [0, 1]× [0, 1]→ R la fonction dé�nie dans la Proposition 2.2.1 (Chapitre 2).

(1) Si u ∈W2,1
P,E([0, 1]) avec u(0) = 0 et u(1) =

m−2∑
i=1

αiu(ηi), alors

u(t) =

∫ 1

0

G(t, s)
(
ü(s) + γu̇(s)

)
ds, ∀t ∈ [0, 1].

(2) Pour f ∈ P1
E([0, 1]) et pour uf : [0, 1]→ E la fonction dé�nie par

uf (t) =

∫ 1

0

G(t, s)f(s)ds, ∀t ∈ [0, 1],

on a

(2i) uf (0) = 0 et uf (1) =
m−2∑
i=1

αiu(ηi).
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(2ii) La fonction t 7→ uf (t) est continue de [0, 1] dans E, i.e., uf ∈ CE([0, 1]).

(2iii) La fonction uf est dérivable sur [0, 1] et sa dérivée u̇f est dé�nie par

u̇f (t) =

∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s)f(s)ds.

(2vi) La fonction u̇f est scalairement dérivable, c'est-à-dire, il existe une application üf :

[0, 1]→ E telle que, pour chaque x′ ∈ E ′, la fonction scalaire 〈x′, u̇f (·)〉 est p.p dérivable

avec
d

dt
〈x′, u̇f (t)〉 = 〈x′, üf (t)〉,

de plus

üf (t) + γu̇f (t) = f(t) p.p. t ∈ [0, 1].

Pour la preuve de notre Théorème d'existence, nous avons besoin du lemme suivant de

Grothendieck [61]. Voir aussi [37] pour plus de détails concernant la topologie de Mackey

pour les suites bornées dans L∞E′ .

Lemme 3.2.1 Soit (gn) une suite de fonctions bornées dans L∞R ([0, T ]), telle que gn(t)→
0 ponctuellement. Alors pour toute partie H uniformément intégrable dans L1

R([0, T ]) la

suite (
〈gn, h〉

)
n

=
(∫ T

0

gn(t)h(t)dt
)
n

converge uniformément vers 0, pour tout h ∈ H.

On donne maintenant notre résultat principal dans cette section, i.e, l'existence de

solutions dans W2,1
P,E([0, 1]) pour l'inclusion di�érentielle

(PF )


ü(t) + γu̇(t) ∈ F(t, u(t), u̇(t)) p.p. t ∈ [0, 1]

u(0) = 0; u(1) =
m−2∑
i=1

αiu(ηi).

Théorème 3.2.1 Supposons (A) satisfaite. Soit F : [0, 1] × E × E ⇒ E une multi-

application à valeurs convexes compactes, Lebesgue-measurable sur [0, 1] et semicontinue

supérieurement sur E × E.
Soit Γ : [0, 1] ⇒ E une multi-application mesurable scalairement Pettis uniformément

intégrable, à valeurs convexes compactes telle que F (t, x, y) ⊂ Γ(t), pour tout (t, x, y) ∈
[0, 1]× E × E. Alors le problème (PF ) admet au moins une solution u ∈W2,1

P,E([0, 1]).

Démonstration. Etape 1. On reprend les idées des preuves dans [7] et [15]
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Considérons l'inclusion di�érentielle
ü(t) + γu̇(t) ∈ Γ(t), p.p. t ∈ [0, 1],

u(0) = 0; u(1) =
m−2∑
i=1

αiu(ηi), .
(3.1)

On doit démontrer que l'ensemble XΓ des solutions dans W2,1
P,E([0, 1]) de (3.1) est non

vide et convexe compact dans l'espace de Banach C1
E([0, 1]) muni de la norme ‖.‖C1 .

En e�et, soit

SPeΓ =
{
f ∈ P1

E([0, 1]) : f(t) ∈ Γ(t)
}

l'ensemble des sélections Pettis-intégrables de Γ.

On a SPeΓ est non vide et séquentiellement compact pour la topologie de la convergence

ponctuelle sur L∞R ⊗ E ′. De plus, l'intégrale multivoque :∫ 1

0

Γ(t)dt =
{∫ 1

0

f(t)dt : f ∈ SPeΓ

}
est convexe compacte pour la norme de E. (Voir [3, 4, 37]).

D'après la Proposition 3.2.1, l'ensemble XΓ des solutions dans W2,1
P,E([0, 1]) de (3.1) est

non vide et est donné par

XΓ =
{
uf : [0, 1]→ E, uf (t) =

∫ 1

0

G(t, s)f(s)ds, ∀t ∈ [0, 1]; f ∈ SPeΓ

}
.

Il est clair que XΓ est compact.

En e�et, si (tn) est une suite de points de [0, 1], convergeant vers t ∈ [0, 1] on aura

‖uf (tn)− uf (t)‖ = sup
x′∈BE′

|〈x′, uf (tn)− uf (t)〉|

= sup
x′∈BE′

|〈x′,
∫ 1

0

G(tn, s)f(s)−G(t, s)f(s))ds〉|

= sup
x′∈BE′

|
∫ 1

0

G(tn, s)−G(t, s)〈x′, f(s)〉ds|

≤ sup
x′∈BE′

∫ 1

0

|G(tn, s)−G(t, s)||δ∗(x′,Γ(s))|ds,

et

‖u̇f (tn)− u̇f (t)‖ ≤ sup
x′∈BE′

∫ 1

0

∣∣∣∂G
∂t

(tn, s)−
∂G

∂t
(t, s)

∣∣∣|δ∗(x′,Γ(s))|ds,

pour tout f ∈ SPeΓ .

Comme Γ est scalairement Pettis-intégrable, l'ensemble

{
|δ∗(x′,Γ(.)|; ‖x′‖ ≤ 1

}
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est uniformément intégrable dans L1
R([0, 1]), et les suites (vn(.)) :=

(∣∣G(tn, .) − G(t, .)
∣∣)

et (wn(.)) :=
(∣∣∂G
∂t

(tn, .)−
∂G

∂t
(t, .)

∣∣) sont uniformément bornées et convergent ponctuel-

lements vers 0, en appliquant le Lemme 3.2.1, on obtient

sup
x′∈BE′

∫ 1

0

∣∣G(tn, s)−G(t, s)
∣∣∣∣δ∗(x′,Γ(s))

∣∣ds
et

sup
x′∈BE′

∫ 1

0

∣∣∣∂G
∂t

(tn, s)−
∂G

∂t
(t, s)

∣∣∣∣∣δ∗(x′,Γ(s))
∣∣ds

convergent vers 0.

Par conséquent XΓ et {u̇f : uf ∈ XΓ} sont équicontinus dans CE([0, 1]).

D'autre part, pour chaque t ∈ [0, 1],

XΓ(t) = {uf (t) : uf ∈ XΓ}

et

{u̇f (t) : uf ∈ XΓ}

sont relativement compacts dans E puisque

XΓ(t) ⊂
{∫ 1

0

G(t, s)Γ(s)ds
}

et

{u̇f (t) : uf ∈ XΓ} ⊂
{∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s)Γ(s)ds

}
et
{∫ 1

0

G(t, s)Γ(s)ds
}
,
{∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s)Γ(s)ds

}
sont compacts dans E.

En e�et, d'après les propriétés des fonctionsG et
∂G

∂t
, on voit bien que les multi-applications

G(t, .)Γ(.) et
∂G

∂t
(t, .)Γ(.) véri�ent les mêmes hypothèses qu'on a supposé sur la multi-

application Γ(.).

On déduit que
{∫ 1

0

G(t, s)Γ(s)ds
}
et
{∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s)Γ(s)ds

}
sont compacts dans E.

Alors XΓ(t) et {u̇f (t) : uf ∈ XΓ} sont relativement compacts dans E.

D'après le théorème d'Ascoli-Arzelà (Théorème 1.4.3),XΓ est relativement ‖.‖C1-compact

dans C1
E([0, 1]).

Démontrons maintenant que XΓ est fermé dans C1
E([0, 1]).

Soit (fn) une suite d'éléments de SPeΓ . Comme SPeΓ est séquentiellement compact pour

la topologie de la convergence ponctuelle sur L∞R ⊗ E ′, et la suite (ufn) est relativement

compacte dans C1
E([0, 1]), on peut alors extraire de (fn) une suite qu'on note aussi (fn)
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qui converge σ(P1
E,L

∞
R ⊗ E ′) vers une fonction f ∈ SPeΓ , et telle que (ufn) converge uni-

formément vers une fonction continue ξ ∈ C1
E([0, 1]).

La convergence faible de (fn) vers f nous permet d'écrire pour chaque y′ ∈ L∞R ⊗ E ′

lim
n→∞
〈y′, fn〉 = 〈y′, f〉,

c'est à dire

lim
n→∞

∫ 1

0

〈y′, fn(s)〉ds = lim
n→∞
〈y′,
∫ 1

0

fn(s)ds〉

= 〈y′,
∫ 1

0

f(s)ds〉.

En particulier, pour y′ = G(t, .)x′ ∈ L∞R ⊗ E ′, avec x′ ∈ E ′ et pour tout t ∈ [0, 1], nous

avons

lim
n→∞

〈
x′,

∫ 1

0

G(t, s)fn(s)ds
〉

= lim
n→∞

∫ 1

0

〈
G(t, s)x′, fn(s)

〉
ds

=

∫ 1

0

〈G(t, s)x′, f(s)〉ds

=
〈
x′,

∫ 1

0

G(t, s)f(s)ds
〉
,

et pour y′ =
∂G

∂t
(t, .)x′, nous avons

lim
n→∞

〈
x′,

∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s)fn(s)ds

〉
= lim

n→∞

∫ 1

0

〈∂G
∂t

(t, s)x′, fn(s)
〉
ds

=

∫ 1

0

〈∂G
∂t

(t, s)x′, f(s)
〉
ds

=
〈
x′,

∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s)f(s)ds

〉
.

Comme
{∫ 1

0

G(t, s)Γ(s)ds
}
et
{∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s)Γ(s)ds

}
sont compacts, alors(

ufn(.)
)

=
(∫ 1

0

G(., s)fn(s)ds
)

converge vers uf (.) =

∫ 1

0

G(., s)f(s)ds et
(
u̇fn(.)

)
=(∫ 1

0

∂G

∂t
(., s)fn(s)ds

)
converge vers u̇f (.) =

∫ 1

0

∂G

∂t
(., s)f(s)ds.

D'autre part, (ufn) converge uniformément vers ξ ∈ C1
E([0, 1]), on conclut alors que

ξ = uf , et donc XΓ est compact dans C1
E([0, 1]).

D'après ce qui procede, une application u : [0, 1]→ E est une solution dans W2,1
P,E([0, 1])

de notre inclusion di�érentielle, si et seulement si, il existe une fonction f ∈ SPeΓ telle que

u(t) = uf (t) =

∫ 1

0

G(t, s)f(s)ds, ∀t ∈ [0, 1] et f(t) ∈ F(t, uf (t), u̇f (t)) p.p.t ∈ [0, 1].
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Etape 2.

Montrons dans cette étape, que pour toutes applications Lebesgue-mesurables

v, w : [0, 1] −→ E,

il existe une sélection Pettis-intégrable s ∈ SPeΓ telle que

s(t) ∈ F (t, v(t), w(t)) p.p.t ∈ [0, 1].

En e�et, v et w étant Lebesgue-mesurables, il existe deux suites de fonctions étagées dans

E, (vn), (wn) qui convergent ponctuellement vers v et w respectivement, pour E muni de

la topologie de la convergence forte.

Comme les multi-applications F (., vn(.), wn(.)) sont Lebesgue-mesurables à valeurs fer-

mées, alors il existe une suite de sélections Lebesgue-mesurables de F (., vn(.), wn(.)) qu'on

note (sn).

sn(t) ∈ F (t, vn(t), wn(t)) ⊂ Γ(t), ∀t ∈ [0, 1]

et donc sn ∈ SPeΓ , ∀n ∈ N.
Or, SPeΓ est séquentiellement σ(P1

E, L
∞
R ⊗ E ′)-compact, d'après le théorème d'Eberlein-

Ŝmulian (Théorème 1.4.6), on peut extraire de (sn) une suite (sϕ(n)) qui converge σ(P1
E, L

∞
R ⊗

E ′) vers une fonction s ∈ SPeΓ .

On doit montrer que

s(t) ∈ F (t, v(t), w(t)), p.p. t ∈ [0, 1].

Soit (e∗k)k∈N une suite dense pour la topologie de Mackey τ(E ′, E) (Dé�nition 1.1.3).

On applique le Théorème de Banach-Mazur(Théorème 1.4.7) à la suite (〈e∗k, sϕ(n)(.)〉)n,
k ∈ N.
On conclut l'existence de la suite (zn), zn ∈ co{〈e∗k, sϕ(m)(.)〉 : m > n} telle que (zn)

converge fortement vers 〈e∗k, s(.)〉.
Soit A ⊂ [0, 1] un ensemble Lebesgue-mesurable, comme F (., v(.), w(.)) est mesurable, on

utilisant le Lemme de Fatou (Lemme 1.3.1) et la semi continuité supérieure de F (t, ., .)

on obtient ∫
A

〈e∗k, s(t)〉dt = lim
n−→∞

∫
A

〈e∗k, zn(t)〉dt

6 lim sup
n−→∞

∫
A

δ∗(e∗k, F (t, vn(t), wn(t)))dt

6
∫
A

lim sup
n−→∞

δ∗(e∗k, F (t, vn(t), wn(t)))dt

=

∫
A

δ∗(e∗k, F (t, v(t), w(t)))dt.

Alors,

〈e∗k, s(t)〉 6 δ∗(e∗k, F (t, v(t), w(t)), p.p. t ∈ [0, 1], ∀k ∈ N.
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D'autre part, grâce au Lemme 1.1.2 et au Corolaire 1.1.1, nous avons

sup
x′∈E′

(
〈x′, s(t)〉 − δ∗(x′, F (t, v(t), w(t)))

)
= sup

k∈N

(
〈e∗k, s(t)〉 − δ∗(e∗k, F (t, v(t), w(t)))

)
,

et puisque F est à valeurs convexes fermées, on utilise la relation 1(Chapitre 1), pour

obtenir

d(s(t), F (t, v(t), w(t))) = sup
x′∈BE′

(
〈x′, s(t)〉 − δ∗(x′, F (t, v(t), w(t)))

)
6 sup

x′∈E′

(
〈x′, s(t)〉 − δ∗(x′, F (t, v(t), w(t)))

)
= sup

k∈N

(
〈e∗k, s(t)〉 − δ∗(e∗k, F (t, v(t), w(t)))

)
= 0.

Par conséquent s(t) ∈ F (t, v(t), w(t)) p.p. t ∈ [0, 1].

Etape 3.

Considérons la multi-application :

Ψ : XΓ ⇒ XΓ

dé�nie par

Ψ(u) =
{
v ∈ XΓ : v̈(t) + γv̇(t) ∈ F (t, u(t), u̇(t)), p.p.t ∈ [0, 1]

}
.

Et on doit lui appliquant le Théorème du point �xe de Kakutani-Ky Fan pour obtenir

l'existence de solution de notre inclusion di�érentielle. C'est à dire montrons que Ψ est à

valeurs non vide, convexes, compacts et semi-continue supérieurement.

Pour tout u ∈ XΓ, Ψ(u) est non vide, en e�et, d'après l'étape 2 et la Proposition 3.2.1, pour

chaque application u ∈ CE([0, 1]), il existe une selection Pettis intégrable g ∈ SPeΓ telle que

g(t) ∈ F (t, u(t), u̇(t)), p.p. t ∈ [0, 1], alors, l'application v telle que v(t) =

∫ 1

0

G(t, s)g(s)ds

est dans Ψ(u).

D'autre part Ψ(u) est convexe, en e�et

Soient v1, v2 ∈ Ψ(u), α ∈ [0, 1], alors

v̈1(t) + γv̇1(t) ∈ F (t, u(t), u̇(t)) p.p sur[0, 1]

v̈2(t) + γv̇2(t) ∈ F (t, u(t), u̇(t)) p.p sur[0, 1]

Comme F (t, u(t), u̇(t)) est convexe, on aura

(αv1(t) + (1− α)v2(t))′′ + γ(αv1(t) + (1− α)v2(t))′ = α(v̈1(t) + γv̇1(t)) + (1− α)(v̈2(t) + γv̇2(t))

∈ F (t, u(t), u̇(t))
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alors

αv1(.) + (1− α)v2(.) ∈ Ψ(u)

d'où la convexité de Ψ(u).

Nous avons aussi, pour tout u ∈ XΓ, Ψ(u) est compact, puisque si on considère une suite

(vn) de Ψ(u), on aura

vn(t) =

∫ 1

0

G(t, s)
(
v̈n(s) + γv̇n(s)

)
ds, ∀t ∈ [0, 1]

avec wn(s) = v̈n(s) + γv̇n(s) ∈ Γ(s), i.e. wn(s) ∈ SPeΓ .

Puisque SPeΓ est séquentiellement σ(P1
E, L

∞
R ⊗E ′)-compact, d'après le Théorème d'Eberlein-

Ŝmulian (Théorème 1.4.6), on peut extraire de (wn) une sous suite qu'on note aussi (wn)

et qui converge σ(P1
E, L

∞
R ⊗ E ′) vers f ∈ SPeΓ .

La suite (vn) est relativement compacte, donc on peut lui extraire une sous suite notée

aussi (vn) convergeant uniformement vers v, d'après la Proposition 3.2.1, v̈+ γv̇ = f , p.p

sur [0, 1].

Nous avons

wn(t) = v̈n(t) + γv̇n(t) ∈ F (t, u(t), u̇(t)) p.p. t ∈ [0, 1]

et (wn) converge σ(P1
E, L

∞
R ⊗ E ′) vers f .

La semi-continuité supérieure de F (t, ., .), nous permet d'avoir

f(t) = v̈(t) + γv̇(t) ∈ F (t, u(t), u̇(t)), p.p.t ∈ [0, 1],

c'est à dire v ∈ Ψ(u) et par conséquent, Ψ(u) est compact pour tout u ∈ XΓ.

Montrons maintenant la semi-continuité supérieure de Ψ, ceci revient à montrer que

son graphe

gr(Ψ) = {(u, v) ∈ XΓ ×XΓ : v ∈ Ψ(u)}

est fermé dans XΓ ×XΓ.

Soit (un, vn) une suite d'éléments du graphe de Ψ convergeant vers (u, v) ∈ XΓ ×XΓ.

D'après la Proposition 3.2.1, (un, vn) converge uniformément vers (u, v), et (u̇n, v̇n) converge

ponctuellement vers (u̇, v̇) pour E muni de la norme de la convergence forte et (ün, v̈n)

converge σ(P1
E, L

∞
R ⊗ E ′) vers (ü, v̈).

Sachant que

v̈n(t) + γv̇n(t) ∈ F (t, un(t), u̇n(t)), p.p. t ∈ [0, 1],

en utilisant le Théorème de fermeture (Théorème 1.1.9), on obtient

v̈(t) + γv̇(t) ∈ F (t, u(t), u̇(t)), p.p. t ∈ [0, 1],
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et donc v ∈ Ψ(u), i.e. (u, v) ∈ gr(Ψ).

Donc gr(Ψ) est fermé dans XΓ×XΓ, par conséquent Ψ est semi-continue supérieurement.

En lui appliquant le Théorème du point �xe de Kakutani-Ky Fan (Théorème 1.1.13), on

obtient l'existence d'un élément u ∈ XΓ, tel que Ψ(u) = u

i.e

ü(t) + γu̇(t) ∈ F (t, u(t), u̇(t)), p.p. t ∈ [0, 1],

avec u(0) = 0; u(1) =
m−2∑
i=1

αiu(ηi).

Ceci achève la démonstration de notre théorème. �

3.3 Résultat d'existence pour une inclusion dif-

férentielle du second ordre avec retard avec des

conditions aux limites en 3-points

L'existence de solutions pour un problème di�érentiel du second ordre avec retard a été

étudié par plusieurs auteurs, par exemple, l'équation di�érentielle du second ordre avec

retard de la forme

ü(t) = f(t, u(t), u(h(t)), u̇(t)), ∀t ∈ [0, 1],

avec les conditions

u(t) = ϕ(t), ∀t ∈ [−r, 0],

u(T ) = B

où h : [0, 1]→ [−r, 1] tel que t− r ≤ h(t) ≤ t et ϕ : [−r, 0]→ E avec r > 0, a été étudié

par Eloe et all dans [52]. Dans un autre travail de Azzam et all [17], ce type de problème

avec retard a été généralisé à une inclusion di�érentielle avec des conditions aux limites

en trois points de la forme

ü(t) ∈ F (t, u(t), u(h(t)), u̇(t)), p.p. t ∈ [0, 1],

avec les conditions

u(t) = ϕ(t), ∀t ∈ [−r, 0],

u(0) = 0; u(θ) = u(1),

où F : [0, 1]×E×E×E ⇒ E est une multi-application semicontinue supérieurement sur

E ×E ×E à valeurs non vides convexes compactes et E un espace de Banach séparable.
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Dans cette section, on établit le résultat d'existence de solutions pour l'inclusion di�é-

rentielle du second ordre avec retard de la forme

(Pr)


ü(t) ∈ F (t, u(t), u(h(t)), u̇(t)) +H(t, u(t), u(h(t)), u̇(t)), p.p. t ∈ [0, 1]

u(t) = ϕ(t), ∀t ∈ [−r, 0]

u(0) = 0; u(θ) = u(1),

où F est une multi-application semicontinue supérieurement sur E × E × E et H une

autre multi-application semicontinue inférieurement.

Au début, nous donnons un Lemme préliminaire rassemblant quelques propriétés d'une

fonction de Green nous permettant de résoudre notre problème d'existence. Voir [7, 12,

15, 27].

Lemme 3.3.1 Soient E un espace de Banach séparable, θ ∈]0, 1[ et soit G : [0, 1] ×
[0, 1]→ R dé�nie par

G(t, s) =


−s si 0 ≤ s ≤ t,

−t si t < s ≤ θ,

t
s− 1

1− θ
si θ < s ≤ 1;

(3.2)

si 0 ≤ t < θ

G(t, s) =


−s si 0 ≤ s < θ,

θ(s− t) + s(t− 1)

1− θ
si θ ≤ s ≤ t,

t
s− 1

1− θ
si t < s ≤ 1;

(3.3)

si θ ≤ t ≤ 1, alors

(i) G(., s) est dérivable sur [0, 1] sauf sur la diagonale, pour tout s ∈ [0, 1], et sa dérivée

est donnée par

∂G

∂t
(t, s) =


0 si 0 ≤ s ≤ t,

−1 si t < s ≤ θ,
s− 1

1− θ
si θ < s ≤ 1;

(3.4)

si 0 ≤ t < θ

∂G

∂t
(t, s) =


0 si 0 ≤ s ≤ θ,

s− θ
1− θ

si θ ≤ s ≤ t,

s− 1

1− θ
si t < s ≤ 1;

(3.5)
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si θ ≤ t ≤ 1

(ii) G(., .) et
∂G

∂t
(., .) véri�ent

sup
t,s∈[0,1]

|G(t, s)| ≤ 1, sup
t,s∈[0,1]

|∂G
∂t

(t, s)| ≤ 1. (3.6)

(iii) Soient f ∈ P 1
E([0, 1]), h ∈ L1

E([0, 1]) et uf , uh : [0, 1]→ E les fonctions dé�nies par

uf (t) =

∫ 1

0

G(t, s)f(s)ds ,∀t ∈ [0, 1] (3.7)

uh(t) =

∫ 1

0

G(t, s)h(s)ds ,∀t ∈ [0, 1]. (3.8)

Alors on a les résultats suivants

1) t 7−→ uf (t) et t 7−→ uh(t) sont des fonctions continues de [0, 1] vers E, i.e uf , uh ∈
CE([0, 1]).

2) uf (0) = 0; uf (θ) = uf (1) et uh(0) = 0; uh(θ) = uh(1).

3) La fonction uh(.) est dérivable et sa dérivée u̇h(.) véri�e

u̇h(t) =

∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s)h(s)ds, (3.9)

pour tout t ∈ [0, 1]. Par conséquent u̇h est une fonction continue de [0, 1] dans E.

4) La fonction u̇h(.) est scalairement dérivable, i.e., pour tout x′ ∈ E ′, la fonction scalaire

〈x′, u̇h(.)〉 est dérivable et sa dérivée faible üh(.) est égale à h(.) presque partout,

üh(.) = h(.) p.p. t ∈ [0, 1]. (3.10)

5) La fonction uf (.) est scalairement dérivables, i.e, pour tout x′ ∈ E ′, la fonction scalaire

〈x′, uf (.)〉 est dérivable, et sa dérivée u̇h satisfait

〈x′, u̇f (t)〉 =

∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s)〈x′, f(s)〉ds

= 〈x′,
∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s), f(s)ds〉

pour tout t ∈ [0, 1] et pour tout x′ ∈ E ′.
Par conséquent

u̇f (t) =

∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s)f(s)ds, ∀t ∈ [0, 1] (3.11)

et u̇f est une fonction continue de [0, 1] vers E.

6) La fonction u̇f est scalairement dérivable, i.e pour tout x′ ∈ E ′, la fonction scalaire

〈x′, u̇f (.)〉 est dérivable, et la dérivée faible de u̇f notée üf et égale à f p.p.
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On donne maintenant une conséquence du Lemme 3.3.1 qui nous sera aussi utile par

la suite.

Proposition 3.3.1 Soit E un espace de Banach séparable et soit f : [0, 1] → E une

application dans P1
E([0, 1])). Alors l'application

uf (t) =

∫ 1

0

G(t, s)f(s)ds, ∀ t ∈ [0, 1]

est la solution unique dans W2,1
P,E([0, 1])) du problème{
ü(t) = f(t), ∀t ∈ [0, 1],

u(0) = 0; u(θ) = u(1).

Pour la preuve de notre résultat principal, nous avons aussi besoin du Théorème de

point �xe qui est l'analogue multivoque du principe de continuation de Shaefer. Pour plus

de détails sur la théorie du point �xe nous référons le lecteur à [55].

Théorème 3.3.1 Soit Y un espace vectoriel normé et A : Y ⇒ Y une multi-application

compacte semicontinue supérieurement à valeurs compactes convexes. Supposons qu'il

existe R > 0 tel que

x ∈ λAx (0 < λ ≤ 1)⇒ ‖x‖ ≤ R. (3.12)

Alors, A admet un point �xe dans la boule B(0, R).

Théorème 3.3.2 [75] Soient (Ω,Σ, µ) un espace mesuré, E un espace de Banach.

a) Si f : Ω→ E est µ-Bochner intégrable, alors f est µ-Pettis intégrable.

et ∫ Bochner

Ω

fdµ =

∫ Pettis

Ω

fdµ; (3.13)

b) la réciproque est fausse.

Théorème 3.3.3 [75]

Une multi-application Γ : [0, 1] ⇒ E scalairement intégrable est scalairement Pettis

uniformément intégrabe si et seulement si

{〈x′,Γ(t)〉 : ‖x′‖ ≤ 1} = {〈x′, f(t)〉 : f(t) ∈ Γ(t), ‖x′‖ ≤ 1}, ∀t ∈ [0, 1]

est uniformement intégrable dans L1
R([0, 1]), où ce qui est équivalent à l'uniforme intégra-

bilité dans L1
R([0, 1]) de l'ensemble

{|δ∗(x′,Γ(t))| : ‖x′‖ ≤ 1}

pour tout t ∈ [0, 1].
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On donne maintenant notre deuxième résultat principal de ce chapitre.

Théorème 3.3.4 Soit E un espace de Banach séparable, soit F : [0, 1]× E × E × E ⇒
E une multi-application à valeurs convexes compactes, semicontinue supérieurement sur

E × E × E, Lebesgue-mesurable sur [0, 1]. Soit H : [0, 1] × E × E × E ⇒ E une autre

multi-application à valeurs non vides compactes fermées, L([0, 1])⊗B(E)⊗B(E)⊗B(E)-

mesurable et semicontinue inférieurement sur E × E × E.
Supposons que, pour i = 1, 2, il existe une multi-application Γi : [0, 1] ⇒ E mesurable à

valeurs convexes compactes, telles que F (t, x, y, z) ⊂ Γ1(t), H(t, x, y, z) ⊂ Γ2(t) pour tout

(t, x, y, z) ∈ [0, 1] × E × E × E, Γ1 Pettis uniformément intégrable et Γ2 intégrablement

bornée, c'est à dire, il existe une application k ∈ L1
E([0, 1]) telle que ‖v‖ ≤ |k(t)| p.p.t ∈

[0, 1] pour tout v ∈ Γ2(t).

Soit r un nombre réel positif et soient h : [0, 1]→ [−r, 1], une fonction continue telle que

t− r < h(t) < t, et ϕ ∈ CE([−r, 0]) avec ϕ(0) = 0.

Alors l'inclusion di�érentielle

(Pr)


ü(t) ∈ F (t, u(t), u(h(t)), u̇(t)) +H(t, u(t), u(h(t)), u̇(t)), p.p. t ∈ [0, 1]

u(t) = ϕ(t), ∀t ∈ [−r, 0]

u(0) = 0; u(θ) = u(1)

admet au moins une solution dans X := CE([−r, 1]) ∩W2,1
P,E([0, 1]) muni de la norme

‖u‖X = max{ max
t∈[−r,1]

‖u(t)‖, max
t∈[0,1]

‖u̇(t)‖}.

Démonstration.

Etape 1. Considérons pour tout t ∈ [0, 1], Γ(t) = Γ1(t)+Γ2(t), l'inclusion di�érentielle
ü(t) ∈ Γ(t), p.p. t ∈ [0, 1],

u(t) = ϕ(t), ∀t ∈ [−r, 0],

u(0) = 0; u(θ) = u(1).

et on doit montrer que l'ensemble XΓ des solutions dans W2,1
P,E([0, 1]) est non vide et

convexe compact dans l'espace de Banach X muni de la norme ‖.‖X.
On suppose que 0 ∈ Γi(t), pour tout t ∈ [0, 1] et i = 1, 2, quitte à prendre co({0}∪Γi(t)).

Soit pour tout t ∈ [0, 1], Γ(t) = Γ1(t) + Γ2(t) et remarquons que la multi-application Γ est

mesurable, scalairement Pettis uniformément intégrable, à valeurs convexes compactes.

En e�et, Γ est mesurable, car Γ est somme de deux multi-applications mesurables dé�nies

sur E qui est un espace de Banach séparable (Théorème 1.1.3).

D'autre part, Γ est scalairement Pettis uniformément intégrable, puisque Γ1 est scalaire-

ment Pettis uniformément intégrable et Γ2 est intégrablement bornée, par les Théorèmes
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3.3.2 et 3.3.3, les ensembles {〈x′,Γ1(.)〉, ‖x′‖ ≤ 1} et {〈x′,Γ2(.)〉, ‖x′‖ ≤ 1} sont uniformé-

ment integrables dans L1
E([0, 1]), on conclut que l'ensemble

{〈x′,Γ(.)〉, ‖x′‖ ≤ 1} = {〈x′,Γ1(.) + Γ2(.)〉, ‖x′‖ ≤ 1}
= {〈x′,Γ1(.)〉+ 〈x′,Γ2(.)〉, ‖x′‖ ≤ 1}
= {〈x′,Γ1(.)〉, ‖x′‖ ≤ 1}+ {〈x′,Γ2(.)〉, ‖x′‖ ≤ 1}

et uniformément intégrable dans L1
E([0, 1]). D'où par le Théorème 3.3.3, Γ est scalairement

Pettis uniformément intégrable.

Montrons que Γ(t) est convexe, pour tout t ∈ [0, 1].

Soient x, y ∈ Γ(t) et α ∈ [0, 1], alors ils existent x1 ∈ Γ1(t), x2 ∈ Γ2(t) tels que

x = x1 + x2

et il existent y1 ∈ Γ1(t), ∃y2 ∈ Γ2(t) tels que

y = y1 + y2

αx+ (1− α)y =
(
αx1 + (1− α)y1

)
+
(
αx2 + (1− α)y2

)
.

Comme Γ1 et Γ2 sont à valeurs convexes nous avons

αx1 + (1− α)y1 ∈ Γ1(t)

et

αx2 + (1− α)y2 ∈ Γ2(t),

alors αx+ (1− α)y ∈ Γ(t), d'où la convexité de Γ(t).

D'autre part, Γ(t) est compact pour tout t ∈ [0, 1]. En e�et,

soit (xn)n∈N une suite de points de Γ(t). Alors, il existe deux suite (yn) de points de Γ1(t)

et (zn) de points de Γ2(t), telles que xn = yn + zn.

Comme Γ1, Γ2 sont à valeurs compactes, alors on peut extraire de (yn)n∈N une sous

suite (ynk
)k∈N, qui converge vers y ∈ Γ1(t), et de (znk

)k∈N une sous suite (znk′
)k′∈N qui

converge vers z ∈ Γ2(t). Alors, la suite (xnk′
) telle que xnk′

= ynk′
+ znk′

converge vers

x = y + z ∈ Γ(t), d'où la compacité de Γ(t).

Considérons l'inclusion di�érentielle
ü(t) ∈ Γ(t), p.p. t ∈ [0, 1],

u(t) = ϕ(t), ∀t ∈ [−r, 0],

u(0) = 0; u(θ) = u(1).

(3.14)
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On doit montrer que l'ensemble XΓ des solutions dans W2,1
P,E([0, 1]) de (3.14) est non vide

et convexe compact dans l'espace de Banach X muni de la norme ‖.‖X.
En e�et, soit

SPeΓ = {f ∈ P1
E : f(t) ∈ Γ(t)}

l'ensemble des sélections Pettis-intégrables de Γ.

On a SPeΓ est non vide et séquentiellement compact pour la topologie de la convergence

ponctuelle sur L∞R ⊗ E ′. De plus, l'intégrale multivoque∫ 1

0

Γ(t)dt = {
∫ 1

0

f(t)dt : f ∈ SPeΓ }

est convexe compacte pour la norme de E. (Voir [3, 4, 32]).

D'après le Lemme 3.3.1 et la Proposition 3.3.1, l'ensembleXΓ des solutions dansW
2,1
P,E([0, 1])

de (3.14) est non vide et

XΓ =

{
uf : [−r, 1]→ E : uf (t) = ϕ(t) ∀t ∈ [−r, 0] et uf (t) =

∫ 1

0

G(t, s)f(s)ds,

∀t ∈ [0, 1]; f ∈ SPeΓ

}
.

L'ensemble XΓ est convexe. En e�et, soient uf1 , uf2 ∈ XΓ et λ ∈]0, 1[. Alors

uf1(t) = ϕ(t), ∀t ∈ [−r, 0] et uf1(t) =

∫ 1

0

G(t, s)f1(s)ds, ∀t ∈ [0, 1]

et

uf2(t) = ϕ(t) ∀t ∈ [−r, 0] et uf2(t) =

∫ 1

0

G(t, s)f2(s)ds,∀t ∈ [0, 1]

avec f1, f2 ∈ SPeΓ . Par conséquent, pour t ∈ [−r, 0](
λuf1 + (1− λ)uf2

)
(t) = λuf1(t) + (1− λ)uf2(t)

= λϕ(t) + (1− λ)ϕ(t)

= ϕ(t)

et pour t ∈ [0, 1](
λuf1 + (1− λ)uf2

)
(t) = λuf1(t) + (1− λ)uf2(t)

= λ

∫ 1

0

G(t, s)f1(s)ds+ (1− λ)

∫ 1

0

G(t, s)f2(s)ds

=

∫ 1

0

G(t, s)
(
λf1(s) + (1− λ)f2(s)

)
ds

=

∫ 1

0

G(t, s)
(
λf1 + (1− λ)f2

)
(s)ds,
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comme f1, f2 ∈ SPeΓ et SPeΓ est convexe on obtient, λf1 +(1−λ)f2 ∈ SPeΓ . On conclut alors

que, λuf1 + (1− λ)uf2 ∈ XΓ, d'où la convexité de XΓ.

Montrons maintenant que XΓ est compact dans (X, ‖.‖X). Soit t, τ ∈ [0, 1], nous avons

pour tout uf ∈ XΓ

‖uf (t)− uf (τ)‖ = sup
x′∈BE′

|〈x′, uf (t)− uf (τ)〉|

= sup
x′∈BE′

|〈x′,
∫ 1

0

G(t, s)f(s)−G(τ, s)f(s))ds〉|

= sup
x′∈BE′

|
∫ 1

0

(
G(t, s)−G(τ, s)

)
〈x′, f(s)〉ds|

≤ sup
x′∈BE′

∫ 1

0

|G(t, s)−G(τ, s)||δ∗(x′,Γ(s))|ds,

et

‖u̇f (t)− u̇f (τ)‖ ≤ sup
x′∈BE′

∫ 1

0

|∂G
∂t

(t, s)− ∂G

∂t
(τ, s)||δ∗(x′,Γ(s))|ds.

Les applications G et
∂G

∂t
sont continues dans l'ensemble compact [0, 1] × [0, 1], donc

elles sont uniformément continues, de plus, l'ensemble {|δ∗(x′,Γ(.))| : x′ ∈ BE′} est

uniformément intégrable dans L1
R([0, 1]) (Théorème 3.3.3), en appliquant le Lemme 3.2.1,

on obtient

sup
x′∈BE′

∫ 1

0

|G(t, s)−G(τ, s)||δ∗(x′,Γ(s))|ds

et

sup
x′∈BE′

∫ 1

0

|∂G
∂t

(t, s)− ∂G

∂t
(τ, s)||δ∗(x′,Γ(s))|ds

convergent vers 0 quand |t− τ | → 0.

Par conséquent XΓ et {u̇f : uf ∈ XΓ} sont équicontinus dans CE([0, 1]).

Comme ϕ ∈ CE([−r, 0]), alors XΓ est équicontinu dans X.

De plus, pour chaque t ∈ [−r, 1] et chaque τ ∈ [0, 1], les ensembles XΓ(t) = {uf (t) : uf ∈
XΓ} et {u̇f (τ) : uf ∈ XΓ} sont relativement compacts dans E puisque

XΓ(t) ⊂
{∫ 1

0

G(t, s)Γ(s)ds
}
∀t ∈ [0, 1];

XΓ(t) = {ϕ(t)} ∀t ∈ [−r, 0];

{u̇f (τ) : uf ∈ XΓ} ⊂
{∫ 1

0

∂G

∂t
(τ, s)Γ(s)ds

}
∀τ ∈ [0, 1]
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et
{∫ 1

0

G(t, s)Γ(s)ds
}
,
{∫ 1

0

∂G

∂t
(τ, s)Γ(s)ds

}
sont compacts dans E.

En e�et, d'après les propriétés de la fonction G, on voit bien que les multi-applications

G(t, .)Γ(.) et
∂G

∂t
(t, .)Γ(.) véri�ent les mêmes hypothèses qu'on a supposées sur la multi-

application Γ(.).

On déduit que {
∫ 1

0

G(t, s)Γ(s)ds} et {
∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s)Γ(s)ds} sont compacts dans E.

Alors XΓ(t), t ∈ [−r, 1], et {u̇f (τ) : uf ∈ XΓ}, τ ∈ [0, 1] sont relativement compacts dans

E.

D'après le théorème d'Ascoli-Arzelà (Théorème 1.4.2), XΓ est relativement compact dans

CE([−r, 1]) et par conséquent XΓ est relativement compact dans (X, ‖.‖X).

Montrons maintenant que XΓ est fermé dans (X, ‖.‖X).

Soit (ufn) une suite d'éléments de XΓ convergeant uniformément vers u dans (X, ‖.‖X),

alors pour tout n ∈ N, nous avons

ufn(t) =

∫ 1

0

G(t, s)fn(s)ds, ∀t ∈ [0, 1]

et ufn(t) = ϕ(t) pour tout t ∈ [−r, 0], et fn ∈ SPeΓ . Comme SPeΓ est séquentiellement

compact pour la topologie de la convergence ponctuelle sur L∞R ⊗ E ′, on peut alors lui

extraire une sous suite qu'on note aussi (fn) et qui converge σ(P1
E,L

∞
R ⊗ E ′) vers une

fonction f ∈ SPeΓ .

La convergence faible dans P1
E([0, 1]) de (fn) vers f nous permet d'écrire pour chaque

y′ ∈ L∞R ⊗ E ′

lim
n→∞
〈y′, fn〉 = 〈y′, f〉

c'est à dire

lim
n→∞

∫ 1

0

〈y′, fn(s)〉ds = lim
n→∞
〈y′,
∫ 1

0

fn(s)ds〉

= 〈y′,
∫ 1

0

f(s)ds〉.

En particulier, pour y′ = G(t, .)x′ ∈ L∞R ⊗ E ′, avec x′ ∈ E ′ et pour tout t ∈ [0, 1], nous

obtenons

lim
n→∞
〈x′,

∫ 1

0

G(t, s)fn(s)ds〉 = lim
n→∞

∫ 1

0

〈G(t, s)x′, fn(s)〉ds

=

∫ 1

0

〈G(t, s)x′, f(s)〉ds

= 〈x′,
∫ 1

0

G(t, s)f(s)ds〉,
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et en prenant y′ =
∂G

∂t
(t, .)x′ nous obtenons

lim
n→∞
〈x′,

∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s)fn(s)ds〉 = lim

n→∞

∫ 1

0

〈∂G
∂t

(t, s)x′, fn(s)〉ds

=

∫ 1

0

〈∂G
∂t

(t, s)x′, f(s)〉ds

= 〈x′,
∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s)f(s)ds〉.

Comme les intégrales multivoques

∫ 1

0

G(t, s)Γ(s)ds et

∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s)Γ(s)ds, (t ∈ [0, 1]) sont

fortement compactes, alors

(ufn(.)) =
(∫ 1

0

G(., s)fn(s)ds
)

et

(u̇fn(.)) =
(∫ 1

0

∂G

∂t
(., s)fn(s)ds

)
convergent simplement vers uf (.) =

∫ 1

0

G(., s)f(s)ds et u̇f (.) =

∫ 1

0

∂G

∂t
(., s)f(s)ds res-

pectivement pour E muni de la topologie forte.

D'autre part, (ufn) converge uniformément vers u dans (X, ‖.‖X), on conclut que

u(t) = uf (t) =

∫ 1

0

G(t, s)f(s)ds, ∀t ∈ [0, 1],

et uf (t) = ϕ(t) pour tout t ∈ [−r, 0], et par suite u ∈ XΓ, donc XΓ est compact dans

(X, ‖.‖X).

Etape 2.

D'ans cette étape on doit montrer l'existence d'une sélections continues φ de la multi-

application H, c'est à dire pour XΓ muni de la topologie de la convergence uniforme, pour

tout uf ∈ XΓ

φ(uf )(t) ∈ H
(
t, uf (t), uf (h(t)), u̇f (t)

)
p.p. t ∈ [0, 1].

Considérons la multi-application

Φ : XΓ ⇒ L1
E([0, 1])

dé�nie par

Φ(uf ) =
{
v ∈ L1

E([0, 1]) : v(t) ∈ H(t, uf (t), uf (h(t)), u̇f (t)), p.p. t ∈ [0, 1]
}
.
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En se basant sur le Théorème d'existence d'une sélection continue (Théorème 1.1.10) on va

montrer que, pour XΓ muni de la norme ‖.‖X, la multi-application Φ admet une sélection

continue.

Montrons tout d'abord que Φ est non vide. Pour tout uf ∈ XΓ, considérons l'application

g : [0, 1] → [0, 1]× E × E × E
t 7→ (t, uf (t), uf (h(t)), u̇f (t))

comme h(.), uf (.) et u̇f (.) sont continues on conclut que la fonction g est mesurable.

D'autre part, on peut écrire H(t, uf (t), uf (h(t)), u̇f (t)) = (H ◦ h)(t), ∀t ∈ [0, 1].

Soit

P : [0, 1] ⇒ E

t 7→ P (t) = (H ◦ g)(t),

P est mesurable. En e�et, soit V un ouvert de E, nous avons

P−1(V ) = {t ∈ [0, 1];P (t) ∩ V 6= ∅}
= {t ∈ [0, 1];H(g(t)) ∩ V 6= ∅}
= {t ∈ [0, 1]; g(t) ∈ H−1(V )}
= {t ∈ [0, 1]; t ∈ g−1

(
H−1(V )

)
= g−1

(
H−1(V )

)
.

La multi-application H étant L([0, 1]) ⊗ B(E) ⊗ B(E) ⊗ B(E)-mesurable et V ouvert

de E, alors H−1(V ) ∈ L([0, 1]) ⊗ B(E) ⊗ B(E) ⊗ B(E) et comme g est mesurable on

aura g−1
(
H−1(V )

)
∈ L([0, 1]), c'est à dire, P−1(V ) ∈ L([0, 1]), et par conséquent P

est mesurable, à valeurs fermées. Par le Théorème d'existence de sélection mesurable

(Théorème 1.1.4), P admet une sélection mesurable, c'est à dire, il existe une appli-

cation mesurable v : [0, 1] → E telle que v(t) ∈ P (t) = H(t, uf (t), uf (h(t)), u̇f (t)) et

comme H(t, uf (t), uf (h(t)), u̇f (t)) ⊂ Γ2(t) et Γ2 intégrablement bornée on conclut que

v ∈ L1
E([0, 1]) et donc v ∈ Φ(uf ), d'où la non vacuité de Φ(uf ).

Montrons maintenant que Φ(uf ) est fermé. Fixons uf ∈ XΓ et soit (vn)n une suite d'élé-

ments de Φ(uf ) convergeant vers v ∈ L1
E([0, 1]), alors par extraction d'une sous suite

on peut supposer que (vn)n converge presque partout vers v. D'autre part, nous avons

vn ∈ Φ(uf ), alors vn(t) ∈ H(t, uf (t), uf (h(t)), u̇f (t)) p.p. t ∈ [0, 1] et comme H est à

valeurs compactes, on conclut que v(t) ∈ H(t, uf (t), uf (h(t)), u̇f (t)) p.p. t ∈ [0, 1], et par

suite Φ(uf ) est fermé.

Montrons maintenant que les valeurs de Φ sont décomposables. Soit v, w ∈ Φ(uf ) et soit
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A ∈ L([0, 1]), alors(
vχA + (1− χA)w

)
(t) = v(t)χA(t) +

(
1− χA(t)

)
w(t)

=

{
v(t) ∈ H(t, uf (t), uf (h(t)), u̇f (t)), t ∈ A
w(t) ∈ H(t, uf (t), uf (h(t)), u̇f (t)), t /∈ A.

Ceci montre que vχA + (1− χA)w ∈ Φ(uf ), et par suite Φ(uf ) est décomposable.

Pour appliquer le théorème de sélections continues (Théorème 1.1.10), il reste à montrer

que Φ est semi continue inférieurement.

Soient uf0 ∈ XΓ, v0 ∈ Φ(uf0) et (ufn) une suite dans XΓ convergeant vers uf0 dans

(X, ‖.‖X).

Pour tout n ∈ N, t 7→ H
(
t, ufn(t), ufn(h(t)), u̇fn(t)

)
admet un graphe mesurable, et par

suite elle est mesurable car la σ−algèbre L([0, 1]) est complète, alors, d'après le Théorème

1.1.5, la multi-application Ωn : [0, 1]⇒ E dé�nie par

Ωn(t) =
{
w ∈ H(t, ufn(t), ufn(h(t)), u̇fn(t)) :

‖w − v0(t)‖ = d(v0(t), H(t, ufn(t), ufn(h(t)), u̇fn(t)))
}

est mesurable, et par la compacité des valeurs de H, Ωn(.) est à valeurs non vides.

Montrons que les valeurs de Ωn sont fermées. Fixons t ∈ [0, 1] et soit (vm)m une suite

d'éléments de Ωn(t) convergeant vers v dans E, alors wm ∈ H
(
t, ufn(t), ufn(h(t)), u̇fn(t)

)
et ‖wm − v0(t)‖ = d(v0(t), H

(
t, ufn(t), ufn(h(t)), u̇fn(t)

)
, H est à valeurs compactes, donc

lim
n−→∞

wm ∈ H
(
t, ufn(t), ufn(h(t)), u̇fn(t)

)
et par suite w ∈ H

(
t, ufn(t), ufn(h(t)), u̇fn(t)

)
,

de plus

lim
m−→∞

‖ wm − v0(t) ‖= d
(
v0(t), H

(
t, ufn(t), ufn(h(t)), u̇fn(t)

))
et par suite

‖ w − v0(t) ‖= d
(
v0(t), H

(
t, ufn(t), ufn(h(t)), u̇fn(t)

))
.

On conclut donc que w ∈ Ωn(t) et donc Ωn(t) est fermé.

Alors d'après le théorème d'existence de sélection mesurable (Théorème 1.1.4), pour tout

n ∈ N, il existe une application mesurable vn : [0, 1] → E telle que vn(t) ∈ Ωn(t), pour

tout t ∈ [0, 1], c'est à dire vn(t) ∈ H
(
t, ufn(t), ufn(h(t)), u̇fn(t)

)
et

lim
n−→∞

‖ vn(t)− v0(t) ‖

= lim
n−→∞

d
(
v0(t), H

(
t, ufn(t), ufn(h(t)), u̇fn(t)

))
6 lim

n−→∞
H
(
H
(
t, ufn(t), ufn(h(t)), u̇fn(t)

)
, H
(
t, ufn(t), ufn(h(t)), u̇fn(t)

))
= 0,

car H est semicontinue inférieurement sur E×E×E et par suite, par le Théorème 1.1.7,

H est H−semicontinue inférieurement. La suite (vn) converge ponctuellement vers v0.
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Comme vn(t) ∈ H
(
t, ufn(t), ufn(h(t)), u̇fn(t)

)
⊂ Γ2(t) alors ‖vn(t)‖ ≤ |Γ2(t)| et Γ2 est

intégrablement bornée, en utilisant le Théorème de la convergence dominée de Lebesgue

(Théorème 1.3.1) on conclut que (vn)n converge fortement vers v0 dans L1
E([1, 0]).

Par le Théorème 1.1.6, on obtient la semi continuité inférieure de Φ.

En appliquant le Théorème d'existence de sélections continues, (Théorème 1.1.10), on

obtient, pour XΓ muni de la topologie de la convergence uniforme, l'existence d'une ap-

plication continue φ : XΓ −→ L1
E([0, 1]) telle que φ(uf ) ∈ Φ(uf ), pour tout uf ∈ XΓ c'est

à dire

φ(uf )(t) ∈ H
(
t, uf (t), uf (h(t)), u̇f (t)

)
p.p. t ∈ [0, 1].

Etape 3. Nous transformons le problème

(P)


ü(t) ∈ F (t, u(t), u(h(t)), u̇(t)) + φ(u)(t), p.p. t ∈ [0, 1]

u(t) = ϕ(t), ∀t ∈ [−r, 0]

u(0) = 0; u(θ) = u(1).

en un problème d'existence d'un point �xe dans l'espace de Banach XΓ. Par le Lemme

3.3.1 et la Proposition 3.3.1, l'existence de solutions de (P) est équivalente au problème

de trouver u ∈ XΓ telle queu(t) ∈
∫ 1

0

G(t, s)
(
F (s, u(s), u(h(s)), u̇(s)) + φ(u)(s)

)
ds, ∀t ∈ [0, 1]

u(t) = ϕ(t), ∀t ∈ [−r, 0].

(3.15)

Considérons l'opérateur A sur XΓ dé�ni par

Au =
{
v ∈ X; v = ϕ sur [−r, 0] et v(t) =

∫ 1

0

G(t, s)g(s)ds,

∀t ∈ [0, 1], g = f + φ(u), f ∈ SPeF (u)
}

(3.16)

où

SPeF (u) =
{
ϑ ∈ P1

E([0, 1]); ϑ(t) ∈ F (t, u(t), u(h(t)), u̇(t)), p.p. t ∈ [0, 1]
}
. (3.17)

Alors, l'inclusion intégrale (3.15) est équivalente à l'inclusion

u(t) ∈ Au(t), ∀t ∈ [−r, 1]. (3.18)

Montrons que SPeF est à valeurs non vides. c'est à dire, pour toutes applications Lebesgue-

mesurables u,w : [0, 1] → E, v : [−r, 1] → E, il existe une sélection Lebesgue-mesurable

s ∈ SPeΓ1
tel que s(t) ∈ F (t, u(t), v(h(t)), w(t)) p.p.
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En e�et, u, v, w étant Lebesgue-mesurables, il existe des suites (un), (vn) et (wn) de fonc-

tions étagées dans E, convergent ponctuellement vers u, v et w respectivement, pour E

muni de la topologie forte.

Comme les multi-applications F (., un(.), vn(h(.)), wn(.)) sont Lebesgues-measurables, par

le Théorème d'existence de sélection mesurable (Théorème 1.1.4), pour chaque n ∈ N, il
existe une selection Lebesgue-measurable sn de F (., un(.), vn(h(.)), wn(.)).

Puisque sn(t) ∈ F (t, un(t), vn(h(t)), wn(t)) ⊂ Γ1(t), pour tout t ∈ [0, 1], et SPeΓ1
est se-

quentiellement faiblement compact dans P1
E([0, 1]), par le Théorème d'Eberlein-�Smulian

(Théorème 1.4.6), on peut extraire de (sn) une sous suite (s′n) convergent σ(P1
E,L

∞
E ⊗E ′)

vers s ∈ SPeΓ1
, c'est-à-dire, pour chaque x′ ∈ E ′ et chaque ζ ∈ L∞R ([0, 1]) nous avons

lim
n→∞
〈ζ(.)x′, s′n(.)〉 = 〈ζ(.)x′, s(.)〉

ou équivalent à écrire

lim
n→∞

∫ 1

0

〈ζ(t)x′, s′n(t)〉dt =

∫ 1

0

〈ζ(t)x′, s(t)〉dt,

donc

lim
n→∞

∫ 1

0

ζ(t)〈x′, s′n(t)〉dt =

∫ 1

0

ζ(t)〈x′, s(t)〉dt.

Cette dernière égalité montre que pour chaque x′ ∈ E ′, la suite (〈x′, s′n(.)〉)n est

σ(L1
R,L

∞
R )−convergente vers 〈x′, s(.)〉.

Soit (e∗k)k∈N une suite dense pour la topologie de Mackey τ(E ′, E) (Dé�nition 1.1.3).

Soit k ∈ N �xé. On applique le Théorème de Banach-Mazur (Théorème 1.4.7) à la suite

(〈e∗k, s′n(.)〉)n, pour déduire l'existence de la suite (zn), zn ∈ co{〈e∗k, s′m(.)〉 : m > n} telle
que (zn) converge fortement vers 〈e∗k, s(.)〉.
Utilisant cette dernière a�rmation, la convergence des suites (un), (vn) et (wn), la semi-

continuité supérieure de F(t, . , . , .), et la conpacité des valeurs de F , on obtient

s(t) ∈ F (t, u(t), v(h(t)), w(t)), p.p. sur [0, 1].

En e�et, pour tout t ∈ [0, 1], en utilisant le lemme de Fatou (Lemme 1.3.1) et la semi

continuité supérieure de F (t, ., .), nous avons pour tout A ∈ L([0, 1])∫
A

〈e∗k, s(t)〉 = lim
n−→∞

∫
A

〈e∗k, sn(t)〉dt

6 lim sup
n−→∞

∫
A

δ∗
(
e∗k, F

(
t, un(t), vn(h(t)), wn(t)

))
dt

6
∫

A

lim sup
n−→∞

δ∗
(
e∗k, F

(
t, un(t), vn(h(t)), wn(t)

))
dt

6
∫

A

δ∗
(
e∗k, F

(
t, u(t), v(h(t)), w(t)

))
dt

73



Chapitre 3 : Application de la Pettis-intégration à la résolution des
inclusions di�érentielles dans un espace de Banach

Alors, pour tout k ∈ N

〈e∗k, s(t)〉 ≤ δ∗
(
e∗k, F

(
t, u(t), v(h(t)), w(t)

))
, p.p. t ∈ [0, 1]. (3.19)

D'autre part, grâce au Lemme 1.1.2 et le Corollaire 1.1.1, nous avons

sup
x′∈E′

(
〈x′, s(t)〉 − δ∗

(
x′, F

(
t, u(t), v(h(t)), w(t)

)))
=

sup
k∈N

(
〈e∗k, s(t)〉 − δ∗

(
e∗k, F

(
t, u(t), v(h(t)), w(t)

)))
. (3.20)

On utilise la relation 1(chapitre 1), on obtient par (3.19) et (3.20),

d
(
s(t), F

(
t, u(t), v(h(t)), w(t)

))
≤ sup

k∈N

(
〈e∗k, s(t)〉 − δ

(
e∗k, F

(
t, u(t), v(h(t)), w(t)

)))
≤ 0.

Donc s(t) ∈ F
(
t, u(t), v(h(t)), w(t)

)
, p.p. t ∈ [0, 1]. Par conséquent, SPeF (u) 6= ∅ pour tout

u ∈ XΓ. Ce qui montre que A est bien dé�nie.

Maintenant, nous allons montrer que l'opérateur multivoque A satisfait toutes les condi-

tions du théorème 3.3.1. Il est clair que Au est convexe pour chaque u ∈ XΓ.

D'abord, nous montrons que A est à valeurs compactes dansXΓ. PuisqueXΓ est compact,

il su�t de montrer que A est à valeurs fermées dans XΓ.

Pour chaque u ∈ XΓ, soit (vn) une suite d'éléments de Au qui converge ver v ∈ XΓ. Alors

par (3.16), pour chaque n, il existe fn ∈ SPeF (u) ⊂ SPeΓ1
telle que

vn(t) =

∫ 1

0

G(t, s)gn(s)ds, ∀t ∈ [0, 1],

où gn = fn + φ(u) ∈ SPeΓ et vn(t) = ϕ(t) pour tout t ∈ [−r, 0].

Comme SPeΓ1
est sequentiellement σ(P1

E,L
∞
E ⊗E ′)-compact, on peut supposer par extrac-

tion d'une sous suite que (fn) converge σ(P1
E,L

∞
E ⊗ E ′) vers une application f ∈ SPeΓ1

.

Comme F (t, ·, ·, ·) est semicontinue supérieurement et à valeurs convexes compactes,

on obtient f(t) ∈ F (t, u(t), u(h(t)), u̇(t)) p.p. t ∈ [0, 1]. Par conséquent (gn) converge

σ(P1
E,L

∞
E ⊗ E ′) vers g = f + φ(u) ∈ SPeΓ . En particulier, pour chaque x′ ∈ E ′ et pour

tout t ∈ [0, 1], nous avons

lim
n→∞
〈x′,

∫ 1

0

G(t, s)gn(s)ds〉 = lim
n→∞

∫ 1

0

〈G(t, s)x′, gn(s)〉ds

=

∫ 1

0

〈G(t, s)x′, g(s)〉ds

= 〈x′,
∫ 1

0

G(t, s)g(s)ds〉
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grâce à la compacité de la multi-application intégrale

∫ 1

0

G(t, s)Γ(s)ds (t ∈ [0, 1]), nous

obtenons la convergence ponctuelle de
(
vn(.)

)
=
(∫ 1

0

G(·, s)gn(s)ds
)
vers

∫ 1

0

G(., s)g(s)ds,

pour E muni de la topologie forte.

D'une manière analogue on montre que la suite
(
v̇n(.)

)
=
(∫ 1

0

∂G

∂t
(., s)gn(s)ds

)
converge

ponctuellement vers

∫ 1

0

∂G

∂t
(., s)g(s)ds, pour E muni de la topologie forte, en utilisant

comme ci-dessus la convergence faible de (gn) et la compacité de l'intégrale multivoque∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s)Γ(s)ds. Comme (vn) converge uniformément dans XΓ vers v, alors

v(t) =

∫ 1

0

G(t, s)g(s)ds, ∀t ∈ [0, 1]

et v(t) = ϕ(t) pour tout t ∈ [−r, 0], et comme g = f + φ(u) et f ∈ SPeF (u), on obtient

v ∈ A. Ce qui montre que Au est compact dans XΓ.

Montrons maintenant que A est un opérateur compact. Soit S un ensemble borné de

XΓ. Nous avons A(S) ⊂ XΓ. Mais XΓ est compact dans X, alors A(S) est relativement

compact dans X est donc A est compact.

Ensuite, nous prouvons que le graphe de A, gph(A) = {(u, v) ∈ XΓ ×XΓ; v ∈ Au} est
fermé. Soit (un, vn) une suite de gph(A) convergent uniformément vers (u, v) ∈ XΓ ×XΓ

par rapport à ‖ · ‖X.
Comme vn ∈ Aun, alors pour tout n, il existe fn ∈ SPeF (un) ⊂ SPeΓ1

telle que

vn(t) =

∫ 1

0

G(t, s)gn(s)ds, ∀t ∈ [0, 1]

où gn = fn + φ(un) et vn(t) = ϕ(t) pour tout t ∈ [−r, 0]. Comme SpeΓ est sequentiellement

compact pour la topologie de la convergence ponctuelle sur L∞ ⊗E ′, on peut extraire de

(gn) une sous suite qui converge σ(P1
E,L

∞
E ⊗ E ′) vers g ∈ SPeΓ .

Observons que fn(t) = gn(t)− φ(un)(t) ∈ F (t, un(t), un(h(t)), u̇n(t)).

Comme ‖un − u‖X → 0 et F (t, ., ., .) est semicontinue supérieurement dans E ×E ×E à

valeurs convexes compactes on conclut que f(t) = g(t)−φ(u)(t) ∈ F (t, u(t), u(h(t)), u̇(t)).

De manière équivalente, f ∈ SPeF (u). De la même manière, la suite(
vn(.)

)
=
(∫ 1

0

G(., s)gn(s)ds
)
converge ponctuellement vers

∫ 1

0

G(., s)g(s)ds et la suite

(v̇n(.)) = (

∫ 1

0

∂G

∂t
(., s)gn(s)ds) converge ponctuellement vers

∫ 1

0

∂G

∂t
(., s)g(s)ds, pour E

muni de la topologie forte. Comme (vn) converge vers v dans (XΓ, ‖ · ‖X) on obtient

v(t) =

∫ 1

0

G(t, s)g(s)ds, ∀t ∈ [0, 1]
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où g = f + φ(u) et v(t) = ϕ(t) pour tout t ∈ [−r, 0]. Ce qui montre que le graphe de A
est fermé. Par conséquent A est semicontinu supérieurement dans XΓ.

Finallement, montrons qu'il existe R > 0 tel qu'on ait

u ∈ λAu (0 < λ ≤ 1)⇒ ‖u‖ ≤ R.

Nous avons

u ∈ λAu ⇔ ∃ f ∈ SPeF (u) ⊂ SPeΓ1

telle que u(t) = λ

∫ 1

0

G(t, s)g(s)ds, ∀t ∈ [0, 1]

u(t) = λϕ(t), ∀t ∈ [−r, 0],

où g = f + φ(u) ∈ SPeΓ .

Pour tout t ∈ [0, 1], utilisant la relation (3.6) et les hypothèses sur Γ, on obtient

‖u(t)‖ = sup
x′∈BE′

|〈x′, u(t)〉|

= sup
x′∈BE′

|〈x′,
∫ 1

0

G(t, s)g(s)ds〉|

= sup
x′∈BE′

|
∫ 1

0

G(t, s)〈x′, g(s)〉ds|

≤ sup
x′∈BE′

∫ 1

0

|G(t, s)||〈x′, g(s)〉|ds

≤ sup
x′∈BE′

∫ 1

0

|δ∗(x′,Γ(s))|ds

et

‖u̇(t)‖ ≤ sup
x′∈BE′

∫ 1

0

|∂G
∂t

(t, s)||〈x′, g(s)〉|ds ≤ sup
x′∈BE′

∫ 1

0

|δ∗(x′,Γ(s))|ds.

Comme l'ensemble {|δ∗(x′,Γ(s))| : x′ ∈ BE′} est uniformément intégrable dans L1
R([0, 1]),

il existe une constante k̃ telle que, pour tout x′ ∈ BE′(0, 1) et pour tout s ∈ [0, 1], nous

avons ∫ 1

0

∣∣δ∗(x′,Γ(s))
∣∣ds ≤ k̃.

on obtient alors pour tout t ∈ [0, 1]

‖u(t)‖ ≤ k̃

et

‖u̇(t)‖ ≤ k̃.
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D'autre part, pour tout t ∈ [−r, 0] nous avons

‖u(t)‖ = ‖λϕ(t)‖ ≤ ‖ϕ‖CE([−r,0]).

D'après les inégalités précédentes

‖u‖X ≤ max(k̃, ‖ϕ‖CE([−r,0])) = R.

Par conséquent d'après le Théorème 3.3.1, A admet un point �xe u dans la boule B(0, R),

ceci implique que ce point est une solution dans XΓ du problème (P). C'est à dire ü(t) ∈
F (t, u(t), u(h(t)), u̇(t)) + φ(u)(t), p.p. t ∈ [0, 1] et u(t) = ϕ(t) pour tout t ∈ [−r, 0].

Comme φ(u)(t) ∈ H(t, u(t), u(h(t)), u̇(t)), on obtient que u est solution dans X de notre

problème (Pr) et la preuve du Théorème est donc achevée. �
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Chapitre 4

Résultat d'existence pour une

inclusion différentielle du premier

ordre gouvernée par un opérateur

maximal monotone et une

perturbation semicontinue mixte

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à l'étude du problème d'évolution perturbé

−du
dt

(t) ∈ A(t)u(t) + f(t, u(t)) + F (t, u(t)) p.p. t ∈ [0, T ]
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dans un espace de Hilbert séparable H, où pour chaque t ∈ [0, T ], A(t) : D(A(t)) ⊂
H ⇒ H est un opérateur maximal monotone et l'application t 7→ A(t) est à variation

absolument continue, au sens de la pseudo-distance de Vladimirov (voir [82]).

Ici f : [0, T ] ×H → H est une application univoque de type Carathéodory, et f(t, .) est

Lipschitzienne, tandis que F : [0, T ]×H ⇒ H est une perturbation multivoque mesurable

à valeurs non vides compactes et est semicontinue mixte au sens de Tolstonogov [81].

Il y a plusieurs résultats concernant les inclusions di�érentielles du premier ordre régies

par des opérateurs maximaux monotones avec diverses classes de perturbations, voir par

exemple [13, 34, 39, 40, 69].

De nombreux résultats d'existence pour des problèmes avec perturbations semicontinues

mixtes dans le cadre de la dimension �nie ont été étudiés dans la littérature voir par

exemple [18, 19, 20, 54, 62, 81].

Dans la première partie, nous présentons un résultat d'existence et d'unicité d'une solution

absolument continue (Théorème 4.3.2) de l'inclusion

(Pf,h)

−
du

dt
(t) ∈ A(t)u(t) + f(t, u(t)) + h(t) p.p.t ∈ [0, T ];

u(0) = u0 ∈ D(A(0)),

où h : I → H est une application dans L2(I,H) et t 7→ A(t) est à variation absolument

continue.

Dans la deuxième partie, le Théorème 4.4.2 exprime l'existence d'une solution absolument

continue pour l'inclusion d'évolution régie par un opérateur maximal monotone avec une

perturbation multivoque de la forme

(Pf,F )

−
du

dt
(t) ∈ A(t)u(t) + f(t, u(t)) + F (t, u(t)) p.p.t ∈ [0, T ];

u(0) = u0 ∈ D(A(0)).

En�n, Comme application de ce résultat, on termine par un Théorème d'existence de

solutions pour le problème de la ra�e convexe de la forme
−du
dt

(t) ∈ NC(t)(u(t)) + f(t, u(t)) + F (t, u(t)) p.p. t ∈ [0, T ];

u(t) ∈ C(t), ∀t ∈ [0, T ];

u(0) = u0 ∈ C(0),

où, C : I ⇒ H est une multi-application absolument continue à valeurs fermées convexes,

NC(t)(.) est le cône normal à C(t).
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4.2 Préliminaires

Dans ce chapitre, I := [0, T ] (T > 0) est un intervalle de R, H est un espace de Hilbert

réel muni du produit scalaire noté 〈., .〉 et la norme associée notée par ‖.‖ .

4.2.1 Notions d'opérateurs maximaux monotones

Dans cette partie nous donnons quelques dé�nitions et propriétés des opérateurs maxi-

maux monotones qui nous seront utiles par la suite. Nous renvoyons le lecteur aux réfé-

rences [5, 26, 23] pour plus de détails.

Soit A : H ⇒ H une multi-application. Alors, le domaine de A est donné par

D(A) = {x ∈ H : A(x) 6= ∅},

et l'image de A (dit aussi le rang de A) par

R(A) = {y ∈ H : il existe x ∈ D(A) tel que y ∈ A(x)}.

On note par IH l'identité de H.

Dé�nition 4.2.1 Soit A : D(A) ⊂ H ⇒ H une multi-application (opérateur multivoque).

On dit que A est monotone si, pour tous x1, x2 ∈ D(A), y1 ∈ Ax1, y2 ∈ Ax2, nous avons

〈y1 − y2, x1 − x2〉 ≥ 0.

Proposition 4.2.1 Soit A : D(A) ⊂ H ⇒ H un opérateur multivoque. A est monotone

si et seulement si,

∀x1, x2 ∈ D(A),∀λ > 0, ‖x1 − x2‖ 6 ‖(x1 − x2) + λ(Ax1 − Ax2)‖

ou plus précisément ,

∀x1, x2 ∈ D(A),∀y1 ∈ Ax1,∀y2 ∈ Ax2,∀λ > 0, ‖x1 − x2‖ 6 ‖(x1 − x2) + λ(y1 − y2)‖ (4.1)

Démonstration.

Condition nécessaire.

Soit A un opérateur monotone, soit λ > 0, soient x1, x2 ∈ D(A) , y1 ∈ Ax1, y2 ∈ Ax2,

alors,
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〈y1 − y2, x1 − x2〉 ≥ 0

=⇒ 2λ〈y1 − y2, x1 − x2〉 ≥ 0,

=⇒ 2λ〈y1 − y2, x1 − x2〉+ λ2‖y1 − y2‖2 ≥ 0,

=⇒ ‖x1 − x2‖2 + 2λ〈y1 − y2, x1 − x2〉+ λ2‖y1 − y2‖2 ≥ ‖x1 − x2‖2,

=⇒ ‖(x1 − x2) + λ(y1 − y2)‖2 ≥ ‖x1 − x2‖2,

=⇒ ‖(x1 − x2) + λ(y1 − y2)‖ ≥ ‖x1 − x2‖.

Condition su�sante.

Soit λ > 0, soient x1, x2 ∈ D(A), y1 ∈ Ax1, y2 ∈ Ax2 . Supposons que

‖(x1 − x2) + λ(y1 − y2)‖ ≥ ‖x1 − x2‖.

Alors,

‖(x1 − x2) + λ(y1 − y2)‖2 ≥ ‖x1 − x2‖2

=⇒ ‖x1 − x2‖2 + 2λ〈y1 − y2, x1 − x2〉+ λ2‖y1 − y2‖2 ≥ ‖x1 − x2‖2

=⇒ 2λ〈y1 − y2, x1 − x2〉+ λ2‖y1 − y2‖2 ≥ 0.

On divise par λ, donc lorsque λ −→ 0 on obtient 〈y1 − y2, x1 − x2〉 ≥ 0. Par suite A est

monotone. �

Dé�nition 4.2.2 Soit A : D(A) ⊂ H ⇒ H un opérateur monotone. On dit que A est

maximal monotone s'il est maximal dans l'ensemble des opérateurs monotones, c'est à

dire, s'il n'existe pas d'opérateur monotone Ã de H, tel que gph(A) ⊂ gph(Ã).

Proposition 4.2.2 [26]

Soit A : D(A) ⊂ H ⇒ H un opérateur multivoque. Alors A est maximal monotone

si et seulement si, A est monotone et pour tous x, y ∈ H telle que 〈y − η, x − ξ〉 ≥
0 pour tout ξ ∈ D(A) et pour tout η ∈ Aξ, alors, x ∈ D(A) et y ∈ Ax.

Proposition 4.2.3 Soit A : D(A) ⊂ H ⇒ H un opérateur multivoque. Alors on a

équivalence entre les propriétés suivantes.

1. A est maximal monotone.

2. A est monotone et R(IH + λA) = H,∀λ > 0.

Proposition 4.2.4 Soit A : D(A) ⊂ H ⇒ H un opérateur monotone. Si A est maximal

monotone, alors l'ensemble Ax est convexe fermé, pour tout x ∈ D(A).

On note par A0(x) la projetion de 0 sur Ax. Cet élément existe et est unique grâce au

Théorème de la projection dans les espaces de Hilbert.

Notons que A0(x) ∈ Ax et ‖A0(x)‖ = inf
y∈Ax
‖y‖.
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Dé�nitions 4.2.1 Soit A : D(A) ⊂ H ⇒ H un opérateur monotone et λ > 0. Alors

1. l'opérateur JAλ dé�ni par

JAλ = (I + λA)−1

est appelé la résolvante de A.

2. l'opérateur Aλ dé�ni par

Aλ =
1

λ
(I − JAλ )

est appelé l'approximation Yosida de A.

Proposition 4.2.5 [23]

Soit A : D(A) ⊂ H ⇒ H un opérateur monotone et λ > 0. Alors

1. la résolvante JAλ est univoque non-expansive, c'est à dire

‖JAλ x− JAλ y‖ ≤ ‖x− y‖,∀x, y ∈ H.

De plus, JAλ (x)→ x(λ ↓ 0), pour chaque x ∈ D(A) ;

2. JAλ x ∈ D(A), et Aλ(x) ∈ A(JAλ x), pour tout x ∈ H ;

3. ‖Aλ(x)‖ ≤ ‖A0(x)‖ = inf
y∈A(x)

‖y‖, pour chaque x ∈ D(A).

Théorème 4.2.1 [23] Soit H un espace de Hilbert. Alors, le graphe de tout opérateur

maximal monotone A : D(A) ⊂ H ⇒ H est fortement-faiblement séquentiellement fermé.

4.2.2 La pseudo distance de Vladimirov

Dans cette partie nous donnons la dé�nition et quelques résultats sur la pseudo-distance

introduite par Vladimirov (pour une étude détaillée sur cette pseudo-distance on peut se

référer à [82]).

Cette pseudo-distance a été utilisée par plusieurs auteurs pour l'étude des inclusions

di�érentielles faisant intervenir un opérateur maximal monotone dépendant du temps,

nous citons [9, 10, 16, 69].

Dé�nition 4.2.3 [82]

Soient A et B deux opérateurs maximaux monotones dé�nis sur un espace de Hilbert

dans lui même. On dé�nit la pseudo distance de Vladimirov entre A et B par :

dis(A,B) = sup

{
〈y1 − y2, x2 − x1〉
1 + ‖y1‖+ ‖y2‖

: x1 ∈ D(A), y1 ∈ Ax1, x2 ∈ D(B), y2 ∈ Bx2

}
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Remarque 4.2.1 .

La distance dis(., .) peut prendre la valeur +∞.

La distance dis(., .) n'est pas une métrique, car, en général l'inégalité triangulaire n'est

pas satisfaite.

Lemme 4.2.1 [82]

Soient A, B deux opérateurs maximaux monotones dé�nis sur un espace de Hilbert dans

lui même. Alors

dis(A,B) = 0⇔ A = B.

Lemme 4.2.2 [82]

Soient A et B deux opérateurs maximaux monotones dé�nis sur un espace de Hilbert dans

lui même, alors

H(D(A), D(B)) ≤ dis(A,B).

4.2.3 Cône normal

Dé�nition 4.2.4 Soient H un espace de Hilbert, C un sous ensemble de H, et soit x ∈ C.
On appelle cône normal à C au point x, qu'on note NC(x), l'ensemble dé�ni par

NC(x) = {x′ ∈ H, t.q < x′, y − x >≤ 0, ∀ y ∈ C}.

Proposition 4.2.6 Soient H un espace de Hilbert, C un sous ensemble convexe fermé

de H et y ∈ H, soit projC(y) la projection de y sur C, alors

x = projC(y)⇔ y − x ∈ NC(x).

Proposition 4.2.7 Soient H un espace de Hilbert, C ⊂ H . Alors,

x0 ∈ int (C)⇒ NC(x0) = {0H}.

Proposition 4.2.8 Soient H un espace de Hilbert, C un sous ensemble convexe de H tel

que int(C) 6= ∅.
Si x0 ∈ Fr(C) alors NC(x0) 6= {0H}.

Dé�nition 4.2.5 (Sous-di�érentiel d'une fonction convexe)

Soient H un espace de Hilbert, f : X → R et x0 ∈ D(f).

On appelle sous-di�érentiel de f au point x0 qu'on note ∂f(x0), l'ensemble dé�ni par

∂f(x0) = {y ∈ H : 〈y, x− x0〉 ≤ f(x)− f(x0), pour tout x ∈ H}.
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Proposition 4.2.9 Soit H un espace de Hilbert, C un sous ensemble non vide convexe

fermé de H.

Soit δC la fonction indicatrice de C, i.e.,

δC(x) =

{
0 si x ∈ C
+∞ sinon.

Alors δC est une fonction propre positive convexe et semicontinue inférieurement sur H

et pour tout x0 ∈ C

∂δC(x0) = NC(x0),

et si x0 6∈ C, alors ∂δc(x0) = ∅.
Soit ξ = ∂δC, alors ξ est un opérateur maximal monotone.

4.3 Résultat d'existence et d'unicité avec une

perturbation univoque

On s'intéresse dans un premier lieu, à l'existence et l'unicité de solution du problème

(Pf,h)

−
du

dt
(t) ∈ A(t)u(t) + f(t, u(t)) + h(t) p.p. t ∈ I

u(0) = u0 ∈ D(A(0)),

où h ∈ L2(I,H)

L'existence de cette solution est établie sous les hypothèses suivantes

(HA
1 ) Il existe une fonction positive croissante β ∈W1,2(I,R) avec β(0) = 0 telle que

dis(A(t), A(s)) ≤ |β(t)− β(s)|, ∀t, s ∈ I.

(HA
2 ) Il existe un nombre réel positif c tel que

‖A0(t, x)‖ ≤ c(1 + ‖x‖) pour t ∈ I, x ∈ D(A(t)).

(Hf
1 ) Il existe un nombre réel positif M tel que

‖f(t, x)‖ ≤M(1 + ‖x‖) pour t ∈ I, x ∈ H.

(Hf
2 ) Pour chaque R > 0, il existe une fonction réelle positive αR(.) ∈ L1(I,R) telle que

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ αR(t)||x− y||, ∀t ∈ I, ∀x, y ∈ B(0, R).

Pour la démonstration de notre Théorème nous aurons besoin du résultat suivant (Théo-

rème 3.2 dans [10]).
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Théorème 4.3.1 Soit H un espace de Hilbert séparable. Supposons que pour tout t ∈ I,
A(t) : D(A(t)) ⊂ H ⇒ H est un opérateur maximal monotone satisfaisant (HA

1 ) et (HA
2 ).

Soit f : I ×H → H une application telle que pour chaque x ∈ H, f(., x) est mesurable et

f satisfait les conditions (Hf
1 ) et (Hf

2 ).

Alors, pour tout u0 ∈ D(A(0)), le problème

(PA(t),f )

−
du

dt
(t) ∈ A(t)u(t) + f(t, u(t)) p.p. t ∈ I;

u(0) = u0 ∈ D(A(0))

admet une solution unique absolument continue u, pour laquelle nous avons,

‖u̇(t)‖ ≤ K(1 + β̇(t)), p.p. t ∈ I,

où K = K(‖u0‖,M, c, T, β(.)).

Maintenant, nous sommes en mesure de donner notre premier résultat.

Théorème 4.3.2 Soit H un espace de Hilbert séparable. Soit pour chaque t ∈ I, A(t) :

D(A(t)) ⊂ H ⇒ H un opérateur maximal monotone satisfaisant (HA
1 ) et (HA

2 ). Soit

f : I × H → H une application telle que pour chaque x ∈ H, l'application f(., x) est

mesurable et f satisfait les conditions (Hf
1 ) et (Hf

2 ).

Soit h : I → H une application dans L2(I,H). Alors, pour tout u0 ∈ D(A(0)), le problème

(Pf,h) admet une solution unique absolument continue u(.).

De plus,

‖u̇(t)‖ ≤ K(1 + β̇(t)) + (1 +K)‖h(t)‖, p.p. t ∈ I,

où K = K(‖u0‖,M, c, T, β(.), ‖h‖L1).

Démonstration.

Soit u : I → H une application absolument continue, et considérons l'application

v : I → H dé�nie pour tout t ∈ I par

v(t) = u(t) +

∫ t

0

h(τ)dτ.

Alors

u(t) = v(t)−
∫ t

0

h(τ)dτ, ∀t ∈ I;

u(0) = v(0) = u0

et
du

dt
(t) =

dv

dt
(t)− h(t).

85



Chapitre 4 : Résultat d'existence pour une inclusion di�érentielle du premier
ordre gouvernée par un opérateur maximal monotone et une perturbation
semicontinue mixte

Si u est la solution de (Pf,h), on obtient

−dv
dt

(t) = −du
dt

(t)− h(t) ∈ A(t)u(t) + f(t, u(t)) =

A(t)
(
v(t)−

∫ t

0

h(τ)dτ
)

+ f
(
t, v(t)−

∫ t

0

h(τ)dτ
)
.

Alors le problème (Pf,h) est équivalent au problème

(P)

−
dv

dt
(t) ∈ A(t)

(
v(t)−

∫ t

0

h(τ)dτ
)

+ f
(
t, v(t)−

∫ t

0

h(τ)dτ
)

p.p. t ∈ I;

v(0) = u0 ∈ D(A(0)).

Soit pour tout t ∈ I, B(t) : D(B(t)) ⊂ H ⇒ H l'opérateur dé�ni par

D(B(t)) = D(A(t)) +

∫ t

0

h(τ)dτ

et

B(t)x = A(t)
(
x−

∫ t

0

h(τ)dτ
)
, ∀x ∈ D(B(t)),

et soit f̃ : I ×H → H l'application dé�nie par

f̃(t, x) = f
(
t, x−

∫ t

0

h(τ)dτ
)
, ∀(t, x) ∈ I ×H.

Remarquons que le problème (P) est de la forme
(
PB(t),f̃

)
. Donc, pour prouver que v est

la solution absolument continue de (P), il su�t de prouver que pour tout t ∈ I, le nouveau
opérateur B(t) et l'application f̃ satisfont toutes les conditions du Théorème 4.3.1.

Au début, montrons que pour tout t ∈ I, B(t) est maximal monotone. D'après la propo-

sition 4.2.3, B(t) est maximal monotone si B(t) est monotone et R
(
I +B(t)

)
= H.

Soient y1, y2 deux éléments de H tels que, pour x1, x2 ∈ D(B(t))

y1 ∈ B(t)x1 = A(t)(x1 −
t∫

0

h(τ)dτ),

y2 ∈ B(t)x2 = A(t)(x2 −
t∫

0

h(τ)dτ),

〈y1− y2, x1−x2〉 = 〈y1− y2, (x1−
t∫

0

h(τ)dτ)− (x2−
t∫

0

h(τ)dτ)〉 ≥ 0 car A est monotone.

De plus, R(B(t)) = R(A(t)), et A est maximal monotone donc, R
(
I + A(t)

)
= H,
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Alors R(I +B(t)) = H, donc B(t) est aussi maximal monotone.

Maintenant on doit démontrer que t 7→ B(t) est à variation absolument continue.

Pour cela, �xons s, t ∈ I, (s < t), x1 ∈ D(B(t)), x2 ∈ D(B(s)),

y1 ∈ B(t)x1 = A(t)
(
x1 −

∫ t

0

h(τ)dτ
)
, et y2 ∈ B(s)x2 = A(s)

(
x2 −

∫ s

0

h(τ)dτ
)
.

On a

〈y1 − y2, x2 − x1〉 =

〈
y1 − y2,

(
x2 −

∫ s

0

h(τ)dτ
)
−
(
x1 −

∫ t

0

h(τ)dτ
)
−
∫ t

s

h(τ)dτ

〉

=

〈
y1 − y2,

(
x2 −

∫ s

0

h(τ)dτ
)
−
(
x1 −

∫ t

0

h(τ)dτ
)〉

+

〈
y1 − y2,

∫ s

t

h(τ)dτ

〉
,

≤

〈
y1 − y2,

(
x2 −

∫ s

0

h(τ)dτ
)
−
(
x1 −

∫ t

0

h(τ)dτ
)〉

+ ‖y1 − y2‖
∫ t

s

‖h(τ)‖dτ,

=

〈
y1 − y2,

(
x2 −

∫ s

0

h(τ)dτ
)
−
(
x1 −

∫ t

0

h(τ)dτ
)〉

+
(
‖y1‖+ ‖y2‖

)∫ t

s

‖h(τ)‖dτ,

≤ 〈y1 − y2,
(
x2 −

∫ s

0

h(τ)dτ
)
−
(
x1 −

∫ t

0

h(τ)dτ
)
〉

+
(
‖y1‖+ ‖y2‖+ 1

)∫ t

s

‖h(τ)‖dτ.

nous obtenons

〈
y1 − y2, x2 − x1

〉
‖y1‖+ ‖y2‖+ 1

≤

〈
y1 − y2,

(
x2 −

∫ s
0
h(τ)dτ

)
−
(
x1 −

∫ t
0
h(τ)dτ

)〉
‖y1‖+ ‖y2‖+ 1

+

∫ t

s

‖h(τ)‖dτ,

et par (H1),

dis
(
B(t), B(s)

)
≤ dis

(
A(t), A(s)

)
+

∫ t

s

‖h(τ)‖dτ

≤ |β(t)− β(s)|+
∫ t

s

‖h(τ)‖dτ

≤
∫ t

s

(
‖h(τ)‖+ β̇(τ)

)
dτ =

∫ t

s

γ̇(τ)dτ,
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où pour tout t ∈ I, γ(t) :=

∫ t

0

(
‖h(τ)‖ + β̇(τ)

)
dτ . Par les hypothèses sur h et β, il est

clair que γ ∈W1,2(I,R) et

dis
(
B(t), B(s)

)
≤ |γ(t)− γ(s)|, ∀t, s ∈ I.

Maintenant, nous allons prouver que pour chaque t ∈ I, B(t) satisfait la condition de

croissance linéaire (HA
2 ).

Soit t ∈ I, x ∈ D(B(t)). Comme A(t) satisfait (HA
2 ), on obtient

‖B0(t)x‖ = inf
y∈B(t)x

‖y‖,

= inf
y∈A(t)

(
x−

∫ t
0 h(τ)dτ

)‖y‖,
= ‖A0(t)

(
x−

∫ t

0

h(τ)dτ
)
‖,

≤ c
(
1 + ‖x−

∫ t

0

h(τ)dτ‖
)
,

≤ c
(
1 + ‖x‖+ ‖

∫ t

0

h(τ)dτ‖
)
,

≤ c
(
1 + ‖x‖+ ‖h‖L1

)
,

≤ c
(
1 + ‖x‖+ ‖h‖L1

)
+ c‖x‖‖h‖L1 ,

≤ c(1 + ‖h‖L1)
(
1 + ‖x‖

)
,

= c1

(
1 + ‖x‖

)
,

où c1 = c(1 + ‖h‖L1).

Ensuite, on doit véri�er que f̃ satisfait les hypothèses du Théorème 4.3.1. Soit t ∈ I, x ∈
H, en utilisant (Hf

1 ) on obtient,

‖f̃(t, x)‖ =
∥∥∥f(t, x− ∫ t

0

h(τ)dτ
)∥∥∥,

≤ M
(

1 +
∥∥∥x− ∫ t

0

h(τ)dτ
∥∥∥),

≤ M
(

1 + ‖x‖+
∥∥∥∫ t

0

h(τ)dτ
∥∥∥),

≤ M
(

1 + ‖x‖+ ‖h‖L1

)
+M‖x‖‖h‖L1 ,

≤ M
(

1 + ‖h‖L1

)(
1 + ‖x‖

)
,

= M1

(
1 + ‖x‖

)
,

c'est-à-dire qu'il existe une constante réelle positive M1 = M
(

1 + ‖h‖L1

)
telle que

‖f̃(t, x)‖ ≤M1

(
1 + ‖x‖

)
, ∀(t, x) ∈ I ×H.
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En �n, on doit prouver que f̃ satisfait (Hf
2 ).

Soient R > 0, t ∈ I, et x, y ∈ B(0, R), donc
(
x−

∫ t

0

h(τ)dτ
)
,
(
y−
∫ t

0

h(τ)dτ
)
∈ B(0, R1)

où R1 = R + ‖h‖L1 .

D'où, l'existence d'une fonction réelle positive αR1(.) ∈ L1(I,R) telle que

‖f̃(t, x)− f̃(t, y)‖ = ‖f
(
t, x−

∫ t

0

h(τ)dτ
)
− f

(
t, y −

∫ t

0

h(τ)dτ
)
‖,

≤ αR1(t)‖
(
x−

∫ t

0

h(τ)dτ
)
−
(
y −

∫ t

0

h(τ)dτ
)
‖,

≤ αR1(t)||x− y||.

Posons α̃R := αR1 , on obtient pour chaque R > 0, l'existence d'une fonction α̃R ∈ L1(I,H)

telle que

‖f̃(t, x)− f̃(t, y) ≤ αR(t)||x− y||, ∀t ∈ I, ∀x, y ∈ B(0, R).

Par conséquent, toutes les hypothèses du Théorème 4.3.1 sont véri�ées sur l'opérateur B(t)

et la perturbation f̃ , alors nous concluons l'existence d'une unique solution absolument

continue v(.) du problème (P).

De plus, comme h ∈ L1(I,H) et v(.) est absolument continu, donc

t 7→ u(t) = v(t)−
∫ t

0

h(τ)dτ est aussi absolument continue, et

‖u̇(t)‖ = ‖v̇(t)− h(t)‖,
≤ ‖v̇(t)‖+ ‖h(t)‖,
≤ K

(
1 + γ̇(t)

)
+ ‖h(t)‖,

= K
(
1 + β̇(t) + ‖h(t)‖

)
+ ‖h(t)‖,

= K
(
1 + β̇(t)

)
+ (K + 1)‖h(t)‖ =: a(t), p.p. t ∈ I, (4.2)

où K = K(‖u0‖,M, c, T, β(.), ‖h‖L1), et évidemment a ∈ L2(I,R). Ceci achève la dé-

monstration. �

4.4 Résultat d'existence avec une perturbation

multivoque

On commence par exposer deux résultats essentiels pour la preuve du Théorème prin-

cipal de cette section.
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Lemme 4.4.1 Soit H un espace de Hilbert séparable, et pour tout t ∈ I, soit A(t) :

D(A(t)) ⊂ H ⇒ H un opératur maximal monotone satisfaisant (HA
1 ), (HA

2 ) et

(HA
3 ) pour tout x ∈ H, l'application t 7→ A1(t)x est mesurable.

Soient (un) et (vn) deux suites dans L2(I,H) satisfaisant

1. (un) converge fortement vers u ∈ L2(I,H) et (vn) converge faiblement vers v ∈
L2(I,H) ;

2. vn(t) ∈ A(t)un(t) pour tout n ∈ N et pour presque tout t ∈ I.

Alors, u(t) ∈ D(A(t)) et v(t) ∈ A(t)u(t) pour presque partout t ∈ I

Démonstration. Considérons l'opérateur de composition

A : D(A) ⊂ L2(I,H)⇒ L2(I,H) de�ni par

A(u) := {v ∈ L2(I,H) : v(t) ∈ A(t)u(t) p.p. t ∈ I}, ∀u ∈ D(A),

où

D(A) =
{
u ∈ L2(I,H) : u(t) ∈ D(A(t)) p.p., ∃v ∈ L2(I,H) tel que v(t) ∈ A(t)u(t) p.p.

}
Par le Théorème 4.3.1, en prenant f = 0, on sait qu'il existe une solution absolument

continue de l'inclusion −u̇(t) ∈ A(t)u(t) p.p. t ∈ [0, 1].

De plus, cette solution u et sa dérivée u̇ sont dans L2(I,H). On conclut que l'opérateur

A est bien dé�ni.

Montrons qu'il est monotone. Soit u1, u2 ∈ D(A), v1 ∈ Au1, v2 ∈ Au2 et λ > 0.

On a u1(t), u2(t) ∈ D(A(t)), v1(t) ∈ A(t)u1(t) et v2(t) ∈ A(t)u2(t) pour presque tout

t ∈ I et puisque pour tout t ∈ I, A(t) est un opérateur monotone, par la Proposition

4.2.1, on a

‖u1(t)− u2(t)‖ ≤ ‖(u1(t)− u2(t)) + λ(v1(t)− v2(t))‖,

on obtient

‖u1 − u2‖2
L2 =

∫ 1

0

‖u1(t)− u2(t)‖2dt

≤
∫ 1

0

‖u1(t)− u2(t) + λ(v1(t)− v2(t))‖2dt

= ‖u1 − u2 + λ(v1 − v2)‖2
L2 .

Par suite A est monotone.

Montrons maintenant que A est maximal monotone, c'est à dire que

R
(
IL2 +A

)
= L2(I,H).
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Soit g ∈ L2(I,H). Comme pou tout t ∈ I, A(t) est maximal monotone, alors l'application

t 7→ v(t) = J
A(t)
1 g(t) =

(
IH + A(t)

)−1
g(t)

est bien dé�nie, et comme J
A(t)
1 = IH−A1(t) est nonexpansive par la Proposition 4.2.5(2),

alors A1(t) est 2−Lipschitzienne dans H. En e�et, pour tous x, y ∈ H et pour tout t ∈ I

‖A1(t)x− A1(t)y‖ = ‖
(
IH − JA(t)

1

)
(x)−

(
IH − JA(t)

1

)
(y)‖

= ‖(x− y)−
(
J
A(t)
1 (x)− JA(t)

1 (y)
)
‖

≤ ‖x− y‖+ ‖JA(t)
1 (x)− JA(t)

1 (y)‖
≤ ‖x− y‖+ ‖x− y‖ = 2‖x− y‖.

Considérons l'application h : t 7→ A1(t)g(t) =

(
A1(t)g(t) − A1(t)u(t)

)
+ A1(t)u(t) où u

est la solution de
(
PA(t),0

)
. Alors, pour tout t ∈ I

‖h(t)‖ ≤ 2‖g(t)− u(t)‖+ ‖A1(t)u(t)‖ (4.3)

et par (HA
3 ), h est mesurable.

Comme u(t) ∈ D(A(t)), par la Proposition 4.2.5(3), nous avons

‖A1(t)u(t)‖ ≤ ‖A0(t, u(t))‖
≤ c(1 + ‖u(t))‖.

Alors, sachant que g, u ∈ L2(I,H) on aura(∫ T

0

‖h(t)‖2dt

) 1
2

≤ 2

(∫ T

0

‖g(t)− u(t)‖2dt

) 1
2

+

(∫ T

0

c2
(
1 + ‖u(t)‖

)2
dt

) 1
2

≤ 2

((∫ T

0

‖g(t)‖2dt
) 1

2
+
(∫ T

0

‖u(t)‖2dt
) 1

2

)

+ c

((∫ T

0

dt
) 1

2
+
(∫ T

0

‖u(t)‖2dt
) 1

2

)
= 2

(
‖g‖L2 + ‖u‖L2

)
+ c
(√

T + ‖u‖L2

)
< +∞.

On conclut que h ∈ L2(I,H), et par suite v ∈ L2(I,H) et g ∈
(
IL2 +A

)
v.

D'où R(IL2 +A) = L2(I,H).

Donc, A est maximal monotone sur l'espace L2(I,H), par le Théorème 4.2.1, le graphe de

A est fortement faiblement séquentiellement fermé. Comme (un) converge fortement vers

u et (vn) converge faiblement vers v dans L2(I,H), on conclut que u ∈ D(A) et v ∈ Au
et donc, u(t) ∈ D(A(t)) et v(t) ∈ A(t)u(t) pour presque tout t ∈ I. �
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Pour la démonstration de notre théorème, nous avons aussi besoin du résultat suivant

(Théorème 6.6 dans [81]), et qui exprime l'existence d'une multi-sélection semicontinue

supérieurement à valeurs convexes pour les multi-applications semicontinues mixtes. Cette

notion de semicontinuité mixte a été introduite par Tolstonogov [81].

Théorème 4.4.1 Soit X un espace de Banach séparable et I ⊂ R. Soit F : I ×X ⇒ X

une multi-application à valeurs compactes satisfaisant les propriétés (H1
F ) et (H2

F ) du

Théorème 4.4.2 et l'hypothèse suivante

(H4
F ) Il existe une fonction ρ : I ×X → R+ de type Carathéodory, intégrablement bornée

sur un sous ensemble de X et telle que

F (t, x) ∩B(0, ρ(t, x)) 6= ∅

pour tout x ∈ X et presque tout t ∈ I.
Alors, pour tout ε > 0 et tout ensemble compact K ⊂ C(I,X), il existe une multi-

application Φ : K ⇒ L1(I,X) à valeurs non vides fermées convexes et de graphe faible-

ment séquentiellement fermé, telle que pour tout u(.) ∈ K et ϕ(.) ∈ Φ
(
u(.)

)
, on a pour

presque tout t ∈ I

ϕ(t) ∈ F (t, u(t)), (4.4)

‖ϕ(t)‖ ≤ ρ(t, u(t)) + ε. (4.5)

Nous sommes maintenant en mesure de donner notre résultat d'existence pour le pro-

blème avec une perturbation multivoque.

Théorème 4.4.2 Soit H un espace de Hilbert séparable, soit pour tout t ∈ I, A(t) :

D(A(t)) ⊂ H ⇒ H un opérateur maximal monotone satisfaisant (HA
1 ), (HA

2 ) et (HA
3 ).

Supposons aussi que pour chaque t ∈ I, D(A(t)) est relativement boule compact, i.e., l'in-

tersection de D(A(t)) avec toute boule fermée de H est relativement compact.

Soit f : I × H → H une application telle que pour tout x ∈ H, l'application f(., x) est

mesurable et f satisfait (Hf
1 ) et (Hf

2 ).

Soit F : I×H ⇒ H une multi-application à valeurs compactes, satisfaisant les hypothèses

suivantes

(H1
F ) F est L(I)⊗ B(H)-mesurable ;

(H2
F ) F est semicontinue mixte dans H, c'est à dire, pour chaque t ∈ I, et tout x ∈ H

tel que F (t, x) est convexe, la multi-application F (t, .) est semicontinue supérieurement

dans H, et lorsque F (t, x) est non convexe, la multi-application F (t, .) est semicontinue

inférieurement sur un voisinage de x ;

(H3
F ) il existe une fonction positive ρ ∈ L2(I,R) telle que F (t, x)∩ ρ(t)BH 6= ∅, pour tout

x ∈ H et presque tout t ∈ I.
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Alors, pour tout u0 ∈ D(A(0)), l'ensemble des solutions absolument continues de l'inclu-

sion di�érentielle

(Pf,F )

−u̇(t) ∈ A(t)u(t) + f(t, u(t)) + F (t, u(t)), p.p. t ∈ I;

u(0) = u0 ∈ D(A(0)).

est non vide dans W1,2(I,H).

Démonstration.

l'idée de la démonstration, est d'essayer de construire une multi-application qui véri�e

les hypothèses qui vont nous permettre de lui appliquer le Théorème du point �xe de

Kakutani (Théorème 1.1.13), ce point �xe ne serait que la solution de notre inclusion

di�érentielle considérée.

Etape 1. Soit m = ρ+
1

2
, et considérons l'ensemble

S2
H = {h ∈ L2(I,H) : ‖h(t)‖ ≤ m(t), p.p. t ∈ I}.

Il est clair que S2
H est convexe et par le Théorème de Banach-Alaoglu-Bourbaki (Théorème

1.4.4) est un sous ensemble σ
(
L2(I,H),L2(I,H)

)
-compact de L2(I,H).

Soit

X := {uh; h ∈ S2
H}

où, pour tout h ∈ S2
H , uh est la solution unique absolument continue de l'inclusion

(Pf,h)

−u̇h(t) ∈ A(t)uh(t) + f(t, uh(t)) + h(t) p.p. t ∈ I;

u(0) = u0 ∈ D(A(0)).

Selon le Théorème 4.3.2, l'ensemble de solutions X est non vide et est équicontinu dans

C(I,H). En e�et, pour chaque h ∈ S2
H et pour tous s, t ∈ I (0 ≤ s ≤ t ≤ I), on a par la

relation (4.2)

‖uh(t)− uh(s)‖ =
∥∥∥∫ t

s

u̇h(τ)dτ
∥∥∥ ≤ ∫ t

s

a(τ)dτ.

Comme a ∈ L1(I,R) on conclut que X est équicontinu. D'autre part, il est clair que pour

tout t ∈ I,
X (t) := {uh(t); uh ∈ X} ⊂ D(A(t))

et pour tout t ∈ I

‖uh(t)‖ =
∥∥∥uh(0) +

∫ t

0

u̇h(τ)dτ
∥∥∥

≤ ‖u0‖+

∫ t

0

a(τ)dτ

= ‖u0‖+ ‖a‖1 =: R, (4.6)
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de sorte que X (t) ⊂ D(A(t))∩B(0, R), et par conséquent, X (t) est relativement compact

selon la relative boule compacité de D(A(t)).

D'après le Théorème d'Ascoli-Arzelà (Théorème 1.4.2), on conclut que l'ensemble X est

relativement compact dans C(I,H).

Montrons maintenant que X est fermé dans C(I,H). Soit (uhn)n une suite de X conver-

geant uniformémet vers un élément v ∈ C(I,H).

(hn)nest une suite de S2
H , par extraction d'une sous suite (notée ausi (hn)n), on peut

supposer que (hn) est σ
(
L2(I,H),L2(I,H)

)
-convergente vers une application h ∈ S2

H .

Par dé�nition, pour chaque n ∈ N, uhn est la solution unique absolument continue du

problème −u̇hn(t) ∈ A(t)uhn(t) + f(t, uhn(t)) + hn(t) p.p. t ∈ I;

u(0) = u0 ∈ D(A(0)).

De plus, par (4.2), ‖u̇hn(t)‖ ≤ a(t) pour presque tout t ∈ I, et comme a ∈ L2(I,R)

car β̇ ∈ L2(I,H) et hn ∈ S2
H , on conclut que (u̇hn) et bornée dans L2(I,H). Alors, par

extraction d'une sous suite nous pouvons supposer que (u̇hn) est σ
(
L2(I,H),L2(I,H)

)
-

convergent vers une fonction w ∈ L2(I,H), c'est-à-dire pour chaque ζ ∈ L2(I,H)

lim
n→∞
〈u̇hn , ζ〉 = 〈w, ζ〉

ou bien

lim
n→∞

∫ T

0

〈u̇hn(τ), ζ(τ)〉dτ =

∫ T

0

〈w(τ), ζ(τ)〉dτ,

en particulier, pour ζ = 1[0,t]ek, où (ek)k est une base de H, on obtient

lim
n→∞

〈∫ t

0

u̇hn(τ)dτ, ek

〉
=
〈∫ t

0

w(τ)dτ, ek

〉
, ∀k,

donc,

lim
n→∞

∫ t

0

u̇hn(τ)dτ =

∫ t

0

w(τ)dτ.

Puisque (uhn) converge uniformement vers v, alors

lim
n→∞

(
uhn(t)− uhn(0)

)
= lim

n→∞

∫ t

0

u̇hn(τ)dτ =

∫ t

0

w(τ)dτ.

C'est-à-dire, pour tout t ∈ I

v(t) = u0 +

∫ t

0

w(τ)dτ,

donc v est absolument continue et v̇ = w, p.p. t ∈ I, c'est à dire (u̇hn) est σ
(
L2(I,H),L2(I,H)

)
-

convergente vers v̇.
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D'aute part, par (4.6), (Hf
2 ) et la convergence uniforme de (uhn) vers v, il est clair que

pour chaque t ∈ I
lim
n→∞

f
(
t, uhn(t)

)
= f

(
t, v(t)

)
,

et par (Hf
1 ) et (4.6) ∥∥∥f(t, uhn(t)

)∥∥∥ ≤M
(

1 + ‖uhn(t)‖
)
≤M(1 +R),

donc
(
f
(
., uhn

))
est bornée dans L2(I,H), par le Théorème de la convergence dominée

de Lebesgue (Théorème 1.3.1),
(
f
(
., uhn

))
est convergente dans L2(I,H) vers f(., v(.))

et donc elle converge faiblement dans L2(I,H) vers la même limite f(., v(.)).

Puisque

−u̇hn(t)− hn(t)− f(t, uhn(t)) ∈ A(t)uhn(t), p.p. t ∈ I

on obtient par le Lemme 4.4.1

−v̇(t) ∈ A(t)v(t) + f(t, v(t)) + h(t), p.p. t ∈ I,

avec v(0) = lim
n→∞

uhn(0) = u0. Donc, v est la solution unique absolument continue du

problème (Pf,h), par conséquent v = uh ∈ X . Ainsi, on conclut que X est fermé et par

conséquent est compact dans C(I,H).

Etape 2. D'après le Théorème 4.4.1, pour ε =
1

2
et K = X , il existe une multi-

application Φ : X ⇒ L1
H(I) à valeurs non vides convexes fermées et de graphe fortement

faiblement séquentiellement fermé telle que pour tout u(.) ∈ X et ϕ(.) ∈ Φ
(
u(.)

)
, nous

avons pour presque tout t ∈ I

ϕ(t) ∈ F (t, u(t)), (4.7)

et

‖ϕ(t)‖ ≤ m(t). (4.8)

Il est clair que Φ : X ⇒ L2(I,H).

Etape 3. Pour chaque h ∈ S2
H , considérons la multi-application Ψ : S2

H ⇒ L2(I,H)

dé�nie par

Ψ(h) = Φ(uh)

où uh est la solution unique de (Pf,h), c'est à dire, uh ∈ X .
Puisque Φ est à valeurs non vides convexes fermées, Ψ est aussi à valeurs non vides

convexes fermées, et par (4.8) il est clair que, pour chaque h ∈ S2
H , Ψ(h) ⊂ S2

H , c'est à

dire, Ψ applique S2
H dans lui même.
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Finallement, Montrons que Ψ(.) est semicontinue supérieurement de S2
H dans S2

H muni de

la topologie faible.

Puisque S2
H est σ

(
L2(I,H),L2(I,H))-compact, il su�t de montrer que le graphe de Ψ,

gph(Ψ) = {(h, g) ∈ S2
H × S2

H ; g ∈ Ψ(h)},

est séquentiallement σ
(
L2(I,H)),L2(I,H)

)
-fermé dans S2

H × S2
H .

En e�et, Soit (hn, gn)n une suite dans gph(Ψ), σ
(
L2(I,H)),L2(I,H)

)
- convergente vers

(h, g) ∈ S2
H × S2

H . Alors, pour chaque n ∈ N, gn ∈ Ψ(hn), ce qui est équivalent à

gn ∈ Φ(uhn) avec (uhn) ⊂ X .
Nous avons X := {uh;h ∈ S2

H} est compact dans C(I,H), ainsi (uhn) converge uniformé-

ment vers uh ∈ X .
Comme le graphe de Φ est fortement-faiblement séquentiellement fermé, on conclut que

(uh, g) ∈ gph(Φ), c'est à dire g ∈ Φ(uh) i.e., g ∈ Ψ(h). Ceci montre que gph(Ψ) est fermé

dans S2
H × S2

H , d'où la semicontinuité supérieure de Ψ.

Etape 4. En�n, pour trouver la solution de l'inclusion consédérer, on doit appliquer le

Théorème du point �xe de Kakutani (Théorème 1.1.12) on obtient l'existence d'un point

h ∈ S2
H tel que h ∈ Ψ(h).

C'est à dire h ∈ Φ(uh), ou bien h(t) ∈ F (t, uh(t)) pour presque tout t ∈ I et uh ∈ X
implique que

−u̇h(t) ∈ A(t)uh(t) + f(t, uh(t)) + h(t), p.p. t ∈ I,

on conclut alors que−u̇h(t) ∈ A(t)uh(t) + f(t, uh(t)) + F (t, uh(t)) p.p. t ∈ I,

uh(0) = u0 ∈ D(A(0)).

C'est à dire uh est une solution dans W1,2(I,H) de notre problème, et par les arguments

donnés dans la preuve, l'ensemble des solutions est compact dans C(I,H). Ce qui achève

la démonstration de notre thèorème. �

4.5 Application à une inclusion différentielle

régie par un processus de la rafle

Nous terminons ce chapitre par un résultat d'existence de solutions pour le processus

de la ra�e convexe où le processus de la ra�e de Moreau (voir [74], pour plus de détails).

96



Chapitre 4 : Résultat d'existence pour une inclusion di�érentielle du premier
ordre gouvernée par un opérateur maximal monotone et une perturbation
semicontinue mixte

Soit C : I ⇒ H une multi-application à valeurs convexes fermées véri�ant l'hypothèse

suivante :

(HC) il existe une fonction positive β ∈W1,2(I,R) non décroissante telle que

|d(x,C(t))− d(x,C(s))| ≤ |β(t)− β(s)|, ∀x ∈ H,∀t, s ∈ I.

Théorème 4.5.1 Soit H un espace de Hilbert séparable, soit C : I ⇒ H une multi-

application à valeurs convexes fermées véri�ant l'hypothèse (HC). Supposons aussi que

pour chaque t ∈ I, C(t) est relativemet boule compact.

Soit f : I × H → H une application telle que pour x ∈ H, l'application f(., x) est

mesurable et f satisfait (Hf
1 ) et (Hf

2 ).

Soit F : I×H ⇒ H une multi-application à valeurs compactes, satisfaisant les hypothèses

(H1
F ), (H2

F ) et (H3
F ).

Alors, pour tout u0 ∈ C(0), l'inclusion di�érentielle
−u̇(t) ∈ NC(t)

(
u(t)

)
+ f(t, u(t)) + F (t, u(t)), p.p. t ∈ I;

u(t) ∈ C(t), ∀t ∈ I;

u(0) = u0 ∈ C(0).

admet au moins une solution u absolument continue dans W1,2(I,H).

Démonstration. Ce résultat est une conséquence du Théorème 4.4.2. En e�et,

Comme, A(t) = NC(t) est un opérateur maximal monotone, D(A(t)) = C(t),

dis(A(t), A(s)) = H(C(t), C(s)), ∀s, t ∈ I,

et

A0(t, x) = 0, ∀(t, x) ∈ I ×H,

toutes les hypothèses du Théorème 4.4.2 sont véri�ées sur le cône normal extérieur à C(t).

On conclut alors l'existence d'une solution pour ce problème. �
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Conclusion et perspectives

Dans cette thèse nous étions intéressées aux problèmes d'évolution pour une certaine

classe d'inclusions di�érentielles. Nous avons établi plusieurs résultats d'existence pour

des inclusions di�érentielles du second ordre avec des conditions aux limites en m-points

(m > 3) dans un espace de Banach séparable E, en commençant par le problème perturbé

par une multi-application F satisfaisant une condition de pseudo-Lipschitziété ainsi que

l'existence de solutions pour un problème relaxé perturbé par ext(F ), et nous avons établi

une propriété de densité entre les deux ensembles de solutions de ces problèmes. Cette

étude était réalisée dans le cadre d'un espace de dimension �nie. Ensuite, une application

de la Pettis-intégration aux inclusions di�érentielles du second ordre avec des conditions

aux limites en m-points et en 3-points avec retard est considérée dans la 2èmepartie.

En�n, nous avons établi un résultat d'existence pour une inclusion di�érentielle du

premier ordre gouvernée par un opérateur A(t) maximal monotone dépendant du temps

et une perturbation multivoque semicontinue mixte dans un espace de Hilbert. Comme

perspectives concernant le dernier chapitre, on se propose d'étudier le problème quand

l'opérateur maximal monotone dépend du temps et de l'état.
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Résumé

Cette thèse est constituée de trois parties principales, dans la première nous étudions

l'existence et la relaxation associées à une inclusion di�érentielle du second ordre avec des

conditions aux limites en m−points avec une perturbation pseudo Lipschitzienne.

En suite, une application de la Pettis-intégration aux inclusions di�érentielles du second

ordre avec des conditions aux limites en m-points avec retard est considérée dans la

2mepartie.

Finalement, dans la dernière partie, on démontre l'existence et l'unicité de solution pour

une inclusion di�érentielle du premier ordre gouvernée par un opérateur maximal mono-

tone dépendant du temps avec une perturbation semicontinue mixte.



Abstract

This thesis consists of three main parts, in the �rst one, we study the existence and

relaxation results for a class of m-points boundary value problem where the right hand

side is an unbounded-valued multi-mapping satisfying a pseudo-Lipschitz property.

Next, an application of Pettis-integration for second order di�erential inclusions with m−
points boundary conditions with delay is considered in the second part.

Finally, in the third part, we are interested in the existence and uniqueness of a solution

for a �rst order di�erential inclusion governed by a time dependent maximal monotone

operator and with mixed semicontinuous perturbation.
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