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INTRODUCTION

La théorie moderne des opérateurs maximaux monotones apparait dans plusieurs bran-
ches des mathématiques telles que 'optimisation, les équations aux dérivées partielles et
I’analyse variationnelle. Cette théorie était 'objet de grandes recherches entre les années
1960 et 1980, lorsque Brezis, Browder, Minty et Rockafellar ont en établi les résultats
fondamentaux comme on les connait actuellement (voir [16], [34], [47], [15]). Le sous dif-
férentiel d'une fonction convexe semi-continue inférieurement et la fonction indicatrice
d’un ensemble fermé convexe sont des exemples importants, qui possédent des propriétés
spécifiques, c’est-a-dire, sont des cas particuliers d’opérateurs maximaux monotones. En
analyse non linéaire, les opérateurs maximaux monotones jouent un role crucial dans la
modélisation des problémes unilatéraux, des systémes dissipatifs non linéaires, optimisa-
tion convexe etc. Une théorie générale sur l'existence, I'unicité et la stabilité de solution
d’inclusion régies par de tels opérateurs a été étudiée par plusieurs auteurs. En 1971,
Brézis dans [15] a étudié le probléme

{ —u(t) € Au(t), p.p.te0,+oo

uw(0) = wu € D(A), (1)

ot A: D(A) C H = H est un opérateur maximal monotone et H est un espace de
Hilbert. La méthode employée était basée sur la définition de solutions approximatives

comme solutions aux équations différentielles ordinaires lorsque A est remplacé par son
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Introduction

approximation Yosida. Dans [10] Bénilan et Brézis, utilisant la méme méthode, ont étudié
le probléme perturbé par une fonction intégrable (f € L'([0,T], H)) = L*(I, H)).
Depuis, divers travaux concernant le probléme (1) ont été développés afin d’obtenir des ré-
sultats d’existence plus généraux, ot 'opérateur A ne dépend pas du temps. Par exemple,
dans [1] Attouch et Damlamian ont étudié le probléme

{ —a(t) € Au(t)+ F(tu(t), pp.tel,

uw(0) = wug e D(A). @)

Dans, un premier cas, ils ont considéré ce probléme dans le cas ou F': [ x D(A) = H est
une perturbation univoque globalement mesurable, continue par rapport a la deuxiéme
variable et vérifiant une condition de croissance linéaire. Dans un deuxiéme cas, ils ont
étudié ce probléme dans le cas ot F' est une perturbation multivoque.

Ce probléme a été introduit par Henry [30] pour 'étude de quelques problémes d’économie,
dans le cas ou l'opérateur A = N est le cone normal a I'ensemble C'; et F' est une multi-
application semi-continue supérieurement et autonome (c’est a dire indépendante de t).
Dans la littérature, ce probleme est appelé le processus de la rafle perturbé, dans ce cas

le probléme (2) s’écrit sous la forme

{ —u(t) € Neu(t)+ F(u(t)), pp.tel0,+o0 (3)

U(O) = Ug € C.

Dans [25], les auteurs ont prouvé un résultat d’existence pour (2) avec F(-,-) une pertur-
bation non autonome, semi-continue inférieurement par rapport a ’état et globalement
mesurable. Nous nous référons également a [13], [23], [37], [39] et [41] et leurs références
pour d’autres théorémes concernant de telles classes de problémes d’évolution.

Une continuation aux travaux cités ci-dessus, donne naissance a l’étude de problémes
d’évolution gouvernés par des opérateurs maximaux monotones dépendant du temps,

c’est & dire les problémes qui se présentent sous la forme

—alt) € A(t)u(t), pp.tel,
(P>{ w(0) = up € D(A(0)).

Moreau [35] a étudié ce probléme avec A(t) = N¢() le cone normal a C(t), out C est une
multi-application a valeurs convexes fermées dans un espace de Hilbert, et varie d’une
maniére absolument continue. Peralba [40] a étudié le probléme ou l'opérateur A(t) est
le sous différentiel d’une fonction propre convexe semi-continue inférieurement ¢(t, -) et a
obtenu un théoréme d’existence d’une solution absolument continue en supposant que la

fonction duale de (¢, -) est controlée par une fonction absolument continue.
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Ensuite, Kunze et Marques [32| ont généralisé ces résultats dans 'espace de Hilbert H,

en établissant 'existence et 'unicité d’une solution a variation bornée pour le probléme

P —%(t) e A@)u(t) ppte [0,7T]
w(0) = wug € D(A(0)),

ou, pour tout t fixé dans [0,7], A(t) : D(A(t)) C H = H est un opérateur maximal
monotone, et 'application ¢ — A(t) est a variation bornée, dans le sens qu’il existe une

fonction r : [0,7] — [0, 0o croissante, continue & droite tel que
dis(A(t), A(s)) < dr(]s,t]) =r(t) —r(s) pour 0 <s<t<T, (4)

ou dis(+,-) est la pseudo-distance entre les opérateurs maximaux monotones introduite
par Vladimirov dans [45]. Récemment, dans [6], Azzam et al. ont étudié le probléeme (P")

en introduisant une perturbation univoque f : [0,7] x H — H, i.e, le probléme est sous

la forme
du
() —o- () & Alu(t) + f(t,u), ppte [0.T]
u(0) = ug € D(A(0)).

ou t — A(t) vérifie 'hypothése (4) avec r : [0,7] — [0, 00| une fonction continue. Ils ont
démonté un théoréeme d’existence et d'unicité de solution a variation bornée continue.
Notre objectif a travers ce manuscrit, est de poursuivre dans la direction des travaux cités
ci-dessus, en établissant des résultats d’existence de solutions pour certaines classes de
problémes d’évolution gouvernés par les opérateurs maximaux monotones dépendant du
temps.

Le manuscrit est composé essentiellement de trois chapitres.

Le premier est consacré aux résultats préliminaires et outils de base utilisés dans la
démonstration de nos théorémes principaux.

Le deuxiéme chapitre est constitué de trois sections. Dans la premiére, on donne un
résultat d’existence et d’unicité pour le probléme (P) dans le cas ou ¢t — A(t) est absolu-
ment continue au sens de Vladimirov, i.e., il existe une fonction 3 € W*"?(I,R) croissante
tel que

dis(A(t), A(s)) < B(t) — B(s) pour 0 <s<t<T. (5)

Ce résultat se trouve dans la référence [32| avec une démonstration incompléte. Ici, nous
donnons une preuve compléte, avec un algorithme de discrétisation différent et une hypo-
these légérement renforcée sur A par rapport a [32|. Ensuite, nous utilisons ce résultat et

un changement de variable convenable pour démontrer ’existence et 1'unicité de solution




Introduction

pour le probléme

M

{—u(t) A)u(t) + f(t), ppte [0,T)
w(0) = ug € D(A(0)).

ot f € L*(I, H).

Le but de la deuxiéme section, est I’étude du probléme perturbé suivant

—a(t)) € A(t)u(t) + f(t,u(t), ppte [0,T]
(Pr) B
w(0) = up e D(A(0)),

ou f:1]0,T] x H— H est une application mesurable sur [0, 7] et Lipschitzienne sur H
vérifiant une condition de croissance linéaire. Premiérement, nous étudions le probléme
(P;) avec t — A(t) vérifiant I'hypothése (5) ot 8 € W'*(I,R). Puis, nous nous intéres-
sons a 'étude de l'existence et I'unicité de solution pour le probléme (P), en affaiblissant
I'hypothése supposée sur t +— A(t) en prenant 3 € W' (I, R), mais dans ce cas, des
hypothéses supplémentaires sur 'opérateur sont nécessaires, a savoir, qu’il a des valeurs
coniques ou qu’il a un domaine fixe. Finalement, nous terminons cette section par I’étude
du probléme (P) ou A(t) est a valeurs bornées faiblement compactes, et en particulier on
considére le cas o A(t) = Jgy, le sous différentiel d'une fonction convexe Lipschitzienne
gt, pour t € [0, T]. Dans la troisiéme section, nous étudions les propriétés topologiques de
I’ensemble des solutions du probléme d’évolution toujours régis par un opérateur maxi-
mal monotone et perturbé par une multi-application F' : [0,T] x H = H globalement
scalairement mesurable, scalairement semi-continue supérieurement par rapport a 1’état,
a valeurs convexes faiblement compactes.

Nous soulignons ici, que nos résultats contiennent des résultats similaires qui concernent

les inclusions d’évolution classiques de la forme
—i(t) € Au(t) + f(t,u(t), ppte [0,T]

ot A est un opérateur maximal monotone fixe (voir par exemple [15, 10, 1]). Aussi, des
résultats similaires dans le processus de la rafle convexe [35] par un ensemble fermé convexe

C(t) de la forme
~ilt) € Now(u(t) + f(t,ut), ppte [0,7]

ou C(t) varie de maniére absolument continue, c’est-a-dire, qu’il existe une fonction ab-
solument continue v : [0,7] — H tel que pour tous s,t € [0,T], duy(C(t),C(s)) <
[v(t) — v(s)|, ot dy est la distance de Hausdorff. Bounkhel et Thibault [12| et Edmond
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et Thibault [28] ont montré, en utilisant différents outils, 'existence et I'unicité d’une
solution absolument continue du processus de la rafle non convexe.

Le troisieme chapitre, est une continuation des travaux établis dans le deuxiéme cha-
pitre (voir aussi [4]) et ceux établis dans [6] par Azzam et al. En effet, on s’intéresse a

I’étude de I'existence de solution pour le probléme plus général

(poyd T € AW + FEu(®) + [t u(t), ppte 0.7
B w(0) = up € D(A(0)).

Notre étude est menée dans un espace de Hilbert séparable H, avec f : [0,7] x H — H
séparément intégrable sur [0, 7] et séparément Lipschitzienne sur H, vérifiant une condi-
tion de croissance linéaire, tandis que F': [0,7] x H = H est une application multivoque
séparément scalairement semi-continue supérieurement a valeurs convexes faiblement com-
pactes.

Ce chapitre est aussi composé de trois sections. La premiére, est consacrée a I’étude du
probléme (Prs) ot t — A(t) est continue & variation bornée au sens que (4) est satisfaite
avec 1 : [0,T] — [0, +o00] une fonction continue. La deuxiéme section, voit ’étude du cas
particulier, ou t — A(t) est Lipschitzienne au sens qu'’il existe une constante positive o
tel que

dis(A(t), A(s)) < alt —s|, Vs, t €[0,T] (s <t).

Dans la troisiéme section, nous traitons le probléme (Pr ) en supposant que t — A(t) est
a variation absolument continue et plusieurs résultats sont établis.
Dans cette direction, nous signalons qu'un résultat d’existence de solution absolument

continue pour le processus de la rafle non convexe de la forme
—ilt)) € Negyu(t) + F(t,u(t)) + f(tu(t)), ppte [0,T]. (6)

a été obtenu par Azzam et al |7]. Concernant l'existence de solution & variation bornée
du méme probléme (6) on peut consulter le travail de Nacry [36].

Les résultats du 2™ chapitre ont fait I’objet d’une publication en collaboration avec
les professeurs Azzam, Castaing et Marques dans Journal of Fixed Point Theory and
Applications, et ceux du chapitre 3, aussi avec les mémes co-auteurs, sont acceptés pour

publication dans Evolution Equations and Control Theory.
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NOTATIONS

Dans tout le manuscrit, nous allons adopter les notations suivantes

H Espace de Hilbert réel

() Le produit scalaire de H

-l La norme de H

Iy Opérateur unité de H

Proje Projecteur sur le sous ensemble convexe fermé non vide C' de H
Ty — T La suite (z,)nen converge fortement vers z

Ty — T La suite (z,)nen converge faiblement vers x

By La boule ouverte de H de centre 0 et de rayon 1

By La boule fermée de H de centre 0 et de rayon 1

co(C) L’enveloppe convexe fermée de C

P(H) L’ensemble des parties de H.

L(I) La tribu de Lebesgue sur l'intervalle 1.

B(X) La tribu de Borel sur X.

du . . .
7 La dérivée au sens classique de u qu’on note souvent par

Soit 7" > 0, et soit I = [0,7] un intervalle de R. On note par :

11
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LI, H) L’espace des applications mesurables de [ a valeurs dans H.

iéme

LP(I, H) L’espace des applications p“™ intégrables (1 < p < oo) définies sur [

& valeurs dans H muni de la norme

e = ([ Hf(t)det);

L*>(I,H) L’espace des applications essentiellement bornées définies sur /

a valeurs dans H, muni de la norme

1f()|p =inf {c>0: [ f(z)]| <c ppsurl}.
C(I,H) L’espace de Banach de toutes les applications continues définies sur [/

a valeurs dans H muni de la norme de la convergence uniforme
1f()lle = sup | FB)]-
tel

WY (I, H) L’espace des applications absolument continues sur I tel que @ € LP(I, H)

Soient X, Y deux ensembles non vides, on note :
F(X,Y) L’espace de toutes les applications f: X — Y.

Fonctions particuliéres définies sur H & valeurs dans R = [—00, +00]

Soit C' un sous ensemble non vide de H

1 e
lc: x € H— . ’ est la fonction caractéristique de C
0 z&C
d(,C) : x € H—d(z,C) = in(f) llx — vl est la fonction distance a C
ye
0 e
0c: r € Hw— o ’ est la fonction indicatrice de C
+oo ¢ C

60*(-,C) : x € Hw— 6"(x,C) = sup(x,y) est la fonction d’appui de C
yel

Si f: H — R, on note par dom(f) I'ensemble :

dom(f) = {x eEH: flx) < +oo}.

12



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre, nous allons exposer quelques résultats qui nous seront utiles dans les
preuves de nos Théorémes d’existence étudiés a travers cette these. Ces résultats ont été
pris des références 9], [24], [48].

1.1 CONTINUITE DES APPLICATIONS

Définition 1.1.1 (Semi-continuité inférieure).

Soit (X, d) un espace métrique et f : X — R. Alors, f est semi-continue inférieurement
(s.c.i) au point xo € X ssi, pour tout h € R tel que h < f(xg), il existe un voisinage Vg,
de g tel que h < f(x), pour tout x € V.

o f est s.ca sur X ssi f est s.c.i en tout point de X.

Définition 1.1.2 (Semi-continuité supérieure).

13
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Soit (X, d) un espace métrique et f : X — R. Alors, f est semi-continue supérieurement
(s.c.s) au point vg € X ssi pour tout h € R tel que h > f(xg), il existe un voisinage Vi,
de g tel que h > f(x), pour tout x € V.

o [ ests.c.s sur X ssi f est s.c.s en tout point de X.

Proposition 1.1.3.

Soit (X, d) un espace métrique et soit f : X — R. Alors

f est s.c.i au point ©p <= liminf f(x) > f(x),

T—T0

f est s.c.s au point zy <= limsup f(x) < f(xo).

T—T0

Définition 1.1.4 (Application continue).
Soient (X, d), (Y,d') deuz espaces métriques et f : X — Y. On dit que [ est continue

au point ro € X, si et seulement si
Ve >0, 36 > 0,Vz € X : d(z,20) < = d'(f(2), f(z0)) <e.

o [ est continue sur X ssi elle est continue en tout point x € X.
Définition 1.1.5 (Equicontinuité).
Soient (X,d), (Y,d') deuz espaces métriques. Une partie H de F(X,Y) est dite équicon-
tinue au point v € X st

Ve >0,3n > 0,Va' € X,Vf € H:d(x,2') <n=d(f(z), f(a))) <e.
e H est dite équicontinue sur X si elle est équicontinue en tout point v € X.

Dans la suite (E, || - ||) est un espace vectoriel normé.

Théoréme 1.1.6 (Théoréme de différentiation de Lebesgue).

Pour toute fonction intégrable au sens de Lebesgque sur R on a pour presque tout x € R

r+e
lim — /_ F(r)dr = f(z).

e—0 2¢

Définition 1.1.7 (Application absolument continue).
Une fonction f : [a,b] C R — E est dite absolument continue ssi pour tout € > 0, il existe

d > 0 tel que pour toute partition dénombrable de lintervalle [a,b] par des intervalles

disjoints [ay, b vérifiant, Z (by —ag) <9 ona Z Il f (b)) — flaw)| <e.
k k

14



Chapitre 1 : Préliminaires

Théoréme 1.1.8.
Une fonction f : [a,b] C R — E est absolument continue, si et seulement si, il existe une
fonction intégrable v : [a,b] — R tel que pour tout t € |a, b]

dans ce cas f est dérivable presque partout (p.p.) et sa dérivée f=uvpp.

1.2 FONCTION A VARIATION BORNEE

Définition 1.2.1.
Etant donnée une fonction f : I = [0,T] — E, on appelle variation totale de f sur I

l’expression

Var(f;1) =sup{2\|f(tk)—f(tk_1)!\, VO=1o <ty <-- <tn=T}-
k=1

Si Var(f;I) < oo, on dit que f est a variation bornée.

Proposition 1.2.2.

Soit w : [ = 1[0,T] — H une application continue & variation bornée et soient a,b,c € I

tel que a < b < c. Alors, on a

1. /[a’b} du = /1[a7b]du = du([a,b]) = u(b) — u(a).

2/ du:/ du+/ du.
la,] [a,b] [b,q]

Proposition 1.2.3.
Soit u,v: I =1[0,T] — H deux applications continue & variation bornées. Alors, (u,v) est

a variation bornée et nous avons
d{u,v) = (v, du) + (u, dv).

Proposition 1.2.4 (Formule de Moreau).

Soit u: I =10,T] — H une application continue a variation bornée. Alors, la formule de

Moreau est donnée par

d([[ull®) = 2(u, du).

15
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Proposition 1.2.5.

: ) : _dm ,
Soit p1 une mesure réelle et soit m un vecteur mesurable. Si —— = m,,, alors pour tout

dp
fe LI |ml, H)
[tsm) = [ (5.}
Théoréme 1.2.6.
Soit (un)nen une suite de fonctions a variation bornée définies sur I = [0,T] a valeurs

dans H. On suppose que (U, )nen est uniformément bornée en variation et en norme, i.e.,

il existe deux constantes positives K et M tel que

sup ||u, ()| < K et var(un,, 1) < M.
tel

Alors, il eziste une sous suite (up, )r de (up), et une fonction u : I — H a& variation

bornée tel que pour tout t € 1

un(t) — u(t) et var(u,I) < M.

1.3 QUELQUES NOTIONS DE L’ANALYSE CONVEXE

Définition 1.3.1.

Soit & un espace vectoriel, et soit S C E. On dit que S est conveze ssi
Vu,v €S, YA€ [0,1]: M+ (1—NveS.
Autrement dit, pour tous u,v € S, le segment de droite
[u,v] ={Au+ (1 = ANv/ X e€[0,1]} C S.

Définition 1.3.2.
On appelle simpleze de R"™ l’ensemble A,, défini par

i=1
Définition 1.3.3.

Soit E un espace vectoriel et soient x1,s,...,x, € E. On appelle combinaison conveze

des éléments x1, 2, ..., x, tout élément x = Z Nz tel que (A, A, ..., \,) € A,.
i=1

16
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Proposition 1.3.4.
Soit E un espace vectoriel et soit S C E. Alors S est conveze ssi il contient toutes les

combinaisons convexes de ses éléments.

Définition 1.3.5.

1) Soit E un espace vectoriel et soit S C E. On appelle enveloppe convexe de S qu’on note
co(S), lintersection de tous les sous ensembles convexes de E qui contiennent S, c’est en

fait le plus petit convexe de E qui contient S.

2) Si E est un espace vectoriel topologique, on appelle enveloppe convexe fermée de S qu’on

note co(S) le plus petit convexe fermé de E qui contient S.

Définition 1.3.6.

Soit E un espace vectoriel et soit f : E — R. On dit que f est propre si
f:E —]—o00,40] et f#£ 400, (f #£+00 <= Txg € E; f(x9) # +00).

Définition 1.3.7.

Soit E un espace vectoriel et soit f : E — R. On dit que f est convexe ssi
Va,y € dom(f), YA€ [0,1]: fAz+ (1 —=Ny) < Af(z)+ (1 =N f(y).

Proposition 1.3.8.

Soit S un sous ensemble de E, alors
1. dg est propre ssi S # ().
2. 0g est convexe ssi S est convexe.

3. Og est s.c.i ssi S est fermé.

Théoréme 1.3.9.

Soit E un espace vectoriel normé et soit f : E — R une fonction propre conveze s.c.i,
alors f est le supremum de toutes les fonctions affines continues qui luit sont inférieures,

c-a-d si on pose Sly = {p :E — R, paffinecontinueet p < f} alors f = sup Q).
On termine cette section par deux théorémes de séparation.

Théoréme 1.3.10.

Soit E un espace vectoriel normé, alors pour tout ensemble S C E non vide

@(S) = {$ cE: (z,2)<8(,S) Vo' e E}

17
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Théoréme 1.3.11.

Soient X un espace localement compact, p une mesure positive sur X, E un espace de

Banach réel, S un sous ensemble convexe fermé de E, f une application sur X telle que

f(X)cCs.

Pour tjguz}e fonction réelle strictement positive intégrable g telle que fg soit intégrable, le
x J9dp

appartient a S.
Jx gdp

point

1.4 RAPPEL SUR LA TOPOLOGIE LA MOINS FINE REN-
DANT CONTINUES UNE FAMILLE D’APPLICATIONS

Soient X un ensemble et (Y;),.; une famille d’espaces topologiques. Pour chaque 7 € I,
on se donne une application ¢; : X — Y;. La question naturelle qui se pose est comment
munir X de la topologie # la moins fine (avec le minimum d’ouverts) qui rende continues
toutes les applications ¢;(i € I). Avant de répondre a cette question, nous donnons la

définition de la topologie la moins fine et un résultat utile de la théorie des ensembles.
Définition 1.4.1.

Soient 0, 0" deux topologies sur X. On dit que 0 est moins fine que 6’ ssi 0 C 0.
Lemme 1.4.2.

Soient F, J; et A; (i € F, j € J;) des ensembles quelconques. Alors
NU4=UMN4o
i€F jET; YEF ick

ou F est l’ensemble de toutes les applications ¢ : i € F — (i) € J;.

Cette formule montre que si A est une famille d’ensembles, alors toute intersection finie

des unions d’éléments de A est une union d’intersections finies d’éléments de A.

Proposition 1.4.3.
Soit © ’ensemble des parties de X de la forme
U e,
jeJi€F;
ou U; est un ouvert quelconque de Y;, I est un sous ensemble fini quelconque de I et J
est un ensemble quelconque d’indices. Alors © définit une topologie sur X. De plus, © est

la topologie la moins fine qui rende continues toutes les applications p;(i € I).
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1.4.1 La topologie faible

Soit (E, | - ||z) un espace vectoriel normé réel. On note E’ espace dual, ¢’est-a-dire,

I’espace des formes linéaires continues sur £ muni de la norme

[f1ler = sup | f(x)]

CEGPE
Définition 1.4.4.
Soit f € E' et soit

gk — R
v o= @) = fz) = (f,2).

La topologie faible sur E notée o(E, E') est la topologie la moins fine rendant continues
les applications p¢(f € E').

Proposition 1.4.5.

La topologie faible o(E, E') est séparée.

Proposition 1.4.6.
Soit (x,,), une suite de points de E. Alors

1. (@), converge vers x pour o(E,E") (ou faiblement) si et seulement si ((f,xn)),

converge vers {f,x) pour tout f € E';

2. si (xy,),converge faiblement vers x alors ||x,||g est bornée et nous avons

|z||g < liminf ||z, | .
n—oo

1.4.2 La topologie faible étoile

Soit (E, || - ||z) un espace vectoriel normé, E" son dual et E” son bidual (c’est a dire
le dual de E* muni de la norme [[{||gr = sup |(¢, f)|> On a une injection canonique
fEEE/

J : E — E" définie de la fagon suivante : soit 2 € E fixé; alors 'application f — (f, )
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de £’ dans R est une forme linéaire continue sur £’ et donc est un élément de E” qu’on

note J,. On a

<Jxaf>E'”,E’ = <fa x>E’,E> Va € E7 vf S E,'

Il est clair que J, est linéaire et que c’est une isométrie, i.e.

[ eller = sup [(Je, /)| = sup [{f,2)] = |[z]|5-

fGBE/ fEBE/

Sur l'espace £’ sont définies déja deux topologies :

La topologie forte associée a la norme de E' | ||f|lzr = sup |{/, x)|)
fGEE/
La topologie faible o(E', E").

On définit une troisiéme topologie sur E’ comme suit.

Pour chaque = € E, on considére application ¢, : E' — R définie par

e (f) = (f, ).

Définition 1.4.7.

La topologie faible* sur E' est la topologie la moins fine sur E' qui rende continues toutes

les applications p,(x € E). On la note o(E', E).

Proposition 1.4.8.
La topologie faible* o(E' E) sur E' est séparée.

Proposition 1.4.9.
Soit (f,), une suite de E'. Alors

(fn),, converge vers [ pour o(E',E) (ou faiblement") si et seulement si ({f,,x)),

converge vers (f,x) pour tout xz € E.

1.5 MULTI-APPLICATIONS

Dans cette section, nous rassemblons quelques propriétés de base des multi-applications

nécessaires pour notre présente étude. Les résultats qui suivent ont été pris des références

3], [31]-

Définition 1.5.1.

Sotent X, Y deux ensembles non vides, on appelle multi-application ou fonction multivoque
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définie sur X a valeurs dans Y, toute application F définie sur X a valeurs dans P(Y') et
onnote F:X —PY) ou F:X=3Y.
Pour toutt € X, F(t) CY est un sous ensemble de Y.

e On appelle domaine (effectif) de F, qu’on note D(f), le sous ensemble de X défini

par

D(F)={te X : F(t) #0}.

e On appelle image de F, qu’on note Im(F'), le sous ensemble de Y défini par

Im(F)={yeY: 3teDF), yecFt)} = JF ()

tel

e On appelle graphe de F, qu’on note gph(F), le sous ensemble de X XY défini par

gph(F) = {(x,y) EDF)xY: ye F(x)}

1.5.1 Distance de Hausdorff

Soit (X, d) un espace métrique, et soit S un sous ensemble de X. Posons
d(x,S) = inf d .
(z,8) = inf d(z,y)

Définition 1.5.2.
e On appelle écart entre Si, Sy C X, qu’on note (S, .S2), la quantité définie par

e(S1,S2) = sup d(z, Sy) = sup (inf d(x,y)) :

zE€S1 z€S; \YES2

e On appelle distance de Hausdorff entre S; et Sy, notée dy (51, S2), la quantité définie

par
dH(Sl, Sg) = max(e(Sl, SQ), B(SQ, Sl))

Remarquons que dy(S7,S2) = dy(Ss, S1).

Propriétés 1.5.3.

Pour tous sous ensembles S, 55,53 de X nous avons
1. e(S1,0) =00 si Sy #0 ete(d,Sy)=0.

2. 6(51,52) =05 CS_2
di(S1,S)=0& 5 =25,
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3. e(S1,93) < e(S1,52) + e(Sa, S3)
dy (S, 55) < dy(S1,S2) + du(S2, Ss)

Proposition 1.5.4.
Soit (X,d) un espace métrique, et soit Py(X) l'ensemble des sous ensembles non vides

fermés de X, alors (Py(X),dy) est un espace métrique.

1.5.2 Continuité des multi-applications

Définition 1.5.5.
Sotent X, Y deux espaces topologiques et F': X =Y wune multi-application.

1. On dit que F est semi-continue supérieurement (s.c.s) au point ty € X ssi pour tout
ouvert U de Y contenant F(ty) (F(ty) C U) il existe un voisinage 2 de ty tel que
F(Q)cU, e, F(z) U, Vz €.

2. Si F est s.c.s en tout point t de X on dit que F' est s.c.s sur X, ou tout simplement

S.C.S.

3. On dit que F est faiblement semi-continue supérieurement sur X si pour tout sous
ensemble faiblement fermé M C Y, Uensemble F~'(M) = {z € X; F(z)NM # 0}

est séquentiellement faiblement fermé.

Théoréme 1.5.6.

Sotent X, Y deux espaces topologiques et F' : X ==Y wune multi-application a valeurs
non vides, avec Y un espace compact. Si le graphe de F' est faiblement fermé alors F' est

faiblement semi-continue supérieurement.

Théoréme 1.5.7. [22]

Soit E un espace vectoriel normé, et F' : E = E une multi-application a valeurs non
vides. On suppose que F(tg) est convexe et faiblement compact. Alors, F est faiblement
semi-continue supérieurement au point to si et seulement si la fonction §*(z', F(+)) est

semi-continue supérieurement en tg.

Définition 1.5.8.

Soient (€2,%) un espace mesurable, (X,d) un espace métrique et soit F' : Q@ = X une
multi-application. On appelle sélection de F toute application f : D(F) — X telle que
f(t) € F(t) pour tout t € D(F).
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Définition 1.5.9.

Soit (Q, 3, u) un espace mesuré avec p > 0, o-finie et ¥ p-complete. Soit E un espace de
Banach séparable, et I' : Q = E une multi-application

1. On définit l’ensemble des sélections mesurables de I' par

5= {1 € OLE): F10 € T, u-pa ).
2. On définit 'ensemble des L'-sélections de I' par

St= {1 € LOE): f10 €T, u-pa}.

Théoréme 1.5.10.

Soit (Q2,%, 1) un espace mesuré avec p > 0, o-finie et X p-compléte. Soit E un espace
de Banach séparable, et I' : Q) = E une multi-application intégrablement bornée a valeurs

non vides convezes faiblement compactes. Alors, St est o(LY(Q, E), L®(8, E'))-compact.

Théoréme 1.5.11.

Soit (2,5, 1) un espace mesuré avec p o-finie et X p-compléte. Soit E un espace de
Banach séparable et I' : Q = FE une multi-application a valeurs non-vides, convexes
compactes. On suppose que pour tout x' € E' la fonction 6*(x',T(+)) est intégrable, i.e.,
t = 0%(2',T(t)) € L' (Q). Soit pour toute application g € L™®(Q)

/ngdMZ{/ngdu: fGSp}.

Alors, /gf‘du est convexe, o(E, E')-compact dans E. De plus, sa fonction d’appui est
Q

donnée par

5 (x /Q g(t)F(t)du(t)) - /Q 5 (2, g)D(1))du(t), V' € E.

En particulier, si I' est univoque, i.e., I'(:) = h(-) : Q@ - E

<x’,/ﬂg(t)h(t)du(t)> —/Q<x’,g(t)h(t)>du(t)-

Preuve. Conséquence du Théoréme I1I-14 dans [22].
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Proposition 1.5.12.
Soit (2, %, ) un espace mesuré et soit E un espace de Banach séparable. Soit T' : Q = F
une multi-application & valeurs non-vides, convezes et faiblement compactes et soit ® :

Q = E une multi-application a valeurs non-vides, convexes fermées. Si pour tout ' € E’

6" (x’, <I>(t)> <0 (x', F(t)) w— p.p.

o) Cc'(t) p—pp.

Théoréme 1.5.13. /Kakutani-ky Fan/

Soient E un espace de Banach, S un sous-ensemble convexe faiblement compact de X. Si

alors,

F : S = S est une multi-application faiblement semi-continue supérieurement & valeurs
faiblement fermées convexes. Alors il existe x € S tel que x € F(x), i.e., F' admet un

point fixe.

1.5.3 Mesurabilité des multi-applications

Définition 1.5.14.

Soient (2, %) un espace mesurable, X un espace métrique et F': Q = X. On dit que F

est Y-mesurable ou simplement mesurable si pour tout ouvert V de X
F'V)={teQ: Ft)nV #0} e %.

Théoréme 1.5.15.
Soit (2,5, 1) un espace mesuré avec p o-finie et X p-compléte. Soit E un espace de
Banach séparable et I' : Q0 = E une multi-application mesurable a valeurs mon wvides,

convezes et faiblement compactes. Alors, l'application

h:QQ — FE
t +— h(t) = Projr)(0),
est une application mesurable.

Preuve. Conséquence du Théoréme I11.41.2 dans [22].

Définition 1.5.16.

Soit (Q,%) un espace mesurable et soit E un espace vectoriel normé. Soit ' : Q = E
une multi-application. On dit que F est scalairement mesurable si pour tout ©' € FE,
Uapplication t — 6*(2', F(t)) est mesurable.
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Proposition 1.5.17.
Soient (€2, %) un espace mesurable, E un espace de Banach séparable. Si F : Q) = E est
une multi-application & valeurs non vides convexes faiblement compactes, alors F(-) est

mesurable si et seulement si elle est scalairement mesurable.

Proposition 1.5.18.

Soient (2,%) un espace mesurable, (X,d) un espace métrique complet séparable et soit
F Q= X une multi-application a valeurs fermées non vide. Si F' est X-mesurable alors

elle admet au moins une sélection >-mesurable.

Théoréme 1.5.19.

Soient (£, Y) un espace mesurable, E un espace de Banach séparable. Soient F: QX E =
E une multi-application mesurable et v : Q — E une application mesurable. Alors la

multi-application F(-,u(-)) est mesurable.

1.6 SOUS DIFFERENTIEL

Définition 1.6.1. [}5]
Soit E un espace vectoriel et soit f : E — R. On appelle dérivée directionelle généralisée

de f au point x € E, dans la direction v € E, la quantité

h*>075~>0+ 6

Proposition 1.6.2. [/3/
Soient E un espace de Banach réel séparable, (2,%) un espace mesurable et f une appli-
cation de Q2 x E dans R telle que

1. f(-,€) est mesurable pour tout £ € E.
2. f(t,-) est localement Lipschitzienne pour tout t € €.

Alors, pour toutes applications mesurables x et v de Q dans E, la fonctiont — f](x(t),v(t))

est une fonction mesurable de €2 dans R.

Définition 1.6.3.

Soient E un espace vectoriel normé, E' son dual topologique, f : E — R et zg € dom(f).

On appelle sous différentiel de f au point xq, qu’on note par Of(xy), l'ensemble défini par

Of (o) :=={a' € E': (2, —xo) < f(z) — f(w9), V€ E}.
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On dit que [ est sous-différentiable au point xo si Of (xq) # 0.

Théoréme 1.6.4. [22/
Soit E un espace vectoriel et soit f : E — R une fonction propre convexe. Si f est finie

et continue au point x, alors

fll@;v) = sup (v,2) = 6"(v,0f(x)).
z'€df(x)

Théoréme 1.6.5. [22]
Sotent E un espace vectoriel normé, f une fonction propre convexe et continue au point

xo € E, alors 0f(xo) est non-vide conveze et faiblement compact dans E'.

Proposition 1.6.6. [/3/

Soit E un espace de Banach réel séparable et soit f : E — R une fonction localement
Lipschitzienne. Alors, Of est une multi-application semi-continue supérieurement de E
dans E'.

Définition 1.6.7.

Soient E un espace vectoriel et S C E. On dit que S est un cone ssi
Vee S, VA>0, \x eS.

Définition 1.6.8.

Soient E un espace vectoriel normé, S un sous ensemble convere non vide de E. On
appelle cone normal 6 S au point xy € S, qu’on note par Ng(xy), le sous- différentiel de

la fonction indicatrice de S au un point xg

Ng(xg) = 005(xg) = {a:’ eFE: (x;x—1x0) <0, Vze S}.

1.7 QUELQUES RESULTATS DE CONVERGENCE ET DE COM-
PACITE

Pour les résultats ci-dessous, on peut se référer a [14], [31], [48].

Théoréme 1.7.1.
Soit E un espace de Banach réflexif et soit (x,,), une suite bornée dans E. Alors il existe

une sous-suite extraite (xy, ), qui converge pour la topologie o(E, E').
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Remarque 1.7.2. Ceci est di au fait que dans un espace de Banach réflexif, la boule

unité fermée est o(E, E'")-compacte.

Théoréme 1.7.3 (Banach-Mazur).
Soit E un espace de Banach et soit (x,,), une suite d’éléments de E convergeant faiblement
vers x, alors il existe une suite (z,), telle que chaque z, est une combinaison convexe des

éléments T, Tpi1, ... et (zn) converge fortement vers x.
Définition 1.7.4.
Sotent X un espace topologique séparé, S une partie de X. On dit que S est relativement

compacte si son adhérence dans X est compacte.

Définition 1.7.5 (Boule-compact).
Soit E un espace vectoriel normé. On dit qu’un ensemble D C E est boule-compact si son

intersection avec toute boule fermée de E est compacte.

Théoréme 1.7.6 (Théoréme d’Eberlin-Smulian).
Soit S un sous ensemble d’un espace de Banach. Alors les deux propriétés suivantes sont

équivalentes
1. S est faiblement (relativement) séquentiellement compact.

2. S est faiblement (relativement) compact.

Théoréme 1.7.7 (Arzela-Ascoli).

Soit (K,d) un espace métrique compact, (X,d') un espace métrique complet, et H C
C(K,X) muni de la distance de la convergence uniforme. Alors H est relativement com-

pact ssi H est équicontinu et H(x) est relativement compact pour tout x € K, avec

H(z) = {f(x)|f € H}.
Théoréme 1.7.8 (Banach-Alaoglu-Bourbaki).

Soit E un espace de Banach séparable, et soit S C E'. St S est borné pour la norme de

E’ et fermé pour la topologie o (E', E), alors, S est compact pour cette topologie.

Définition 1.7.9.
Soit X un espace vectoriel normé, et soit (wy,), une suite de points de X. On dit que la

suite (wy,), converge vers w € X au sens de Komlos si et seulement si

n
. 1
lim — E w; = w.
n—-+oo N,
j=1
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Proposition 1.7.10. /21]
Soient (Q, %, 1) un espace mesuré, X un espace vectoriel normé et soit (uy), une suite
d’éléments de L'(2, X). Si (uy), est une suite bornée dans L*(Q2, X), alors il existe une

sous suite (v,)n de (u,), qui converge au sens de Komlos vers un élément x € L'(Q, X)

p.p., i.e

1 - ..
nﬂ;nzvﬂ P

Proposition 1.7.11.
Soit (2,3, 1) un espace mesuré et soit X un espace vectoriel normé. Si (u,), est une suite

de X qui converge vers un élément u € X. Alors,

lim —Z llug — ul|x = 0.

Démonstration

Nous avons (u,,), converge vers u € X, alors,

ne
Ve>0, kg €N, VneN, n> ko= |lu, —ulx < ——o
€ ) 0 y VI , 2 Ro HU’ UHX_2(TL—]€0+1)
ko—1
et comme la suite ( Z llug — u||X> converge vers 0, alors,
k‘() 1
€N, VneN, n>k = — Z||uk—u||x<—
donc pour tout n € N, n > ko, n > ky
| Bl
— — = — — < —
Z Jue — ullx = Z Jue — ullx + = Z [Jue — ullx + Z = ko i

kko

Par conséquent, il suffit de prendre ny = max{kg, k1 }, on obtient

1 n
Ve >0, dng € N, Vn € N, n2n0:>—2||uk—u||)(§€,
=

ie.,

lim —ZHuk—uHX = 0.

Théoréme 1.7.12 (Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue).
Soit 1 < p < oo et soit (f,),, C LP([0,T],H). On suppose que
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1. (fn), converge presque partout vers une fonction f sur [0,T];

2. il existe une fonction positive g(-) € LP ([0,T],R) telle que pour tout n € N
[fu(®)] < g(t) pp t€[0,T].
Alors f(-) € LP([0,T], H) et la suite (f,), converge vers [ dans LP ([0,T], H).

Lemme 1.7.13 (Lemme de Fatou).

Soit (2,3, u) un espace mesuré. Pour toute suite (f,), de fonctions mesurables sur Q a
valeurs dans [0, +0o0], la limite inférieure (resp. supérieure) de la suite (fy,), est mesurable

et l'on a :

/lim inf f,du < limJirnf/fnd,u

n—-4o0o

resp.

/lim sup fpdp > lim sup/fnd,u

n—-+o00 n—-+o0o

L’égalité n’est en général pas vérifée.

Théoréme 1.7.14.
Soit 1 < p < oo et soit (f,), C LP([0,T],H) une suite convergeant vers une fonction
fe LP([0,T], H) pour la norme de L ([0,T], H). Alors, il existe une sous suite (fy,),

convergeant vers f p.p sur [0,T].

Théoréme 1.7.15.

Soit E un espace de Banach et soit C un sous ensemble convexe de X, alors C est

faiblement fermé si et seulement si C' est fortement fermé.

Définition 1.7.16.

Soit (X, d) un espace métrique et soit (x,), C X. On dit que = est une valeur d’adhérence
pour (xy,), SSi
Ve >0,3Ny CN, VYne Ny: d(z,,z) <e.

Théoréme 1.7.17.

Soit (X, d) un espace métrique et soit (), une suite d’éléments de X. Posons

S, = {xk: an} = {xn,xn+1,...}.

Soit S ’ensemble de toutes les valeurs d’adhérence de (zy,),. Alors, S = ﬂS_n et donc S

est fermé.
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Proposition 1.7.18.

Soit (X,d) un espace métrique et soit (z,), une suite d’éléments de X. Si x, — x alors

x est une valeur d’adhérence pour (x,,),.
On termine cette section par quelques Lemmes de Gronwall utiles pour nos preuves.

Lemme 1.7.19 (Lemme de Gronwall).

Soient ¥, y deux fonctions continues sur |a,b|, a valeurs positives et tel que, il existe
¢ >0, pour tout t € [a,b]

wwSc+/U@w@Ms

y(t) < cexp (/ Q/J(T)dT).
Lemme 1.7.20.

Soit ;v une mesure de Radon positive non-atomique sur I = [0,T]. Soient ¢,p deus fonc-

Alors, pour tout t € [a, ],

tions réelles postives, telle que ¢ € L'(I, R, p) et p € L°(I,R, 1), et soit o une constante

positive. Supposons que, pour p-presque tout t € I,

mwSa+A¥@m@mw»

Alors, pour u-presque tout t € I,

t
) <acsy ([ eutas)).
0
Ce dernier Lemme est une forme discréte du Lemme de Gronwall.

Lemme 1.7.21.

Soient (o), (5;), (i) des suites de nombre réels positifs vérifiant
i1 S o; + ﬁi(ao + -+ ai_l) + (1 + ’)/Z)CLZ pour 1 € N. (11)

Alors,

1—1 i—1
a; < (ao +> ak) + exp ( kB + %]) pour i € N*. (1.2)

k=0
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1.8 NOTIONS SUR LES OPERATEURS MAXIMAUX MO-
NOTONES.

Cette section est consacrée a la définition et propriétés des opérateurs maximaux mono-
tones qui sont ’outil le plus important dans notre présente étude. Les références largement
utilisées ici sont [8], [9], [15] et [46].

1.8.1 Notion d’opérateur

Définition 1.8.1.
On appelle opérateur multivoque de H toute application A de H dans P(H).

e Le domaine de A est l’ensemble
D(A):{xEH:Ax#Q)}.
e L’image de A est l’ensemble

R(A) = | ] Az,

xeH
dit aussi le rang de A.

e On identifie toujours A avec "son graphe” dans H x H et [’on écrit :
gph(A) = {[x,y] . zeD(A), ye AI} = A.
e L’ensemble des opérateurs est ordonné par l'inclusion des graphes, i. e.,

A C B <= gph(A) C gph(B).

Définition 1.8.2.
Soit A: H = H un opérateur. Alors, Uopérateur inverse A~ : H = H est de graphe

gph(A™Y) = {[u,x] oy € A}.

1.8.2 Opérateurs maximaux monotones dans un espace de Hil-
bert
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Définition 1.8.3.

Un opérateur A de H est dit monotone si
Yz, yl, (22, y2] € 4 <y1 — Y2, %1 — $2> > 0.

Exemple 1.8.4.
Soit A un opérateur monotone de H alors, A~', NA (A > 0) sont aussi monotones.

Définition 1.8.5.
Un opérateur monotone A de H est dit maximal monotone s’il est maximal parmi les

opérateurs monotones, ordonnés par ['inclusion des graphes dans H x H.

— Une caractérisation qui exprime la maximalité d’un opérateur monotone A est la

suivante :

Proposition 1.8.6.
Un opérateur monotone A est dit mazximal ssi

V(z,y) € Hx H (y—yo,x—x9) >0, V|[zg,yo) € A= [z,y] € A. (1.3)

Démonstration

e Supposons que A est un opérateur maximal monotone. Soit (z,y) € H x H tel que
(y — Yo, v —x0) >0, V]xo,10] € A.

Soit B = AU {(z,y)}. Comme A est monotone, alors B est aussi monotone avec
A C B. Mais d’aprés 'hypothése, B C A, par conséquent A = B, ce qui implique
que [z,y] € A.

e Inversement, supposons que (1.3) est vérifiée. Alors, si B est un opérateur monotone

tel que A C B, on aura
V[z1, 1] € B, V [22,50] € A, (y1 — 2,21 —22) > 0= [z1,51] € A

ceci imlique que B C A et par conséquent, A = B, c’est a dire A est maximal

monotone.
Proposition 1.8.7.
Soit A un opérateur de H. Les propriétés suivantes sont équivalentes
1. A est maximal monotone.

2. A est monotone et R(Iy +A) = H.
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3. Pour tout A > 0, (Iy + NA)™! est une contraction définie sur H.

Nous exposons dans la suite, deux des plus importants exemples, d’opérateurs maximaux

monotones.

Exemple 1.8.8.

Le sous différentiel d’une application f : H — R convexe propre s.c.i est mazimal mono-
tone.

En effet, soient x1,x9 € D(Of), y1 € Of(x1) et yo € Of(x2). Alors

y1 € 0f(z1) <= f(2) > f(z1) +(y1,2 — 11) Vz € H; (1.4)
Yo € Of (x3) <= [f(2) > fxg) 4+ (y2,2 — x2) Vz € H. (1.5)

En particulier, pour z = xo dans (1.4) et z = 1 dans (1.5), on trouve
f(x2) = fa) + (Y1, 22 — 21)
flar) = fla2) + (Y2, 21 — 22).
En additionnant ces deux inégalités on obtient
(y1 — Y2, 1 — 22) > 0.

D’ou la monotonie de Of. Pour montrer la maximalité de Of on a besoin du lemme

sutvant.

Lemme 1.8.9.

Soit f: H — R une fonction propre conveze s.c.i. Si

lim f(z) = 400, (1.6)

[[z]|—o0

alors il existe yo € H tel que f(yo) = 1£11{;f(x)

Montrons maintenant que Ofest maximal. D’apres la Proposition 1.8.7, il suffit de
montrer que R(Ig+0f) = H. Soity € H, on doit trouver xoy € H tel quey € xo+0f(xp).

Considérons la fonction
g:H — R

1 2
v = glw) = flz) +5llz =yl
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Clairement, g est propre convexe s.c.i. Montrons que g atteint un minimum en un point
xo. Sachant que [ est propre conveze s.c.i, elle est donc minorée par une fonction affine

continue (Théoreme 1.5.9), i.e. il existe ' € H et a € R tel que
f(z) > (', 2) +a
ceci entraine que
or) > (@3 rat gle

1 1
= @) +at gl + Sl - (o)

v

1
(@ —y,2)+a+ 5ol

v

1
=l = yllllll + a + 5l

1
= (Glll =" =yl +a,

et donc

lim g¢(x) = +o0.

[lz]|—00
D’apres le Lemme précédent, on déduit que g admet un minimum en un point xo € H.

Pour tout z € H, posons x = tz+(1—t)zo (t €]0,1[). Alors par la convezité de f on trouve
1
9(@) = f(@)+lle—ylP

= fltz+ (1= 1)) + g (12 + (L~ o) — I
2
< )+ (1= 0f(a0) + Sz = 2ol + G0 — i + e — w0, 20 — 1),

or, on a montré que g atteint un minimum au point Ty, d’ot
1 2 1
o) +5llzo —yll* < £f(2) + (1 =) f(20) + Fll2 = woll” + llzo = ylI* + (= = 20, 20 — v)
t2
= 0 < t(f(Z)—f(xo))+§||Z—x0||2+t<z—x0,x0—y>

. 0 < () = Flw) + gz = wol + ¢z = z0,70 — 1)

en faisant tendre t vers 0 on obtient

0< f(z) = f(@o) + (2 — 0,20 — ).
Par suite
(y — @0, 2 — mo) + flwo) < f(z) Vze M.
Donc y —xg € 0f(xg), doty € xo+ 0f (x0). Ceci achéve la preuve. [
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Exemple 1.8.10.

Le céne normal associé a un ensemble convexe fermé non vide C', au point x € C, est

maximal monotone.

Preuve.

Nous avons
Ne(z)={a' € H;(2',y —2) <0 Yy € C}.

On sait que si z € C, alors Ng(z) = 0dc(x). En effet,
Doc(z) = {:c’ € H;oc(y) > oc(x) + (2, y —x) Vy € H}
- {emicw = -0 weeln
{w’ € Hioc(y) > (2/,y —z) Yy € H\C}
- {wetmicw = -0 wech N
= {x' e H;{(z',y—2) <0 Vy e C’} = N¢(z).

L’ensemble C' étant non vide, convexe et fermé, alors d¢ est propre, convexe et s.c.i (Pro-
position 1.3.8) et d’aprés 'exemple précédent, on déduit que ddc est maximal monotone.

Donc, N¢ est maximal monotone sur son domaine de définition D(N¢) = C.

Proposition 1.8.11.
Soit A: D(A) C H = H un opérateur mazximal monotone. Alors

i) A est fortement-faiblement fermé dans H x H, i.e.,
V([Zn,yn]), C A telle que z, — x et y, — vy, alors [z,y] € A.

i) A™' est mazimal monotone dans H x H.

iii) Pour tout x € D(A), Az est un sous ensemble fermé conveze de H.

Remarque 1.8.12.
Comme Uopérateur A™' est mazimal monotone, alors A est aussi faiblement-fortement
fermé dans H x H.

En effet, soit ([zn,v,]), C A telle que z, — x, y, — y, d’aprés la définition de A,
([Yn, ®n]),, € A", Comme A™" est maximal monotone alors il est fortement-faiblement

fermé, par conséquent [y, 2] € A~", d’oil [z, y] € A, i.e., A est faiblement-fortement fermé.
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1.8.3 Propriétés élémentaires des opérateurs maximaux mono-

tones

Définition 1.8.13.
Soit A: D(A) C H = H un opérateur mazimal monotone. Pour tout A > 0, la résolvante
de A est définie par
I = (Ig +2A)
Proposition 1.8.14.
La résolvante J3* d’un opérateur mazimal monotone A : D(A) C H = H est un opérateur

univoque défini sur tout H. De plus, c’est une contraction de H.

Définition 1.8.15.

Pour tout X > 0, on appelle "approrimation Yosida" de A qu’on note Ay, l'opérateur
uniwoque défini par B

Iy —Jj§
Ay = —

Définition 1.8.16.

Soit A : D(A) C H = H wun opérateur mazimal monotone. On sait que, pour tout
x € D(A), Az est un ensemble convexe fermé non vide de H (Proposition 1.8.11). Par
le Théoreme de Projection, il existe un élément unique ' € Ax qui est la projection de 0
sur Ax, i.e.,

¥’ = Projas(0),  |2'l| = inf [[y| = d(0, Ax).
yeAx

Dans toute la suite, cet élément sera notée, A°(z), i.e., A°(x) est I’élément de norme

minimale de Azx.

Proposition 1.8.17. [15/
(i) Pour tout x € H on a J{}(z) € D(A) et Ax(z) € AT} (2).
(i1) Ay est mazximal monotone et lipschitzien de rapport %
(iii) Pour tout x € D(A), on a ||Ax(2)|| < ||A%2)| et Ax(z) — A°(x) quand X — 0
avec [|[Ax(z) — A%(@)|* < |A°(@)]* — [ Ax(@)II*.

Théoréme 1.8.18.
Soit A H = H un opérateur mazimal monotone. Alors, D(A) est conveze, et pour tout

x€ H ona /l\irr(l) JHz) = Projpzy(z).
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Définition 1.8.19.
Soit A: D(A) C H = H un opérateur mazimal monotone. On appelle section principale
de A, tout opérateur univoque A" C A avec D(A) = D(A") et tel que pour tout (x,y) €
D(A) x H, linégalité

(A'(€) —y,§—x) 20 VEe€ D(A)
implique que x € D(A) ety € Ax, i.e., [x,y] € A.
Proposition 1.8.20.

Loopérateur A° est une section principale de A.

Démonstration

Considérons 1’ensemble :
M ={(z.y) € DA) x H: (A% —y, 6~ ) >0 Ve e D(A)}.
Il est clair que pour tout [x,y] € A,
(A%(€) —y.& —2) 20 V€ € D(A)

(car A est monotone) alors A C M. Dong, il suffit de montrer que M est monotone. Soient
A
L2 ¢ D(A) (car D(A) est convexe). On a pour

(x1,71), (x2,y2) € M. Posons z =
tout £ € D(A)

xT1 — T2

(y1 — A%&), 21 — &) >0 <y1—Ao<§>, +x—§>zo

X1 — T2

(yo — A%(&), 22— &) >0 = <y2 — A%(¢), -

d’ou par addition,

—|—x—5>20

<y1 — A%(&) —ya + A°(¢), ¥> + (i +y2 —24°%(€), 2 —€) >0

par suite,

<y1 gy, L ;$2> > (g + o, & — x) + 2(A%(€), @ — ). (1.7)

Prenons ¢ = Ji!(z) € D(A), on a 2(A°(Ji}(z)),x — J{(z)) = 2M(A°(J(2)), Ax(z)) > 0
puisque Ay(z) € AJ{ (x).

En effet, A°(J{(z)) = Projayae(0) et Ax(z) € AJ(x). Alors, par la caractérisation de
la projection

(0= Projasso(0), Ax(@) = Projasan(0) S0 = —(A((@)), Ax(@)) + [4° (K@) P <0
= (A°(J{(2)), Ax(x)) > 0.
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Donc, 'inégalité (1.7) devient

1
§<Z/1 — Y2, 1 — T2) > (Y1 + Yo, JNz) — z),

passant & la limite quand A — 0, puisque z € D(A) (i.e, Projpgy(z) = z), d’apres le
Théoreme 1.8.18, on obtient
(y1 — Yo, 71 — x2) > 0.

Donc, M est monotone, et comme A est maximal monotone et A C M, alors A = M, par
conséquent
re€D(A) et ye Azl

1.8.4 Distance de Vladimirov entre des opérateurs maximaux

monotones

Nous définissons la distance entre deux opérateurs maximaux monotones A; et Ay, qui
dans le cas A; = 00¢, i = 1,2, est équivalente a la distance de Hausdorff dy (C1, Cs) entre

les ensembles convexes, fermeés C et Cy. Se référer a [45], [32].

Définition 1.8.21.
Soient A, B : H = H deux opérateurs maximauzr monotones. On définit la distance de
Viadimirov entre A et B, et on la note dis(A, B), par

Y1 — Y2, T2 — $1>
lyall + llyell +1°7

dis(A, B) := sup {< [1,91] € A, [x2,1s] € B} : (1.8)
La distance dis(-,-) n’est pas métrique car dans le cas général l'inégalité triangulaire n’est

pas satisfaite.

Les lemmes suivants, concernant quelques propriétés des opérateurs maximaux mono-
tones via la distance de Vladimirov, sont trés importants pour les preuves de nos théo-
rémes. Voir [45], [32], [6].

Lemme 1.8.22.
Sotent A, B deux opérateurs maximaux monotones de H, alors
(a) dis(A, B) € [0, +0o0], dis(A, B) = dis(B, A) et dis(A,B) =0 ssi A = B.
(b) Pour tout nombre réel positif 3 nous avons : dis(BA, B) < max{1, 3} dis(A, B).
(¢) [z — Projpgy(x)|| < dis(A, B) pour tout x € D(A).
(d) dy(D(A), D(B)) < dis(A, B).
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(e) Si A; = N¢, avec C;, i = 1,2, des sous ensembles convezes fermés de H, alors
dH(Cl, CQ) = diS(Al, AQ)

Démonstration
(a) Soit x € H, on a pour tout A > 0 Az € AJ{'x et Bxx € BJPx. Alors

_ A _ B
(Axx — By, JPx — Jiz) = <a: )\J’\I—I /\J)‘I,fo—fo>

1

= X(fo—fo,fo—me)
1

= S gl

> 0

par suite, comme 1+ ||Ayz|| + ||Bxx|| > 0 on obtient

(Axz — Bz, JPx — J{z)

>0
L+ [[Axzl| + (| Bxzl] - —

donc, on conclut que

dis(A, B) € [0, 4o00].
e Montrons que dis(A, B) = 0 ssi A = B. Soient [x1,y1], [r2,92] € A, A est monotone
alors

(1 — Yo, 20 — 1) <0,
donc dis(A, A) <0, d’ou dis(A, A) = 0.
Inversement, Supposons que dis(A, B) = 0. Alors pour tout [z1,y1] € A, et pour tout
[r2,12] € B, on a

(y1 — ya, w2 — 1) < 0. (1.9)
Soit T l'opérateur défini par T'= AU B avec D(T) = D(A) U D(B). T est un opérateur

monotone. En effet, solent [x1,y1], [z, yo] € T. Si [x1, y1], [2, y2] € A, alors la monotonie
de T est évidente. De méme si [x1, 1], [T2,y2] € B. Discutons le cas ou [z1,y1] € AC T
et [xe,y2] € B C T, alors par (1.9) on a

(Y1 — Y2, 21 — 32) > 0
i.e., pour tous [z1,y1], [x2,y2] € T on a
(Y1 — Y2, 01 —2) >0

c’est a dire que T" est monotone. Mais A et B sont maximaux monotones, par conséquent
A=B=T.
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(b) Soit £ un nombre réel positif. Il est clair que D(SA) = D(A), on a alors
: (y1 — Y2, T2 — 1)
dis(BA, BB) = sup , [z, ] € BA, [22,10] € BB

o]l + ol + 1

By — BYa, w2 — 1)
BT+ 15T+ 1
BlY) — Yz, 22 — 1)
Bllyill + Bllyall + 17

(Wi — yp, w2 — :c1>) il + llysll + 1 ) , /
= fsu el € A osgl] € B
’ p{( Z/<' + lall + 1/ \Bllyill + Bllwall + 1 1) [22, 4]

[z1,y1] € A, [x2,y5] € B

= sup

= Ssup [Ihy/l] < A7 [l’g,y;] €B

: Il + llyall +1
B dis(A, B)
Bllwll + Bllyall +1

IN

1+t
Posons t = ||y1]| + [|yall > 0, et montrons que : —:_ﬁt < max {1, —}.
: . BBt 1+¢ 1
e Si0< (<1, alors, 5+ Gt <1+ [(t, par suite, < 1, donc, —.
b= b+p bt p 1+ Bt 116t =3
<

e Si § > 1, alors, ft > t, c’est-a-dire, 1 + St > 1 + t, par conséquent,

on conclut que pour 5 > 0
1+t 1
i < max{1, B}

Enfin, on trouve

dis(BA, fB) < max{l, 3} dis(A, B).

(¢) Montrons que ||z — Projggy(z)| < dis(A, B) pour tout z € D(A).
Soient z € D(A) et y € Az, comme JZ(x) € D(B) et By(x) € BJZ(x) pour tout A > 0
(Proposition 1.8.17 (i)), on aura

(y = Ba(2), JY (2) — 2) < dis(A, B)(1+ [ly[| + [| Baz])),
donc, en remplagant par la valeur de B)(z)
Ay + JP (x) — 2, JP (x) — z) < Ndis(A, B)(1 + |ly||) + dis(A, B)||JY (z) — z]|.
En faisant tendre X\ vers 0, grace au Théoréeme 1.8.18, on obtient
(Projpegy(x) — x, Projpgy(x) — x) < dis(A, B)||Projpgy(x) — |,

d’ou
| Projpay(z) — «|| < dis(A, B) Va € D(A). (1.10)

Cette estimation reste vraie pour tout z € D(A). En effet, soit x € D(A) et soit (z,), C
D(A) tel que z,, — z. Alors pour tout n € N on a

|1 Projpmy(en) — zall < dis(A, B).
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Comme Projm est lipschitzienne, par passage a la limite on obtient le résultat, i.e.

| Projpgy(z) — «|| < dis(A, B) Va € D(A).

d) Montrons que dgy(D(A), D(B)) < dis(A, B).

Supposons que

dy(D(A), D(B)) = e(D(A), D(B)) = b d(z, D(B))

Par (1.10) on a
| Projpgy(z) — of| < dis(A, B) Va € D(A),

c’est a dire

d(x,ﬁ) < dis(A,B) Yz € D(A),

donc
d(z,D(B)) < dis(A,B), Yz € D(A).

En effet, posons dis(A, B) = m, alors

d(x, (B)> <m < infyeTB)Hz -yl <m,

par la caractérisation de I'infimum

Ve > 0,3y. € (B),d(x, (B)) < |l —y|| <m+ g

Comme y. € D(B) alors il existe (y;,) C D(B) tel que y;, — v., i.e.,
£

Jno € N, Vn = no, [lyp = yell < 3

Pour tout ¢ > 0, il existe ny € N tel que pour tout n > ng, par (1.11) et (1.12),
. n e €
lz =yl < llo = gell + llye —woll <m+ 5+ 5 =m+e,
du fait que y;, € D(B) on trouve
d(z,D(B)) <m+e¢

en faisant tendre ¢ vers 0, on obtient

d(z,D(B)) < m = dis(A, B), V€ D(A),

(1.11)

(1.12)
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ie.,

sup d(xz,D(B)) < dis(A, B).
z€D(A)

D’ou
dy(D(A), D(B)) < dis(A, B).
La preuve reste identique si dy(D(A), D(B)) = e(D(B), D(A)) = sup d(z, D(A)).

z€D(B)
(e) Soit x; € C;, y; € Ajx; = Ne,(x;), i = 1,2, alors grace aux l'estimations suivantes

d(l’l,CQ) S dH(ChCQ)a d<$2,01) S dH(ChCQ)a

on obtient, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz

IN

lyal[ |2 — 2|
[y1]|d(x2, C)
< |lnlldu(Cy, Cy).

(Z/b@ - 331>

IN

De méme,
(Y2, 11 — x2) < |ly2||du(Cy, Cy).

Par conséquent,

IN

d(C1, Co) (|l + llyll)
dp (C1, C2) (1 + ||yl + [ly2]l)

<?Jl — Y2, T2 — $1>

IN

par suite,

d’iS(Ah AQ) S dH(Cl, Cg)
D’autre part, comme D(A;) = D(Ng,) = C;, i = 1,2, alors d’apreés (d)

dy(D(A1), D(As)) = dg(Ch, Cy) < dis(Ay, As),

par conséquent,

dH(Cl, Cg) = diS(Al, Ag)

Lemme 1.8.23.
Soit pour tout n € N, A, un opérateur mazimal monotone tel que dis(A,, A) — 0 pour
un opérateur mazximal monotone A. Supposons aussi que x,, € D(A,) avec x,, — x et que

Yn € Apz, avec y, — y faiblement pour x,y € H. Alors x € D(A) ety € Ax.
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Démonstration
Soit w € D(A) et z € Aw. Par la définition de dis(-, -) nous avons :

(Tn —w, 2 —yn) < (LA [|2]] + [lynl]) dis(An, A).
Par passage a la limite,

<:U—w,z—y> = lim <£Un—IU,Z—yn>

<l (L 12 + ) dis(An, A) =0,

c’est-a-dire
<:1: —w,y — z> >0, Ywe D(A),Vze Aw.
Par la maximalité de A, on obtient x € D(A) et y € Ax.

Lemme 1.8.24. Soient A, B deux opérateurs mazximaux monotones. Alors
(a) pour tout A >0 et x € D(A)

lo — JV (@)l < M| A°(2)l| + dis(A, B) + \/A(l + ] 4%)|)) dis(A, B).
(b) Pour tout A >0 et z,z € H
1T (z) = T2 (@)1 < llo = Z[* + 20 (1 + [|[Ax(2)[| + | Ba(2)]]) dis(A, B).
(c) Pour tout A\ >0 et z,z € H
1Ax(z) = BA(@)II* < %HCB —|* + ;(1 + | Ax(@)Il + [|1BA(@)]]) dis(A, B).

Démonstration
(a)Pour tout A > 0 et x € D(A), nous avons JZ(z) € D(B) et By(z) € B(JZ(x)). Par

conséquent, par la définition de dis(+,-) nous avons pour tout y € Ax

(y = Ba(2), J¥ () —x) _ My, [V (@) —x) + || ¢ (2) — ||

< dis(A, B),
L+ [lyll + [ Bx(2)]] AL+ lyl) + 178 () — =| )

en particulier, pour y = A%(z), on obtient

1T0(x) — 2l < MA%(w), 2 — () + [A1+ [|A° (@) |) + [|JS (2) — «||] dis(A, B)
< MA@ () — || + ML+ [|A°(2)]]) dis(A, B) + ||J{ (z) — z|| dis(A, B)
< (A|A%)| + dis(A, B)) || J{ (2) — x| + M1+ |A%(2)||) dis(A, B)
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Ce qui implique
(18 @)l A @) i, BY ) < ALHIA @)D dis(A, B4 A+ dis(A, B

alors,

13 (2) — 2l < MA°(@)[| + dis(A, B) + /AL + [|A°(2)[]) dis(A, B).
(b) Pour tout A\ > 0, et 2,7 € H, nous avons Ay(z) € AJ{(z) et By(z) € BJZ(Z), alors
d’aprés la définition de dis(-, -)
(Ax() = BA(@), JY () = J3!(2)) < (1 + [|Ax(@)|| + | BA(Z)]]) dis(A, B). (1.13)

D’autre part,

175 (2) = IV (@)])* =

I () = 2), (JP () = 7) = (J{(2) — 2) + (S (z) = IL (@)
) = (JY (@) — 2)|* +
+2{(JH () = 2) = (X (2) — ), I} () — I (@)
= [lz = 2|1 = |(Ji'(x) — 2) = (J{ (@) = 2)|> + 2X(BA(Z) — Ax(2), J{ (x) = JP(2))  (1.14)
alors, d’aprés (1.13), on obtient
13 () = IS @)I* < [l — 2> + 2X(1 + || Ax(@)[| + | Ba(@)]]) dis(A, B).
(c) Nous avons d’apreés (1.14)

lz = 2> = 175 (x) = JZ(@)]1* + 2M(Ba(z) — Ax(@), Jil (2) = T (2))

N[l Ax(z) = Ba(@)|I* =
< o = 2l* + 2M(Bx(2) — Ax(@), J{(2) = IV (@)

Par conséquent, d’aprés (1.13)

[43(@) = BA@I? < y5lle = 27 + 30+ | Ar@) ] + [ B@]) dis(4, B).

Lemme 1.8.25.
Soit, pour tout n € N, A, un opérateur mazximal monotone tel que dis(A,, A) — 0 pour
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un opérateur maximal monotone A. Supposons aussi que 1, € D(A,,) avec n, — n pour

n € D(A) et tel que M = sup ||An,|| < +oo. Alors, il existe une suite (£,) tel que
neN

&€ D(A,), & — 1 et Agfn — A%, (1.15)

L  1An
Plus précisément, on peut prendre &, = J\" avec

NG

— 0.

An = (|7 — 1| + dis(An, A))

En particulier, si dis(A,, A) — 0 et ||[A%z|| < (1 + ||z||) pour ¢ > 0, pour tout n € N, et
x € D(A,), alors pour tout n € D(A), il existe une suite (§,) tel que (1.15) soit satisfaite.

Démonstration
Par le caractére Lipschitz de Ay, et comme n € D(A) nous avons, en utilisant iii) de la

Proposition 1.8.17

[Ax. ()l < [[Ax, () = Ax. ()| + [ Ax, ()]
1
< ol =nll+ 14
17, — 1l
= . T+ (1A% ()]]
(7 =l + dis(An, A))?
<l = nll2 + (1A (), (1.16)
et puisque 1, € D(A,)
1A x, ()] < AR ()| < Sup [ AR ()|l = M < +o0, (1.17)

alors, par le Lemme 1.8.24(a) et (b), (1.16) et (1.17)

100 = T3 () |

70 = T35, )|+ 15, (1) = T (1)

Al A (o) | + dis(An, A) + /A (14 [[AG(0a)[]) dis(An, A)
2An (L [[Anp, ()| + [|AN, (1) []) dis (A, A)]
MM + dis(An, A) + /A (1 + M) dis(A,, A)

Hnn - gnH

IN

VAN

VI

IN +

1
201+ M g = il + A ) dis(An, A)] 0

par conséquent, [|&, — n|| — 0 lorsque n — oo (car dis(A,, A) — 0,9, = net A\, — 0
lorsque n — 00). De plus, comme [[Ay, (n)[| < [|A°(n)l, puisque 7 € D(A), on obtient
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d’apres le lemme 1.8.24(c)

1 2 .
1A, (1) = An IP < 55l =017 + 5= (U4 [Anx, ()l + [[Ax, (D)) dis (An, A)

< e =0l + 200+ M+ [[A (1)) v/ dis(An, A) — 0,

par conséquent,

Ap, (mn) — A%(n) lorsque n — oo.

Comme A, ,(n,) € AnJﬁ”(nn) = A,&,, nous avons [|A%2(&)] < [[Ana, (n,)]| et par
conséquent

lim sup || A, (&) < limsup || Anx, ()| = [A°(0)]]. (1.18)

Pour prouver que A%(&,) — A°%(n), on peut supposer que y, = A%(£,) — y faiblement
pour y € H, on applique le Lemme 1.8.23 sur x,, = £, — n on obtient y € An. D’ot,

1A ()| < llyll < lim inf [| A (&)]] < limsup || 45 (&) |

n—o0o

et avec (1.18) ceci implique que y = A%(n) et AY(&,) — A°(n).
Pour le cas particulier, on prend n, = .J. ;‘n” (n) € D(A,) pour une suite quelconque p,, — 0,
d’aprés le Lemme 1.8.24(a)

0 =l = 195 () = nll < pall AR+ dis(Any A) + v/ pa (L + [ A ()]]) dis(An, A)
< el + [Inl)pn + dis(An, A) + v/ (1 + (1 + [nl])) dis (An, A)

alors, 1, — n lorsque n — oo et aussi

1A () || < e(X+ [|mn = nll + IIn]) < M.
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CHAPITRE 2

EXISTENCE DE SOLUTIONS ABSOLUMENT
CONTINUES POUR UNE INCLUSION
DIFFERENTIELLE GOUVERNEE PAR UN
OPERATEUR MAXIMAL MONOTONE ET
AVEC UNE PERTURBATION UNIVOQUE

2.1 INTRODUCTION

Ce chapitre est consacré a I'étude de 'existence et 'unicité de solution de problémes

d’évolution du premier ordre régis par des opérateurs maximaux monotones dépendant
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du temps, dans un espace de Hilbert H. En premier lieu, on donne un théoréme d’existence

de solution du probléme de la forme

P { —u@)_ c A(t)ult), pptel
u(0) = o,

ou, pour tout t € I =1[0,7T], A(t) : D(A(t)) C H = H est un opérateur maximal monotone
et Papplication ¢ — A(t) est a variation absolument continue. En second lieu, on introduit
une perturbation univoque dépendant du temps et de I'état et satisfaisant une condition

de type Lipschiitz. Il s’agit du probléme de la forme

(r) { —ilt) € A()ult) + f(tult)), pptel
u(0) = up.

Soulignons ici, que le méme probléme (P) ou t — A(t) est a variation bornée continue
a droite a été étudié par Kunze-Marques dans [32]. Par contre, une étude détaillée du
probléme (Pf) ot ¢ — A(t) est & variation bornée continue, a ét¢ menée dans le récent

papier par Azzam et al [6]. Dans ces travaux, les auteurs ont considéré les problémes

du
(P") _(g_;”(j) c A(t)u(t), dr—pptel (2.1)
et p
(P) _<g_7)“(_t) e At)u(t) + f(t,u(t)), dr—pptel (2.2)

ou, t — A(t) vérifie 'hypotheése
dis(A(t), A(s)) <r(t) —r(s), V0<s<t<T,

avec r : I — [0, +oo[ une fonction croissante, continue a droite dans I'étude de (P")
(voir [32]) et continue dans '¢tude de (P5) (voir [6]). Ils ont alors démontré un théoréme
d’existence et d’unicité de solution a variation bornée continue & droite (BVRC) pour le
probléme (P") et de solution & variation bornée continue (BVC) pour le probléme (P}" ).
De ce dernier théoréme, les auteurs ont dérivé un théoreme d’existence et d’unicité de
solution Lipschitzienne en considérant t — A(t) a variation Lipschitzienne par rapport a

la distance de Vladimirov, i.e.,

dis(A(t), A(s)) < aft —s| Vt,sel,
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du  dudr
ol «v est une constante positive. L’idée était de prendre 7(t) = at, et donc B d
”
du 1
a—. Comme l'opérateur B(t) = —A(t) est maximal monotone, Iexistence de solution
a

,
pour le probléme

_% € A(tyu(t) + f(t, u(t)),

est alors déduite de I'existence de solution pour le probléme

_du
dr

Néanmoins, cette méthode ne peut étre utilisée dans le cas d’une variation absolument

(6) € Blyu(t) + ~ (6, u(t).

continue de t — A(t). En effet, si on considére l'existence d’une fonction 5 : I — [0, +o0|

absolument continue telle que
dis(A(t), A(s)) < |B(t) = B(s)| Vs €1,

et en essayant d’utiliser le théoréme d’existence pour (P}") (car [ vérifie les hypothéses

supposées sur ) nous obtenons existence de solution pour le probléme

_Z_Z(t) € A(t)u(t) + f(t,u(t)), pour pp.tel
u(0) = g
c’est-a-dire
St A yalt) + P () =~ e BA®) ult) + B0) 1 ult))

et les hypotheéses exigées pour la résolution de (P}" ) ne sont pas satisfaites sur 'opérateur

B(t) = %A(t) u(t) et la perturbation g(t, u(t)) = %

de la variation absolument continue de ¢ +— A(t) nécessite une étude spécifique et c’est

f(t,u(t)). Par conséquent, le cas

I'objectif de ce premier chapitre.

Dans tout le chapitre H est un espace de Hilbert réel séparable et I = [0, 7.

2.2 RESULTAT D’EXISTENCE POUR UN PROBLEME D’EVO-
LUTION NON PERTURBE.

Nous commencgons par énoncer un théoréme sur l'existence de solution absolument

continue pour le probléme non perturbé régi par un opérateur maximal monotone dépen-
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dant du temps, suivant

(P { —ilt) € A@Q ), pptel
u(0) = wup.

(Théoréme 3 dans [32]). Nous donnons ici une preuve compléte, avec un algorithme de dis-
crétisation différent et une hypothése légérement renforcée sur la variation de 'opérateur

par rapport a [32].

Théoréme 2.2.1.
Soit pour tout t € I, A(t) : D(A(t)) C H =2 H un opérateur mazimal monotone vérifiant

les hypothéses suivantes.
(H1) Il existe une fonction 3 € W'(I,R) positive sur I et croissante avec, sans perte de
generalité, 5(T) < oo et 3(0) =0, tel que

dis(A(t), A(s)) < |6(t) — B(s)] Vit,sel (2.3)
(H2) Il existe une constante positive c, tel que

|A°(t, 2)|| < e(L+||z|)) Vtel,ze D(A®R)). (2.4)

Alors, pour ug € D(A(0)) le probléeme (P) admet une solution unique absolument conti-
nue. De plus,
la(t)|l < K(1+5(t) pp-tel,

pour une certaine constante K € [0, 4o00[ dépendant de ||uo||,c, T et 3. Plus précisément,
K:=2(1+c(l1+Ky)), avec Ky := <||u0H +2(14+¢)(T + ﬂ(T))) exp (2¢(T + 3(T))).

Démonstration
La démonstration se base sur la construction de suites approximantes via un algorithme
bien adapté, dont nous allons montré la convergence vers la solution recherchée.
On choisit une suite quelconque (e,)nen CJ0, 1] décroissante vers 0 lorsque n — +o00, et
on considére la partition 0 = t7 < ¢! < --- <t =T de I. Comme t — [3(t) + ¢ est

absolument continue on peut supposer que

tha
[tr, — 7| +/ |B(t)|dt < e,, pouri=0,... k, — 1. (2.5)
t

n

On pose

?+1 = t?+1 — 7, 77?+1 = B( ?+1) - ﬁ(t?), pour i=0,...,k, — 1, (2.6)
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alors, I'inégalité (2.5) peut étre réécrite sous la forme : 67" + 0’ <&, < 1.
Nous partageons la preuve en 4 étapes :

Etape 1. Algorithme

Pour chaque n € N, on construit une application en escalier continue a droite

u, : I — H, comme suit :

un(t) = uy = ug, pourt € [0,t}], et

Un(t) = uy, pour i =1,...  k,, te[tf t7,], u,(T) =g (2.7)

ou, pour ¢ =0,...,k, — 1,
iy = i (ud) = In + 07 At)) (4], (2.8)
c’est-a-dire J; (u}') = ;Lf“)(u?). Observons que, par construction, uj,, = J(uj') €

D(A(t})) (voir Proposition 1.8.17(i)), et

ui € (I + 64 At 1)) uiia,

le.,
ut =y u — Jm (u? At
W) () e A, = AR W), (29
tiy1 — 1 0741 i

(voir Proposition 1.8.17(i)). On définit aussi 'application v, : I — H par

t—tr

= n n
tha — b

Up, Uiy — U ) +u;, pourt e [, 4, t=0,...,k, — 1, .
t Fe —uf) +uf pourt € [t ¢ [, i =0, ky — 1 2.10

et v,(T) = uj, . Il est clair que I'application v, est absolument continue avec v, (t;) = u;'

et

ul o —ul
on(t) = i VEE ] (2.11)
i+1 %

Par conséquent, si on définit la fonction 6,, : I — I par

" el et ], i =01, .. ka1,
Hn(t) _ i+1 pour B ] i H—l] ! 1 (212)
0 pour t =0,

alors, par (2.10), (2.11) et (2.12), 'inclusion (2.9) peut étre écrite comme suit

—0n(t) € A0y (1) vn(0,(t)),  pp.tel (2.13)

51



Chapitre 2 : Existence de solutions absolument continues pour une inclusion
différentielle gouvernée par un opérateur maximal monotone et avec une
perturbation univoque

Etape 2. Estimations et convergence des suites (un)n et (vn)n

Afin de prouver la convergence de la suite (U”)n’ nous allons montrer qu’elle est bornée
en variation et en norme.

Nous avons par 'hypothese (H1), dis(A(t}), A(t},)) < |B(t8,) — B@E)| = 0y, pour
i=0,...,k, — 1. Ceci avec u € D(A(t})), le Lemme 1.8.24 a) et (H2) donnent

||u?+1—u;‘|| = ||Jz11( ’?)_u’?H
S | A (87w || + dis(A(t])), At )
\/51+1 (1 + | A7, up) ) dis(A(t}), At} 1))

IN

+

< Gfpe(d+ [luf ) + mihy + \/53;11(1 + (L [[u]]))nfy
< (L4 e+ [l D)6 +nit) + \/(5?+1 + 0 )? (L4 e(1 + [lui]])
< 201+ e+ () (071 + niya)- (2.14)
Donc,
luiall <l — Il + [l
< 201+ e+ D)0y + i) + llud'|
< (4 2e(6 + i) lud [ + 200+ ) (071 + mika).
On applique alors le Lemme 1.7.21, on trouve pour tout n € Net i =0,...,k,,
i—1 i—1
Jui || < (“UOH +2(1+¢) Z O + Mit1) )eXP< CZ [ ) :
k=0 k=0

i—1 i—1

Comme anﬂ Bt — B(ts) < B(T), et aussi 252—&-1 =t < T, il s’ensuit que
k=0 k=0
o211 = (Jlunll + 201+ HET) + 7)) exp (Go(5(T) + 7)) = K
D’ow, par cette derniére inégalité, (2.14) devient
Jufyy — '] < 2(1+c(1 + Kl))((szﬂJrl + 77?+1) = Ky (5?+1 + 77?+1)- (2.15)

Si on pose K = max (K, K3), on obtient

kn—1
supsup ||u,(t)|| < K et supvar(u,) = sup (Z lut,, — u; H> <K@BT)+T). (2.16)

neN tel neN neN 0
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De plus, pour tout n e Net 0 < s <t <T,

lun(t) — ()|l < K((B() — B(s)) + (£ — 5) +€n)- (2.17)
En effet, fixons s € [t7, 4}, ,[ et t € [t], 17, avec j > 4. Alors par (2.6), (2.15) et le fait

que 3 est croissante on obtient

[un(t) = un(s)| = [luf —ui|
Juf —wf oy +uf g+ =y +udy —
< flug =g |l e (e — gl
i1
<

Z [y pn — iyl
k=0

< K Y (B ) = B ) + (o — 170))

= K((6(7) — 6)) + @ — 1))

= K((B(t7) = B()) + (8(t) — B(s))

+ (B(s) = B()) + (1 =) + (t = 5) + (s — 17))

< K((B®) = B(s) + (t = s) + (B(t741) — BE) + (£41 — 7))

En utilisant (2.5), on conclut que 'inégalité (2.17) est vraiment satisfaite.
Notre suite (u,), est une suite d’applications & variation bornée continues a droite uni-
formément bornée, en norme et en variation. D’aprés le Théoréme 1.2.6, il existe une

application a variation bornée u : I — H telle que
un(t) — u(t) pourtout t € I, (2.18)

ceci implique que la condition initiale u(0) = wuq est satisfaite. En effet, (u,(t)), converge
faiblement vers u(t) pour tout ¢t € I, en particulier pour ¢t = 0, c’est-a-dire, pour tout
reH

lim (u,(0), z) = (u(0),x) = (ug, x) = (u(0), )

n—o0o

pour x = u(0) — up, on trouve u(0) = wug. De plus, en prenant liminf dans (2.17), on

n—oo

obtient pour tous 0 < s <t < T grace a la Proposition 1.4.6,
[u(t) = u(s)|| < liminf [ju, () —un(s)]| < K(( = 5) + () = 5(s))- (2.19)

on divise cette inégalité par t — s, et on trouve

) ~ )] ¢ (1 )= 80

t—s t—s
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donc, lorsque s tend vers ¢, on obtient
lu(t)] < K(1+8(t)), pp.tel (2.20)

Par conséquent, u est absolument continue. Plus précisément, u € W*'?(I, H) car nous
avons supposé que 3 € WH(I, R).

D’autre part, on peut montrer que la suite (v,) est aussi bornée en norme et en variation.
En effet, par les inégalités (2.10), (2.15) et (2.16), pour tout ¢ € [ti', ¢ [, ¢ = 0,1, ..., k, —1

no_ ¢n

[on(®)] < tffi—_tznllu?ﬂ =il + ufll < Ko+ K < 2K, (2.21)
i+ 7
et aussi par (2.15)
[on(ti1) = on (B = Ny = uit | < K (07 + n0a)- (2.22)
Par suite,
sup ||vpllc < 2K et supwvar(v,) < K(B(T)+T). (2.23)
neN neN
Maintenant, a I'aide de (2.5), (2.7), (2.10) et (2.15), nous avons pour tout ¢ € [t7, ¢ ],
[0 () = ua(®)]] = llon(t) = il = —— iy —ufll < llufhy —wfll < Ken. (2.24)
i+1 b

Cette derniére inégalité et (2.17) impliquent que, pour n € Net 0 < s <t < T,

[vn () —va(S)[| < o) = un(®)]] + lun(t) — wn(s)|| + [un(s) — va(s)]|
< Ke,+ K((B(t) —B(s))+ (t —s) +e,) + Key,

= K((t—s)+ (B(t) — B(s)) + 3ey). (2.25)

Grace a (2.23), la suite (v,,) est bornée en norme et en variation. Alors, on peut lui extraire
une sous suite qui converge faiblement ponctuellement dans H. Par (2.18) et (2.24), pour

tout n € H on a

(Un(t) = un(t),m) — (un(t) —u(t),n)

< lim Ke,l||n|| = 0.

lim
n—oo n—oo

(1) = u(th)| = tim
D’ou,
v, (t) = u(t) pourtout t € I, (2.26)

Dans la suite, observons que par (2.6), (2.11) et (2.15), nous avons pour tout
bty bl

noo_— tn — tn
tir — 8 i, — 17
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on applique le Théoréme de différentiation de Lebesgue (Théoréme 1.1.6) sur 3 € L*(I,R) C
L'(I,R), on obtient pour presque tout ¢ différent des noeuds "

e A, —

= B(t), (2.28)

car t €|t ti' [, et lim ¢} = lim ¢}, = t. On conclut que, pour presque tout ¢ € I, il
n n—oo

— 00

existe C; < oo tel que
[on ()] < C,

fe, 3N C I tq A(2) =0 et Vt € I\Q, il existe Cy < +00 tel que
[on(8)]] < C. (2.29)

Par l'estimation (2.23), on trouve

T kn—1 (A

loulls = / low(®)lde = 3 / 6 (0) |t
0 i=0 Yt
kn—1

< Z [V (ti1) — va (8] = var(vy, I)
< K(T+B(T)). (2.30)

Par conséquent, la suite des applications dérivées (1,) est bornée dans L' (I, H). Mais, ne
sachant pas si t — C} est intégrable, on n’est pas en mesure d’extraire une sous suite de
(0,,) convergeant dans L'(I, H). Par contre, en utilisant I'hypothése 8 € W*(I,R), on
va montrer qu’on peut lui extraire une suite qui converge dans L*(I, H). Pour tout t € I,
soit y(t) = K(3(t) + 1), alors par (2.15)

ti
Ju =l < [ (e 231
t

n

Comme v > 0 et v € L*(I,R), nous avons par l'inégalité de Cauchy-Schwarz

ey =l < (820 — 82) (2.32)

NI
VN
E:
—~
)
—~
\]
N—
N—
no
QL
\]
~
N =
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Alors par (2.11) et (2.32)

T kn—1 25
linlPs = / lin(s)[2ds = 3 / i (s)2ds
0 i=0 Yt
kn—1 28] Hu” —UUHQ
S / +1 7 dS
; 124 (t?+1_tzn)2
kn—1 n n
< ||Uz‘+1 — U ||2
TR
kin—1 e
< ¥ / ((7))2dr
i=0 Yt
T
= | 0wy = i < o 239
0

Donc, par (2.33), on peut supposer que (%) converge faiblement dans L*(I, H) vers une

application w € L*(I, H). Par conséquent, en utilisant le Théoréme 1.5.11, pour ¢ €]0, T

<:1c,u(t)—u(0)> = lim [<x,vn(t)> - <:E,vn(0)>]
— nlgrolo <;c,/0t@n(7)dr>

— lim <1}07t}(r)x,1}n(7)>d7

n—oo I

— [{(tpatnmut) yar
_ <a: /0 tw(f)d7>

t
en particulier, pour x = u(t) — u(0) — / w(T)dr on trouve
0

et x € Hona

u(t) — u(0) = /0 w(r)dr

Par conséquent, @ = w p.p. sur I (voir Théoréme 1.1.8) et alors, (0,,) converge faiblement
vers  dans L*(I, H).
Dans la suite, nous allons montrer que la suite (v,) converge uniformément sur /. Dans

un premier temps, remarquons que pour tous n,m € N et presque tout ¢ € I, nous avons
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par la définition de dis(-,-) et les estimations (2.3), (2.5) et (2.13)

Z

<%m—m@wa%uwwn (0)
(0)

s(rwm@ww%@mws , A0 (1))
< (Ol 01306, 5<<m
< (T o @+ om®) (16( B+ 18(0n(t) — B
< (1ol + lom ()l )(€n + Em)-
D’autre part, par les inégalités (2.5) et (2.25) nous avons

@mwﬂmx%a %ﬂm»—mw+%umﬁ

) = vm( (
([N + @) (10m (£) = v O (O + [[vn(0n (1)) = va(D)])
K ([|om @) + [0 ()]]) (10a(2) —tl + |8(0n(t)) — B(£)] + 3en
10 () — 2] + |B(0m(£) — B()] + 3em)

AK (e + en) ([0m @) + l0a@)]])

AK (em +en) (14 [[om (O + llon(B)1])

INIAN + N IA

ces deux derniéres relations nous donnent

@m&wmm%@—w@>: @mwﬂmm%@—wwmm—%@+m%w§
n @mw—m®WM%@wa%wO

< (K 4 Dt en) (14 [on @] + @) (2:30)

On obtient grace a la formule de Moreau (Proposition 1.2.4)

d

! (1 [on(t) — vm(t)||2> = <vn(t) — (1), 0 (t) — Dm(t)>, dt —pp.

alors, comme v,,(0) = v,,(0)

%an(t) — )| = /Ot <vn(s) — U (8), 0p(s) — vm(s)>d8

< (@K +D(en + &) (T 0nll + [[0mll1),
En prenant en compte I'inégalité (2.30), on obtient
[0a(-) = vm (G < 2(4K + 1)(en + ) (T + 2K(T + B(T)). (2.35)

Il est clair que le coté droit de cette derniére inégalité tend vers 0 lorsque n, m tendent vers

+o00. Par conséquent, (v,), est une suite de Cauchy dans C(I, H). Donc, (v,), converge
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uniformément et fortement vers une fonction continue, qui d’aprés (2.26), n’est autre que

la fonction continue u, i.e.,
|lvn(-) —u(-)|lc = 0 lorsque n — oo
par (2.24), nous avons aussi
|lun(t) — u(t)|| — 0, uniformement sur I.
De plus, comme par (2.25), (v,(6,(t)) —v,(t)) — 0 fortement, nous avons pour tout ¢ € /
[u(t) = vn(@n (@) < Nul@) = voa(O + l[on(t) = 0n(0n(t)[] — 0 lorsque n — 00.(2.36)

Etape 3. Existence de solution.

Nous allons prouver dans cette étape que u est une solution a notre probléme (P) Pre-
micrement, prouvons que u(t) € D(A(t)) pour tout ¢ € I. En effet, par (2.7) et (2.8) nous
avons u,(t) € D(A(e,(t))) pour tout ¢t € I, ot ¢, : I — I est définie par ¢, (t) =t dans

[t i [ et oo (T) =T. D’autre part, par (2.3) et (2.5), pour tout ¢t € [

dis(A(en(t)), A(t)) <en, VneN.

Par conséquent, en fixant ¢ € I, on obtient A, — A par rapport a dis(-,-), ou A, =
Apn(t)) et A= A(t).

(dis(An, A) = dis(A(en(t)), A(1)) < [B(en(t)) — B(H)] < &n)

Comme la suite (y,) = (Ao(gpn(t),un(t))) est bornée par (2.4) et (2.16), alors on peut
extraire une sous suite (notée aussi (y,)) qui converge faiblement vers y, donc on applique

le Lemme 1.8.23 & z,, = u,(t) — u(t)
A%(n(t), un(t)) € Alpn(t))un(t) = Anzn

on obtient
u(t) € D(A) = D(A(t)).

Ensuite, nous allons vérifier que l'inclusion dans (P) est satisfaite sur un ensemble de
complémentaire Lebesgue-négligeable.

Comme (vn)n converge faiblement vers @ dans L*(I, H), par le Théoréme de Mazur 1.7.3,
il existe une suite (wj)j tel que pour tout j € N, w; € co{z}k; k > j} et (wj)j converge
fortement vers @ dans L*(I, H). Alors, on peut extraire & partir de (w;) une sous suite qui

converge presque partout vers 1, i.e., il existe un sous ensemble N C I de mesure nulle et
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une sous suite (j,) de N tel que

te I\ N = w;j, (t) — a(t) lorsque p — oo. (2.37)
Alors, nous avons pour tout t € I\ N, en posant S, = {Q}k(t), k > jn},

u(t) € () @(Sn).

neN

Pour tout z € H, le théoréme de séparation (Théoréme 1.3.10) nous permet d’écrire

(z,u(t))y < 0"(z,S,) =sup(z,0x(t)), VneN,

N k>jn

4
0
=g
=
A

inf sup(z, vx(t))

neN k>

lim sup(z, 0,,(1)). (2.38)

n—-+o0o

4
™
.
=
IN

Comme u(t) € D(A(t)) pour tout ¢ € I, pour montrer que —u(t) € A(t)u(t) p.p., par la
Proposition 1.8.20, il suffit de montrer que

<u(t), u(t) — 17> < <A0(t, n),n — u(t)> p.p.-t €1 ¥y e D(A(t)). (2.39)

Pour cela, soit n € D(A(t)), vue (2.4), on peut appliquer le cas particulier du Lemme
1.8.25 4 A, = A(6,(t)) et A = A(t), pour trouver une suite (&,) telle que

& € D(A0,(1), & —n et A%0,(1), &) — A%(t,n). (2.40)

Pour tout n € N, soit I \ N,, 'ensemble sur lequel (2.13) est satisfaite. Comme chaque

A(t) est monotone, en particulier pour t € I \ N,,, nous avons

<—mm—A%mm@MM%mwazo
ou bien

(10000800 = &0 ) < {400 6.6~ 0 0a(0) ) (2.41)

+oo
Par suite, grace a (2.29) et (2.41), nous avons pour tout t € [\< U N, U Q)

n=0

vn@»zmw-—n>
- fmm%@m»—@>+émm@wwwM%w»—@—@w
A1), 60, En — 0a(0n(0) ) + in () (160 — a1l + t) — va (Bu(E))])

AY0n(t),€0) &0 — va(0n(t)) ) + Co(16n — nll + u(t) — va(Ba(®)]])

IN

IA
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D’o, par (2.36) et (2.40)

isup (6 (0,u() 1) < (400000 = () (2.42)

n—oo

et par introduit l'estimation (2.38) en compte, on obtient l'estimation (2.39). Par consé-

quent,
—u(t) € A(t)u(t) p.p.sur I, avec u(0) = up.

Par (2.20), cette solution vérifie pour presque tout t € I
la()]| < K (1+6(t))-

Etape 4. Unicité de la solution

Supposons qu’il existe deux solutions u, v pour le probléme (P), c’est-a-dire,

{ —a(t) € A()u(t), pp.tel;

{ —i(t) € A(w(t), pp.tel;

Par la monotonie de A(t), on trouve
(u(t) —o(t),u(t) —v(t)) <0 pp.tel.

Posons w = u — v. L’application w est absolument continue. Comme u(0) = v(0) = wy,

on aura
1 2 1 2 2
sl —v®OIF = S(lw®IF = [[wO)])
1
= 5 [ dweP)
10,¢]
Alors, on applique la formule de Moreau d(||w[*) = 2(w,dw) (car w est absolument

continue), on obtient

%Hu(t) —u(@®)|? = %/}M d(Hw(s)HQ) = /}o,t} <w(7), dl;(TT)dT>
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D’ot, u = v p.p. Ceci termine la preuve du théoréme. |

En utilisant le théoréme précédent, on donne un résultat d’existence de solution pour

le probléme (P) perturbé par une application h € L*(I, H).

Corollaire 2.2.2.
Soit pour tout t € I, A(t) : D(A(t)
sant (H1) et (H2). Soit h € L*(I,

(7 { —(t) i A u(t) + h(t), pptel
u(0) ug € D(A(0)).

) C H = H un opérateur mazximal monotone satisfai-
H). Alors, pour tout ug € D(A(0)), le probléme

admet une unique solution absolument continue u € W"*(I, H). De plus, pour K =
K(HUOH767T75> h);

la@)ll < K(1+ ) + [h@®]) + [h®)],  pp-t €L,

Démonstration

On définit un opérateur B(t) sur H comme suit :
Blt)r = A(t) (x _ /Ot h(s)ds), vz € D(B(t),
D(B(t)) = {ze€H, B(t) #0}
~ {ecH, A <x _ /Ot h(s)ds) £0)
= o+ [ Hse iAW) #0}
= {ye H, A(t)(y) #0} +/0th(s)ds

= D(A(t))+/0 h(s)ds.

t
c’est-a-dire, x € D(B(t)) si et seulement si —/ h(s)ds € D(A(t)). Puis, on va montrer

0
que B(t) est maximal monotone, et satisfait les hypothéses du Théoréme 2.2.1. Fixons

t t
t € 1, soient [z1,y1], [x2, y2] € B(t) alors, {xl—/ h(s)ds,yl}, [:BQ—/ h(s)ds,yg} € A(t).
0 0

Comme A(t) est monotone, nous avons

<x1 — /Ot h(s)ds — <x2 — /Oth(s)ds>,y1 — y2> = (21— 22, y1 —y2) > 0.
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Donc, B(t) est monotone. Pour la maximalité, soit (z,y) € H x H tel que

t
Or, [¢,1] € B(t) — [5—/ h(s)ds,n} € A(t). D’autre part, on peut écrire I'estimation
0

(2.43) comme suit

<x - /Oth(s)ds - (g - /Oth(s)ds)y - n> >0, V {g - /Oth(s)ds,n} € A(t)

t
Par la maximalité de A(t), {a: - / h(s)ds, y} € A(t), c-a-d, [z,y] € B(t), donc B(t) est
0

aussi maximal monotone. D’autre part, pour (¢,x) € I x H

Proi (x_ﬁ h(s)d8> (0) H _ HAO <t, . /0 t h(s)ds)
(11l + [ ncoas)

< (1 + 2| + ||l L)
< a(l+ [|z])).

LA

IA

ot = c(l+ ||h||1). Aussi, si s < t, solent [x1,y1] € B(t), [x2,y2] € B(s). Par (H1) et la

définition de dis(-, -), nous avons

<y1—y2,x2— /Oshmdr—(xl— / h<7>d7)> < (LIl + lwall) dis(A(E), A(s))
(14 ]l = 1) 13(8) = ()|

IN

alors,

(g1 — Yo, 22 — 1) < (1+Hy1||+||y2||)|5(t)—5(8)|+(1+|lylll+lly2ll)/ |2 (7)lld7

on obtient,

dis(B(t), B(s)) < ()] + / |h(r) | dr

< / 13(r)dr + / In(7)lldr

/0(IIB(T)||+IIh(T)II)dT—/0 (BN + 1A dr
V() = V(s)l,

IA
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t

avec V(t) = (18|l + ||h(7)])dr. Comme 3 € W"*(I,R) et h € L*(I,H), il est
0

clair que V€ W'?(I,R). Par conséquent, sachant que uy € D(A(0)) = D(B(0)), par le

Théoréme 2.2.1, il existe une solution unique absolument continue v : I — H au probléme

(P) { —i(t) € B(t) v(t)

, pptel
v(0) = uo € D(B(0)),

de plus, elle vérifie
lo@)[ < KA+ V@) pptel, (2.44)

avec K =2(1+ a(l+ K1)), et

K, = (HUOH +2(1+a)(T+ V(T))) exp (2o(T + V/(T)).

t
Comme B(t)v(t) = A(t) (v(t) — / h(T)dT), on conclut que v est la solution unique du
0

(Pl) si et seulement si ’application v : [ — H définie par

u(t) = v(t) — / h(rydr Viel
est la solution unique du probléme (P,). Doe plus, par (2.44)
(@) < K (14 18)] + [1h@)]]) + 2]
K =214+ 1 +|h]|)(1+ Ky)) et
Ky = (JJuoll+2(1+c(1+ 2l 20) (T+B(T)+1Bl| 1) exp (2e(1+[[R] 1)) (T+B(T) +[|7] 1)
|

2.3 RESULTAT D’EXISTENCE POUR LE PROBLEME PER-
TURBE.

Plus généralement, dans cette section, on s’intéresse a l’existence de solution en
présence d’un terme supplémentaire f, une perturbation, qui peut aussi dépendre de la

variable d’état, c’est a dire, le probléme considéré ici est de la forme

R
P u(0) = uo € D(A(0)).
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Théoréme 2.3.1. Supposons que pour toutt € I, A(t) : D(A(t)) C H = H est un opé-
rateur mazximal monotone satisfaisant (H1) et (H2). Soit f : I x H — H une application

mesurable sur I vérifiant

our tout R > 0 4l existe une fonction positive ar € , tel que
H3) P R > 0 il exi ‘ it LY(I,R) tel
1f(t,2) = ft. )l < ar(®)|z —yll, Vt €I, Yo,y € BO,R).
existe une constante positive telle que que pour tout t € 1 et pour tout x € H,
Hj) 1 ex: itive M tell 1 H
1 (8 )] < M1+ [lz]]).

Alors, pour tout ug € D(A(0)), le probleme (Pf) admet une unique solution absolument
continue u, pour laquelle nous avons ||u(t)|| < K(1+ 3(t)), pour p.p. t € I, ot K est une
constante qui dépend de ||uol|, c, T, M, et ((-).

Démonstration
Etape 1. Algorithme
Comme dans le cas du Théoréme 2.2.1, on considére une partition ayant les propriétés
(2.5) et (2.6). On définit une suite d’applications en escalier continues a droite u,, : I — H
comme suit :

un(t) = uf = uop pour t € [0, 7],

et
u,(t) =uy pouri > 1, te[th 7], Uy (T) = uy, (2.45)

oupouri=0,1,...,k, — 1,

i i+l
uz4:=<u11(u?-— f(&?dUdS)==(IH-%5Z4A(ﬂ11D‘1(U?-— f(aqéwds)-
t

n
(3

(2.46)
Observons que par construction
Uiy = Jip (uz - / f(s, )dS) € D(A(t}1)) (2.47)
2
(voir Proposition 1.8.17) et
ul o —ul 1 i
_% € A(tiui, + n_/ f (s, ui)ds,
07 i+l Jn
par suite,
1 i1
e [ s -t ) € A, (2.48)
Oy tn
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Aussi, on définit I'application v, : I — H par

on(t) = tfl__t"tn( Wy —ul / f(s >+uy— / Fls,uhyds — (2.49)
i+ t

n
(3

pour t € [t 7 [, 1 =0,1,... k, =1 et v,(T) = uy . Il est clair que I'application v,, est

absolument continue avec v, (t}') = u, et que

on(t) = — ( —ur 4 / f(s )— F(tul) pourt €l (250)

5zn+1
Par conséquent, si on définit 6,,, ¢, : [ — I par
O,(t) =10y, on(t) =17 PP 7 ]i=0,1,... ky—1
et 0,,(0) = v, (0) = 0, alors (2.48) et (2.50) impliquent que
—0p(t) € A(0,(1))vn(0n(t)) + f(t,vn(pn(t))), pp. tel (2.51)

Etape 2. Estimations et convergences

Comme dans la preuve du Théoréme 2.2.1, on montre que les suites (u,), (v,,) sont bornées
en norme et en variation. En effet, par les propriétés (a) et (b) du Lemme 1.8.24 et par
nos hypothéses (H1), (H2) et (H4) avec (2.46) et (2.6) nous avons,

£
foto =l = (= [ s ads)
£
t?+1
< o = [ rnias) = gt + 1) - )
£
tﬁrl 0 n
< / £ (s u)lds -+ 67, LA w)| -+ dis(A(ED), A(t))
tn
O (U A w))) dis(A(E), A(t)
<M [ )07y + (U I8y + iy + /0% (1 (L + g )t
< (M ) (1 + [ D)0% + 1y + /(14 (L [ l)) (0% + )2
< (L4 (M )1+ D) (B +0n) + (L4 (L4 1 D) (6% + %)
< (24 (M 4201+ [ 1) (6 + 7030)
alors,
ey — ') < (24 M +20) + (M + 20)Juf ) (0751 + %), (2.52)
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par suite,

lwiall - <l =l + [l

< (T4 (M +20) (0%, + i) [ul]l + (2 + M+ 2¢) (67 + nf'y)-

Par le Lemme 1.7.21, nous obtenons

i—1 i—1
Juill < <||U0|| +(2+ M+ 20) Z (ki1 + M )exp ( (M +2c) Z [ /A )
k=0 k=0
= (ol + (2 214 20302 + 502 ) exp (01 + 2617 + () )
< (||u0|| + (24 M +2c)(T+ ﬁ(T))) exp <(M +2¢)(T + 6(T))> =: K1,
grace a cette inégalité, l'estimation (2.52) devient

ity =l < ((M + 20) Ky + (2 + M+ 20)) (074, +0fiy) = Ka(07, +1iy)- - (2.53)

Posons K = max (K, K5), alors

o —1
supsup |lu,(t)|| < K et supvar(u,) = ( Z upy, — u"H) < K(T+ B(T)).
neN tel neN
(2.54)

De plus, en répétant les mémes calculs dans la preuve du Théoréme 2.2.1, on obtient pour
0<s<t<T,

[l () = un(s)l| < K((t = ) + (B(t) = B(s)) +en)- (2.55)

La suite (u,)nen est une suite d’applications a variation bornée continues a droite uni-
formément bornée en norme et en variation. D’aprés le Théoréeme 1.2.6, il existe une

application a variation bornée u : I — H telle que
un(t) = u(t) pour t €l (2.56)

ceci implique que la condition initiale u(0) = wug est satisfaite (voir preuve du Théoréme
2.2.1). De plus, en prenant liminf dans (2.55), on obtient pour tout 0 < s <t < T

n—oo

[u(®) = u(s)|| < liminf [lun (t) = un(s)[| < K((t = 5) + 5(t) = B(5))- (2.57)

Par conséquent, u est absolument continue. Plus précisément, v € W"*(I, H) car 3 €
W (I, R).
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Afin d’obtenir des résultats similaires pour la suite (v,), observons que par (2.49), (2.53),
(2.54) et (H4) nous avons pour t € [t], ¢! ],

n
ti

1 "
1 (s,ui)l|ds

IN

lon®l < ey — w2l + ] + 2 /

tm

k3

< 2K +2M(1+ K)(th, —t") <2K +2MT(1+ K) =: Ly,  (2.58)

et par (2.53)
[on(t741) = v (G = Nty = wi'l] < K (650 + mi0)- (2.59)

Posons L = max (L, K), il vient que

kn—1
supluno <L et supuar(v,) =sup (X oty —ll) < LT+ 6. (200

neN neN neN i—0

Egalement, par (2.5), (2.49), (2.53) et (H4) nous avons pour tout ¢ € [t ¢, ]

t

+1
[0 (t) = un ()l = [loa(t) =il < HU?H—U?\H?/ 1f (s, ui) | ds
tTL

< fludyy —ud -+ 2M (1 [Ju[) (8 — )
< (K +2M(1+ K))e, < Le,. (2.61)

Par suite, les relations (2.55) et (2.61) donnent, pour n € Net 0 < s <t < T,

[on(t) = vn(s) < [on(t) = wn(E)]] 4 [[un(t) — un(s)]] + [[un(s) — va(s)]]
2Le, + K ((t — s) + (B(t) — B(s)) + &)
= K((t—s)+(B(t)—B(s)) + 2L+ K)e,. (2.62)

IA

Par (2.60), la suite (v,) d’applications continues est uniformément bornée en variation
et en norme, alors par Théoréme 1.2.6, on peut extraire une sous suite qui converge
faiblement ponctuellement dans H. Par (2.61) et (2.56), pour tout x € H on a

= lim [(va(t) = wn(t), @) + {un(t) — u(t),z)

< lim o) — w0

(on(t) = u(t), )

lim
n—oo

< lim Le,|z|| = 0.
n—oo
D’ou,

v (t) = u(t) pour t e, (2.63)
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Maintenant, par (2.50), (2.53), (2.54) et (H4), nous avons pour tout t €]t} ¢ |

lon)] < M= or gy

N tH—l _t
< K(ﬁ(t?“) o(t7) + 1) +2M(1 + K). (2.64)
t?—i—l - tz’

Donc, en prenant en compte (2.5) (a savoir que 7', ; —t;" — 0) et en utilisant le Théoréme
de différentiation de Lebesgue (Théoréme (1.1.6)), on assure l'existence d’un ensemble
négligeable N tel que, pour t € (I'\ N)\ {t]" : Vj,m}, (2.28) est satisfaite.
On conclut alors qu'il existe un ensemble Q@ C I tq A(Q2) = 0 et pour tout t € I\ €, il
existe Cy < oo tel que
o) < Ct. (2.65)

Par (2.60)

|0nll L = var(v,, I) < L(T 4+ 6(T)). (2.66)

Par conséquent, la suite (¢,,) est bornée dans L'(I, H). Comme 3 € W'?(I,R), nous allons
montrer que (4,) est bornée dans L?(I, H). Soit pour tout ¢t € I, v(t) = K(3(t)+1), nous
avons par (2.53)

n n t?+1
luly — ] < / A (r)dr. (2.67)
t

Comme v > 0 et v € L*(I,R), nous avons, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz
n n n ny % t?-H 2 %
e =l < 8 = ([ T Ompar) (2.68)
&
il s’ensuit (voir (2.50))

kn—1

flte = [ Wt = 32 [ o
2
Z/ . <”u’“ il +2M(1+K)) dr

z—i—l_t

IN

< zz{(” Y o) -m e

n
tz—l—l -
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cette inégalité implique avec (2.68)

kn—1

il szinWMt”) M ROR (@ 1)

Rt =) S () dr Jom
gz}j[ g LIy [CRRD
<23 [0 ar s aeMa K2 Y 0 1)
= 2l + M+ K)PT), (2.70

Par conséquent, on peut extraire de la suite (9,) une sous suite convergeant faiblement

dans L*(I, H) vers une application w € L*(I, H), on procéde comme dans la preuve du
¢

Théoréme 2.2.1 pour montrer que u(t) = ug +/ w(T)dr, c’est a dire & = w p.p., et donc
0

() converge faiblement vers v dans L*(I, H).

Dans la suite, nous allons prouver que (v,) converge uniformément vers u sur I.

On note pour tout n € N et pour t € I, f,(t) = f(t,v.(pn(t))) et on souligne que par
(H4) et (2.60)

[l < M+ [lon(en(®))]l) < M1+ L) =: M. (2.71)

Puis, revenant a I'inclusion (2.51), on peut écrire en utilisant la définition de la distance
de Vladimirov dis (-, -), les relations (2.5), (2.71) et I'hypothése (H1), pour ¢ €]0,T7,

Qmwm—%@m»m@+nw—%@—m@>

(L + @I + [om @l + o @Ol + [ fm(B)]]) dis(A0n(2)), A0 (2)))
(L + [[oa @Ol + lom @1 + 2M1) (18(04(2)) — BE)| + 18(0n(t)) — B(2)]

1+WNW+MMWH4MQ@VHM-

VARVAN

)

IN

Aussi

(Va(0n(t) = Um0 (1)), = fu(t) + fin () < [[0n(0n(t)) — Vi (O£ () = Frn(D)]] (2.72)

On applique la condition de type Lipschizit sur f (voir (H3)) on obtient par (2.60),
lexistence de oy, € L'(I,R) tel que

1f2(8) = [ (O] < arn(t)||va(en(t)) — vimlem(D))]]
ar(t)(lva(n(t) = ()] + [lva(t) = v ()| + [0 (t) = vin(@m ()]
(2.73)

IN
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et comme
[03(0n () =0 (O ()| < [[0n (0 () —0n () [[+[[vn (£) =V () | 4[| 0m (8) =0 (6 (D) || (2.74)
nous obtenons

[0 (B(£)) — 0 B a(t) — S D] < QL llont) — oI + AL(0), (275)
ol pour tout t € I
Alnlt) = @O = oalO () = 0a0] + ) = (0] + o) = 0 G0
£ ar®on®) = o1 (10000 (0)) = 00 + fom(E) — 0 (O (2)) )
+ anOlln(®) = il O Ion(8a(0) = a0l + [60(6) = 00+ [ (0) = 1 O]

Par (2.60), |Jvallc < L, d’ou pour tout ¢ € I, [|A, . (t)]| < 32L%a.(t), par conséquent
A, ., est intégrablement bornée. De plus, par (2.62), A, . (t) — 0 lorsque n, m — +oo et

t € I, par le Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue 1.7.12,
/ A 7)dr — 0 lorsque n,m — +oc.
D’autre part, nous avons
(0000) = 0a8u(8) = 0 (0) = 0B 50(0) = 1))
< (o @I+ [lom (2 )H)(an( n(t)) = vn (@O + [[0m (Om () — vt )||> =t AL (1),
et on observe que par (2.5), (2.62) et (2.66)

/0 A2 (1)dr < 2(K 1 L)(en + 2m) / o) + (7)) dr
< UK+ L)ep+en)L(T+B(T)) — 0

lorsque n, m — +o00. Par conséquent, on conclut que

(10(0) = v, 00) = 60 (0) )

IN -+

nan () + (LA [0 @) + [0 ()] + 2M1) (e + €m) + az(®)va(t) — v (O)I* + Ay (1)
nan(t) + oz () [[0(8) — v (8)]|* (2.76)

< <Un(t) — Vp(On(t)) = Vi (t) + V(O (1)), Un(t) — Um(t)>
n <vn<9n<t>> o (O (0)), 0(8) + Fult) — i (t) fm<t>>
<vn<en<t>> (O, —Ful0) + fm(t)>
A
A
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ou
D (t) = A7 o (8) + (L+ [[0a ()] + [0 ()] + 2M1) (20 + ) + Ap ().
Clairement,

T
/ Aym(T)dT — 0 lorsque n,m — +o0.
0

Comme v, (0) = v,,,(0) = wy, et pour tout t € I A, ,,,(t) > 0, alors pour t € [

Sl (t) —om@)]° = /0(vn(T)—vm(T),@n(T)—i}m(T»dT

< /Ot ar(7)|vn(7) — v (7) ||PdT + /OT Ay (T)dT.

Par Lemme de Gronwall 1.7.19, on conclut que

o) — v ()3 < (2 /OT Amm(r)dr> exp (/OT zaL(T)dT). (2.77)

Prenant en compte les arguments ci-dessus, on conclut que (v,) est une suite de Cauchy
dans C(I, H). Par conséquent, (v,) converge uniformément et fortement vers une appli-
cation qui, via la convergence faible ponctuelle de (v,,) vers u (voir (2.63)) n’est autre que
u, c’est-a-dire,

lon(:) — u(-)]|lc — 0 lorsque n — oo, (2.78)

et par (2.61), nous avons aussi ||u,(t) —u(t)|| — 0 sur /. De plus, par (2.5) et (2.62), pour
tel

[on (0n(2)) = w(®)]| < flvn(t) = w(®)]| + [[on(t) = va(0n(t))]| — O lorsque n — oo, (2.79)
et de méme
|vn(@n(t)) —u(t)|| — 0 lorsque n — oo. (2.80)

Etape 3. Existence de solution.

Dans cette étape, on montre que ’application u est une solution de notre probléme (Pf).
Montrons que u(t) € D(A(t)) pour tout t € I.

On définit la fonction

Up I — 1

t;n st te [t?’t?—l-l[
' () =
= nlt) {T si t=T.
Alors, par (2.45) et (2.47), on a u,(t) € D(A(¥n(t))) pour tout t € I. D’autre part, par

I'hypothese (H1) et Iestimation (2.5) pour tout ¢ € I

dis(A(n(t)), A(t)) < &n, Vn €N,
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Par conséquent, en fixant ¢ € I, on obtient A, — A par rapport a dis(-,-) ou A4, =
A, (t)) et A = A(t). Comme la suite (y,) = (Ao(wn(t), un(t))) est bornée par 'hypo-

these (H2) et 'estimation (2.54), alors on peut axtraire une sous suite, notée aussi (y,),

qui converge faiblement vers y, donc on applique le Lemme 1.8.23 & x,, = u,(t) — u(t)

A (W (1), un(t)) € Al (t))un(t) = Apn

on obtient,
u(t) € D(A) = D(A(t)).

Maintenant, nous allons vérifier que 'inclusion dans (Pf) est satisfaite presque partout.
Pour cela, nous suivons 1'étape 4 de la preuve du Théoréme 3.1 dans [6] en 'adaptant au
cas absolument continue.

En effet, comme la suite (¢,) converge faiblement dans L?(I, H) vers , par le Théoréme
de Mazur 1.7.3, il existe une suite (w;) tel que pour tout j € N, w; € co{ig, k> j} et
(w;) converge fortement dans L*(I, H) vers u. D’ot, il existe un sous ensemble négligeable

N de I, et une sous suite (jn) de N tel que j, > j et
teI\N = w;j, (t) — u(t) lorsque n — oo.
Alors, nous avons pour t € [\ N, en posant S,, = {bk(t), k> jn},

u(t) € () @ (Sn).

neN

Pour tout z € H, le théoréme de séparation (Théoréme 1.3.10) nous permet d’écrire

(20} < F(:08) = swp(in). Vel
= (z,u(t)) < ingsup(z,bk(t»
nEN k> gy,
= (z,u(t)) < I;IEJsrljop@,@n(t)). (2.81)

Comme u(t) € D(A(t)) pour tout ¢t € I, pour montrer que —u(t) € A(t)u(t)+f(t,u(t)) p.p.,
par la Proposition 1.8.20, il suffit de montrer que

<M0+f@U@LMﬂ—7>§<4Wn%7—wﬂ> Py € DA, (2.82)

Pour cela, soit v € D(A(t)), vue 'hypothése (H2), on peut appliquer le cas particulier du

Lemme 1.8.25 pour trouver une suite (§,) telle que

&n € D(A(L(1)), & — et A%(0a(t). &) — A°(t, ). (2.83)
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Pour tout n € N, soit I\ V,, 'ensemble sur lequel (2.51) est vérifiee. Comme chaque A(t)

est monotone, en particulier pour ¢ € I \ N,,, nous avons

< - bn(t) - f(ta Un(@n(t))) - A0<9n<t>75n)a vn(en(t)) - €n> >0,
<vn<t> £ F(tvn(nl0)), 0a(Ba(1) —sn> < <A°<en<t>,£n>,an - vn<en<t>>> (2.84)
Par I'hypothése (H1) et les relations (2.5) et (2.62), on a

|vn(0,(t)) — v (V)| + dis(A(0,(t)), A(t)) — 0 lorsque n — oo.

Par conséquent, a ’aide de (2.65), (2.84) et (H4), nous avons pour tout t € I'\ (( U Nn> U Q)
n=0

(8n(0) + 500D 0(0) = 1) = (30(0) + 700,050 (0) ~ )

#(80(0)+ S0, (10) ~ 000) — (- &) )

< (A00(0).6.60 = 000 ) + (1) + 170D (160 =11 + ) = )
< (400 6.6 = n(6s0) ) + (€ + 3101+ K) (110 = 71+ at) ~ v, Ba(0)] )

Par conséquent (2.79) et la continuité de f(¢,-) impliquent que

imsup (in(0). ) =7 )+ (ta@)u®) =) < (A -u0), @259

n—oo

et par (2.81) on obtient (2.82). Par conséquent,

—a(t) — f(t,u(t) € Ab)u(t), pptel,

avec u(0) = wug, ceci montre que u est la solution de notre probléme (Pf).
Etape 4. Unicité de solution.

Supposons qu’il existe deux solutions u et v de (Pf). Par la monotonie de A(t),

<?>(t) —a(t) + f(t,0(t) = [t ult)), v(t) — U(t)> <0, pp

Par la condition de lipschitzité sur f(¢, -) nous avons par (2.60) 'existence de ay, € L'(I,R)
tel que

<o<t> (), () - u<t>> < <f<t,u<t>> = (). o) —u<t>> < an(t)lult) — u(t)|
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Alors, comme u(0) = v(0) = ug

S0 =0l = [ (560 = a(r)ovtr) =t Y < [ arlo(r) = u(r) P
On utilise le Lemme de Gronwall 1.7.19, on obtient
lu(t) = v(®)]]* <0,
ce qui implique que u = v sur I. Enfin, en prenant (2.57) en compte, on voit bien que
la@)| < KA+ B(),  pptel

Notre théoréme est complétement démontré. |

Il convient de mentionner que les Théorémes 2.2.1 et 2.3.1 ont été établis sous 1'hy-
pothése (H1) ou la variation de l'opérateur A(t) est controlée par une fonction 3 €
WH2(I,R). Dans la suite, on va donner d’autres résultats d’existence en affaiblissant la
variation de A(t) : on prend au lieu, 3 € W"'(I,R) de sorte que 'opérateur maximal
monotone a une variation absolument continue sur un intervalle de temps borné. Néan-
moins, ceci nécessite des hypothéses supplémentaires sur I’opérateur maximal monotone,
a savoir qu’il a des valeurs coniques ou qu’il a un domaine fixe.

Avant d’énoncer nos théorémes, on donne le résultat suivant.

Proposition 2.3.2. [38/
Soit E un espace de Banach. Supposons que Q@ C C(I,E) est borné équicontinu et tel
que Q(t) est relativement faiblement compact dans E, pour tout t € I. Alors, @ est

relativement faiblement compact dans C(I, E).

Théoréme 2.3.3.
Soit pour tout t € I, A(t) : D(A(t)) C H = H un opérateur mazimal monotone satisfai-
sant (H2), et

(H1) 1 existe une fonction positive 3 € W (I, R), croissante et tel que B3(T) < oo,
B(0) =0 tel que

dis(A(t), A(s)) < |B(t) — B(s)|, Vs,tel. (2.86)
(H1)* Pour toutt € I et pour tout x € D(A(t)), A(t)x est un cone.
Soit f : I x H — Hune application tel que pour tout v € H f(-,x) est mesurable et f
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satisfait (H3) et (H4).
Alors, pour tout ug € D(A(0)) le probleme

(Pr) _%(t> € A(t)u(t) + f(t,u(t)) pptel.
u(0) =y,

admet une unique solution absolument continue u. De plus, pour presque tout t € I,

o)l < (K+M(1+K))(B(t)+1) +M(1+K)
= K*(B(t) +1) + M(1 + K).

Démonstration
Etape 1. Algorithme
On choisit la méme partition que dans la preuve du Théoréme 2.2.1, avec les propriétés
(2.5) et (2.6). Pour chaque n € N, on définit une application en escalier continue & droite

U, : I — H comme suit :
un(t) =uf =ug pour t e 0,7, et

un(t) = ul

¢opour i =1,... k, =1, te[t] i, ], un(T) =ug,
oupouri=0,...,k, —1,

n
t1+1

ity = T (1 / Flovayis) = (68 )AE)) 7 (s [ s ).
: i (2.87)

Par la définition de la résolvante

: / )
—u; + f(s Tl 2.88
5zn+1 + 0y ( Al +1) i ( )

On définit aussi 'application v, : I — H par

i = OB ) +/ oty 4 _/f

5?+1 + Mt

(2. 89)
pour t € [t7,t7 [, ¢ =0,1,... Kk, — 1, et v,(T) = uj. . 1l est clair que les applications v,

sont absolument continues pour tout n € N, avec v, (t]') = u}' et que

) = g O (s o [ o) = g) el (200

ip1 T m+1

1)
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D’aprés les relations (2.88), (2.90) et I'hypothése (H1)*, on conclut que
—0n(t) € At Juiyr + F(u)  tEJtf t ]
Par conséquent, si on définit 60,,, p, : I — I par
0,(t) = tit1s on(t) =1t t E]t?,t?Jrl],i =0,1,...,k, — 1
et 0,(0) = ¢,(0) = 0, alors, nous obtenons
—0n(t) € A(0,(1)0n(0,(2)) + f(t,vn(@n(t))), pp. tel. (2.91)

Etape 2. Estimations et convergences.
Par les propriétés (a) et (b) du Lemme 1.8.24 et par nos hypotheses (H1)', (H2), (H4),

avec (2.87) et (2.6) nous avons

{24
o (- / Fls,ul)ds ) —
f

t?+1
(= [ pssuyds) - gt
f

[uisr =il =

IN

+ [ () — |

n
141

a
< / 1£ (s, ui)llds + (070 + i ) IAY (8 uf )| + dis(A(E]), A(t,))
t

O+ ) (L A0, u) ) dis(A(H), A(t,)
< M1+ Hu?”)‘;zn-s-l +c(1+ ||u?||)(51"+1 + 77?-1—1) + M

O ) (L (L )y

L (M 4 )L+ 1) (5 + 0) + 4/ (1 + (L [0 + )2
Lot (M 4 0L+ 1) (0 + 7) + (U o1+ [ ) (0 + 7l%)
24+ (M + 2¢)(1+ [[uf[])) (071 + )

<

IN
—~~ —~

<

par suite, en utilisant des calculs similaires & ceux du Théoréme 2.3.1, nous obtenons les

estimations
Jufyy —ull| < K67 +n0) et Jlufl] <K (2.92)

ou K est une constante positive. D’ou

1
supsup |lu,(t)|| < K et supwvar(u,) = sup ( Z Hu?ﬂ—ufﬂ) < K(T+pB(T)). (2.93)

neN tel neN neN i—0
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De plus, par (2.90), (2.92) et (H4), on trouve pour presque tout ¢ €]t ¢7", [,

Bt)+1
5z'n+1 + nit

Bt) +1
0 Tt
Bt) +1
0 Tt

= (BO+)(K+MA+K))+M(1+K) =:£(t).

248
[on(®)] < <||U?+1—U?II +/ ||f(8,U?)||d8) + |1 f (&, ui) |l
tn

(K(6/y +nf) + M1+ K)oP ) + M(1+ K)

(K + M1+ K)) (0, + i) + M1+ K)

le, IVCTtqA(Q)=0etVtel\Q

[0 ()] < &(2), (2.94)

ott ¢ € L'(I,R). Dans la suite, on considére les ensembles

Hom {w cL(ILH): ()] <0 pop. }

t
X = {UEC(I,H): v(t)zuo—l—/ 0(s)ds, Vtel, OEH}
0

Alors, il est clair que H est convexe et faiblement compact dans L'(I, H) et que X est

convexe et équicontinu. En effet, soient wy, wy € H et soit A € [0, 1]
w; € H <= |lwi(t)]] <&(t) pp-te

c’est-a-dire, il existe Ny C I négligeable tel que pour tout ¢t € I\ Ny, |Jwi(t)]| < £(t). De
méme, wy € H, c’est-a-dire, il existe Ny C I tel que pour tout ¢ € I\ Ny, |Jwa(t)|| < &(1).

Dong, soit ¢t € T\ (N1 U N2>

[Awi(t) + (1 = Nwa()| < Alfwr () + (1= A [[ua(D)]]
< A1) + (1= N)E()
£(t).

alors, Aw; + (1 — Nws € H, i.e., H est convexe.

n(t :
Ensuite, soit (w,) C M. On pose, h,(t) = U;é)) Ceci donne, ||h,(t)|| < 1, donc
(h")n C Bpe~. D’aprés le Théoréme de Banach-Alaoglu-Bourbaki (Théoréme 1.7.8), B

est faiblement™ compacte dans L>(I, H). Donc, de (hn)n on peut extraire une sous suite
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(notée aussi (hn) ) convergeant faiblement™ vers un élément h € B, ¢’est-a-dire, pour
n
tout z € L'(I, H)

nangO i <hn(7'),z(7)>d7' — /0 <h(T),Z(7‘)>dT
Soit y(-) € L*=(I, H), alors £(-)y(-) € L*(I, H), car
el = [ e

T
< IIyIILoc/0 [E@)dt = [yl €]l < oo

Alors,
tim [ Gwn0.9@)dt = B [ (00, o)
= dim [ (ha(0). £y (o))

- / (h(), E(t)y(t) Yt
_ / (Eh(L). y(t))dt

En posant w(-) = £(+)h(+), la suite (w,(-)) converge faiblement dans L'(I, H) vers w(-) €
LY(I,H). Ceci montre, d’aprés le Théoréme 1.7.6, que H est relativement faiblement
compact. De plus, H est un sous-ensemble convexe fortement fermé dans L'(I, H). En
effet, soit (w,(-)) C H convergeant fortement vers w(-) € L*(I, H), alors par le Théoréme
1.7.14, il existe une sous suite extraite de (w,(-)) qu’on note (wy,, (-)) telle que w,, (-) —

w(+) p.p. sur I. Done, pour presque tout ¢ € I,
lwn, (DI < () = Tim [lwn, (8)]] < £(2)
= | dim w, (0] < &)
= Jlw@®)] < &)
Donc, ‘H est fortement fermé, alors par le Théoréme 1.7.15, il est faiblement fermé. Nous
concluons que H est faiblement compact.

Montrons maintenant que X est convexe équicontinu. Soient A € [0, 1] et vy, v9 € X, alors

d’aprés la définition de X', pour tout t € [

t ¢
v1(t) = ug +/ 01(s)ds, wva(t) = g —|—/ U9(s)ds, et v, U9 € H,
0 0
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comme H est convexe, alors Ai; + (1 — \)iy € H et

)
Avi(t) + (1 = N we(t) = A(u0+/0t@1(r)dr) +(1—/\)<u0+/0t@2(7)d7>,
:1M+ARAmh%H1—Mwh»M,VtGL

D’out la convexité de X'. Soit v € X, pour tous s,t € I (s <t),on a

u0+/0t G dT—(u0+/O'02 )H

t

o(T)dr

SQLEUMT

Sachant que & € L'(I, H), nous obtenons 1’équicontinuité de X. Aussi, pour tout w(t) €

={y(t), yex}
U —I—/O 0(s)ds

ol + / £(s)ds

< ol + (€l = m.

[o(t) =wv(s)ll =

lw®ll =

IN

ceci donne que, X (t) C mBy, par conséquent, X (t) est relativement faiblement compact.
Donc, on conclut par la proposition 2.3.2, que X est relativement faiblement compact
dans C(I, H)

Montrons que X" est fermé dans C'(I, H).

Soit (v,), une suite de X' converge dans C'(I, H) vers une application continue v. D’aprés
la définition de X

t
Un(t) = ug —I—/ Un(s)ds Vtel, VneN, avec (0,) CH,
0

comme H est faiblement compact, alors la suite (?,,) converge faiblement dans L'(I, H)
vers un élément w € H, i.e, V¢ € L™(I, H)

lim (0, &) = (w, &),

n—-+o0o

ou bien
T

i [ Gu(s). s = [ (). e(s)ds,

n—-+o0o 0
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en particulier pour £(-) = 1j94(-)e;, (e;); une base de H et t € [0,T], on obtient

T T
liril <z}n(s), 1[0’t](s)ej>ds = / <w(s), 1[0,t](3)ej>ds,

s f = [

t

t
lim Un(s)ds :/ w(s)ds, Vtel,
0

n—-+4oo 0

par suite,
Le.,

donc, pour tout t €

lim v,(f) = lim (u0+ /0 t@n@)ds)

n—-+o00 n—-+o00
t

= up+ lim Un(8)ds
n—-+00 0

= ot [ wls)ds =)

par conséquent, v = w p.p., i.e.,
t
v(t) :u0+/ 0(s)ds Vtel, veH,
0

ceci implique que v € X, c’est-a-dire, X est fermé dans C([, H), par conséquent, X est
faiblement compact dans C(I, H). Par (2.89), (2.90) et (2.94), nous avons que (0,) C H

et (v,) C X. Alors, on peut extraire de (v,) une sous suite (noter aussi (v,)), conver-
t

geant faiblement vers u : I — H tel que u(t) = wug —i—/ w(7)dr, pour tout t € I
0

et (Dn)na(Ll(I, H), L*>(1, H)) converge vers & € H. Aussi, on peut supposer que ()
converge au sens Komlos vers # p.p. (car (¢,) est une suite bornée dans L'(I, H)).

On répéte les mémes calculs et les arguments de la preuve du Théoréme 2.3.1, on peut
conclure aussi que (v,,) est une suite de Cauchy dans C(I, H) et qu’elle converge unifor-

mément et fortement vers u :
|on(-) —u(-)]|lc = 0 lorsque n — oo. (2.95)
et aussi que pour tout t, lorsque n — oo
[on(0n(2)) — u(®)[| < floa(t) — w(®)]| + [oa(t) = vn(0n ()] — 0, (2.96)

et
|vn(@n(t)) — u(t)|| — 0 lorsque n — oo. (2.97)
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Etape 3. Existence de solution
Nous allons montrer dans cette derniére étape que u est I'unique solution absolument
continue de notre probléme (Py). Il est clair que u(t) € D(A(t)) en utilisant le Lemme
1.8.23. Maintenant, comme (7,,) converge au sens Komlos presque partout vers u, il existe

un ensemble négligeable N tel que pour t € N

1.
T}ggoﬁzlvj(t)—
j:

Comme u(t) € D(A(t)) pour tout t € I, pour montrer que —u(t) € A(t)u(t) + f(t,u(t))
p.p-, par la Propostion 1.8.20, il suffit de montrer que

(a(t) + f(t,u®),ult) —n) < (A°(t,n),n—u(t)), pp.tel, Yne D(A()). (2.98)

Pour cela soit n € D(A(t)). Par 'hypothése (H2), on peut appliquer le cas particulier du
Lemme 1.8.25, pour assurer 'existence de w,, € D(A(0,(t))) tel que

w, —n et A%0,(t),w,) — A(t,n). (2.99)

Pour tout n € N, soit I'\N, l’ensemble sur lequel (2.91) est vérifiee. Comme A(t) est

monotone, en particulier, pour ¢ € I\ N,, nous avons

<A°<9n<t>, wa) + () + F (L vnlpn(0))), w0 — vn<9n<t>>> >0,
ou bien
<@n<t> Tt va(onl0))). o (6u(0)) — wn> < <A°<en<t>7wn>,wn - vn<9n<t>>> (2.100)

D’autre part, sachant que

<z>n<t>+f<t,vn<san<t>>>,u<t>—n> _ ow)+f(t,vn«on(t))),vnwn(t))—wn>

On(t) + [ (t vn(pn(t))), u(t) — vn(en(t))>

on peut écrire

(
(

b (0a(0)+ S vaaO) = ).
)

—Z<v] (b 0oy () ut) —

- —Z 50+ 10,0050 =)+ 5 (50 + 10,100, 00) — () )

\ %Z (350) + 6,050, 05 — n),

J=1
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alors, par (2.93), (2.94), (2.100) et (H4) nous avons pour tout ¢ € I\(( U Nn) UQ)

—Z@J )+ f(t,vi(9(1))), ult) — 1)

< EZ<A0(9j(t),wj),wj 0;(6;(1))) + (£(t) + M(1 + K)) ZHu — i (0; (1))
+ () + M1+ K)) Z!Iwy—nH (2.101)
Comme

A° 0;(t), w;), w; — v;(0;(t)))
Ao(t )+ A%(t,m),w; —n 41 —ult) +u(t) —v;(6;(t)))
93(15) wy) — A(t,m), wy — 4+ u(t) = v;(0;(1))) + (A°(8;(t),w;) — A°(t,m),n — u(t))

|
— — — —
D
=)
/—\ —~ — —~
QQD
—~
~
\_/
g
Sl
N—

+ (At m),n — u(t) + <A°(t ), w; — 1+ u(t) — v;(0;(t)))
< (11A%(0; (1), wy) — A%(t, )| + [1A° (2, n)ll)(ij—nHHIU()—vj( ())II)
+ [ A%0;(8), wy) — A )l — ()| + (A°(E ), — u(t)),

et

(0;(8) + £ (8,03 (p5(), ult) — m) = (05() + f(t,u(t)), ult) —n) + (f(t,v;(; (1)) — f(t,u(t)), u(t) —n)

la relation (2.101) implique

—Zv; + f(t, ult) )+ — Z (t,v;(0;(1))) = F(E ut)), u(t) — n)
< —Z (IA°(05(8), wy) — A, )] + 1At n)ll)(lle—nllJrHU()—vg( <>>H)
+ —X:IIA0 — A%t m)lln — w@®)|| + (A°(t,m), n — u(t))
b+ Zuu — o] + (€(0) + M(1+K))%§ij—n\!-

82



Chapitre 2 : Existence de solutions absolument continues pour une inclusion
différentielle gouvernée par un opérateur maximal monotone et avec une
perturbation univoque

par conséquent,

—Z 0;(t) + [t u(t)), u(t) —n)

IN

- Z 1f (05 (3 (2))) — f (& u(@)[[[[ut) = nll

1 - 0 0 0
+ EZ (I1A°(0;(t), wy) — A°(t )l + (1A% (£, m)l) <||wj =l + flu(t) —v;(0;( ))II)
+ —ZHAO = A%t )l = w®)]] + (A%t n),n — u(t)

+ (@) +M(1 leu = 0;(0;(0))] + (£(8) + M(1 + K)) Z\ij |l

On passe a la limite lorsque n — oo dans cette inégalité, on obtient la relation (2.98)
en utilisant la Komlos convergence de (0), vers u, la Proposition 1.7.11, la convergence
forte de (v, (0 (t))), vers u(t), la relation (2.99) et la continuité de f(t,-). Par conséquent,
—u(t) € A(t)u(t)+ f(t, u(t)) p.p. avec u(0) = uy, et la solution est unique par la monotonie
de A(t) et par la condition de type Lipschitzit de f(¢,-) (voir Théoréme 2.3.1). Finalement,
par (2.94)

la@)| < &@t) pptel

Corollaire 2.3.4.

Soit pour tout t € I, A(t) : D(A(t)) C H = H un opérateur mazximal monotone sa-
tisfaisant (H1)', (H2) et (H1)*. Soit h € L'(I, H). Alors, pour tout ug € D(A(0)), le
probléme

—u(t) € A(t)u(t)+h(t), pptel
(Ph){ w(0) = uoe DA)),

admet une unique solution absolument continue u € W' '(I, H). De plus, pour K =

K(||uol, e, T, B, 1),
la(®)]| < K1+ B(t) + [|M®)]) + |ht)]l, pp.tel

Démonstration
Si h € L*(I,H), on prend f(t,z) = h(t) dans le Théoréme 2.3.3. Le cas général est
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conclut d’aprés le Théoréme 2.3.3, en prenant f(t,2) =0 € H et
t t
B(t)z = A(t) (x - / h(s)ds) ssi @ — / h(s)ds € D(A(t)) Vt e I.
0 0

¢

B(t) est un opérateur maximal monotone vérifiant (H1)' (avec V(t) = / (18(m)| +
0

h(t))dr ) et (H2) (voir la preuve du Corollaire 2.2.2). Montrons que pour tout ¢ € I et

pour tout € D(B(t)), B(t)x est un cone. Soit y € B(t)z et soit A > 0,

t t
y € Blt)z = A(t) (x _ / h(s)ds) s Aye AQt) (:c - / h(s)ds) _ Bl
0 0
Donc B(t)z est un cone, par suite d’apres le Théoréme 2.3.3, le Probléme
—o(t) € B(t)v(t)
v(0) = wp,

(avec f(t,z) = 0) admet une solution unique absolument continue v avec

lo@ll < K(V(t) +1), pptel

ceci est équivalent a l'existence d’une solution unique absolument continue u pour le

probléme (Py), vérifiant
i) < K(1+5) + [h@)) + 1h@)l,  pp.tel

[ |
Nous terminons cette section avec des résultats d’existence pour des classes particuliéres
d’opérateurs a variation absolument continue, & commencer par ceux qui ont un domaine

fixe.

Théoréme 2.3.5. Soit pour tout t € I, A(t) : D(A(t)) C H = H un opérateur maximal
monotone satisfaisant (H1)', (H2) et

(H5) lapplication (t,x) — A%(t,x) est continue sur I x D(A(t));

(H6) D(A(t)) = D pour tout t € I.
Soit f: I x H— H tel que pour tout x € H, f(-,x) est mesurable et pour tout R > 0 et
pour tout t € I, f satisfait les hypothéses (H3) et (H4). Alors, pour tout uy € D, il existe

une unique solution absolument continue au probléme (Py). De plus,
()] < K(1+B(t) p-p-t €1,

pour K = K(HuOH?C?Tv M7ﬂ)
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Démonstration
On choisit une suite quelconque (e,) C|0, 1] décroissante vers 0 lorsque n — 400, et on
considére la partition 0 = ¢ < tf < --- <ty = T de I vérifiant les propriétés (2.5) et
(2.6).

Etape 1. Algorithme.
Pour chaque n € N, on construit une application en escalier continue a droite u,, : [ — H

comme suit

U, te [Out?[
up(t) = q uy, tefty il
(T t="T,

ou, pour t =0,...,k, — 1,

uy = Jin <U - / f(s > ([H + 071 At ) ) (U - / f(s )
" " (2.102)
Observons que par la Proposition 1.8.17, u;,; € D(A(tgﬂrl)) =D, et
ug — t%l f(s,ui)ds —uiy

- i n € At uiyy- (2.103)
Oy

Aussi, on définit ’application absolument continue v,, : I — H par

t—17 i
vp(t) = m t”( up g — uy —|—/ f(s ) + uy —/ : f(s,ul)ds, (2.104)
_ i

pour t € [t} 17 [, 1 =0,1,..., ky — L et v,(T) = uy. . Alors, vy, (]') = uy, et

on(t) = 1( —ur +/ £(s ) £t ). (2.105)

5?4—1
pour t €]t} ti",[. D’autre part, si on définit 6,,, ¢, : I — I par
0,(t) =0y, pn(t) =10 teftr ], i=0,1,... Kk, —1
et 0,(0) = v, (0) = 0, alors, on peut écrire la relation (2.103), comme suit
—0n(t) € A(0,(8)) v (0a(2)) + f(t, vn(n(t)), pp.t e L (2.106)

Etape 2. Estimations et convergences
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D’abord, on va montrer que notre suite (u,), est uniformément bornée en norme et en

variation, i.e., il existe une constante positive K tel que pour toutn € Neti=0,...,k,—1,
||u?+1 —uff| < K((S?H + 77;:—1)7 (2.107)
et
supsup ||u, (t)|| < K et supvar(u,) < K(T + (7). (2.108)
neN tel neN

En effet, on a par 'hypothese (H;) et (2.6)
dis(A(t}), A(tiy1)) < B(t) — B(E) =0y, pouri=0,1,... &, — 1.

Par les propriétés (a) et (b) du Lemme 1.8.24, on peut écrire en utilisant cette derniére
inégalité, les hypotheéses (H2) et (H4)

it =l = [ (= [ o)
< u = [ st ) = g+ 1 ) —
tf‘-‘rl 1
S M+ A )+ (A, A
o (L (A0, up)ll) dis(A(E), A(t,,))
< MU )07 + oL+ 070 + 1 + /32 (1 L+ ) i
n n n n 2
< (1+(M+C)(1+Hui |D)(5i+1+77i+1 +\/ 1+C<1+Hui”))(z+1+nz+l)
< @+ +20(1+ D) (50 + i)
le.,
ey — w2l < (2 (M +26) (1 + ) (67 + 7)- (2.109)
par suite,
el < ety = +

A

< (24 (M +20) 1+ [Ju]]) (671 + ny) + [l
< (T (M4 20) (67 4 070)) il + (2 + 2¢ + M) (67, + 07 y),

par le Lemme 1.7.21, il découle

i—1

1—1
2l < (HuoH+ @+ 20+ M)S (600 + 1 )exp (<M+2c> (52+1+772+1))-
k=0

B
Il

0
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Par la croissance de la fonction ¢ — [((t) + ¢ et grace a (2.6), on a i (61 + M) <
T + B(T), d'on =
|ull] < (||u0|| + (24 2c+ M)(T + ﬁ(T))) exp ((M +2¢)(T + B(T)) =: K;.
Par cette derniére inégalité, I’estimation (2.109) devient
iy = il < (24 (M +20)(1+ K1) (61 + 1) = Ko (08 + k). (2.110)

Posons K = max (K, K3) et par la définition de la suite (u,),, on obtient

supsup ||u,(t)|| < K et supwvar(u,) < K(T + B(T)).
neN tel neN

De plus, pour 0 < s <t < T, on va montrer que

lin(®) — un($)]] < K ((t = 5) + (3(2) — B(5)) + ). (2.111)
En effet, soit ¢ € [t7,t7, [ et s € [t}, ¢}, ;[ avec j > i, alors par (2.107) et (2.5), nous avons
j—i—1
lun(t) = un(s)l = fuf —wfll < D i — iyl
k=0
j—i—1
< K Z (0 s + Wi
j—i—1

K Z Berr — tiy) + (B(tag1) — B(tE4)))

t? — 1)+ (B(t]) — B(1})))

Fot) =)+ (s —thy) + (G — ) +

t5) = B(t) + (B(t) = B(s)) + (B(s) = B(t741)) + (B(t1) — B(E)))
)+ (B(t) = B(s)) + (t7y — 1) + (B(t7) — B(E)))

— )+ (B(t) — B(s)) +en)

Par (2.108), notre suite (uy,), est uniformément bornée en norme et en variation, D’aprés

IA
N

N+ 1A
= =

J
t—s
t

IA
~

le Théoréme 1.2.6, il existe une application continue & variation bornée u : I — H tel que

un(t) = u(t) pourt € I, (2.112)

en particulier, on a u(0) = wug, et en introduisant la limite inférieure dans (2.111), on
obtient

lu(t) = u(s)l| < K((t = s) + (8(t) = A(s))) pour0<s<t<T, (2.113)
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par conséquent, u est absolument continue plus précisément, v € WH'(I, H)( car 3 €
WHHI,R)).

Ensuite, on va vérifier que la suite (v,), est aussi uniformément bornée en norme et en
variation. En effet, par (2.6), (2.104), (2.108) et (H4), on a pour ¢ € [t},t7,,|

2

+1
loa(@®] < !\U?+1—U?H+HU?II+2/ 1f (s, i) ds

o

< 2K +2M(1+ K)(t7, — t7)
< 2K +2MT(1+K) = K, (2.114)

et par (2.107)
[on (1) — on(E) | < K671 + 0i%1), (2.115)

posons L = max(K', K), on obtient

sup ||lvnlle < L et supwvar(v,) < L(T + B(T)). (2.116)
neN neN

Donc, la suite (’Un) est uniformément bornée en norme et en variation. Alors, on peut

extraire une sous suite qu’on note aussi (v,) et tel que (v,(t)), converge faiblement dans

dans H pour tout t € I.

Puis, on va prouver que la suite (v, (t)), converge faiblement vers u(t).

Par les estimations (2.5), (2.107), (2.108), et I'hypothése (H4), nous avons pour tout

te [t tial

n
ti

+1
[on(t) = un (Ol = Jloat) — ]| < IIU?+1—U?II+/ 1/ (s, ui')||ds

"

1
k3

< K07 + i) + 2M (1 + [Jui o,
< (K+2M(1+ K))e, < Ley,

donc, pour tout n € H, on a

(0n0),m) — (unlt)s 1) + (nt), ) — (), n>‘

i |(0a(0.5) = (ult))| = Jim

T |(0a0) = a0, + {0 ) = (0,3

Tim {Jvn () = un(£) |17l
lim Le,||n|| =0,

IN

IN

donc,
lim (v, (t), ) = (u(t), n), (2.117)

n—oo
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i.e., la suite (v, (t)), converge faiblement vers w(t).

De plus, on va montrer que la suite (7,), converge faiblement dans L*(I, H) vers .
En effet, par les relations (2.102), (2.105), les hypothéses (H2), (H4), (H6), Proposition
1.8.17 (ii) et le fait que ;' € D(A(t")) = D(A(t},,) = D, on a

. 1 n n t:LJrl n n
Ol = |5 (ate = [ pts.uvis) - seeun
i+1 tn
1 i i
< o (= [ stsamas = gz = [ sts.amas) )|+ iste
01 tn tn
i
= [z (- f<s,u?>ds)H+uf<t,u?>u
ty
ti+1
< ||As, (u?— f(s,u¢>ds) — Agp ()| + s, ()l + ML+ ]
t?
1 tzL‘H n O/4n n n
< s [ I s 4 1A% ) |+ M+ )
01 Ju
< MU+ ) + 1+ ) + M1+ [u?])
< 2M+¢)(1+K) = K. (2.118)

Donc la suite (7,), est bornée dans L*(I, H). Alors, on peut lui extraire une sous suite
notée aussi (v,), qui converge faiblement vers un élément w € L*(I, H). En répétant la
preuve du Théoréme 2.2.1, on montre que (?,), converge faiblement dans L*(I, H) vers
u, i.e.,

v, — 0 dans L*(I, H). (2.119)

Par les estimations (2.118) et (2.5), nous avons

[0 (Ba(8)) — valt)] = H [ o

(®)]

< / [ (7)]JdT < K(0,(t) — t) < Ke,.
1t.0n(8)]
(2.120)
On termine cette étape, par montrer que la suite (v, ), converge uniformément vers u.

Pour cela, on note pour tout n € Net t € I f,,(t) = f(t,vn(pn(t))), donc par Uestimation
(2.116) et 'hypotheése (H4), nous avons

[ < M1+ [lon(en(®))) < M(1+ L) =: My, (2.121)

ainsi, par "hypothése (H3) et I'estimation (2.116), on obtient I'existence de o, € L*(I, H)
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tel que

[n(t) = fm@]] < ar(@)][oa(@n(t)) = vm(m(®)]]

< ag(t) <an(son(t)) = V()| + [[on(t) = v ()] + lvm(t) — vm(wm(t))ll)
(2.122)

En utilisant la définition de la distance de Vladimirov, on obtient par I'inclusion (2.106),
les estimations (2.121) et (2.118), pour tous n,m € N,

(0(600) = 0080 10(0) + 1) = i (0) = 1))

(4 15l + 1m0+ 1Ol + L)) dis(A@G (), ABn(1)))
(1428 + 2000 (13060 (0) = 0 +18(0) = 516,

(142K +2M,) (g + €m)-

(VAN VAR VAN

D’autres part, nous avons
%(éuvn(t) - vm<t>||2) _ <vn<t> o (t), () — om<t>>
. <vn<t> 0000 (1)) — (1) + U (Oon () (1) em<t>>
0 0u8)) = 0 (O (0)), 50 0) + () — a(8) — fm(t)>
0 (0u() — 0 (Oun(1)). Furlt) — fn(t)>

Par I'inégalité de Cauchy-Schawrz, et les estimations (2.5), (2.118) et (2.120), on a

(5000) = 0a80(8) = 0 (0)+ (60,508~ (1))

< (ln(®)] + 3@ (an@) 0 OuO)] + o () vmwm(t))H)

< 2K (Ke, + Ke,,)
< 2K? (En + Em)-

aussi par l'inégalité de Cauchy-Schawrz, on a
<vn(9n(t)) = U (O (1)), fin(£) — fn(t)> < [on(0n(t)) — vim O O[] fr(£) = fu(D)]
et comme
[0 (0n(2)) — Vi (O ()| < [|on(0n(2)) — vn(E)]] + [lon(t) = V()] + [[on(t) — Vi (O ()]
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par I'estimation (2.122), on obtient
<vn(9n(t)) = Um (O (1)), fin () — fn(t)> < ar(t)]|lva(t) = v (B)]* + A, (1),
ot pour tout ¢ € I
Apm(®) = ar)]va(@n(t)) — valt )H(an( n(t)) — on ()l +
+ on(t) = vm@)] + [[om(t) - vm(ﬁm(t))|\>

+ oz (®)l[oa(t) = vl (10a (O (8)) = va (O + 0m () = v (O ($))]])
+ o ap(®)llvm(t) = vm(om(t )II(IIvn( 0n(1)) = on (D) + loa(t) — om ()] +

n ||vm<t>—vm<em<t>>||).

Par (2.114), il est clair que A}, intégrablement bornée. De plus, A} (t) — 0 lorsque
n,m — 400 pour tout t € I, par le Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue

1.7.12,
T
/ AL () dr — 0 lorsque n,m — +o0.
0

Par conséquent, on conclut que

<vn(t) — U (1), 0n(t) — @m(t)> < 2K2(en4em) + (1 4+ 2K + 2M))(en + €m)

+ oz (t)[va(t) — v @) + Ay (1)
= Ap(t) + an(t)||va(t) — v (t)]]? (2.123)

ou

Apn(t) = 2K%(2, + ) + (1 + 2K + 2M1) (e, + £0) + AL, (1)

Clairement,
T
/ Ay m(T)dT — 0 lorsque n,m — +oo.
0

Comme v, (0) = v,,,(0) = wy, et pour tout t € I A, ,,(t) > 0, alors pour t € [
t
Sloa(t) —vn@)* = /O<Un(7) = Um(7), 0n(T) = Om(7))dT
t T
< / O./L(T)an(T)—Um(T)||2d7'-|—/ Ay (T)dT.
0 0
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Par Lemme de Gronwall 1.7.19, on conclut que

|vn(+) — v ()]|E < (2 /OT Amm(T)dT) exp (/OT 20@(7)(17). (2.124)

Prenant en compte les arguments ci-dessus, on conclut que (v,) est une suite de Cauchy
dans C(I, H). Par conséquent, (v,) converge uniformément et fortement vers une applica-

tion qui, via la convergence faible ponctuelle de (v,,) vers u n’est autre que u, c’est-a-dire,

|vn() = u()||c — 0 lorsque n — oco. (2.125)

Etape 3. Existence de solution
Dans cette étape on va montrer que u est une solution de notre probléme (Py), c’est-a-
dire, elle vérifie 'inclusion —u(t) € A(t)u(t) + f(t,u(t)), p.p. t € I.
Soit n € D(A(t)) = D, on commence par montre que, pour 0 < s <t < T, on a

/S i) + F(rau(r))u(r) — n)dr < / (A ) — u(r)
Observons que
(inl0) + 7t 0a(n(®).0a(®) =) = (8000 + £ (a(0) 0 (0n(0) =)
+ <1}n(t) + f(t,vn (0n(t)), va(t) — vn(Qn(t))>.
D'autre part, par (2.106) et comme A(f) est monotone, pour presque tout ¢ € I, on a
(1n(0) + 100002000, 00 (0a0) =) < (A°(0ute)0)m = a6 ) (2120

par suite, pour tout 0 < s <t < T,

t

IA

/St <1)n(7) + (7, vn (0n(7)), () = n>d7 A°(0,(7), 1), 1 — v (Qn(r))>dr

/€
/: <7}n(7) + (7,00 (0n(7)), va(T) — v, (en(T))>d7',
(2.127)

Il est clair que

lim : <@n(7), () — n>d¢ - /: <u(7), u(r) — 77>d¢. (2.128)

n—-+4o0o
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En effet,
i [ i = [ 5 @ =5 i (O - o)1)
lim (), va(7))dr = lim [ Sl (r)|dr = 5 lim (]lv, Un(s

S

- §(||u<t>|12—nu<s>||2)= | salupar = [, umnar

et (0,(+)), converge faiblement dans L*(I, H) vers 1, donc

i | (o), mydr = / (i), m)dr,

Tim st <vn(7),vn(7) - n>d¢ - /: <u(r),u(7) - n>d¢.

D’autre part, les suites des applications mesurables (A%(6,,(t),n),n — v, (0,(t)))
et < f(t, v, (cpn(t)),vn(t) — 77> sont uniformément bornées. En effet, par I'hypothése (H2)

et 'estimation (2.116) nous avons

’<A° (0u(t), 1)1 — 0n (Qn(t))>‘

d’ou,

IN

1A% (0, (£), ) 7 — va (0 (1))

< c(L+Iml) (lnll + llva (0a()1)
< c(L+1nll) (Il + L),

et par Phypothese (H4) et 'estimation (2.116)

VAN

1, vn (20 (8)) lvn (6 (£)) = 7l

0
M (1 [lva (@) (loa )1+ lInl])
< M(1+L)(L+|nl).

{Fltontn(®)on) 1))

IN

Par la continuité de A°(-,-) et f(t,-), pour tout ¢ € I, et comme (v,(-)) converge unifor-
mément vers u(-), on obtient

lim <AO (6n(t), 7]),77 — Up, (en(t>)> = <A0(t7 T])? n— u(t>>’

n—-+o00
et

tim_( (1, v (0u(0)) v (t) = 1) = (F(E, (b)), u(t) = ).

n—-+o00

Alors, par le Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue,

n—oo
S

lim (A°(0,(7),m),n — v, (0a(7)) )dT = / (A°(1,m),m — u(T))dr, (2.129)
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et
t

lim [ (f (7, vn(pn(7))), va(7) — m)dr —/ (f(r,u(r)), u(r) —n)dr,

n—oo
S

donc, par cette derniére inégalité et la relation (2.128), on trouve

Jim - (0u(7) + £ (7, va(9a(7))), va(7) = m)dr = / (i(r) + f(7, u(r)), ul(r) = n)dr.
’ (2.130)

s

De plus, par les inégalités (2.118) et (2.120), on a estimation

< / i () [[6n() = v (6 (7)) 7
< [?2T5n,

‘ /: (0n(7), 0 (T) = v (0, (7)) YT

alors,
t

lim [ (0,(7), 00(T) — v, (6(7)) Ydr = 0.

n—oo
S

Par ailleurs, par les estimations (2.121) et (2.120) et 'inégalité de Cauchy Schawrz, on a

< / 177, 0 @n (0 (T) — 10 (60()) [l

< M KTs,,

‘ / <f<7_7 Un((,On(T))),Un(T) — Un<9n<7')>>d7‘

donc,
t

lim (F(T,00(7)), 0 (T) = 0a (Bn(7)) YdT =0

n—oo
S

c’est-a-dire,

n—o0

lim / (0n(T) + f(7,0n(7)), 00(T) = v,(0,(7)) )dT = 0. (2.131)

Donc, en prenant la limite lorsque n tend vers +oo dans l'estimation (2.127), on conclut
par (2.129), (2.130) et (2.131), que

/ <u(7’) + f(T,u(T)),u(T) — n>d7’ < / <A0(7', n),n — u(7’)>d7 (2.132)

Maintenant, nous allons montrer qu’il existe un ensemble négligeable N, tel que pour
7 & N et pour chaque n € D(A(t)) = D, on a 'estimation

(a(r) + f(ru(r)), u(r) —n) < (A%(7,n),n — u(r)). (2.133)
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Soit (nk)keN une suite dense dans D(A(t)) = D. Donc, par (2.132) pour tout k € N,

/ (a(r) + f(7,u(r)), u(r) — m)dr < / (A°(7, i), i — u(T) )dr. (2.134)

Soit € > 0, alors pour tout ¢ € I, par 'estimation (2.134) on peut aussi écire

1 t+e

. 1 t+e 0
% J, . (a(r) + f(ru(r)), u(r) — mkydr < % /ts (A°(7,mi), e — u(T) )7,  (2.135)

et comme les applications ¢ — (a(t) + f(t,u(t)), u(t) — i) et t — (A°(t,ne), me — u(t))
sont intégrables pour tout k£ € N. Alors, par le Théoréme de différentiation de Lebesgue

(Théoréme 1.1.6), on a pour presque tout ¢t € I,
t+e
lim i/ <u(7) + f(T, u(T)),u(T) — nk>d7' = <u(t) + f(t, u(t)),u(t) — 77k>,

tim [ (A ) — u(r))dr = (A ), e — u(t)).

t—e

donc, en prenant la limite dans 'estimation (2.135) lorsque € tend vers 0, on obtient

(lt) + F(tu(®)),u(t) = ) < (A m)ome — u(®)) pop.

c’est-a-dire, il existe un ensemble négligeable N tel que pour tout ¢ € N et pour tout
keN

Soit t ¢ N et on considére n € D(A(t)) = D, alors il existe une suite (Ukn) tel que

Nk, — 1. Par suite,

n

(a(t) + f(tu@), ut) — e, ) < (A%t M, ), ne, — u(t)).

Pour t ¢ N et pour tout n € N. On passe a la limite lorsque n tend vers +o00, on obtient
(2.133). Donc, on conclut par la Proposition 1.8.20 que, u(t) € D = D(A(t)) et

—a(t) — f(t,u(t)) € A(t)u(t) p.p.

et u(0) = wp, c’est-a-dire, le probléme (Pf) admet une solution absolument continue u,
et la solution est unique par la monotonie de A(t) et par la condition de Lipschitzité de
f(t,-) (voir Théoréme 2.3.1). Par 'estimation (2.113), cette solution vérifie

la(t)|| < K(1+5(t) pptel,
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pour une certaine K €]0, +o00[ dépendant de |lugl|,c, T, M et (. [ |

Enfin, considérons le cas des opérateurs maximaux monotones & valeurs bornées convexes

faiblement compactes.

Théoréme 2.3.6.
Soit pour tout t € I, A(t) : D(A(t)) C H = H un opérateur mazimal monotone & valeurs

convezes faiblement compactes satisfaisant (H1)', et

(H2)'Il existe une constante positive c tel que
|A(t)z|| = sup ||y|| < c(1+||z]]) pourtout(t,z) € I x H; (2.136)
yEAx
HT) Uapplication (t,x) — 6" (e, A(t)x) est semi-continue supérieurement dans I x H,
(

pour tout e € H.

Alors, pour tout ug € H, le probléme

(P) _%<t> € A()u(t) pp. sur L
u(0) = ug € D(A(0)),

admet une unique solution absolument continue, tel que ||u(t)|| < K (14 B(t)) p.p., pour

une certaine constante K := K(||uo||, ¢, T, 5).

Démonstration
On choisit une suite quelconque (e,) CJ0,1] décroissant vers 0 lorsque n — oo, et on
considére la partititon 0 = t5 < ¢f < --- <ty =T de I, et comme t +— 3(t) +t est
absolument continue on peut supposer que
thr .
|t?+1—t?|+/ |B(t)|dt <e,, pouri=0,...,k,—1. (2.137)
&
on pose
i1 =ty — i, mit = B(t) — B,
pour i =0,...,k, — 1. Alors, l'inégalité (2.137) peut étre réécrite sous la forme
Oy + i1 < &p < 1
Etape 1. Algorithme
Pour chaque n € N, on construit une application en escalier continue a droite u, : [ — H
comme suit :
ug = ug, pour t e [0,t7],
up(t) = ¢ ul pour te€ [t 7 [, i=0,... k,—1,

up pour t="1T,
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oupouri=20,...,k,—1
uha = S () = (I + 0 A(t)) ™ () (2.138)
Observons que, par construction, u;’\, = J, (u}') € D(A(t},)) et
uj' € (]H + 5f+1A(t;‘+1))u?+1

c’est-a-dire,
ul =yt
t:rl _ t; € A(td)uiy- (2.139)
i+l b

On définit aussi 'application v, : I — H par

t—t7

n n
tH—l - tz

vy (t) =

(uf,y —ui) +uy, pour t €[t 7 [, i=0,... k,—1, (2.140)

avec v, (T') = wuy. . Il est clair que I'application v, est absolument continue avec v, (t') = u;’,

ur s =yt
O (t) = n“—_tn pour t €]l 7. (2.141)
i+1 7

Par conséquent, si on définit 6,, : I — I par

Qn(t) = t?—‘rl pour e]t?’t?‘f‘l]’ i = 07 17 SR kn — 17
0 pour t=0.

Alors, par (2.139), (2.140) et (2.141) on a

—0,(t) € A(0,(t)) (va(6n(t))), pp-te I (2.142)

Etape 2. Estimations et convergences des suites (u,), et (v,),
Nous avons par les hypothéses (H1) et (H2)" et le Lemme 1.8.24 (a)

ity =l = T2 ) — o
S A7 ) + dis (A(E), A(t,)) +

VO (L A0 )| dis (A7), At )

S A |+ 1+ \f 020 (1 A ) dis (A(t2), A(e2,)
(L [ 10y + 1+ /62 (14 L+ g )

(14 (T + [ D)6+ ni%) + \/(1 + e+ 1) (02 + )2
201+ (L + [[uif (1) (01 +7mit), (2.143)

IN

IN -+

IN

IN

VAN
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alors,
lufall < (1 + 2002 + i) 1 | + 201 + €) (6741 + 1), (2.144)

donc, par le Lemme 1.7.21, on obtient pour n € Net ¢ =1,...k, — 1,

i—1

1—1
rwmf;@ww+21+c§j;Hrwﬁu)em(%Ej Hy+mﬂ)
k=1

=1

Par suite,
a7l < (lluoll +2(1 + )(T + B(T)) exp (2¢(T + B(T)) = K,
d’on, par cette derniére inégalité, I'estimation (2.143) peut étre écrite comme suit
Jufpr — wll < 201+ (1 + K1) (074 + mi) =t Ko (6 +mi)- (2.145)

Si, on pose K = max(K7, K3), on obtient

ki —1
supsup ||u,(¢)|| < K et supvar(u,) = sup Z ug,, — || < K(B(T)+T). (2.146)
neN tel neN neN =3

De plus, en répétant les mémes calculs dans la preuve du théoréme précédent, on obtient
pourtout n e Net 0 <s<t<T,

[un(t) — un(s)|| < K((B(t) — B(s)) + (£ = 5) + &n). (2.147)

Notre suite (u,)nen est une suite d’applications a variation bornée continues a droite
uniformément bornée, en norme et en variation. D’aprés le Théoréme 1.2.6, il existe une

application a variation bornée u : [ — H telle que

up(t) = u(t) pour t € I. (2.148)
ceci implique que la condition initiale u(0) = ug est satisfaite. De plus, en prenant lim inf
dans (2.147), on obtient pour tout 0 < s <t < T

[u(t) = u(s)|| < liminf [ju, (t) —un(s)]| < K(( = 5) + () = 5(s))- (2.149)

Par conséquent, u est absolument continue. Plus précisément, u € W"'(I, H) car
B € WH(IL,R).
Par ailleurs, on peut montrer que la suite (v,) est aussi bornée en norme et en variation. En
effet, par les inégalités (2.140), (2.145) et (2.146), pour tout ¢t € [t} ¢, ,[,i =0,1,... &k, —
L,

lon(®)] < ey — |+ ]l < K (02 + ) + K < 2K. (2.150)
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Par suite,
sup ||vn|le < 2K, (2.151)
neN

et
kn—1

supvar(v,) = sup Z (v (1) — va(t}))
neN neN k=0

kn—1

= sup y(ufyy — )
k=0

neN

= supvar(u,) < K(B(T)+T). (2.152)

neN
D’autre part, & I'aide de (2.137), (2.140), et (2.145) nous avons pour tout ¢ € [t} ¢ ],
t—tn

Jon(8) = n (D] = llon(t) =] < ——"-
i+ 7

luiy = |l < fluiy — il < Ken. o (2.153)

Donc, grace a cette derniére inégalité et (2.147), on peut obtenir 'estimation suivante
pour tout n e Net 0 < s <t < T,

[vn () = va(s)[| < loa() = un(®)]] + lun(t) — wn(s)|| + [[va(s) — un(s)]|
< Ke,+ K((B(t)—pB(s))+ (t—s) +¢en) + Kep
< K((B(t) = B(s)) + (t —s) + 3cn). (2.154)

Par les estimations (2.151) et (2.152) on peut conclure que la suite (v,) est bornée en
norme et en variation. Alors, on peut lui extraire une sous suite notée (v,), tel que pour
tout t € I (v,(t)), converge faiblement dans H. Par (2.148) et (2.153), pour tout n € H

on a

Jim [(0,(6) = (o)) = i | 6) = a0 ) = (0.
< Keulln| = 0.
D’ou,
vn(t) = u(t) pourtout t € I, (2.155)

Observons aussi, que par les relations (2.141) et (2.152)

T kn—1 (A
linlls = / lon(s)llds = 3 / lé(s) | ds
0 i=1 Yt

kn—1 kn—1

HU? __U?H f n n
= Yt [ ds =) ul - ufl = var(ul)
i=1 i+1 i t i=1
< K(B(T)+T). (2.156)
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Ainsi, par I'hypothése (H2)', les relations (2.138), (2.141) et (2.146) on a pour tout ¢t €

]t?7 tzn+1[

. Uity — Uy S () — uff n
lon @Il = || | = ||| = A5, ()]
ti — t 01

< sup |yl = [JAE ) (u)]

yEA( 1+1)( )
< (X A+ [l
< (14 K).

c-a-d, pour presque tout t € I,
|10, (8)|| < (1 + K). (2.157)

Donc, par (2.157), on peut supposer que (1,) converge faiblement dans L*(I, H) vers 1,
i.e., pour tout z € L*(I, H)

T

lim <i}n(7'),z(7')>d7':/0 (u(r), z(1))dr. (2.158)

n—-+o0o 0

Dans la suite, nous allons montrer que la suite (v,) converge uniformément sur I. Dans
un premier lieu, remarquons que pour tous n,m € N et presque tout ¢ € I, nous avons
par la définition de dis(-, ), 'hypothése (H1)" et lestimation (2.137),

<Um(t) - Dn(t)v vm(gm(t)) - Unwn(t))>
dis(A(0n(1)), A0 (1))
B(0,(t)) — B(0n (1))
t)) = B + 180 (1)) — B(H)])

I+ 11om

D’autre part, par les inégalités (2.137) et (2.154) nous avons

<vm<t> b (0),m(8) — v (Bon(6)) — v(8) + a0 <t>>>

< (lom @1 + o @) (lom(#) = vm @mEO)] + [[va(0n(t)) = va(®)]])
< K ([om@N + Ion®1]) (16a(2) = t] + 18(0a(t)) — B()] + 320+
HOm () =t + 8(0m(t) — BE)] + 3em)

< AK(em +en) ([om@)] + loa@)]))

S AK(em +en) (L4 [lom (O] + [lon ()] -
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Ces deux derniéres relations nous donnent
<e>n<t> (), 0(t) — vm<t>> - <om<t> () 0 (8) — 0O (0)) — () + vn<9n<t>>>
+<vm<t> (). 0 (O (1)) — vn<en<t>>>

< (K 4 (et en) (14 [on @] + (@) (2:159)

alors,

en0) =m0 = [ (1n(6) = 0,5 — ()Y

< (4K 4+ D(en +em) (T + [onllor + omll2r),
En prenant en compte I'inégalité (2.156), on obtient
[0 () = vm(IE < 204K + 1)(en + &) (T + 2K(T + B(T)). (2.160)

Il est clair que le coté droit de cette derniére inégalité tend vers 0 lorsque n, m tendent vers
+o00. Par conséquent, (v,), est une suite de Cauchy dans C(I, H). Donc, (v,), converge
uniformément et fortement vers une fonction absolument continue, qui d’aprés (2.155),

n’est autre que la fonction absolument continue w, i.e.,
lvn(-) —u(-)|[|[c — 0 lorsque n — oo
par (2.153), nous avons aussi
||wn(t) — u(t)|| — 0, uniformement sur I.

Etape 3. Existence de solution.
Nous allons prouver dans cette étape que u est une solution a notre probléme (P) Pre-
micrement, prouvons que u(t) € D(A(t)) pour tout t € I. En effet, par (2.138) et la
propriété (i) dans Proposition 1.8.17 nous avons u,(t) € D(A(p,(t))) pour tout t € I,
ol ¢, : I — I est définie par ¢, (t) = t" dans [t} ¢}, [ et ¢,(T) = T. D’autre part, par
I'hypothése (H1)" et 'estimation (2.137), pour tout ¢ € I

dis(A(pa(t)), A(t)) < en, Yn €N,
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Par conséquent, en fixant ¢ € I, on obtient A, — A par rapport a dis(-,-), ou A, =

A(pn(t)) et A = A(t).
(dis(Ay, A) = dis(A(pa(t)), A(t)) < [B(en(t)) — B(H)| < en)

Aussi, la suite (y,) = (Ao(cpn(t),un(t))) est bornée par 'hypotheése (H2) et (2.146). En
effet,

1A% (en(t), un(E)] - < i 1yl = [[Aen () un @] < (1 + [un(®)]]) < e(1 + K),

alors on peut extraire une sous suite (notée aussi (y,)) qui converge faiblement vers y,

donc on applique le Lemme 1.8.23 & z,, = u,(t) — u(t)

AO(QDn(t>a un(t)) € Alpn(t))un(t) = Anzy

on obtient

u(t) € D(A) = D(A(t)).

Ensuite, nous allons vérifier que 'inclusion dans (P) est satisfaite sur un ensemble de
complémentaire Lebesgue-négligeable.
Soit (ex) C H une suite dense dans By, et soient 0 < s <t < T, par (2.142)

(er, —0n(T)) < 6° (ek, A(Qn(T))vn(Hn(T)), pp.T€EI,

par intégration,

/(ek,—i}n(T))dTg/ 6* (en, A(0n(7))0n(0,(7))dr,

on passe a la limite dans cette derniére inégalité et en utilisant ’hypothése (H7) et la
relation (2.158), on obtient via le Lemme de Fatou (Lemme 1.7.13) et la Proposition 1.1.3

/(ek,—u(T))dT < limsup/ 6* (ens A(0n(7)) 00 (0n(7))dr

n—oo

< / lim sup 6* (e, A (6 (1)) va (6 (7)) dr

t
< / 5" (ek, A(T)u(T))dT,
alors, par le théoréme de différentiation de Lebesgue (Théoréme 1.1.6)
(eg, —u(t)) < d* (ek, A(t)u(t)), D.p.

comme A(7)u(7) est convexe fermé, on conclut par Théoréme 1.3.10 que —u(t) € A(t)u(t) p.p.

Voici une application aux opérateurs sous-différentiels.
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Corollaire 2.3.7.

Soit g : I x H — R une application continue tel que
(1) pour toutt € I, g:(-) est convere, (avec g:(x) = g(t,x) Yo € H).

(i1) 1l existe une constante positive r telle que |g/(x) — g:(y)| < rllz — y||, pour tout
(t,x,y) €I x H x H.

(111) dis(Ogi, 0gs) < |B(t) — B(s)| pour tout t,s € I, ou [ est une application positive

absolument continue comme donnée dans le Théoréme 2.3.6.

Alors, pour tout ug € H le probléme

_ ) —ZN) e dgut) pptel

admet une solution unique absolument continue avec la propriété :
la)| < K(1+5(t) pptel
pour une constante K €0, oo dependant de ||uo||,r,T et (3.

Démonstration
L’idée de la démonstration est d’appliquer le Théoréme 2.3.6 sur 'opérateur A(t) = Jg;.
Soit g;(z;v) la dérivée directionelle généralisée de la fonction convexe Lipschitzienne g,
au point € H dans la direction v € H. La fonction (¢,z) — g.(z;v) est semi-continue
supérieurement. Nous avons d’aprés le Théoréme 1.6.4, g, (z;v) = 0*(v, dg(z)), i.e, Dg;
vérifie 'hypothése (H7) du Théoréme 2.3.6, et d’aprés 'exemple 1.8.8 et le Théoréme
1.6.5, dg; est un opérateur maximal monotone & valeurs convexes faiblement compactes.

De plus, nous avons d’aprés la condition (ii)

gi(x + h+0v) — gi(x + h)

gi(z;v) = limsup < r|lvf| = o0* (U,TEH),

h—0,6—0+ 0
en effet,
Mol = r sup {&',0) = sup (r',v)
(E’GEH IE’GEH
= sup (y/,v)
y' €ErBy
= 6" (v,rBy)
i.e,

5*(v,0g:(x)) < 6 (v,rBy),
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par conséquent, dg;(z) C 7By pour tout (t,7) € I x H (voir Proposition 1.5.12), i.e., 0g;
vérifie 'hypothese (H2)" du Théoréme 2.3.6. Par suite, on peut appliquer le Théoréme
2.3.6 avec A(t) = Og¢, pour conclure que le probléme (ﬁ) admet une unique solution

absolument continue avec la propriété
la@)ll < K(1+6(4) pptel,
pour une constante K €)0, o[, dépendant de ||ugl|,r, T et 5.

Exemple 2.3.8.

Soit pour tout t € I, la fonction g, : R — R définie par

gi(x) = |z = B(1)],

ou [ est une application positive absolument continue donnée dans le Théoréme 2.5.6.
Montrons que, pour tout ug € R, le probleme (ﬁ) admet une solution unique absolument
continue. En effet, premiérement, montrons que pour tout t € I, g,() est conveze.
Soient x,y € R, et soit A € [0, 1]

lg:(Ar + (1= Ny)| = [Az+ (1= Ny — B()]
= [Az+ (1= Ny —A3(t) — (1= NB@)|
< Mz =B+ (1 =Ny = Bt)] = Age(z) + (1 = N)ge(y).

par conséquent, g,(+) est convere.
Ensuite, montrons qu’il existe une constante positive r telle que |gi(x) — g:(y)| < r|z — y|
pour tout (t,x,y) € I x R x R.

19:() = g:(W)| = [lz = B = ly = BOI| < |2 = B(t) — (y = B®))| = = — yl.

done, gi(+) est Lipschitzienne.
Finalement, reste a montrer qu’il existe une application positive absolument continue (3 €
WHL(ILR) telle que dis(Dg,, dg,) < |5(t) — B(s)].

Nous avons, pourt € I et pour xyp € R

0gi(zg) = {y € H,g:(x) — gi(x0) > (y,x — x0), Vz€ R}.
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Soient t,s € I, x,T € R et soient y € dg,(x), y € Jg,(T), alors

y-—g2-2) = (yr-2)+{Hr-7)

9:(7) = g:(x) + g5() — 95(T)

7= B@)| = [z = BO)| + [z = B(s)| — [z = B(s)]

[z = B(s)| + [B(t) = B(s)| = [z = BO)| + [z = BO)| + [6(t) = Bs)| = |z = H(s)|
= 28(t) - B(s)| = () — B(s)I;

ou, 3 1: 28 € WU, R) (d’apres Uhypothese), et comme 1+ |ly|| + ||yl > 1, alors,

IN

IN

——— < 1, par suite
L+ [yl + 9l

W=g3—m3) S
T gl Tl = Y 9T ) <180 = 5s)l,

par conséquent,
dis(0gt, 0gs) < |B(t) — B(s)|.
Donc, d’aprés le Théoréme précédent, le probléme (ﬁ) admet une solution unique

absolument continue.

2.4  APPLICATION A UN PROBLEME D’EVOLUTION AVEC
UNE PERTURBATION MULTIVOQUE SEMI-CONTINUE SUPE-
RIEUREMENT

On commence par donner un résultat de compacité pour I’ensemble des solutions du
probéme
) { —in(t) € Aun(t) + h(t), pp.tel,
up(0) = o € D(A(0)),

utile pour la suite.

Lemme 2.4.1.

Soit pour tout t € I, A(t) : D(A(t)) C H = H un opérateur maximal monotone satis-
faisant (Hl),, (HZ) et (Hl)*, on suppose de plus que D(A(t)) est boule-compact. Soit
I' : I = H une multi-application mesurable intégrablement bornée a valeurs non vides

convexes faiblement compactes vérifiant :

I(t)c M(t)By Vtel,
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ou M € L (I,R) est une fonction positive. Soit Sp l'ensemble de toutes les sélections
intégrables de T'. Alors, l'ensemble X = {u), : h € SL} des solutions absolument continues

de inclusion
—I'Lh<t> € A(t)uh(t) + h(t), p.p.t € 1, uh(O) = Ug € D(A(O)),
h € St, est compact dans C’(I, H)

Démonstration.
Etape 1. Montrons que X = {u;, : h € S{-} est relativement compact dans C(I, H).
Pour tout h € S, nous avons pour presque tout t € I, ||h(t)]] < M(t), alors, par le
Corollaire 2.3.4, 'ensemble X = {u; h € Sp} est relativement compact et équi-continu
dans C(I, H). En effet, on a pour tout t € I

lan()] < K(L+B(t) + [h@)]) + R
< K (14 B(t) + M(t)) + M(t) =: £(t)

avec £ € L'(I,R), par suite

|M®—WI§A§WWSMMm

par conséquent,

lun ()| < € + Iluoll = M,

par suite, X'(t) C MBy, et comme D(A(t)) est boule compact, et pour tout t € I,
X(t) C D(A(t)) N M By, alors X (t) est relativement compact.
Par ailleurs, pour 0 < s <t <T

lun() — un(s)]] < /gvma

comme, £(-) € L! (I ,]R), donc X est équi-continu. Par le Théoréme d’Arzela-Ascoli 1.7.7
on conclut que X est relativement compact.
Etape 2. Montrons que X" est fermé.
Soit (Uhn)n une suite de X’ convergeant dans C'(I, H) vers une application continue u avec
h,, € St, comme S} est faiblement compact, alors on peut extraire une sous suite a (hy, ),
qu’on note aussi (hy)n, et qui converge faiblement vers h € S dans L' (I, H), i.e., pour
chaque n € L™ (I, H)

Jim (R ) = ()
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ou bien,

n—oo

lim /ﬁ (ho (7)o (7)Y = jﬁ (h(r),n(r)dr,

en particulier pour 7 = 1y 4(-)e;, (e;); une base de H et ¢t € [0, 77, on obtient

. T
lim <hn(7'), l[o,t](T)€j>dT = / <h(7—)7 1[0,t](7)€j>d7'7
n—oo 0 0

ggo</0t ha(7)drT, ej> = </0th(7)d7, ej>,

t

t
lim hn(s)ds :/ h(s)ds, Vtel.
0

n—-+o0o 0

par suite,
d’ou

Nous avons aussi ||ip, (t)|] < &(¢), et € € L* ([, R), on peut alors supposer que (uhn)

t
converge faiblement vers z € L*(I, H), avec ||z(t)|| < &(t), p.p., alors u(t) = uo—i—/ z(s)ds,
0

t
pour tout t € I et & = z p.p. Car, nous avons uy,, (t) = ug +/ U, (s)ds. Donc,
0

¢
lim wy, (t) = lim (uo—i-/ uhn(s)d8>
0

n—-+o00 n—-+0o00
t

= up+ lim Up, (8)ds
n—-+o00o 0

t
= —i—/ z(s)ds = uf(t).
0
D’autre part, comme u;, € X, alors

comme (uhn + hn) est bornée dans L' (I H ), alors on peut supposer que (ibhn + hn)
converge au sens de Komlos vers @+ h p.p. Alors, il existe un ensemble négligeable N tel
que pour t € I\N
1 n
lim = " (d, () + hy(t)) = i(t) + h(t).

n—-+4oo N

j=1

Soit n € D(A(t)),

() + P8 08) = 1) = (it (8) + P (8)s i, (6) — 1) + (i, (8) + on(8), u(t) — an, ()
< <A°<t, mm— uhn<t>> () + ME)ult) — un, (D] .
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par suite,

% D {in, (1) + hy(t), u(t) = )

< 22 (A0 + €0+ 210 5 Znu )
< <A0(t,77),77—U(t)>+%i<A°(tm)aU(ﬂ—uhj(t)>+(§( olG Zuu )

j=1

< (A= 0l0)) + 1A% S o) =, 0]+ (60) + 2100 - Zuu -, 0]

lorsque n — +o00 on obtient

(it + ).t =) < (A0 = 0l0)) v

comme A°(t,7) est une section principale (Proposition 1.8.20), nous avons u(t) € D(A(t))
et

—u(t) € A(t)u(t) + h(t) pp. et u(0) =uy € D(A0)),
c-a-d, u = up € X, par conséquent X est fermé, donc on conclut, comme X est relative-
ment compact et fermé dans C(I, H), qu'il est compact dans C(I, H). [ |

Théoréme 2.4.2.

Soit pour tout t € I, A(t) : D(A(t)) C H == H un opérateur mazimal monotone sa-
tisfaisant (H1)', (H2) et (H1)* et tel que D(A(t)) est boule-compact pour tout t € I.
Soit I' : I = H une multi-application mesurable intégrablement bornée a valeurs convexes

faiblement compactes et satisfait
[(t) C m(t)By pour tout t € I,
ot m € L'(I,R) est une fonction positive. Soit F : I x H = H une multi-application a

valeurs convexes faiblement compactes vérifiant les hypothéses suivantes :

1. F est scalairement L(1)® B(H)-mesurable, i.e, pour tout e € H, la fonction d’appui
0*(e, F(+,-)) est L(I) @ B(H)-mesurable.

2. Pour tout t € I, F(t,-) est scalairement semi-continue supérieurement sur H, i.e,

pour tout e € H, la fonction d’appui 6*(e, F(t,-)) est semi-continue supérieurement
sur H,

3. F(t,z) C I'(t), pour tout (t,x) € I x H.
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Alors, pour tout ug € D(A(0)), l'ensemble des solutions absolument continues de l'inclu-

sion

(Pr) { —u(t) € Alu(t) + Ftu(t), pptel

est non vide et compact dans C(I, H).

Démonstration.
Etape 1. Montrons que ’ensemble des solutions du probléme (Pr) est non vide.
On définit la multi-application ® : St = L'(I, H) par

®(h)={ge L'(I,H): g(t) € F(t,un(t)), pp. t €I},
ou uy est la solution unique absolument continue de l'inclusion

(P) —up(t) € A(t)un(t) +h(t), pp. tel
YL wn(0) = o € D(A(®0)).

Par (1) et (3) il est clair que ®(h) est non-vide avec ®(h) C Sp. En effet, soit h € SE,
et soit uy, la solution unique de (P,), alors pour t € I F(t,up(t)) est fermé non vide, car
d’apreés 'hypothese, F' est a valeurs convexes faiblement compactes, et d’aprés 'hypothése
(1), la Proposition 1.5.17 et le Théoréme 1.5.19 F(-,up(-)) est mesurable, donc, d’aprés
la Proposition 1.5.18 F(-,u;(-)) admet une selection mesurable, il existe g € L*(I, H) tel
qe g(t) € F(t,up(t)) p.p. t € I, c’est-a-dire, ®(h) est non-vide. Il est clair que, si h est un
point fixe de ® (h € ®(h)), alors uj, est une solution absolument continue de (Pr).
Montrons que ® : S{ = S est une multi-application s.c.s & valeurs convexes faiblement
compactes. Premiérement, montrons la convexité. Soit h € Sg, et soient g1, g2 € ®(h),
A€ [0,1]

g1, 92 € ®(h) <= ¢1(t) € F(t,un(t)), g2(t) € F(t,un(t)) pp. tel.
Comme F'(t,uy(t)) est convexe, alors
Ai(t) + (1 = ANga(t) € F(t, un(t)), pp. tel,

et comme \g; + (1 — N)go € L*(I, H), alors, Ag; + (1 — M)go € ®(h). Par conséquent,
®(h) est convexe. Puis, soit h € SE, montrons que ®(h) est faiblement compact. Soit
(gn)n C ®(h), alors,

gn(t) € F(t,up(t)) pp.tel, VneN,

par 'hypothése (3)
lgn @I <m(t), pp-tel,
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ou bien

1gn (D]

09Ny ppter
m(t) ~ bp

On pose, 1, (t) = ?nn—(?

compact dans L>(I, H) (voir le Théoréme de Banach-Alaoglu-Bourbaki 1.7.8), donc de

(1n)n On peut extraire une sous suite, (notée aussi (¢,),), convergeant faiblement* vers

, ceci donne |1, (t)|| < 1, c-a-d, (¥n)n C B~ qui est faiblement*

un élément 1), c’est-a-dire, pour tout z € L'(I, H)

i [ {wnteamir = [ (o020 yar.

Soit y € L>(I, H), alors m(-)y(-) € L*(I, H). Alors,

i [ {ne0)ir =t [ (om0 Yar
= i [ (e m(r) Yo
= [ {v@m Y
= i [ {v@m).o(m) Yar

On pose g(-) = ¥(-)m(-), la suite (g,) converge faiblement vers g € L'(I, H), et comme
gn(t) € F(t,un(t)), pp- t € I.

<1E<t>m,gn<t)> < 5 (Lp(t)r, F(t.un(t)). po.t e,

pour chaque E € L(I) et pour tout x € H. Par suite, par intégration

/E<x,gn(t)>dt§/(5*($,F(t,uh(t)))dt

E

par suite,

lim [ (x,g,(t)dt = /E<x,g(t))dt§/5*(3:,F(t,uh(t)))dt,

pour tout F € L(I). Par conséquent

(z,9(1)) < 8% (x, F(t, un(t)))  p-p-

par la Proposition 1.5.12 ) on obtient g(t) € F(t,ux(t)) p.p. Ceci montre que g € ®(h),
c-a-d, ®(h) est faiblement compact.
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Ensuite, montrons que ® est faiblement semi-continue supérieurement.

Comme S} est faiblement compact, pour montrer que ® est faiblement semi-continue
supérieurement, il suffit de montrer que le graphe de ® est séquentiellement faiblement
fermé.

Pour cela, soit (A, g,) C gph(®) tel que (hy,), et (gn)n converge faiblement vers h, g € St
respectivement. Par définition, g, € ®(h,,), c-a-d,

gn(t) € F(t,up,(t)) pp.tel,

avec up, est 'unique solution de (P, ). Par le Lemme 2.4.1 I’ensemble X' = {uhn; n e
N } des solutions des problémes (Phn) est compact, alors la suite (up,), C X converge

uniformément vers u, € X. D’autre part, comme g,(t) € F(t,un,(t)),

<1E<t>x,gn<t>> < 5 (Lp(t)e, F(t,un, (1)), pop.te 1.

pour chaque E € L(I) et pour tout x € H. Par conséquent, par intégration

/E(x,gn(t))dtg/(5*(3:,F(t,uhn(t)))dt

E

par suite, (en utilisant I’hypothése (2))

lim [ (x,g,(t)dt = /E<:E,g(t)>dt

n—oo E

< limsup / 5 (@, F(t, un, (1)) dt
E

n—oo

< / lim sup 0" (xr, F(¢, up, (t)))dt
FE

n—oo

= / 3 (x, F(t,up(t)))dt
E
pour tout F € L(I). Par conséquent

(z,9(1)) < 0%(z, F(t,un(t)))  p-p.

Par la Proposition 1.5.12 on obtient g(t) € F(t,un(t)) p.p., i.e., gph(P) est séquensielle-
ment faiblement fermé, par conséquent @ est faiblement semi-continue supérieurement.

Donc, on applique le Théoréme de Kakutani-ky Fan sur la multi-application ® a valeurs
convexes faiblement compacts, on conclut que ® admet un point fixe, ¢’est-a-dire, il existe
h € St tel que h € ®(h), ceci montre 'existence d’au moins une solution absolument conti-

nue pour l'inclusion (PF)
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Etape 2. Montrons que ’ensemble des solutions du probléme (Pr) est compact.

Soit (ug,) une suite des solutions du probléme (PF), c’est-a-dire,
(P ) { —ity, (1) € Ay, (t) +gult), pptel
ug,(0) = o € D(A(0)),
et
gn(t) € F(t,u,,(t), pp.tel,
Par suite,
lgn ()]l < m(t), pp.-tel,

en répétant les mémes arguments dans la preuve de I’étape 1, on conclut que (g, ),, converge
faiblement dans L' (I, H) vers g € L' (I, H). Par ailleurs, (u,,), C X qui est compact dans
C(1, H), alors, on peut extraire une sous suite, notée aussi (u,, ), qui converge vers u, € X,

g € St, cest-a-dire,

{-ﬂ@@ e A(uy(t)+g(t), pptel,
ug(0) = wo.

et comme pour presque tout t € I, ¢,(t) € F(t,u,,(t)), on conclut, comme 'étape 1 que

g(t) € F(t,uy(t)), pp.tel.

Par conséquent, I’ensemble des solutions de I'inclusion (PF) est compact. Ceci termine la

preuve du théoréme. [ |

Lorsque la perturbation F' est le sous-différentiel d’'une fonction Lipschitzienne, on
obtient

Corollaire 2.4.3.
Soit pour tout t € I, A(t) : D(A(t)) C H = H un opérateur mazimal monotone satis-
faisant (H1)', (H2), (H1)* et tel que D(A(t)) est boule-compact pour tout t € I. Soit

v : I x H— R une fonction satisfaisant :
1. pour tout x € H, ¢(-,x) est mesurable
2. lp(t,x) —p(t,y)| <)z —yll, Y(t,z,y) € Ix H X H, pour une fonction positive
Y € LY(I,R).
Alors, pour tout ug € D(A(0)) Uensemble des solutions absolument continues de l’inclusion
{—m@)e At)u(t) + dp(t,u(t)), pp.tel,
u(0) = wup € D(A(0)),

est non-vide et compact dans C(I, H).
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Démonstration
Il est connu d’aprés la Proposition 1.6.6 et le Théoreme 1.6.5 que pour tout ¢t € I,
Oy est une multi-application semi-continue supérieurement & valeurs convexes faiblement
compactes et que Op(t,z) C ¢ (t)By pour tout (t,x) € I x H. En effet, soit v € H , nous

avons

§*(v,00(t,x)) = @i(z;v) = limsup A [pi(z + h+ M) — @iz + h)]

h—0,A—01
< P@)|v]] = 67 (v, ¥ (t) Ba)
donc, nous avons d’aprés la Proposition 1.5.12

Op(t,z) C (t)Buy.

De plus, par la Proposition 1.6.2, pour toute application mesurable u : I — H, la multi-
application t — 0p(t,u(t)) est scalairement mesurable. Alors, on applique le Théoréme

2.4.2 en prenant F(t,x) = J¢(t, x). Ceci termine notre preuve. [ |
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CHAPITRE 3

EXISTENCE DE SOLUTIONS POUR UNE
INCLUSION DIFFERENTIELLE GOUVERNEE
PAR UN OPERATEUR MAXIMAL
MONOTONE ET AVEC PERTURBATION
MULTIVOQUE

114



Chapitre 3 : Existence de solutions pour une inclusion différentielle
gouvernée par un opérateur maximal monotone et avec perturbation
multivoque

3.1 INTRODUCTION

Le but de ce chapitre est I’étude de I'existence de solutions pour le probléme régis par
un opérateur maximal monotone et avec somme de deux perturbations dont l'une est
une application multivoque semi-continue supérieurement a valeurs conevexes faiblement
compactes.

Dans la premiére section, on s’intéresse au probléme

—Z—Z(t) € At)u(t) + F(t,u(t)) + f(t,u(t)) dr—p.p. tel,

u(0) = up.

(Pry)

Notre étude est menée dans un espace de Hilbert séparable H, avec f : I x H — H une
application séparément mesurable sur I, et séparément Lipschitzienne sur H, tandis que
F : I x H= H est une multi-application scalairement semi continue supérieurement a
valeurs convexes faiblement compactes. Pour tout ¢ € I, A(t) est un opérateur maximal
monotone. La dépendance t — A(t) est a variation bornée, au sens qu’il existe une fonction

r: 1 —[0,00] (r(T) < co) continue sur I et croissante tel que
dis(A(t), A(s)) < dr([s,t]) =r(t) —r(s), 0<s<t<T. (3.1)

Dans un cas particulier, I'existence de solutions Lipschitziennes de l'inclusion (Pg )

est considérée dans la 2°™° section, en supposant que ¢ — A(t) est Lipschitzienne au sens

qu’il existe o > 0 tel que
dis(A(t), A(s)) < alt —s|, Vs, tel. (3.2)

En fin, dans la 3™ section, nous traitons l’existence de solutions absolument continues

pour le probléme (Pp ), c’est-a-dire :

_%(t) € A(t)u(t) + F(t,u(t)) + f(t,u(t)) dt —pp. tel

Nos résultats de la 1°® section sont établis sous les hypothéses suivantes.
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H1) II existe une fonction r : I — [0, 4o00[ (r(0) = 0) continue sur I et croissante tel
que
dis(A(t), A(s)) < dr([s,t]) =r(t) —r(s), VO<s<t<T. (3.3)

H2) Il existe une constante positive ¢ tel que
A%t 2)|| < (1 +||z]|) tel, xe D(A({)). (3.4)

(i) Pour tout t € I, F(t,-) est scalairement semi-continue supérieurement sur H, c’est-
a-dire, pour tout ¢ € I et pour chaque e € H, 'application d’appui §*(e, F'(t,-)) est
semi continue supérieurement (s.c.s) sur H.

(ii) F est scalairement (L£(I) ® B(H))-mesurable, c’est-a-dire, pour chaque e € H,
I'application d’appui 6*(e, F(+,-)) est (L(I) ® B(H))-mesurable.

(a;) Pour tout R > 0, il existe une fonction réelle positive ag(-) dr-intégrable tel que

pour tout t € 1

(ay) 1l existe une constante positive M telle que

| f(t,2)|| < M(1+||z||) pour tel,xe€ H. (3.6)

3.2 SOLUTIONS CONTINUES A VARIATION BORNEE

Théoréme 3.2.1. Soit pour tout t € I, A(t) : D(A(t)) = H un opérateur mazimal
monotone vérifiant les hypotheses (H1) et (H2). Soit F': I x H = H une multi-application
a valeurs non vides, convezes et faiblement compactes vérifiant les hypotheses (i) et (i7)

De plus, supposons que F' satisfait la condition suivante
Projpuq(0) C (14 ||z|)C, V(t,x) € I x H, (3.7)

ou C est un sous ensemble compact de H.
Soit f : I x H — H une application telle que pour tout x € H f(-,z) est mesurable et
satifait (ay) et (az). Alors, pour tout ug € D(A(0)) le probléme

(Pa)) _2_1;@) € A(tyu(t) + F(t,u(®)) + f(t,u(t) dr—pp. tel,
7 u(0) =y,
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admet une solution continue a variation bornée. De plus, cette solution u vérifie
fu()l < & u@®) —w(n)|| < Klr(t) —r(r)] (Vi 7 € 1),
pour une constante K = K (||uo||, M, ¢, C,dr(I)).

Démonstration.

Grace la compacité de C', on peut supposer qu’il existe un nombre réel positif L, tel que
C C LBy. De plus, on suppose sans perte de généralité, que C est convexe et contient 0,
quitte a le remplacer par ¢o(C' U {0}) qui est compact.

On choisit une suite quelconque (g,), CJ]0, 1] qui décroit vers 0, et une suite de partition,
0=ty <ty <---<tp =Tdel, tel que

it — 7| < e, pouri=0,....k, — 1. (3.8)
On pose
A = dr([t}, t?-s—l]) = dr(Jt}, ?+1]) =r(ti,) —rt}), pouri=0,...,k, — 1.

On prend A, := max{\]' : i =0,...,k,}. Par la continuité de r sur I, (\,) converge vers
0 et alors
Aty = dr(Jt?, t24]) < Ay — 0. (3.9)

Etape 1. Algorithme
On définit I'application m : I x H — H par m(t,z) = Projpug)(0), ie., m(t,x) est

I'élément de norme minimale de F'(¢,z). Alors, par (3.7)
m(t,x) € F(t,z) et |m(t,z)|]| < (1+||z|)L pourtout (t,z) €l x H. (3.10)

De plus, pour tout z € H, l'application ¢ — m(t,z) est L£(I)-mesurable (voir Théoréme
1.5.15).
Maintenant, nous allons définir une suite d’applications en escalier continues & droite
Uy, : I — H par
un(t) = ug = ug, pour t € [0,t7]

et

un(t) =i, telti i, i=1,... .k, =1, uy(T) =1 , (3.11)
oupouri=0,...,k,—1

Wy o= JN <u?— / ’“(f(s,uﬁ+m<s,u?>>dr<s>)

n

— Iy + N Al )™ <u?— / ’“(f(s,u?)+m<s,u?>>dr<s>). (3.12)

n
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Si Aj'.; > 0, par la définition de la résolvante

n
ti1

ar - / (s, ') + (s, u))dr(s) € ully + Ny AT il
t

n
(3

d’on "
wl = (= [ (Fls,ud) + mls,u)dr(s))
- \r € At )ity (3.13)

i+1

Observons aussi, que par la Proposition 1.8.17, u,, € D(A(t},,)).

Si Ay, = 0, l'intégrale dans (3.12) est égale a zéro, et alors uj,; = uj'.

Comme dis(A(t},,), A(t}')) < 0alors A(t, ;) = A(t}") (voir le Lemme 1.8.22), si on suppose
(par induction) que u; € D(A(t})), alors encore u,, € D(A(t})) = D(A(t},,)). Nous
résumons cela par

u,(t) = u € D(A(})) pourt e [t 1 ]. (3.14)

Etape 2. Estimations et propiétés.

Premiérement, on va prouver que la suite des applications en escalier (un)n est unifor-
mément bornée en norme et en variation. Pour cela, en utilisant les propriétés (a) et (b)
du Lemme 1.8.24, les hypothéses (H1), (H2), (a2), la relation (3.12) et le coté droit de
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I'inégalité (3.10) nous avons pour 0 <i < k,, — 1,

7y
ftey — | = |7 (w— / <f<s,u?>+m<s,u?>>dr<s>>—Jal(uzl)wal(uﬁ—u?
i
Q@1
< (e = [ ) s aar(s) ) = )| 15 () -
tm
2
< - / (s, u2) + ms, uf))dr(s) — || + Ay [ A°(E2, u2)|
tn

dis(A(ED), Alti) + A (L LA up) ) dis(A(E), A(E2,)

i
S/t (LF (s, ) [+ lms, u) ) dr(s) + Ay A wf) |+ Ay

n
k3

+ O+ A0, ) )
< (M<1+ he2ll) + £(1 + ||u?||>) [ e b,

n
k3

A+ ALV (1 e+ [lug]])

ui'l

_l’_
< [ (1Al 1) + L+ flaf ) + e+ ) + 1+ /(1 + e(1+ [ufl)) | Ay
<

(M + L)1+ ) +2(1 + e(1 + [[u7 )] Ay

< M+ L+201+c¢)+ M+ L+ 20)|ul ]|\
Par suite,
luiall <l — gl + [l
< M+ L+2(0+c¢)+ M+ L+ 20| ul|)]A7 + [|u?]
< (T4 (M + L4200 ) |uf |+ (M + L+ 2(1+¢) A,
Il résulte, par le Lemme 1.7.21, pour n € Net 1 =0,...,k,,
i—1 i1
lup | < <||uo|| +(M+L+2(1+0)) AZ+1> exp ((M +L+20)) AZH) -
k=0 k=0
i—1
Comme Z Aoy = dr(]0,t7]) < dr(]0,T]), on aura
k=0
[u | < ([Juoll + [(M + L +2(1 + ¢))] dr(]0, T1)) exp (M + L + 2c)dr(]0, T1)) =: K;.
D’ot, pour tout ¢ € [t], ¢}, ]
[un ()] = llu|| < K. (3.16)

(3.15)
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En remplagant dans (3.15), on obtient
iy —ui | < (M + L+ 2(1+¢)) + (M + L+ 2)K1))] Ay, = Kodr(Jt?, 2711]). (3.17)

Posons K = max{ K7, K>}, on peut alors écrire

supsup ||u,(t)|| < K. (3.18)
neN teH
kn—1

sup var(u,) = sup (Z |lugy — u?H) < Kdr(]0,TY). (3.19)
neN neN i—0

Donc la suite (u,) est uniformément bornée en norme et en variation.

D’autre part, si on fixe s € [t],t7,,[ et t € [t], 17| avec j > i. Alors par (3.17)

[un(t) = un(s)ll = [luf —uif|

< ||U? - U?—1H oot ||U?+1 —uf|

< Z [ T
k:'O_‘_l
< KJZ dr ([ g Uy pega])
< K d:ﬁ;‘, t])
< K(dr(Jt?, s] + dr(]s, t]) + dr(]t, £7]))
< K(dr(Jt}, s] + dr(]s, 1]))
< K(dr(s, 1)) +dr(Jt?, i) + dr(]tia, s])
< K(dr(ls,t]) + dr(Jti, t711) (3.20)
en particulier, comme dr(]t}, ¢}, [) < A, on obtient
[un(t) = un(s)|| < K(dr(]s,t]) + An). (3.21)

Comme la suite (u,,) est uniformément bornée en norme et en variation, on peut supposer
grace au Théoreme 1.2.6, qu’il existe une application v : I — H a variation bornée telle
que (u,(t)) converge faiblement vers u(t) pour tout ¢t € I. En particulier, u(0) = wy.
En effet, (u,(t)) converge faiblement vers u(t) pour tout t € I, i.e., pour tout x € H

lim (u,(t) — u(t),z) =0,

en particulier, pour ¢ = 0,
lim (u,(0) —u(0),z) =0,

n—-+o00
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ie.,
{(ug — u(0),z) =0,
pour z = uy — u(0), on obtient u(0) = wuy. De plus, en prenant liminf dans (3.21) on

obtient e
llu(t) — u(s)|| < lminf ||u,(t) — un(s)|| < Kdr(]s,t]) pour0<s<t<T. (3.22)

Par conséquent, u est continue sur I car r est continue. De plus, ||du|| < Kdr. On note v’

du
la densité de u par rapport a dr, i.e., u' = e Comme v’ est bornée par K, en particulier
r

u' € L*(I,H;dr). Aussi, il est utile de considérer les applications continues & variation

bornée v, : [ — H obtenues a partir des applications en escalier u,, comme suit

_ =) g — uy - s,up) +m(s,u;))dr(s
ua(t) = )<@-+1 Hr/t (f(s,u?) +mls, z))d()>

r(tiy,) =t "

+ ul — /t” (f(s,ul) +m(s,uf))dr(s)

0
pour t € [t ¢} [ et v, (T) = uy . Si A}, = 0, on utilise la convention — = 0, i.e.,
U (t) = u = upyy sur [, 7 [ Il est clair que v, (0) = ug et que v, (¢]') = . De plus, par
(3.6), (3.9), (3.10), (3.17) et (3.18), nous avons pour ¢ € [t;', 1} [ et n € N

(,ft))_ - (t(t)) (u o + /t;“<f<s,u?> + m(s,u?>>dr<s>>

/ﬂ<f<s, ) + m(s, u2))dr(s)

[on(t) = un(®)[l =

t?-&-l
< luity — ol + 2/ (£ (s, w)ll + [lms, ) ) dr(s)
7
< () = r(@)E + 2M (1 + [luf DAY+ 2000 + [Juf DA
< NOK 4+ 2M(1 4+ K)N 4+ 201+ K)AY,
< (K+2(M+ L)1+ K))AL,
< YA\ (3.23)

ouy:= K +2(M+ L)(1 + K). Par I'inégalité précédente, et comme (u,(t))

faiblement vers u(t), on conclut que (v, (t)),, converge faiblement vers u(t) pour tout ¢ € I.

,, converge

En effet, soit © € H, alors par l'estimation (3.23), nous avons pour tout ¢t € I,

(va(t), ) — (u(t), z) (va(t) = un(t), x) + (un(t), z) — (u(t), z)
[on(t) = un(@)[[[#]] + (un(t), z) — (u(t), )
< yAallzll + (ua(t), 2) — (u(t), )

IN
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donc, lorsque n — +o00, on obtient

lim (v,(t),x) = (u(t), z).

n—-+4oo

De plus, par (3.21) et (3.23) pour 0 < s <t <T

[on(t) = va() < [Jon(t) = ua@) + [[un(t) — un(s)|| + [[un(s) — vals)]l
< AN+ K(dr(]s, t]) + A\) + 7\
< K(r(t) —r(s)) + (K +27)\,, (3.24)

et pour ¢t € I et n € N, nous avons par (3.23) et (3.18)

[on (@)

IN

[on(t) = un (@) + [lun(B)]]
YA\, + K
v+ K. (3.25)

A

IN

Maintenant, remarquons que dv, = v, dr, ol la densité v;, est donnée dr-presque partout
par
tn
ufpy —uf + [ (f(s,af) +m(s,uf))dr(s)

et v/, (0) = 0. D’on,

Wy =+ [ (f(s )+ ms,u))dr(s)

L 8) + mt ) + (b ) = A ,

vt e]t;'lu t?+1 [

(3.27)
Donc, par (3.6), (3.10), (3.17), et (3.18) on trouve

Wy —uf + [ (F(s,u?) + mit,u)dr(s)

lo(t) + mt, uf) + £t )| = TERE
1

1 n n K n n

< i =l 4 / (Lf (s, w4 Nlm (s, wi)[[)dr(s)
i+1 i+l S
]' n n n

< g B A M ) + LA+ )
i+1

< K+M(1+K)+L(1+K) (3.28)

on obtient
v, < K+2M(1+ K)+2L(1+ K) =+, dr—p.p, (3.29)
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i.e., la suite (v/,(+)) est bornée dans L*(I, H;dr), alors d’aprés le Théoréme 1.7.14, on peut
extraire une sous suite (notée aussi (v/,)) qui converge faiblement vers w € L*(I, H;dr).

Par conséquent, pour ¢t €]0,T] et x € H

(ult) =) = Jimn (Gor0n0)) = Go0a(0))) = Jim (o, 0.1 )

= lim <x,/ v;ldr> = lim [ (142, v, )dr

= /<1]07t]x,w>dr— <m,/ wd7’>
I 10,¢]

(v’ dr) (10,t]) = du(]0,t]) = u(t) — u(0) = A)t] wdr = (wdr)(]0,t])

il résulte que

pour t € I. Par conséquent v’ = w dr — p.p. sur I, d’ot
v/ (-) — u/(-) faiblementdans L*(I, H;dr). (3.30)

Considérons les fonctions 6,,, ¢, : [ — I définies par

0 (t) _ t?—s—l pour t G]t?, t?—i—l]v (331)
" 0 pourt=0.
on(t) = t;  pourt €ty i ], (3:32)
" 0 pourt=0.

Alors par (3.13) et (3.27) on peut écrire

— v () = m(t, valen(t) = f(ton(en(t)) € A(0n(t))va(0n(t)), dr—pp.tel
(3.33)

On pose pour tout t € [
znlt) = m(t,va(a(t))) € F(tva(0n(1)))- (3.34)
Alors, par les relations (3.10) et (3.18)
22 ()] < L1+ lva(n(®) ) < L(1 + K) = L. (3.35)
Comme dr({0}) = 0 et A7, = 0 signifie que dr(J¢?, t,]) = 0, alors

max{|r(en(t)) — ()], [r(0n(t)) — ()]} < |r(ti) —r@E)] <A =0 (3.36)
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lorsque n — oo pour tout ¢ € I. Par (3.24) et (3.3), il s’ensuit que pour tout ¢t € I et

lorsque n — oo

[0 (0 (t)) — va(®)]| + dis(A(6n (1)), A()) < K|r(6a(t)) — r(O)] + (K +27)A,
+ |r(0,(t) —r(t)| — 0, (3.37)
et de la méme maniére
[vn(@n(t)) — va(D)[| — 0. (3.38)

Maintenant, pour tout n € N, on définit I'application Z,(-) : [ — H par
Zn(t) = / 2p(T)dr (7).
0.t]

Tout d’abord, nous allons prouver que (Z,(+)), admet une sous suite qui converge unifor-

mément dans C(I, H). En effet, nous avons d’aprés l'inégalité (3.34) et U'inclusion (3.7)

2n(t)
L+ [lun(en(0))]]

Comme 1+ |Ju,(¢n(£))|| <1+ K, et comme C' est un convexe contenant 0

Zn(t) € (14 [lun(en(t)[)C = €C.

1
+ [[un (@) zn(t) n (1 1+ Hun(%(t))H) VeC
1+ K 1L+ [Jun(en ()] 1+ K
d’ou,
zo(t) € (1+ K)C, Vtel, (3.39)
par suite,
zn(t)
—=c(C, Vtel
1+ K SR S
alors, comme C' est convexe fermé, par Théoréme 1.3.11, on a
2n(T)dr(T)
Jos €C = Z,(t) € (1+K)r(t)C, vtel,
f]()’t] (1 + K)dT(T)
c’est-a-dire,
Zn(t)
———€c(C, Vtel. 3.40
(1+ K)r(t) (3.40)
1+ K
D’autre part, (1 + K)r(t) < (1 + K)r(T), c-a-d, % <1, et comme 0 € C, par

la convexité de C et la relation (3.40), on obtient

(1+ K)r(t) Zn(t) (1 + K)r(t)
(1+ K)r(T) (1+ K)r(t) T (1 - W)O e C,
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par suite,
Zn(t)
———c(, Vtel,
(1+ K)r(T)

le.,

Za(t) € (1+ K)r(T)C.

L’ensemble (1 + K)r(T)C étant compact, par conséquent (Z,(t)), est relativement com-
pacte. D’autre part, pour tous ¢t,s € [ (0 < s <t <T), par la relation (3.35)

12ut) — Zu(s)]| = H [ sty = [ i)

_ H /] =)

/] NG
< Lidr(s.1]). (3.41)

IA

D’ot, d’aprés le Théoréme d’Arzela-Ascoli (Théoréme 1.7.7), (Z,,(+)),, admet une sous suite
(notée aussi (Z,(-)),, ) convergeant uniformément vers une application Z(-) € C(I,H).

Considérons dans la suite, Uapplication h,(-) = v,(-) + Z,(-), et observons que, la mesure
différentielle dh,, de h,(-) par rapport a dr est h], = CZ—}:I € L>(1, H;dr) avec

hl (t) = v, (t) + z,(t) dr—pp.tel,
et par les inégalités (3.29) et (3.35),

1O < Nlon O + lzn (1] <7+ La. (3.42)

Alors,

o (6u(1)) — Bt} = H /] o Tale)ir(s)
< he ()| dr(s
< /Wmn ' ()]l dr(s)
< (y+ L)dr(t 6a(0)) (3.43)

Maintenant, pour ¢ € I, on pose f,(t) = f(t,vn (gpn(t))), et remarquons que par (az) et
(3.16), nous avons pour tout n € N et pour tout ¢t € [

1£2 )l < ML+ [ln (en(®) ) < M1+ Ky) = M. (3.44)
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Donc l'inclusion (3.33) s’écrit
—hl,(t) = fu(t) € A(0,(1)) (hn(0n(t)) — Zu(0a(t)))  dr —p.p.t € 1. (3.45)

Dans la suite, on fixe n, m € N. Grace a L’inclusion (3.45) et la définition de la distance de
Vladimirov dis(-,-), et aux inégalités (3.42), (3.44) et I'hypothése (H1) on obtient, pour
tout ¢ €]0, 77,

< C L) = Fult) + B (8) + Fin() T (O (8)) = Zn (Bun(8)) — o (80(8)) + 2 (Gn(t))>

< (L O+ (A, O+ 1N + [ fm@)]) dis(A(0a(t)), A(m (L))
< (1427 + 2Ly +2My)|r(6a(2) — r(6,(2))]

< (14207 + Ly + M) (7 (0 () — ()] + [ (6m () = 7(£)])

< (T42(y+ L1+ M)A + M) =2 M' (M + An)-

Par conséquent,
<hn (0n(2)) = hun (O (1)), B, (2) — h;n(t)>

< M+ M)+ <fn(t) — fin(8), han (O (8)) — Doy (Hn(t))>
(R () = R (8) + fu(t) = fn(t), Za(0a(t) = Zm (0m(1))) (3.46)

nous ajoutons et soustrayons des termes au coté gauche de l'inégalité précédente, on

obtient,

(8) = o (0n(8)) + P (O (£)) — P (1), P, (£) = B0, (8))

(ha(t) = han (), B (8) = B, (£)) ) —
(On () = hn (Om (1)), ip () = P (1))

= (h,
+ (hn
de sorte que, en utilisant la relation (3.42), nous obtenons

(o (Ba8)) = Ba(t) = P (Bon(6)) + P (£), (1) = B (1))
< 207+ L) (0a(t) — haDll + 1 (0(0) B (347)

Par la définition de f,, la relation (3.18) et 'hypothése (a2), il existe une fonction positive
ax € L'(I,R;dr) telle que

1£2(2) = Fn(OI < axc()l[vn (0n(t)) — v (@ (1)) I (3.48)
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Alors, en revenant au coté droit de I'inégalité (3.46) on aura, en utilisant I'inégalité de

Cauchy Schwarz

(Ia®) = fon (@) T (O (£)) = Pon (60(1)))
() = fn @) (O (£)) — )l

< P (6

< Kt>||vn(son<>)—vm<som N on (O (1)) — o (6(1))

< ar(®)( Jon(en(®) — valt \+an<t>—vm<>u+uvm<>—vm(gom<t>>u)

Y (Hhm(em ) = B + () <t>u+th<t>—hn<6n<t>)n)

< (an on0)) = 00|+ 10n(t) — )] + 1 Z0(8) — Zu0)] + on(8) —vm(som@))n)
Y (Hhm(emt) ()] + () — <t>||+||hn<t>—hn<9n<t>)u)

< an®llhn(t) - <>||2

T (nvn ) 0at)] + 1 Z0() - <t>||+||vm<t>—vm(wm<t>)||>

x (nhm(em )~ b 0]+ [o(t) — <t>||+||hn<t>—hn<9n<t>)||)+

+ ag(®)[|hn(t) = hm ()] (\!hm(9m(t)) = hin ()] + [ (£) = B (6 (£)) H)

Maintenant, pour le deuxiéme produit scalaire du coté droit de I'inégalité (3.46), posons
€n = max{\,, [|Z,(-) — Z(*)||c}. Par (3.8), (3.41) (3.42), (3.43) et (3.44) nous avons pour
presque tout t €

<h;(t) — h, () + [ut) = fin(t), Z(0,(0)) — Zn, (em(t))>
(Hh;(t)ll RO+ 0]+ Hfm(t)H) (!!Zn(9n<t>) - Zm(0m<t>)r|)

IN

IN

2+ Ly + Ml)(HZn(Hn(t)) 2.0

+ N12a(t) = ZO)l + 120 (t) = Z@) + 1 Zen (0 (1)) — Zm(t)H)

IN

2y + Ly + M) (ler(]t, 0,(t)]) + e + em + Ladr(]t, Om(t)]))

20y + Ly + My) (L + &0 + €m + LiAn,)
2(y+ Ly + My)(Ly + 1) (en + €m)-

ININ
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Ainsi, si on résume les estimations précédentes, Iinégalité (3.46) sera :
((6) = o (0, B (8) — B (8)) < e ) int) — (O + Dun(6) ppet €1, (3.49)
avec pour tout t € I,
Aa®) = 20+ L) (on (0(8)) = Bl + W (B (8)) — Fn(E)]) + DO+ A
+ 2(y+ Ly + M) (L1 + 1)(en + €)
() 10n(en(8) = 01+ 120(0) = Zu(Oll + [1n(0) = o)1)

X (\|hm(9m(t)) = hin @) + 1 (8) = B ()] + ([ () = P (6 (2)) H>
+ ag(®)]hn(t) = b (1) (Hhm(@n(t)) = hn ()] + [ (£) = B (0 (£)) ||).

Il est clair que A,,,, est bornée par une application de L*(I, H;dr), et
lim A, ,(t) =0 pour tout ¢ € I. En effet, par les relations (3.29), (3.35), (3.43)

n,m—00

1Al < 2<7+L1>2(dr(]t,en<t>])+dr(]t,em<m))+M'<An+Am>
£ 2+ Ly 4+ M) (Ln + Den + n) + et (vdr(]san(t)vt]) Lzl
© 1 Za®ll+ vdr(]somw)) (w L) (dr (1, 0,(6)) + ()] + (8]

+ (v + L) (dr(]t, em(t)}))>
< Ay 4 L)Pr(T) + M (A + Am) +2(7 + Ly 4+ Mi) (L + 1) (en + €n)
+ o (t)(2yr(T) + 2Lyr(T))(2(y + L) r(T) +2(y + K + Ly)r(T)) € L*(1, H; dr).

On applique la formule de Moreau d(||w||?) < 2(w, dw), avec w = hy, — hy,, dw = dh,, —

d
dhy, d—w =hl, —h! et h,(0) = h,(0) = ug, on obtient par I'estimation (3.49)
T

30 = @l = 5 (I - o)

1
= = d|lw(T)|? w(T), dw(T
3 [ Ao s [ ), du)

[0 () = (), () = 1 (7))

IN

< / (T) [ (7) = b (D) |Pr(7) + [ A (7)dr(7),
10,4] 10,]
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donc en utilisant le Lemme de Gronwall (Lemme 1.7.20), on conclut que

Fon(8) = B (8)]? < (2 /] i Bunlr)ir() ) exp ( /] , 2ak<7>dr<r>) |

par suite,

1 — honl|2 < <2 . An,m(T)dr(T)> exp < /}0 } 2ak(7)dr(7)) |

En appliquant le Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue,
T
Ay (s)dr(s) — 0 lorsque m,n — oo et alors on trouve que (h,), est une suite de

0
Cauchy dans C'(I, H), donc, elle converge uniformément vers une application h € C(I, H).
Par conséquent, (vn) converge uniformément et fortement vers ’application h—Z. Prenons
en compte la convergence faible de (v, (t)) vers u(t) pour ¢ € I, on conclut que u = h—Z,
ie.,

|lvn(-) —ullc — 0 lorsque n — oo.

Par (3.23) nous avons aussi, pour tout t € [
[un(t) = u(@)]] =0,
et par (3.38) nous avons pour tout ¢ € [

[u(t) = valen@O)I] < (lu®) = va(O)]l + [[va(t) — val(en(®))]] — 0 lorsque n — oo.
(3.50)

De méme
|u(t) — v, (0,(t))]| — 0 lorsque n — oo. (3.51)

De plus, il est clair que u est continue & variation bornée et u(0) = wuo.
Etape 3. Existence de solution.
Nous prouvons dans cette derniére étape que l'application u est une solution de notre
probléme (Pp,). Tout d’abord, prouvons que u(t) € D(A(t)) pour tout ¢ € I.
Si 07y, > 0, par (3.11) et (3.12) nous avons que u,(t) € D(A(pn(t))). Mais pour 67, =
0 = dr(Jt?, t7,1]) > dis(A(t}), A(t,)) alors A(t]') = A(t},) (voir le Lemme 1.8.22), et
donc, ui , = ui € D(A(t}")) = D(A(t},,)). D’autre part, par (H1) et (3.9)

dis (A(pn(t)), A(t)) <Xy — 0 lorsque n — oo pour ¢ € I.
Par conséquent, pour tout ¢ € I fixé, on obtient A(cpn(t)) — A(t) par rapport a la distance
de Vladimirov dis(-,-). Comme la suite (y,) = (A%(¢n(t),un(t))) est bornée par (H2) et

129



Chapitre 3 : Existence de solutions pour une inclusion différentielle
gouvernée par un opérateur maximal monotone et avec perturbation
multivoque

(3.18), et alors elle est faiblement relativement compacte, i.e., on peut lui extraire une
sous suite (notée aussi (y,)) qui converge faiblement vers un élément y € H, donc, par le

Lemme 1.8.23 appliqué a z,, = u,(t) — u(t), on aura
u(t) € D(A(t)).

Maintenant, remarquons que la suite (z,(-)) est bornée dans L*(I, H; dr) (voir la relation
(3.35)), par extraction d’une sous suite, on peut supposer qu’elle converge faiblement vers
une application z € L*(I, H;dr). Par le Théoréme de Banach-Mazur (Théoréme 1.7.3),
il existe une suite ((,(+)) telle que pour tout n € N, ¢,(+) € cof{z(-);k > n} et (¢u(+))
converge fortement vers z(+). Par conséquent, il existe un sous ensemble dr-négligeable N
de I et une sous suite (n,) de N tel que pour tout ¢ € I'\Ng, plggo o, (t) = 2(t). Alors,

utilisant ces arguments et la relation (3.34), on a pour tout ¢ € I\ N}
z(t) € m cof{z,(t);k > n,} C m co {F(t,vp(pr(t)); k> np}t. (3.52)
peEN peEN

Par le Théoréme 1.3.10, on obtient pour tout £ € H,

(€,2(t)) < 0" (&, F(t,u(px(t)))) VpeEN, Vi >n,,
c’est-a-dire

(§,2(1)) < limsup 6™ (& F (¢, vi(pr(t)))) < 6 (& F(t,u((t))))

k—o0
ou la deuxiéme inégalité est due grace a ’hypothése (7). Puisque F satisfait (ii) et a valeurs
convexes faiblement compactes et H est séparable, par la Proposition 1.5.12, on conclut
que

z(t) € F(t,u(t)) dr—pp. te I

Dans la suite, on va vérifier que
—u'(t) — 2(t) — f(t,u(t)) € A(t)u(t) dr—pp.tel.

Nous avons, pour tout t € I,

ha(t) = vy, (t) + za(2).
Il est clair que h, — h faiblement dans L*(I,H;dr) avec h(-) = u/(:) + z(-). Par le
Théoréme de Banach-Mazur (Théoréme 1.7.3), il existe une suite (wj)j avec pour tout j,

w; € co{hy; k > j} telle que w; — h fortement. Ainsi, par le Théoréme 1.7.14, on peut

extraire une sous suite (w;,) de (w,;) convergeant vers h presque partout, i.e, il existe un
p
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ensemble négligeable N C I et une sous suite (Jp) de N satisfaisant

te I\ N = w;, (t) — u'(t) + 2(t) = h(t) lorsque p— oo. (3.53)

Posons S, = {hi(t) : k> j,}, alors, nous avons pour t € I \ N

h(t) € () @0 S

Pour tout £ € H, le théoréme de séparation (Théoréme 1.3.10), nous permet d’écrire

(€, h(t)) < 07(&, 5n) = sup(§, hw(t)), VneN

k>n
ie.,
(& h(1) < 51611{]21>1p<€, hi (1)),
par suite,
(2, h(t)) < limsup(&, hn(t)). (3.54)

Maintenant, pour tout n € N soit I\ N,, 'ensemble sur lequel I'inclusion (3.33) est vérifiée,
ie.,

(1) — F(tvn(en(t)) € A0n(t))0n(0n(t)) VEE I\N,. (3.55)

Comme u(t) € D(A(t)) pour tout t € I, par la Proposition 1.8.20, pour montrer que que
—u'(t) — 2(t) — f(t,u(t)) € A(t)u(t) p.p., il suffit de prouver que pour tout n € D(A(t))

(h)+ 1t 00) ) =) < (00— u(0) po (3.56)

Pour cela, soit n € D(A(t)), par (3.37) et (H2), on peut appliquer le cas particulier du
Lemme 1.8.25 a A, = A(6,(t)) et A = A(t), pour obtenir une suite (&,) telle que

& € D(A(0,(t)) & —n et A’(0,(t), &) — A°(t,n).
Comme chaque A(t) est monotone, en particulier pour ¢t € I \ N,
< - hn(t) - f(t>vn(90n(t))) - A0<9n<t>75n)a vn(en(t)) - €n> 2 0

ou alors

<hn(t) T F(ton (), 0 (6a(2)) — §n> < <A°(0n(t),§n),§n _ vn(en(t))>. (3.57)
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Par conséquent, par les relations (3.29), (3.35) et (3.44), pour t € I\(< U Nn) U Kf)

hnt) + £ (800 (2 (8))), u(t) 77>
= (halt) + 1 (10 (90)) 00 (00(1)) — @>
n <>+f<tvn<n >>,ut>—vn<n<>>> (1-5)
t)>

A%(6,(2) 0,
+ (th(t)HJer(t vn( t) 1) (1€n = nll + [lu(t) — v (6(2))1])
< (a0

IN

< A" (6, (t) — U (0 () > + (v + Lo+ M) (160 = nll + [[u(®) = va (62 () )
d’on, (3.50) et la continuité de f(t,-) impliquent que

imsup (i (), (t) — ) + (6 u(e), u(0) — ) < (ACemlm () (359
et donc par (3.54)

() + £t u(®),u(t) ~ ) < Tmsup (ha(6) u(®) — n) + (£ u(e), u(t) ~ )
< <A0(t7 n)v n— u(t)>
d’ou,
—h(t) — f(t,u(t)) € A(t)u(t) dr —p.p. sur [

c’est-a-dire

—u'(t) — 2(t) — f(t,u(t)) € A@®)u(t) dr —p.p sur L.
et comme z(t) € F(t,u(t)) dr — p.p on aura
—u'(t) € A(t)u(t) + F(t,u(t)) + f(t,u(t))) dr—pp surl,

avec u(0) = ug, ce qui implique que u est une solution du probléme (PF, f). De plus, par

I'estimation (3.22), on a
|lu(t) —u(s)|| < K(r(t) —r(s)), VO<s<t<T,

le.,

[u(t) — u(s)]
Wg[(, VO<s<t<T,

donc, lorsque s tens vers t, on obtient

W't <K, pptel
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Remarque 3.2.2.

Nous soulignons ici que si f = 0 notre théoreme s’énonce comme suit

Corollaire 3.2.3.

Soit pour tout t € I, A(t) : D(A(t)) € H = H un opérateur mazimal monotone vérifiant
(H1) et (H2). Soit F: I x H = H une multi-application & valeurs convexes faiblement
compactes satisfaisant (i), (ii) et (3.7). Alors, pour tout uy € D(A(0)) le probléeme

_(Z_;(t) € A(t)u(t) + F(t,u(t)) dr—pp.tel, (Pr)
u(0 = Uy,

admet une solution u continue a variation bornée. De plus,
[u(®)]| < K, |lu@®) —u(r)| < K(|r(t) —r(7)| Vi, T €1,

pour une certaine constante K dépendant du ||ugl|, c, C, et r.

3.3 SOLUTIONS LIPSCHITZIENNES

En utilisant le Théoréme 3.2.1 et en suivant I'idée de la preuve du Théoreme 3.3 dans

[6], nous allons fournir une variante Lipschitzienne du résultat de la section précédente.

Théoréme 3.3.1.

Soit pour tout t € I, A(t) : D(A(t)) C H =2 H un opérateur mazimal monotone vérifiant
(H2) et

(H3) 1l existe une constante réelle positive « telle que
dis(A(t), A(s)) < alt —s| pour 0<s<t<T. (3.59)

Soit f : I x H — H, une application telle que pour tout x € H, l'application f(-,z)
est mesurable. Supposons aussi que f satisfait (ay) (avec A\g € L'(I,R;dt)) et (as). Soit
F : I xH = H une multi-application a valeurs convexes faiblement compactes satisfaisant
(1), (i) et (3.7). Alors, pour tout ug € D(A(0)) le probléeme,

du
(Pr)) _(g_;f(t) f At u(t) + F(t,u(t)) + f(t,u(t)) dt—pp.tel, (Pr.)
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admet une solution u Lipschitzienne. De plus,
lu()ll < K, JJu(t) - u(r)]| < K max{l,a}|t — 7| Vt,7 €1,
pour une certaine constante positive K.

Démonstration

e Si a < 1, nous avons par (H3)
dis(A(t), A(s)) < (t—s) pour 0 <s<t<T.

On applique le Théoréme 3.2.1 avec r(t) = t (dr = dt), on obtient une solution u au

probléme
_%(t) e A)u(t) + F(t,ut)) + f(t,ut)) dt—pp.tel,

Cette solution satisfait la propriété : ||u(t) —u(s)|| < K|t — s| pour tous ¢, s € I, pour une
constante positive K. Alors u est Lipschitzienne.

e Maintenant, si @ > 1, on essaie d’appliquer le Théoréme 3.2.1, en prenant pour tout

1 1
tel, r(t)=at (%(t) = a), B(t) = —A(t), et la multi-application G(t,z) = —F(t,x)
a «

et g(t,x) = lf(t,x) pour tout (t,z) € I x H. On doit alors vérifier que pour tout ¢t € I,
Vopérateur B(t), la multi-application G(-, -), et Papplication g(-, -) vérifient les hypothéses
de ce Théoréme 3.2.1.

On commence par prouver que pour tout ¢ € I, B(t) est un opérateur maximal monotone
vérifiant les hypothéses (H1) et (H2). En effet, fixons ¢t € I, soient x1,xo € D(B(t)) =
D(A(t)) et soient y; € B(t)z1, yo € B(t)xs. D’aprés la définition de B(t) nous avons

1 1
y1 € B(t)z, = EA(t):pl < ay € A(t)x1, y2 € B(t)zy = aA(t)fL'Q = ayy € A(t)xs.
Par la monotonie de A(t), nous avons

(ay; — ayz, 1 — x9) > 0
= a(y1 — Y2, T3 — T2) >0

= (Y1 — Y2, 71 — T2) >0,
d’ott, B(t) est un opérateur monotone. Pour la maximalité, soit (z,y) € H x H tel que

(y—m,x—¢&) >0, V[ e B(),
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€7 € B#) & €€ D(BH) ety € BU)E =~ A & €€ DA®) et 7€ ~ Al
& e D(A[) et ane A(t)E < [€,an] € A(t).

Donc

(y—ma—£ =0, Vg €BE) < (ay—an,z—§) =0, V[ an] € At).
Par la maximalité de A(t), on obtient

[z, ay] € A(t) < x € D(A(t)) et ay € A(t)x
o zeDA(t) = D(B(t) et y € éA(t)x ~ Btz

& [z,y] € B(t).

(
(

D’ow, B(t) est évidemment un opérateur maximal monotone.

Ensuite, par la propriété (b) du Lemme 1.8.22; on obtient pour 0 < s <t < T

dis(B(t), B(s)) = dis (lA(t), lA(s)) < dis(A(t), A(s)) < alt — s) = r(t) — r(s).

« o

Par conséquent, B(t) vérifie I'hypothése (H1). Donc, reste & montrer que B(t) vérifie
1 1

I'hypothése (H2). Pour cela, nous avons A°(t, z) € A(t)z, par suite —A°(t, ) € ~A(t)x =
« a

B(t)z. D’autre part, comme B°(t,x) € B(t)x et aussi comme BY(t,z) est I'élément de

norme minimale de B(t)z, on obtient
1B°(t, 2)|| < H—AO tz)| = —IIAO(t )| < (1 +lzll) = ¢+ ).

donc, B(t) vérifie aussi ’hypothése (H2).

Maintenant, on va montrer que la multi-application G(-, -) vérifie toutes les hypothéses que
nous avons supposées sur F'(-,-) au Théoréme 3.2.1. Premiérement, il est clair que G(-,-)
est a valeurs non vides (car F'(-,-) est a valeurs non vides). Ensuite, G(-,-) est a valeurs
convexes faiblement compactes. En effet, Fixons (t,z) € I x H, soient y;,ys € G(t, ) et
A € [0, 1]. D’apres la définition de G(+,-) nous avons

1
Y1, Y2 € G(t,x) = —F(t,x) <= ay,ay, € F(t,x).
a
Comme F'(t,z) est un ensemble convexe, alors pour tout A € [0, 1]

May) + (L =N (ay2) € F(t,z) <= oA+ (1 —Nya) € F(t,x)
= M+ {1-Ny € éF(t,x) = G(t, ).
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Par conséquent, G(t, x) est un ensemble convexe. Pour la compacité faible, on prend une

suite quelconque (y,), C G(t, z), alors, pour tout n € N

1
yn € G(t,x) = =F(t,x), Vn e N <= ay, € F(t,z), Y/n € N
o
<~  (ayn)n C F(t,z).

Comme F(t,x) est faiblement compact, alors, on peut extraire de (ay,) une sous suite,
notée aussi (ay,), convergeant faiblement vers un élément y € F(¢,x), c’est-a-dire, pour
tout € € H lim (ay,, &) = (y,&). Par suite,
. _ 1
a lim (ys,§) = (y.€) = lim (., &) = —(y. )

€)

S:>IH

= lim (y,,&) = (—vy

n—oo

1
Par conséquent, la suite (ay,), converge faiblement vers —y avec y € F(t,x), alors,
a

ly € lF(t, x) = G(t,x). Ainsi, G(t, z) est un ensemble faiblement compact. Deuxiément,
gn mogtre que pour tout ¢t € I, G(t,-) est scalairement s.c.s. Soit ¢ € I, fixé, soit e € H.
L’idée est de démontrer que G(t,-) est scalairement s.c.s en tout point z € H, c-a-d
montrer que 0*(e, G(,-)) est s.c.s en tout point x € H, pour tout e € H. En effet, soit
h € R tel que h > §*(e, G(t,z)). Or,

0*(e,G(t,x)) = sup (e,y) = sup (e, y)
ye éF(t,z) ayeF(t,x)
1
= sup (e,-)=— sup {e,>2)
z€F(t,x) « & 2eF(t,x)

= é5*(67 F(t> .CE)),

1
donc h > —§*(e, F(t, x)), par suite b’ = ah > §*(e, F(t,z)). Comme F(t,-) est scalaire-
«

ment s.c.s alors, il existe un voisinage V, de x tel que
h' = ah > §*(e, F(t,y)) pourtout y € V,,
c-a-d,
1
h > —5*(6,F(t,y)) =0"(e,G(t,y)) pourtout y € V.

Par conséquent, G(t,-) est scalairement s.c.s sur H. Vérifions maintenant que G(-, )
est scalairement (L£(I) ® B(H))-mesurable, c-a-d, pour tout e € H la fonction d’appui
6*(e,G(:,)) est (L(I) ® B(H))-mesurable. On définit Iapplication S := §*(e,G(,-)) :
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I x H — R par S(t,z) = 0"(e,G(t,z)) et Sy = 6"(e,F(,-)) : I x H — R par
Si(t,x) = 6" (e, F(t,z)). Soit V un ouvert de R
SUV) = {(ta)eIxH: §(e.G(tx)) eV

= {(n)eTxH: 5 (c.F(ta) V)

= {(t,x) el xH: 5*(6,F(t,x)) € aV}

= Sfl(aV)
Comme oV est un ouvert de R et S; est mesurable, alors, S;* (aV) e L(I)® B(H).
Donc, reste a montrer que G(-,-) vérifie 'estimation (3.7). Soit (¢,x) € I x H, posons

p = Projp.)(0) alors,
(p,p—2) <0 VzeF(tx).

1 1
Soit z € G(t,x) = —F(t,x), alors, z = —2" avec 2’ € F(t,z), d'ou

« a
1
(p,p—2)<0 VZeF(t,r) = —(pp—2)<0 VZeF(tux)
«
1
= <p,£——z’)§o V2 e F(t,z)
a o«
= <p,£—z)§0 Vz e G(t,x)
a
= (B,B—z)g() Vz e G(t,x)
a’a
= g—P’f’OjG(m)(O)

D’autre part, p = Projpuq)(0) € (1 + ||z||)C, alors,

. c
Projo(a)(0) = = € (1+ lle)= = (L4 al)Cy, V() € I x H,

et C7 est un compact de H. Enfin, on montre que ¢(-,-) satisfait les hypothéses sur
f(-,+) dans le Théoréme 3.2.1. Pour cela, soient ¢ € I, R un nombre réel positif et soient
TS E(O, R)

1
latt2) = sl = || 2100~ 2| = 2lstea) = el
< (o)l — yl = sa(®)le — o]l
Aussi,
lott o)l = |27(0.0)| = 2ol < 00O +1l)) = M1+ al) pourte 1. €
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Clairement, pour tout € H, 'application g(-, z) est mesurable. Donc, grace au Théoréme

3.2.1, le probleme

_%(t) € B(tu(t) + Gt ult) + gt u(t)) dr—pp.tel,
u(0) = wy € D(B(0)) = D(A(0)),

admet une solution u continue & variation bornée. De plus, elle vérifié les estimations

suivantes
|lu®)|| < K et Ju(t) —u(s)|| < Kl|r(t) —r(s)| Vt,sel, (3.60)

ce probléme est équivalent au probléme suivant

_%%(t) S éA(t)u(t)ﬂLéF(taU(t))*‘éf(tv“(t)) dr—pp-tel,
u(0) = o,

1
bi hant — = —
ou bien (sachant que o a)

~Mt) e AWu(t) + Ftut) + 1t u(t) di—pptel

Alors, u est une solution de (Ppy) vérifiant I'inégalité (3.60). Comme r(t) = o, le coté

droit de cette inégalité sera
|u(t) —u(s)|| < K|at —as| = aK|t —s|, Vt,sel,

c’est-a~dire, v est une solution Lipschitzienne. Résumons les cas @« < 1 et @ > 1, on

conclut que notre probléme admet une solution Lipschitzienne u tel que
lul < K, u(t) —uls)|| < max (1,a)K|t —s| Vi, s€l,

Ceci achéve la démonstration. [ ]

Si f =0, on a le corollaire suivant

Corollaire 3.3.2.

Soit pour tout t € I, A(t) : D(A(t)) € H = H un opérateur maximal monotone vérifiant
(H2) et (H3). Soit F': I x H = H une multi-application a valeurs convexes faiblement
compactes, satisfaisant (i), (i1) et (3.7). Alors, pour tout ug € D(A(0)) le probléme

—%(t) € A(t)u(t) + F(t,ut)) dt—pp.tel, (Pr)
u(0) = o,
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admet une solution Lipschitzienne u. De plus,
lu®)|l < K, [lu(t) = u(s)[| < K'(|t = s|, K'= Kmax(1,a),

pour une certaine constante K dépendant du ||ugl|, ¢, C, et a.

3.4 SOLUTIONS ABSOLUMENT CONTINUES

Dans cette section, nous traitons ’existence de solutions absolument continues du pro-

bleme
(n)) —%(t) € A)ult) + F(t,u(t) + f(t,ult)) dit—pp.tel,
Sl w(0) = we e D(A(D)).

En supposant que t — A(t) est a variation absolument continue, dans le sens suivant
(H4) 11 existe une fonction 3 € W'?(I,R;dt) qui est positive sur [0, 7] avec 3(T) < +o0
et croissante telle que

dis(A(t), A(s)) < |B(t) — B(s)|, Vtse I

Théoréme 3.4.1.

Soit pour tout t € I, A(t) : D(A(t)) C H = H un opérateur mazimal monotone qui
vérifie (H2) et (H4).

Soit f: I x H — H une application telle que pour tout x € H, l'application f(-,x) est
mesurable. Supposons aussi que f satisfait (ay) (avec Ag € L*(I,R;dt)) et (ay).

Soit F': I x H = Hune multi-application a valeurs non vides, convexes et faiblement
compactes satisfaisant (i), (ii) et (3.7). Alors, pour tout ug € D(A(0)) le probléme (Ppy)
admet une solution u absolument continue, plus précisément v € WH*(I, H).

De plus, ||u(t)|| < K(146(t)) p.p.t € I, pour une certaine constante positive K dépendant
du ||U0||,C,T, M7 C et ﬁ

Démonstration Nous combinons les idées de la preuve du Théoréme 3.2.1 et du
Théoréme 2.3.1.
Etape 1. Algorithme
On choisit une suite quelconque (g,),, CJ0,1] décroissante vers 0, et on considére aussi

une partition quelconque 0 = tj <t} < --- <t =T de I avec les propriétés

tzlﬁ»l .
[t =t + / IB(t)|dt < e,, pouri=0,... k,—1, (3.61)
¢

n
(3
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ceci est possible car ¢ — ((t) + t est absolument continue. Nous pouvons aussi supposer
que 5(0) = 0. Soit pour i =0,...,k, — 1,

6in+1 = t?ﬂ - t?> 77?+1 = 5(75?“) - ﬁ(t?) (3-62)

Alors, I'inégalité (3.61) s’écrit 6;'; + 001 < €,.
On suppose qu'il existe un réel positif L tel que C C LBpy. De plus, on suppose, sans
perte de généralité, que C' est convexe et contient le zéro.
Soit pour tout (t,z) € I x H, m(t,z) I’élément de norme minimale de F(¢,x), i.e., par
(3.7)

m(t,z) € F(t,x) et ||m(t,z)|| < (1+|z|)L (3.63)

et, pour tout € H, l'application t — m(t,z) est L([)-mesurable (voir Théoréme 1.5.15
).
Maintenant, On définit une suite d” applications en escalier continues a droite u,, : I — H
comme suit :
Uy (t) = uy = ug pourt € [t7, 17 4],
et
un(t) = ul

77

pouri > 1, t € [t 7 [, un(T) =y ,

ou pour tout ¢ =0,1,...,k, — 1

n
Uity

T ( - / s ) + s, u?))ds>

n

— Iy + 61 At ) ™ (u - / T f s ul) + ms, u’:>>d5> -

n

Observons que, par la définition de la résolvante, nous avons
up,, € D(A(t},,)) (voir Proposition 1.8.17 (i)) et

1 230
— <u$+1 —uy + / (f(s,ul") +mf(s, uf))ds) € At} )upy . (3.64)
i+1 tr

k3

Aussi on définit la suite des applications v,, : I — H par

t— 7 i t
olt) = s (u e [ )+ s u?>>ds> v [ (ps ) m(s, s,
i1 T L tn tn
(3.65)
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pour t € [t 7 [, 1 =0,1,... k, — 1 et v,(T) = uj . Il est clair que I'application v,, est

absolument continue avec v, (t}') = u, et que

+1 n

1 i
! t
pour t €t i ,[,i=0,1,...,k, — 1. Par conséquent, si on définit 6,,¢, : I — I par
On(t) =t 1, @n(t) =t} pourt €ty 7], i=0,1,... Kk, —1, (3.67)
et 0,(0) = ¢,(0) = 0, alors 'inégalité (3.64) devient

—0n(t) — m(t, vn(pn(t))) — [t vn(pn(t))) € A(On(t))vn(0n(t)), dt—pptel. (3.68)

Etape 2. Estimations et convergence des suites (u,), et (v,),
On montre dans cette étape que les suites (u,) et (v,) sont bornées en norme et en
variation.

Nous avons dis(A(t}), A(ti' 1)) < ni'y pour i = 0,1,...,k, — 1 (voir (H4) et (3.62)).
D’ou par les propriétés (a) et (b) de Lemme 1.8.24 et par nos hypothéses (H2), (az) et

(3.7) nous avons

[uisr =il =

n

i
Lﬁ«w—/+U@me@wwﬁ—w
t

+ [ () = o

n

i
J&(W—/ G@WHWW&W%>—ﬂJW)
t

IN

i
[ s+ s, 6 A W)+ dis(A), A )

o

+ \/5%11(1 1A wi)) dis(AE), Aty )

IN

(M + L)1+ [[u )01 + (U4 ([ ()07 + mi + \/5?+1(1 + Dt

IN

(M + L+ c)(1+ [lu )01 + i + \/(1 + D) (0 + 044)?
< @+ (M A+ L+ 2001+ ([0 ) (07 + )

c’est-a-dire,
uwH—wws(@+L+wm+%wwM+L+amwm)mm+mmx (3.69)
par suite,

Jufp il < (1 + (M + L+ 2¢)|ui|]) (671 +nfy) + (2+ M+ L+ 2¢) (67, +17'41),
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par le Lemme 1.7.21 nous obtenons

1—1 1—1
el < (Huou+<2+M+L+2c Zak+1+nk+1>) exp(M+L+2c Zmﬁnkﬂ)
=0 k=0

= <||u0|| + 24+ M+ L+20)(t! + B(t?))) .exp ((M + L+ 2¢)(t} + 6(t?)))

< (||u0|| +(2+M+L+20)(T+5(T))).exp ((M+L+2c)(T+5(T))) = K,

grace a cette inégalité, 'estimation (3.69) sera
Jufyy —uf | < (M4L420) K1+ (2+M~+L420)) (671 +n71)) = Ka(07, 1 417%1))- (3.70)

Posons K = max (K1, K3), on conclut que

kn—1
supsup |lu,(t)|| < K et sup var(uy,) = (Z |lugy, — ?H) < K(T + B(T)).
neN te neN
(3.71)

Alors, la suite (u,) est bornée en norme et en variation. De plus, pour n € N
et 0<s<t<T,

[un(t) — un(s)]] < K((t — ) + 5(t) — B(s) + en). (3.72)

En effet, fixons s € [t7',t}" [ et t € [t]", 1}, ,[ avec j > 4. Alors par (3.70) nous avons

j—i—1

[un(t) —un(s)| = lluj —wui’ll < Z [T T

k) + (B k) — B(EL)

IN
s@#
TS
E
+
=
_T_
Bl

VAN VAN

IA
=

En), (3.73)

Afin d’obtenir des résultats similaires pour la suite (v, ), nous allons prouver que (v,,) est

aussi bornée en norme et en variation. Pour cela, observons que par (3.7), (3.61), (3.63),
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(3.65), (3.71) et (az) nous avons pour t € [t]', 17 ,],

n
tiJrl

lon @] < HU?H—U?IHHU?IHQ/ ULf (s, w)l =+ [lm(s, wif)ds

i

< 2K42M+ L)1+ K)(tl, —t7) <2K +2(M + L)(1 + K) = M;.
(3.74)
et par (3.70)
lvn (i) = vn (B = lluy — wi'll < K (63 + nia)- (3.75)
Posons M' = max (M, K), on obtient

neN neN neN

Fn—1
sup |lvpllc < M" et supwar(v,) = sup ( Z |t —uf‘H) < M'(T+5(T)). (3.76)
i=0
De plus, par (3.61), (3.62), (3.65) et (3.70), on a pour tout ¢ € [t], ¢}, ]
1

[on(t) = un(@)] = lloa(®) —wll < fluy — il +2/ S Cs, wi )l + lm(s, wi'l)ds

e
< ey — w4+ 2(M + L)1+ [Juf ()¢, — &)
< (K+2(M+ L)1+ K))e, = Me,. (3.77)

Egalement, les relations (3.72), (3.77) donnent pour n € Net 0 < s <t < T,

[0a(t) = va(S) < [on(t) — un(®)]] + [[un(t) — un(s)]] + [[un(s) — vals)]|
< 2Me, + K((t — )+ B(t) — B(s) + &)
)

= K((t—s)+8(t) —B(s) + (2M + K)e, (3.78)
et si on prend les relations (3.61), (3.78) en compte, on conclut que pour tout ¢t € I,
[on(0n(t) = va(®)]| < 2(M + K)en et [lon(pn(t)) — va(t)]| < 2(M + K)ey.  (3.79)

D’autre part, comme la suite (v,,) des applications continues a variation bornée est unifor-
mément bornée en norme et en variation, alors par Théoréme 1.2.6, par extraction d’une
suite, on peut supposer qu’il existe une sous suite (notée aussi (v,)) telle que (v,(t))

converge faiblement vers une application continue & variation bornée v : I — H, i.e.,
vn(t) = u(t) pour tel, (3.80)
en prenant la limite inférieure quand n — oo dans (3.78), on obtient

|u(t) —u(s)|| < K((t—s)+ B(t) — B(s)) pour 0<s<t<T, (3.81)
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par conséquent, u est absolument continue avec u(0) = ug, plus précisément,

u € WH(I, H) ( car B € WH(I,R)).

Dans la suite, on montre que la suite des dérivées (1,) est bornée dans L'(I, H) et dans
L*(I, H). Pour cela, par (3.76) on trouve pour tout ¢t €]}, 7, |

kn—1

[on]lLr = / [[on(8)]]dt = Z/ [0n(t)ldt = var(v,, 1) < M'(T + 5(T))(3.82)

Par conséquent, la suite (1,,) est bornée dans L'(I, H).
D’autre part, comme 3 € W"*(I,R), nous allons montrer que (7,) est bornée dans
L2(I,H). Soit pour tout t € I, y(t) := K(B(t) + 1), de sorte que par (3.70), on ait

ti
Jut =l < [ (e (383
t

n

Comme v > 0 et par (H4), v € L*(I,R), nous avons, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

( [ %(y(f))?dT) g (3.84)

N|=

||U?+1 - U?“ < (t?—i—l —t7)

Alors, par (3.63), (3.66), (3.71) et (ag)

kn—1

okt = [ ot = [ s

HuH ul| ’

Z " +2(M + L)1+ K) ) dr
t

< 2%:1 [(““Z“ 7 “) + (2 (M+L)<1+K))2] (., — ") (3.85)

n
t2+1

IA

ces inégalités impliquent que

kn—1
bl < 237 [(BE ) s atur -
< 2|]7|!L2+8(M+L)(1+K)2)T. (3.86)

Evidemment (o) est bornée dans L*(I, H).
D’ow, on peut extraire une sous suite, notée aussi (9,), et convergeant faiblement dans
L*(I, H) vers une application w € L*(I, H), et donc par (3.80) et le Théoréme 1.5.11, on
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obtient pour ¢t €]0, 7] et x € H,

(z,u(t) —uw(0)) = lim (z, vn( ) — va(0))

= lim < x, >: lim 1]0,t]$7@n(7)>d7

/I<1]0,t]xaw(7)>d7 = <x, A),t]w(r)dr>

u(t)—u(O):/Otw(T)dT vV tel.

Par conséquent @ = w dt — p.p., i.e., (¥,), converge faiblement vers 1 dans L*(I, H;dt).

il résulte que

Montrons maintenant que (v,) converge uniformément vers u dans 1.
On note pour tout n € N et pour t € I, f,,(t) = f(t,vn(pn(t))) et 2,(t) = m(t, v, (on(t))),
et pour chaque n € N, on définit 'application Z,, : I — H par

t
Zn(t) = / zn(8)ds. (3.87)
0
Grace a (3.7) et (3.71) et le fait que C' C LB pour t € I, nous avons
Izl < L1+ [loa(en®)]) < L1+ K) := Ly, (3-88)
c’est-a-dire,
t
I1Zu0 < [ llea(s)lds < LiT. (3.59)
0

Puis, en utilisant les mémes arguments que dans la preuve du Théoréeme 3.2.1, on conclut
que (Z,(-)) converge uniformément dans C(I, H) vers une application Z(-) € C(I, H).
Par ’hypothése (az) et la relation (3.71) nous avons pour chaque ¢ € I,

[ (O] < M1+ [lon(en(®)]]) < M(1+ K) =: L. (3.90)

Fixons n,m € N. Grace a (3.68) et a la définition de la distance de Vladimirov dis(-,-),
on obtient par les relations (3.61), (3.62), (3.88), (3.90), et (H4), pour t €]0, 7],

(20 (6n0) = O (0)000)+ o)+ 20) = i (6) = ) = om0 )

< (T4 110a(®) + fult) + 20O + [0 (t) + fin(t) + 2 ()]]) dis (A(0n(2)), A(Om()))
< @+ @I + 10m @ + 2(L1 + L2)) (180 (2)) — B(0m(1))])

< (@ [[oa@ON + lom @l + 2(L + L2)) (180 (1)) — BE)| + 18(On(t)) — B(2)])

< (L@ + 1om @l + 2(Ls + L2)) (en + £m)
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Par suite

(Va(0n(t) = v (0m(1)), 0 () + 20(t) — D (t) — 2 (1))
< (Ua(0n(t) = v (O (1)), = fult) + () + (14 [[0n ()| + [0m ()| + 2(L1 + Lo)) (en + €m)
(3.91)

Comme dans la preuve du Théoréme 3.2.1, si on pose 7, = max{e,, ||Z.(-) — Z(*)||c}, on
obtient par (3.61), (3.87) et (3.88), pour presque tout t € I,

120 (0n(t) = Zn (Om ()] < (120 (6n(8)) = Zu(O)]| + 1Z0(t) = Z@)| + [12(2) = Zn(D)]
+ N Zn(t) = Zn (0m(®) |

97l(t)
/t [zn(T)lldT + [|20(t) = Z(O)|| + 1 2(8) = Zm (D]

Om (t)
+/t om()ldr
< (L + D)V + Ym)- (3.92)

IN

Maintenant, pour chaque n € N, soit w,, = v, + Z,,. Grace a (3.79), (3.87) et (3.88) nous

avons pour presque tout t € [

[wn (6 (2)) — wn(t)] [0n(0n(2)) = 0n ()] + |20 (00 (2)) — Zn(t)]]

<
< (2(M + K)) + Ly)en — 0 (3.93)
lorsque n — oo, et par (3.89) et (3.74)

[wn @] < Non(OI + 1 2n (O] < My + Ly T (3.94)

En utilisant les relations (3.92) et(3.91) on peut ecrire, pour ¢ €]0, 7],
(1n(0) = w01 n0) ~ (0

CURORACE wm<t>> (1 (0) = wn 0. 80 (0) = 1))

Wa (O (1)) = Wi (O (1)), 10 (£) — 0 (1))
[ )] + [0 () ) lwn (8) = wn (On O] + [[wim () — w0 (E))]])
) on(t)

IN

|
Un(0n (1)) = U (O (1)), On(t

{

(

{ )s On(t) + 2n(t) = O (t) = 2 (1))
(Zn(0n(t)) = Zn(Om (1)), wn(t) —

{ )

(

W (t))
Un (0 () = 0m (O (1)), = fult) + () + (L4 [0 (O] + [[0m ()] +2(L1 + L2))(en + €m)
e ()] + Il (£)1) (2(M + K)) + Ln)(en + €m) + (L1 + 1) (Y + Yim)-

+ IN + 4+ N+
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Comme pour tout ¢t € I, ||v,(¢n(t))]] < K, par la condition (a;), il existe une application
A € LY(I,R) telle que

[fn(8) = fm(@) ]| < Ak (B)][on(@n(t)) — vm(em(®)I] V€T, (3.95)

alors, par 'inégalité de Cauchy-Schawrz

<vn(9n(t)) — U (O (8), — fu(£) + fm(t)>
o (60() —vm<m< NI — Ful®)]
< (uvn A1) — v (O] + [lwalt) — <t>||+||zn<t>—zm<t>u+va<t>—vm(em<t>)u)

IN

x (nvn(wn( ) = 0]+ 100 t) = W)+ 1 Z0t) = Zun (O] + [0m(8) — v (9 (0) ||).

On conclut que,

(W, (t) — Wy (1), W () — W (1)) < Me(O)||wn(t) — Wi (D)]]* + A (t) + V(). (3.96)

ANpn(t) = ()] + [ ) DEM + K)) + L) (en + €m)
+ (T4 |on @O + N|om )] + 2(Ly + La))(n + €m)
+ (@ + lom @I (L1 + 1) (v + Vi)
et

Tonlt) = AK@)(an(en@))—vn<t>u+Hznof)—Zm<t>|r+|rvm<t>—vm<em<t>)u>
Y (an«on@)) O]+ Ne0at) = W) + 12t = ZunE)] + () — vmwm(t))u)
© ) () — wn(d)] <||vn<¢n<t>) O+ 1Z0(t) = Zn®)]| + [om(t) — vm(somu))n)

Dong, par (3.79), (3.89) et (3.94) nous avons

1@ < IO + K)ey + | ZaO)]] + | Zn (@) + 2(M + K)e) (20 + K)e,

+ Nwa Ol + [ + 1 Za @)l + [ Za ()] + 2(M + K)ern)

+ @] (wa @+ lwn @) 2O + K)e + +1 Za@)] + 1 Zn ()] + 2(M + K)e)
< (@AM + K) 4 2L, T)(AM + K) + 2(M, + L, T) + 2L, T)

N

2N\ (t)|(My + LiT)(4(M + K) + 2L,7T),
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d’ou,
1 m Ol < M) (4 + K) + 2L TYAM + K) +2(My + L T) + 2L,T)
+ 20Nl (My + L T)(A(M + K) + 2L, T),

Alors, W, ,,, est bornée dans L'(I,R). D’autre part, par (3.79) on a

Wm @ < P + K)(En +em) + 1 Z0() = Zu(®)])
X (Q(M—F K)(en +em) +2(M1 + LiT) + | Za(t) — Zn (D))
+ 2[A@[(My + LiT)(en 4 em) + 1 2a(t) = Zm(D)]])

par la convergence uniforme de (Z,,) et comme ¢,,¢,, — 0 lorsque n, m — oo nous avons

lim W¥,,(t) =0,

n,Mm— 00

donc, par le Théoréeme de la convergence dominée de Lebesgue, on obtient
T

lim U,,m(T)dT = 0. (3.97)

n,m—oo [o

D’autre part, nous avons par (3.93)

/OT Apm(r)dr = /OT <|Iwn(r)H + me<7>\|> ((2(1\7+ K)) +L1>(5n+€m)>d7
+ /OT <1+ 10 (7) | + [l (7) ] + 2(Ls +L2>) (e 4 2n)dr

+

/0 (Ilwn(T)II + ||wm(7)||>(L1 D) (g + )
= (ol el <<2(]\7+K) + L1)(en + &m) + (L1 + 1)(%+’ym))

T ((1 +2(L1 + L2)) T + (|[0nllze + Il’imeLl)) (En +&m),

et comme par (3.82), (3.88) les suites (v,), (t,) sont bornées dans L'(I, H), on conclut

que
T
lim Ay (T)dT = 0. (3.98)

n,m—oo [

Alors, on obtient par (3.96), pour presque tout ¢ € I (comme w,(0) = w,,(0) = up)

100 = OF = [ (n(6) = w(5) 0 (5) = ()

IN

/O)\K(S)Hwn(s)—wm(s)||2ds+/0 An,m(s)ds—l—/o U, m(s)ds.
(3.99)
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En utilisant le Lemme classique de Gronwall (voir Lemme 1.7.19), on en déduit que

1w () — wm(2)]]? < 2(/0T Apm(s)ds + /OT xpn,m@)ds) exp (/Ot ZAK(s)ds). (3.100)

ewn () — w2 < 2</OT Apm(s)ds + /OT xpn,m(s)ds) exp (/Ot 2)\k(s)ds). (3.101)

D’ou, grace a (3.97) et (3.98), (w,) est une suite de Cauchy dans C(I, H), donc elle
converge uniformément vers une application w € C(I, H). Par conséquent, (v,) converge
uniformément et fortement vers I'application w — Z. Par la relation (3.80) il est clair
que u = w — Z, c’est-a-dire, (v,) converge uniformément et fortement vers l’application

absolument continue u, et par (3.77) nous avons aussi
|un(t) —u(t)|| — 0, uniformement sur I. (3.102)
De plus, par (3.79)
|on(0,(2)) —u(t)|| — 0, et |va(en(t)) —u(t)]] — 0 lorsque n — co. (3.103)

Etape 3. Existence de solution
Dans cette derniére étape, nous montrons que u est une solution de notre probléme (PF, f).
La preuve est similaire a celle de 'étape 4 de la preuve du Théoréme 3.2.1, avec une
adaption au cas absolument continue .
Premiérement, remarquons que u,(t) € D(A(p,(t))) pour tout t € I, et par (H4) et
(3.61) dis(A(en(t), A(t)) — 0 lorsque n — oo, pour ¢t € I. Par (H2) et (3.71) la suite
(Yn) = (A%(@n(t), un(t)) est bornée et alors elle est faiblement relativement compacte,
alors elle converge faiblement vers une application y, donc on peut appliquer le Lemme
1.8.23 & 2, = u,(t) — u(t) et yp, = A%(pn(t), un(t)) — y, pour obtenir u(t) € D(A(t)).
Ensuite, comme par (3.88), la suite (z,) est bornée dans L*(I, H), on répéte la méme
méthode de la preuve du Théoréme 3.2.1 (étape 3) pour conclure qu'il existe un ensemble
dt-négligeable N C I et une sous suite (n,) de N tel que pour ¢t € I\ N

z(t) € ﬂ@{zk(t), k>mn,} et z(t) € F(t,u(t)). (3.104)
qeN
Posons, pour tout t € I,
hy(t) = 0n(t) + 2, (2).
Il est clair que h, — h faiblement dans L*(I,H;dr) avec h(-) = u(-) + z(-). Par le

Théoréme de Banach-Mazur (Théoréme 1.7.3), il existe une suite (wj)j avec pour tout 7,
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w; € co{hy; k > j} telle que w; — h fortement. Ainsi, par le Théoréme 1.7.14 on peut
extraire une sous suite (w;,) de (w;) convergeant vers h presque partout, i.e, il existe un

ensemble négligeable N C I et une sous suite (Jp) de N satisfaisant

te\N = w;, (t) — 0(t) + 2(t) = h(t) lorsque p — oo. (3.105)

Alors, nous avons pour ¢t € I\ N

h(t) € (@08, = () eo{hu(t) : k> jn}.

neN neN

Pour tout £ € H, le théoréme de séparation (Théoréme 1.3.10), nous permet d’écrire

(&, h(t)) < 67(&, Sn) = sup(&, hy(t)), VneN

(& h(1)) < 51611{]§I>1p<€, hi (1)),
par suite, :
(a(t) + z(t),€) = (h(t), &) <limsup(hn (1), ). (3.106)

Pour terminer notre preuve, nous devrons vérifier I'inclusion dans (PF, f) presque partout
sur I. On commence par souligner que pour presque tout t € I, il existe une constante
finie C; telle que ||0,(t)]] < C;. En effet, par (3.66), (3.70), (3.88) et (3.90) nous avons
pour tout ¢ €]t} ¢, [

I8¢ ) — BED]

n n
t’i+1 - tz

u o —ut
ool < P = o, 4y < 1
i+l Y

+ 1) +2(Ly + Ly). (3.107)

On prend (3.61) en compte et on utilise le Théoréme de différentiation de Lebesgue
(Théoréme 1.1.6), pour conclure qu’il existe un ensemble N; dt-négligeable tel que si
L I\,

B - B

o tihyy —

= 5(1).

Posons N/ = Uf;lNi, on conclut alors, que pour tout ¢ € I\ N', il existe Cy; < +oo tel
que
[on ()] < Cr. (3.108)

Comme u(t) € D(A(t)) sur I, pour conclure notre preuve, il suffit de prouver, grace a
la Proposition 1.8.20, que pour presque tout t € I et n € D(A(t))

(a0 + 20+ Fahat) =n) < (LCa-u). (3109
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suite & ’hypotheése (H2) et au fait que
| (0, (8)) — v (B) || + dis(A(0,(t)), A(t)) — 0 lorsque n — oo,

on peut appliquer le Lemme 1.8.25, afin d’assurer l'existence d’une suite (&,) telle que
pour tout n € D(A(t)),

&n € D(A(04(1))), & —n et A%(0u(t), &) — A°(L,m). (3.110)

Maintenant pour n € N, soit I\ N,, 'ensemble sur lequel (3.68) est vérifiée. Par la mono-

tonie de A(t), nous avons pour ¢t € I\ N,

(0n(t) + 2a(t) + fa(t), va(0n(t)) — &) < (A(On(t), &n), &n — va(On(t)))- (3.111)

Par conséquent, par (3.88), (3.90), (3.108) et (3.111), pour tout
te [\((U Nn)UNg)UNgUN’)
(0 (t) + 2a(t) + fu(?) —n)
- <@n<t> F2(t) + Falt), va(Ba(t)) — §n> " <z>n<t> $a(t) 4 Falt), () — 0a(Ba(t))) — (1 — sn>>
< (A00.00.8).6 =0 (00) ) + (O L+ L) (o (80(8) = 0] + =)

alors les relations (3.103), (3.110) impliquent

n—oo

lim sup <1}n(t) + 2(t) + fult), ult) — n> < <A°(t, p)n — U(t)>,

et ceci donne par (3.106) et par (a1), pour tout t € I, f,(t) — f(t,u(t)), et donc

<u(t) + 2(t) + f(t,u(t)), u(t) — 77> < limsup <1'Jn(t) + 2, () + fult), u(t) — 77>

< <A°(t,77), "= U(t)>-
donc, par la Proposition 1.8.20
—u(t) — z(t) — f(t,u(t)) € A(t)u(t) pp.tel,
Par conséquent, utilisant la deuxiéme relation de (3.104), nous obtenons

—u(t) € A(t)u(t) + F(t,u(t)) + f(t,u(t)) p.p.tel, avecu(0) = up.
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De plus, par I'estimation (3.81), on a
Ju(t) — u(s)l| < K((t =)+ 6(t) = 8(s))  pour 0<s<t<T,
par suite,

Jul) = u)l _

B(t) — 6(3))
t—s

(1+ P

pour 0<s<t<T,
lorsque s tend vers ¢, on obtient
la(t)]| < K(1+5(t), pp.te I

Ceci achéve la démonstration. [ |

Remarquons que le Théoréme 3.4.1 a été établi sous hypothése (H4) avec 3 € W2 (I , R).
Dans le Théoréme suivant, on donne un résultat d’existence, en supposant que A(t)x est

un cone et en affaiblissant la variation de A(t), c’est-a-dire, on prend [ € Wl’l(I , R).

Théoréme 3.4.2.
Soit pour tout t € I, A(t) : D(A(t)) C H = H un opérateur mazimal monotone vérifiant
(H2) et

(H5) Il existe une fonction 3 € W ([, R) positive sur [0, T] et croissante telle que

dis (A(t), A(s)) < |B(t) — B(s)|, Vs, tel. (3.112)

(H6) Pour tout t € I, et pour chaque x € D(A(t)), A(t)z est un cone.
Soit f : I x H — H une application telle que pour tout x € H, Uapplication f(-,x)
est mesurable. Supposons aussi que f satisfait (ay) (avec A\ € L (I,]R)) et (az). Soit
F I x H = H une multi-application a valeurs non vides, convezes faiblement compactes
satisfaisant (i), (ii) et (3.7). Alors, pour tout ug € D(A(0)) le probléme :

(Pry) _%(ﬂ € A(tyult)+ F(t,u(t)) + f(tu(t)) dt—pptel
7 u(0) = o,

admet une solution u absolument continue. De plus,
la(®)] < K(1+ () pptel,
pour une certaine constante K dépendant de ||uol|,c,T, M,C et (3.

Démonstration
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Etape 1. Algorithme

On procéde comme dans ’étape 1 de la preuve du Théoréme 3.4.1, on considére une
partition ayant les propriétés (3.61) et (3.62).
On suppose qu'il existe un réel positif L tel que C C LBpy. De plus, on suppose, sans
perte de généralité, que C' est convexe et contient le zéro.
Soit pour tout (t,x) € I x H, m(t,z) I’élément de norme minimale de F'(¢,x), i.e., par
(3.7)

m(t,x) € F(t,x) et ||m(t,x)] <1+ ||z||)L (3.113)

et, pour tout z € H, 'application t — m(t,z) est L(I)-mesurable (voir Théoréme 1.5.15

).

On définit une suite d’applications en escalier continues a droite u,, : I — H comme suit

U pour t € [ty,t]]
U, (t) = ¢ ulf pour te€ [t t7 ] (3.114)
up pour t="1T,

oupouri=0,1,...,k, —1,

7
uly, = Jh, (uf—/ (f(s,u?)+m(s,u?))ds)
t

n
7

= (1 @2 )AL B (-] o) + (s, ))is) (3.115)

n
K3

Observons que par construction uf,; € D(A(t},,)) (voir Proposition 1.8.6) et par la
relation (3.115), on a

1 ti+1
(= [ G s ) € A, @10
i+1 T M1 tr

Aussi, on définit ’application v,, : I — H par

t) — B(tM) + (t — 7 fin
) = LPOBD Ot (g [ (160t + s )
01 T Mita tn
t
o= [ () (s ) s, (3.17)
iy
pour t € [t ¢ [, 1 =0,1,...,k, — 1 et v,(T) = uj . Il est clair que I'application v,, est

absolument continue, et

a) = PO s [ (o) s, )

e i
— flt,ul) —m(t,ul) pour ¢ €ty i [. (3.118)
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Par conséquent, si on définit 6,,, ¢, : [ — I par
On(t) = tihy, wnlt) =17 tel tin] i=0,1,.. k-1,

et 0,(0) = ¢,(0) = 0, alors, par 'hypothése (H6) et les relations (3.116) et (3.118), on
obtient

0, () = [ (£, 0 (0n(t))) = m(t, v (@n(t))) € A(0,(1))vn(0n(t) dt—pp.te€l. (3.119)

avec pour tout t € I,

20 () = m(t, va (0n(t))) € F(t,vn(pn(t))). (3.120)

Etape 2. Estimations et Convergence.
On utilise les mémes calculs de ’étape 2 de la preuve du Théoréme 3.4.1. Pour cela, par
les relations (3.115), (3.120) les hypotheses (H5), (H2), (a1) et par les propriétés (a) et
(b) du Lemme 1.8.24 on a

t?+1
hity —afll = |2 (u - [ s + m(s,u?>)ds) 0
tr
n n t?+1 n n n n n n n
< Y (Uz - /t” (f(suui ) +m(s,u; ))d3> — Jh (W) ||+ 15 (uf) — uf|
" 1
< /t (I1f (s, ul) |+ lm(s, ul) ) ds + (671 + nfe) A (87, ui) |
- dis (A(E), AL )) /(07 + ) (L A9 (e 2 1) dis (A(e7), A(2,)
< (M lufll) + L+ Ju]])0Fy + (1 + Jul]) (07 + miy) + nit
0 ) (1 A0 ) )ty
< (M A+ L)X+ lui D7y + (14 T+ lu ) (07 + 7i%)
+ (4@ +[Jul)) (62 + i)
< (24 (M +L+20)(1+ [[uf]]) (67 + 7)),
c’est-a-dire,

iy — ] < ((2(1 FO L M)+ (MAL+ 2c)|ru?||) (0 o), (3.121)
par suite,

il < (1+(M+L+2c) (5?+1+77?+1)>IIU?II+(2(1+0)+L+M) (5% ). (3.122)
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Par le Lemme 1.7.21, nous avons

kn—1

o —1
(01 + 771?+1)) €Xp ((M + L+ 2c) Z (O + 771?+1)>

el < (Huo|r+<2<1+c>+M+L>
k=0

o

< (||uo|| + (21 +c)+ M+ L)(T+ B(T))) exp ((M + L+ 2¢)(T + ﬂ(T)))
- K,

grace a cette inégalité, 'estimation (3.121) sera

Jufyy —uf|l < <(2<1+c>+L+M)+(M+L+2c)K1)(5?+1+n?H)

= K670 + 1) (3.123)

Posons K = max (K 1, Kg), on conclut que

supsup ||u(t)|| < K (3.124)
neN tel
et
kn—1
supoar(u,) =sup (3t = ) < K(7+ (D). (3.125
neN neN i—0

De plus, en répétant les méms calculs du théoréme précédent, on obtient pour n € N et
0<s<t<T,

[un(t) = un(s)]] < K((t = s) + 5(t) = 5(s) + en). (3.126)

Notre suite (uy,), est uniformément bornée en norme et en variation. D’aprés Théoréme
1.2.6, par extraction d’une suite, on peut supposer qu’il existe une sous suite (notée aussi
(un)n) telle que (u,(t)) converge faiblement vers une application continue & variation
bornée u: I — H, i.e.

un(t) — u(t) pour tel, (3.127)

en particulier, on a u(0) = ug, et en prenant la limite inférieure dans (3.126), on obtient
u(®) — u(s)| < K((t—s)+B() — A=) pour 0<s<t<T,  (3.128)

par conséquent, u est absolument continue, plus précisément v € W (I, H).

Afin d’obtenir des résultats similaires pour la suite (v,), nous allons prouver que (v,)
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est aussi bornée en norme et en variation. Pour cela, observons que par (3.113), (3.117)
(3.123), (3.124) et (a2) nous avons pour t € [t, ¢}, ,],

IN

£
[y — | + Jluif]] + 2/ S Cs,ui )l + lms, wi'[)ds
tr
< 2K 4+2(M + L)1+ K)(t8, — 1) < 2K +2(M + L)1+ K) = M,.
(3.129)

lon (@]

et par (3.123)
[on(t1) = vn (B = lluityy — wifl] < K (07 +0i%)- (3.130)

Posons M’ = max (M, K), on obtient

k1
sup ||vp|lc < M" et supwar(v,) = sup ( Z ||uf+1—u?||> < M(T+pB(T)). (3.131)

neN neN neN i—0

De plus, par (3.113), (3.117), (3.123) et (3.124), on a pour tout ¢t € [t]", ¢},

n
tiJrl

[on () = un (@) = llva(t) = wifl| < HU?H—U?IH?/t (LS (s, )l + [lm(s, i) ds

n
(3

IN

[y = 'l + 2(M + L) (L + ([ ) (¢ — &)
< (K+2(M+ L)1+ K))e, = Me,. (3.132)

Egalement, les relations (3.126), (3.132) donnent pour n € Net 0 < s <t < T,

[vn(t) = va(s)l < Nn(t) = un(®)]| + lun(t) — un(s)|| + [[un(s) — va(s)]|
< 2Me, + K((t — s) + B(t) — B(s) + )
K((t—s)+ B(t) — B(s)) + (2M + K)e,, (3.133)

D’autre part, comme la suite (v,) des applications continues & variation bornée est uni-
formément bornée en norme et en variation, alors on peut extraire une sous suite qui
converge faiblement dans H. Par (3.127) et (3.132), pour tout n € H on a

(on(t) = un(t),m) = (un(t) — ult), n)

< lim Ke,l||n|| = 0.

lim
n—oo n—oo

<vn(t)—u(t),77)' = lim

D’ou,

v, (t) = u(t) pourtout t € I. (3.134)

156



Chapitre 3 : Existence de solutions pour une inclusion différentielle
gouvernée par un opérateur maximal monotone et avec perturbation
multivoque

De plus, par (3.118), (3.123), (3.124) et (a2) nous avons pour ¢ €]t} 7]

B +1) (120t + / 7 o)+ s s ) = fitut) = mit )

5zn+1 + Th‘n+1

a0l = |

(B(1) + )(II z+1—U?||+/tm (||f(s,u;?)||+I\m(s’“”")dS) + I fEup)] +

n
O + M n

e, )
% (502 a0) + O + DA+ (9203, ) + (01 + D)1+ o)
< B0+ 1) (K4 O+ D0+ K)) + 01+ D1+ ) = 100 (3135)

c’est-a-dire, la suite (vn) est intégrablement bornée, i.e., il existe une fonction 3; €
LY(I,R) telle que
[on@ < Bi(t)  pptel (3.136)

et puisque (1(-) est une fonction strictement positive, on trouve

Oy e

eI

B(t)
Or, par le Théoréme de Banach-Alaoglu-Bourbaki (voir le Théoréme 1.7.8), Br~ est

En posant, pour tout n € N et pour presque tout ¢t € I, h,(t) = ,onah, € Bi.

faiblement™ compacte, donc, on peut extraire a (hn()) une sous suite, notée aussi (hn()),
qui converge faiblement* vers un élément h(-) € Be.
D’ot, pour tout y(-) € L'(I, H), on obtient

/0 (n(), () — / (h(r). y(r))dr

Pour tout z(-) € L*®(I, H), comme (3 (-) € L'(I,R) Papplication £,(-)z(-) € L'(I, H),

donc
[ tue 805000~ [0, 32

/O@n(T),z(T))dTH/O (B, (F)h(7), 2(r))dr.

En posant w(-) = B1(-)h(-), la suite (,(+)) converge faiblement dans L' (I, H) vers w(-) €
LY(I, H). De plus, pour presque tout t € I

[w(@)]] = Bu@OIP@)]] < Fi(t).
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Donc, pour tout & € L*(I, H),

lim @na@ = <w7 >7

n—o0

ie.,
T

i [ (0,(r), &(r))dr = / (w(r), £())dr,

n—oo 0
en prenant § = .19, pour € H et ¢t € I, il est bien clair que { € L>(I, H) et
T T
lim [ (on(r), L (7)) dr = / (w(7), 210 (7)) dr.
0

n—oo 0

donc, par Théoréme 1.5.11

Tim <a:/0t @n(f)d7> _ <x /Otw<7>d7>,
Jim <x,vn(t) _ UH(O)dT> _ <x,/0tw(7')d7'>,
<x,u(t) - u(O)dT> - <g; /0 tw(T)dT>.

t

Par conséquent u(t) — u(0) = / w(7)dr. On conclut que & = w dt-p.p sur I et donc,
0

v, — 0 dans L'(I, H).

Montrons maintenant que (v,), converge uniformément vers u dans I.

ie.,

ceci implique que

On note, pour tout n € N et pour ¢t € I,

fu(t) = [t on(pn(t)) et 2n(t) = m(t, vnlpn(t))), (3.137)

et pour chaque n € N, on définit Z,, : I — H par

Z0(t) = /0 o(r)dr

Comme dans le preuve du Théoréme 3.4.1, par le Théoréme d’Arzela-Ascoli (Théoréme
1.7.7), on peut supposer que la suite (Z,(+)), converge uniformément dans C(/, H) vers
une certaine application Z(-): [ — H.

Ensuite, nous suivons les mémes étapes de la démonstration du théoréeme 3.4.1 pour
conclure que la suite (v,) est une suite de Cauchy dans C(I, H). Par conséquent, (v,)

converge uniformément et fortement vers une application absolument continue w.

|lon(-) —u()|[[c = 0 lorsque n — oo.
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De plus, on obtient pour t € I
[0 (0,(8)) — u(®)]| = 0 et [lvn(en(t)) — u®)|| — 0 lorsque n — oco. (3.138)

Etape 3. Existence de Solution
Montrons que u est une solution de notre probléme (PR f).
La preuve que pour tou t € I, u(t) € D(A(t)), est la méme que dans la preuve du
Théoréme 3.4.1. D’autre part, on sait que (vn) U(Ll(I, H), L™ (], H)) converge vers 1,
et que (zn) O’(Ll([, H), L~ ([, H)) converge vers une application z € L'(I, H) et que
z(t) € F (t,u(t)). On suppose aussi que (vn) converge au sens de Komlos vers @ et que
(zn) converge au sens de Komlos vers z. Par conséquent, il existe un ensemble N de [

négligeable tel que pour tout t ¢ N

n

1 « 1
lim — b (1) = 7 lim + i | i
im ;U] (t) = u(t) et g, Z zj(t) = 2(t), YneN (3.139)

n—oo N,

J=1

Comme u(t) € D(A(t)) sur I, par la Proposition 1.8.20, pour montrer que
—u(t) — 2(t) — f(t,u(t)) € A(t)u(t) p.p. t € I, il suffit de montrer que, pour tout n €
D(AW)

(i0) + 20+ () ) = n) < (A(en)n - ) pp. (3140
Soit n € D(A(t)), par le Lemme (1.8.25), il existe ¢, € D(A(6,(t))) tel que

Up = et AY(0,(t),¥n) — A°(t,7).

Soit I\ N,, 'ensemble sur lequel (3.119) est vérifice. Comme A(t) est monotone, en parti-

culier, pour t € I\ N,

<A0(9n(t), Un) + 0n(t) + 22 () + f(t, 0 (0n(1)), Un — vy (Gn(t))> >0,

par suite,

<7}n(t)+zn(t)+f(t> Un (QON(t)) » Un (Qn(t)) _1/}n> < <A0 (Qn(t), @bn) , U —Up (Qn (t)) > (3.141)

nous avons pour tout n € N
<1>n(t) T aat) + 1(t v (on(®))), ult) — n> _ <1)n(t) Fant) 4 £t vn(20(0)), 0 (6n(0)) ¢n>
+

<z)n(t) + 2,(t) + f(t, 00 (0n(1))), ult) — vn(Qn(t))>
+ <z>n(t) + 2, (t) + [ (8, vn(0n(1))), n — 77>.
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Alors,

b 2S00+ 50+ £t o) vy - ),
alors, par (3.136), (3.138), (3.141), et (a2)

—Z<vj +2i(t) + [ (£ 05 (5(1))), (t)—n>

< R (OO0 =00+ L1050 + 5 0 e~ 00
+ _ZH”J +2(0) + F (805 (23 (0)) [ =]
= gZ<A° 0;(1), ) ,wj—vj(9j(t))>+(ﬂ1<t)+(L+M )(1+ K)) ZHU —u; (0,(1)]|

+ (i) + (L+ M)(1+ K)) ZH%—nII
comme,

<A0(6j(t), Vi), ¥y — v (‘93‘(75))>

(3.142)

= <A0(9j(t)v %) - Ao(t777)v ¢j —n+ u(t) — Uj (ej(t)>> + <A0(9j(t)a ¢J) - Ao(t>77)777 - u(t)>

¥ <A°<t,n>,wj ) - vj(9j<t>>> " <A0<t, Mo — u<t>>
< A0, (1), 1) — A (s — nll + ult) — v, (BO)]) + 1A°(0,(0), ) —
A (s — ll + () — vy (6 <>>||)+< 1, n>,n—u<t>>;

At — ()]
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et,
<z>j<t> F25(0) + £ (10 (o5(1)) ult) - n>
- <@j<t> £ 2500 + (6 u(t), ult) — n> ; <f(t,vj(wj<t>)) (b (), ult) - n>,

par conséquent, la relation (3.142) sera

5 2 {00+ 50 + e )

< lu(®) nH—ZIIf t,v;(wi(1)) — ftu®)]
+ —ZHAO = At (g — nll + [lu(t) — v (8; () 1])
+ = ult H—ZHAO — At )l + 1 4° (2, n)l\—z (e = nll + llu) = v; (0:())11)

7j=1

+ <A0(t,n),n—u(t)>+(ﬂ1(t)—i—(L—|—M )(1+ K)) ZHU —v;(6;(t)]]

+ (B1() + (L + M)(1 + K)) ZH% .,

Passons a la limite lorsque n — oo, dans cette inégalité, on obtient (3.140) en utilisant la
convergence au sens de Komlos de (vn) vers 1, la convergence au sens de Komlos de (zn)
vers z, la Propositon 1.7.11, la relation (3.138) et la continuité de f(t, ) Par conséquent,

on obtient
—u(t) € A(t)u(t) + z(t) + f(t,u(t)) p.p.,

avec u(0) = ug, et comme z(t) € F(t,u(t)), on obtient

{—u(t) e At)u(t) + F(t,u(t)) + f(t,ult)), pp.tel
u(0) = wuo.

De plus par la méme méthode du théoréme précédent, on obtient
la@)| < KA+ B(t) pptel

Cecl termine la démonstration. [ ]
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Comme application a nos résultats d’existence établis précédement, nous fournissons
dans le théoréme suivant un résultat d’existence pour une inclusion différentielle (du
second-ordre) gouvernée par un opérateur maximal monotone a valeurs coniques, avec
une perturbation univoque qui peut dépendre d’une fonction primitive.

Le probleme peut étre considéré comme du second ordre.

Théoréme 3.4.3.

Soit pour tout t € I, A(t) : D(A(t)) C H = H un opérateur maximal monotone qui
vérifie (H2), (H5) et (H6). Soit f : I x H x H — H une application telle que pour tout
(x,y) € H x H, Uapplication f(-,x,y) est Lebesque mesurable sur I et satisfait

(asg) il existe une constante positive M telle que
1f(tz,z)| < M+ ||lz|| + |zl]), VY(t,z,2) €I x H x H. (3.143)

(as) Pour tout R > 0, il existe une fonction réelle positive ap(-) € L*(I,R) telle que
pour tout t €

|f(t,x,2)— f(t,Z,2)| < ag(t) (Hx —Z||+ |z — Z”) Vx,%,2,2 € B(0, R). (3.144)

Alors, pour tout ug € D(A(O)) et yo € H, 1l existe une application continue u : I — H et

une application absolument continue y : I — H vérifiant

t
y(t) = vo —i—/ u(s)ds, Vtel,
0

(ﬁf) _C;_?( ) € At)u(t) + f(t, u(t),y(t)) dt —pp.tel
u(0) =
Démonstration

On définit un opérateur B(t) sur H x D(A(t)) comme suit :
B(t)(u,v) = {0} x A(t)v, V(u,v) € D(B(t)) = H x D(A(t)),
et une application g : I x H?> — H? par
g(t, (u,v)) = (—v, f(t,u,v)), V(t,u,v) €I x H x H.

B(t) est un opérateur maximal monotone a valeurs coniques satisfaisant les hypothéses
(H2) et (H5). En effet,

Monrtons que B(t) est monotone.
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Soient (u,v), (u',v") € D(B(t)), et soient (y1,y2) € B(t)(u,v), (y1,vy5) € B(t)(u',v),
alors, d’aprés la définition de B(t), y1 = ¢} =0, y2 € A(t)v et y) € A(t)v', donc

((u,v) = (W', 0), (y1,92) — (Y1, 95)) = ((u—u';v =), (0,92 — y5))

= (u—u,0)+ (v =0,y — vp)
= (V=" y2 —yy) >0,

car A(t) est un opérateur monotone, par conséquent, B(t) est un opérateur monotone.
Montrons que B(t) est maximal monotone.

Il suffit de montrer que H x H C R(Igxgy + B(t)), pour cela, soit (x,y) € H x H, on
doit trouver (u,v) € H x H tel que (z,y) € (u,v) + B(t)(u,v), ie., (r —u,y —v) €
B(t)(u,v) = {0} x A(t)v. Comme A(t) est un opérateur maximal monotone, alors, y €
H = R(Iy + A(t)), i.e., il existe v € H tel que y € v+ A(t)v, c’est-a-dire, y — v € A(t)v,
alors, (0,y—v) € {0} x A(t)v, i.e., (x,y) € (z,v)+ B(t)(x,v), donc il existe (x,v) € Hx H
tel que (z,y) € (Iyxmg + B(t))(z,v), par conséquent, B(t) est un opérateur maximal
monotone.

Montrons que B(t) est a valeurs coniques.

Soit (u,v) = D(B(t)), et soient (z,y) € B(t)(u,v) et A € [0, +00[, on a

(x,y) € B(t)(u,v) ={0} x A(t)v <= =0 et y € A(t)v,
comme A(t) est a valeurs coniques, alors
Ar =0 et Ay € A(t)v,

c’est-a-dire,
Az,y) € B(t)(u,v),

par conséquent, B(t) est a valeurs coniques.
Montrons que B(t) satisfait I'hypotheése (H2).
Soient t € I, (u,v) € D(B(t)),

||B0<t’ (U7U))|| = ”‘PTOJB(t)(u,v)(O;O)H = HPTOj{O}XA(t)U(O,O)H
= d((0,0),{0} x A(t)v)
— inf 0,0) — (x, — inf z,
e o 100 =@yl = it ()]

- inf +
o, (el + 1)

= inf = || Proja(0
ity = I1Proja.(0)]

= A"t )l < e+ [loll) < (1 +[|(u, v)]])-
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Finalement, montrons que B(t) satisfait I’hypothése (H5).
Soient t,s € I, (u,v) € D(B(t)), (u',v") € D(B(s)), et soient (x,y) € B(t)(u,v), et
(«',y') € B(s)(u',v"), alors, x =2’ =0, y € A(t)v, et y' € A(t)v', donc

((z,y) = (@ y), (W, o)) = (wv)) {0,y —y), (W —u,v' —v))
L[ )l + [l 9 L0, )] + 11€0, )]
Ou—-uw+{y—y, v -0
Lyl + Nyl
_ Y=y v v
Lyl + Nyl

< dis(A(t), A(s)) < [B(t) — B(s)],
par suite,
dis(B(t), B(s)) < |8(t) — B(s)|.
Aussi, on doit montrer que g satisfait les hypothéses (a;) et (az). Premiérement, montrons
que g satisfait ’hypothése (ay).
Soient t € I, R > 0 et soient u,v,u’,v" € B(0, R), alors

lg(t, (u,v)) = g(t, (W', DI = [l(=v, f(tu,0)) = (=0 (8w, 0)]]

I(=v+ 0", f(t,u,v) = f(t, 0, 0))]

lo =o'+ 1[f(t,w,v) = fE ', 0]

lv =o'l + ar®)([Ju — vl + [[o = ')

< (ar(®) + D(llu =l + [[o = 'll) = &E) (| (u, 0) = (', 0)]]),

IN

avec v € L'(I,R).
Enfin, montrons que g satisfait ’hypothése (aq). Soient t € I, (u,v) € H x H, alors
lg(t, (w,)l| = [(=v, f(t,w, o)l = vl + | f (£, u,0)]
< ol + MO+ (ol + lull) < (M + DA+ [Jo] + [Jul])
= @+ M)A+ [[(u,0)]).

Par conséquent, on peut appliquer le Théoréme 3.4.2 (en prenant F' = {0}), pour affirmer

I'existence d’une solution unique absolument continue X = (y,u) au probléme suivant
) —-X(t) € B@)X(t)+g(t,X(t), pptel,
X(0) = (yo,u0) € D(B(0)) = H x D(A(0)).
Le probléme (P) est équivalent a

{—(y'(t)ﬂl(t)) € {0} x AQ@)u(t) + (—u(t), f(t,y(t),u(?)), pp.tel,
(5(0),u(0)) = (yo,uo) € D(B(0)) = H x D(A(0)),
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ie, u(t) =y(t), p.p. t €1, et

{ —it) € A@t)ult) + f(t,y(t),u(t), pp.tel,
((0), u(0)) = (yo, uo) € H x D(A(0)),

c’est a dire, y € W*!(I, H) et vérifie le probléme du second ordre suivant

(¥(0),9(0)) = (3o, u0) € H x D(A(0)).

Ceci termine la preuve du théoréme. [ |

{ —ij(t) € AWy(t) + f(t,y(1),5(t), pp.tel,

Dans le théoréme suivant on donne un résultat d’existence et d’unicité, lorsque on

suppose sur la multi-application F' une hypothése de monotonie.

Théoréme 3.4.4.
Soit pour tout t € I, A(t) : D(A(t)) C H = H un opérateur mazimal monotone satisfai-
sant (H2), (H5) et (H6). Soit F': I x H = H une multi-application & valeurs non vides,
convezes et faiblement compactes satisfaisant (i), (ii), (3.7) et

(i1i) F est fortement monotone, c’est-a-dire, il existe une fonction intégrable positive

v, tel que

(z—y,u—v) >yt)|lu—v|]>, Yu,v€ H, x € F(t,u),y € F(t,v) et Vtel.

(3.145)
Alors, pour tout ug € D(A(0)) le probleme
—d—“(t) € AQ)u(t) + F(t,u(t)) dt—pp.tel
u(0) =y,
admet une solution unique absolument continue. De plus,
la@l < K(1+5(5) pptel, (3.146)

pour une certaine constante K dépendant de ||uol|,c, T, C et (3.

Démonstration
Pour I'existence, par le Théoréme 3.4.2 avec ( f= 0) le probléme (PF) admet une solution

U, avec
la(®)| < K(1+p(t) pptel,

ot K est une constante dépendant de ||ug||,c, T, C et .
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Donc, on montre seulement 1'unicité de la solution.
Soient u, v deux solutions du probléme (PF), alors, il existe deux fonctions h, g : [ — H
mesurables telles que pour tout ¢ € I, h(t) € F(t,u(t)), g(t) € F(t, v(t)) et

—a(t) € A(t)u(t) + h(t) et —i(t) € A()v(t) + g(t), (3.147)

pour p.p. t € I. D’autre part, par I'hypothése (iii)

<h<t> — g(t),ult) - v<t>> > y(0)lu(t) — 0@ Viel (3.148)

et par la relation (3.147) et la monotonie de A(t), nous avons pour presque tout ¢ € I,

<u<t> T h(t) — 5(0) — g(t), ult) — v<t>> <o,

c’est-a-dire,

(ite) = 5(0,) = v(0) ) < (1) ~ 9(0)u(t) = (0.

par suite, par la relation (3.148), la derniére estimation devient

& (B~ 01?) < @l ~oi0F <0

par intégration sur [0,¢] (¢ € I)
lu(t) = v(®)[* < [u(0) — v(0)]|* = 0.

Par conséquent, u = v, ceci termine la preuve du théoréme. |

Voici quelques conséquences des résultats obtenus précédement.

Théoréme 3.4.5.
Soit pour tout t € I, A(t) : D(A(t)) C H == H un opérateur mazximal monotone satisfai-
sant (H2), (H5) et (H6) avec D(A(t)) boule-compact pour toutt € I. Soit F': Ix H = H

une multi-application a valeurs convexes faiblement compactes satisfaisant

1. t— F(t,w(t)) est scalairement mesurable sur I pour toute application mesurable
w:l—H

2. Pour tout t € I, fizé, F(t,-) est scalairement semi-continue supérieurement

3. F(t,r) C a(t)By pour tout (t,r) € I x H, pour une certaine application positive
a € LY(I,R).
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Alors, pour tout ug € D(A(0)), le probleme

(Py) { —a(t) € A(tyu(t) + F(t,u(t) pp.tel;
U(O) = Up,

admet une solution absolument continue u. De plus,
la()|| < K(1+ () pp tel,

pour une certaine constante K dépendant de ||ugl|,c,T et a. De plus, si F' est fortement

monotone, alors la solution est unique.

Démonstration
On définit T' : I = H par ['(t) := a(t)By, alors I' est une multi-application mesurable
intégrablement bornée & valeurs convexes faiblement compactes. Alors, d’aprés le Théo-
réme 2.4.2, le probléme (Pr) admet au moins une solution absolument continue. De plus,
Si F est fortement monotone, en répétant les mémes calculs dans la preuve du Théoréeme
précédent, on obtient I'unicité de la solution. [ |

Nous allons démontrer une application directe du résultat indiqué ci-dessus impliquant
le sous-différentiel d’une fonction Lipschitzienne. Nous considérons une multi-application

absolument continue a valeurs convexes C' : [ = H satisfaisant :

|d(z, C(t)) — d(y, C(7))] < ||z =yl + [x (@) = x(7)]

pour tous t,7 € I et pour tous x,y € H, ou x est une fonction réelle absolument conti-
nue avec x(t) # 0 p.p. Considérons le sous-différentiel O[x(t)dcw](x) ot dewy : «

d(z,C(t)) = ig{) |z — y||. Ensuite, pour chaque application mesurable u : [ — H, la
yeC(t

multi-application t +— O[x(t)dcw](u(t)) est scalairement mesurable (voir la Proposition
1.6.2 et le Théoréme 1.6.4) et pour tout ¢ € [ fixé, la multi-application z — 9[x(t)dcw)](2)
est scalairement semi-continue supérieurement (voir le Théoréme 1.6.6), car la fonction

distance est Lipschitzienne.

Théoréme 3.4.6.

Soit pour tout t € I, A(t) : D(A(t)) C H == H un opérateur mazimal monotone satis-
faisant (H1), (H2) et (H6) avec D(A(t)) boule-compact pour tout t € I. C' : I = H
une multi-application absolument continue a valeurs convexes fermées. ALors, pour tout
up € D(A(0)) le probléme

{—u@) € Au(t) + IX(B)dow(u(t) pp.tel;
uw(0) = wuo,
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admet une solution absolument continue u. De plus,
la()|l < K(1+B(t) pp-tel,

pour une certaine constante K dépendant de ||uo||,c,T et x. Si de plus, on suppose que
D(A(t)) C C(t) pour tout t € 1, alors

—u(t) € A(t)u(t) + New(u(t)) pp.tel.

Démonstration
L’existence découle directement du Théoréeme 2.4.2 du chapitre 1 ou du Théoréme 3.4.5. Si
D(A(t)) C C(t) pour tout t € I, puisque u(t) € D(A(t)) C C(t), alors par la caractérisa-
tion du cone via le sous-différentiel de la fonction distance, I'inclusion 9[x(t)dc )] (u(t)) C

Newy(u(t)) est valide. Par conséquent, nous obtenons l'inclusion
—u(t) € A(t)u(t) + New(u(t)) pp.tel.

[ |
Nous considérons maintenant une multi-application C' : [ x H == H k-Lipschitzienne

a valeurs convexes fermées satisfaisant
d(, C(t,w)) — d(y, C(r, 2)| < o — yll + kIt — 7] + o — =]}

pour tous t,7 € I et pour tous z,y, z,w € H, ou k est une constante positive. Alors c’est
facile de vérifier que la multi-application O[k.d¢(tq)](x) est scalairement semi-continue
supérieurement a valeurs convexes faiblement compactes d’aprés les Théorémes 1.6.6 et
1.6.5.

Nous donnons maintenant une variante du résultat précédent.

Théoréme 3.4.7.
Soit pour tout t € I, A(t) : D(A(t)) C H = H un opérateur mazimal monotone satisfai-
sant (H1) et (H3) avec D(A(t)) est boule-compact pour tout t € I. Soit C: I x H = H

une multi-application k-Lipschitzienne a valeurs convexes fermées. ALors, pour tout ug €
D(A(0)) le probléme

{—u@) € AW)ult) + Olk.deuuy)(w(t) pp.t € I;
u(0) = wo,

admet une solution lipschitzienne u. De plus,

lu(t)]| < K pp.tel,
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pour une certaine constante K dépendant de ||ug||,c,T et k. Si de plus, on suppose que
D(A(t)) € C(t,x) pour tout (t,x) € I x H, alors

—u(t) € A(t)u(t) + Newuw)(u(t)) p.p.tel

Démonstration
Comme A(t) est Lipscihtizien en variation et la multi-application F'(t, z) = O[k.dctu))] (u(t))
est bornée a valeurs convexes faiblement compactes, par le Corollaire 3.3.2, il existe une

solution lipschitzienne du probléme

{—um € A(tyu(t) + Olkdogua)(u(t) pp.tel;
u(0) = wp,

Si D(A(t)) € C(t,x) pour tout (t,z) € I x D(A(t)), alors, u(t) € D(A(t)) C C(t,u(t)),
par suite, par la carctérisation du cone normal via le sous-différentiel de la fonction dis-
tance, I'inclusion 0[k.deuwy)](w(t)) C Ny (u(t)) est satisfaite. Par conséquent, nous

obtenons l'inclusion

—i(t) € A(t)u(t) + Nogaey (u(t)) pp.telm
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Dans cette thése nous avons étudié 'existence de solutions pour des problémes d’évo-
lution gouvernés par des opérateurs maximaux monotones.

Dans la premiére partie, nous avons consacré 1’étude au probléme d’évolution du pre-
mier ordre gouverné par un opérateur maximal monotone et avec une perturbation uni-
voque.

Nos perspectives pour cette partie, c’est d’essayer de démontrer ces résultats sans
I'hypothése de croissance linéaire de 1’élément de norme minimale A° (I’hypothése (H2)),
et sous des conditions plus générales sur f (supposer que la constante M dépend du temps).

La deuxiéme partie a été consacrée aux problémes d’évolution perturbé par somme
d’une multi-application semi-continue supérieurement et une application univoque, et la,
comme perspectives, c’est d’essayer de démontrer le probléme (P) avec d’autres pertur-

bations par exemple multi-application semi continue inférieurement.
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