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Introduction Générale

Newton et ses successeurs ont d’une part mis en place la description classique des phéno-
meénes physiques, détronée ensuite par la mécanique quantique. Einstein a d’autre part défini
le cadre dans lequel ces phénoménes physiques prennent place, en unifiant les notions intui-
tives d’espace et de temps pour construire ’espace-temps de Minkowski et pour montrer que
ce dernier est courbe. L’origine de cette courbure se trouve dans 'interaction des champs de
matiére classique avec le champ de la métrique de I'espace-temps. Ces différentes notions ont
finalement conduit & décrire le monde en terme d’interaction de champs relativistes auxquels
sont associées au niveau quantique des particules ponctuelles relativistes qui se transforment
continuellement les unes en les autres. A ’heure actuelle, 'une des plus grandes quétes de la
physique est 'unification des deux théories fondamentales en une seule théorie, la théorie quan-
tique des champs, qui décrit les interactions électrofaibles (électromagnétiques et faibles) et les
interactions fortes, et de la relativité générale qui décrit la gravitation. C’est donc I'unification
de l'infiniment petit et de l'infiniment grand en un tout cohérent, domaines respectifs dans
lesquels les deux théories en question décrivent le monde réel avec une précision incroyable. A
présent, une des théories les plus prometteuses pour une description unifiée et finie de ces deux
théories fondamentales est la théorie des cordes [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9].

Initialement développée sous le nom de modeéle dual a la fin des années soixante, celui ci est
basé sur I’étude des interactions fortes entre les hadrons et conduit & I’existence d’une particule
sans masse de spin 2 (qui n’apparait pas dans le spectre des hadrons) et & une condition de
cohérence un peu inhabituelle qui impose un espace-temps & D = 26 dimensions. Ces deux
inconvénients ("apparents") s’avérent étre les deux points précurseurs de la nouvelle théorie
des cordes. En effet, en associant la particule en question au graviton, et en s’inspirant de I'idée
de Kaluza Klein (D > 4 impliquerait une possibilité d’unification) [10] fait que la théorie des
cordes est une candidate naturelle potentielle & la description de la gravitation quantique [11].

L’idée de base de cette théorie considére qu’a I'échelle de Plank (< 1073%cm), les objets
fondamentaux de la physique ne sont plus vus comme des particules ponctuelles de dimension

nulle mais plutot comme des objets étendus de dimension un et de tension 7. Il s’agit de cordes
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bosoniques (ouverte ou fermée) ou fermioniques (ouverte, fermée). A I'échelle de Planck, les
cordes bosoniques fermées sont assimilées a des cercles, ses excitations quantiques contiennent
entre autres le graviton et un tenseur antisymétrique de rang deux jouant un roéle crucial en
théorie des cordes. Quant aux cordes bosoniques ouvertes, elles sont assimilées & de petits
segments avec des conditions aux bords de Dirichlet ou de Neumann, leurs excitations quan-
tiques contiennent naturellement les champs de jauge [3, 6, 12]. Les contraintes d’invariance
conforme de la théorie quantique des cordes exigent que la dimension critique de ’espace-temps
soit D = 26 pour la corde bosonique et D = 10 pour la supercorde.

Les fermions jouent un role crucial dans la nature. Ils incluent les quarks et les leptons
dans le modéle standard. Pour décrire la nature, Ramond a construit la corde fermionique qui
est ’analogue de I’équation de Dirac. En conséquence, les fermions doivent étre incorporés. De
méme, Neveu et Schwarz ont construit une nouvelle théorie des cordes bosoniques. Ce résultat
nécessite une symétrie entre bosons et fermions. Les théories des cordes résultantes sont appelées
les théories des supercordes [7, 8]. Pour incorporer la supersymétrie dans la théorie des cordes,
deux approches équivalentes ont été développées [8, 13] : le formalisme Ramond-Neveu-Schwarz
(RNS) qui est supersymétrique sur la feuille d’univers des cordes et le formalisme de Green-
Schwarz (GS) qui est supesymétrique dans l’espace-temps de Minkowski en dix dimensions
[39].

L’étude du spectre de la théorie des cordes fermioniques dans les secteurs de Ramond et de
Neveu-Schwarz a prouvé que la théorie est incohérente. Deux résultats sont obtenus. la présence
du tachyon et la discorde entre le nombre de bosons et de fermions a chaque niveau de masse
donc la théorie n’est pas supersymétrique dans ’espace-temps . Pour cela, Gliozzi, Scherk et
Olive ont proposé la nécessité de la troncature dans le spectre appelé mécanisme de projection
GSO. Apres cette projection, la premiére assertion vient de la disparition de I’état tachyonique
et la seconde est I’équivalence entre le nombre de bosons et de fermions dans le spectre qui
correspond & une supersymétrie d’espace-temps [8, 12, 14].

En 1995, Polchinski a démontré que, pour étre cohérente, la théorie des cordes devait
contenir non seulement des cordes, mais aussi des surfaces de dimension supérieures qui se
déplacent sur un fond spatial. Ces surfaces sont aussi des objets dynamiques appelés « p-

branes ». Ces branes jouent un role particulier dans la description des cordes : elles constituent
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les endroits ot les cordes ouvertes peuvent se terminer. Normalement, les extrémités des cordes
ouvertes se déplacent librement dans I’espace, mais parfois elles peuvent étre contraintes de vivre
a la surface d’une brane parce que les branes portent des charges électriques et magnétiques
(15, 16, 17, 18].

La paraquantification, en tant que généralisation de la quantification, a été introduite par
Green [19]. En effet, en 1950, Wigner [20] a démontré que, pour satisfaire la dualité onde-
particule, ce qui est une conséquence directe des équations du mouvement de Heisenberg,
I’ensemble des relations de commutation canoniques bilinéaires habituelles est une solution
particuliere. Basée sur des relations de commutations trilinéaires, la paraquantification consiste
en une généralisation de 'algebre des opérateurs de création-annihilation pour les bosons et les
fermions. On notera aussi que la paraquantification est caractérisée par un paramétre ), ’ordre
de la paraquantification, tel que @) = 1 correspond a la quantification ordinaire [21]. Le but de
ce travail est d’étudier ’extension paraquantique d’une corde fermionique dans les modeles de
Ramond et Neuveu -Schwarz en présence de D branes.

Depuis 1974, un certain nombre de nouveaux modeles duaux sont étudiés par I'utilisation
des opérateurs qui satisfont les relations de commutation parastatistiques. Les opérateurs L, G
pour l'algebre de Virasoro hors des parachamps généraux sont construits et la fermeture de
lalgebre L, G est vérifiée [22]. Une autre étude d’une théorie des cordes paraquantique a été
faite par F. Ardalan et F. Mansouri [23]. Cette étude est basée sur la maniére particuliére avec
laquelle les variables du centre de masse de la corde sont traitées. En effet, ces auteurs imposent
aux coordonnées du centre de masse et aux opérateurs de quantité d’énergie totale de la corde
xt, p* de satisfaire les relations de commutation ordinaires. Ceci est accompli par le choix d’une
direction spécifique dans le paraespace des composantes de Green, caractérisée par I'anzatz
zHB) = xHdp et pHB) = pHdp1, ou 28 (respectivement p*(?)) sont les composantes de Green
de z# (respectivement p*) ( voir ci-dessous). Cela nécessite des relations de paracommutation
relatives entre les coordonnées du centre de masse et les modes d’excitation de la corde qui sont
exclusivement des relations de commutation bilinéaires anormales en termes de composantes
de Green. Du fait de la séparation de § = 1 et 3 # 1 dans ’anzatz précédent, ces relations de
commutation bilinéaires ne peuvent pas étre réécrites sous forme de relations de commutation

trilinéaires qui sont a la base de la paraquantification. La parquantification de ’action classique
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de la corde relativiste sans masse est étudiée et la théorie résultante est invariante de Poincaré
dans un espace-temps & quatre dimensions s’ils utilisent des relations de commutation de para-
Bose d’ordre 12. Plus généralement, ils trouvent que si la dimension D de 'espace-temps et

I'ordre () des parabosons sont liés par lexpression D = 2 + 2 alors la théorie quantifiée

0’
est invariante de Poincaré. Ils construisent aussi un modéle de paracorde fermionique qui est
I’analogue du modéle de Ramond-Neveu-Schwarz et trouvent qu’il est invariant de Poincaré pour
les dimensions D si D = 2 + %. Une autre méthode alternative pour obtenir les dimensions
critiques de ces théories est la régularisation des fluctuations du point zéro dans les théories
des paracordes [24]. On peut & nouveau construire de nouvelles théories des cordes possibles
(supercordes fractionnaires) basées sur des symeétries locales du world-sheet correspondant a des
extensions de I’algébre de Virasoro par des courants de spin fractionnaires [25], elles ont quatre
et six dimensions critiques de l'espace-temps. Les paracordes hétérotiques libres sont aussi
étudiés [26] ,il est montré que pour D = 4, Q = 4, la cohérence de la théorie des paracordes
hétérotiques peut étre obtenue pour un réseau des racines de SO(8) qui est entier, impair, et
semi-dual.

A la différence des travaux de Ardalan et de Mansouri [23], une deuxiéme approche de la
théorie des cordes paraquantiques est proposée [27, 28], ou la paraquantification est faite en
exigeant que les variables du centre de masse et les modes d’excitation de la corde vérifient
les relations de commutation paraquantiques. En effet, dans cette étude, paraquantifier cette
théorie consiste a réinterpréter les variables classiques des cordes bosoniques et fermioniques
XH(r,0),P"(1,0"), et ” (1,0") en tant qu’opérateurs satisfaisant les relations de commutation
trilinéaires (7 est un parameétre d’évolution, alors que le parameétre o dénombre les points de la
corde). Rappelons que 'origine des dimensions critiques D = 26 pour les cordes bosoniques et
D = 10 pour les cordes fermioniques peut étre attribuée a I’exigence de la compatibilité entre la
mécanique quantique et I'invariance de Lorentz. Dans ces deux approches, les théories parabo-
soniques (resp. parafermioniques) résultantes sont respectivement invariantes de Poincaré si la
dimension D de I’espace-temps et 'ordre () de la paraquantification sont liés par les expressions
D=2+ % (resp. D = 2 + %) On peut alors obtenir un certain nombre d’autres dimensions
critiques pour les quelles les théories des cordes sont consistantes. Plusieurs travaux sont étu-

diés dans le cadre de la seconde approche [29, 30]. Une autre version de parabose-parafermi des
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cordes hétérotiques est étudiée [29], en imposant I'invariance modulaire de amplitude d’une
boucle, les auteurs trouvent une autre possibilité des cordes hétérotiques basées sur le groupe
E8. Dans ce cas, une analyse cohérente du spectre par rapport a la fonction de partition est ef-
fectuée, et 'algebre des générateurs SUSY qui correspond a l’algébre de la mécanique quantique
SUSY est construite. De nouvelles dimensions critiques et de noncommutativités déformées sont
obtenues pour une théorie parabosonique de la membrane & basse énergie [31], et une étude
détaillée de la théorie d’une corde paraquantique dans un espace-temps noncommutatif est
accomplie [32].

Le manuscrit de cette thése est organisé en cinq parties :

e Le premier chapitre est une initiation a la théorie des cordes, en mettant ’accent sur
ce qui sera nécessaire dans la suite pour présenter nos travaux. Donc, on commence par la
théorie des cordes bosoniques qui décrit seulement des bosons, ensuite on passe a la théorie
des cordes fermioniques ot on définit deux secteurs correspondant & cette théorie : le secteur
fermionique de Ramond et le secteur bosonique de Neveu-Schwarz. On termine le chapitre par
une introduction au formalisme paraquantique.

e Dans le deuxiéme et le troisiéme chapitre, on s’intéressera a 1’étude d’une corde parafer-
mionique ouverte entre deux Dp-branes paralleéles dans les deux modeéles : Ramond et Neveu-
Schwarz. Pour fixer les notations, nous rappellerons quelques caractéristiques de base sur les
différentes conditions aux limites pour la configuration étudiée dans les deux modeéles. Deux
types de coordonnées sont présents que nous dénotons NN et DD. Ensuite, nous construirons
une extension de ce modeéle dans le formalisme paraquantique. En appliquant la représenta-
tion de Green pour les différentes variables dynamiques (opérateurs), nous determinerons les
relations de commutation trilinéaires entre les variables de la corde dans la jauge transverse et
dériverons celles en termes de modes. Puis, on calculera 'opérateur de masse et on étudiera le
spectre et sa dégénérescence qui sera confrontée au développement de la fonction de partition.
Enfin, on développera en plus le calcul de 'algébre de Virasoro qui va s’avérer triviale.

e Dans le quatriéme chapitre, on montrera que seul le cas quantique ordinaire permettra
la construction d’une théorie des cordes ouvertes (de Ramond et Neveu-Schwarz) entre deux

Dp-branes paralléles, supersymétriques dans ’espace-temps apres ’application de la projection

GSO.
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e Enfin, le cinquiéme chapitre (objet principal de la thése) est consacré a I’étude d’une
corde parafermionique ouverte entre deux Dp-, Dg-branes paralléles. En plus de coordonnées
de type NN et DD, un autre type de coordonnées est présent dites mixtes qu’on note N D
ou DN. La particularité des coordonnées ND et DN par rapport aux coordonnées NN et
DD est le fait que les modes demi-entiers dans le secteur de Neveu-Schwarz (NS) sont devenus
entiers dans le modeéle de Ramond et inversement pour le secteur de Ramond (R). Pour plus de
détails, on peut voir cette liste de références (33, 34, 35|. Ensuite, nous dériverons les relations
de commutation trilinéaires en termes de modes dans la jauge transverse. Puis, et pour chaque
secteur Ramond et Neveu Schwarz, nous calculerons les opérateurs de masse modifiés, et comme
résultat, I’énergie du point zéro est toujours nulle pour le cas Ramond et dépend des dimensions
p, q des branes et de 'ordre de la paraquantification () dans le cas de NS. Le spectre des états
physiques est construit et les dégénérescences de masse sont calculées pour chaque niveau
de masse. La vérification de la cohérence de ces modeéles nécessite le calcul des fonctions de
partition et leur confrontation avec les résultats des dégénérescences. I’accord parfait entre les
deux résultats confirme la cohérence des modeéles paraquantiques développés. Enfin, nous nous
assurerons de cette consistance par la fermeture de la superalgébre de Virasoro. On terminera

par une conclusion et trois annexes.



Chapitre 1

Initiation a la théorie des cordes

1.1 Théorie des cordes bosoniques

La théorie des cordes considére les objets fondamentaux de la physique classique non plus
comme des particules ponctuelles (de dimension 0) mais plutot comme des objets de dimension
1, dotés d’une longueur tres petite. Les différentes particules élémentaires que nous connaissons
apparaitraient alors comme différents modes de vibration de la corde. Le but essentiel de la
théorie des cordes est alors la construction d’une mécanique quantique relativiste des objets
étendus ayant une structure interne de dimension 1. Pour mieux illustrer I’idée, il est intéressant
de rappeler tout d’abord ’action classique d’une particule libre ponctuelle relativiste X*(7),

de masse m dans 1’espace-temps plat :

s oo [ o[- (5) ()]

(7 est le parameétre qui nous donne la position de cette particule dans 1’espace-temps). Cette

action est prise proportionnelle & la longueur de la "ligne-d’univers" de la particule entre la
position initiale et finale. Nous prenons comme convention n® = —n = —l et n =0sii # j

(n est la métrique de 'espace-temps de Minkowski) [36].

1.1.1 Approche de Nambu

Comme pour la particule ponctuelle, les cordes sont des objets & une dimension, elles en-

gendrent une "surface-d’univers" par analogie avec la "ligne-d’univers", cette surface d’univers
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peut étre parameétrisée par deux paramétre (7,0). 7 est le parametre d’évolution et o est un
paramétre qui dénombre les points de la corde (o € [0,7]). Si nous voulons que la corde ne
se propage pas plus vite que la lumiére, nous devons considérer en chaque point de la surface-
d’univers, 'existence de vecteur tangent du genre temps et espace :
v
Mo (diiu + Ad(‘;iu) (dgiy + Adc‘;i_ > <0. (1.2)

(c-a-d, cette expression prend des valeurs aussi bien négatives que positives quand A change ).

La condition nécessaire et suffisante de ceci est :

[(XX’)2 - <X2X’2>} >0, (1.3)

ol nous avons défini :

ax#

XH — o (1.4)
et
dX*
X' = e (1.5)

X*"(1,0) étant la variable coordonnée qui décrit ’évolution de la corde dans I’espace-temps
(u=0,..,D —1). D est la dimension de I’espace-temps.
Comme pour les particules ponctuelles, Nambu suggeére que I’action d’une corde relativiste

libre est proportionnelle a la surface engendrée par la configuration initiale X* (o, 7;) et finale

X*(o,7¢) de la corde :

dT

" do { XX’ (XQX’Q)] : , (1.6)

T 2nd
ou o' a la dimension d’une [longueur 2 et correspond a la pente de la trajectoire de Regge
(pour la corde ouverte) [36]. Cette action est appelée 'action de Nambu-Goto, elle décrit seule-

ment des degrés de liberté bosonique d’ou 'appellation : théorie de la corde bosonique.

1.1.2 Corde ouverte
Equations du mouvement de la corde bosonique ouverte

On rappelle que 'action de la corde bosonique est donnée par :

Tf ™
S:/ dT/ doL, (1.7)
T 0
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ou

[— [(XX’)z - (XQXQ)] é, (1.8)

21
a partir d’'une variation S (principe de moindre action 65 = 0) correspondant & une petite
variation X* — X* +0X#" avec 0X*(o,7;) = 0X"(0,7f) et 0X" (0 = 0,7) arbitraire, les

équations du mouvement sont données par [10] :

0 OL 0 0L
oroxn T acoxm (19)
avec les conditions aux bords :
oL oL
OX 1 (0=0,7)= axm (o =m,7)=0. (1.10)

On définit : ] 5 -
Sy () e

qui est le moment conjugué de X* (o, 7) décrivant la dynamique du systéme et vérifiant les

crochets de Poisson canoniques :

{XF(o,7),X"(c',7)} = {P*(o,7),P"(c',7)} =0, (1.12)
{X"(o,7),P"(c/,7)} = —g¢g"™d(c—0), (1.13)

X*(o,7) et P* (o, 7) sont considérés comme variables dynamiques indépendantes.
et

M (o) = —2L 1 () % (%) % | (1.14)

8)?“ _27ro/\/<XX,>2 - <X>2(X/)2

L’invariance de l’action sous les transformations de Lorentz avec les relations (1.9) et (1.10)

conduit aux moments énergie et angulaire de la corde. En particulier, on peut monter qu’il y
a conservation locale de 1’écoulement du moment énergie et du moment angulaire & I'intérieur
de la corde qui sont définis par :

Pt (1) = [ doP* (o, 7) moment énergie total de la corde.

M (1) = [ do (P*X” —P"X*") moment angulaire total de la corde.
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La symétrie de reparamétrisation de l'action se traduit par l'existence d’équations de

contraintes entre P* (o, 7) et X* (o, 7) données par les identités :

P2+47 =0
PEX, =0

(1.15)

Maintenant, les équations de mouvement (1.9) sont non linéaires, un choix particulier d’une

jauge orthogonale permet de les ramener aux équations de Dalembert suivantes :
X, (0,7) — X, (0,7) =0, (1.16)
et les relations (1.15) se raménent aux équations :

X2+ X2 =0
) (1.17)
XX' =0
qui décrivent un systéme de coordonnées orthonormées sur le world-sheet. Donc, les équations

(1.11) et (1.14) deviennent :

1 .
Pilo,T) = 5 X" (1.18)
1
H'u (O',T) = —%X/'u. (119)

Dans le cas de la corde ouverte, ou la coordonnée o varie entre 0 et 7, les champs X* (o, 7)
satisfont des conditions aux bords. On distingue deux types d’extrémités pour les cordes ou-
vertes [36] :

1- Celles qui obéissent a la condition aux limites de Neumann lorsque les deux extrémités

de la corde sont libres

O Xt (1,0 =0,m) =0. (1.20)

2- Celles qui restent fixes dans un hyperplan répondent & la condition aux limites de

Dirichlet quand les deux extrémités d’une corde en mouvement sont fixées
X*(r,0=0,m)=0. (1.21)

Notons ici que la condition de Neumann respecte I'invariance de Poincaré et donc la conservation

du vecteur énergie-impulsion. La solution générale de cette équation est donnée par :

X" (o,7) = 2"+ 2 't + \/_Z \/_ {ak (0) exp (—wnT) — a2 (0) exp (2n7)} cosno, (1.22)
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ou 2’ est une constante arbitraire avec une dimension de longueur. z* et p* sont deux
constantes d’intégration qui correspondent a la coordonnée du centre de masse et a 'impulsion
totale de la corde respectivement, a! représentent les modes de vibration de la corde. Si on

définit :

@ o= atO)exp(—mr) a" = ak (0)exp (ir),
ab = 2a'ph,
al = V2nd'al : at, =ab” n =0, (1.23)

on peut écrire ’équation (1.22) sous la forme :

=1
X" (o,7) = zf + V2 ayT +iV20/ Z —at exp (—wnT) cosno. (1.24)
n
n=1
Les générateurs de Virasoro sont donnés par :
1 ™ X'U“ 2
L, = §7ro/ /Tr doexpwn (T + o) <732 + %)
1 X
= 4_@1 Z Oy O,
= 0. (1.25)

Le Hamiltonien de la corde ouverte est donné par [7]
H = / do (PX" - L)
0
T . 1 )
— o / - 2
/0 do <73MX — (@raP)* - x ))

™ 1o X/2
= 7r/0 do (0477 +47T20/)' (1.26)

Le cas particulier H = Ly et la condition Ly = 0 permet d’écrire la masse de la corde suivant

I’équation :
1 <
M? = —p* = = Zan_mozm, (1.27)
n=1

qui est I’équivalent relativiste de I'expression de 1’énergie d’une corde de violon en vibration.

Le moment angulaire peut s’écrire :

[e.e]

MW = ghp” — 2¥pt — ZZ% (o, ar — ¥ ak). (1.28)

nn T B _ntn

n=1
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1.1.3 Quantification

Quand X* (o, 7) et P* (o, 7) sont traités comme indépendants, les contraintes de Virasoro
sont incompatibles avec les crochets de Poisson et par suite, la quantification canonique n’est
plus directe, ce qui nous conduit & utiliser deux méthodes de quantification [7] :

La quantification covariante :

Cette méthode traite les coordonnées et les moments conjugués comme indépendantes et
les contraintes (conditions de Virasoro) seront considérées comme des conditions initiales sur
les fonctions d’onde.

La quantification dans la jauge transverse :

Avant de quantifier le systéme on résout les équations des contraintes dans le cadre d’un
choix spécifique d’une paramétrisation o et 7, ceci nous conduira & ne garder que les variables

dynamiques effectivement indépendantes.

Jauge covariante
Rappelons que X* (o, 7) est la coordonnée de la corde dans 'espace-temps et P* (o, T) est

le moment associé a la corde.

Relations de commutations : On postule les relations de commutation suivantes :

(X" (o,7),P"(o/,7)] = "o (c—0'), (1.29)

[ X*(o,7), X" (o', 7)] = [P*(o,7),P"(c',7)] =0, (1.30)

en termes des variables dynamiques z*, p* et o, elles deviennent :

[z, p"] = ", (1.31)
[ah, am] = nbmanon™, (1.32)

ou z et p” sont les variables du centre de masse et les «,, peuvent étre percus (analogie au
cas quantique de oscillateur harmonique) comme des opérateurs de création ou d’annihilation
pour les n négatifs ou positifs respectivement.

Maintenant, il est fondamental de noter que ’espace de Fock généré par I'application sur

I’état fondamental des af* n’est pas défini positif, car les composantes temporelles des a” ont
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un signe moins ; inhabituel dans leur relation de commutation :

[ah,al’] = -1, (1.33)

n-’'n
et de ce fait, un état de la forme a/° |0) a une norme négative. Il faut donc veiller & éliminer ces
états dit de ghost (a faire par la suite).
On peut maintenant faire correspondre aux générateurs de Virasoro classique les opérateurs

l, = Z e C TG TR (1.34)

m=—0Q0

La définition de I'opérateur [y pose un probléme d’ambiguité d’ordre, une constante arbitraire
quelconque pourrait alors étre ajoutée pour éliminer ce probléme : [y — lp — a (0)

Le Hamiltonien devient :

H=a'p* + ia_nan — M. (1.35)
n=1 o
Contrairement a ce qui précéde, le moment angulaire reste le méme :
oo
MM = ghp? — gVph — Z % (o, al —a” ak). (1.36)
n=1

La condition d’annulation de [y qui donnait classiquement la condition sur la masse m de la

corde s’écrit :
(lo — a(0))|0), (1.37)

et les états physiques | V) o, Satisfont les contraintes suivantes :
b |¥),, =0, n>0, (1.38)
(lo — @ (0)) [¥),, = 0. (1.39)

A cause de la métrique n*¥ qui n’est pas définie positive, on ne peut pas affirmer qu’il n’ y
a pas de ghosts parmi ces états physiques. Le <no-ghost-theorem>> permet de construire un
ensemble d’opérateurs dit <transverses>> vérifiant certaines propriétés fondamentales qui as-
surent que les opérateurs transverses transforment un état physique en d’autre états physiques et
en particulier, quand on les applique au vide |0) ils décrient un sous espace F' des états physiques
avec une norme définie positive. La théorie est alors libre de ghosts ssi (a (0) < 1, D < 25) ou
(w(0) =1, D=26), D étant la dimension d’espace-temps. Cette derniére est justement la

condition qu’il faut pour une théorie de cordes bosoniques cohérente.
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Algébre de Virasoro : L’algebre de Virasoro fournit un cadre extrémement puissant pour
unifier les concepts de la symétrie et de la localité.

D’une part, ’algébre de Virasoro est appropriée dans n’importe quelle théorie dans un
espace a deux dimensions qui posséde une invariance conforme.

D’autre part, la solution des équations du mouvement d’une corde bosonique ouverte méne
a l'apparition de quelques contraintes qui sont exprimées en termes d’un ensemble infini de
conditions initiales.

Rappelons que les opérateurs de Virasoro sont définis par :

1
I, = 520&_1,0@7“, (1.40)
pEz

I’algebre de Virasoro prend alors la forme suivante :

L (n* = 1) bngmpo- (1.41)

lnvlm: - lnm
L] = (0= ) by +

La jauge transverse

Ici par contre, on résout d’abord les équations de contraintes (1.15), en faisant un choix
spécifique pour la paramétrisation 7 et o ce qui nous conduit aux variables dynamiques ef-
fectivement indépendantes X* (7,0),P7 (1,0"),25,p". C’est la jauge transverse, et dans cette
jauge, au lieu de considérer les directions x°, !, ..., 2”1, on utilise les directions 2%, z~et 2° du

cone de lumieére ou i = 2,..., D — 2 et

l’+:

(2 + '), (1.42)

€T —_=

(2° =2, (1.43)

d’ou 'appellation : jauge du cone de lumiére.

Relations de commutations : On postule les relations de commutations suivantes :
(X (r,0), P (1,0")] = in?6(c—0'), (1.44)
(X' (r,0), X7 (1,0")] = [P'(r,0),P'(r,0")] =0, (1.45)

et
[2.0"] = . (1.46)
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les autres commutateurs sont nuls :

[z0.0"] = 0, (1.47)
[956: X' (r, J)] = [l‘a, P (7, U)} =0, (1.48)
p", X (r, o)] = [p*, P (T, o)) =0. (1.49)

Dans cette jauge, I’expression :
. . . 1 .
X' (1,0) = x5+ V2T + iV 20/2—04; cosno exp (—inT), (1.50)
n;ﬁOn
reste inchangée par rapport a celle de I'équation (1.22).

A partir de (1.44), (1.45) et (1.18) on peut construire les autres relations de commutations :

[XZ (r,0), X (T,a')} = 2rain¥§ (0 — o), (1.51)
X' (7,0), X7 (1,0)] = = [X'(r,0), X0 (r,0)] =0, (152)
[X'i (r,0), X <T,o—’)} - 2m'mij%5(a—a'), (1.53)
(X" (r,0), X (r,0)] = |X'(r,0), X (r,0)] =0, (1.54)
[(Xiix’i> (r a),(inX’J) (T,a’)} - j:47ro/2'77ij%5(0—0’). (1.55)

Opérateur de masse : L’opérateur de masse est défini par :
M? =2p*p™ —p'p, (1.56)

ou p~ est le conjugué canonique dans la direction z* et p* est le conjugué canonique dans la

direction x~. Ces derniers sont reliés par le générateur [y a travers la relation :
1 4

lopérateur [y peut étre décomposé sous la forme suivante :

lo = %Zofpoz;

pez

1 .. =, . (D=2
= 5046046—1—20/ o/—( ) (1.58)
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Dong, la substitution de (1.58) dans (1.56) nous conduit a la formule de 'opérateur de masse
que nous écrivons en termes d’opérateurs de créations et annihilations :
1| (D-2) <X .,
2
p=1
Algébre de Poincaré : Tous les commutateurs de ’algebre sont vérifiés a ’exception de
[M*~, M7~] qui donne le résultat suivant :
+oo

M ] = _(pi)2 S (ol o, — o a) {n (1 - %) . (a _ %)} . (160)

n=1

Pour rétablir la covariance de Poincaré, ce commutateur doit s’annuler ce qui implique :

D = 26

a =1 (1.61)

1.2 Théorie des cordes fermioniques

La théorie des cordes bosoniques présente de nombreuses insuffisances en plus de sa dimen-
sion 26 de 'espace temps. L’existence du tachyon montre qu’elle n’est pas définie au voisinage
de son vide stable qui induit une instabilité dans la théorie.

En outre, la théorie des cordes bosonique ne contient que des excitations bosoniques. Dans
I’espoir d’obtenir une théorie qui puisse décrire notre univers, nous devons construire une théorie
de cordes qui posséde également des excitations fermioniques. La théorie obtenue est appelée :
théorie des cordes fermioniques.

Tandis que les champs bosoniques, représentant les coordonnées physiques de la corde,
doivent étre définis globalement sur la surface d’univers, les champs fermioniques (spineurs)
peuvent étre soit périodiques (¢ (o +27) = +¢¥ (o)) soit antipériodiques (" (o + 27) =
—" (o)) le long de la corde, définissant respectivement les secteurs de Ramond (Secteur fer-

mionique) et de Neveu-Schwarz (Secteur bosonique) [36, 37, 3§]
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1.2.1 Cordes fermioniques classiques
Action supersymétrique

L’action supersymétrique s’écrit :

S = % / dodr [8,1X“8“XM — ity a%} , (1.62)

n
" est un spineur de Majorana a 2 dimension sur le world sheet ¢! = (:ﬁ:{) ou on note +
et — les indices de chiralité et les matrices v* sont les matrices de Dirac a deux dimensions

définies par :

Y = ;= : (1.63)
Ces matrices fournissent une représentation de ’algebre de Clifford & deux dimensions :

') = -2 (1.64)

L’action (1.62) est invariante sous les transformations supersymétriques (sur le world-sheet)

suivantes, écrites sous forme infinitésimale :

SXM = Et, (1.65)
S = —in"9, X e, (1.66)

ces transformations sont appelées transformations supersymétriques, car elles mixent les coor-
données bosoniques et fermioniques. € est un spineur de Majorana constant.

Les équations de mouvement déduites de l'action (1.62) s’écrivent :

9,0°X" = 0, (1.67)

IOt = 0, (1.68)

la premiére relation représente 1’équation de Klein-Gordon bidimensionnelle et la deuxiéme

représente 1’équation de Dirac bidimensionnelle.
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L’équation (1.68) peut se découpler en deux équations pour les composantes ¢_ et ¢, a

Savoir :

oy = <2+ g) v_ =0,

do Ot
g 0

On peut remarquer que ¢, et 1)_ sont des états propres de I’opérateur de chiralité bidimension-
nel 7°v!, avec pour valeurs propres respectivement —1 et +1, c’est a dire de chiralité négative

et positive. Donc, 'action définie plus haut s’écrit comme :

S = % dodr [0, X0~ X +i ((v_0sv_ +¢,0_v.))]. (1.70)

La variation de la partie bosonique est obtenue précédemment. Maintenant la variation de

la partie fermionique donne deux équations du mouvement :
o_v, =0, 0p_=0, (1.71)

ou ¢, sont les deux composantes du spineur ).

Conditions aux bords et équations du mouvement

Les conditions aux bords se réécrivent de la facon suivante :

[w,aw, - %5%]323 =0, (1.72)

le choix 9 (7,0) = 1_(7,0) au point o = 0 conduit aux possibilités de deux secteurs définis

comme suit :

Yo (r,m) = +Y_(1,7) secteur de Ramond (1.73)

Yo (r,m) = —¢_(1,7) secteur de Neveu-Shwarz (1.74)

Ces conditions conduisent & des états fermioniques pour le secteur de Ramond et des états
bosoniques pour le secteur de Neveu-Shwarz.
Les solutions des équations (1.73) et (1.74) se développent en modes, comme dans le cas

bosonique. Pour le secteur de Ramond, on trouve :
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1 < :
Y= 5 Do dhe O avee dif =,

n=—oo

et pour le secteur de Neveu-Shwarz :

1 )
W= o D e e T =,

r€z+%

L’indice n est toujours entier et I'indice r demi-entier.

Générateurs de Virasoro

Les générateurs de la superalgébre de Virasoro s’écrivent comme :

™

1 . |
Lu=73 / do (€™ Ty +e T ) =0,
0

pour les coordonnées bosoniques et

F, = ? / do (e Jy+e ™ J)=0 (R)
0

G, = g / do (e"Jy+e " J_) =0 (N-S)
0

(1.75)

(1.76)

(1.77)

(1.78)

(1.79)

pour les coordonnées fermioniques ou 7', . et T _ représentent le tenseur energie-impulsion et

Jy et J_ représentent le supercourant de Noether tel que :

1
T++ — a_,_X“a_,_Xu + §¢i0+¢+# - O,
1
T = 0-X'0_X,+ 50t 0y , =0,
Jo o= "0, X, =0,
Jo = Lo X, =0.

(1.80)
(1.81)
(1.82)
(1.83)
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1.2.2 Quantification
Secteur de Ramond

La quantification de coordonnées X* et 1" se traduit par les relations de commutations et

d’anticommutations suivantes :

[X“(T,J),X”(T,a') — 2rdin™ (o — o), (1.84)
" (r,0) 4" (1,0")], = 2ma'n™s (0 —0'), (1.85)
ol 'on en déduit
lan,an] = 0" 05 4m0, (1.86)
[dh dy], = 7"0nimo- (1.87)

Les générateurs de la superalgebre de Virasoro sont :

1 1

L, = iz {ag_p%# + (p+ §n)d¢;_pdp,u}, (1.88)
pEZ
F, = ) oh dy,. (1.89)
pEZ
Le Hamiltonien s’écrit : . N

Hp=dp* + Z a_pCy + Zpd_pdp. (1.90)

n=1 p=1

Les états physiques sont définis par :

(Lo —a) ) = 0,

F ) =0,
Folv)y = 0. (1.91)

La superalgebre de Virasoro est donnée par :
D 4
Ly, L) = (n—m) Ly + 3" Ontm.0s (1.92)
1

(L, F] = <§n — m) Frgm, (1.93)

1
[Fn, Bl = 2Ln+m+§Dn25n+mo. (1.94)
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Remarquons qu’a partir de 'équation (1.94), on peut montrer que £ = Ly . On déduit alors

que la constante d’anomalie a = 0.

Secteur de Neveu-Schwarz

De méme, les relations de commutation et d’anticommutation sont respectivement données

par :
[Oéﬁ, O‘ZJ = nnﬂy(sn—&-m,m (195)
[bfﬂL’ b;j]+ = nuyérJrs,Oa (196)

et les générateurs de la superalgebre de Virasoro sont :

1 1 1
Ln - §Zaﬁ—l7’ Qp,pu + 5 Z (T + én) bZ—m bT,lM (197)

pEz rez+1

G, = Y ah by, (1.98)

rEer%
ol la sommation sur r porte uniquement sur les entiers impairs, ce qui implique des indices
demi entiers qui se raméne a ’absence des modes by.

Le Hamiltonien s’écrit :
+o0 +oo
H=aop"+> a_non+ Y 1b,b, . (1.99)
n=1 r=1
2

Les états physiques sont définis par :

L,y = 0 n>0, (1.100)
(Lo—a)ly) = 0 a>0, (1.101)
G lv) = 0 r>0. (1.102)

ol a est une constante d’anomalie & déterminer.

La superalgébre de Virasoro s’écrit comme suit :

D
[Ln, L] = (n—m)Ly_p + 3 (n® = n) Gntmo, (1.103)
1

[L.,G,] = <§n - r) G (1.104)

1 1
[GT, GSLr = 2L7»+S + §D <7"2 — ZI) (5T+5’0. (1105)
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1.2.3 Dimension critique

L’expression du commutateur [M*~, M’~] est donnée par

(M=, M) = ” Z al ol — ol al) {n (%) + % (2a - ?)} . (1.106)

Pour satisfaire 'invariance de Lorentz, ce commutateur doit étre nul, ce qui donne la

dimension de I'espace-temps D = 10 et les valeurs de ’anomalie a (a est nul dans le secteur de
Ramond et prend le valeur % dans le secteur de Neveu-Schwarz).
En fonction des modes transverses, ’opérateur de masse dans les deux secteurs Ramond et

Neveu-Schwarz est donné par :

1 — . o
My = =Y (alial +ndfd 1.1
R a ot an +n n n)7 ( 07)
1
M. - L ti i blib: — 1.1
NS - E alar + E r , (1.108)

ce qui implique la présence du tachyon dans le modeéle de Neveu-Schwarz.

1.3 Formalisme paraquantique

1.3.1 Introduction

Les aspects corpusculaire et ondulatoire de la lumiére sont inséparables. La lumiere se
comporte a la fois comme une onde et comme un flux des particules. De méme, a une particule
matérielle libre d’énergie w et de quantité de mouvement p on devait associer une onde plane
de fréquence v et de longueur d’onde \. Ces deux aspects sont bien déterminés par :

La condition de fréquence de Bohr :
w=hv = El - EQ, (1109)

et la relation de De Broglie :

A=—. (1.110)
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En théorie relativiste, ces deux derniéres relations sont une conséquence directe des équa-
tions du mouvement de Heisenberg :

9 AR, =03 (1.111)
oqu

ol A est une observable arbitraire et P, le quadrivecteur énergie-impulsion ou (P, P, Ps, Ps) =
(H, Py, Py, P.) et (qo, 01,42, G3) = (¢, Gy 4y, G2) -

En mécanique classique, un systéme de particules est décrit au moyen de quantités telles
que la position ¢ et 'impulsion 7’ de chaque particule. On peut alors écrire le Hamiltonien en
fonction des coordonnées ¢; et leurs conjugués p; avec (i = 1,d ; d =DDL).

La description quantique du méme systéme peut étre construite en remplacant les quantités
classiques par des opérateurs qui agissent dans un espace des états approprié (espace de Hilbert).

Il existe des contraintes sur les opérateurs ¢; et p; :

i, p;] = 1hd;

(1.112)

Le point essentiel de la MQ est I’équation de Heisenberg, mais les équations de commu-
tations (1.112) ne sont pas uniques [20], ceci conduit & une généralisation de la M.Q qu’on

appellera paraquantification (P.Q).

1.3.2 Paraquantification

On peut mettre en évidence cette généralisation a travers I’étude de l'oscillateur harmo-

nique. Le Hamiltonien d’un oscillateur harmonique s’écrit sous la forme :

H=-(p"+¢). (1.113)

N —

Les équations du mouvement sont données par :

? R (1.114)
P =—q
Le principe de correspondance avec 1’équation de Heisenberg nous donnent :

g = [q,H] =1, (1.115)

w = [p,H| = —u, (1.116)
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mais avec la restriction [g, p] = ¢, on montre que cette condition n’est pas unique. Pour cela, on

utilisera les opérateurs définis par :

a = %(q—f—ip), (1.117)
= % (q —ip). (1.118)
Pour l'oscillateur bosonique :
H = % (P +4%) = % (a'a+ad’) = N, (1.119)
[a,N] = a, [a',N]=—d. (1.120)

Le spectre de N est défini comme suit :

N |n) = N, |n)
(1.121)
(n|n) = G
et
N, = Ny +n avec Ny >0, neN. (1.122)
Nous savons que :
(
aln) =/njn—1)
alln) =vn+1|n+1
) | ) (1.123)
(nla=+vn+1(n+1]|
\ (nla’ = /n{n—1|
D’apres les équations (1.119), (1.121), (1.122) et (1.123) on montre facilement que :
1 2 2
Ng +n= § (|an_17n| + |an,n+1| ) s (1124)
avec :
A = (nlaln’). (1.125)
On peut alors résoudre cette équation par récurrence sur n pour obtenir :
1
2Ny +n)? n pair
i = @y = (2No + 1) Pt (1.126)

(14 n)% n impair
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on arrive alors au résultat :

(] [a,a'] ') = " {(nla|n") (n"|a' ') = (n]a’ |n") (0" aln’) }

n//

5nn’ (’an,n+1‘2 - |@L7n_1’2> . (1127)
Ce qui est équivalent a écrire :

2N, n pair
(] [a,a] 0y = G 4 P (1.128)
2(1 — Ny) n impair

Nous définissons 'ordre de la paraquantification de telle sorte que Ny = % ol () est I'ordre de
la PQ.

Remarquons que seule la valeur () = 1 nous conduit a la relation de commutation ordi-
naire [a, aq = 1 qui représente le cas d’un oscillateur harmonique (bosonique) dans le cadre

quantique.

Pour @) = 2 c-a-d Ny = 1 nous aurons une relation du type :
aaa’ — a'aa = 2a. (1.129)
De méme, le Hamiltonien d’un oscillateur fermionique est défini par :
L oin — bt
H:§(bb—bb)zN, (1.130)

on peut alors montrer que :

N = = (|bp1.0]” = [brps1]?) - (1.131)

N | —

De la méme maniére, on montre que () = 1 conduit aux relations d’anticommutation :
{b,b'y =1, {bb} = {bF,b'} =0, (1.132)

donc 02 = (b1)* = 0.

Pour ) = 2 nous aurons les relations :
bb'h = 2b, bbb' + bbb = 2b, (1.133)

et
B = (')’ =0. (1.134)
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1.3.3 Généralisation au cas de plusieurs oscillateurs

Soit un systéme de plusieurs oscillateurs harmoniques bosoniques ou fermioniques.
Dans le cadre paraquantique, les opérateurs a; et a,t (bosoniques ou fermioniques) vérifient

des relations trilinéaires de telle sorte que [21] :

[ak, al,an ] = 200y, (1.135)
[ak, al,al } = 200l F 200, (1.136)
lag, [a, a0]] = 0. (1.137)

Le signe en haut est associé aux parafermions, celui en bas aux parabosons.

Le vide est défini par :

010y = 1, (1.138)
a0y = 0 Vk, (1.139)

avec la condition qui fixe I'ordre de la paraquantification :

Ces relations dépendent du vide, mais on peut trouver des relations qui se suffisent a elles seules
("self-contained").

Le probléme qui se pose est que lorsque l'ordre de la paraquantification augmente les
relations se compliquent. L’une des solutions & ce probléme est d’utiliser la décomposition de

Green [4], qui est définie comme suit :
Q
ar="> a | al = Z al™t, (1.141)

ol a,(f) est la composante de Green qui agit dans le para-espace de Green.

les relations (1.135), (1.136) et (1.137) deviennent bilinéaires (mais du type anormal) :

_a;(f)7 ’(Q)T_i — 5 (1.142)
a,(f‘),al(“)'i ~ 0, (1.143)
_al(:z)jal(ﬁﬁ_$ _ [a;(f)vaz(ﬂ)L—O (a # B). (1.144)
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Le vide [0) vérifie :

a0y =0,  Vk,a.

Donc

ar |0)' =0, vk,

et
aka; |0>, = Q 6kl |O>I .

Ce qui implique que |0)’et |0) sont équivalents.

(1.145)

(1.146)

(1.147)



Chapitre 2

Cordes parafermioniques ouvertes
entre deux Dp-branes paralléles dans le

modéle de Ramond

Les équations du mouvement pour la surface d’univers demandent I’annulation des varia-
tions du terme intégral bidimensionnel et du terme de bord, donnant ainsi a la fois les équations
du mouvement et les conditions aux bords, qui définissent les points de ’espace-temps auxquels
les extrémités des cordes ouvertes sont attachées. L’ensemble de ces points forme une membrane,
dite de Dirichlet, ou D-brane. En se propageant dans la direction temporelle, une D-brane de
dimension p, ou Dp-brane, engendre un volume d’univers, de dimension p + 1.

Dans la Ref [5], Pauteur traite trois types de configurations de cordes bosoniques ouvertes :
une corde sur une Dp-brane, une corde entre deux Dp-branes paralléles et enfin une corde entre
deux Dp-, Dg-branes paralléles.

Il s’agit dans ce chapitre d’étudier ces configurations dans le cadre des cordes parafermio-
niques. Deux types de conditions aux bords sont alors possibles (voir par exemple [35]). On
étudiera le spectre en précisant la dégénérescence. Le calcul de la fonction de partition ainsi que
la fermeture de la superalgebre de Virasoro permettront de vérifier la cohérence des modéles

paraquantiques développés.
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2.1 Conditions aux bords

En présence d’un objet étendu de dimension p+ 1, les coordonnées bosoniques vérifient des
conditions aux bords de type Neumann pour les indices ¢ = 2,...,p et de type Dirichlet pour
les indices a = p+ 1, ...,d.

Dans le cas ou la corde ouverte est entre deux Dp-branes paralleles [5], quatre secteurs
caractérisent la position des extrémités de la corde notés [ij] ot 7,7 = 1,2 (1 pour la premiere
brane et 2 pour la deuxiéme brane).

Les coordonnées de la corde X * =2-+P_ dites tangentielles, vérifient les conditions de Neu-

mann (dites du type NN ) :

0X? 0X?

do (7,0) 0: do (7,0)

=0 i=2,..p (2.1)

La décomposition en modes des coordonnées de type NN s’écrit comme suit :
. . . 1 .
X' (1,0) = x5 + V2T + iV 20/2—04; cosno exp (—inT) . (2.2)
n
n#0

d

Les coordonnées X*=P*1-4 normales satisfont les conditions aux bords de Dirichlet (dites du

type DD ) :

X (r,0)|,_g=21 , X (r,0),_, =75 , a=p+1,...d (2.3)
La décomposition en modes des coordonnées de type DD s’écrit comme suit :

o - 1 . .
X(r,0) =77 + (T3 — 7Y) - + V2« Zﬁaz exp (—int) sinno. (2.4)
n#0

Les constantes T§ et T4 fixent seulement les D-branes (ne participent pas a la fluctuation de la
corde ouverte) et la séparation (T3 — T{) représente la distance entre les deux extrémités o = 0
et o = 7 [5]. Notons que le développement se fait en modes entiers. Remarquons que dans

I'équation (2.4) le moment a disparu et donc les modes zéro (ag = 20/p“) )

Les relations de commutations sont données par :

[Xi (r,0), X7 (r, 0')] = 2105 (0 — '),

[Xa (r,0),X° (7, a’)] = 21d/i6™6 (0 — o), (2.5)
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qui seront équivalentes a :

alad]l =mé
[ m :} +n,0 (26)

[afn,ozn] = m5“b5m+n70 '

Maintenant, les conditions aux bords pour les coordonnées fermioniques sont données par
[35] :
NN wl ‘UZO - d)l |(7:0 ) w:» |U:7r = w’i |cr:7r y
DD . wi ‘O‘ZU = _wci ‘O‘:U ) wi ’o‘=7r = _wi ’0'=7T . (27)

Le champ fermionique dans le secteur de Ramond prend la décomposition en modes entiers

suivante :

NN Yy (o,7) = EZd;e_m(TiU),

1 .
PP wilen) = p) de (28)
ce qui conduit a :
dt :L/ﬁda(qﬂ (r,0)exp (in(7+0)) +9_(7,0)exp (in (1 — 0))) (2.9)
n m/go + 7 - ’ '

ou l'indice I correspond & I =1, a.
Notons que, les modes d} satisfont 1’algébre de Clifford et qu’ils commutent avec tous les

autres oscillateurs :

[dg, di], =n". (2.10)
La relation (2.9) donne :
[dh,d] = 0" bnimo (2.11)

2.2 Le Modéle

Nous nous proposons de construire I'extension paraquantique de la théorie dans la jauge
transverse. Cela signifie que les variables dynamiques X' (1,0), o' (1,0), P! (1,0), 2~ et p*

réinterprétées comme opérateurs satisfont des relations de commutation trilinéaires .
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Pour ce faire, nous commencons avec le cas ordinaire basé sur les relations de (anti)commutation

bilinéaires :

(X' (1,0), P/ (r,0")] = i6"6(c—0"),
W (r,0), 0 (r,0")], = §"5(0—0"),

[z7,p%] = i, (2.12)

et tous les autres commutateurs sont nuls.
Nous introduisons la décomposition de Green sur les opérateurs X' (7,0), ¥ (,0),

Pl(r,0), 2~ et p* définie par :
Q

Xl(ro) = X (r0); Pl(r0) =3 P (r0),
a=1

Q Q Q
Ui(r,o) = > 0 (r0); a7 =) a7 @;pt=> pt®), (2.13)
a=1 a=1

a=1
ou ( est I'ordre de la paraquantification.

Paraquantifier la théorie consiste a postuler les relations de (anti)commutation bilinéaires
anormales suivantes. Ici, le mot anomal signifie que ces relations sont équivalentes a (2.12) quand
elles portent sur les mémes composantes de Green (o, «) et inversées et prises nulles lorsqu’il

s’agit de deux composantes de Green («, ) différentes :
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A= X! (r,0),Pl(r,0) et ¥ (1,0).

37
[PI) (7,0),P7 (1,6")] =0,
[PI@ (r,0), P'D (1,0")] . = 0; a # 5,
) (c —0d),
0; a#p,
575 (0 — o),
0; a#p,
[P (r,0), 07 (r,0")] =0,
[P (7,0),97P) (r,0")], = 0; a # 5,
i
0; a#p,
[pH®), A] =,
[P, AP =0; a6, (2.14)

Notons ici que la valeur particuliére () = 1 correspond au cas quantique ordinaire. Mainte-

nant, on peut démontrer que les relations bilinéaires anormales précédentes sont équivalentes

aux relations de commutation trilinéaires suivantes qui définissent le systéme paraquantique :
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2i {6"5 (0 — o) PX (", 7) + 656 (0 —0") P’ (o', 7)},
21055 (o — ") X7 (0, 7),

—2i {6175 (0 — 0') XK (0", 7) + 0'55 (0 — 0") X7 (o, 7)}
2{6"6(c — ") UX (¢",7) = 6" (0 — ") V' (o', 7)},
20176 (0 — o) X5 (0", 7),

26'75 (0 — o) PX (0", 7),

20756 (0 — ") U/ (o, 7),

—i6" (0 — o)z,

i85 (o0 — o) a7,

—iX7 (0,7),

P! (0,7). (2.15)

et tous les autres commutateurs du type [A, B, C)| +] sont nuls.

En termes de modes, et dans le secteur de Ramond, on peut dériver les relations de

commutation trilinéaires suivantes (voir Annexe A) :

ot [z af ]|
[aé, [ai,AL_
[ [, 4.
d. ld! . B
@n: (4. 8],
[:L,I’ [pJ7pK] +:
[xl, [pJ’ C]+:
]
bl

2n(5”5n+m,gal[( + 5]K5n+z,004;]n)7
6 6y mod; A# ok,
2(6" Gy modis — 66, 110d2),
20" 8y imoB; B # dff,

2i (67 pX + 6" p)

2017 C; O # p¥,

4ip™,

2iD; D #p", (2.16)
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2.3 Opérateur de masse

Dans ce cas, ou la corde est positionnée entre deux Dp-branes paralléles, la relation (1.56)
recoit un terme additif en plus des deux types de modes mensionnés auparavant dits NN et

DD. Donc, 'opérateur de masse s’écrit comme :

2o

Te _— ra 2 . .
M2 — (372 l’1> + 2p+pf _pzp’L’ (217)

1

=a __a 2 .. . .
ici, (%) est le décalage de l'opérateur de masse dans le sens positif, p'p’ = 5-apap et

2pTp~ = L1 ot Iy peut étre décomposé sous la forme symétrisée suivante :
(0%

o = i(ZZ([aln,aﬂthn[dlmdﬂ))

S ([ofal, ], —nfdhdt,]). 219

n=1 1
En utilisant la relation (2.6), on peut écrire :
I~y i i I~y i i Qp—-1)
IS bt ], = 13 o], - 22D 219
n=1 =2 n=1 =2
Cette expression contient un terme divergent, ce terme joue le role de la constante additive

évoquée auparavant qu’on notera a ou
NN

any = Q=1 (2.20)

24
De méme que précédemment pour les modes d suivant la direction tangentielle, on utilise la

relation d’anticommutation (2.11) pour trouver :

—%ZZTL [, d",] = }lzzn [, di] + %, (2.21)

n=1i=2 n=1i=2
ce qui donne
Q(p—1)

dyy = ——~. 2.22
NN o (2.22)

De méme on trouvera les autres contributions suivant la direction normale :

Q(d—p) Q(d—p)

—_x\ 7 dpp = ——— =2 2.23
app 24 s DD 24 ( )
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On note que ap est la constante d’ordre normal définie comme :
aR:aNN+aDD+dNN+dDD. (2.24)

Ce qui conduit finalement & ap = 0 et la relation (2.18) prend la forme finale :

b = aoao+izz( ot oi] ] )

n=11=2
4= Z Z ( o, at] +nd,,d] ) (2.25)
n la=p+1
Donc, en prenant la relation (1.57), la substitution de (2.25) dans (2.17) nous conduit a la
formule de l'opérateur de masse que nous écrivons en termes d’opérateurs de créations et

annihilations :

— — 2
a _ =a 1 )
M2 (:c2 x1> o (Vo + L) (2.26)

ou

Now = ‘ZZ( oo, +nld, d] )
Ne, = —ZZ ([, a0), +n fde,.d2] ). (2.27)

n=la=p+1

2.4 Spectre et dégénérescence

Maintenant, considérons les équations (2.26) et (2.27) et déterminons le spectre de masse
des états de la corde parafermionique.

Etat fondamental

M? |p*p), = (

ott |p*,p,.) est un état du vide d’impulsion p,.. L’état fondamental [p*, p..) est défini comme

i ) . 57) (2.28)

2w’

étant annulé par tous les modes (!, a?,d! et d®) pour n > 0.

n'n

Remarquons que, a la différence du cas ordinaire ou ’état fondamental a une masse nulle,

e a2
ici I’état fondamental a une masse égale & m? = <I227r:51> .

Notons ici que I’état fondamental a une dégénérescence a cause de la présence des modes

zéro (dy) qui commutent avec 'opérateur de masse M? ([M?2, dg] = 0). Cette propriété se traduit
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AT P , R (p=1) 4 (d—p) (d—1) ,
dans la théorie des groupe par une dégénérescence égale a ol "7+ = 9% done I'état

fondamental est un spineur massif de spin % da a la présence du décalage entre les D-branes.
Notons aussi que le secteur de Ramond est un secteur fermionique de la théorie des cordes
fermioniques.

1°" niveau excité :

Le 1°" niveau excité est représenté par quatre types d’états :{o/ﬁ 1, d%, o’ 1> d 1} Ipt, p_T>> B

L’utilisation de la relation (2.6) conduit au résultat :

72 —70\% 1
W:(i—i>+—. (2.29)

{a®,,d*,} |p*,p,) représentent deux spineurs massifs de spin 1 et {a{ L e
représentent deux spineurs massifs de spin % Remarquons ici que les quatre types d’états sont
caractérisés par la méme masse au carré mais de spins différents suivant la direction considérée
(NN ou DD), de sorte que, seul I'indice i est un indice de Lorentz.

2°me piveau excité :

Le 2°"¢ niveau excité est représenté par les états suivants :

agg,de,aig,d{Q, [04(11, Oll)_l}+, [Oécil, a{1}+, [aj_17alil}+a

la®y,dy ], ey, d ], [od g dey] (o dfy L P Do) s

[dey,dvy] g, dy ] [y dhy ]
La masse de ces états est donnée par :

72 —70\? 2
W:(i—i>+— (2.30)

de sorte que les états {a‘iQ, d*y, [0y, ] faty,d ], [d2y, a2y _} Ip*, D, 5 sont des spin-

neurs de spin 3, les états {aj_Q,dj_Q, [ofil,a{lh, [Ozil,dLL, [aj_l,d‘llh, [dil,dﬁl}_} Pt D) 5
sont des spineurs de spin 3 et les états {[o/_l,o/jlh, [o/_l,d’jlh, [dj_l,d’jl]i} lp*, by} sont
des spineur de spin g

Les états et les dégénérescences de masse sont représentés dans le tableau ci apres :
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Niveau Type d’état Dégénérescence Spin
0 p*,py) 2% 2
b b + = 1
. { {oz_u J1}|p Dr)R } ozt {2(d—1)} { z }
{Oé lad 1} |p 7pT R 2
7 3
al,,d,, a ", al 1
p*, D7) R
[a(ih dc db 1 dc 1
J dj b dJ 2
2 t - [aj“ ] b“ ] P Dr)g 25" {2d (d - 1)} >
oy, d” ] Jodydy 5
[aj_l,akl] [ 17dk i
[dﬂ apT
\ D
7 Oéb,3,db3, [Osz, ] 2’dc ] \
7p
| QNN _1,d0_2} :
Oz_3,d_3, [ b—27a—1]+7
[ab—laan}Jr’< _1,CY 1 1>+7
[O‘bfwd] 1}+7[O‘ 1, d L’
[aj_Q,db 1}+7 [a] 1, d> QLL, |p+’p—T>>R N
|:db—27d]—1},7 |:db—17d]—2},7 %
b c dj b J d¢ _ 3
3 <0471,oz,1, 71>+7<&7’17a71’ 71>+7 2% {%d(d2_1)} i
\ (dby,dey,d ) 2
/ )
|:Oé_2,05131:|+7 [a‘7_27d51:|+7 \ % )
[O‘J—17dli2}+7 [d]—Q’dlil} )
(aby ol aky) (ady by dhy) o B s
<04b—1a04]—17d]i1>+ <0‘b1adJ 1 —1>+a
L <Oé 1adb1>dk1> <db—17dj—1> —1>, )
(eatyala, <afj vt e o,
L <O{717d—17 —1> <d 17 1> /

Tableau 1

La masse de chaque niveau est toujours positive et les états sont des spineurs. En particulier,
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nous avons & partir du premier niveau, une variété de valeurs de spin selon les différents types

des indices (niveau 1— %, g, niveau 2— %, %, g etc) a la différence du cas de la corde ordinaire

qui contient seulement une seule valeur de spin (niveau 1— 1, niveau 2— % ete).

27
La notation (a,b,c, ...), décrit la symétrisation (antisymétrisation) de toutes les permuta-

tions possibles des produits d’oscillateurs.

2.5 Fonction de partition

[’étude du spectre se base sur la construction de la fonction génératrice du systéme. La
dégénérescence des états pour chaque niveau de masse augmente en exponentiel, cette dégéné-
rescence est obtenue & partir de cette fonction génératrice appelée fonction de partition qui est

donnée par :

fl)y =Y d(N)a", (2.31)
N=0
avec d (N) — nombre d’états pour chaque niveau et N = o/ M? ce qui nous conduit & écrire :
fr (z) = Trz", (2.32)
nous avons :
TrA=>Y (n|Aln). (2.33)

On montre que :

N AN |nfnl,)

fr(z) = TraV = Z:U(";’"g

_1) 00 1 n\ p—1 00 1 n\ 4—p
_ ot (T m(—* . (2.34)
n=1\1— 2" n=1\1— 2"

Le développement limité au voisinage de z = 0 donne :

d—1)

fr(z) =23

[1+2(d—1)z+2d(d—1)2"+...]. (2.35)

Les coéfficients de ce polynéme représentent effectivement les dégénérescences des états pour

chaque niveau de masse qui étaient représentés dans le tableau 1.

Notons ici qu’on retrouve la méme forme que celle du cas ordinaire sauf qu’ici d — 1 = %.
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2.6 Superalgébre de Virasoro

Considérons les générateurs de Virasoro décomposés suivant les types de coordonnées NN,

DD :

ltot lNN + ZDD

Ftot _ FNN + FDD

Y = 2 ([0 pand ) [ ).

pEZ
PP = —Z< npaO‘pa +<2 )[dz pr o, } )’
pEZ
1 .
FNN - — 52 [ o], EPP = —Z al . dpa - (2.36)
pez pEZ

Pour construire I’algebre de Virasoro, il nous faut déterminer les commutateurs [[2V, I5N],

(1P ADP] [INN FNNT et [IPP| FPP] et des anticommutateurs [FfN,F,]XN]JFet [FPP FRP]

+
~1
B = e 20 s
d—
(7,00 = (n=m) 75, + wng(gwm,oa
-1 d—
[ENV,ENY] = 2 - %n%mmo, (F7 B2 =200, — M?ﬁ%m,e,

1 1
[IVN ENNT = (§n — m> FNN Spimo, [IPP FEP] = <§n — m) EPD §imo.  (2.37)

Le commutateur entre deux générateurs de types différents étant nul, la superalgébre de Vira-

soro prend la forme finale :

d—1
[lfft, lfgt} = (TL - ) lfzo—im + %ngén—l—m@
d—1
R
1
[l:Lot, F;fr(;t] — (5” _ ) Féfm5n+m’o. (238)

Remarquons qu’on retrouve bien la superalgebre de Virasoro habituelle si on prend la substi-
tution d — 1 — D et () = 1. Ces résultats prouvent la cohérence du modéle paraquantique

développé.



Chapitre 3

Cordes parafermioniques ouvertes
entre deux Dp-branes paralléles dans le

modéle de Neveu-Schwarz

Dans ce chapitre, nous allons étudier la configuration d’une corde parafermionique ouverte
entre deux Dp-branes paralléles dans le modele de NS. Nous nous intéresserons & déterminer
Iopérateur de masse pour construire le spectre et la dégénérescence. Nous ferons la description
des états pour chaque niveau de masse. Nous noterons la non trivialité de la masse due a la
séparation entre les deux Dp-branes ajoutée a la présence d’une deuxiéme contribution purement
paraquantique. Toutes les questions abordées dans le chapitre précédent seront reprises dans ce
cas.

Tout d’abord, nous considérons les conditions aux bords pour les coordonnées fermioniques

de types NN et DD qui sont données par :

NN @Z)ZJ,- |U:O = ¢Z— |U:0 ) ’QD:_ |U:7r = _@Zjl_ |U:7r )
DD 77Z)i |0:0 = _77Z)(i |0:0 ) ¢i |cr:7r - +¢Z |cr:7r . (31)
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La décomposition de ces coordonnées en modes demi-entiers s’écrit :

. 1 .
NN W (o,7) = % > b,
r€z+%
1 .
DD Ve (o,7) = iEZb,‘fe’”(Ti"), (3.2)
rEz-i-%

d’ou I'expression des modes b, comme une combinaison linéaire de champs fermioniques

(o
bl_——l jd( ( ) (ir ( ) ( ) (ir (1 —0))) (3.3)
r \/§O U¢+ T,0)exp(ir(T+0))+vY_(1,0)exp (ir (T —0))), .

ce qui conduit & la relation d’anticommutation suivante :

s

[b5,6]] =06 is0. T =1a, (3.4)

L’indice » prend des valeurs demi-entiéres, ce qui implique ’absence des modes zéro.
De méme que dans le chapitre deux, on peut dériver les relations de commutation trilinéaires

suivantes :

[a;, o], = 2008”6 smoal + 6" p005).

o, [a;]n,A]+: = 25N d; A # Ak,

B[] ] = 2068 b = 656, gb),

v [0, B],| = 2076008 B AL

o ' ],] = 2 (R ).

[ml, [pJ,C]+: — 210 O K,

[967[?9*&9*] +: = dip”,

[g;—,[p+,D]+: — 2iD; D+#pt. (3.5)
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3.1 Opérateur de masse

De méme que précédemment, on définit 'opérateur l; comme suit :

£(Zfweils £ ol )

1=2 \ n€z T€z+ 1

1 =

e 2 (s 5 e )

a=p+1 \ ne€z r€z+2

(]

(5 ot s Srli )

+ 3 io: [a®,, 8], + ir [b‘ir,bﬂ)

a=p+1 \ n=1

50&60[6 + Z_l

p

< S [afl,aﬂnh — ir [V, b@})
) : | (3.6)
(z o] - Srlie) )

——ZZ B = =) (=r 0]+ [bi00],)

7n_l i=2 r=11=2

ou le terme associé a I'ambiguité d’ordre s’écrit :

Q-1
byny = BT (3.8)

on peut faire de méme pour les composantes DD et trouver :

_ Q(d—p)
bop =~ (3.9)

Concernant la partie bosonique (modes « ), c’est toujours le résultat trouvé dans le chapitre
précédent.

On obtient alors le résultat suivant :

lo = a0a0+ Z Z al,a +Zr L] (3.10)

d 00
+% Z Z [a—n7 + ZT -7 r - Q<(:ji6_ 1)’ <311)
a=p+1

n=1
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avec
d—1
aNs = —%6), (3.12)
donc, 'opérateur de masse s’écrit :
N
2 _ [Ty — T 1 (i o  QU-1)
M* = ( o ) + o (]\fn++NnJr 16 , (3.13)
ou
. 1< . . > -
YDl DB N WAL
=2 n=1 7«:%
1 d 00 9]
Niw = 3 D N T I N [ I (3.14)
a=p+1 \ n=1 r=1

2
Remarquons ici que le terme d’anomalie aygs ne dépend ni de la dimension p de la brane ni
de l'ordre @) et qu’on obtient toujours ayg = % (cas avec absence de D-branes) car rappelons

qued—lzg

3.2 Spectre et dégénérescence

On consideére les relations (3.13) et (3.14) pour déterminer le spectre et la dégénérescence.

Etat fondamental

— —, 2
2 — (T T 1Qd-1) —

Dans ce cas, I'absence des modes zero conduit a la non dégénérescence de la masse de ’état

fondamental ot ce dernier correspond & un champ scalaire de spin 0. Ici la masse au carré

a__=a d—1 . N . N .
m? = <M> - i Q(16 ) donc ce champ scalaire peut étre tachyonique, sans masse olt massif

. za_za\ 2
suivant la valeur | =2—*+) —
2o

1°" niveau excité :
. 3 pz /. , 2 — j —
Le premier niveau excité est représenté par les deux états b . P, D7) s €60 1 DT, D) ns
2
qui sont respectivement un état scalaire et un état vectoriel avec une masse au carrée positive

, - d—1 -
donnée par : m? = (Z2=21) — L QU-1) | 1 _ (ZT27T )
«a 16 2

2mwal 2wl

2¢me piveau excité :
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N . sl , 4 , . —
Le deuxiéme niveau excité est représenté par deux états scalaires {ab_l, [bb_ 1 b 1 ] } 0", P ) N

deux états vectoriels {Ozjl, [bb_%, b %} _} Ipt,Pr) vg €t un état tensoriel [bi%, bﬁ%} Pt Pr)ys:

e a2 e a2
4 A 4 / cop2 — (TETENT 1 Qd-1) 1 (Z3-Tg
ces états ont la méme masse au carré donnée par : m* = ( — > Tty = G ) T

7 .

2a

Les états des quatre premiers niveaux de masse, leurs dégénérescences et leurs spin sont

regroupés dans le tableau ci-dessous ol on notera la contribution de la paraquantification dans

les dégénérescences a travers la relation d — 1 = % :

Niveau Type d’état Dégénérescence | Spin
0 |p+’p—T>>NS 1 0
b T
: b_% D", Dy ) N (d—1) 0
bj_% |p+7p—T>>NS 1
7 3
c —_
ab—la [bb,%>b,%]i |p+7pT>NS 0
! ol [0 ] P Ld(d 1) 1
24—
— 2
L [b] lvbli%:|7 ‘p+7pT>NS )
7 ) 3\
bb,év [alil7b(ilj| ) N
2 2 |p+,p >NS
<bb17b017bdl> g ( 3\
3 T3 T3/- ) 0
3 |:Oéb—17bj_;}+7 |:Oé] lubb_% ‘ i _>> 1 ( 3 ) ]_
s A T P s DPring =(d°>+5d —6
2 <bb17bclab]1> 7bj3 ! 0 2
L 2 2 —3/_" —3
{ o’ 1>bﬁé]+a<bi%abi%abﬁ%>i |p+7p_T>>NS \ 3 /
Jj k l + o
\ <b_%’b_%’b_%>f |p 7pT>NS )
Tableau 2

Notons ici que dans le cas ordinaire, avec seulement les conditions de Neumann, les états
parafermioniques pour les quatre premiers niveaux du spectre ont des spins égaux a 0,1,2 et
3 respectivement. Néanmoins, dans ce cas, en plus de spin 0 pour I’état fondamental, on a les
spins 0 et 1 pour le premier niveau, les spins 0,1 et 2 pour le deuxiéme niveau,...etc. On peut

constater aussi que le nouveau terme dans ’expression de l'opérateur de masse implique qu’il
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y a une possibilité d’élimination de I’état tachyonique ainsi que, pour une large séparation, on

peut retrouver un état fondamental avec une masse.

3.3 Fonction de partition

Elle est définie par :

nl, |Ni, +Ng

s (@) = T = 3l ), .16

nn

ou N}, N% sont respectivement les nombres d’occupations du niveau excité suivant les

deux directions tangentielle et normale, on peut alors écrire :

o (14275 w (143"
=1 { —— Im{——— )
=B (5 (1222)

Le développement de cette fonction au voisinage de x = 0 conduit au résultat suivant :

fns (z) = 1+(d—1)\/5+%d( a4+ = 5 (d3+5d 6) z* +—d(d3+2d2+23d 26)2°..... }
(3.17)

Remarquons ici que les coefficients de la fonction de partition dépondent uniquement de la

dimension d (et donc de 'ordre @) et sont identiques & ceux trouvés par le calcul directe de la

dégénérescence de chaque niveau excité exprimée dans le tableau 2.

3.4 Superalgébre de Virasoro

Les générateurs de Virasoro L, et GG, en termes des modes NN et DD sont donnés par :

1 & A 1
Y = 3 Y e 3 2 (540) Bt

rEz—i—%
b — li [a“ Q } —1—1 (ﬁ—i-r) [b“ b, }
n 4 n—p?) =P,a] 4 4 9 n—r? )
p=—00 rez+;
1 ) 1 a
G1{VN = 5 [an—r7b7‘,l]+7 GTDD* 92 Z [Oén rab ]+
1
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On peut démontrer que ces générateurs vérifient les relations de (anti) commutations suivantes :

[lflVN, lT]XN} = (n—m) lﬂvm + Q@T_l)n (n2 — 1) Ontm,0s
[ZSD, lﬁD} = (n—m) lffm + Wn (n2 — 1) Ontm,0s
[GNV.GYN] = 2NN+ @ <r2 — }1) Ort5.0;
[@GPP,GPP] = 2Pl 4 Q(dT_p) (7’2 - }1) Sris0,
(YN GNN] = (%n — r) G N 6niro,
Pp GoP) = (%n _ r) GPD 5o, (3.18)

et tous les autres commutateurs sont nuls.

La superalgebre de Virasoro se calcule alors de la fagon suivante :

[y l] = [ N+ [P 007]
G G, = [GTY.GIV] + [GPP.GPP L
LG = [IYN.GYV] 4+ [PP,GPP], (3.19)
et prend la forme finale :
loylm] = (m—m)lprm + Mn (n® = 1) 6ntmo,

8

d—1 1
[Gra Gs]+ = 2lr+s + % (TQ - Z) 51”-1—8,07

[ln, Gr] = (%n — 7") Gn+T6n+T,O' (320)

De méme que pour le cas de Ramond, ici aussi, ces résultats prouvent la cohérence du modéle

paraquantique développé.



Chapitre 4

Projection GSO et supersymétrie

d’espace-temps

4.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de construire une théorie supersymétrique dans 1’espace-temps
qui décrit & la fois des parabosons et des parafermions & partir de I'unification des secteurs
de Ramond (parafermionque) et de Neveu-Schwarz ( parabosonique). La théorie obtenue est
appelée la théorie des parasupercordes de RNS. Pour cela, nous utilisons les résultats obtenus
dans les chapitres 2 et 3. Cette maniére d’unifier les parabosons et les parafermions exige

I'utilisation des deux spectres obtenus dans les secteurs de Ramond et de Neveu-Schwarz qui
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sont résumés dans le tableau suivant :
Niveau | R dégénérescence | m NS dégénérescence m?
—a o\ 2
_% / / 1 ( gﬂa’l) o TO
(d—1) ze_79 ) 2 7o _za ) 2 1
0 |25 (=) (d-1) () -1+
o o\ 2
5|/ / jdld — 1) () ~To+a
—1 TI_7Fo 2 T3 2
1 2T 201} | () + 5| b+ 5d—6) (E) -n+ %
d* + 2d° za_za\ 2
% / / 2_14 < Sﬂa’1> TO + %
+23d — 26
1 2 d* + 5d3 + 65d? —a 2
2 2 2d(a -} | () +2 | % (t) -To+ 2
—5d — 66
Tableau 3

ou T[):

1 Q(d-1) 1
o 16

20"

Comme on peut le voir dans le tableau 3, la dégénérescence dépend de la dimension d.

Cependant, il n’est pas trivial de voir la dégénérescence correspondante de chaque niveau de

masse pour les deux secteurs. Pour pouvoir les comparer, nous pouvons voir ceci dans la jauge

du cone de lumiere (coordonnées tangentielles et normales) ou le nombre de degrés de liberté

estd—1= %. Considérons alors les différents cas possibles.

1- (d,Q) = (9,1) (cas ordinaire)

Niveau | R dégénérescence | m? NS dégénérescence | m?
a__za 2
-1y / 1 (2) - &
0 16 CEAN 8 )’
2na’ 2ma’
T
% / / 36 <x27ro/1> + ﬁ
1| 1616) () + 4 | 128 () +2
E—
% / / 402 (x227ra’1> + %
—a_—a\ 2 @ —a\ 2
2 16 {144} (%2t) +2 | us2 (Bt) +2
Tableau 4
2- (d,Q) = (5,2)
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Niveau | R dégénérescence | m NS dégénérescence | m?

/
0 4

/
(
/ / 10
1 4{8} (x5‘€1>2-+z§ 24
/
(

1
o a2
xz"{l) 4

N |

N =

/
2 4{40}

95

[\

e 2 e R R
4
|
| 8] | | |
—Q
N N N N N N
DN

7oz 2
3 ,1) +2 116

Tableau 5

3-(d,Q) = (3,4)

Niveau | R dégénérescence | m NS dégénérescence | m?

/
0 2
/ 3

/ (
( (
/ (
! 2{4} <x;_€1>2_+ 116 (i
/ (
( (

1
0 —aN 2
$2_fc/1> 2

N =

N =

N

/
2 2 {12}

11

N2
x2_95/1> +% 18

Tableau 6

D’apres le tableau 4 (cas ordinaire), nous voyons que ces dégénérescences sont similaires
a celles obtenues dans la référence [35]. La seule différence est dans la masse au carré, c’est
parce que dans notre cas, la corde est entre deux Dp-branes paralléles séparées par la distance
(mg —71)°.

L’étude du spectre d’une corde parafermionique dans les secteurs de Ramond et de Neveu-
Schwarz a prouvé que la théorie est incohérente. Néanmoins, le probléme de présence de tachyon
qui se pose dans le cas ordinaire du modeéle de NS peut étre éliminé par un choix spécifique de

la séparation entre les deux branes. Il reste donc le probléme de la non compatibilité entre le
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nombre de parabosons et de parafermions a chaque niveau de masse. Ainsi, la théorie n’a pas
un espace-temps supersymétrique.

En effet, pour les niveaux de masse qui correspondent aux états avec un nombre pair
d’opérateurs parafermioniques (secteur NS)(voir les états dans les tableaux 1 et 2 et les dégé-
nérescence dans le tableau 4), il n’y a pas d’états correspondants pour le secteur R. D’autre
part, pour les autres niveaux de masse, on peut voir que, pour chaque niveau, la dégénéres-
cence dans le cas de R est exactement deux fois celle dans le cas NS. Néanmoins il existe un
moyen élégant de s’affranchir de ce probléme : c’est la projection GSO. Notons cependant que
ces observations ne sont plus valables pour les deux autres cas ((d, Q) = (5,2), (3,4)) et que a

priori cette projection GSO ne pourrait pas étre appliquée.

4.2 Projection GSO et supersymétrie d’espace-temps

Pour la cohérence de la théorie, Gliozzi, Scherk et Olive ont montré la nécessité de la
troncature dans le spectre RNS en proposant leur modéle, nommé, le mécanisme de projection
GSO. Dans ce mécanisme, les états fondamentaux du secteur de Ramond (16 composantes)
contiennent deux spineurs de Weyl a huit composantes. Le principe de la projection est d’en
éliminer I'une des deux composants de chiralité du spineur. Pour le secteur de Neveu-Schwarz,
ils ont proposé une condition qui exclut la contribution due & un nombre pair d’excitations
fermioniques, cette projection décrite par I’équation :

Frs(z) = %TT [+ — ()F ] (4.1)

ou F est 'opérateur nombre fermionique, correspond & éliminer la contribution due a un
nombre pair d’excitations de 1’oscillateur.
Ces deux projections sont traduites par les deux fonctions de partition ci apres :

Secteur de Ramond

n\ (p—1) n\ (d—p)
272 (14+zx © /1 +x
o =20 (8) () (4.2

n=1\1— g™
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Secteur de Neveu-Schwarz

1 = [1+ x"_% (-t 1+2"2 (é-r)
helt) = 5 H<1_—> H<1_x) -
o 1\ O e g @D
11 <1_—) I1 (ﬁ) , (43)

dont les développements en séries sont exactement identiques pour le cas ordinaire (d, Q) =
(9,1). En effet :
fr(z) =8+ 128z + 11522% + ... (4.4)

et
fns (z) = 84128z + 11522° + ... (4.5)

ce qui se traduit par les résultats dans le tableau 7 ci-aprés.

Niveau | dégénérescence (R) | m? dégénérescence (NS) | m?

L ML =)

1 128 (%) +1 ] 128 (?;j)Q +3

2 1152 (%;jl) +2 | 1152 (wg;;%)z +2
Tableau 7

Ces résultats assurent ’absence des états tachyoniques quel que soit la séparation entre les deux
Dp-branes et démontrent I’équivalence entre le nombre de fermions (secteur de Ramond) et le
nombre de bosons (secteur de Neveu-Schwarz) ce qui conduit & une théorie supersymétrique
dans I’espace-temps . Donc, la construction d’un modéle supersymétrique & partir d’une corde
fermionique ouverte entre deux Dp-brane paralleles de méme dimensionalités est identique a
celui du cas ordinaire (voir par exemple [35]).

On peut cependant confirmer que, comme c’est déja évoqué auparavant, cette projection
GSO ne permet pas d’équilibrer les degrés de liberté parabosoniques et parafermioniques, en
effet, le développement en séries des deux fonctions de partition (4.2) et (4.3) donnent :

(d,Q) = (5,2)

fr(x) =2+ 162 + 802% + ... (4.6)
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fns (x) =4+ 242 4 11627 + ... (4.7)

(d,Q) = (3,4)
fr(x) =1+ 42 + 122% + ... (4.8)
fns (z) =2+ 62+ 1827 4 ... (4.9)

les dégénérescences ne suivent pas un ordre particulier (comme c’est le cas pour le cas
ordinaire) pour pouvoir en déterminera une approche qui permettra ’équilibre des degrés de

liberté parabosoniques et parafermioniques.



Chapitre 5

Cordes parafermioniques ouvertes

entre deux Dp-, Dqg-branes paralléles

5.1 Introduction

La configuration d’'une corde bosonique ouverte entre deux Dp et Dq branes paralléles
est étudiée pour différentes dimensions p et ¢ [5]. Ceci conduit a la présence de nouvelles
coordonnées ND ou DN dites mixtes en plus de celles présentées précédemment. Les D-branes
ont alors des champs scalaires dans les directions normales et mixtes sur leur word-volume et
des champs vectoriels dans les directions longitudinales a la brane.

Dans le présent chapitre, nous nous intéressons a 1’étude des degrés de liberté fermioniques
ou p et g sont des entiers vérifiant ¢ < p < 9. En plus du cas bosonique, nous examinons la
cohérence des modeles de Ramond et de Neveu-Schwarz dans le cas paraquantique. Toutes les
questions abordées dans les deux chapitres 2 et 3 seront reprises dans le cadre de la paraquan-

tification ot on démontrera la cohérence de ce modeéle paraquantique [40].
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5.2 Conditions aux bords et expansions en modes

En plus des deux conditions aux bords (NN et D D) mentionnées auparavant, une troisiéme
condition aux bords dite ND (ou DN) est présente et est donnée par :

o0X"
Jo

(r,0)] =0, X" (1,0)|,_. =75 r=q+1p (5.1)

=0
ou l'indice r désigne la direction mixte de la brane.

L’expansion en termes des modes de ces coordonnées est donnée par :

X" (1,0) =T +ivV2a Z —ozn exp ( ig ) Ccos <ZU) : (5.2)

nezodd
ot le nombre de ces coordonnées est égal a (p — q).

Les modes d’oscillateurs vérifient les relations de commutation suivantes :
Q| = 20" 60 ym (5.3)
%7 % - 2 §+7’0’ .

ou r se réfere a l'indice scalaire dans 1’espace-temps.

Pour les champs fermioniques, les conditions aux bords sont données par [35] :

ND w:_ |0'=0 = +wz |0':0 5 w:_ ‘O':ﬂ' = _nwz |O’=7T s
DN 77/}:— |U:0 = _77/}7; |U:0 ) /lyb:- |0:7r = 77@07; |0:7r . (54)

Dans le secteur de Ramond, les expansions en modes prennent la forme :

Y (1, 0) f > dne i), (5.5)

NEZodd

ou les modes des oscillateurs satisfont les relations d’anticommutation :

[d%, d‘“’%L — 578 ym o, (5.6)

2

remarquons ici ’absence des modes zéro.
Maintenant, pour le secteur de Neveu-Schwarz, les expansions en modes sont données

par :
1 .
ND T T, 0 _ § :b?‘ e—Zn(TiU)7
l/Ji ( ) \/5 - n

1 )
DN % (r,0) = iﬁ;bgem“ﬂ), (5.7)
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ol les modes b, satisfont les relations d’anticommutation :
[627 bfn]-i- = 6T85n+m,07 (58)

ici, contrairement au cas ordinaire, les modes zéro b sont présents et satisfont 1’algebre de

Clifford :
b5, b3l = 6. (5.9)

5.3 Le Modéle

En plus des relations trilinéaires (2.16) et (3.5) dérivées dans les chapitres deux et trois,
dans notre cas, la présence des coordonnées mixtes (ND et DN) conduit a la dérivation des

relations trilinéaires suivantes :

{ofg, [a“”%, at%_ = n(5rsc5%+%7oa% + 5”5%%70048%1),
[o/; , [oﬁm Al | = n06s.m oA A4 al,

2 2 i +_ 2 27 3
[ ,[ ,dt_ = 2670y ods — 0y o),

|: %7 [ S%vB__’_ = 25”5%—&-%,03; B 7é dtéa

Vs 05 b] | = 2007 0 mobl = 07"6ns0b5),

(b7, (65, C),] = 2076,1moC; C # 0,

[ar‘, ]| = dip®

[:c*, ", D], | = 2iD; D#p*, (5.10)

et tous les autres commutateurs du type [E ,[F, G J sont nuls.
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5.4 Spectre, dégénérescence et fonction de partition

5.4.1 Modéle de Ramond

Opérateur de masse modifié

L’opérateur de masse prend la forme :

—a 2
M? = (‘%2 xl) + % (NE+ NS+ NE), (5.11)
ou
1
N =337 (lalveak], + N [ay,di] ). (5.12)
avec la convention :

(i,n) pour NN; i=2¢q
(I, N) =9 (r,%) pour ND,DN; r=q+1,p - (5.13)
(a,n) pour DD; a=p+1,d

et ol nous avons symétrisé (antisymétrisé) le produit des modes parabosoniques (parafermio-
niques).
Ici, Nﬁ, Nﬁ et N(ﬁ sont les opérateurs nombres correspondant respectivement aux

secteurs longitudinal, mixte et normal.

Analyse du spectre et fonction de partition

Maintenant que nous avons construit ’opérateur de masse au carré, nous pouvons construire

le spectre et calculer la fonction de partition. L'état fondamental [p*, p;) , vérifie la relation :

=a _ =a\ 2
MQ}p+,29_T>>R=<I2 Il) p* P g (5.14)

2ma’

i est un état if 1 2 (T
qul est un etat massil aveC une valeur propre m el .

Les modes zéro pour les composantes NN et DD qui satisfont la relation [M 2 df)’“] =0

T L L o(la=D | (d=p)
impliquent une dégénérescence de cette masse de degré 202 72 ),

Les états du premier niveau sont obtenus quand on applique les opérateurs de création

a® ,,d° , (dans la direction mixte) sur I’état fondamental . L’utilisation des relations trilinéaires
2 2
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(5.10) conduit & la valeur propre suivante de la masse :

—a —an 2
2 | (T2 1
m” = [( o ) + 2@/] : (5.15)

~1)+(d—p)
avec le degré de dégénérescence g(l=tie=n) (p — q) pour chacun.

De la méme maniére, on peut obtenir les autres premiers niveaux, les résultats sont

résumés dans le tableau 5. 1

Niveau | Degré de dégénérescence m?
0 o(l=Dtd=p)) (96;595,‘11)2
(a=1)+(d=p) 7020\ 2
P2 e -9 () + &
(@=1)+(d=p) —
1 2R - p-a -} | (B2 + 2
8
% 2((9—1)-"2-(61—?)) (p - Q) [4(d - 1) + §:| (xgﬂ-ax/(ll)Q + %
—4(p—q)* + 50 — )°
2d(d—1)+4(p—q) (1 —d)
2 g(le=ttdon) 275 m7) 2
+(p - q) [6 + 4d] 2ma’ + o
-9’ +3(p—0q)

Tableaub.1. Spectre d’une corde parafermionique dans le secteur de R

On trouvera les états correspondants a ces premiers niveaux dans I’annexe C.
Remarquons ici que les dégénérescences dépendent de l'ordre de la paraquantification
qui est liée & la dimension D de l'espace-temps & travers la relation d — 1 = % (27, 28] et
qui introduit de nouveau des contraintes sur les possibilités des valeurs de (p,q) et bien str
™, 0, r Teste non tachyonique pour toutes les valeurs permises de () = 1,2,4,8.
Apres avoir étudié le spectre, concentrons-nous maintenant sur la fonction de partition.
En général, elle s’écrit comme suite :
(a=1D)+(d—p) -
frl(@) =202 Tra™r = “dp(n)a”, (5.16)
n=0
ot dg(n) est le degré de dégénérescence du n®niveau .
Dans notre cas, cette fonction prend la forme :

fa(2) = g(la=Lite=n),) Z x<n;7n’T,n;|Nﬁ+N5++Nf+|n;7n’r,n;>’ (5.17)

[
M Mg
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ol les opérateurs N},

63
NE et NI sont donnés explicitement dans (5.12). Nous pouvons ensuite
dériver la formule suivante :

n\ 9—1 2
_ (la=Dd=p)y 2 1+2x o) 1+ 22
fr(x) =2 : nl;Il 1_ !

P o /1 4 gn\ 0P
- I1 . (5.18)
nEZ;Fdd 1— 22 n=1\1— 2"
On peut suprimer la mention "impaire" et écrire le produit sur tous les nombres entiers n par
la substitution suivante :

I 1 n P—q I 1 2n—1 pP—q
mo(—) () (5.19)
nEz:dd 1—a2 n=l\1—g 3
La fonction de partition devient :
— 2n—1 p—q d—
@@y (14+27\T" o (14275 o (14 2"\“P
=202 Tl | —% I : 5.20
Le développement en séries de cette fonction donne le résultat suivant :
fr(z) =

2 o —gvE +2[(d=1) = (p—aq) + (p— )] &

+ {(p —q) (4(d -1)+ g) —4(p—q)* + %(p - Q)?’} x

+ {261(61—1)+4(10—q)(1—d)Jr(p—q)2 <§+4d)
—;(p—Q)?’ﬂL%(p—Q)“] x2+.--},

de masse.

(5.21)
les coefficients de cette fonction représentent les degrés de dégénérescence des différents niveaux

On s’apergoit alors que ces coefficients correspondent exactement aux degrés de dégé-

nérescence calculés directement & partir du spectre pour chaque niveau de masse et reportés
dans le (Tableau 5. 1). Cela confirme la cohérence de la théorie.

5.4.2 Modéle de Neveu-Schwarz

Opérateur de masse

Comme dans le secteur Ramond, on peut montrer que ’opérateur de masse au carré modifié
prend la forme :

=a ==a
M2 — Ty — T4
2ma

2
1
) +J(Nﬁ5+NﬁS+NﬁS—Q

(d—1) (p—q)

: (5.22)
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ou

ZZ ( aly,an], + N by, by] ) (5.23)

N>0 I
avec la convention :
(4,5) pour NN; i=2,
(I,N) =14 (r,n) pour ND,DN; r=q+1,p - (5.24)
(a,%) pour DD; a=p+1,d

Analyse du spectre et fonction de partition

Nous procédons de la méme maniére que précédemment, 1’état fondamental vérifie I’équa-

tion :
N
Ty — 7§ 1 d—1 p—q
M2 ) g = [(W) P LD QT ey o 6)
c’est a dire )
s [T5 -1 1 (d—1) (p—q)
_ N , 2
mn <27T0/)+a’(Q 6 t¢g ) (5.26)

Notons ici que —Q(dl_ﬁl) =

—% de sorte que le terme T' = é(—@% +Q@%@) = 0 pour les
valeurs de @, p et ¢ vérifiant (Q,(p —q)) = (1,4),(2,2) ou (4,1). On peut alors affirmer que,
pour ces valeurs, la théorie est libre de tachyons pour toute séparation entre les deux branes. Ici
encore, la présence des modes zéro bf, (dans les directions mixtes) implique une dégénérescence
de la masse avec le degré 22 Nous pouvons dériver les autres premiers niveaux en appliquant

les différents opérateurs de création et en calculant leurs masses et les dégénérescences. Nous

résumons les résultats dans le tableau 5. 2
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Niveau | Degré de dégénérescence m?

0 2" (ngwf)Q 7

1 23" (d — 1) (xf;f)Q T+ 5
1 22" {ld(d— 1)+ (p—q)} (xgﬁf)erTJré
L [ e g 1) () +7+3

Ld (& + 2d% + 23d — 26) — & (p — g)’* )
2 270 -0+ -0 P+ - 9] <x§7r_51> T+
+5 (0 — ) [3d> = 3d — p* + ¢* + 9]

Tableau 5. 2. Spectre d’une corde parafermionique dans le secteur de NS

Maintenant, le calcul de la fonction de partition conduit au résultat suivant :

[
np”rv”a)

fus(x) = 2758 Y plrimba | VETENAT N

[e'e) 1 (q_l) [e’e)
B (r—a) 1+a"2 n\(p—q)
=27 |1 (W) [Ta+am
=1 n=1
O (p—q) o© n—1 (d=p)
1 1+ z" 2
X — _ , 5.27
H <1 — x2) H < 1—am ) ( )

1"—"[ <1_1xg)(pq)=ﬁ (;n_;)@q)’ 528,

ou

ce qui nous donne

0 21\ ) (p—q) _1\ (@-p)
p—q 14272 142" P 14272
fus (x) = 27" II( 1 xq;n ) ]I< fl) <—> - (5.29)
- 2
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L’expansion de cette fonction au voisinage de x = 0 donne :

(r—q)

pusto) = 27 {1 @-)vE+ |jaa -1+ o)«
{d +5d —6

3

+(p—q(d- 1)} x>

_|_

1
24

»—q)° +Z(p—q)2(p2+q2—8)

(p—q) (3d* —3d—p* +¢* + 9)] :(:2} + .

1
d (d®+2d* + 23d — 26) — — (p — )"

* 12

_|_

1
2
.
6

(5.30)

Ici encore, nous observons la correspondance parfaite entre les degrés de dégénérescences

de chaque niveau de masse (Table 5. 2.) et les coefficients de la fonction de partition. Ce qui se

traduit par la cohérence du modeéle développé.

5.5 Superalgébre de Virasoro

On peut vérifier la fermeture de la superalgebre de Virasoro L, F, qui renforce le résultat

de la cohérence de cette théorie. En effet, dans le secteur de Ramond, les opérateurs L et F

prennent la forme :

ou

1 1
PP = 1 {[O‘va Oép,a] i (p+ §n) [dz P’ dpv“] —} '

(5.31)

(5.32)
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et

1 7
FNN 52[%71),%] o

pEZ
1
FND _Z[a:hg,dgﬂﬂ} ,
Z?EZodd ’ -
1
FPD §Z[a;,p,dp,a}+. (5.33)
pEZ

en utilisant les relations de commutations trilinéaires (5.10), et aprés un long calcul, on

peut obtenir les résultats suivants :

d—1 —
[Lm Lm] = (n - m) Ln+m + Q( 8 )n35n+m,0 - Q%n%nm,m
d—1 —
[Fna F’m]Jr == 2Ln+m + Q( 2 )n2§n+m,0 - Q<p 4 q) n26n+m,07
1
(Lo, Fp] = (§n - m> Foim. (5.34)

Comparée a I’algebre de Virasoro habituelle, cette derniére est modifiée par un terme central
additionnel (anomalie additionnelle) de signe négatif. Ce terme central dépend des dimensions
p et g des branes et de 'ordre de la parquantification (). Remarquons aussi qu’on retrouve bien

lalgebre ((1.92),(1.93),(1.94)) quand p = g et @ =1 (avec la substitution d — 1 — D ).

5.6 Resultats

Dans ce chapitre, nous avons étudié la théorie d’une corde parafermionique ouverte entre
deux Dp et Dg-branes paralléles dans les secteurs de Ramond et de Neveu-Schwarz. Une fois
les relations de commutation trilinéaires en termes de modes dérivées, on a abordé I’étude du
spectre. Les opérateurs de masse montrent que 1’énergie du point zéro est toujours nulle dans
le secteur de Ramond et est multipliée par l'ordre de la paraquantification () dans le cas de
Neveu Schwarz, de sorte que la théorie NS est libre de tachyons pour toute séparation entre les
deux branes pour les valeurs (Q, (p —q)) = (1,4),(2,2) ou (4,1).

Une description détaillée des cing premiers niveaux du spectre et de leurs dégénérescences

pour les deux secteurs a été développée et représentée dans les tableaux 5. 1 et 5. 2.
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La vérification de la cohérence de ce modele a nécessité le calcul de la fonction de parti-
tion et sa confrontation avec les résultats des dégénérescences. L’accord parfait entre les deux
résultats confirme la cohérence de chaque modeéle développé. Cette consistance est renforcée

par la fermeture de la superalgébre de Virasoro L, F.



Conclusion Générale

Le propos de cette thése est I’étude des cordes fermioniques ouvertes en présence de D-
branes dans le formalisme de la paraquantification. La cohérence de la théorie des cordes boso-
niques nécessite 26 dimensions d’espace-temps, elle décrit uniquement les particules bosoniques
(en particulier : le photon et le graviton) en plus d’une particule indésirable : le tachyon. Dans
un souci d’avoir une théorie sans tachyon, qui décrit a la fois des bosons et des fermions, un
champ fermionique comme spineur sur le feuillet d’univers a été introduit pour y construire une
théorie supersymétrique a 2 dimensions. Comme résultat, deux secteurs ont été obtenus, secteur
de Ramond sans tachyon qui ne décrit que les fermions, et le secteur de Neveu-Schwarz qui ne
décrit que les bosons ot le tachyon est toujours présent. Face a cet échec, et en comparant les
deux spectres, Ferdinando Gliozzi, Jo&l Scherk et David I. Olive (GSO) se sont aper¢u qu'il y a
une possibilité de combiner ces deux secteurs a travers une opération dite projection GSO qui
a permis d’établir les deux résultats suivant :

- L’élimination de la particule tachyonique indésirable

- A chaque niveau de masse, il y a autant de bosons que de fermions. Cette propriété est
I'une des plus révélatrices de la supersymétrie d’espace-temps.

Combiner ces deux secteurs apres projection GSO conduit donc & une théorie des cordes
supersymétrique. Elle est baptisée : théorie des supercordes de Ramond-Neveu-Schwarz comme
théorie alternative a la théorie des supercordes de Green Schwarz congue a l’origine comme
théorie supersymétrique dans 1’espace-temps, mais dont 'action comporte des termes haute-
ment non linéaires qui laissent & priori impossible toute quantification covariante de la théorie.
L’état fondamental dans la théorie des supercordes de Ramond-Neveu-Schwarz consiste alors
en 8 degrés de liberté fermioniques sans masse et 8 degrés de liberté bosoniques sans masse qui
représentent donc un vecteur supermultiplet pour la théorie de Yang-mills N = 1 supersyme-
trique a D = 10.

Dans ce travail, Il s’agissait de faire une investigation pour reprendre toutes ces questions
lorsque la corde est en présence de D-branes dans le contexte de la généralisation de la mécanique
quantique qu’est la paraquantification. En effet, cette présence de D-branes révele de nouvelles

possibilités intéressantes qui méritent d’étre développées. Deux parameétres peuvent alors étre
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considérés : 'orientation de ces D-branes et leurs dimensions : Dans ce travail, et a cause de la
complexité de la question, nous nous somme restreint au cas de D-branes paralleles, d’abord,
de méme dimensionnalités et ensuite de dimensions différentes et ceci dans le contexte de la
paraquantification. La propriété qui a été discutée est la brisure ou la préservation éventuelle
de la supersymétrie d’espace-temps. Pour cela, il a fallu d’abord construire les deux modeéles
paraquantiques de Ramond et Neveu Schwarz séparément, étudier leurs cohérences a travers
I’analyse du spectre, le calcul de la fonction de partition et la fermeture de la superalgébre
de Virasoro, pour ensuite aborder la question de la brisure éventuelle de cette supersymétrie
d’espace-temps (GSO). Les résultats obtenus se résument comme suite :

e Dans les chapitres deux et trois, les deux modeéles de la corde (para)fermionique ouverte
(Ramond et Neveu-Schwarz) en présence de D-branes paralléles de méme dimensionnalités ont
été développés et leurs cohérences vérifiées.

e Le chapitre 4 a permis de retrouver le cas ordinaire selon lequel, la présence de D-
branes paralléles de méme dimensionnalités ne modifie en rien les propriétés de supersymétrie
d’espace-temps de la théorie (obtenue suite a la projection GSO) et qui est semblable a celle
des supercordes de Green Schwarz de type 1. Ceci n’est cependant pas le cas pour les ordres
supérieurs permis de la paraquantification (QQ = 2,4). En effet, et a cause des dégénérescences
obtenues pour les deux secteurs a chaque niveau de masse, il s’est avéré impossible de les
combiner dans le méme esprit de la GSO et qu’il y a par conséquent brisure de la supersymétrie
d’espace temps.

e Enfin, le cinquiéme chapitre (objet principal de la thése) est consacré a I’étude d’une
corde parafermionique ouverte entre deux Dp-, Dg-branes paralléles. En plus des coordonnées
de type NN et DD, un autre type de coordonnées est présent dites mixtes qu’on note N D
ou DN. La particularité de ces derniéres par rapport aux précédentes (NN et DD) est le fait
que les modes demi-entiers dans le secteur de Neveu-Schwarz (NS) deviennent entiers dans
le modele de Ramond et inversement pour les modes entiers dans le secteur de Ramond (R).
Ceci conduit & une dégénérescence au niveau de plus basse énergie aussi bien pour le secteur
de Ramond que celui de Neveu-Schwarz. Comme résultat, ’énergie du point zéro de la corde
est toujours nulle pour le cas Ramond et dépend des dimensions p, q des D-branes et de

Pordre de la paraquantification () dans le cas de Neveu-Schwarz. En particulier, cette constante
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d’ordre normal est nulle (donc la théorie NS est libre de tachyons) pour toute séparation entre
les deux D-branes pour les valeurs (@, (p — q)) = (1,4),(2,2) ou (4,1). La vérification de la
cohérence de ces modeéles a nécessité I'analyse du spectre, le calcul des fonctions de partition et
leur confrontation avec les résultats des dégénérescences (ot un accord parfait entre les deux
résultats a été obtenu), et enfin, la vérification de la fermeture de la superalgeébre de Virasoro.
Maintenant, appliquer la projection GSO dans ce cas s’avére complexe & cause du fait que,
et a la différence du cas des D-branes de méme dimensionnalité, dans ce cas, chaque secteur
peut aussi bien décrire des bosons que des fermions selon qu’on considere les composantes N D
(ou DN) ou les composantes NN (ou DD). Dans le cas de la mécanique quantique ordinaire
(@ = 1), une analyse plus poussée au niveau de la théorie des D-branes a révélée que seuls les
cas (p-q) = multiple de 4 donne une dégénérescence entre les deux secteurs et que le systéme
Dp-,Dg-branes est en partie supersymétrique (supersymétrie non brisée). Maintenant, pour les
deux autres cas (@, (p — q)) = (2,2) ou (4, 1) et malgré que le tachyon est éliminé, la condition

(p — q) = multiple de 4 est violée.



Annexe A
Relations de commutation trilinéaires

Calcul de [d;, [d,, dX] J :

i, [, d]_|

m ™ m

1 ! 1
2\/iwg/da/da/ala
0

0 0

[wi (1,0)exp (in (T + 7)), [@Di (1,0") exp (im (T + 0')) ,@bf (r,0") exp (il (T + 0"))] _} —

1 [ [ ! [ 1/
2\/§7T3/d0/d0 /da
0o 0 0

|:¢I_ (1,0)exp (in (1 — o)), [1/){ (1,0") exp (im (1 — o)), 47 (7,0") exp (il (T — O'”))] _]

= /da/da/da"
0

|:1/J£r 7,0)exp (in (7 + 7)), [wi (1,0")exp (im (T + 0')), wf (7,0") exp (il (7'4—0”))}_]

™

_ /d /da /da” exp (in (7 + o)) exp (im (7 + ') exp (il (7 + o))

(fwi (r.0). [WL (r.0") % (7.0M)] ]
_ ] do ] do’ ] do” exp (in (1 + 0)) exp (im (7 + o”)) exp (il (1 + 6"))
(210 (7,0) 8 (0] 4 (1,0%) — 2 [ ,0) 8 (r,0")] ., 1)}

(a) = 270 (0 — o) 6”1/25 (1,0")
(b) = —27(o — a")éIKz/J;]r (1,0)
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(1)

]da]da’jda" exp (in (1 + o)) exp (im (1 + o')) exp (il (T + ")) x (a)

/ do / do’ / do” exp (in (1 + o)) exp (im (7 + 0")) exp (il (T + "))

><27T5(U— N (7, 07)

™

/da’6 (0 —o')exp (im (1 + o')) /da/da" exp (in (1 + o)) exp (il (7 + o)) 2x6" /9% (7,0”)

™ ™

/da/da” exp (im (7 + o)) exp (in (7 + o)) exp (il (7 + o)) 276" Y™ (7,0”)

s s

/da exp (i (m +n) (7 + o)) /da”27r exp (il (7 + o)) 6"/ (1, 0")

0 0
g

47?2(5m+n,0/d0" exp (il (1 +0")) 6"k (7,0”)
0

s

1
AT 5 im 00" [/da" exp (il (T + ")) E;d{{ exp (—il (14 o))

0
g

(51 J d dO’”
\/5 m+n0 1 /
\/_

1J
m+n 05 dl

do do" exp (in (1 + o)) exp (im (7 + o')) exp (il (1 + ")) x (b)

[
do / do’ / do” exp (in (7 + o)) exp (im (7 + o)) exp (il (7 + 0”)) 276 (0 — o) 6597 (7, 0)

/
/

™ ™

27r/d0"5 o —o")exp (il (14 0")) /da/da’ exp (in (1 + o)) exp (im (1 + ') 657 (1,0")

0 0

27r0/d /daexp T—I—U)(n—l—l))exp(zm(T—l—a))51K\/_Zd‘]eXp( im (14 0"))

A7 3
V2

6n+l 061KdJ
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1
2/273

1J ;K IK ;J
:5m+n,05 dl _6n+l,05 dm

((1) = (2)) x
donc :

A= 5m+n,06IJdZK - 5n+l,061Kd7{1

de méme on trouve :

- 1 e f /7r "
B = W/d“/d"/d“
0 0

[gbl_ (1,0)exp (in (T —0)), [@/J‘i (1,0") exp (im (1 — 0')) , ™ (7,0") exp (il (T — U"))] _}

1J 1K 1K 3J
— 5m+n705 dl —(5n+l705 dm

donc

[dé’ [dil’ dlK} _] =2 (5m+n,05[JdlI( - 6n+l,05[Kdzl>



Annexe B
Calcul de quelques commutateurs

A titre d’exemple, on se propose de calculer ce commutateur de la superalgébre de Virasoro
(L, ]
On commence par le calcul du commutateur LYY, FNV]

+o0
B EN =5 3 [ [ ]

p=—00

un calcul simple conduit aux résultats suivants :

(LY o] = —mag .,
LY, d) = = (5 +m) di
on obtient :
1 & . .
[LnNNv Fnij] = 5 Z {_ (m - p) [Oéiwrm*p’ dpvi}+ - (g + p) [Oéinfp, d”+Pvi]+}
p=—00

en faisant un changement de I'indice p — (p — n) dans le deuxiéme terme, il vient :

1 I . n .
LYY = 5 S =m0 [, = (5 42— 1) [0 o], }
p=—00
1 +o00 n .
= 5 Z (5 _m> [an+m*p’dp7i}+
p=—00
n
= (3-m)F

Pour le commutateur [LYP, FNP]

L2 EYP) = 5 30 |7 [on

PE€Z20dd

[NiS)

: dg,z} J

ou

. m .
|:L£LVD7 O[zm:| = —5042_’_%

[LnNDad%] = _§(n+m)dn+%
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on trouve
1 P . 1 .
ND ND7] § : 7 _ 7 )
[ Ea = §p€z dd {_ (m a 5) [a"+m_g’dg’i]+ 2 (n+p) [am_g’dn+§’l]+}

un changement de I'indice £ — & —n dans le deuxieéme terme conduit &

(L2 FNP) = (5 = m) FAP

2 m-+n

De méme
£20. 10) = (5 - m) P2

On obtient finalement le résultat suivant :

L, F,] = (g _ m> Foin



Annexe C
Les états propres

Tableau C.1. Excitations Correspondants au secteur de R

Niveau | Etats propres
O ‘p+7Z)—7“>>R
! ot &, M )
|:Oé8_l7at_li| ) |:d8 ludt l] ) |:OCS 1>dt_l:| ) +
1 2 Tal4 bTE oAl 2+ o pt bR
Oéb_17db_1704{17d{1
( )
<O‘s_;704t_1,04111> 7<ds_;adt_;adg;> 7<048_1704t_;=dii;> )
2 2 2 + 2 2 2 — 2 2 2 +
Ozsl,dtl,d“1> ,[asl,ab_l} ,[dsl,ozb_l ,
3 T2 T2 T2/ 4 T2 + T2 + ]p+ p—>>
2 s b s b s S HTIR
a,hd—l ) d,lad—l 704,§7d,§
3 + 2 — 2 2
o] oy ] [y [ )
\ 2 + 2 + 2 + 2 — V,
Tableau C.2. Excitations Correspondants au secteur de NS
Niveau | Etats propres
—)
0 p",Pr)Ns
% Oés_lvbb_lvbj,l} |p+7p_T>>NS
2 2 2
[ail7aili| ) |:bb_l7bc_l] ) 055_1766_1] ’&b—hbs—b
1 2 21+ 2 21— 2 214+ |p+7pT>NS
Oﬂ—lv [as_bbj_l} ) [bb_lvbj_l] ) [b]_yblil}
2 214 2 24— 2 21—
( t u s t b s b c )
<0481,05 1, & 1> ,<Oé 1, 17b 1> 7<a 17b 1,b 1> ,
-3 —3 —3/4 -3 2 3/ + -3 —3 —3/4
<b"1,bcl,bd1> ,[ab_l,oﬁl} ,[ab_l,bcl] , bsl,oﬁl} ,
2 2 2/ — -2 -2 214
|:b$—17bbl:| 705i§7bb,§7<b,labblab,1> ><b],170551705t,l 9
3 - 2 2 2 2 2/ — 2 2 2/ + >|p+ p—T>>NS
2 . )
<a31,b31,b111 ,[ajl,blil} ,bJQ,[alil,bjl] ,
2 2 + 214 2 +
|:04J17O{51i| 7|:bi17b]1i| 7<b]17bk17bb1> )
+ —3]_ -3 —3 —32/_
<045 labj 1abk 1> ’ [aj 1>blil] ’<bj_lvbkl’bl_l>
\ 2]+ 2 2/ —
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We investigate the theory of an open parafermionic string between two parallel Dp-, Dg-
branes in Ramond and Neveu-Schwarz sectors. Trilinear commutation relations between
the string variables are postulated and the corresponding ones in terms of modes are
derived. The analysis of the spectrum shows that one can again have a free tachyon
Neveu—Schwarz model for some values of the order of the paraquantization associated
to some values of p and g. The consistency of this model requires the calculation of the
partition function and its confrontation with the results of the degeneracies. A perfect
agreement between the two results is obtained and the closure of the Virasoro super-
algebra is confirmed.

Keywords: Paraspinning string; Dp-branes; spectrum; partition function.

PACS number: 11.25.Pm

1. Introduction

The paraquantization, as a generalization of the quantization, was first introduced
by Green.t Indeed, in 1950, Wigner? demonstrated that, for satisfying the wave par-
ticle duality, which is a direct consequence of the Heisenberg equations of motion,
the set of the usual bilinear canonical commutation relations is a particular solu-
tion. Based on trilinear commutation relations, the paraquantization consists in a

*Corresponding author.
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generalization of the creation-annihilation operators algebra for the bosons and the
fermions. We also note that the paraquantization is characterized by a parameter
Q, the order of the paraquantization, such that () = 1 corresponds to the ordi-
nary quantization.® The purpose of this paper is to investigate the paraquantum
extension of a Ramond and Neveu-Schwarz string in a presence of D-branes.
Since 1974, a number of new dual models are being studied with the use of opera-
tors which satisfy parastatistics commutation relations. Operators L, G for Virasoro
algebra out of general parafields are constructed and the closure of the L, G algebra
is verified.* Another study of a paraquantum string theory was done by Ardalan
and Mansouri.® This study is based on the particular manner in which the center-
of-mass variables of the string are to be handled. Indeed, these authors impose on
the center-of-mass coordinates and the total energy—momentum operators of the
string x#, p* to satisfy ordinary commutation relations. This is done by the choice
of a specific direction in the paraspace of the Green components, characterized by
the anzatz z+(%) = Mg and pB) = piigy, where 2#(8) (respectively p#(?)) are
the Green components of z# (respectively p*) (see below). This requires relative
paracommutation relations between the center-of-mass coordinates and the exci-
tation modes of the string which are exclusively anomalous bilinear commutation
relations in terms of the Green components. Because of the separation of g = 1
and § # 1 in the precedent anzatz, these bilinear commutation relations cannot
be rewritten in trilinear commutation relations form which are the basis of the
paraquantization. The paraquantization of the classical massless relativistic string
action is investigated and the resulting theory is found to be Poincaré-invariant in
four space—time dimensions if they use para-Bose commutation relations of order 12.
More generally, they find that if the dimension D of the space-time and the order @
of parabosons are related by the expression D = 2 + %7 then the quantized theory
is Poincaré-invariant. They also construct a fermionic parastring model which is the
analog of the Ramond—Neveu—Schwarz model and find that it is Poincaré-invariant
in D dimensions if D = 2+ %, both the fermions and the bosons being of order
Q. An alternative to construct string theories directly in four (as well as in the
precedent others) space-time dimensions is interacting parastrings® where these
theories are consistent with Lorentz invariance. Also, another alternative method
of obtaining the critical dimensions for these theories is the regularization of the
zero point fluctuations in parastring theories” One can again construct possible
new string theories (fractional superstrings) based on local worldsheet symmetries
corresponding to extensions of the Virasoro algebra by fractional spin currents.®
They have four and six space-time critical dimensions where an evidence for their
existence by constructing modular invariant partition functions and the massless
particle spectra is presented. Free heterotic parastrings are also investigated? it is
shown that for D = 4, ) = 4 heterotic parastring, consistency can be achieved
for a root lattice of SO(8) which is integral, odd and self-dual. Another para-
Bose para-Fermi version of the heterotic strings is investigated,*” by imposing the
modular invariance of the one-loop amplitude, they find another possibility of the
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heterotic strings based on the group E8. In this case, a consistent analysis of the
spectrum with respect to the partition function is done, and the SUSY genera-
tor algebra which corresponds to the algebra of the SUSY quantum mechanics is
constructed.

Unlike works of Ardalan and Mansouri,
q 2

o a second approach of paraquantiz-

ing string theory is propose where the paraquantization is done by requir-
ing that both the center-of-mass variables and the excitation modes of the string
verify paraquantum commutation relations. Indeed, in this study, paraquantizing
the string theory consists in reinterpreting the classical bosonic and fermionic string
variables X*(7,0), P¥(7,0") and ¢*(1,0") as operators satisfying the paraquantum
trilinear commutation relations (7 is a timelike evolution parameter, while the
parameter o labels points on the string). Let us recall that the origin of the critical
dimensions D = 26 for bosonic strings and D = 10 for supersymmetric ones can
be traced to the requirement of the compatibility between quantum mechanics
and Lorentz invariance. In these two approaches, the resulting parabosonic (respec-
tively paraspinning) string theories are Poincaré-invariant if the dimension D of the
space—time and the order @) of the paraquantization are related by the expressions
D=2+ % (respectively D=2+ %) One can then obtain a number of other
critical dimensions at which the string theories are again consistent. Several works
are investigated in the context of the second approach %13
sions and deformed noncommutativity are obtained for a low-energy parabosonic
membrane theory, 4 and a detailed study of a theory of a paraquantum strings in
noncommutative space-time is done.*?

The configuration of an open bosonic string between two parallel Dp- and Dg-

new critical dimen-

branes is studied for different dimensions p and ¢1% There, the string coordinates
satisfy a Neumann boundary condition on the starting Dp-brane and a Dirichlet
boundary condition on the ending Dg-brane. This leads us to take the common
tangential coordinates NN, the common normal coordinates DD and the common
mixed coordinates; ND or DN, where the D-branes have scalar fields in the normal
and mixed directions of the worldvolume and vector fields in the directions longi-
tudinal to the brane.

In the present paper, we are interested in the study of the fermionic degrees
of freedom. In addition to the bosonic case, we examine the coherence of the
Ramond and Neveu—Schwarz models in the paraquantum case through the compari-
son between the mass spectrum degeneracies and the development of the partition
functions.

The paper is organized as follows. In Sec. 2, and to fix the notations, we recall
some basic features on the different boundary conditions in the case of an open
spinning string between two parallel Dp- and Dg-branes which we denote by NN,
DD, ND or DN. The particularity of the ND and the DN compared to the NN
and DD coordinates is the fact that the half-integer modes in the Neveu-Schwarz
(NS) sector became integer ones and inversely for the Ramond (R) sector. For more
details, one can see this list of references 723
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In Sec. 3, we construct an extension of this model in the parquantum formalism.
Applying the Green representation of the different dynamical variables (operators),
we postulate the trilinear commutation relations between the string variables in the
light cone gauge and derive the ones in terms of the modes.

In Sec. |4, and for each Ramond and Neveu—Schwarz sectors, we calculate the
modified mass operators in the normal ordering process, where the zero mass energy
is still null for the Ramond case and depends on the p, ¢ brane dimensions and the
order of the paraquantization in the case of NS. The spectrum of the physical
states is constructed and the mass degeneracies are calculated for each mass level.
The verification of the consistency of these models requires the calculation of the
partition functions and their confrontation with the results for the degeneracies.
The perfect agreement between the two results confirms the consistency of the
paraquantum models developed. Finally, we ensure this consistence by the closure
of the Virasoro superalgebra.

2. Boundary Conditions and Mode Expansions

Let us consider the configuration of two parallel Dp-, Dg-branes. An open spinning
string is supposed to satisfy the NN, DD ND or DN boundary conditions when it
is stretched between these different branes.

On the light-cone worldsheet, the action of the system is written as

S = % /do— dr[04 X0~ X +i((W_049— +¥10_vy))], (1)

where X and 1 stand for bosonic and fermionic fields, respectively.
The variation of the bosonic part of the action (1) leads to the following four
types of boundary conditions:16

(1) NN boundary conditions

8({%(7',0) U_O—a;;(ﬁa) J_W:O, i=2,q, (2)
(2) DD boundary conditions
X7, 0)|lo=0 =27, X7 0)lo=r =75, a=p+1.d, (3)
(3) ND (or inversely DN) boundary conditions
%(770) 020:0, X"(1,0)lo=n =74, r=q+1Lp, (4)

where i, a and r, respectively refer to the tangential, normal and mixed direc-
tions of the brane.

The mode expansion of each type of coordinates (NN, DD and ND) are, respec-
tively, given by

) ) ) > 1 .
X'(o,7) =24+ V2 ayT + iV 2! E —a;, exp(—wnT) cosno , (5)
n
n=1
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X%(1,0) =z + (25 — z7) +\/72704 exp(—inT)sinno, (6)
n#0
X"(r,0) = T5 4+ ivV2a/ Z gofﬂ exp (—in7> cos (na) , (7)
nEZodd noe 2 2

where the numbers of coordinates NN, DD and ND are (¢ — 1), (d — p), (p — @),
respectively.
The oscillator modes verify the following commutation relations:

[, o] = N6™ 6n a0 s (8)
where
(i,n) for NN, 1=2,q,
(I,N) = (H;) for ND, DN, r=g+Lp, (9)
(a,n) for DD, a=p+1,d.

Here, (a,r) refers to scalar indices, whereas the ¢ are vector indices in space—time.
Similarly, the variation of the fermionic part leads to the boundary conditions®*

NN: @ lomo =0 om0, Yilomr = M0" |o=r
DD: ¢4lo=0 = —¥%|o=0, Vilo=r = 1V |o=r,
ND: ¢ilo=0 = +¥" |o=0, Vilo=r = =1V |o=r,
DN: ¢ilo=0=—%"|o=0, ¥ilo=r =1V |o=x,

(10)

where 7 = 41, —1 for Ramond and Neveu—Schwarz sectors, respectively.
In the Ramond sector, the mode expansions of the fermionic field take the form

"/}j:('r J \/’ Zdl —iN(t+0) 7 (11)

with the convention (9) and where the oscillators modes satisfy the anticommuta-
tion relations

[d{v,dm+ =6"6n1 0, (12)

again with the same convention (9).
It is worth noting that the zero modes d, and d¢ satisfy the Clifford algebra

[di, d)], =6 and [df,df], =5, (13)
which contributes to the degree of degeneracy of the zero mass spectrum.
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Now, for the Neveu-Schwarz sector, the mode expansions are

NN, ND ¢l (r,0) Zb’ —IN(r+o)

(1,N) = ( Z) (r,n),

(14)
DD, DN ¢L(r,0) Zb’ —IN(r+0)
(1.N) = < ;‘) ().
where the b4, modes satisfy the anticommutation relations
(b, szwL =6"SNn a0, (15)
with the inverted convention
(zZ) for NN, i=2.4q,
(I,N) =4 (r,n) for ND, DN, r=q+1,p, (16)
<a,g> for DD, a=p+1,d.

Here, unlike the ordinary case, the zero modes by are present and satisfy the Clifford
algebra

(b5, b5], =67 (17)

3. Model

Let us investigate the paraquantization of the theory in the transverse gauge. This
means that the dynamical variables X(7,0), ¥!(7,0), P!(r,0), = and p* as
operators satisfy trilinear commutation relations.

To do this, we begin with the ordinary case based on bilinear (anti)commutations
relations

[XI(T7 o), P’ (r, )] = i6!76(c — o'),

[\111(7,0)7 \I/‘](T O’l)]+ (5”5(0 -a), (18)
[27.p"] =

and all the other commutators are null.
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We introduce the Green decomposition of the operators X' (r,0), PI(r, o),
Ul(1,0), x~ and pt defined by

Q
X'(r,0) =Y X"(r,0),
a=1
Q
Pl(r,0)=>_ P (r0),
a=1
Q
v (r,0) =Y W (r,0), (19)
a=1

H\

Il
Me

&\

B

Q
I
=

p-‘r

=
+
Il
M@
B

Q
Il
-

where @ is the order of paraquantization.

Paraquantizing the theory consists of postulating the following anomalous bi-
linear (anti)commutation relations. Here, the word anomalous means that these
relations are equivalent to (18) when it is between the same Green components
(o, ) and inverted and taken to be zero when it is between two different Green
components («, 3)

[X1@(r,0), X (1,0")] = [P1)(7,0), PT @) (r,6")] =0,
(X! (7,0), X7 (r,0")], = [PI(r,0), P/ P(7,0)], =0, a#5,
(X" (7, 0), P (r,0")] = i6"5(c — o),

[XI(a)(T7 o), P? ) (r, U/)]+ =0, a#p,
[\I/I(a) (r,0), g (@) (7, 0-’)]+ = (5IJ(5(0 — O'I) )
[0 (r,0), WD (r.0)]_ =0, a#8p,

(X (r,0), 97 (7,0")] = [P1)(r,0), w7 (7,0")] = 0.
[Xl(a)(T o), 0B (r, o )]+ [Pl(a)(r,o),‘I/J(m(ﬂff/)h =0, a#p,
[xf(oz),er(a)} =1,
[2=@ p* ] =0, a#8,
[ (a) A(a)} [p+(a) A(a} =
(@), A ] [+(a)7A(ﬁ)]+:(), a# B,

’

A= XI(r,0), Pl(r,0) and V! (7,0).
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Notice here that the particular value Q = 1, corresponds to the ordinary
quantum case. Now, one can demonstrate that the precedent anomalous relations
are equivalent to the following trilinear commutation relations which define the
paraquantum system

(X" (a,7), [P0, 7), PR (0", )], ] = 2i{s""6(c — ")y P*(¢",7) + 6"F6(c — 0" )P/ (o', 1)},
(X' (o,7), [X7(0",7), PR (0", 7)], ] = 2i6"5(c — ") X7 (0", 7),

[P (o, 7), [X (o', m), X" (0", 7)] ] = —2i{6"76(c — o)X (¢",7) + 6" 5(c — 0" ) X (o, 7)},
[V (0. 7), [¥7 (0", 7), W (o”, 7)] ] = 2{6""6(0 — o) ¥ (0", 7) = 6" 6(c — o)W (o, 7)}
[¥' (o, m), [¥7(o", 1), X" (0", )] ] = 26" 6(c — o)X " (", 7),

[‘I’I(O',T), [\I/‘](O'/,T),'PK(U”,T)] = 251‘15(0'—17/)77[((0”,7'), (21)

+}

[XI(o',‘r), [‘ll‘](cr/, T),PK(U”, T)] = 21’5‘”(5(0' — U,,)\I/J(O',, ),

+]
[P0, [27, X7 (o', )] ] = —is""8(c — o)™,
[xX'(o,7), [, P7(e",7)] ] =i6" 8(0 — o)™,
[27. [X7(0.7),p"],] = —iX7(0.7),
(2=, [P (0, 7),p"] ] = —iP (0. 7),
and all the other commutators of the type [A, (B, C’]+] are null.

In terms of modes, and in the Ramond sector, one can derive the following
trilinear commutation relations with the convention (9) (see App. A):

1]
1]
]_]
[di, [df. B, ] = 26" dx ar0B, B #dE,
[27, [p7 %] ] = 2i(67p" + 675 p7) (22)
2!, [p”, C],] = 28" C,  C#p¥,
[z, [p". 7], ] = 4ip™,
[z~ [p",D] ] =2iD, D#p*,

and all the other commutators of the type [E,[F,G],] are null.
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In the Neveu-Schwarz sector, one obtains (with the convention (16))

[OéN, [OéM, ag, +} = 2N((5IJ(SN+M 0045 + (SIK(SJ\H_L,()O(%/[) R

L]
[O‘Na [CVM» ]J =201 Nén oA, A#ak,
[biv, (03,08 ] ] = 2(6" 6Nt ar0bF — 6" onr0b3)
(o, [bar, ]J =26"6n 0B, B#bL
(23)
[ [p 7pK]J — (5IJpK+51K J)
[21, [p7,C],] =2i87C, C#p¥
[z, [p".p"],] =

(" D], =2D, D#p*
and all the other commutators of the type [E,[F,G],] are null.

4. Spectrum, Degeneracy and Partition Function
4.1. Ramond model
4.1.1. Modified mass squared operator

The mass operator is written as
2 AR R R
M _( 5o ) +J(N,-++Nr++Na+), (24)

where

N = Z Lyran], + N[dy,dy] ), (25)

N>0 I
with the convention (9)), and where we have symmetrized (antisymmetrized) the
bosonic (fermionic) modes product.

Here, Nﬁ_, NRE -+ and Nfﬂr are the number operators corresponding to the lon-
gitudinal, the mixed and the normal sectors, respectively. The positive quantity,

o a2
(%) , represents the shift on the mass operator which arises from the separa-

tion of the two parallel Dp- and Dg-branes.

4.1.2. Analysis of the spectrum and partition function

Now that we have constructed the mass squared operator and determined the num-
ber operator, we can construct the spectrum and calculate the partition function.
The ground state ‘ pT, pT> R satisfies the relation

—a  ~a\ 2
5 —7T
MQ’P+»PT>R = (2271_0/1) |p+»PT>Ra (26)

o a2
which is a massive state with an eigenvalue, m? = (352277 (:,1) .
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Table 1. Open paraspinning string mass spectrum in the R sector.

Level Number of degeneracies m?
(a=1)+(d=p) FO_ 5%\ 2
0 o 3 ) (Igmg”g)
(g=D)+(d=p) z9_z0\ 2
1 2 o - ) (B2) +
(g=1)+(d—p) 70 _za\ 2
g—-2)7e=p) 2 z T 1
! 2 @) - -0+ -2y (B2 4 2
8
3 o (LmD=p)y (pfq)[4(d*1)+g] (53_%T)2+ 3
2 2 4 3 2T 2a
—4(p—-q¢)?+30—19)

2d(d—1)+4(p—q)(1 - d) o,
+(pfq)2[%+4d] (?;jl) +2Z
-9+ 2(p—9q*

2((4*1)301*11))

The zero modes for the NN and DD components which satisfy the relation
[M2, dé’a] = 0 imply a degeneracy of this mass of a degree 2(%)

The states of the first level are obtained when we apply the creation operators
o 1 s 1 (in the mixed direction) on the fundamental state. By the use of the

trilinear relations (22), one calculates the mass eigenvalue and obtains

N
2 5 — T} 1
— 2
" {( 2ra/ > + 2a’] ’ 27)

( (q—l)-;(d—p) )

with the degree of degeneracy 2 (p — q) for each one.

In the same way, one can obtain the other first levels as summarized in Table |[1.

For the states corresponding to these first levels, see App. B.

Notice here that the degeneracies depend on the order of the paraquantization
which is related to the space—time dimension D through the relation d — 1 = %
(Refs. 11 and |12)) and which again introduces constraint on the possibilities of the
values of (p,q) and of course ’p‘*‘, pT>  Test are not tachyonic for all the allowed
values of Q = 1,2,4,8.

Having studied the spectrum, let us now focus on the partition function. In
general, this takes the following form:

o0
(=55 Tea™s = 37 dp(n)a” (28)

n=0

fr(z) =2

where dgr(n) is the degree of degeneracy of the nth level and N is the number
operator.
In our case, this function reads

fR(.fLr> — 2(%) Z m<n'/un;/n,alNﬁ+N5++Nf+‘n;7n;1n;> , (29)

’

’ ’
ni7n1.,na
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where the operators N2, N2 and NE are given explicitly in (25). We can then
derive the following form:

@-Dia-py 2 (142" \ T 2 14+ 23 \P 922 /14 47\%P
= 2( 2 ) | | 7 I I .
fR(LC) I,l (1—.73”) (]_-(pz) <1—l‘n

n=1 nezt n=1
dd (30)
If we consider only integer numbers n, one can write
oo 1+ a3 \P? I+a 2 L2 S\
11 H : (31)
1—z3 o 1-— q; =N
nez:dd -

Then the partition function becomes

_ o(l=stemn) 1\ (T o\ 4P
fr(z) = H 1_n H PR T H 1_ :

1—x"2

n=1 n=1 n=1 (32)
Numerical calculation of these terms shows that
fale) = 225 ‘“’>{1 F2p—gVE+2[[d— 1)~ (p— ) + (0 0)’]
+|o-o(1a-1+3) - 1002+ 30 0]o?
+ [Qd(d —1)+4p—)(1—d)+ (p— q)* (2 + 4d>
_;(P—Q)3+§(P—Q)4]$2+"‘}a (33)

where the coefficients of this function denote the number of states of each level.

We obtain a common chord between the development of the partition function
(33) and the degeneracies of states for each mass level (Table |1). This confirms the
consistence of the theory.

4.2. Neveu—Schwarz model
4.2.1. Modified mass squared operator

As in the Ramond sector, the modified mass squared operator is given in symmet-
rical form as

o =a\2
5 —f d-1)  ,(p—q)
M2 (P21 — [ NNS 4 NNS 4 NS - ( 4

( 2ma/ T TN No — @ 6 @ 8 (34

where

I+_ZZ a N,aN +N[b1N,bI] ), (35)

N>0 I

with the convention (16).

1850048-11



D. Hamam & N. Belaloui

Table 2. Open paraspinning string mass spectrum in NS sector.

Level Number of degeneracies m?

0 5 (52) 4r
: - (Fet) 7+ 5
| 25" {Ldd - 1) + (- )} () 4T+ 3
g 25" [ 448026 4 () g)(d - 1)} (B2t) v+

d(d® +2d? +23d — 26) — L (p—q)*
9 2(;7;1) 1 1. 5 2_g z3—2% 2+T+ 2
+ 2 ( Q) + 1 (p q) [P +4q } 2ma’ al

+2(p—q)[3d% — 3d —p® + ¢* + 9]

4.2.2. Analysis of the spectrum and partition function

We proceed in the same way and the fundamental state verifies

e = [(B) 4 L (@ + @) | b a0

2T

which implies

vﬁ—(%;jgz+;§0M£”+Q@§®>~ (37)

Notice here that —@) (dffjl) = —% so that the term T = —( Q(d 1) +Q@) =

0 in the cases (Q, (p—q)) = (1,4), (2,2) or (4,1), we conclude that the theory is free
of tachyons for any separation between the two branes. Here again, the presence
of the zero modes bT (in the mixed directions) implies a degeneracy of the mass

with the degree 25 We can derive the other first levels by applying the different
creation operators, calculate their masses and the degeneracies. We summarize the
results in Table 2l

Now, the partition function is given by

(p—q) /| NS NS NS ’or
fNS(x) — 93 E x<”w” Mo | NoY +NYP+NG P g, nl,)

nnn

(¢-1) o
Lt+an2 ny (p—a)
() Taee

1 (P—9) 14 gn—4 (d —p)
% H <1x3> H< 1—95”) 1’ (38)

n=1
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where

which leads to

N -1
o | v (142" 32 @V
frs(e) =22 S

n=1

00 P9 _1\ (d—p)
1+ 2™ 1+z" 2
n=1 n=1

The expansion of this function around =z = 0 gives

(o) =27 {14 (0= VE + [3ala - 1)+ - 0o

+5d 6

3

n Fp-g)d- 1>]xz

1 3 2 1 4
+ | = +2d* +2 26) — —(p —
[2 dd d 3d — 6) 12( q)

%p q)* +4(p 0)*(* +¢* —8)

+é(p—q)(3d2—3d—p3+q3+9)}x2}+--~. (41)

Here again, we observe that the degeneracies of each mass level are equal to the
coefficients of the partition function.

5. Virasoro Superalgebra

One can easily verify the closure of the L, F', Virasoro superalgebra which reinforces
the consistency of this theory. Indeed, in the Ramond sector, the operators L and
F take the form

Ly = LN+ LyP + Ly°,

F,=FN4+FYP 4+ FPP “2)
where
1 . 1
NN
LN 42{[a;p,ap7i}+ +(r+ 50 0]
pEZ
1
LND 4 Z {|: gaag,r}++2(p+n)|:dn Padg,r:|_}7 (43)
PEZodd
LDD _1 a 1 4% d
n _42 anfpaap,a++ p+2n [np? ]_ 9
pEZ
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and

1 )
NN __
F,m = 9 Z [Oxiﬁp, dp,i}+ )
pEZ

1
ND _ r
Fn - 5 E [anig ) d%,ri| 3 (44)
PEZodd +
DD 1 a
Fn = 5 |:an—p7 dp7ai| N .

By the use of the trilinear commutations relations (22)), and after a lengthy
calculus, one can obtain the following results:

d—1 —
[Lna Lm] = (TL - m)Ln+m + angdrﬂrrn,o - QungénwLm,O )

8 4
d—1 —
[Fna Fm} + = 2Ln+m + Q( 2 )n25n+m,0 - Q (p 4 Q) n25n+m,O ) (45)

[Lm Fm] = (;n — m) Foim.

Note that the central term is dependent on the dimensions p and g of the branes
and the paraquantization order Q.

6. Results

In this paper, we have studied the theory of an open parafermionic string between
two parallel Dp- and Dg-branes in the Ramond and Neveu—Schwarz sectors. We pos-
tulated the set of the trilinear commutation relations verified by X! (o, 7), ¢! (o, 7)
and P!(o,7) and derived all the paracommutation relations in terms of modes.

The second point developed is the study of the spectrum. The mass operators
show that the zero mass energy is still null in the Ramond sector and is multiplied
by the order of the paraquantization @ in the Neveu—Schwarz case, so that the NS
theory is free of tachyons for any separation between the two branes for the values
(Q.(p—a)) = (1,4), (2.2) or (4,1).

A detailed description of the first five levels of the spectrum and their degen-
eracies for each sectors is done and represented in Tables 1| and 2.

The verification of the consistency of this model requires the calculation of the
partition function and its confrontation with the results for the degeneracies. The
perfect agreement between the two results confirms the consistency of each model
developed. This consistency is reinforced by the closure of the L and F Virasoro
superalgebra.

Acknowledgement

This work is supported by the Algerian Ministry of Higher Education and Research
under the CNEPRU project No. D00920100040.

1850048-14



Ramond and Neveu—Schwarz paraspinning strings in presence of D-branes

Appendix A. Trilinear Commutation Relations

As an example, we derive one of the trilinear commutation relations [d{v,
[diy,dff] ]

[di, [di,di] ] =3 \[W:a / do / do’ / do”
X [1/1_1,_ (1,0) exp(iN (T + o)), [1/1_{_(7', o Yexp(iM (1 + o)),

wf(T, o) exp(iL(T + a”))] 7]

1 s s ™
+ - do / do’ / do”
2v/273 /0 0 0

X [1/}{ (1,0) exp(iN(1 — 0)), [1/){ (1,0") exp(iM (T — o)),
(7, 0") exp(iL(T — aN_].

The first integral A is as follows:

/ do / do’ / do” exp(iN (r+0)) exp(iM (r+0)) exp(iL(7+0"))

A
L 2\[71'3

x [ph(r,0), [vi(r,0"), 05 (r,0")] ],

thus we use the trilinear commutation relations (21) and (11), and obtain
Ay = SN 00t dY — Snip 00" dY,
In the same way, the second integral As is as follows:

Ay = /da/ da/ do" exp(iN (1 —0o)) exp(iM (1 —o")) exp(iL(T — "))

2\[7‘(3
x [1/15(7',0)7 [1/’{(73 U’)ﬂ/’{{(ﬂ UN)]_] )
thus giving

Ay = Ony a0 dE — Onyp 00" Edy, .
Finally, we obtain

[d [d], dX] _] — A+ Ay = 2(5N+M705”df - 5N+L,05”<dj1) .

Appendix B. Eigenstates

In this section, we give the corresponding excitations for an open spinning string
between two parallel Dp, Dg-branes in light-cone gauge (Tables |B.1|and B.2).

The notation (a,b,c,...)+ describes the symmetrization (antisymmetrization)
of the all possible permutations of oscillators products.
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Table B.1. Corresponding excitations in R sector.

Level State
0 lpt, PR
% {as_l7ds_l}‘p+»pT>R
2 2
1 {|:O‘5 17at 1] 7|:d5 17dt 1:| 7|:O‘S 17dt 1:| 7abflvdbflvo“ilvd‘il}|p+vpT>R
T2 204 2 T2]_ T2 T2l4

N
—
S

Q

| o

=
Q

|
Wl

|

7au1> ’<d81:dt1:du1> a<as1aat1:du1> >
2/ 4+ —2 T2 T2/_ -2 T2 T2/ 4

s b
A 1,07

2

)

+

Table B.2. Corresponding excitations in NS sector.

Level State
0 Ip™, pr)Ns
% {ailvbb 10 }|P+7PT>NS
1 {|:as1:at 1 5 bb1:bp1:| a|:ag1»bb1 aab_lvbs_paj,p
-2 -2 + 2 T 2]_ 2 T2 +
{ailvbi; s bb,lvbj,lj| 7|:b]7;ablili| }|p+apT>NS
2 2] 4 2 2] _ 2 2] _

(SIS
—
S

Q
|
[N
Q
|-
N[=
Q

| &
[N
~_—
T~

Q

| o
Nl=

\Q“
ol

“Q"
|
ol

> v<ai;vbb,ybi;> )
+ 2 2 2/ 4
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Abstract

The purpose of this thesis is the study of open fermionic strings in the
presence of parallel D-branes in the context of the generalization of quantum
mechanics that is the paraquantization and to determine in which case the
GSO projection can be applied. The results obtained are summarized as
follows:

- Possibility of constructing of parafermionic string models that are
coherent both for the Ramond sector and the Neveu-Schwarz sector
for the two configurations: Dp-, Dp-branes or Dp-, Dg-branes.

- Outwards from the ordinary case that we find and which confirms
that the presence of parallel D-branes of the same dimensionality
does not alter the properties of space-time supersymmetry of the
theory (obtained following the GSO projection). It has proved
impossible to combine the two sectors in the same spirit of the
GSO for the higher orders allowed for paraquantization and that
there is a break in the supersymmetry of space-time.

- For the case of D-branes of different dimensionalities, only the
ordinary case allows a partial breaking of supersymmetry of the
space-time and for the higher orders of paraquantization, the
breaking is total.

Keywords: Paraquantization, Dp-branes, partition function, spectrum,
GSO projection.



Résumé

Le propos de cette thése est I'étude des cordes fermioniques ouvertes en
présence de D-branes paralleles dans le contexte de la généralisation de la
mécanique quantique qu’est la paraquantification et de déterminer dans quel
cas la projection GSO est applicable. Les résultats obtenus se résument comme
suit :

- Possibilité de construire des modeles de cordes parafermioniques
cohérents aussi bien pour le secteur de Ramond que celui de Neveu-
Schwarz pour les deux configurations : Dp-, Dp-branes ou Dp-, Dg-
branes.

- En dehors du cas ordinaire qu’on retrouve et qui confirme que la
présence de D-branes paralleles de méme dimensionnalités ne modifie en
rien les propriétés de supersymeétrie d'espace-temps de la théorie (obtenue
suite a la projection GSO). Il s’est avéré impossible de combiner les deux
secteurs dans le méme esprit de la GSO pour les ordres supérieurs permis
de la paraquantification et qu’il y a brisure de la supersymétrie d’espace-
temps.

- Pour le cas de D-branes de dimensionnalités différentes, seul le cas
ordinaire permet une brisure partielle de la supersymétrie d’espace-temps
et que pour les ordres supérieurs de la paraquantification, la brisure et
totale.

Mots clés: Paraquantification, Dp-branes, fonction de partition, spectre,
Projection GSO.
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