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Chapitre 1 

Introduction 

La mecanique quantique par ses concepts et regles a pu expliquer le monde micro-

scopique et a envahi par son exploit nos produits de consmmnation technologique. De 

nos jours, on s'interesse de plus en plus a son developpement donnant naissance a une 

nouvelle discipline de la science <lite : Information quantique. 

L'information quantique exploite essentiellement les effets de superposition et de me-

sure et d'intrication dans les domaines tels que l'informatique et la cryptographie. La 

superposition et la mesure, deux principes complementaires, de la mecanique quantique, 

bien connus depuis les debuts de son developpement. Ils la distingue enormement de 

la mecanique cla.ssique qui se definit completement deterministe. L'etat cla.ssique d'un 

systeme physique est completement determine par la donnee initiale et la mesure est la 

pour une simple verification des lois classiques. Dans ce cas classique, une superposi-

tion des etats n 'est possible que dans le cas des phenomenes ondulatoires se propageant 

dans l'espace-temps. Par contre en mecanique quantique on admet et on generalise ce 

principe de superposition a tous les systemes physiques mais on confere a la mesure un 

statut particulier qui delimite l'effet de cette superposition. Les bases de cette nouvelle 

mecanique ont permis de sonder le phenomene d 'interaction matiere-rayonnement et une 

technologie nouvelle s'est batie dessus. Un developpement proliferant en informatique et 

en telecommunication a vu le jour. Par ailleurs, depuis son avenement une opposition a 
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ces idees nouvelles s'est forme essayant de mettre en cause les principes de bases de cette 

mecanique quantique. Plusieurs de ses fondateurs tels Einstein, de Broglie et Schrodinger 

ne l'ont pas acceptee comme theorie complete et ont essaye de construire des modeles 

physiques montrant son incompletude. Deux exemple tres connus sont le paradoxe EPR 

et le chat de Schrodinger. Ces derniers exploitent le principe de superposition clans sa 

version la plus profonde: les etats intriques (non separables). Leur modele suppose alors 

l'existence de variables cachees dont la mecanique quantique ne tient pas compte. Les 

inegalites de Bell, dues a J. S. Bell, sont les relations auxquelles obeissent les mesures sur 

des etats intriques clans l'hypothese d'une theorie deterministe locale a variables cachees 

(complete selon l'argument EPR). L'experience Aspect a demontre que les inegalites de 

Bell sont violees, et elle nous force a renoncer encore une fois a une physique causale 

et locale au meme temps. J. S. Bell plaide alors pour une physique deterministe non 

locale a l'image de la mecanique quantique deterministe de Bohm. Le statut de la me-

canique quantique reste souverain et les physiciens de la nouvelle generation ont prefere 

mener encore ce debat philosophique clans une ambiance plus defiante qui est celui des 

experimentations. On assiste maintenant a une nouvelle ere de technologie de dimension 

nanometrique permettant par sa petitesse infime de s'assurer encore plus de la validitc 

des concepts quantiques et de nous mener a des exploits inou1s telle que la teleportation 

quantique. En plus, les scientifiques ont commence a imaginer les retombees de ces reali-

sations miniaturisees de la mecanique quantique et on voit naitre des sciences nouvelles 

comme l'informatique quantique permettant un pouvoir sans precedant en comparaison 

avec ce qui a ete fait auparavant. L'objectif de ce memoire est une initiation au calcul 

quantique que nous allons e:xhiber clans le cas de la teleportation quantiquc. Dans un 

premier temps, nous allons reprendre l'exemple, devenu maintenant pedagogique, de la 

teleportation d'un qubit, propose par G. Brassard et al, puis nous allons considerer le 

cas de la teleportation de deux qubits ( citer la reference). 

Dans le deuxieme chapitre, nous presentons les concepts fondarnentaux de la meca-

nique quantique. Nous donnons quelques definitions et presentons son systeme complet 
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de postulats et les notions d'operations quantiques, de mesure et d'intrication sont intro-

duites. Dans le troisieme chapitre, on considere la teleportation d'un qubit via le calcul 

quantique Nous examinons cette teleportation suivant deux formalismes, celui des kets et 

celui de la matrice densite. Dans le chapitre quatre, on presente la teleportation de deux 

qubits dans les deux approches. Cornme on va le voir, le calcul utilisant le formalisme de 

la matrice densite est tres long. Bien sur, dans le cas considere, les deux qubits sont se-

pares et purs. Le calcul quantique presente (en matrice densite) est une simple imitation 

de celui des kets. Que peut-on dire d'une situation plus cornplique? est-ce possible de 

teleporter et sous quelles conditions? On va pas repondre a ces questions nai"ves. Pour 

pouvoir progresser en calcul quantique, nous allons utiliser une plate forrne de calcul 

quantique elaboree en java par le Dr K. Khalfaoui pour refaire le calcul qu 'on a deja fait 

en l'implementant et comparer nos resultats a ceux de la machine. Le cinquieme chapitre 

contient l'essentiel de cette implementation .En fin, une conclusion generale est presentee. 

4 



Chapitre 2 

Les principes de la mecanique 

quantique 

2.1 Le principe d 'incertitude 

Le principe d 'incertitude de Heisenberg stipule que la connaissance qu'on pourrait 

avoir d'un systeme quantique contient toujours une indetermination. L'exemple theorique 

( le microscope par exemple) qu 'il a propose montre que toute mesure de la position d 'un 

electron a l'aide d 'un appareil quelconque utilisant le rayonnement devra selon la dualite 

onde-particule etre accompagnee d'un echange d 'impulsion entre l'electron et l'appareil de 

mesure. Cet echange d'impulsion est beaucoup plus grand que la precision sur la posit ion 

sera plus grande. Suivant le formalisme, cette dualite onde-particule se manifeste dans 

la mesure par une limitation sur la precision de chacune de deux variables conjuguees. 

Dans ce cas de la position et de l'impulsion on a la relation suivante 

D.x6.p rv n (2.1) 

ou 6.x et 6.p sont des incert itudes definies sur la determination des ces variables. 

Ces relations d'incertitudes sont fondamentales et permet tent d 'expliquer et d'elucider 
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les paradoxes qui surgissent au cours d'une analyse des effets quantiques au moyen des 

images habituelles de la physique classique en de basant sur la connexion intime entre la 

description statistique de la mecanique quantique et les possibilites effectives de mesure. 

La encore et avec plus de determination, on voit que l'hypothese de l'atomicite remets en 

cause d 'une maniere plus directe le cadre de causalite 11 rigide 11 de la mecanique classique. 

Le cadre general de ce principe est le principe de complementarite qui permet de tenir 

compte de cette hypothese d'automaticite et de l'exigence de la finitude du quantum de 

Planck. 

• 
11 Ce principe de la complementarite peut etre considere com.me une generalisation 

rationnelle de l'ideal meme de la causalite 11
• Cette maniere nouvelle de voir les choses a 

suscite d'ardentes discussions et une controverse s'est installee parmi les physiciens de 

cette epoque. Le paradoxe EPR figure parmi ces tentatives de demonstration de l'incom-

pletude du formalisme quantique. Son contenu a ete publie clans la prestigieuse revue 

Physical Review sous le titre 11 Can quantum-mecahnical description be considered com-

plete 11 Phys Rev 47 (1935) , 777-780. 

2.2 Le principe de superposition 

Le principe de superposition affirme que l'etat physique des systemes quantiques obeit 

a la regle de combinaison des etats. Un systeme qui a plusieurs etats possibles, admet la 

somme de tous ces etats comme un etat possible. Le systeme se trouvera alors clans une 

superposition des etats. Ce phenomene parait etre et.range clans un monde classique des 

particules alors qu'il est deja present clans le monde des ondes. Si on admet la dualite 

onde-particule, il nous est alors possible d'acceder aux proprietes etranges du monde 

quantique. Ce fait experimental s'avere d'une richesse extremement inegalable et libere 

le comportement de la nature de la vision restreinte de l'ancienne causalite regissant 

l'evolution des particules. 
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2.3 La representation d'un etat quantique 

L'etat physique du systeme contient toute !'information physique. Mathematique-

ment, l'etat physique est un objet mathematique qui donne le maximum d'information 

possible sur le systeme clans le but de prevoir les resultats des experiences que l'on peut 

realiser sur lui . C'est un element vectoriel, vu sa linearite suivant le principe de superposi-

t ion, on le choisit un vecteur d'un espace de Hilbert. Le choix de cet espace est motive par 

l'approche probabiliste qui nous assure le retour aux situations classiques via le principe 

de correspondance. 

2.3.1 La notation de Dirac 

Il est habituel de noter l'etat du systeme par un vecteur norme l'l,b) E H , avec l'l,b) 

est appele " ket 'l,b " et on notera ('l,bl appele "bra 'l,b" , le vecteur dual E H* 

Les grandeurs physiques sont des operateurs hermitiens complets, et une mesure com-

plete sur cette grandeur doit la determiner completement et la valeur moyenne de !'ob-

servable A clans l'etat l'l,b) sera notee ('l,bl A l'l,b) . 

2.3.2 L'espace de Hilbert 

Definition : 

Un espace de Hilbert H est un espace vectoriel dote d'un produit scalaire hermitien et 

dont les proprietes de convergence sont complete, ceci permet et garantit la traduction des 

proprietes quantiques en valeurs mathematiques d 'une maniere univoque. La dimension 

de cet espace est en general quelconque et en information quantique on utilise des espaces 

de dimension fini de valeurs 2 pour un qubit et de valeurs 211 pour un n-qubit . 

2.3.3 Les postulats de la mecanique quantique 

Postulat 1 
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On associe a chaque systeme physique ferme un espace lineaire complexe muni d 'un 

produit hermitien complet qu 'on nomme espace de Hilbert. L'etat du systeme est alors 

decrit par un vecteur de norme egale a l'unite appartenant a cet espace de Hilbert qu 'on 

note lw) . Exemple : le qubit de l'information quantique 

lw) =a IO) + b 11) avec ial
2 

+ lbj
2 

= 1 ; 1¢) E 1i := C
2 (2.2) 

C'est l'etat fondamental de l'information quantique. Il appartient a un espace complexe de 

dimension 2. Il est abstrait mais il peut etre realise physiquement de differentes manieres: 

des etats d'atomes, de spins , de photons, etc .. . 

Le n-qubit est un vecteur dans un espace complexe de dimension 211 

lw) = L ai1h-.in li1 , i 2···in) avec 2.::: la· . . 12 - 1 . 1·1·) E 'lJ - ,,-.2n 
i1,t2 ... 1.n - , Cf/ It = \L... 

i1 ,i2 .. in =O,l ii,i2 ... in = O,l 

(2.3) 

Postulat 2 

Une observable ( qui peut etre aussi une grandeur physique) est une propriete du 

systeme quantique qui en principe peut etre mesuree. une observable est un operateur 

auto-adjoint dont la base propre est complete. Cet operateur agit sur l'espace des etats 

du systeme quantique. 

A : lw) ___.A lw) 

A(a lw) +bl<p)) 

(A+ <Pi?/!) 

a(AI?/!)) +b (A l<p)) 

(</>I Aw) 

Cet operateur auto-adjoint peut etre developpe conlllle 

A = LanPn 
n 

(2.4) 

(2.5) 

ml a11 est une valeur propre et P11 le projecteur sur le sous-espace propre correspondant 
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a la valeur propre et s'ecrivant 

Pn = L Iv>.) (v>.I ,\ etant la dimension de l'espace propre (2.6) 

>. 

Cet ensemble de projecteurs verifie 

Comme 

on peut alors ecrire 

PnPm = 5nmPn; P;t = Pn; L Pn = J 
n 

P; = Pn et Pn = P;t 

ｾ＠ p+p =I 
ｾ＠ n n 

n 

(2.7) 

(2.8) 

(2.9) 

D'habitude on definit la mesure quantique a partir de cet ensemble de projecteurs mais 

il est plus interessant d 'utiliser un ensemble d 'operateurs plus general. 

Postulat 3 

Une mesure quantique est decrite par un ensemble d'operateurs de mesure {lvln} .Ces 

operateurs agissent sur l'espace des etats du systeme physique. Notons (n) le resultat de 

mesure. Si le systeme physique est dans l'etat ｉｾＩ＠ juste avant la mesure alors la probabilite 

d 'avoir ( n) comme resultat de mesure est 

P(n) ］ Ｈｾｉ＠ M;t Mnl ｾＩ＠ (2.10) 

pour qu'on ait 'L,n P(n) = 1 l'ensemble des operateurs {M1J verifie 

L M;tMn =l (2.11) 
n 

Juste apres la mesure, si le resultat de mesure est (n), l'etat du systeme quantique 
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(reduction du paquet d'ondes) est 

ｉｾ Ｉ＠ = Mn 11/J > (2.12) 

En consequence, en mecanique quantique, il n 'existe aucune mesure qui puisse dis-

tinguer deux etats quantiques non orthogonaux. En effet, soient l'l!i1) et li!i2) deux etats 

non orthogonaux et {Mn} un ensemble d 'operateurs de mesures quant iques. Notoru; res-

pectivement 

E1 = L M:Mn et E2 = L J\f:Mn (2.13) 

n, (l ) n,(2) 

l'ensemble qui donne l'etat (1) et respectivement l'etat (2), nous avons alors respective-

ment 

('l!i1 I E1 l'l!i1) =1 et (i!i2 I E2l 'l!i2) =1 (2. 14) 

et en plus 

E1 + E2 =I (2.15) 

Alors on a 

(il11 I E2 I il11) = 0 (2.16) 

Comme Ei est hermetique et est defini positif, definissons alors ｾ＠ et par consequent 

/'E; I V' i) = 0. Sachant que li!i1) et li!i2) sont deux etats non orthogonaux, ecrivons 

li!i2) =a I 'l!i1) + /3 1 <p) ml I <p) J.. l 'lf-11) et I /31 < 1 (2 .17) 

On a alors 

ｾ ｉ＠ il12) = ＯＳ ｾ＠ I rp) (2.18) 

Nous deduisons alors que 

('l!i2 I E2I il12) =I f3 1

2
< 1 (2.19) 
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en contradiction avec l 'hypothese 

('l/J2I E2l 'l/J2) =1 (2.20) 

D'ou le resultat . 

M esures projectives 

L'ensemble { Mn}des operateurs de mesure admet un cas particulier interessant qui 

est celui des mesures projectives. Une mesure projective est decrite par une observable 

M dont l'ensemble des projecteurs est { Pn} avec 

M = L anPn = L (n) Pn (2.21) 

n n 

Pn est le projecteur sur le sous espace de la valeur propre an. La probabilite d'avoir an 

est 

P (an) = P(n) = ('I/; I Pnl 'I/;) = ('l/J I P;t Pnl 'I/;) (2.22) 

et on a 

Lpn = :LP1"t Pn = J (2.23) 

n n 

Juste a pres la mesure on a 

_ Pn I 'I/.'> 
I 'l/J) = VPn (2.24) 

Ces projecteurs de mesure verifient aussi 

PnPrn = OnmP,i ; P;t = Pn; ｐｾ＠ = Pn et P" = P,°t (2.25) 

On voit bien que cet ensemble de mesure est un cas special de l'ensemble {Mn} des 

operateurs de mesure. 

Valeur moyenne d'une mesure projective et principe d'incertitude 
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Soit M !'observable de mesure. La moyenne de cette observable de mesure est 

f (M) = L anP(n) =L an ('ljJ I Pnl 'l/J) = < 'l/J IL anP.i I 7)!) =< 7)! IM I 7)!) = < M >w 
n n n 

(2. 26) 

L'ecart quadratique de M est defini par 

Di. (M) = J < M2 >w - < M ＾ｾ＠ (2.27) 

Et il n'est pas difficile de s'assurer qu'on a le principe d'incertitude de Heisenberg suivant 

Di. (M) Di. (M') 2 I< [M, 1\1'] >wl (2.28) 

Les mesures POVM (Positif-Operator-Valued-Measure) A partir de !'ensemble 

{Mn} on peut aussi construire un ensemble d 'operateurs de mesure definis positifs. En 

effet, definissons 

En = M;tMn (2.29) 

En est defini positif et on a 

P (n) =<En >wet LEn =I (2.30) 

n 

On appelle cet ensemble {En} l'ensemble des operateurs de mesure definis positifs (POVM). 

Les mesures projectives forment un ensemble POVM. 

Postulat 4 

L'evolution d'un systeme quantique ferme est decrite par une operation unitaire 

comme 

l'l/J(t2)) = U(t2, t1) J'l/J(t1)) (2.31) 

L'operateur U(t2, t1) est unitaire u+ (t2 , t1)U(t2, t1) = I et plus precisement, !'evolution 
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en temps continu est decrite par !'equation de Schrodinger. 

in:t 11/J(t)) = H 11/J(t)) (2.32) 

ou H est l'operateur hamiltonien du systeme ; autrement dit , U(t2, t1) =exp [ ｾ ｩ＠ H(t2 - t1)] . 

Cet operateur unitaire est un cas particulier d 'operations quantiques en informa-

tion quantique. En calcul classique existent deja des portes logiques permettant de faire 

le calcul classique. Par analogie, on construit des operations quantiques "equivalentes" 

qui sont en general des operateurs unitaires. Parmi ces operations quantiques, citons 

!es plus connues ' celles qui agissent sur un qubit telles que ' X = ( ｾ＠ ｾ＠ ) , Y = 

( 
0 -i ) ' z = ( 1 0 ) 
'/, 0 0 -1 

1 
,H= ..,/2 (: ｾｬＩ＠

et celles qui agissent sur un double qubit Ucnot = 

U phase = ( l Q ) 
0 eicp 

1 0 0 0 

0 1 0 0 

0 0 0 1 

0 0 1 0 

, U cphase = 

1 0 0 0 

0 1 0 0 

0 0 1 0 

0 0 0 eicp 

En general, une operation quantique sur n-qubits est un operateur unitaire agissant 

sur C2
n -+ C2

n et il en existe en fonction des besoins et de possibilite de les realiser. Un 

principe universel permet de limiter le nombre ( des operations fondamentales permettent 

d'en ecrire les autres en fonction d'elles). 

2.3.4 · Systemes composees 

Postulat L'espace des etats d'un systeme compose est le produit tensoriel des espaces 

des etats de chacune des parties du systeme total. En plus si les parties de ce systeme 

sont preparees dans les etats suivants : I 'lj,•i ) i = 1 - N alors l'etat du systeme total est 

I 1/J1)® I 1/J2) ® ... @ 11/JN) (2.33) 
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Application Soit Q l'espace des etats d'un systeme quantique et {Mn} un ensemble 

d'operateurs de mesure agissant sur Q . Introduisons un systeme auxiliaire M qui a une 

base orthonorme { In) }ou n sont les differents resultats de mesure donnees par l'ensemble 

{.Mn} .Fixons d 'abord l'etat de M a IO) et definissons l'operateur u agissant Sur l?P) ®IO)' 

ou 11/i) est l'etat du systeme physique, par 

U J1/i) IO) = L Mn 11/i) In) · (2.34) 

n 

Comme 

LM:Mn =l. (2.35) 

n 

On a 

(cp l (OI u+u 11/i) 10) L (cpl Mr; Mn, 11/i) (n I n') 
n ,n1 

L (cpl 111: Mn 11/i) = (cp 11/i) 
n 

((cpl (01)(11/i) IO)) (2.36) 

ie, U conserve le produit scalaire des vecteurs de la forme 11/i) IO) .Or 11/i) IO) constitue 

un s-espace de l'espace Q ® M ou M est l'espace genere par {In)}. Done d'apres les 

proprietes algebriques on peut etendre U sur tout l'espace ¢ ® M en conservant son 

unitariste. 

Associons maintenant a cet operateur unitaire U la mesure projective { P,1.} defini par 

Pn = IQ ® In) (nl . (2.37) 

On a 
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(?/JI (OI u+ PnU lvi) IO) L Ｈ＿Ｏｊｉ ｍｾＧ＠ (n'I IQ® In) (nl Mn11 lvi) In") 
n1

1
n.11 

L (1/;I M ｾ Ｑ＠ Mn11 l?/J) c5n1 ,nc5n11 ,n 
nt,nlt 

Ｈ＿Ｏｊｉ ｍｾ＠ Mn 17/J) = P(n). (2.38) 

et 

PnU 17/J) IO) Mn 17/J) In) 
(2.39) 

j(?/JI (OI u+ PnU 17/J) IO) ) (?/JI M ;i ]\[n ｉｾＩ＠

L'etat du systeme physique est alors 

ｍｮｬ ｾＩ＠
(2.40) 

j(?/JI M ;t Mn lvi) 

et le probabilite avant la mesure est 

p (n) = Ｈ＿Ｏｊ ｉｍｾ＠ Mn 17/J) (2.41) 

A partir de{ Pn} et U on retrouve l'ensemble {Mn} via le systeme auxiliaire. 

2.3.5 Operateur densite (la matrice de densite) 

La mecanique quantique peut etre formulee dans un formalisme dit formalisme de la 

matrice densite qui est plus convenable et plus compatible avec presque tous les scenarios 

qu'on puisse rencontres. 

Supposons que l'etat du systeme n'est pas completement connu. Precisement , qu 'il 

peut etre dans differents etats 17/Ji) avec des probabilite Pi. 

On appelle l'ensemble{ Pi, ｬｾｩＩｽ＠ ensemble d'etats purs. Nous definissons l'operateur 

densite ou la matrice densite par 
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p = LPi l'l/Ji) ('l/Jil (2.42) 

Soit U un operateur unitaire d'evolution du systeme p alors evolue comme 

P __. P(u) = :L Piu l'l/Ji) ('l/Jil u+ 

U pU+ (2.43) 

Si l'etat du systeme est initialement l'l/Ji) la probabilite d'avoir le resultat (m) est 

p (m Ii) = ('l/Jil M;t;Jvf m l'l/Ji) (2.44) 

{M,,i} est un ensemble d 'operateurs de mesure. Ou bien on peut ecrire 

P (m Ii) L (V'i l A ) (>- I M:);,M m l'l/Ji) 
>. 

L (>- I ｍＬ ｾｍ＠ m l'l/J;) ('l/Jil A ) 
>. 

Tr (M:,M m l'l/Ji) ('l/Jil) (2.45) 

Si l'etat initial n'est pas completement connu on a la probabilite d'avoir le resultat 

(m) est 

p(m) = LPi p(m I i) 
i 

LPi Tr ＨｍＬｾｍ＠ m l'l/Ji) ('l/Jil ) 
i 

Tr (A1:);,M mP) (2 .46) 
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Si Jv1i) est l'etat avant la mesure 

Mm JiPi) 
J
1
,b/n) = J(iPiJ M;t,M m JiPi) 

(2.47) 

est l'etat juste apres la mesure. Soit la probabilite p (i I m) de i sachant que le resultat 

est (m), on sait que (d 'apres la theorie des probabilites conditionnelles) 

P ( i I m) = P ( m. I i) Pi 
p(m) 

(2.48) 

Juste apres la mesure pour un systeme decrit par la matrice densite on a une matrice 

densite 

P(m) = L P (i I m) JiPim) (iP:nJ 
i 

LP (i Im) Mm liP:) (1/Jil u:;. 
. (iPiJ MmM m JiPi) 
t 

P (m J i) Pi AI m JiP;) (iPiJ M:;. 

p(m) p(m Ii) 

M mPM:, 

Tr (M;t,M mP) 
(2.49) 

Juste apres la mesure (m) sachant que avant la mesure le systeme est decrit par p on 

a 

M mPM:, 
P(m) = Tr (M;t, M mP) 

(2.50) 

Si l'etat du systeme est completement determine Jv1) nous dirons que l'etat est pur et on 

lui associe le matrice densite 

P = liP) (iPI (2.51) 

Sinon il est dit un etat melange ou mix:te 

p = LPi liPi) (iPil (2.52) 
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Avec Pi la probabilite de chaque etat l?/li). Dans le cas pur on a: 

p2 = l?/l)(?/11 ?/; )(1/il = p (2.53) 

et 

Trp = Trp
2 

= L (>- I?/; ) (?/JI >- ) 
,\ 

= (?/11 L I>-) (>- I?/; ) 
:Z::: >-

(?/11 ?/; ) = 1 (2. 54) 

Dans le cas melange 

p2 :z=:z= pipj 1v;J ｾ＠ (?/ljl 
i j o,j 

LP( l?/li) (?/lil (2.55) 

Et 

Trp
2 

= L Pi2 L (>- I ?/Ji ) (?/lil A ) 
,\ 

LP( (?/;ii ?/Ji ) = L Pi2 
< 1 (2.56) 

Car I:i Pi= 1 (Trp = l ).En effet 

Trp = L Pi L (>- I ?/Ji ) (?/;ii >- ) 
,\ 

L Pi(?/Jil ?/Ji ) = L pi= 1 (2.57) 
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p est un operateur positif 

('PIPl'P) L pi (<pl V1i ) ('l/.i;I <p ) 

i 

L pi l('PI 7/Ji )1
2 

2: 0 (2.58) 

Proprietes : 

l)p un operateur densite associe a l'ensemble {Pi, l'l/.\)} si et seulement si T rp = 1, p 

operateur positif. 

2)Deux ensembles {Pi , 17/Ji) } et {Pf , ＱＷＯｊｾＩ ｽ＠ genere la meme matrice densite si et seule-

ment si ＱＷＯｊｾＩ＠ = U 17/JJ et U unitaire. 

Si on suppose que le systeme peut etre dans l'etat melange Pm avec une probabilite 

p( m) la description se fait alors par 

P = LP (m ) pm 
m 

M mPM:, 
= Tr Ｈｍ Ｑ ｾｍ＠ mP) Tr (M,t,M mP) 

LM mPM:i (2.59) 
m 

Si le systeme est compose et chaque composante est decrite par Pi alors il est decrit 

par 

P1 0 P2 0 .. · 0 Pn · (2.60) 

Matrice densite reduite Soit le systeme compose {AB} decrit par la inatrice densite 

pAB ou peut decrire chacun des parties par une matrice densite 

PA 

PB 

TrB (PAE) 

TrA (PAE) 
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Ou TrB trace partielle sur B et Tr A trace partielle sur A qu'on definit de la sorte 

TrB (PA ® PB ) L(IHA ® ('!/1f i)(pA ® pB )(IH_1 ® l'!/Jf) ) 
i 

IHAPAIHA ® L ('ff I PB !'ff) = PA (2.63) 

Tr A(PA ® PB ) L (('ft l ® IHB )(pA ® pB )(l'ft) ® IHB ) 
i 

L (('ftl PA !'ft))® (IHBPBIHB) =PB (2.64) 

Cette trace partielle decrit correctement chacun des parties. 

Si on suppose qu 'on effectue une mesure sur A via l'ensemble des mesures {Af}. Sur 

le produit tensoriel A ® B on a l'ensemble des mesures 

M = Af ® IB (2.65) 

Et on a 

Tr (MpA) Tr (MpAB) 

Tr ((M ® JB ) PAE) (2.66) 

et on montre que la seule fonction pA verifiant ce resultat est 

PA = TrB (PAB) 
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Decomposition de Schmidt Soit l'l/I) un etat pur d'un systeme compose AB. Alors 

3 une base orthonormee liA)de A et une base orthonormee lis ) de B telles que 

l'l/I) = L >.i liA ) lis ) (2.67) 

ou ).i :'.'.'. 0 satisfaisant a l:i >.; = 1. 

Cette decomposition est dite de Schmidt et >.i sont des coefficients de Schmidt . 

Exemple Soit un systeme a deux qubits decrits par l 'etat pur 

11/i) = IOO) + 111) 
2 

La decomposition de Schmidt 

2 

l'l/i) = L >.i liA) lis ), >. ; :'.'.'. 0, L >-; = i. 

{liA )} orthonormee et 

(lA I l A) = (2A I 2A ) = 1, (lA I 2A ) = (ls l 2s ) = 0 

Evidemment on identifie 

ll A) = lls ) = IO), l2A ) = l2s) = ll) 

Al ors 

1 
l'l/I ) = J2 (l l A) ll s ) + l2A ) l2s )) 

Avec 

1 
>.1 = >.2 = J2 ' 
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L>-; = 1 

(2.68) 

(2.69) 

(2. 70) 

(2.71) 

(2 .72) 

(2.73) 



Meme chose pour 

Avec 

Et aussi 

Al ors 

17/1) = 100) + 111) + 101 ) + 110) 
2 

= A1 llA) llB) + A2 l2A ) l2B ) 

llA) = a l0) + ,81 1), la l
2 

+ l,81
2 

= 1 

l2A) = I IO) + 8 ll ), 111
2 

+ 181
2 

= 1 

(lA I 2A) = a*1 + ,8*8 = 0 

11B) = a IO) + :B ll ), la l2 + l:Bl2 = 1 

l2B) = 1 10) +5 11), 111
2

+151
2 

= 1 

(lB I 2B) = a*;;y + ;B*5 = 0 

(2.74) 

(2.75) 

(2.76) 

(2.77) 

(2.78) 

(2.79) 

(2 .80) 

11/J) = >-1 (alO) +,B il )) (a lO) +fi ll )) +>-2(r lO) +81 1)) ('YIO) +5 11)) (2.81) 

D'ou 

1 
.\1aa+>-21'Y = 2' 

- 1 
>.1a(3 + >-218 = 2' 

1 
>-1,Ba + >-28-Y = 2 

- - 1 
>-1 ,8,8 + >-288 = 2' 

(2.82) 

(2.83) 

De cette methode de ､･ｾｯｭｰｯｳｩｴｩｯｮ＠ de Schmidt on peut definir une purification de 
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l'etat d 'un systeme comrne suit 

Purification de Schmidt 

Soit un systeme A decrit par 

p-"· = L pi liA) (iAI (2.84) 

Purifiant A en le composant avec un systeme fictif R dont la base orthonormee est 

liR), l'etat pur 

IAR) = L ｾ＠ liA) liR) 

Et dit purifie de A. 

Et on a 

En effet 

TrR (IAR) (ARI) 

pA = T rR (IAR) (ARI ) 

L ｾ＠ liA) (JAi Tr (liR) (JRI) 
ij 

2.:= ｾ＠ liA) (jAI !Sij 

ij 

L pi liA) (i.AI =PA 

2.3.6 Intrication quantique (superposition des espaces) 

(2.85) 

(2.86) 

(2.87) 

L' intrication quantique est un phenomene ( tres etrange) de la mecanique quantique 

c'est comme une liaison de deux particules quantiques qui s'infiuencent mutuellement et 

simultanement . L'etat intrique vit clans un espace des deux particules qui selon la me-
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canique quantique est le produit tensoriel des deux espaces des particules alors que leur 

localite n'affecte en rien cet etat, et de cette propriete la separation clans l'espace-temps 

n'est nullement une separation quantique, la localite et la causalite sont proteges par le 

fait que : un canal classique est forcement utilise pour pouvoir s'en servir 11 complemen-

tarite de Bohr 11
• La superposition des espaces permet alors l'existence des etats qu'on 

peut separer clans l'espace entier de description quantique alors que leur separation clans 

l'espace soit possible (paradoxe EPR). Ces etats intriques, comme ceux de EPR ou Bell 

et autre, ont alors ouvert au phenomene quantique une possibilite inou1e connue sous le 

nom de la teleportation quantique. Ces etats intriques sont alors utilises comme un ca-

nal quantique de teleportation d'etats quantiques qui est partage entre des parties et au 

moyen d'operations quantiques et mesures quantiques permettent la teleportation entre 

les parties. Bien sur, la causalite est protegee au moyen du principe de complementarite 

qui exige !'utilisation d'un canal classique sur lequel les limites habituelles sont permises 

( pas de propagation plus vite que la lumiere). Sans rentrer clans les details ( on evite le 

pire a notre niveau de Master), nous definissons un etat separable par 

1'11 ) qui peut se mettre comme produit 1'¢1) @ lcp) (2.88) 

et les etats non separables, ou bien intriques, ceux qui ne le permettent pas. Unc th6oric 

mathematique qui recherche la nature de ces etats est en cours d'elaboration et des 

avancees appreciables ont deja vues le jour (ce qui sort du niveau et du theme de ce 

Master) mais leur utilisation clans la teleportation est necessaire. 

Etats de Bell cornme exemple· 

Les etats de Bell sont des etats intriques qui vivent clans l'espace C2 0 C2 est forme 

une base de cet espace. Ils sont definis par 

1 
IBxy ) = J2(10y) + (-lY lly)) (2.89) 
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ou l'on a :y = 0, 1 et x = 0, 1 et pour y = 0 ｾ＠ y = l ety = 1 ｾ＠ fJ = 0 

Il existe 4 etats possibles, qui peuvent s'ecrire comme 

1 
!Boo) = y12( IOO) + 111)) 

1 
IB01) = y12 (I Ol ) + 110)) 

1 
IB10) = y12( IOO) - 111)) 

1 
IB11 ) = y12( IOl) - 110)) 

(2.90) 

(2.91) 

(2.92) 

(2.93) 

Dans notre application de teleportation d 'un qubit , ces etats sont utilises comme canal 

quantique. 
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Chapitre 3 

Teleportation quantique 

La teleportation quantique est une technique de transport des etats quant iques utili-

sant l'intrication quantique comme canal de teleportation. Sa premiere apparition en t ant 

qu 'idee possible a vu le monde des le debut des annees 90 (G. Brassard et al ) et son test 

experimental est valide. Nous pouvons dire que cet exploit de la mecanique quantique 

va revolutionne encore la physique et ses applications en technologie. Dans ce qui suit, 

nous allons presenter cette teleportation pour un qubit et deux qubits. Chaque schema 

de teleportation a son protocole : pour l'etat quantique a teleporter ( ensemble de qubits 

separes ou melange) on propose le canal quantique (les etats intriques) et des operations 

quantiques adequates ainsi qu 'un ensemble de mesure adequat. La presence d 'un canal 

classique d 'information est necessaire. 

3.1 Teleportation d 'un qubit calcul par le forma-

lisme des kets 

Protocole de Teleportation d'un qubit : 

Alice et Bob se partage le canal quantique de teleportation de Bell suivant 

1 
IBxy) = J2(10y) + (-1}1 lly)) (3. 1) 
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L'etat qubit qu 'on veut teleporter 1¢) 

1¢) = a IO) + 111 1), lal
2

+ 1111
2 

= 1 (3.2) 

L'etat d 'entree est le produit tensoriel : 1¢) ® IBxy) 

1 
1¢) ® IBxy ) = (a IO) + J11 1)) ® y'2 (IO,y) + (-l)x 11,y)) (3.3) 

1 
= y'2 (a IOOy) + a (-lY IOl y) + J1 l10y) + /3( - l )x Illy)) = IR1) (3.4) 

Les deux premiers qubits sont ceux d' Alice et le troisieme celui de Bob. 

La premiere operation quantique est :Ucnot ® 12 

1 
Ucnot ® h IR1 ) = y'2 (a IOOy) + a (-l)x IOly) + J1 Illy) + /1 (- lY l10y)) = IR2) (3.5) 

La deuxieme operation quantique est :H ® 12 ® 12 

H ® 12 ® l2 IR2) 
1 

= 2a( \OOy) + l10y)) + a(-lY(I Oly) + IOly )) + 

/1 (1 0ly) - Illy)+ /1(-lY(l oo:y ) - llO:Y))) 

(3.6) 

(3.7) 

Alice mesure ses deux qubits : si la mesure donne pour les valeurs de ses qubits 

1111 = 0 et 1112 = 0, alors la projection de la mesure donne 

IRmxy) = (a IOOy) + ,B(-l)x IOOy)) 

= IOO) (a ly) + ,B(-l)xl ?J )) (3.8) 

Pour les cas (x = 0 et y = 0) : On voit que Bob a automatiquement le qubit \¢) et alors 

la correction en operation quantique est U00 = 12 

27 



Uoo (a IO)+ /31 1)) = 1¢) 

Uoo = b (3.9) 

Pour les cas ( x = 0 et y = 1) on a 

Uo1(a11) + /3 IO)) = 1¢) 

Uo1 = X (3.10) 

Pour les cas (x = 1 et y = 0) on a 

U10 (a IO) - /31 1)) = 1¢) 

U10 = Z (3. 11) 

Pour les cas ( x = 1 et y = 1) on a 

Un (a 11) - /3 IO)) = 1¢) 

Un= XZ (3.12) 

---+ Pour le cas general on a la correction suivante : ---+ 

Uxy = (X Y( Z )Y (3.13) 

Si maintenant les valeurs de mesure M1 = 1 et M2 = 0 on refait la meme chose et on 
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a 

JRmxy) = (a JlOy) - ,B( - 1r llOy)) 

= JlO)(a Jy) - ,8( -l)x iY)) 

Pour le cas (x = 0 et y = 0) on a pour teleporter J¢) la correction de Bob 

Uoo(a JO) - ,BJ l )) = J¢) 

Uoo = Z 

Pour le cas ( x = 0 et y = 1) on a 

U01 (a Jl ) - ,B JO)) = J¢) 

Uo1 = ZX 

Pour le cas (x = 1 et y = 0) on a 

U10 (a JO)+ ,B Jl )) = J¢) 

U10 = 12 

pour le cas ( x = 1 et y = 1) on a 

Un (a Jl ) + ,B JO )) = J¢) 

Un = X 
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---+ pour le cas general on a-+ 

Uxy = (X)Y (Z)x 

Pour les valeurs de mesure M1 = 0 et M2 = 1 on a l'etat projete 

IRmxy) = ( (-l)xa !Oly) + ,B IOly)) 

= IOl)((-lYa ly) + .Blv)) 

Pour le cas (x = 0 et y = 0) : La correction de Bob pour obtenir 1¢) 

Uoo (a 11) + ,B IO)) = 1¢) 

Uoo = X 

Pour les cas (x = 0 et y = 1) on a 

Uo1 (a IO)+ ,B 11)) = l</J) 

Uo1 = 12 

Pour le cas (x = let y = 0) on a 

U10(-ail) +,BIO)) = 1¢) 

U10 = XZ 

Pour le cas ( x = 1 et y = 1) on a 

Un (-a IO)+ ,B 11)) = 1¢) 
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Un= Z 

Pour les valeurs de mesure M1 = 1 et M2 = 1, l'etat projete est 

IRmxy ) = ((-l)xa Illy) - /3 Illy)) 

= 111) ((-lYa IY) - /3 ly)) 

Pour le cas (.x = 0 et y = 0) on a 

Uoo (al l ) - ,BIO)) = 1¢) 

Uoo = ZX 

Pour les cas (x = 0 et y = 1) on a 

Uo1 (a IO) - ,B ll )) = 1¢) 

Uo1 = Z 

Pour le cas (x = 1 et y = 0) on a 

U10 (- al l ) - ,BIO)) = 1¢) 

Urn = X 

Pour le cas ( x = 1 et y = 1) on a 

Un (-a IO) - /31 1)) = 1¢) 
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Un= 12 (3.29) 

3.2 Teleportation d 'un qubit : calcul par le forma-

lisme de la matrice densite 

Nous allons maintenant refaire les calculs par le formalisme de la matrice densite. Nous 

utilisons deux formes de la matrice densite : les Bra-ket de Dirac et la forme matricielle. 

3.2.1 La methode : calcul en Bra-ket 

a) La matrice densite du canal quantique de Bell est 

Pxy = IBxy) (Bxyl (3.30) 

1 
= 

2
(10,y) + (-l )x 11,y))((O,yl + (- l Y (1,yl) 

1 
= 2(1 0,y) (O,yl + (- l Y IO,y) (1,yl + (-l )x 11,y) (O,yl + 11,y) (1,yi) (3. 31) 

b) Et la matrice densite de l 'etat a teleporter est 

Pq, = 1¢) (¢1 (3. 32) 

on a 
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1¢) = alO)+,Bl l ) 

Pq, = (a IO) + ,B 11) )(a* (OI + ,B* (11) 

Pq, = (lal
2 

IO) (OI + a,B* IO) (1 1+ ,Ba*11) (OI + l,81
2

11) (11) (3.33) 

c) La la matrice densite d 'entree est 

Ptot = Pq, ® Pxy 

Ptot = Pq, ® Pxy = 

= ｾ Ｈｬ｡ｬ Ｒ＠
IO) (OI + a,B* IO) (11+ ,Ba*1 1) (OI + l,81

2 
ll) (11) ®(IO, y) (0, YI+ 

(- l)x IO,y) (1,y\ + (- l Y \1,y) (O,yl + \1, y) (1,yj) 

(3.34) 

1 
= 2(1al

2 
(I OOy) (OOy l + (-l)x IOOy) (Oly \ + (- l)x !Ol y) (OOyl + \Oly) (Oly j) 

+a,B*(IOOy) (10y\ + (-l )x IOOy) (11y\ + (-lY \Oly) (10yl + \Oly) (11y j) 

+,Ba*(l 10y) (OOyl + (-lY l10y) (Oly \ + (-lY \11y ) (OOyl + \11y) (Olyj ) 

+ l,81
2 

(l lOy) (lOyl + (-lY llOy) (11y \ + (-lY \11y) (lOyl + \11y) Ｈ ＱＱｾｾ Ｉ ＳＵ Ｉ＠

Alice applique scs deux operations quantiqucs precedentcs 

U1 = Ucnot ® 12 (3.36) 

U2 = H ® f4 (3.37) 

Qui s'ecrivent en Bra-ket comme : 
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Ucnot = 

1 0 0 0 

0 1 0 0 

0 0 0 1 

0 0 1 0 

ｾＨＨｾ＠ ｾＩ ﾮ ｃ＠ ｾＩＫＨｾ＠ ｾＩ ﾮ Ｈ ｾ＠ ｾ ＩＩ＠
(3.38) 

UC1wt = [lo) (OI ®(IO) (OI + ll ) (11) + ll ) (11 ®(IO) (11+11) (01)] (3.39) 

Et 

I2 = (IO) (OI + 11) (11) (3.40) 

Par consequent , on a pour U1 

U1 = (I OOO) (OOO I + IOOl) (0011+ 1010) (0101+ 1011) (Oll i + 

1100) (1101 + 1101) (111 I + 1110) (1001 + 1111) (101 I) (3.41) 

Et on note Ui !'adjoint U1 qu'on va utiliser en operation par la suite. 

Revenons a U2 , on a 

1 ( 1 1 ) 
H = J2 

1 
-1 

1 (1 1) (0 1) (0 1) U2 = H ® f 4 = M ® ® 
v2 1 -1 1 O 1 0 

(3.42) 

U2 = ｾ Ｈｉ ｏ Ｉ＠ (OI + IO) (11+11) (OI - ll ) (11) ®( IO) (OI + ll ) (11) ® (I O) (OI + ll ) (11 ) 
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= ｾＨｉｏｏｏ Ｉ＠ (OOO I + IOOl ) (001 1+1010) (0101 + IOll ) (Olli+ IOOO) (lOO j + 

IOO l ) (1011+ 1010) (llO I + IOll ) (lll l + 1100) (OOO I + 1101) (0011 

+ lllO) (0101 + llll ) (Olli - 1100) (1001 - 1101) (1011 - lllO) (llO I - jlll ) (lll l) (3.43) 

EtU{ l'adjoint U2 . 

d) Apres les operations quantiques on a : 

Piot = U1PtotUf (3.44) 

Et 

2 U 1 rrt 
Ptot = 2PtotU2 (3.45) 

Le resultat est le suivant 

Pi.at= [lal
2 

8(oy)(IOOO) (OOOl+(-l)x IOOO) (Olll)+a,B*8(oy)(IOOO) (llO l+(- l Y IOOO) (1011)+ 

lal
2 

D(1y) (1 001) (0011 + (-l)x IOO l ) (010l)+a,B*8(1y) (1001 ) (lll l + (-l)x IOOl ) (1001) + 

lal
2 

D(ly) ((-lY 1010) (001 1+1010) (010l)+a,B*8(1y) ((-l)x 1010) (lll l + 1010) (1001) + 

lal
2 

8(oy) ((-l)x IO ll ) (OOOI + IOll) (Oll l)+a,B*8(oy) (( -l)x IOll ) (llO I + IO ll ) (1 01 1) + 

,Ba*8(1y) ((-l)x 1100) (0011+1100) (0101)+ 1!11
2 

8(1y) ((-lY 1100) (llO I + 1100) (1001 ) + 

,Ba*8(oy) ((-lY 1101) (OOO I + 1101) (Oll l)+l,61
2 

8(oy) ((- 1)x 1101) (lll l + 1101) (1011 ) + 

,Ba*8(oy) (l llO) (OOOI + (-lY lllO) (Oll l)+l,61
2 

8(oy) (l llO) (llO I + (-l)x 1101) (101 1) + 

,Ba*8(1y) (l lll ) (0011 + (-1y llll ) (0101)+1,61
2 

8(1y) (l lll ) (lll l + (-1y llll) (lOOl)J 

Plot = [lal
2 

8(oy)( IOOO) (OOO I + IOOO) (1001) + (- l)x lal
2 

8(oy)(I OOO) (Olli + IOOO) (1011)+ 

a,B*8(oy)( IOOO ) (0101- IOOO) (llO I) + (-1Ya,B*8(oy)(I OOO) (001 1- 1000) (101 1)+ 

lal
2 

8(1y)( 1001 ) (001 1+1001) (1011 )+(-l )x lo-1
2 

D(ly)(IOOl) (0101+ 1001) (llO I)+ 
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a,B*o(1y)(I OOl ) (Oll i - 1001) (llO I) + (-1 )xo,,B*o(1y)(I OOl ) (OOO l - 1001) (1001) + 

(-1 )"' lal
2 

0(1y)(I010) (001 1+1010) (1011 ) + lal
2 

0(1y)(I010) (0101+1010) (1101)+ 

(-1 )"' a,L3*0(1y)( 1010) (Olll- 1010) (lll l) +a,8*0(1y)(I OlO) (OOO l- 1010) (1001)+ 

(-1 )"' lal
2 

o(oy) ( IOll ) (OOO I + IOll ) (1001 ) + lal
2 

o(oy) (IOll ) (Olli+ IOll) (llOI)+ 

(- l Ya,B*o(oyJ(IOll ) (0101- IOll ) (llOI) + a,B*o(oy)(I Oll ) (001 1- IOll) (1011)+ 

(-1 )"' ,Ba* o(ly) (IOOO) (001 I+ IOOO) (101 I)+ ,Ba*o(ly) (I OOO) (0101 + IOOO) (llOI)+ 

(- l)x li31
2 

0(1y)( IOOO) (0101 - IOOO) (llO I) + l,81
2 

0(1yJ(IOOO) (OOO l- IOOO) (1001)+ 

(- 1)"' ,Ba*o(oyJ( IOOl ) (OOO I + IOOl ) (1001 )+ tJa*o(oyJ(I OOl ) (Oll l+IOOl ) (lll l)+ 

(-l )x l,81 2 
o(oy)(I OOl ) (Oll l- 1001 ) (111 1) + l/31

2 
o(oy)(IOOl ) (001 1- 1001) (1011)+ 

,Ba*o(oyJ(I OlO) (OOO I + 1010) (1001) + (-lYa,B*o(oyJ(IO lO) (Oll i+ 1010) (lll l)+ 

l,81
2 

o(oy)( 1010) (0101- 1010) (llO I) + (- l)x l£Jl
2 

o(oy)(IO lO) (001 1- IOll ) (1011)+ 

/3a*o(1y)( 1011 ) (001 1 + IOll ) (1011) + (-l )"'tJa*&(lyJ(I011) (0101 + IOll ) (1101)+ 

l,81
2 

0(1yJ(I Ol1 ) (011 1- 1011) (lll l) + (-l)x l,Bl
2 

0(1yJ(I Oll) (OOO l- 1011 ) (1001)+ 

lal
2 

o(oy)(l lOO) (OOO I + 1100) (1001) + (- 1)"' lal
2 

O(oyJ(l lOO) (Oll i+ 1100) (1111)+ 

a,B*o(oyJ( 1100) (0101- 1100) (1101) + (-l)"'a,L3*o(oyJ(l lOO) (0011- 1100) (101 1)+ 

lal
2 

O(lyJ( 1101) (001 1+1101) (1011 )+(-l)x lal
2 

O(lyJ(l lOl ) (0101+1101) (1101)+ 

a,8*0(1yJ(llOl) (0111- 1101) (lll l) + (-l )"'a,8*0(1yJ(l 10l) (OOO l - 1101) (1001)+ 

(- l)x la l
2 

o(lyJ(IOlO) (0011+ 1010) (1011) + lal
2 

0(1yJ(I OlO) (0101+ 1010) (1101)+ 

(- 1)"' a,B*o(1yJ( 1010) (Oll l- 1010) (111 1) +a,B* o(lyJ(IOlO) (0001 - 1010) (1001)+ 

(- lY lal
2 

0(1y) ( I llO) (0011 + lllO) (101 I ) + lal
2 

0(1y) (1 011) (0101 +I llO) (1101)+ 

(-1)xa,8*0(1yJ(lllO) (011 1- lllO) (lll l) + a,B*o(lyJ( lllO) (OOO l - lllO) (1001)+ 

(-l)x lal
2 

o(oyJ(l l ll ) (OOO I + llll) (1001) + lal
2 

O(oyJ(l lll ) (Oll i+ llll) (lll l) + 

(-1)"' a ,B*o(Oy)( llll) (0101 - lll l ) (llOI) +a,B*o(OyJ(l lll ) (0011- llll) (1011)+ 

(- l )xa,B* o(oyJ(I Oll ) (0101- IOll ) (llOI) + atJ*&(oyJ(IOll ) (0011- IOll) (1011) 

- (-l )x ,Ba*o(1yJ(l lOO) (OOl l+ llOO) (101 1) - ,Bo-*o(lyJ(l lOO) (010[+ 1100) (1101) 

- (- 1)x l,B l
2

o(lyJ( 1100) (0101-1100) (llOl) - l,Bl
2

0(1yJ(l lOO) (0001- 1100) (lOOI) 

- (-l)x,Ba*o(oyJ( 1101) (OOO I + 1101) (1001 )- ,Ba*o(oyJ( llOl ) (Oll l+l l Ol ) (lll l) 

- (-1 r 1e1
2 

O(Oy) (I 101) (011 1- 1101) (lll I) -1 /31
2 

b(oy) (I 101) (0011- 1101) (101 I) 

36 



- ,Bo:*8(oy)(l 110) (OOO I + 1110) (1001) - (-lY ,Ba*8(oy)(l 110) (011 1+1110) (1111) 

- l,81
2 

O(oy)( 1110) (0101- 1110) (1101) - (-1)"' l,61
2 

O(oy)(l110) (001 1- 1111) (1011) 

- ,Bo:*o(ly)( 1111) (001 1+1111) (1011 )-(-l)"/30:*8(1y)(l l1l ) (0101+ 1111) (1101) 

- l,61
2 

8(1yJ(l 111) (0111-1111) (111 1) - (-lY l/31
2 

8(1y)(i l1l ) (OOO l- 1111) (1001)] 

e) Entre autre calculons les traces partielles suivantes qui decrivent successivement 

l'etat de Bob 

p(O) = tr(l.2) (Ptot) 

p (l ) = tr(l.2) (Pitot) 

p (
2
) = tr(l.2) (P2tot) 

1) Le calcul de p(o) = tr(i.2)(Ptot) 

--+ 

1 

P(O) = tr(l2)(Ptot) = L ((ijl ® 12)Ptot(lij) ® 12) 
i,j = O 

= ( (OO I ® 12)Ptot(I OO) ® 12) + ( (01 1 ® 12)Ptot(I Ol ) ® 12) + 

((101® 12)Ptot(i l0) ® h ) + ((111® l2)Ptot(l ll )® 12) 

1 
P(o) = 2( lo:i

2 
iy) (Yi + io:l

2 jy) (yj + l,61
2 

IY) (yl + l,61
2 jy) (yj) 

1 
2(io: l

2 
+ l,Bl

2
)(ly) (yl + IY) (yj) 

p(o) = ｾ Ｈｉ ｏ Ｉ＠ (OI + 11) (11) 
2 

Et par la meme methode on calcule p (l ) et p (2) 

p (
1
l = ｾ Ｈｉ ｏ Ｉ＠ (OI + ll ) (11) 

2 
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Et 

p(2l = ｾＨｉｏ Ｉ＠ (OI + ll ) (11) 
2 

Passons maintenant aux mesures. On definit un ensemble de mesures par 

M labl = Ma 0 Mb 0 12 avec Ma = la) (al ,(a= 0, 1) et Mb= lb) (bl,(b = 0, 1) 

M (ab) = (l ab) (abl) 0 (I O) (OI + ll ) (11) 

= (labO ) (abOI + labl ) (abl l) 

Apres la mesure, La matrice densite projetee est 

Af(ab) P2tot (.AJ(ab)) t 

P2tot ｾ＠ P<ub) mes = tr(M(ab) p2tot (.AJ(ab))t) 

Nous calculons la correction de Bob pour chacunc des valcurs de mcsurcs 

l)Pour a = 0 et b = 0 

Af(OO) P2tot ( M (OO )) t 

Pcoo)mes = tr (Af(OO) P2totCAJ(OO))t) 

(3.49) 

(3.50) 

(3.51 ) 

(3 .52) 

M(OO) P2tot(Jvf (OO))t = (IOOO) (OOOI + 1001) (00 l l)P2tot(I OOO) (OOO I + 1001 ) (0011) 

1 
4(1al

2 
O(oy) IOOO) (OOO I + (- lYa,B*b(oy) IOOO) (001 1 + 

lal
2 

b(1yJ IOOl ) (001 1 + (-1Ya,B*b(1y) IOOl ) (OOO I + 

(-lY ,Ba*b(1y) IOOO) (001 1 + l,81
2 

b(1yJ IOOO ) (OOO I 

+(-l )x ,Ba*b(oy) IOOl ) (OOOI + l,81
2 

O(oy) IOOl ) (001 1) 

tr(M(oo) P2tolM(OO))t) = ｾ Ｈｬ｡ Ｑ Ｒ＠ O(oy) + lal2 0(1y) + 1,812 b(ly) + l,812 J(Oy)) (3.53) 
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2)Pour a = 0 et b = 1 

M(Ol) P2tot(Af(Ol))t 

p(o1Jmes =tr (M(Dl)P2toll\J (Ol))t) 

M(Ol) P2tolllf(Ol))t = (1010) (0101 + IO ll ) (Oll l)P2tot (IOlO) (0101 + IOll ) (Oll i) 

1 
= 4 (1al

2
8(1y)1010) (0101+(-lYa,B*o(ly)1010) (Olli+ lal

2 
o(ly) IOll ) (0101 + 

(3.54) 

(-lYa/J*o(oy) IOll ) (0101 + (-l)x ,Ba* O(oy) 1010) (Olli+ l/Jl
2

O(oy)1 010) (0101 

+,Ba* 0(1y) IOll ) (0101 + l/Jl
2 

O(ly) IO ll ) (Oll i) (3.55) 

--7 tr (.l\1(01)P2tot(M(o1))t) = l (lal2 0(1y) + l/Jl2 O(oy) + l/Jl2 O(ly) + lal2 O(oy)) (3.56) 

3)Pour a = 1 et b = 0 

Af(lO) P2tot(M(10))t 

P(IOlmes = tr (Af(lO) P2tot (.JIJ (1D))t) (3.57) 

M (lO) P2tot(M(lO))t = (1 100) (1001+1101) (10l l)P2tot(l 100) (1001+ 1101) (101 1) 

= l( lal
2

O(oy)1 100) (1001- (-lYa/J* o(oy) 1100) (1011 + 

lal
2

o(ly)1101) (1011 - (-lYa/J*o(1y) 1101) (1001-

(-lY J)a* o(ly) 1100) (1011+l/Jl
2

0(1y) 1100) (1001 

- (-l )x J)a* o(oy) 1101) (1001 + l/Jl
2

O(oy)1 101) (101 1) 
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--t tr (M(io) P2t
0
t(M(10))t) = l (lal

2 
6(oy) + laJ

2 
O(ly) + J,BJ

2 
6(oy) + l,81

2 
6(ly)) (3.58) 

4)Pour a = 1 et b = 1 

Af(ll) P2tolM(11l)t 

P(lllmes =tr (Af(ll)p
2
toi(.1'f(ll))t) 

(3.59) 

M(ll) P2tot(M(11))t = (1 110) (1101+ 1111) (lll l)P2tot(lllO) (1101+ 1111) (111 1) 

= l (lal
2 

6(ly) J110) (1101- (-l?a,B*6(ly) 1110) (1111 + 

lal
2

6(iy)1 111) (1101- (-1Ya,B* 6(oy) 1111) (1101 -

(-1 r ,Ba*6(oy) 1110) (1111+l,81
2

6(oy) 1110) (1101 

+(-1? ,Ba*6(1y) jlll) (llO j + J,81
2 

6(oy) Jlll ) (111 1) 

t r (M(ll)P2tot(J\f(11))t ) = l(Ja j
2 

O(oy) + Jal
2 

O(ly) + J,81
2 

b(oy) + l,81
2 

6(1y)) (3.60) 

A ce stade, Bob doit operer des corrections pour chaque valeur de la mesure ( a, b) et 

chaque etat intrique de Bell (x, y). L'operation quantique (de correction) ｕ ＨｾｾｾＩ＠ est telle 

que 

U (a ,b)p u(a,b)t = p 
(abl mes ¢ 

P¢ = (jaj
2 

JO) (Oj + a,B* JO) (l j +,Ba* Jl ) (OJ+ j,Bj
2 

jl ) (l j) 

Pour le cas de valeurs de mesures ( a= Oet b = 0) : 

- Pour l'etat de Bell (:r = 0 et y = 0) 
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on a :(l al
2 + l,61

2
) = 1 

[J, (00) 00 [f, (OO)t _ 
00 Pmes 00 - uJg

0
l(la l

2 
IOOO) (OOOI + a,B* IOOO) (0011 + 

,Ba* IOOl ) (OOOI + l,61
2

1001) (OOl l) uJg
0
H 

= IOO) (OOI © Pq, (3.62) 

(00) ( ) U00 = l4 © 12 3.63 

- Pour l'etat de Bell (x = 0 et y = 1) 

U,(00) 00 U, (OO)t _ 
01 Pmes 01 - ｵ ｊ ｾ

Ｐ
ｬＨｬ ｡ ｬ

Ｒ＠
I001) (0011 + a,B* IOOl ) (OOOI + 

,Ba* IOOO) (001 1 + l,Bl
2 

IOOO) Ｈ ｏｏｏ ｬＩ ｕ ｊ ｾｯ Ｉｴ＠

= IOO) (OOI © Pq, 

ｕ｣ｩｾｯ Ｉ＠ = l4 © X 

- Pour l'etat de Bell (x = 1 et y = 0) 

u(OO) 00 u(OO)t 
10 Pmes 10 u{g

0
l( lal

2 
IOOO) (OOO I - a,B* IOOO) (001 1-

,Ba* IOOl ) (OOO I + l,B l
2 

I001) (OOl l)U{g
0
H 

(3.64) 

(3 .65) 

IOO) (OOI © Pq, (3.66) 

(00) ( ) U10 = 14 © Z 3.67 

- Pour l'etat de Bell (x = 1 et y = 1) 
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U (OO) 00 U:(OO)t 
11 Pmes 01 - ｕｽｾ

Ｐ
ｬＨｬ ｡ｬ

Ｒ＠
I001 ) (001 1- a/3* IOOl) (OOO l -

(3a* IOOO) (0011 + l,B l
2 

IOOO) Ｈ ｏｏｏ ｬＩ ｕｽｾｯ Ｉｴ＠

= IOO) (OO I ® P¢ 

ｕ ｽ ｾｏ Ｉ＠ = 14 ® y 

Pour le cas de valeurs de mesures ( a = Oet b = 1) : 

- Pour l'etat de Bell (x = 0 et y = 0) 

U,(01 ) 01 U:(Ol)t 
00 Pmcs 00 ｵ｣ｩｾ

Ｑ
ＩＨ Ｑ｡ ｬ Ｒ＠ IOll ) (0111 + af3* IOll ) (0101 + 

f3a* 1010) (Oll i + 1/31
2

1010) Ｈ ｏｬｏｬ Ｉ ｕｊｾ
Ｑ
ｬｴ＠

= IO l ) (Oll ® P¢ 

ｵ｣ｩｾ
Ｑ
ｬ＠ = 14 ® x 

- Pour l'etat de Bell (x = 0 et y = 1) 

ｕ ｣ｩｾｬＩ＠ ｰｾｾ･ｳｕ｣ｩｾｉＩｴ＠ = U(Ol)(a2 l010) (0101 +af3*1 010) (Oll i+ 

f3a* IOll ) (0101 + /32 IO ll ) (Olll)U(oi)t 

IOl ) (Ol l ® P¢ 

(01) 1 
U01 = 14 ® 2 
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- Pour l'etat de Bell (:r = 1 et y = 0) 

ｵｻｧ Ｑ Ｉ ｰｾ［Ｌ･ｳｵｦｧ Ｑ ｬｴ＠ = u{g1
) ( 0? JOll ) (Oll J - a/3* JOll) (010J -

(3a* 1010) (Olli+ lf31
2 

I010) (OlO l) U{g
1
lt 

= IOl) (Ol l ® Pq, (3.74) 

(01 ) ( ) U10 =14 ® Y 3.75 

- Pour l'etat de Bell (x = 1 et y = 1) 

u (o1 ) 01 u (o1)t 
11 Pmes 11 ｵｻｾ

Ｑ
ｬＨｬ ｡ｬ Ｒ Ｑ ＰＱＰ Ｉ＠ (0101- af3* 1010) (Oll i -

(3a* IOll ) (0101 + lf31
2 

IOll ) Ｈ ｏｬｬｬＩｕｻｾ
Ｑ
ｬｴ＠

= IOl) (Ol l ® Pq, (3 .76) 

ｵｩｾ
Ｑ
ｬ＠ = 14 ® z (3. 77) 

Pour le cas de valeurs de mesures ( a = let b = 0) : 

- Pour l'etat de Bell (x = 0 et y = 0) 

u.(10) 10u.(10)t 
00 p 00 ug0

l( lal
2 

I010) (0101- af3* 1010) (Oll i -

(3a* IOll) (0101 + lf31
2 

IO ll ) (Olll )Uci6°lt 

110) (101 ® Pq, 

uci6°) = 14 ® z 
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- Pour l'etat de Bell (:r = 0 et y = 1) 

ucii
0

) ｐｾ ･ｳ ｵ ｣ｩ ｩｏ Ｉｴ＠ = U5f (lal
2 

l101) (1011 - a/3* 1101) (1001 -

f3a* 1100) (101 1+1/31
2

1100) (lOO l) Ufbo)t 

= 110) (101 ® Pq, 

UciiO) = 14@ y 

- Pour l'etat de Bell (x = 1 et y = 0) 

Ufb
0

) p;,?esUfbO)t = u(lO)(lal
2 

llOO) (1001+a/3*1100) (1011 + 

f3a* 1101) (1001 + l/31
2

1101) (10l l) U(10
lt 

= 110) (101 ® Pq, 

U ( l O) - 1 i<:>. 1 
10 - 4 'C>' 2 

- Pour l'etat de Bell (:r = 1 et y = 1) 

u(1oi 10 u(1oit _ 
11 Pmes 11 - ufi

0
l( la l

2 
ll01 ) (1011+a/3*1 101) (1001 + 

f3a* 1100) (1011 + l/31
2

1100) Ｈ ｬｏ ｏｬＩｕ｣ｩ ｾ ｯＩｴ＠

110) (101 ® Pq, 

ufi
0
l = 14 ® X 

Pour le cas de valeurs de mesures ( a = l et b = 0) : 

- Pour l'etat de Bell (x = 0 et y = 0) 
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r;,(11) 11 r;, (ll)t -
00 Pmes 00 - UJJ(la!

2 
llll ) (llll - a(3* jlll) (llOI -

(3c/ lllO) (lll l + l/Jl 2 
jll0) (llO j) Ua6

1
lt 

= ill ) (ll j © Pq, (3.86) 

uci6
1
l = 14 © Y (3.87) 

- Pour l'etat de Bell (x = 0 et y = 1) 

r;,(11) 11 r;, (ll)t -
01 Pmes 01 - ucii

1
)(1al

2 
lll0) (llOI - a(3* lllO) (ll ll -

(3c/ llll ) (llOj + jf31
2 

jlll ) (lll l) Uai
1
lt 

Ill ) (ll l © Pq, 

ucii
1
l = 14 © z 

- Pour l'etat de Bell (x = 1 et y = 0) 

U{6 1
) ｐｾ･ｳｵｧｬＩｴ＠ = U{6

1
l(jaj

2 
jlll) (lll j + a(3* jlll ) (llO j + 

(3a* jllO) (lll l + IP'l
2 

lllO) (llOj)ui6
1
lt 

= Ill ) (ll l © Pq, 

ui6
1
l = 14 © x 
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- Pour l'et at de Bell (x = 1 et y = 1) 

u;i
1
l P;,;esu{i

1
lt = U(

11
l(l a l

2 
ll10) (llOI + a(3* lllO) (lll l + 

(3a* llll ) (llOI + IPl
2 

ll ll ) (lll l) U(11Jt 

Ill ) (ll l ® Pq, 

(11 ) 1 U11 = 14 ® 2 

3.2.2 La methode : calcul matriciel 

a) On calcule matricielle ment Pxy = IBxy ) (Bxyl 

1 
Pxy = 2 (10, y) (0, YI + (-1r IO , y) (1, YI+ (- l )x /1, y) (0, YI + /1, y) ( 1, y/) 

Pour x = 0 et y = 0 

I 

1 0 0 1 

110000 
Pao = -

21 0000 

1 0 0 1 
\ 

Pour x = 1 et y = 1 

I 

0 0 0 0 

1 I 0 1 -1 0 
P11 = -

2 I 0 -1 1 0 

0 0 0 0 
\ 

Pour x = 0 et y = 1 
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0 0 0 0 

Ｍ ｾｉ＠ 0 1 1 0 I 
Poi -

2 0 1 1 0 
(3.96) 

0 0 0 0 
\ 

Pour x = 1 et y = 0 

I 

1 0 0 -1 

P10 = ｾ＠ I 0 0 0 0 
I (3.97) 

0 0 0 0 

-1 0 0 1 
\ 

Sa forme generale est la suivante 

I 

y 0 0 (-lY"fl 

Pxy = 1/2 I 
0 y (-1yy 0 

I (3.98) 

0 (-l)xy y 0 

(-l)xy 0 0 y 

b) On ecrit matricielle ment la matrice densite P<t> = 1¢) (¢1 

1¢) = alO) +,Bll) 

p </> = (a I 0) + ,8 I 1)) (a* ( 0 I + ,8* (11) 

P<t> = (lal
2 

IO) (OI + a,B* IO) (11+,Ba*11) (OI + l,81
2 

ll ) (11) 

-+ 

( 

lal
2 

a,8* ) 

P<t> = ,Ba* lfil 2 
(3.99) 
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c) L'etat d'entree total est donne par la matrice densite Ptot = P¢ ® Pxy 

Pour plus de clarete en ecriture, on pose :(y=z) et on note les blocs de matrices 

suivants 

p,,,=U ｾＩ＠ (3.100) 

la l2 z 0 0 lal2(- l )xz 

A=I 
0 lal

2
y Jal2(-1yy 0 

0 lal2(- l )xy lal
2 

Y 0 

lal2(-l)xz 0 0 lal2 z 

a(3*z 0 0 a(3*( - l Yz 

B =I 
0 a(3*y a(3*(-l)xy 0 

0 a(3*(- l )xy a(3*y 0 

a(3* (-1 )x z 0 0 a(3*z 

(3a*z 0 0 f3a*( -1 y z 

C=I 
0 (3a*y (3a*( - l)xy 0 

0 (3 a* (-l )xy (3a*y 0 

(3a*(-l)xz 0 0 (3a*z 

1!312 z 0 0 1!312(-l)Xz 

D=I 
0 1!31

2 
y lf312 (-l)xy 0 

0 l,81 2 (-1 )xy l,81
2 

y 0 

l,81
2 
(-1Yz 0 0 l,61

2 
z 

Apres cela, calculons les matrices des operations quantiques de Alice 

. U1 = Ucnot ® f 2 
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(001'£) 

(101 '£) 

6v 

( 0 [) ( 0 [ ) c- [) if ® ® - = VJ ® H = zn 
10 1 0 1 1 1 

c-l) if = H 
1 1 1 

0 0 1 0 0 0 0 

0 0 0 1 0 0 0 

1 0 0 0 0 0 0 

0 1 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 1 0 0 

0 0 

0 0 

0 0 

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 

0 I 0 0 

1 0 0 0 

0 0 1 0 

0 0 0 I 

1 0 

0 1 

0 0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

= 'fl 



---+ 
I 

1 0 0 0 1 0 0 0 

0 1 0 0 0 1 0 0 

0 0 1 0 0 0 1 0 

1 I o o o 1 0 0 0 1 
I 

U
2 

= .J2 1 0 0 0 
(3.103) 

- 1 0 0 0 

0 1 0 0 0 -1 0 0 

0 0 1 0 0 0 -1 0 

0 0 0 1 0 0 0 -1 
\ 

d) La matrice densite totale apres operations quantiques 

1 " 
Ptot = U1Ptotu; (3.104) 

et 

2 u i ut 
Ptot = 2Ptot 2 (3.105) 

1) Ou bien sous forme matricielle 

I 

100000001 1 0 0 0 0 0 0 0 

0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 

1_ 11000100 00 
Ptot - -

2 0 0 0 0 0 0 1 0 

(AB) 00010000 

® CD ® 100000010 

0 0 0 0 0 0 0 1 lOOOOOOOl 

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 
I 

(3.106) 

ｰＩｾ＠ = ｾ＠ (: ｾＩ＠ (3.107) 

A vec les blocs de matrices suivants 
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z lal2 0 0 (-1r z 1a12 

E=I 
0 Y lal

2 
(-1ry lal

2 
0 

0 (-ltylal2 
Y lal

2 
0 

(-ltzlal
2 

0 0 z lal2 

0 (-l )xza/3* za/3* 0 

F=I 
(-1r yaf3* 0 0 ya/3* 

yaf3* 0 0 (-lt yaf3* 

0 za/3* (-1r zaf3* 0 

0 (-lt yf3a* yf3a* 0 

G=I 
(-ltzf3a* 0 0 zf3a* 

zf3a* 0 0 (-1rzf3a* 

0 yf3a* (- ltyf3a* 0 

y 1/31
2 

0 0 (- l tyl/31
2 

H= I 
0 z 1/312 (-ltzl,612 

0 

0 (- l)xzl/312 z 1/312 0 

Ｈ ｾＱ ｲ＠ y 1/31 2 
0 0 y 1/31

2 

2) Et pour la deuxieme operations quantique on a 

2 u i u+ 
Ptot = 2Ptot 2 (3.108) 
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1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 

0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 

0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 

2 0 0 0 1 0 0 0 1 ( EF ) 0001 0 0 0 1 
Ptot = 1/ 4 I 

® G H ® I 1 O O o -1 1 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 

0 1 0 0 0 -1 0 0 l 0 I 0 0 
0 -1 0 0 

0 0 1 0 0 0 -1 0 0 0 1 0 0 0 -1 0 

0 0 0 1 0 0 0 -1 0 0 0 1 0 0 0 -1 

(3.109) 

Ｇ ＭｾＨｋｌ ｍｗ Ｉ＠
Pot2 - 4 X V N S 

(3.110) 

A vec les blocs de ma trice suivants 

z la l
2 

+ Y l/31
2 

(- l ty/3a* + (-1r za/3* 

K= I 
(-ltya/3* + (- l )x z/3a* Y lal

2
+z 1/31

2 

ya/3* + z/3a* (- l t Y lal
2 

+ (-lt z l/31
2 

(-l t z lal
2
+(-l tY1/31

2 
y/3a* + za/3* 

yf3a* + za/3* (-l t z lal
2
+(-ltY1/31

2 

L=I 
(-l t Y lal

2
+(-ltz1/31

2 
ya/3* + z/3a* 

Y lal
2 

+ z 1/31
2 

(- l tya/3* + (-l)x zf3a* 

(- l tyf3a* + (-lt za/3* z lal
2 

+ Y 1/31
2 

z lal
2 

- Y 1/31
2 

(-lt yf3a* - (-l)x za/3* 

M= I 
(-l )x zf3a* - (-l )xya/3* Y lal

2 
- z 1/31

2 

z/3a* - ya/3* (-ltylal
2 

- (-lt zl/31 2 

(-lt z[a[2 - (-l)xyl/312 yf3a* - za/3* 
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yf3a* - za/3* (-l t zlal 2 
- (-lty l/31 2 

W = I 
(-l)xylal 2 

- (- l t zl/31 2 
z/3a* - ya/3* 

Y lal2 
- z l/31 2 (-lt z/3a* - (-l tya/3* 

(-ltyf3a* - (-lt za/3* z lal 2 
- Y l/31 2 

z lal 2 
- Y l/31

2 (-l t za/3* - (-l t yf3a* 

X = I 
(-ltya/3* - (- lt z/3a* Y lal

2 
- z 1/31

2 

ya/3* - z/3a* (- l tylal 2
- (- lt zl/31 2 

(-l t z lal 2 
- (-lt Y 1/31 2 za/3* - yf3a* 

za/3* - yf3 a* (- lt z lal 2 
- (- lt Y 1/31 2 

V =I 
(-ltylal 2 

- (- l t zl/31 2 
ya/3* - zf3a* 

Y lal2 
- z l/31

2 
(-l tya/3* - (-1)'1' zf3a* 

(-lt za/3* - (-l tyf3a* z lal 2 
- Y l/31 2 

z lal
2 
+ Y l/31

2 - (-lt yf3a* - (- l t za/3* 

N = I 
- (-l )xya/3* - (-l t z/3a* Y lal

2 
+ z 1/31

2 

- ya/3* - zf3a* (-lt Y lal 2 +(-l)xz1 /31 2 

(-I)x z lal 2 + (-l tY1/31 2 - yf3 a* - za/3* 

- yf3a* - za/3* (-lt z lal 2 +(-lt Y1/31 2 

S = I 
(-lt Y lal 2 + (-lt z l/312 /3* -(3 * - ya - "' a 

Y lal
2 
+ z l/31

2 
- (-ltya/3* - (-lt z/3a* 

- (-ltyf3a* - (-l t za /3* z lal
2 
+ Y l/31

2 

e) Pour le calcul des traces part ielles ( la trace prises sur les deux premiers qubits ) 

53 



on a les resultats suivants 

1 

p(O) = tr(l .2) (Ptot) 

p(l) = tr(l .2) (Pi tot) 

p(2) - tr(l.2) (P2 tot) 

P(O) = tr(l.2 )(Ptot ) = L ((i, j l 0 12)Ptot(li,j) 0 12) 
i,j=O 

= ( (OO I 0 12)Ptot(I OO) 0 12) + ( (Ol l 0 12)Ptot(I Ol ) 0 12) + 

((1010 12)Ptot(l l0) 0 12 ) + ((1110 12)Ptot(l ll ) 0 12 ) 

(3.111) 

(3.112) 

(3.113) 

1 ( (l a l
2 
+ l;Jl

2
)(z + y) 0 ) 1 ( 1 0 ) 

= - = - (3.114) 
2 0 (lal

2 + l;Jl 2
)(z + y) 2 0 1 

2) Pour le calcul de p(l) = tr(i.2)(P1tot) 

1 

P(l) = tr(l .2)(P1t0 t) = L ((i , jl 0 h )Piot(li , j ) 0 12) 
i, j=O 

( (OOI 0 l 2)PZot(IOO) 0 12) + ( (01 1012)PZot(IOl ) 0 12) + 

( (101 0 l2 )PZot(llO)0 12) + ( (1110h)PZot(l ll ) 0 12) 

= l / 2 ( (la l
2 
+ l;Jl

2
)(z + y) 0 ) = ｾ＠ ( 1 

0 (lal
2 

+ l;Jl
2
)(z + y) 2 0 ｾＩ＠

3) Pour le calcul de p(2) = tr(l.2) (P2t
0
t) de la meme maniere le resultat est 

(3 .115) 

1 ( 2(lal
2 
+ l;Jl

2
)(z + y) O ) = ｾ＠ ( 1 O ) 

p(
2
) = tr( i.2)(P2tot) = 4 O 2(1al2 + l;Jl2)(z + y) 2 0 1 

(3.116) 

Revenons maintenant aux mesures que Alice introduit. Cet ensemble de mesures est 
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defini par : 

M (ab) = Ma ® M b® 12 avec Ma = la) (al ,(a= 0, 1) et Mb = lb) (bl,(b = 0, 1) 

M (ab) = (l ab) (ab l)(I O) (OI + ll ) (11) 

= (labO) (abOI + labl ) (abl l) 

Apres ces mesures, l'etat est projete et on a 

Af(ab) P2tot ( JvJ (ab)) t 

P2tot--) P(ablmes = tr (M(ab)P2tot(.AJ(ab))t) 

1) Pour les valeurs de mesure (a = 0 et b = 0) 

M (OO ) P2tot ( M (OO )) t 

P(oO)mes = tr ( Af (00) P2totCM(OO )) t) 

(3.117) 

(3.118) 

(3.119) 

M(oo) P2t
0
t(M(oo))t = (I OOO) (OOOI + IOO l ) (OOl l)P2tot(I OOO ) (OOO I + IOO l ) (0011) 

= ｾ＠ IOO) (OOI ® ( lod2 z + l,Bl2 y ( - l t y,Ba* + (-1 )x za,B* ) (3 .120) 
4 (- l t z,Ba* + (-lt ya,B* lal 2 

y + l,81 2 
z 

tr (M(OO) P2tot(M(OO))t) = l (3.121) 

--) 

P(oo)mes = IOO) (OOI ® ( laJ
2 

z + IJ3l
2 

Y (- l t y,Ba* + ( - 1 t za,B* ) 

(- l t z,Ba* + ( - ltyap* laJ2y + l,Bl2 z (3.122) 
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I) Pour les valeurs de mesure (a = 0 et b = I ) 

Af(Ol) P2tot (Af(Ol))t 

Pco1)mes =tr (Af(Ol)P2tot(M(Ol))t) (3. I23) 

M(Ol) P2tot(M(Ol))t = (1 010) (0101 + IOll ) (Oll l)P2tot(I010) (O IO I + 1011) (Olli) 

= - IOI ) (Oii ® 
I ( lod

2 
y + l,61

2 
z (-It z,6a* +(-It ya,6* ) 

4 (-It y,6a* +(-It za,6* lal
2 

z + l,61
2 

y 

........ 

tr (M(Ol) P2tot(M(o1))t) = ｾ＠
4 

(3. I24) 

(3.I25) 

Pco1Jmes = IO I) (Oi i ® ( lal
2 

Y + l,61
2 

z (-I t z,6a* +(-It ya,6* ) 
(-I t y,6a* +(-It za,6* lal2 z + l,61 2 y (3.I26) 

Et en suivant la meme methode on a 

3) Pour les valeurs de mesure (a = I et b = 0) 

( 

lal
2 

z + l,61
2 

Y 

P<10Jmes = l10) (10I ® _ (-I )x z,6a* - (-Itya,6* 

4) Pour les valeurs de mesure (a = I et b = 1) 

P<11lmes = Ill ) (111 @ ( ｾ｡ｬ
Ｒ＠

Y + l,61

2 

Z 

- (-1) y,6a* - (-l)x za,6* 

- (-Ity,Ba* - (- I t za,6* ) 

lal
2 

Y + l,61
2 

z 

(3.127) 

- (- l t z,6a* - (-l t ya,B* ) 

lal
2 

z + 1/11
2 

Y 

(3.128) 

En resume, pour chaque valeur de mesure (a, b) ,et chaque etat de Bell (x, y) on trouve 

!'operation quantique (de correction de Bob) U(a,bl telle que : 
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U (a,b) p (ablmesU(a,b)t = lab) (abl ® Pq, 

Concernant le cas ( a = 0 et b = 0) et ( x = 0 et y = 0) 

___.. 

ｰ ｾ ｾｾ ｬｭ･ｳ＠ = IOO) (OOI @ ( lal
2 

a/3* ) 
/3a* 1/312 

(00) ( 1 0 ) 
U (OO ) = 14 @ 12 = 14 @ O l 

Concernant le cas ( a = 0 et b = 0) et ( x = 0 et y = 1) 

ｰ ｾｾｾｬ ｭ｣ｳ＠ = IOO) (OOI @ ( 1/31
2 

/3a* ) 
a/3* lal2 

(00) . ( 0 1 ) 
U (Ol) = 14 @X = 14@ l O 

Concernant le cas ( a = 0 et b = 0) et ( x = 1 et y = 0) 

ｰ ｾ ｾｾｬｭ･ｳ＠ = IOO) (OOI @ ( lal

2 

- /3a* 

- a/3* ) 

1/31
2 

(00) ( 1 0 ) u(10) = 14 0 z = 14 0 
0 -1 

Concernant le cas ( a = 0 et b = 0) et ( x = 1 et y = 1) 

ｰ ｾｾｾｬｭ･ｳ＠ = jOO) (OOI @ ( l/31

2 

-a/3* 

- /3a* ) 

lal
2 

(00) 
U(u ) = 14 ® Y 
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(3.129) 

(3.130) 

(3.131 ) 

(3.132) 

(3.133) 

(3.134) 

(3.135) 

(3.136) 

(3.137) 



Concernant le cas (a= 0 et b = 1) et (x = 0 et y = 0) 

ｰ ｾ ｾｾ ｬ ｭ･ｳ＠ = IOl) (01 I ® ( l.81
2 

,Bo:* ) 
o:,B* lo:12 

(01 ) 
U (OO ) = 14 Q9 X 

Conccrnant le cas ( a = 0 ct b = 1) et ( x = 0 et y = 1) 

ｰ ｾ ｾｾ ｬ ｭ ･ ｳ＠ = IOl ) (Ol l ® ( lo: l
2 

o:,B* ) 
,Bo:* l.81

2 

(01 ) 1 
U (Ol ) = 14 ® 2 

Concernant le cas ( a = 0 et b = 1) et ( x = 1 et y = 0) 

ｰ ｾ ｾｾ ｬ ｭ･ｳ＠ = IOl ) (Ol l ® ( l,81
2 

- o:,B* 

(01) 
U(lO) = 14 Q9 y 

- ,Bo:* ) 

lo:l
2 

Concernant le cas ( a = 0 et b = 1) et ( x = 1 et y = 1) 

ｰ ｾ ｾｾｬｭ･ｳ＠ = IOl ) (Oll ® ( lo:l
2 

- ,Bo:* 

- o:,B* ) 

l.81
2 

(01) 
u(11l = 14 ® z 

Concernant le cas ( a = 1 et b = 0) et ( x = 0 et y = 0) 
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(3.138) 

(3.139) 

(3.140) 

(3.141) 

(3 .142) 

(3.143) 

(3.144) 

(3.145) 



( lal' 
p (lo) = 110) (101 0 

(oo)mes - ,Ba* 
- aft' ) 

l,8\2 
(3.146) 

(10) 
U (OO) = l 4 0 Z (3.147) 

Concernant le cas ( a = 1 et b = 0) et ( x = 0 et y = 1) 

( lfil' - fia' ) (3.148) p (lo) = \10) (10\ 0 
la\2 (Ol )mes ,B* - a 

(10) 
U (Ol ) = l 4 0 Y (3.149) 

Concernant le cas ( a = 1 et b = 0) et ( x = 1 et y = 0) 

( lal' aft' ) 
p (10) = 110) (10\ 0 

( lO)mes ,Ba* l,81 2 
(3.150) 

(10) 
U(lO) = l 4 0 12 (3.151) 

Concernant le cas (a = 1 et b = 0) et (x = 1 et y = 1) 

( lfil' fia' ) 
p(lo) = \10) (1010 

(ll )mes a,B* \a\2 
(3.152) 

(10) 
U(11 l = 14 ® X (3.153) 

Concernant le cas ( a = 1 et b = 1) et ( x = 0 et y = 0) 

( lfil v' - fia' ) 
p(1 1) = \11) (1110 

(OO)mes - a,B* \a\2 
(3.154) 
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(11) 
U (OO ) = 14 ® y 

Concernant le cas ( a = 1 et b = 1) et ( x = 0 et y = 1) 

ｰ ｾｾＺｬｭ･ｳ＠ = 111) (111 ® ( lal
2 

- f3a* 

(11 ) 
U(Ol) = 14 ® Z 

Concernant le cas ( a = 1 et b = 1) et ( x = 1 et y = 0) 

-a/3* ) 

1/31
2 

ｐｧｾ ｬｭ･ｳ＠ = 111) (111 ® ( l/31
2 

/3a* ) 
a/3* lal2 

(11) 
U (lO) = 14 @ X 

Concernant le cas ( a = 1 et b = 1) et ( x = 1 et y = 1) 

Pggmes = 111) (111 ® ( lal
2 

a/3* ) 
/30:* l/31

2 

(11) 1 u(11J = 14 ® 2 

(3.155) 

(3.156) 

(3.157) 

(3.158) 

(3.159) 

(3.160) 

(3.161) 

Remarquons que les differentes methodes donnent les memes resultats qui prouvent que 

les erreurs de calculs sont absentes et en plus taus ces calculs vont etre verifies via 

I 'implementation informatique. 

60 



Chapitre 4 

La teleportation de deux qubits 

On passe maintenant au cas de teleportation de deux qubits separes. Le protocole 

sera change comme on vale voir et le canal quantique (etats intrique) contient 4-qubits 

en intrication, c a d, chaque 2-qubits permettront le transfert d'information des deux 

qubits a teleportes. lei encore, on utilisera deux methodes de calculs 

1) La methode des kets 

2) La methode de la matrice densite 

4.1 Calcul par le formalisme des kets 

Alice et Bob se partage le canal quantique (etat intrique) suivant 

1 
l'P)1234=2(10000) +10011) + 11100) - 11111))1234 

A vec les qubits 2 et 3 sont ceux de Alice et 1 et 4 ceux de Bob. 

· L'efat a teleporter est le produit tensoriel l<Pa) et 1¢b) et on a 

l</>a) 

1¢b) 

aalO)a +,BalO)a 

ab !Oh+ ,Bb \O)b 
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(4.3) 



Avec 

/aal
2 

+ /,Ba/
2 

= 1 (4.4) 

/ab/
2 + /,Bi = 1 ( 4.5) 

l¢ab) = /¢a)® 1¢b) = (aaab /00) + aa,Bb /01) + f3aab /10) + ,Ba,Bb /11) )ab (4.6) 

L'etat d'entree est 

/1/!)abl234 = l</Jab) ® /cp)l234 

1 
= 2[aaab(/OOOOOO) + /000011 ) + /001100) - /001111)) 

+aa,Bb(/010000) + /010011) + /011100) - /011111)) 

+ ,Baab(/ 100000) + /100011) + /101100) - /101111)) 

+,Ba,Bb(/ 110000) + 1110011) + /111100) - /llllll ))]abl234 (4.7) 

Avec les qubits 2,3,a,b sont de Alice et 1 et 4 ceux de Bob. 

Comme on le sait , on peut mesurer en projetant sur les etats de Bell, et on a les 

mesures possibles suivantes 

Et 

11/!±) = ｾ ＨＯ ＰＱ Ｉ＠ ± /10)) 

(1/!±I = ｾ ＨＨ ＰＱ Ｑ＠ ± (10/) 

l<P±) = ｾ ＨＯ ＰＰ Ｉ＠ ± /11)) 

(¢±1 = ｾ ＨＨ ＰＰＯ＠ ± (11 /) 

Pour chacune des mesures calculons la projection 
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(4.9) 

(4.10) 

( 4.11) 



(1 )-

b3 (¢±la2 (¢+I11P) abl234 = ｾ ＨＨ ｏｏｉ＠ ± (11 1) ® ((OO I + (11 1) ® 17f;)nhl234 

1 
= 4 (aaab IOO) ± aa/3b 101 ) + f3aab 110) + f3a/3b 111))14(4. 12) 

(2)-

b3 (<P±la2 (¢- I11P)abl234 = ｾ ＨＨ ｏｏ ｉ＠ ± (11 1) ® ((OO I - (11 1) ® 1·1,b)abl234 

1 
4 (aaab IOO) ± aa/3b IOl ) - /3aab 110) ± f3a/3b lll ))i4(4. 13) 

(3)-

b3 (1/J±l a2(¢+I11/J)abl234 = ｾ ＨＨ ｏｬ ｬ＠ ± (101) ® ((OO I + (11 1) ® l1/J)abl234 

1 
= 4 (aaab IOl ) ± O!a/3b IOO) - f3 arxb 111) ± /3a/3b 110))14(4.14) 

( 4)-

b3 (1P±la2 (<P-l 11P)abl234 = ｾ ＨＨ ｏｬ ｬ＠ ± (101 ) ® ((OOI - (11 1) ® l1P) abl234 

1 
4(aaab IO l ) ± aa/3b IOO) + f3aab 111) + f3a/3b l10))i,i(4. 15) 

(5)-

b3 (<P±la2(1P+l 11P) abl234 = ｾ ＨＨｏｏｉ＠ ± (11 1) ® ((Oll + (101) ® 17f;) abl234 

1 
4 (aaab 110) + aa/3b 111) + f3aab IOO) ± f3a/3b I01 ))i4(4.16) 
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(6)-

b3 (¢±la2 (7,U - l l7,U)ab1234 = 

= 

(7)-

b3 (7,b±ja2 (7,U+l l7,U )ab1234 = 

= 

(8)-

b3 ( 7,b± I a2 ( 7,b - 117,b) ab1234 = 

= 

1 
- ((OO I ± (11 1) ® ((O l l - (101) ® l7,U)ab1234 
2 
1 
4 (aaab 110) =F aaf3b 111) - f3aab IOO) =F f3af3b IO l ) )i,£4.17) 

1 
2( (Ol l ± (101) ® ( (Ol l + (101) ® l7,U)ab1 234 

1 
4 (-aaab j11) ± aaf3b 110) + f3aab IOl ) ± f3af3b IOO) )iJ. 18) 

1 
2 ((011 ± (101) ® ((01 1- (101) ® l7,U) abl234 

1 
4( - aaab 111) ± aa f3b 110) - f3a ab IOl ) =F f3af3b IOO))i,rt.19) 

Puis, nous appliquons un operateur 11 contr6le phase" qu 'par son action sur un double 

qubits 

Ucf IOO) = IOO) 

Ucf IOl) = IOl ) 

Ucf 110) = 110) 

Ucf 111) -111 ) ( 4.20) 

--+L'action de ce controle phase sur chacune des expressions (1,2,3,4,5,6,7,8) est donnee 
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par 

1 
UcJ(l) = 4(aaab IOO) ± aaf3b IOl ) + f3aab 110) ± f3af3b 111) )i4 

1 
Uc1(2) = 4(aaab IOO) ± aaf3b IOl) + f3aab 110) + f3 0 (3b l11))i4 

1 
Uc1(3) = 4(aaab IO l ) ± aaf3b IOO) + f3aab 111) ± f3af3b 110) )14 

1 
Ucf ( 4) = 4 ( aaab IOl) ± aaf3b IOO) - f3 0 ab I 11) + f3af3b I 10) )i4 

1 
Uc1(5) = 4 (aaab 110) ± aaf3b 111) + f3aab IOO) ± f3afJb IOl ))i4 

1 
Uc1(6 ) = 4 (aaab 110) ± aaf3b 111) - f3 0 ab IOO) + f3af3b \01 ) )i4 

1 
Uc1(7) = 4(aaab \11) ± aaf3b \10) + f3aab IO l ) ± f3af3b I00))14 

1 
Uc1(8) = 4(aaab 111) ± aaf3b \10) - f3aab IO l ) + f3af3b \00) )14 (4. 21 ) 

Et pour chaque valeur +, - des etats de mesures de Bell nous separons les qubits de Bob 

sous la forme d'un produit tensoriel 1(1)) 01(4)) comme suit 

65 



1 
Ucf(lt = 4(aa IO) + f3a 11 ) )i 0 (o'b IO) + f3b ll ) )4 

1 
UcJ(l)- = 4(aa JO) + f3a Jl ) )i 0 (ab JO) - f3b Jl ) )4 

UcJ(2)+ = l (aa JO) - f3a 11))1 0 (ab JO) + f3b Jl ))4 

1 
UcJ (2)- = 4 (aa JO) - f3a 11))1 0 (ab JO) - f3b Jl ))4 

1 
UcJ(3)+ = 4 (aa JO) + f3a 11))1 0 (ab ll ) + f3b I0))4 

1 
UcJ(3t = 4 (aa JO) + f3a ll ))i 0 (ab ll ) - f3b J0))4 

+ 1 ) UcJ(4) = 4(aa JO) - f3a Jl ))i 0 (ab ll ) + f3b IO) 4 

1 
UcJ(4t = 4(aa JO) - f3a ll ) )i 0 (ab ll ) + f3b IO) )4 

1 
UcJ(5)+ = 4(aa Jl ) + f3a JO))i 0 (ab IO) + f3b Jl ))4 

1 
UcJ(5t = 4(aa Jl ) + f3a IO))i 0 (o'.b IO) - (3b Jl ))4 

UcJ(6t = l (aa ll ) - f3a JO))i 0 (ab JO)+ f3 b Jl ))4 

1 
UcJ(6t = 4(aa Jl ) - f3a JO) )i 0 (ab JO) - f3b Jl ) )4 

1 
UcJ(7)+ = 4 (aa Jl ) + f3a J0))1 0 (ab Jl ) + /3b J0))4 

1 
UcJ(7)- = 4(aa Jl ) + f3a I0))1 0 (ab Jl ) - (3b J0))4 

UcJ(8)+ = l(aa Jl) - f3a IO) )1 0 (ab ll ) + f3b JO) )4 

1 
UcJ(8t = 4 (aa Jl ) - f3 a JO) )i 0 (ab Jl ) - f3b JO) )4 ( 4.22) 

Un calcul direct montre que les operations quantiques quc Bob doit appliquer pour 

corriger et obtenir l'etat l'Pab) sont les suivantes, pour respectivement le signe +, - de la 

mesure de Alice 
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Pour !'expression (1)--t 

(+) b ® b ( 4.23) 

(-) 12 ® z ( 4.24) 

Pour !'expression (2) --t 

(+) Z ® l2 ( 4.25) 

(-) Z ® Z ( 4.26) 

Pour !'expression (3) --t 

(+) 12 ® x ( 4.27) 

(-) 12 ® z ( 4.28) 

Pour !'expression ( 4)--t 

(+) Z ® X ( 4.29) 

(-) Z®Y ( 4.30) 

Pour !'expression (5)--t 

(+) x ® 12 (4.31) 

(-)X®Z ( 4.32) 

Pour !'expression (6)--t 

(+) y ® b ( 4.33) 

(-) Y ® Z (4.34) 
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Pour !'expression (7)--t 

Pour !'expression (8) --t 

(+)X®X 

(- )X®Y 

(+) Y ® X 

(- ) Y ® Y 

( 4.35) 

(4.36) 

(4.37) 

( 4.38) 

4 .2 Calcul par le formalisme de la matrice densite 

Nous allons refaire maintenant le meme calcul en utilisant le formalisme de la matrice 

densite. On a l'etat a teleporte 

Dont la matrice densite est 

Ce que veut dire qu'on a 

1¢a) = aalO)a+ f3al O)a 

1¢b) = ab JO)b + ,Bb IO)b 

Pip= 1¢ab) (¢abJ (4.39) 

1¢ab) = l¢a) ® 1¢b) = (aaab IOO) + aaf3b IOl ) + f3aab 110) + f3af3b lll ))ab (4 .40) 

(¢abl =(¢al ® (¢bl = (a:a;; (OOJ + a:f3;; (Oll + f3:a;; (lOJ + f3:f3;; (ll J) ab (4.41) 
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P<P = [laaabl
2 

IOO) (OO I + laal
2 
｡｢ ＯＳ ｾ＠ IOO) (Ol l + ＼ｘ ｡ ｡ ｢ｦＳ Ｚ ｡ｾ＠ IOO) (101 + ｲｴ ｡｡ ｢ ｦＳＺｦＳｾ＠ IOO) (ll l + 

laal
2 

f3 bab IOl ) (OO I + laaJ3 bl
2 

IOl ) (Ol l + ｡ ｡ｦＳ｢ｦＳＺ｡ｾ＠ IOl ) (101 + a u l/3bl
2 /3: IOl ) (ll l + 

f3 a labl
2
a: 110) (OO I + ｦＳ ｡｡｢｡Ｚ ｦＳ ｾ＠ 110) (Ol l + lf3aabl

2 
l10) (101 + ｬＯＳ｡ｬ

Ｒ

｡｢ｦＳｾＱ ＱＰ Ｉ＠ (ll l + 

ｦＳ ｡ ｦＳ ｢｡Ｚ｡ｾ＠ Ill ) (OO I + f3a IJ3i a: 111) (Ol l + l/3al
2

f3b ab 111) (101 + l/3af3b\
2 

Ill ) Ｈｻ Ｔ ｪ ｾＲ Ｉ＠

La matrice densite du canal quantique d 'int rication de Alice-Bob est 

Avec 

Done 

Pep = l1P) 1234 (1Pl 1234 

1 
l1P) 1234 = 2 (1 0000) + IOOll ) + lllOO) - lllll)) 1234 

1 
(<p \1234 = 2 ( (00001 + (OOll l + (llOO \ - (llll l)1234 

P.,, = l (I OOOO) (00001 + IOOOO) (OOll l + IOOOO) (llOO I - IOOOO ) (lllll + 

10011 ) (OOOOI + IOOll ) (0011 1 + IOOll ) (llOOI - IOOll ) (lllll + 

11100) (00001 + 11100) (0011 1 + lllOO) (11001 - lllOO) (llll l + 

( 4.43) 

(4.44) 

( 4.45) 

lllll ) (OOOO I - 11111) (0011 1- lllll ) (llOO I + lllll ) (llll l) (4.46) 

La matrice de densite totale d 'entree est 

Ptot = Pq, 0 Pep ( 4.47) 

ｾｾ＠

Puis Alice applique les mesures possibles sur (b, 3,a, 2) ou la double fl.eche veut dire que 
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la mesure s'effectue sur la paire au meme temps en utilisant la base de Bell 

Et 

!Vi±) = ｾＨＱＰＱ Ｉ＠ ± 110)) 

(Vi±I = ｾ ＨＨ ＰＱＱ＠ ± (101) 

!¢±) = ｾ Ｈｉ ｏｏ Ｉ＠ ± 111)) 

(¢±1 = ｾ ＨＨ ｏｏ ｉ＠ ± (11 1) 

Ainsi l'ensemble de mesure est definit comme suit 

(4.48) 

(4.49) 

( 4.50) 

(4.51) 

Af(abi234l = ａｦ Ｈ｡ Ｒ ｬ｀ ａｦ Ｈ｢ Ｓ ｬ｀ Ｑｾ ＱＴ ｬ＠ avec les operateurs de mesure suivants A1(a2l = Af(b3) = 

!¥1±) ( 1j1± I et I¢±) (¢±I et ou le symbole ® indique qu 'il faudrait respecter l'ordre ( abl234) 

quand on applique le postulat de mesure habituel dans le formalisme de la matrice densite 

1Vi)abl234 (Vi labl234---) (l?jJ)abl234 ('1j!labl234)mes = Af(abl234) 1Vi)abl234 ('1j!labl234 (Af(abl234))t 
,__ r ｾＬｲ Ｈ｡｢ ｬＲＳＴ Ｉ＠ 11/,\ (·1•

1 abl234 'f' abl234 

Les different resultats de projection sont en fonction de l'ensemble de mesure f\f (abi234l .On 

ales resultats suivants 

(1 )-

1¢-) a2 I ¢±)b3b3 ( ¢± 1a2 (¢+I IVi) abl234 (Vil abl234 I¢-) a21 ¢±)b3b3 ( ¢± 1a2 (¢+ I 

1 
4 ((001 ± (111) ® ((OOI + (11 1) ® l7/1)abl234 (7/11abl234 

®(I OO) + 111)) ® (IOO) ± 111)) 

1 

16 
(aaab IOO) ± aa,Bb IOl ) +,Baab 110) =f ,Ba,Bb 111 ) )14 

(a:ab (OOI ± a:,eb (Oll + f3:ab (101 =t= f3:/3b (ll l)i4 
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(2)-

l(P- )a21¢±\3b3 (¢±la2 (¢-I 11/i) abl234 (7/11abl234 1¢- )a2 1¢± \ 3b3 (¢±la2 (¢- I 

1 
= 4((001 ± (ll l) ® ((OO I - (lll) ® l1/i) abl234 (1/il abl234 

®(IOO) - \ll )) ® (JOO) ± \ll )) 

1 
= 

16 
(aaab \00) ± aa/3b \01 ) - f3aab \10) ± f3af3b \ll ) )14 

(a:ab (00 \ ± a:f3b (01 \ - f3:ab (10\ ± f3: /3b (ll \) 14 ( 4.53) 

(3)-

l¢+)a2 l1/J±)b3b3 (1/J±la2 (¢+I J1/J) abl234 (1/;\ abl234 1¢+)a2 1'1,L•±)b3b3 (?/i±la2 (¢+1 

1 
4( (01\ ± (10\) ® ((01 \ + (10\) ® \1/i) abl234 (?/i \abl234 

®(\01) + \10)) ® (\01 ) ± \10)) 

1 
- (aaab \01) ± aaf3b IOO) - f3ao:b \ll ) ± f3af3b \10))14 
16 

(a:ab (01\ ± a:f3b (OO I - f3:ab (ll l ± f3:f3b (10 \)14 ( 4.54) 

( 4)-

l¢-)a217j;±\3b3 (1/J±la2 (¢- I1 ?/i)abl234 (1/; \abl2341 ¢- )a21 1/J±\3b3 (?/i±la2 (¢-1 

1 
= 4 ((01 \ ± (10 \) ® ((01\ - (10\) ® l1/J)abl234 (7/1\abl234 

®(\ 01) - \10)) ® (\01) ± \10)) 

1 
= 

16 
(aaab IOl ) ± O:a/3b IOO) - f3ao:b Ill ) + f3a/3b \10) )i4 

(a:ab (01 \ ± a:f3b (OO I - f3:ab (ll \ + f3:f3; (10 1) 14 ( 4.55) 
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(5)-

l?Ji+)a21<P±\3b3 (¢±l a2 (¥J+l11P)ab1234 (1Plab123411/J+)a21¢±\3b3 (¢±la2 (v,+I 

1 
= 4( (00 \ ± (11 \) ® ( (01 \ + (10 \) ® \?Ji)ab1234 (1/1\ab1234 

®(\ 01) + \10)) ® (\ 00) ± \11 )) 

1 
= 

16 
(aaab \10) ± aa/3b \11) - l3aab \00) ± f3a/3b \01) )i4 

(a:a;; (101 ± a:l3;; (111- 13:a;; (OO I ± 13:13;; (Oll)i4 ( 4.56) 

(6)-

(7)-

l?Ji - )a21 ¢±\3b3 (¢±ia2 (?Ji-I \1P)ab1234 (1Plab1234 J?/1- )a2 J¢±\ 3b3 (¢±Ja2 (?Ji -J 

1 
= 4 ( (00 \ ± (11 \) ® ( (01 \ - (10 \) ® \?Ji) ab1234 ('l/J\ ab1234 

®(\ 01 ) - \10)) ® (\ 00) ± \11)) 

1 

16
(aaab \10) =f aaf3b \11) - l3aab \00) =f f3al3b \01 )) 14 

(a:a;; (10\ =t= a:f3'b (11 \ - f3:a;; (00 \ =t= f3:/3'b (01 \)i4 

J'l/J+)a2 l'l/J±\3b3 (?Ji±la2 (?Ji+J \'l/J) ab1234 (?Ji\ ab1234 J?Ji+)a2 l'l/J±\3b3 ('l/J±la2 (!/J+J 

1 
= 4 ((01\ ± (101) ® ((01\ + (10 \) ® \7Ji)ab1234 (?,[i\ab1234 

(8)-

®(\01) + \10)) ® (\01) ± \10)) 

1 

16 
( -aaab \ 11) ± Cl'a/3b \ 10) + /3 aab \01 ) ± /3 a/3 b \00) )i4 

(-a:a;; (11 \ ± a:f3;; (10 \ + f3 :a;; (01 \ ± 13:13;; (00\)14 
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I 1r) a2 lv1±\3b3 ( v1± I a2 ( v1
- I l7,Li) abl234 ( wlabl234 lv1

- ) a2 I v1±\3b3 ( v1± la2 ( w- 1 

1 
= 4( (Oll ± (101)@ ( (Ol l - (101)@ l7,Li) abl234 ('1plabl234 

@(1 01 ) - 110))@ (101 ) ± 110)) 

1 
= 

16
(- aaab 111) ± aaf3b 110) - f3aab IOl ) + f3a/3b IOO))i4 

(-a: a ;: (111 ± a:f3b (101 - f3:ab (Ol l + f3:f3b (OOl)i4 ( 4.59) 

Alece niveau, Bob applique une operation quant ique 11 controle phase 11 Ucf definie par 

1 0 0 0 

0 1 0 0 
(i jl Ucf lij ) = ( 4.60) 

0 0 1 0 

0 0 0 -1 

-+Ou bien 

Uc! = IOO) (OOI + IOl) (Ol l + 110) (101 - 111) (111 (4.61 ) 

Suivant chaque operation de mesure on a ce qui suit par application de Ucf 

Uc1( l )(Ucf )t = (aaab IOO) ± aaf3b IOl) + f3 0 ab 110) ± f3 0 (3b 111) )14 

(a:a;: (OOI ± a:f3b (Ol l + f3 :a;: (101 ± f3:f3b (11 l)i4 (4.62) 

Uc1(2)(Ucj )t = (aaab IOO) ± aaf3b IOl) - f3aab 110) + f3af3b 111) )i4 

(a:a;: (OO I ± a:f3b (Ol l - /3:a; (101 + f3:f3;: (11 1)14 (4.63) 
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Uc1(3)(Ucf)t = (aaab IOl) ± aaf3b IOO) + f3ao;b 111) ± f3af3b l10))i4 

(a:ab (Ol l ± a:f3b (OOI + f3:ab (111 ± f3:f3b (10l)i4 (4.64) 

Uc1(4)(UcJ)t = (aaab IOl) ± aaf3b IOO) + f3ao;b 111) + f3af3b 110))14 

(a:ab (O l l ± a:f3b (OO I + f3:ab (111 + f3:/3b (101)14 (4.65) 

Uc1(5)(Ucf )t = (aaab 110) + aaf3b 111) - f3aab IOO) ± f3af3b IO l ) )i4 

(a:ab (101 + a:f3b (111- f3:ab (OOI ± f3:f3b (01 1) 14 (4.66) 

Uc1(6)(Ucf )t = (aaab 110) ± aaf3b 111) - f3aab IOO) + f3af3b IO l ) )i4 

(a:ab (101 ± a:f3b (111- f3:ab (OOI + f3:f3b (Ol l)i4 (4.67) 

Uc1(7)(Ucf )t = (aaab 111) ± aaf3b 110) + f3aab IO l ) ± f3af3b IOO) )i4 

(a:ab (111 ± a:f3b (101 + f3:ab (Ol l ± f3:f3b (OO l)14 (4.68) 

Uc1(8)(Ucf )t = ( +aaab 111) ± aaf3b 110) - f3aab IOl ) + f3af3b IOO) )i4 

(+a:ab (111 ± a:f3b (101- f3:ab (Ol l + f3:/3b (OO l)i4 (4. 69) 
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Pour que Bob ait l'etat a teleporter, il doit corriger par des operations quantiques qui 

suivant les mesures sont comme suit (avec les qubits de Bob Ｈ Ｑ Ｌ Ｔ Ｉ ｾ ＨＱﾢ Ｐ Ｉ＠ ,J</>b) ) 

Pour (1) on a 

UcJ (l )+(UcJ)t = (aa IO) + f3a ll ))i ®(ab IO) + f3b 11))4 (4.70) 

Ｈ｡ ｾ＠ (OI + ＯＳｾ＠ (11) 1 ﾮＨ｡ｾ＠ (OI + ＡＳ ｾ＠ (11)4 (4. 71) 

U(Uc1(l)+(Uc1)t)ut = P¢ (4.72) 

U=h ® l2 (4.73) 

Et de la meme maniere 

U(Uc1(l)-(Uc1)t)ut = Pq, (4.74) 

u = 12 ® z ( 4.75) 

Pour (2) on a 

U(Uc1(2)+(ucf )t)ut = P¢ ( 4.76) 

u = z ® 12 ( 4.77) 

Et de la meme maniere 

U(Uc1(2t(Uc1)t)ut = Pq, ( 4.78) 

U=Z ®Z (4.79) 
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Pour (3) on a 

U(UcJ(3)+(ucf )t)ut = Pq, ( 4.80) 

U = 12 ®X ( 4.81) 

Et de la meme maniere 

U(UcJ(3t (Ucf )t)ut = Pq, ( 4.82) 

U= b ®Z ( 4.83) 

Pour (4) on a 

U(UcJ(4)+(Ucf )t)ut = Pq, (4.84) 

U=Z ®X ( 4.85) 

Et de la meme maniere 

U(UcJ(4) - (UcJ) t )u t = Pq, ( 4.86) 

U =Z ®Y ( 4.87) 

U(UcJ(5)+(ucf )t)ut = Pq, (4.88) 

Pour (5) on 
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U =X © b (4.89) 

Et de la meme maniere 

U(Uc1(s )- (Uc1)t)ut = P¢ ( 4.90) 

U =X @Z (4.91) 

Pour (6) on a 

U(Uc1(6)+(ucf )t)ut = P¢ (4.92) 

U = Y © b (4.93) 

Et de la meme maniere 

U(Uc1(6t (Uc! )t)u t = P¢ ( 4.94) 

U=Y © Z ( 4.95) 

Pour (7) on a 

U(Uc1 (7 )+(Uc1)t )ut = P¢ (4. 96) 

U=X @X ( 4.97) 

Et de la meme maniere 

U(Uc1(7) - (Uc1)t )ut = P¢ ( 4.98) 
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U=X ®Y (4.99) 

Pour (8) on a 

U(Uc1(8)+(Uc1)t )u t = Pq, (4.100) 

U=Y ®X (4.101) 

Et de la meme maniere 

U(Uc1(8t(Uc1)t)u t = Pw (4.102) 

U=Y ®Y (4.103) 

Enfin remarquons que les deux methodes donnent exactement le meme resultat qui ga-

rantit qu'il est indemne d'erreurs. Ce meme calcul est teste a la machine via une imple-

mentation en java. Ce qui fera l'objet du prochain chapitre. 
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5.1. Les portes quantiques: 

Les portes quantiques correspondent mathematiquement a des transformations 

matricielles permettant !'evolution d'un systeme vers un certain etat desire. Le 2eme postulat 

de la mecanique quantique exige que la transformation d' un Qbit doit etre unita ire et 

reversible afin de preserver sa norme. 

5.1.1 Portes unitaires 

On s' interesse d'abord aux portes unaires qui s'operent, comme leur nom l'ind ique, sur 

un seul Qbit . Des lors, la matrice de transformation qui les represente est de dimension 2x2. 

Porte X: 

Laporte X est I' equivalent du Not quantique. Sa matrice est donnee comme suit: 

x = ｛ｾ＠ ｾ｝＠

Sa table de verite est la suivante : 

Laporte Y: 

Entree 

10) 

11) 

alO) + ｾＱＱ Ｉ＠

Sortie 

11 > 

10) 

ｾｉｏ Ｉ Ｋ｡ｬｬ Ｉ＠

La porte Y peut etre decrite sous la forme de la matrice suivante : 

[o - i] 
y = i 0 
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La table qui suit donne la table de verite de la porte Y: 

Entree Sortie 

10) ill ) 

11) - i 10) 

ajO) + ｾＱＱ Ｉ＠ ＭｾｩＡｏ Ｉ＠ + aill) 

Laporte Z: 

La porte Z est donnee par la matrice : 

Z = [1 OJ 
0 -1 

Sa table de verite est la suivante : 

Entree Sortie 

10) 10) 

11) -11> 

alO) + ｾＱＱ Ｉ＠ ｡ｬＰＩＭｾＱＱ Ｉ＠

Remarque: Ces trois portes X, Yet Z sont connue par les matrices de Pauli. 

La porte Hadamard : 

H = _2_[1 1] 
--121 -1 
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Ce qui suit est la table de verite de cette porte : 

En tree Sortie 

10) 
1 

v'ZCIO) + 11)) 

11) 
1 

v'Z(IO) - 11)) 

a+a a-a 
alO) + ｾＱＱ Ｉ＠ __ P 10) +--p 11) 

J2 J2 

Les portes de rotation : 

Un Qbit est represente geometriquement sur une surface d'une sphere dite sphere de 

Bloch. Cette representation nous permet de d'appliquer des transformations de rotation 

basees sur les fonctions cos et sin. II s'agit de ces matrices rotationnelles: 

r 

cos (i)-isin (i)j 
Rx(Y) = (y) (y) -isin Z cos 2 

[

cos (i)-sin (i)j 
Ry(y) = . (y) (r) 

sm Z cos 
2 

Rz(y) = ｛･Ｍｩｾ＠ Ｎｾ｝＠
0 eiz 

Ph(y)=[eir ｾ｝＠
0 eLY 
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5.1.2 Les portes multi-Qbits: 

La porte SWAP : 

Cette porte permet la permutation des positions de deux Qbits. Elle est donnee par la 

matrice suivante : 

ｓｗａｐ］｛ｾ＠

En tree 

jOO) 

jOl ) 

jlO) 

111 > 

0 

0 

1 

0 

0 

1 

0 

0 
ｾ｝＠

Sortie 

jOO) 

jlO) 

jOl ) 

j 11 ) 

ajOO) + (3j01) + yjlO) + 6j11) alOO) + ylOl) + ｾＱＱＰ Ｉ＠ + 8111) 

Sa representation graphique est la suivante: 

( 
i 

Porte SWAP 
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Portes controlees : 

Ces portes agissent generalement sur plusieurs Qbits. Un Qbit de controle et des Qbits 

cibles. 

o Si la valeur du Qbit de controle satisfait une certaine condition, on applique un 

transformation sur les Qbits cibles. 

o Sinon, rien a fa ire . 

II est a noter que le Qbit de controle reste invariant. La representation generale d'u ne porte 

controlee est : 

... II> .. 

u 

Porte controlee 

-...., 

17] 

I 
J 
I 

I 

Pour n=2, la matrice de transformation correspondante a une porte controlee est donnee 

par la relation suivante : 

ｾ＠-
u 

Cu= IEBU 
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o Le Not controle { CNot ) : 

Le CNOT est un cas particulier des portes contr61ee. C'est !'analogue quantique de la 

porte XOR classique. II s'agit d'une transformation X contr61ee : 

CNOT; /E!JX = ｛ｾ＠

En tree 

100) 

IOI ) 

110) 

111 ) 

0 0 

1 0 

0 0 

0 1 ｾ｝＠
Sortie 

100) 

IOI ) 

111 > 

110) 

alOO) + ｾＱＰＱ Ｉ＠ + yllO) + 8111) alOO) + ｾＱＰＱ Ｉ＠ + 8110) + Ylll ) 

Sa representation graphique est la suivante : 

I,--

........ ______ ﾷｾＭＭＭＭＭＭＭＭＭＭ Porte CNDT 
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o La porte Toffoli : 

II s'agit d'une porte X contr61ee par deux Qbits de contr61e. 

1 0 0 0 0 0 0 0 

0 1 0 0 0 0 0 0 

0 0 1 0 0 0 0 0 

TOFFOLI ］ｉｾ＠ 0 0 1 0 0 0 0 

0 0 0 1 0 0 0 

0 0 0 0 0 1 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 1 

0 0 0 0 0 0 1 0 

Entree Sortie 

1000) 1000) 

1001 ) 1001 ) 

1010) 1010) 

1011 ) 1011 ) 

1100) 1100) 

1101 ) 1101 ) 

1110) 1111 ) 

1111 ) 1110) 

a 1 IOOO) + a 2 l001) + a 3 l010) + a 1 IOOO) + a 2 l001) + a 3 I010) + 

a 4 1011) + a 5 l100) + a61101) + a 4 1011) + a 5 j100) + a6l101) + 

a 7 l110) + a 8 1111) a 8 l110) + a 7 l111) 
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5.2 Simulateur quantique : 

Afin de verifier les resultats obtenus au chapitre precedent, nous nous appuyons sur une 

application informatique de simulation d'un calculateur quantique [Ref]. Ayant un circuit avec 

n Qbits en entree/sortie, l'idee principale est de proceder par un traitement en serie. Dans un 

premier temps, ils calculent d'abord la matrice correspondante a chaque etage. Ensuite, ils 

deduisent la matrice globale par un produit de ces matrices partielles. Dans ce qui suit, on se 

limite a la presentation du traitement des etats quantiques representes par des vecteurs. 

Pour les etats mixtes, le traitement est similaire mais en manipulant des matrices. 

N Q.ubits 

d'entree 

m etage 

-o-, "1-== .. =={}=; 
ｾＭＭ ﾷ ＭＭＭ

ｾ＠

N !lubits de 

sortie 

m ¢( nN ＬＮＮＮＮｾ［ Ｉ＠
I ){ ' L t __ 

I 

-------------------------, I 

r----------'------------J 

( 211:71' ) x (;1 = (zN) 

Simulateur Uuantique 

·:· Etape1 : Construction de la matrice des operateurs 

La matrice des operateurs est une structure specifiant les portes quantiques du circuit 

considere. II s'agit d'une matrice de caracteres notee Mat_ Op de taille nxm, tel que: 

• n : le nombre des Qbits. 

• m: le nombre des etages. 

Sa construction necessite un parcours horizontal du circuit quantique. 
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n 
;.J.. 

n=3 ,., 

O.ubits J-

-' 

rn=41Hages 
7 :-;: l 

I 
'1 

11 I 

ｾ ｉ ｉ＠ I I x I I I: I 
I 1 1 I 
I 11 

I I I - ' 
I I I I - -
I 'L- ---1--l - - - -

Circuit quantique de 3 

qubits et 4 etages 

Q n=3 

lignes -

' I' 

'X ' 

' I' 

la construction de la rnatrice des operateurs 

rn=4 colonnes 

'Z ' 'I' ' Y ' 

' I' 'I' 'I' 

'I ' 'H' ' I ' 

Matrice des operateurs 

Mat_ Op 

Pour chaque etage, la colonne correspondante est calcu lee en fonction de la porte quantique 

et des Qbits concernes en utilisant la notation suivante : 

• 'C' : le Qbit de contr61e. 

• 'I' : I' operateur d'identite. 

• 'X' : la porte X. 

• 'Y' : la porte Y. 

• ... et ainsi de suite 

·:· Etape2 : Construction des matrices partielles 

Apres avoir construit la matrice des operateurs, on passe maintenant au calcul des 

matrices partielles. A chaque colonne j correspond une matrice de taille 2nx2n notee Mat_Pti. 

I 

2 

n 

1 
Parcours 

vertical 

Mat_Opi 

La colonne des operateurs j 

q 2nx2n 

Mat_pti 

La matrice partielle de la colonne j 

Matrices partielles 
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Pour chaque etage, les portes sont traitees en parallele . L'operateur utilise pour calculer 

la matrice resultante de ce type de composition est le produit tensoriel. Les auteurs 

procedent par un traitement progressif selon le schema suivant : 

2 

k 

n 

! - - - , 
I 

I 

v 

1- -
I 

2 I i-------, 
I I i ,- - - - - -, 

(2 x 2)@: k: _ i ( t 1:t2
) ® [ ... ® :-

18(2: 2)@(2: 2) 

Cas d'une n 

Porte una ire ' 

Cas d'une porte 

contralee 

le calcul d'une matrice partielle 

ｾ＠ ｾＭＭＭＭＭＭＭＭＭＭＭＭＭＭＱ＠

·:· Etape3 : Calcul de La matrice globale 

La matrice globale est une structure d'ordre 2nx2n. Elle est calculee par un produit 

matriciel ordinaire de toutes les matrices partielles dans le sens inverse. 

--- - - - --- -- -
ｑｩｾ＠

I I I I I I I 

1-1 1-1 1-j -I I I I I I I I 

I I I I I I I I 

Q1 .... ,..., - l'""I -I I I I I I I I 

I I I I I I I I 

Q3 ., ii . ii r-i r-, __ , , __ , , __ , , __ , 

4 

Parcours horizontal 

en sens inverse 

-----· ｾ ﾷ＠ ·-- ---- -

( Ｚ ＧＮ ｾＺＺﾷ＠ ) ｣ Ｚｾｾ Ｌ＠ ) ｲ Ｚ ｾ ｾＬ Ｒ Ｇ＠ ) Ｈ ＺＺｾ［Ｚ＠ ) 

le calcul de la matrice globale 
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Mat Gb 



5.3 Applications et verification des resultats : 

Dans ce qui suit, nous presentons les resultats du chapitre precedent calcules par le 

simulateur. Pour plus de clarte, on a opte pour l'affichage des etats quantiques 

intermediaires obtenus par !'application des matrices partielles. 

• On note I Etat_Global >: l' etat quantique global contenant taus Qbits. 

• L'etat de bell utilise est Boo 

5.3.1 Teleportation d'un Qbit : 

D: :1 
I 

I 

I 

ｾ＠
I 

I 
Bell 

[}+-_ _, 

11 
I i 

I 
!, 

Etat Global 

C_Not 

• Etats quantiques representes par des vecteurs : 

· };» I Qbit_l > = a I 0 > + f3 I 1 > 

};» I Qbits_23 > = 0,707 I 00 > + 0,707 111 > 

Emission 

Mesure 

1-· I 

Correction 

! 10>+ !- 11> 

};» I Qbits_123 > = 0,707 a I 000 > + 0,707 a I 011 > + 0,707 ｾ＠ 1100 > + 0,707 ｾ＠ 1111 > 

};» I Qbits_123 > = 0,707 a I 000 > + 0,707 a I 011 > + 0,707 ｾ＠ 1101 > + 0,707 ｾ＠ 1110 > 

};» I Qbits_123 > = 0,5 a I 000 > + 0,5 ｾ＠ I 001 > + 0,5 ｾ＠ I 010 > + 0,5 a I 011 > + 

0,5 a I 100 > - 0,5 ｾ＠ I 101 > - 0,5 ｾ＠ 1110 > + 0,5 a I 111 > 
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Supposant que les resultats des mesures des Qbits 1 et 2 sont : 0 1. 

ｾ＠ I Qbit_123 > = 0,5 13 I 010 > + 0,5 a I 011 > 

Cet etat est equivalent a : 

ｾ＠ I Qbit_123 > = I 01 > ® ( 0,5 13 I 0 > + 0,5 a I 1 > ) 

La normalisation de cet etat quantique donne : 

ｾ＠ I Qbit_123 > = I 01 > ® ( ｾ＠ I 0 > + a I 1 > ) 

Apres transm ission des resu ltats de mesu res, la co rrection donne l'etat su ivant: 

ｾ＠ I Qbit_123 > = I 01 > ® ( a I 0 > + 13 I 1 > ) 

• Etats quantiques representes par des matrices de densites : 

aa I al3 
ｾ＠ I Qbit_l > = 

13a I 1313 

0,5 0 0 0,5 

ｾ＠ Qbits_23 > = 
0 0 0 0 

0 0 0 0 

0,5 0 0 0,5 
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16 

0 0 0 0 0 0 0 0 

0 g g s'o g g s'o 0 g D s'o 0 0 g D s'o 

0 g g s'o g g s'o 0 g D s'o 0 0 g D s'o 

0 0 0 0 0 0 0 0 

0 g D s'o g D s'o 0 DD s'o 0 0 DD s'o 

0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 

0 g D s'o g D s'o 0 DD s'o 0 0 DD s'o 

g g s'o 0 0 g g s'o g D s'o 0 0 g D s'o 

0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 

g g s'o 0 0 g g s'o g D s'o 0 0 g D s'o 

g D s'o 0 0 g D s'o DD s'o 0 0 DD s'o 

0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 

g D s'o 0 0 g D s'o DD s'o 0 0 DD s'o 



Z6 

0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 n n sz'o g n sz'o 0 0 

0 0 0 0 g n sz 'o g g sz'o 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 

·i: o: +uos z +a i: s+!qb sap samsaw sap s+e+1nsaJ sa1 anb +uesoddns 

n n sz 'o g n sz'o- g n sz'o- n n sz'o n n sz'o g n sz'o g n sz'o n n sz'o 

g n sz'o- g g sz'o g g sz'o g n sz'o- g n sz'o- g g sz 'o- g g sz 'o- g n sz 'o-

g n sz'o- g g sz 'o g g sz'o g n sz 'o- g n sz'o- g g sz 'o g g sz 'o- g n sz 'o-

n n sz'o g n sz'o- g n sz 'o- n n sz'o n n sz 'o g n sz 'o g n sz'o n n sz 'o 

n n sz'o g n sz'o- g n sz'o- n n sz 'o n n sz 'o g n sz 'o g n sz'o n n sz 'o 

g n sz'o g g sz'o- g g sz'o- g n sz'o g n sz'o 9 g sz'o g g sz'o 9 n sz'o 

g n sz'o 9 g sz'o- g 9 sz'o- g n sz'o 9 n sz'o 9 g sz'o g g sz 'o 9 n sz'o 

n n sz'o g n sz 'o- g n sz'o- n n sz 'o n n sz'o g n sz'o 9 n sz'o n n sz'o 



Cet etat est equivalent a : 

0 0 0 0 

0 1 0 0 

0,25 ｾ＠ ｾ＠ 0,25 ｡ｾ＠

0 0 0 0 
® 

0 0 0 0 
0,25 ｡ｾ＠ 0,25 a a 

La normalisation de cet etat quantique donne : 

0 0 0 0 

0 1 0 0 

ｾｾ＠ ｡ｾ＠

0 0 0 0 
® 

｡ｾ＠ aa 
0 0 0 0 

Apres transmission des resultats de mesures, la correct ion donne l'etat suivant: 

ｾ＠ I Qbit_123 > = 

0 0 0 0 

0 1 0 0 aa a 13 

® 
0 0 0 0 

a 13 13 13 

0 0 0 0 
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5.3.2 Teleportation d'un double Qbits: 

I 

ｾ＠

Construction ab I : 
• ＭＭＭＭＭｾ ｩ ﾷ＠

I 

I 
Generer )a base de Bell I 

lsoo 
ｾ＠

' 

I Mesure Bell a2 

Mesure Bell b3 

a2 b3 

i-
Construction ab1234 

I 

H- fsoo ' 11 11 
lnitialisation des Qbits 1234 ｾ＠

ｾ＠
Correction 

I 

Etats quantiques representes par des vecteurs : 

>- I Qbit_a > = a_Ol I o > + p_o11 1 > 

>- 1 Qbit_b > = a_o2 1 o > + p_o2 11 > 

>- I Qbits_ab > = a_Ol a_02 I oo > + a_Ol p_o2 I 01 > + 

p_o1 a_o2 110 > + p_o1 p_o2 111 > 

>- I Qbits_1234 > = 0,5 I 0000 > + 0,5 I 0011 > + 0,5 I 1100 > - 0,5 11111 > 

>- I Qbits_ab1234 > = 0,5 a_Ol a_02 I 000000 > + 0,5 a_Ol a_02 I 000011 > + 

0,5 a_Ol a_02 I 001100 > - 0,5 a_Ol a_02 I 001111 > + 

0,5 a_Ol ｾ｟ＰＲ＠ I 010000 >+ ...... .. .... - 0,5 ｾ｟ＰＱ＠ｾ｟ＰＲ＠ I 111111 > 

Supposant que l'etat de bell utilise dans les mesures est le suivant : 

>- I B_OO > = 0,707100>+0,707111> 
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La mesure des Qbits a et 2 donne : 

>- I Qbits_bl34 > = 0,354 a_Ol a_02 I 0000 > + 0,354 a_Ol a_02 I 0011 > + 

0,354 ｾ｟ＰＱ＠ a_02 I 0100 > - 0,354 ｾ｟ＰＱ＠ a_02 I 0111 > + 

0,354 a_Ol ｾ｟ＰＲ＠ I 1000 > + 0,354 a_Ol ｾ｟ＰＲ＠ I 1011 > + 

0,354 ｾ｟ＰＱ＠ ｾ｟ＰＲ＠ I 1100 > - 0,354 ｾＭＰＱ＠ ｾＭＰＲ＠ I 1111 > 

La mesure des Qbits bet 3 donne : 

:l'> I Qbits_14 > = 0,25 a_Ol a_02 I 00 > + 0,25 a_Ol ｾ｟ＰＲ＠ I 01 > + 

0,25 ｾＭＰＱ＠ a_02 I 10 > - 0,25 ｾＭＰＱ＠ ｾＭＰＲ＠ I 11 > 

La normalisation de cet etat quantique donne : 

:l'> I Qbits_14 > = a_Ol a_02 I 00 > + a_Ol ｾ｟ＰＲ＠ I 01 > + 

ｾＭＰＱ＠ a_02 I 10 > - ｾ｟ＰＱ＠ ｾ｟ＰＲ＠ I 11 > 

Apres transmission des resultats de mesures, la correction donne l'etat suivant: 

:l'> I Qbits_14 > = a_Ol a_02 I 00 > + a_Ol (3_02 I 01 > + 

(3_01 a_02 I 10 > + (3_01 (3_02 I 11 > 

Conclusion: 

Dans ce memoire nous avons considere le calcul quantique dans le cas de la teleportation quantique 

d'un qubit et de deux qubits. Nous avons elabore ce calcul dans divers formalismes de la mecanique 

quantique; celui des kets et celui de la matrice densite. La teleportation quantique qui utilise 

l'intrication quantique comme moyen de teleporter est devenue de nos jours une experience faisable 

et realisable. Dans le cas d'un qubit le protocole etudie est celui proposee par G.Brassard et al, devenu 

standard et est presente dans tous les livres d'information quantique. Dans le cas de deux qubits nous 

avons suivi !'article de «Teleportation of a product state of an arbitrary single-particle state ».Nous 

avons ainsi refait tous ces calculs en utilisant le formalisme des kets et en plus ces calculs sont 

remployes dans le formalisme de la matrice densite. Vu la longueur des calculs dans ce cas nous avons 

alors reverifier ces calculs dans la plate forme d'implementation informatique elaboree par Mr Dr K. 

Khalfaoui, ce qui nous a perm is de s'initier a cette plate forme et en meme temps s'assurer de nos 

calculs. 
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Ce memoire nous a permis de s'initier aux principes d'information quantique, au calcul quantique et a 
la teleportation quantique qui use de l'intrication quantique qui est un principe inherent au 

phenomene quantique. La plate forme de calcul quantique nous a permis de reverifier nos calcul et 

notre initiation a ses utiles va nous permettre d'en utiliser encore plus de ses avantages de calcul pour 

aborder des cas plus generaux et plus compliques en calcul quantique tels que teleportation et 

algorithmes quantiques et les corrections d'erreurs. 

Vu l'actualite du domaine et sa complexite nous sommes maintenant en mesure de s'initier en 

profondeur dans ce doma ine de !'information quantique. 
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