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Introduction générale

Introduction Générale

La cryptographie est lI'un des outils les plus importants pour assurer la sécurité des
informations. Les techniques de cryptage assurent la protection des données lors des
communications qu'on veut sécurisees [1]. La technique de sécurisation la plus répondue est
basée sur le cryptage par des moyens logiciels. Cependant, cette technique pose plusieurs
problémes au niveau de la confidentialité, etant donné que la vitesse de codage est limitée par
le temps du calcul requis par les algorithmes de cryptage [2]. Des solutions sont proposées
afin d’améliorer le cryptage contre les différentes attaques. Récemment, de nouvelles
techniques cryptographiques basées sur la théorie du chaos ont été developpées [3-5]. En
1996, Baptista a publié son article intitulé "Cryptography with Chaos" dans lequel il a proposé
un schéma de chiffrement de fonction, basé sur une fonction de chaos [6]. Cet article était I'un

des premiers ayant présenté des cas concrets et fonctionnels de cryptographie chaotique.

Par ailleurs, la théorie du chaos est une théorie mathématique, déja entrevue par Jacques
Hadamard et Henri Poincaré au début du XIXe siécle [7]. En 1961 Lorenz a observe le
phénomene du chaos lorsqu’il a impliqué trois équations différentielles pour modéeliser
quelques composants météorologiques [8].

Les propriétés determinantes d'une dynamique chaotique, telles que la sensibilité aux
conditions initiales, I’imprévisibilité, sont en fait des caractéristiques clés contribuant a la

construction de schémas de communications sécurisés basés sur le chaos.

Le calcul fractionnaire est un sujet mathématique datant de plus de 300 ans. Il a été introduit
le 30 septembre 1695 [9], ce jour-la, Gottfried Wilhelm Leibniz a écrit une lettre a Guillaume
Francois Antoine, marquis de L'Hopital, évoquant la possibilité de généraliser le sens des
dérivées, de dérivée d’ordre entier a dérivée d’ordre non entier. De I’Hopital voulait connaitre
le résultat pour la dérivée d'ordre n = 1/2. Leibniz a répondu «un jour, des conséquences utiles

seront tirées» et, en fait, sa vision est devenue réalité [10]. Nous retrouvons les contributions

1
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de grands mathématiciens tels qu'Euler ou Lagrange au seizieme siecle, Laplace, Fourier,
Liouville (1832 ; 1837) ou Riemann (1847) au dix-neuviéme siécle, ainsi qu'a Grinwald
(1867) et Letnikov (1868) dans la seconde moitié du méme siécle [11].Un intérét considérable
a été porté au calcul fractionnaire par I’application de ces concepts dans différents domaines
de la physique et de I’ingénierie [12], le traitement du signal, [13], le traitement d’image, [14]
la commande automatique [15] et la robotique [16,17].

Récemment, I’é¢tude des systémes différentiels d’ordre fractionnaire est devenue un domaine
de recherche actif. Beaucoup de chercheurs ont remarqué que plusieurs systémes
fractionnaires non linéaires peuvent générer des comportements chaotiques. Par exemple le
circuit de Chua d’ordre fractionnaire [18], le systeme fractionnaire de Lorenz [19], le systéme

de Chen d’ordre fractionnaire [20], le systéme de Rossler d’ordre fractionnaire [21].

Depuis le début des années 1990, les chercheurs ont pu prouver que les systéemes chaotiques
peuvent étre synchronisés, et ce par diverses méthodes. Parmi ces méthodes, on retrouve la
synchronisation a base du contréle H-infini. Cette approche de synchronisation présente
plusieurs avantages tels que 1’atténuation du bruit et les perturbations.

La robustification des systemes non-linéaires était souvent étudié par la technique Hoo. Un
critere reliant la norme derreur de poursuite et le niveau souhaité datténuation des
perturbations permet d'exprimer les performances de poursuite désirée dans le systeme. Dans
I'espace d'état, ce critere est traduit par une matrice définie positive avec une solution unique

de I'équation de Riccati [22].

La synchronisation des systemes chaotiques d'ordre fractionnaire commence a attirer une
attention croissante en raison de son potentielle d’application en communication et en

controle sécurisé [23-27].

Le retard est un phénomene trés familier dans la transition du signal, en raison de la rapidité
de transmission et de la vitesse, ainsi que des congestions [28], est une source d'instabilité et
de performances médiocres. En 1977, Mackay et Glass [29] ont déterminé le premier modele
mathématique du systéme chaotique a retard, aprés ce domaine a été largement étudié par
plusieurs chercheurs dans plusieurs domaines tels que la dynamique des populations, la

biologie, I'économie, etc. [30].
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Dans ’ensemble, on peut dire que la recherche dans le domaine des systémes chaotiques
d’ordre fractionnaire, en particulier les systemes fractionnaires chaotiques a retard, est encore
a ses débuts, vu que I’analyse de la stabilité de ces systémes est tres difficile au point de

concevoir un contréleur pour contréler un systéme fractionnaire chaotique a retard.

Objectifs de la these

Dans cette thése, deux objectifs sont fixés : le premier consiste a une contribution au contrdle
d’un systéme fractionnaire chaotique a retard en se basant sur la commande prédictive et
quelques propriétés du calcul fractionnaire avec la réalisation électronique du systéme
contr6lé sous Multisim pour valider la théorie; Tandis que le deuxiéme consiste au
développent d’un nouveau systéme de communication sécurisée, robuste aux perturbations
basé sur les systemes fractionnaires chaotiques a retard ,Pour montrer l'efficacité de cette
approche, des simulations sous Simulink, et une réalisation électronique sous Multisim ont été

mises en ceuvre.

Structure de la these

Ce manuscrit de thése est organisé comme sulit :

Dans le chapitre 1, nous présentons les systemes fractionnaires chaotiques a retard. Pour se
faire, et dans un premier temps, nous faisons un rappel de la théorie du chaos et les outils
mathématiques de base du calcul fractionnaire, ainsi que l'approximation de l'opérateur
fractionnaire dans le domaine fréquentiel et temporel. Aprés, nous présentons les équations
différentielles fractionnaires et les différentes méthodes permettant leur  résolution
numérique. Nous consacrons la derniere partie aux systemes fractionnaires linéaires et non-

linéaires et aux systémes fractionnaires chaotiques a retard.

Au début du chapitre 2, nous rappelons les deux modes de couplage de la synchronisation
avec des schémas illustratifs. Ensuite, nous aborderons les différentes méthodes de
synchronisation pour les systémes chaotiques d’ordre entier, et ce afin de les généraliser aux

cas des systémes chaotiques d’ordre fractionnaire. Aprés, nous présenterons des exemples de
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synchronisations effectués dans le cas ou le systéme chaotique d’ordre fractionnaire & retard.

Le reste du chapitre est consacré aux différentes techniques de chiffrements chaotiques.

Dans le chapitre 3, nous proposons un nouveau théoreme qui garanti la stabilité des systéemes
chaotiques d’ordre fractionnaire a retard autours du point d’équilibre. Pour cela, nous
commencerons par une présentation de la commande prédictive dans le cas des systemes
chaotiques d’ordre entier, puis nous détaillerons 1’approche proposée pour le controle des
systemes fractionnaires chaotiques a retard, et qui ce base sur la commande prédictive et
quelques propriétés du calcul fractionnaire. Nous utilisons cette approche pour la
synchronisation de deux systémes chaotiques d’ordre fractionnaire a retard. Nous terminerons

le chapitre par une schématisation électronique du systeme contrélé sous le logiciel Multisim.

Le chapitre 4 est consacré a la présentation d'un nouveau systeme de communication
sécurisée a base des systemes fractionnaires chaotiques a retard. On commencera par décrire
I’émetteur et le récepteur du systéme afin de presenter notre contribution qui se base sur le
contrble H-infini et une synthese qui se repose sur le LMI. Nous montrons comment la
synchronisation entre I’émetteur et un récepteur bruité est assurée et ce afin de reconstruire le
message transmis par un algorithme de démodulation, ou nous schématiserons un crypto
systéeme basé sur le systéme fractionnaire chaotique a retard de Chen. Différentes simulations

sont présentées sous le logiciel Multisim.

Enfin, nous cl6turons ce manuscrit par une conclusion générale dans laquelle nous revenons
sur ce qui a été réalisé le long de cette these, et nous présentons les principaux résultats
obtenus. Nous soulignons a la fin de cette conclusion les perspectives de ce travail, et qui

peuvent faire I'objet de travaux futurs.
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Chapitre 1 :

Les systemes fractionnaires chaotiques a retard

1.1 Introduction

Le chaos est I’un des phénoménes les plus intéressants du XI1Xe siéecle, il s’agit d’un concept
mathématique caractérisé par l'instabilité et la non-linéarité. L'instabilité est exprimée par la
sensibilité aux conditions initiales. Une petite modification des conditions initiales peut
conduire a des résultats imprévisibles. En 1963 [1], Lorenz a découvert le premier attracteur
qui décrit le comportement chaotique, de nombreuses applications dans divers domaines se
trouvent dans la littérature telle que l'ingénierie, la biologie [2], la médecine [3], la physique
[4], et la chimie [5].

Le calcul fractionnaire, a été introduit en 1695, il a été considéré, comme une genéralisation
du calcul d'ordre entier avec plus de 300 ans dhistoire. Mais son application dans les

domaines interdisciplinaires est récente [6,7].

Le systéme chaotique d'ordre fractionnaire est considéré comme une nouvelle alternative aux
communications sécurisées de signaux analogiques et numériques, pour développer des

systemes cryptographiques sdrs et fiables [8].

Dans ce chapitre, nous nous intéressons principalement aux systemes fractionnaires
chaotiques, I’objectif dans un premier temps, est de présenter la théorie du chaos et les outils
mathématiques de base du calcul fractionnaire, ainsi quelques méthodes d’approximations et
une implémentation par des circuits électriques analogiques des opérateurs fractionnaires.
Ensuite nous abordons dans la deuxiéme partie les équations différentielles fractionnaires et
les différentes méthodes de résolution numérique. Ce chapitre se termine par une partie
réservée aux systémes fractionnaires linéaires et non-linéaires et aux systemes fractionnaires
chaotiques a retard, et ce dans le but de présenter la classe du systeme utilisée dans la suite de

ce travail.
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1.2 La théorie du chaos
1.2.1 Le chaos

En général, il n’y a pas une définition standard du chaos. En effet, plusieurs définitions ont été
rapportées dans la littérature pour définir le chaos. Deux définitions intéressantes de
Li-Yorke [9] et celle de Devaney [10] ont été distinguées pour expliquer le comportement

chaotique.

o Définition de Li-York :

Si f : X — X est une application continue, le systeme (X, f) est dit chaotique au sens de Li-

York s’il contient un ensemble brouillé non dénombrable. Selon Li-York, un ensemble

brouilléY < X ,tel que tout couple de points distincts de Y est un couple
Selon Li-York, f : X — X est un systéme topologique dynamique, si X,y e X, dans ce cas

(x,y) estun couple si et seulement si :

lim supd (" (x), f"(y)))0 Et liminfd(f"(x), f"(y))=0

N—>-+o0 n—>+0 1.1

o Définition de Devaney :

Selon Devaney, f : X — X est une fonction chaotique si et seulement si les conditions

suivantes sont vérifiées :

- La fonction f est sensible aux conditions initiales, pour tout x € X et au voisinage de x

dans X , il existe un o)0 tel que
£ () - " (y)po
Pour un point y € X et pour n)0
-I’ensemble des orbites périodiques de la fonction f , est dense dans X .
-La fonction f est topologiquement transitive, s’il existe un nombre entier n>0 tel que :
fr(Y)NZ=¢ 19

D’ouY représente le sous ensemble ouvertet Zc X |
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1.2.2 Propriétés du chaos
Nous présentons dans cette partie quelques caractéristiques d’un systéme chaotique :
Sensibilité aux conditions initiales :

Les systémes chaotiques sont connus par leurs sensibilités aux perturbations. L’évolution du
comportement du systeme chaotique est imprédictible dans le sens qu’il est sensible aux
conditions initiales, une faible erreur sur la connaissance de 1’état initial dans I’espace de

phases risque d’amplifier cette erreur d’une maniére considérable.

La figure (1.1) présente 1’évolution au cours du temps d’un premier état d’un systéme
chaotique de Lorenz, avec deux conditions initiales trés proches (une variation de 0.001), on

remarque qu’a partir de la 15 seconde leurs comportements deviennent différents.

20 ) T ) ) T ) ) )

%(1.001)

20 | | | | | | | |
0 g 10 15 20 25 30 35 40 45 50
t(s)

Figure 1.1 : Sensibilité aux conditions initiales de I'état x du systéme de Lorenz.

Attracteur étrange :

Les systemes chaotiques possedent une structure géométrique particulieére appelée ’attracteur

étrange, ce dernier est caractérisé par :

++ Un volume nul.
¢+ Une dimension souvent fractale (non entiére).

+¢ Une séparation exponentiellement rapide de trajectoires initialement proches.
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Exposants de Lyapunov :

C’est une mesure quantitative qui a été développée par Alexander Lyapunov. Cette derniére
sert a calculer le taux de divergence entre 1’évolution de trajectoires issues des conditions

initiales proches. Sa formule est donnée par la relation suivante :

A= 1imy = X0 In| (F (im0)))| 1.3

K/

% SiA <0, orbite est attractive vers un point fixe ou une orbite périodique stable.

R

»  SiA =0, dans ce cas I’orbite est un point fixe neutre, d’ou la distance constante entre

les orbites.

RS

% SiA >0, orbite est instable et chaotique, dans le cas d’un systéme continu, I’espace de
phase est un ensemble de lignes croisées contrairement aux points du systeme discret qui

n’ont aucun rapport de liaison.
Aspect aléatoire

L’aspect aléatoire signifie que chaque systeme chaotique évolue d’une maniére non
périodique et non preédictible. La figure (1.2) illustre 1’évolution du troisieme état du systéeme

chaotique de Lorenz, et la figure (1.3) illustre I’évolution d’un signal sinusoidal périodique.

50 : : : : : : : : :

Figure 1.2 : Evolution dans le temps d’un état du systéme chaotique de Lorenz.
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0.5

05 '
0 2 4 B B 10 12 14 16 18 20

t(s)

Figure 1.3 : Evolution dans le temps d’un systéme sinusoide.

1.2.3 Routes vers le chaos

Doublement de période : ce scénario a été découvert par Mitchel Feigenbaum et aussi par
deux chercheurs frangais Coullet et Charles Tresser. Pour les systemes périodiques,
I’augmentation de la contrainte provoque ’apparition d’un doublement de période. Cette
derniere est ensuite multipliée par 4, puis 8, etc. Ce processus de doublement continue jusqu’a
un certain moment ou la période devient infinie, dans ce cas le systeme peut étre considéré

comme un systéme chaotique [11,12].

Intermittence : ce scénario a été décrit par Yves-Pomeau[13]Jcomme étant un mouvement
périodique stable entrecoupé par des bouffées de turbulence. A I’augmentation du paramétre,
les bouffés deviennent plus en plus fréquents, ensuite le chaos domine le comportement du

systeme.

La quasi-périodicité : ce scénario a été consideré pour la premiére fois par David Ruelle et
Floris Takens[14] pour un systeme dynamique périodique. Lorsqu’on change le parametre,
cela produit I’apparition d’une deuxiéme période si le rapport avec la premiere période n’est
pas rationnel. Le comportement dans ce cas est quasi périodique. En outre, changer le
parameétre provoque D’apparition d’une troisiéme fréquence, et ainsi de suite jusqu’a

I’obtention du comportement chaotique.
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1.2.4 Exemples des systémes chaotiques

Dans cette partie nous allons présenter deux systéemes chaotiques a temps continu : le
systeme de Lorenz et le systtme de Rdssler. Nous allons eégalement présenter deux autres

systemes chaotiques a temps discret : Récurrence de Hénon et une suite logistique.
- Systeme chaotique de Lorenz

En 1963, Edward Norton Lorenz a introduit le premier modele mathématique du chaos, il
s’agit d’un systéme de 3 dimensions en temps continu qui représente une convection

thermique, dont la représentation du systéme est la suivante :

1.4

Ou a,b,creprésentent les parameétres du systeme.

Pour a=10,b=28,c=% et avec des conditions initiales x(0)=1,y(0)=2et z(0)=3

I’attracteur de Lorenz est représenté dans la figure (1.4).

Figure 1.4 : Attracteur chaotique de Lorenz.
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- Systeme chaotique de Rossler

Le systeme de Rd&ssler a été introduit en 1976 par Otto Rossler. 11 s’agit d’un systéme de 3
dimensions en temps continu, ces équations plus utiles dans la modelisation de I'équilibre

dans les réactions chimiques, dont la représentation du systéme est la suivante :

y(t)=x(t)+ay(t)
7(t)=b+z(t)x(t)-cz(t)

1.5
Ou a,b,creprésentent les parameétres du systeme.

Pour a=0.398b=2,c=4 et avec des conditions initiales x(0)=1,y(0)=2et z(0)=3

I’attracteur de Rossler est représenté dans la figure (1.5).

Figure 1.5 : Attracteur chaotique de Rgssler.

Récurrence de Hénon

En 1976, Michel Hénon a réalisé un systeme dynamique a temps discret a 2 dimensions
présenté comme suit :

—

n+1)=1-ax*(n)+y(n)

{y(n+1):bx(n)

1.6
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Ou a et b sont deux parameétres du systeme.

Pour a=1.4,b=0.3et x(0)=0.1,y(0)=0.1comme conditions initiales, I’attracteur de Hénon

est représenté dans la figure (1.6).

Figure 1.6 : Attracteur chaotique de Henon.

- Suite logistique

Cette suite a été introduite par le biologiste Robert May. Elle décrit 1I’évolution de la

population d’une espéce [15]. Sa formule est donnée par I'équation suivante :

X =X (1-%, ) 1.7

Avec
x(k)e[0,1] représente le vecteur d’¢tat de I’année k de la population.

0<r<4 le parametre de croissance de la population, pour r=4 _le systtme a un

comportement chaotique [16] .
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1.3 Fonctions spécifiques pour le calcul fractionnaire
1.3.1 La fonction Gamma

L’une des fonctions utilisées dans le calcul fractionnaire est la fonction Gamma d’EulerF(Z)

Cette fonction prolonge la factorielle aux valeurs réelles [17], et elle est définie par

I’intégrale suivante [18]:

= [ et tdt, )0 18
0

D’ou I'(1)=1T(0, ) =+
Deux propriétés principales caractérisent la fonction Gamma :

e Une intégration par partie de sa formule conduit a une relation de récurrence donnée

comme suit :
(Z+1)=27r(z)
e Elle posséde des pdles simples pour Z=0,-1,—-2,-3 ou sa formule est donnée comme

suit:

Avec :
p(2)= [ et"dt
1

Cette propriéte montre que la fonction Gamma tend asymptotiquement vers 1’infinie pour

des valeurs entiéres négatives.

1.3.2 La fonction de Mittag-Leffler

La fonction de Mittag-Leffler joue le méme role que la fonction exponentielle dans le
calcul entier. Sa formule a été introduite par G.M.Mittag-Leffler [19,20], et elle est exprimée

par la fonction suivante [21,22] :

o0

kz:F ak+1)

()0) 1.9
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Agarwal [23] a introduit une nouvelle formule a deux paramétres e, S definie par le

développement en série suivant [21,22] :

Z

B.s(2)= %m (@)0.5)0) 1.10

A partir de la relation précédente, on peut montrer que :

= zk =7"
E,(Z2)=Y] ” )=Z—!=e 111

1.4 Intégration fractionnaire
Soit f une fonction continue de[t,,t]dansR,ona:
t

(If ()= [ f (e )z 1.12

b

Pour une primitive d’ordre n fois, on obtient la relation suivante :

(I”f(t)):(n_:l'l)lj(t—r)n1f(r)dr 1.13

"

En utilisant la fonction Gamma d’Euler (1.8), on aura la définition suivante :

Définition : Soit f une fonction intégrable définie sur [t,,c0) et p)0.L’intégrale d’ordre p

de la fonction f de borne inférieure t, définie par :

1

(101 (t))=r—p) (t—7)"" f(z)dz 1.14

& e

Est appelée intégrale d’ordre non entier de Riemann-Liouville (R-L).
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1.5 Dérivation fractionnaire
1.5.1 Définition de Riemann-Liouville (R-L)
Soit f une fonction localement intégrable définie sur [t,,+c0) n entier positif, p<R"et

avec R(p))0. La dérivée d’ordre p de f de borne inferieure t, est définie comme suit [24]:

d" [\ 1 d"
{j}ﬁff(t):w(hg p>f(t)):r(n—_p)dtn [(t=2)"" 1 (r)de 1.15
t

Doi:  (n—1)(p(n
I'(-) :est la fonction Gamma d’Euler.

c-D7f (t) : signifie la dérivée d’ordre non entier o de la fonction f (t) entre t, ett selon la
definition de Riemann-Liouville.

1.5.2 Définition de Caputo

Caputo a introduit une nouvelle définition de la dérivée d’ordre fractionnaire donnée par la

formule suivante [25]:

t n
cDFf(t)21"°D f (t)= L j( (r) dr 1.16
0 S (t—
Avec :
n :un entier vérifiant 'inégalité (n—1)(p(n

f"(7) : une dérivée d’ordren par rapport a ¢

¢ D7 f(t) : désigne la dérivée d’ordre non entier p de la fonction f (t) entre t, et t selon la

définition de Caputo.

Remarque

La formule de Caputo peut étre reformulée en fonction de la formule de Riemann—Liouville

comme suit :
DT ()= D F ()43 — 1.17
t, —t t, —t k:oF(k—p+1)

20



Chapitre 1 : Les systemes fractionnaires chaotiques a retard

Ou bien:

n-1

k
cDpf(t) =" Df( f<k>(o+) j 1.18

k=0
1.5.3 Définition de Grunwald-Letnikov(G-L)

Grunwald a basé sur la généralisation de la dérivée classique d’une fonction f(t) d’ordre p

pour arriver a la formule suivante [26] :

;;Loff(t)mh%(i]<—1>'(’.’jf<t—jh> 119

- - . . I'p+1 -

Ou : tTa] :(t toj dénote la partie entiere et (p]:— (p ) sont des coefficients
h i) ir(p-i+1)

binomiaux de newton.

1.6 Propriétés des opérateurs fractionnaires

Voici quelques propriétés principales des dérivées non entieres fractionnaires selon [27] et
[28]:

1. Sif (t) est une fonction analytique de t, alors sa dérivée d'ordre fractionnaire

., D{ est une fonction analytique de tet p

2. pourp=n, ou nest un entier, l'opérateur , D/ donne le méme résultat que la

différentiation classique d'ordre entier n.

3. Pour p=0, l'opérateur , D/ est 'opérateur identite :

LD (=1 (1)
4. La différentiation et lI'intégration d'ordre fractionnaire sont des opérations linéaires :
Dy {af (t)+bg(t)} =a, D/ f (t)+h D g(t)
5. Une loi additive d’index :

D, D7 f(t)=, D7 DI f(t)=, D7 f(t)
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1.7 Transformée de Laplace des opérateurs d’ordre fractionnaire
1.7.1 Elements de base de la transformée de Laplace

La transformée de Laplace F(s) d’une fonction f (t) est définie par :

F(s)=£(f (1)s)= e f (t)at 1.20

0

Ou f (t)est appelée la fonction originale qui peut étre retrouvée a partir de la transformée

inverse de Laplace de F(s)

f(t)=L*(F(s); C]lweStF ds ,c=Re(s))0

C—ioo

1.21

f(t) et g(t) deux fonctions nulles pour t(0,F(s) et G(s) leurs transformées de Laplace

respectivement ,la transformée de Laplace de la convolution de deux fonctions est donnée

par la relation suivante :
L{f(t)*g(t);s}=F(s)G(s) 1.22
f(t)une fonction originale avec n un ordre entier de cette fonction. La transformée de

Laplace de cette derniére est donnée par la relation suivante :

H

n—. n-1
L‘,{fp(t);s}=spF(s) sV =gPF ()= Y st F 1.23

k k=0

Il
o

1.7.2 Transformée de Laplace de I’intégrale fractionnaire

La transformée de Laplace de I’intégrale d’ordre non entier de 1’équation (1.12) est donnée

par la relation suivante [29] :
L{OLE ()] =s7F(s) 1.24
1.7.3 Transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire
> Dérivée de Riemann-Liouville (R-L)

La transformée de Laplace de la dérivée d’ordre fractionnaire p, selon la définition de

Riemann-Liouville est donnée par [28] :

c{RgD{’f( }—s"F nzlsk[RLDp“f )] 1.25
k=0

t=0

22



Chapitre 1 : Les systemes fractionnaires chaotiques a retard

Avec (n—1){p(n

> Dérivée de Caputo
La transformée de Laplace de la dérivée d’ordre fractionnaire p de Caputo est donnée par
[28] :
n-1

L{SDLT (1)} =s"F(s)-Y s 1% (0) 1.26

k=0

> Dérivée de Grunwald-Letnikov(G-L)
Selon la définition de Grunwald-Letnikov, la transformée de Laplace de la dérivée d’ordre

fractionnaire p est donnée par [28] :

L{GDr ()} =5"F(s) 1.27

1.8 Approximation des opérateurs fractionnaires

1.8.1 Approximation d’intégrateur fractionnaire

La fonction de transfert de I’intégrale d’ordre fractionnaire est représentée dans le domaine

fréquentiel par la fonction irrationnelle suivante :
1
G (s)=45 K1 1.28

Ou:
s = jw représente la fréquence complexe.
L . un nombre réel positif tel que 0{p(1

Dans une bande de fréquence donnée[wh,wb], cet opérateur fractionnaire peut étre modélisé

par un pble de puissance fractionnaire (PPF) dont la fonction de transfert est donnée par [30] :

K, 1

Hi(s)=—— =% 1.29
S
[(5))
Avec
K, :ip , et w, est la fréquence de coupure de PPF.
W
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L’approximation du PPF par une fonction rationnelle est donnée par [31]:
e S
K ) K, 1;[ [1+ ZJ
P N S
() 1)

1.30

HI(S):

Les Z; sont les zéros de I’approximation et les P, représentent les poles de I’approximation
Ces derniers peuvent étre calculés par les relations suivantes :
Z, =(ab) ap, pouri=0,,...,N -1
P, :(ab)i p, pouri=0,1,....,N 1.31
Avec z,=ap, et p, =w,\b

et a,b représentent les rapports de position pour une erreur d’approximation y en dB |,

leurs formules est comme suit[31] :

y y

a=10""") p=10w° 1.32

1.8.2 Approximation du dérivateur d’ordre fractionnaire
La fonction de transfert du dérivateur d’ordre fractionnaire est représentée dans le domaine
fréquentiel par la fonction irrationnelle suivante :

Gp(s)=s" 1.33
Avec
s = jw représente la fréquence complexe, p : un nombre réel positif tel que 0{ (1
Dans une bande de fréquence donnée[wh,wb], cet opérateur fractionnaire peut étre modélisé

par un zéro de puissance fractionnaire(ZPF) dont la fonction de transfert est donnée par [30] :

c

P
Gy (s) =Ky [1+ Wij 1.34

Avec K, =w? et w, est la fréquence de coupure de ZPF.

L’approximation du ZPF par une fonction rationnelle donnée par [31]:
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H, (s)=K, [1+Wi]" =K, 11}[[6:% 1.35

i=0 i

c

Les Z, et les P, représentent les zéros et les pdles respectivement de 1’approximation.
Ces derniers peuvent étre calculés par les relations suivantes :

Z, =(ab)i z, pour i=0,1,...,N

=(ab)i az, pour i=0,1,....,N 1.36
Avec
Z, =W,\Nb et p,=az,
et a,b représentent les rapports de position pour une erreur d’approximation y en dB, leurs

formules sont données comme suit[31] :

y y

a=10""") p=10w° 1.37

1.9 Implémentation par des circuits électriques analogiques des opérateurs d’ordre

fractionnaire
1.9.1 Intégration fractionnaire

La fonction rationnelle d’une approximation de 1’opérateur d’intégrateur d’ordre fractionnaire

est donnee par la formule suivante :

N h
=2 1.38
i=0 1+7
Pi
Ou les coefficients hsont les résidus des pdles. Leurs valeurs sont déterminées par :
N-1 i N-1 b)
h =K, il (ab) ?Po _K, J:No
N ab) p -
i) e
i=0.1n4 Po 1.39

La fonction rationnelle (1.38) représente une impédance d’un réseau RC de type Foster de la

premiére forme schématisé comme suit [30] :
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Figure 1.7 : Réseau analogique équivalent d’intégrateur d’ordre fractionnaire.

L’impédance de ce réseau est donnée par la formule suivante :

z(s):g(1+ EFizicJ 1.40

A partir des deux équations (1.38) et (1.40), on peut écrire :

1 .
R =hetC =— pouri=01,...,N
=hetC=——p L 1.41

1.9.2 Dérivation fractionnaire

La fonction rationnelle d’une approximation de 1’opérateur d’une dérivée d’ordre

fractionnaire est donnée par la forme suivante:

- 0iS
Gp(s)=Gy+, 1.42

i

ou
G, =Ko.

Les coefficients g, sont les résidus des poles déterminés par :

ﬂ(l—a(ab)”)

g, =K, 1=0 — — 1.43
(—azo(ab)')jHj(l—(ab)("))

26



Chapitre 1 : Les systemes fractionnaires chaotiques a retard

La fonction rationnelle (1.42) représente 1’admittance d’un réseau RC de type Foster de la

deuxiéme forme dont le schéma est représenté dans la figure (1.8) :

Figure 1.8 : Réseau analogique équivalent du dérivateur d’ordre fractionnaire.

La valeur d’admittance est donnée par la relation suivante :

N
v(is)=1 +3[ 1.44
Ry %\1+sRC,
A partir de deux équations (1.42) et (1.44) on peut écrire :
R, =~ C=g,R=" 1.45
G, 9P

1.10 Equations différentielles fractionnaires
1.10.1 Equation différentielle a un seul terme

Soit un systéeme décrit par une équation différentielle linéaire d’ordre fractionnaire a

coefficient constant comme suit :
a, D7y(t)=f(t) 1.46
Avec p réel et positif.

La transformeée de la place de I’équation (1.46) est :

as”Y (s)=F(s) 1.47

Avec

Y(s)=—F(s) 1.48
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Soit gl(t) une fonction appelée la fonction de Green a un seul terme [28]. Elle est définie

par :

-1
gl(t)=El{ L }:1 v 1.49

as”] arl(p)

La solution y(t) de I’équation (1.46) est obtenue par la convolution suivante :

y(t)=_j;gl(t—r)f(r)d L )I( Y7 (r)de 150

y(t)==,D,7f(t) 151

1.10.2 Equation différentielle a deux termes

Soit un systéme décrit par une équation différentielle linéaire d’ordre fractionnaire &

coefficients constants comme suit :
a, D7y(t)+by(t)=f(t) 1.52
Avec p réel et positif.

La transformée de la place de 1’équation (1.52) est :

as”Y (s)+bY (s)=F(s) 1.53
Avec
1 1
Y(s)==——-F(s) 1.54
b
as” +A
Soit g, (t) une fonction appelée la fonction de Green a deux termes [28] définie par :
g,(t)=L" i o _ltp 'E, (;bt") 1.55
s’ +
Ou E, ,(.)est la fonction de Mittag—Leffler.
La solution y(t) de I’équation (152) est obtenue par la convolution suivante :
t
y(t)=.|.gz(t—’[)f(2')d2' 1.56
0
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1.10.3 Equation différentielle a trois termes

Soit un systéeme décrit par une équation différentielle linéaire d’ordre fractionnaire a

coefficients constants comme suit:

a, DYy(t)+b, DYy (t)+cy(t)=f(t) 1.57

Avec pet [ des réels positifs.

La transformée de la place de 1’équation (1.57) est :

as”Y (s)+bs”Y (s)+cY (s)=F(s) 1.58
Avec
1
Y(s)=—+—F 1.59
() as” +bs” +¢ (s)
En considérant que :
1
= - 1.60
9 (s) as” +bs” +c
On peut réécrire g, (s) sous la forme suivante :
1 cs”’ 1
== 1.61
9 (5) cas”’+b, cs’
1+—
as” B

—(pk+pB)

0.(5)= 23 (1) (—j((— 162

k+1
=B b )
S + a

La transformeée de la place inverse de g, (s) est donnee par :

G3( ) - ii—)(gj tp k+1) E(k)p—ﬂ,erﬂk [_Etp_ﬁj 163

a

Ou E,_, . (-)est la fonction de Mittag—leffler a deux parametres.

La solution y(t) de I’équation (1.57) est obtenue par la convolution suivante :

t)=jG3(t—r)f(r)dr 1.64
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1.10.4 Equation différentielle générale

Soit un systéeme décrit par une équation différentielle linéaire d’ordre fractionnaire a

coefficients constants a n-termes suivante :
a,, D”gy(t)+an_lto Dp"*;y(t)+----+a1t0 D”gy(t)+aOto D2y(t)=f(t) 1.65
AVEC P, 0, 1+ P11 P, des réels positifs.
La transformée de la place de 1’équation (1.65) est :
a,5"Y (8)+a,,5™Y (S)++--+3,5”Y () +8,5?Y (s) = F(s) 1.66
Avec

1
a,;s™ +a, ,S™ +----+a,8” +3,5”

Y(s)

F(s) 1.67

Considérons que :

1

9.(8)=——= — P — 1.68
a,s” +a, ;™ +----+a,s”™ +8,S
Dans ce cas, on peut réécrire g, (s) sous la forme suivante :
1 1
9(5)= o o T 1.69
n n-1 14 Zkzo a,S ) )
a,s™ +a, 5™
a’ls_pnfl 1
g, (s)=—" 1.70
Spn’pn—l + an*l N N2
Pn- P
a, | |&'s DR

0(5)-3 (1) a's LZ:_SFJSW}MI 7
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n-2

gdﬁriZ;Gﬂj Z (Jiko Ky, []&””1 1.72

a, (o thy ko o] |:o

>0;- K, >0

0 2=

Avec j et (k;,k; -k, _,) des coefficients [24]

L’application de la transformée de Laplace de 1’équation (1.72), terme par terme est donnée

par la relation suivante :

1 & (-1 J ] n-2 a Y (- pn—l)j+pn+n§§(pn_pl)kl—l
Gn(t):_Z'—R (J;ko’kl’ Ky 2 + (_j " XEpn*pnflvpn
an j=0 J ko +Ky ++Ky_o =] i=0 a
kg=0;- k>0
3 -, 4,5
+D (Pra— o)k | =t
1=0 an
1.73
La solution y(t) de I’équation (1.66) est obtenue par la convolution suivante :
t
y(t):IGn(t—r)f(r)dr 1.74
0
1.11 Résolution numérique des équations différentielles fractionnaires
1.11.1 La méthode d’approximation d’Adams—Bashforth-Moulton
Soit I’équation différentielle de type Caputo présentée sous la forme suivante :
‘DEx(t)=g(t,x(t
ox(1) 9( ()Xj=04pwn—1 1.75
D&x(0)=x

La solution de I’équation (1.75) est équivalente a I’équation non linéaire de Volterra [32] qui

est donnée par I’intégrale suivante :

&St 1
_Z_ F

i J! ,0)

(t-m)"" g(m,x(m))dm 1.76

O C—, —+

L’approximation d’Adams est basée sur le principe de remplacer 1’équation (1.75) par

I’équation de Volterra, en utilisant la formule pour remplacer I’intégrale par les nceuds t,

,pourl =0,1,...,n+1[33]:
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+ N+l ~ hp n+1
t.,—r) f(r)dr=|(t ,-r) f.,(r)dr= a,.,0(t 1.77
,([( 1) f(r) E[( 1= 1) (1) p(p+1)§|, 9(t)

Avec
n”*—(n-p)(n+1)’
A = (n—l+2)’”l+(n—l)p+l—2(n—l+1)’3+l 1<p<n 1.78
1 l=n+1

On obtient ainsi la formule de correction [33] :

(p)-1 j P

t h i
Xh (tn+1) = Z X(l)( n_+l + g (tn+1) th (tn+1 z | n+1g t| 'yl

k=0 J! F(P+2) =0

1.79

En se basant sur la méthode des rectangles, 1’intégrale sera remplacée de la méme maniére

précedemment pour pouvoir déterminer la formule de prédiction :

tn+1

I ( n+l dZ ~ zbl n+l 1.80

0

AVEC :

h” P P
b,'n+1=;((n—l+1) (n-1Y’) 1.81

Par conséquent, on obtient la valeur prédicateur déterminée par la méthode explicite
d’Adams—Bahforth[33] :

(p)-1 tl

r — (1) In+1 1 S
Xk? (tn+1) - g}: XO | l + F(p) ;bl ,n+1g (tl ’XI) 182

L’erreur estimée est déterminée par la formule suivante :

Max,_,, ‘X(t, )_ X, (tl )‘ =S (hpr) 183
Ou
pr=min(2,1+ p)
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1.11.2 La méthode d’approximation décompositionnelle d’Adomian

Le principe de la méthode décompositionnelle d’Adomian est de construire une solution de

I’équation d’intégrale de Volterra (1.76) sous forme d’une série [34,35] avec x,(t)ou

i=0,1,.....,00 comme solution de base, comme suit :

o0

“3X(0)= 14 s m) A (i 184

i=0 P i=0

Avec :

3

-1 tJ
—b. 1.85

J
g=0 J'

Et A (m) représentent les polynémes d’Adomian dont les expressions sont les suivantes:

1 d L
JA(M)=| =——g/t.> r'x, 1.86
itdy k=0 _
y=0
Ou: y est un parametre.

Cette approximation est définie par :
% (t)="f(t)
1
X1 (1) = m

t 1.87
'[ (t- m gAi(m)dm
0

Les preuves de convergence ont été étudiées par la méthode du point fixe par Yves Cherruault
[36,37].

1.11.3 La méthode d’approximation des différences fractionnaires de Gunwald-letnikov

Soit 1’équation différentielle de type Gunwald-letnikov présentée comme suit :

LD x(t) = f (t,x(t
() ( ()) pour 0~ p~<1 188
D&x(0)=0 :

Avec

“'D” est I’opérateur différentiel de Gunwald-Letnikov.

D’apreés la définition de la dérivée de Gunwald-Letnikov la discrétisation de 1’équation (1.88)
[38,39]:
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el .
ng(t)z%p(tk)=h‘pZ:;f’()(—1)J (?]gk_j avec j =0,1,... 1.89
AL T (t K
Dtpg(t)z. h hp( k) — h_pZ(Cf )gk_j 1.90
=0

Ou:

cj = (—1)j ('D] sont des coefficients binomiaux, sont donnés par la relation suivante [38,39]:
J

¢ =1, Cf=( - jcf_l 1.91

Cette méthode est connue par le développement en série enticre d’une fonction génératrice.
Elle nécessite les conditions initiales, pour cela elle est bien adaptée aux problémes physiques
[40].

1.12 Systeme d’ordre fractionnaire
1.12.1 Représentation d’état d’un systéme linéaire fractionnaire

La représentation d’état d’un systeme linaire continu a temps invariant et d’ordre

fractionnaire est comme suit [41] :

1.92

{Dpx(t): Ax(t)+Buf(t)

y(t)=Cx(t)+Du(t)
Ou
X(t)est le vecteur d’état,
u(t)est le vecteur d’entrée du systéme,
y(t)le vecteur de sortie du systeme,

A,B,C,D sont des matrices de dimensions appropriées,

p ’ordre de dérivation tel que 0{ p(1
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1.12.2 Commandabilité, observabilité et stabilité d’un systéme linéaire fractionnaire :
> Lacommandabilité

Le systétme d’ordre fractionnaire présenté par 1’équation (1.92) est commandable si et
seulement si la matrice C est de rang plein [41], d’ou la matrice C est présentée comme

suit :
C:[B,AB,AZB,---,A”’lB] 1.93

> L’observabilité

Le systéme d’ordre fractionnaire présenté par 1’équation (1.92) est observable si et seulement

si la matrice O est de rang plein [41], d’ou la matrice O est présentée comme suit :

C
CA

o=| 1.94

| CA™ |

n : le nombre des états.

» La Stabilité
Contrairement aux systémes d’ordre entier, les systemes linéaires d’ordre fractionnaire
peuvent avoir des racines dans la moitié droite du plan complexe et étre stables. Le systeme

présenté dans la relation (1.92) est asymptotiquement stable, si et seulement si [42]
larg (4 )‘)p% pour (1<i<n) 1.95

A :sont les valeurs propres de la matrice A

Le systeme (1.92) est stable, si et seulement si

larg (ﬂ,,)‘z,ogpour(lsi <n) 1.96
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Figure 1.9: Zones de stabilité et d'instabilité des systémes linéaires d’ordre fractionnaire p

avec 0(p(1

1.12.3 Systéme non-linéaire fractionnaire

Considérons le systtme non-linéaire d’ordre fractionnaire suivant [43] :

D”x=f(xt;9),te[ty,o) 1.97

Avec p=[py, 0, py]POUr0~ p < 1,(i=1,2,..,n) pour le vecteur d’état du systeme
appartenant a la région ¥ < R",g est un vecteur de parametre du systeme qui peut varier

dans I’intervalle 1" c R"avec m<n et f (.,.)une fonction non linéaire.

1.12.4 Méthode directe de Lyapunov (extension au cas fractionnaire)

Dans cette section, nous discutons I'extension de la méthode directe de Lyapunov pour les
systemes non-linéaires d'ordre fractionnaire qui conduit a la stabilité au sens de Mittag-Leffler
[44, 45].

Soit I’équation différentielle non linéaire fractionnaire d’ordre p définit par 1’équation (1.97)

avec D” désigne I’opérateur fractionnaire au sens de Rieman Liouville ou Caputo a la fois.

Définition 1.1: [42] la solution de 1’équation(1.97) est dite Mittag-Leffler stable si :

b

(O] < {mx(t) (1) E,a(-2(t-1 )} 1.98
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O 0~p~1y€[01-p],A20b~0,m(0)=0,m(x)>0 et m(x) est localement

Lipschitizienne surt € # < R" avec m, comme constante de Lipschitz.

Théoréme 1.1: soit Xx=0 wun point d’équilibre du systeme (1.97) et DeR" un domaine

contenant I'origine.Soit V (t,x(t)):[0,00)xD — R une fonction continument dérivable et

localement Lipschitizienne par rapport ax telle que :

ab

pux (O =V (Lx(1) < 2o x(1) 1.9

ab

DAV (t,x(t)) < —p, [x(t) 1.100

Ou t=0, xe D,ﬂe(O,l),pl,pz,p3,aet b sont des constantes positives. Alors x=0 est

Mittag-Leffler stable.

Théoréme 1.2: soit Xx=0 un point d’équilibre du systtme (1.97) et DeR" un domaine

contenant [’origine .soit V(t,x(t)):[o,oo)xD—>R une fonction continument dérivable et

localement Lipschitizienne par rapporta x telle que :

ab

px@) <V (t.x(t))< p, D7 x(t) 1.101

ab

DAV (t,x(t))<—p, [x(t) 1.102

Ou t>0,xeD,Be(0,1),n= B ~0,|-n<1p,.p,.p@a et b sont des constantes

positives. Alors x =0 est asymptotiquement stable.

1.13 Systéme chaotique d’ordre fractionnaire a retard

Le retard temporel est un phénomene trés familier dans la transition du signal, en raison de
la rapidité de la transmission, ainsi que des congestions [46]. En 1977, Mackay et Glass [47]
ont déterminé le premier modele mathématique du systeme chaotique a retard. Ce domaine a

été largement étudié par plusieurs chercheurs dans plusieurs domaines.

Récemment, les systémes fractionnaires chaotiques a retard commencent a recevoir un
interét considérable spécialement dans les communications sécurisées, grace a leur ordre

fractionnaire qui est utilisée comme clé secréte, et I’instabilité induite par le retard ce qui
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entraine  une sécurité renforcée. On peut décrire ce type de systéme par 1’équation

différentielle suivante :

{D“x(t) = AX(t)+ A x(t—7)+Bf (t)

x(t)=@(t)  pour te[0,r] 1.103

Avec

cD(t) :R —>R" fonction vectorielle.

7 un retard positif.
1.13.1 Exemples des systémes fractionnaires chaotiques a retard

Dans cette partie, on présente quelques systémes fractionnaires chaotiques a retard, présentes
par Jianeng Tang dans [48].

e Systeme fractionnaire chaotique a retard de L1U
Le modeéle chaotique de LIU a été inventé par LIU et AL en 2009[49]. Daftardar-Gejji et
Bhalekar[50] ont étudié, par la suite, sa version fractionnaire. Le systéme fractionnaire a
retard de LIU est défini comme suit [48] :
D“x(t) =—ax(t)—ey*(t)
Dy (t)=bx(t)—kx(t)z(t) 1.104
D“z(t)=mx(t)y(t)-cz(t-7)
a=1b=25,c=5e=1m=5k=4avecr=0.02eta =0.985

La figure (1.10) montre I’attracteur de LIU en trois dimensions x(t), y(t) et z(t)

Figure 1.10: Attracteur chaotique d’ordre fractionnaire du systéme de LIU a retard.
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e Systeme fractionnaire chaotique a retard de Chen

Le systeme chaotique de Chen a été introduit en 1999 par Chen et Ueta [51]. Il est défini
comme suit [48] :

Dy (t)=(c—a)x(t)+cy(t)—-x(t)z(t) 1.105

a=35b=3,c=28avecr=0.2etx =0.98

Les figures ci-apres (figure (1.11), figure (1.12)) démontrent le comportement chaotique du
systeme (1.105).
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Figure 1.11: L’évolution au cours du temps des états x, y et z du systéme chaotique

fractionnaire a retard de Chen.
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Figure 1.12: Attracteur chaotique d’ordre fractionnaire du systéme de Chen a retard.

e Systéme fractionnaire chaotique a retard de LU

En 2014 Jianeng Tanga a ajouté le terme du retard au systeme fractionnaire chaotique de LU,

d’ou le systéme est devenu comme suit :
‘”X(t)=a(y(t) X(t))
“y(t)=cx(t)- x(t)z(t) 1.106
Dz(t)=x(t)y
a=35,b=3,c=28 avec r=1et «=0.78
Les figures ci-aprés (figure (1.13), figure (1.14)) démontrent le comportement chaotique du

systeme (1.106).
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Figure 1.13 : L’évolution au cours du temps des états X, y et z du systéme chaotique

fractionnaire a retard de LU.
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Figure 1.14 : Attracteur chaotique d’ordre fractionnaire du systéme de LU a retard.
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1.14 Conclusion

Ce chapitre est consacré aux systemes fractionnaires chaotiques a retard .Pour cela, dans la
premiére partie, nous avons abordé les différentes définitions du chaos, avec ses principales
caractéristiques. Dans la deuxiéme partie, nous avons rappelé les fonctions utiles dans le
calcul fractionnaire, ainsi que les différentes définitions d’intégration et de dérivation
fractionnaire avec leurs transformées de Laplace. Nous avons également abordé aussi les
outils nécessaires pour I’implémentation et la résolution des opérateurs d’ordre fractionnaire.
Finalement, nous avons mis en évidence les systémes fractionnaires non-linéaires a retard et

nous avons présenté quelques modeles de ce type de systéeme.

Le prochain chapitre sera consacré a I'étude de différents principes de synchronisation des
systémes chaotiques d’ordre entier et d’ordre fractionnaire, ainsi les travaux proposes afin de

synchroniser les systémes fractionnaires chaotiques a retard.
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Chapitre 2 :

Synchronisation des systémes chaotiques d’ordre entier et fractionnaire a
retard

2.1 Introduction

L’histoire de la synchronisation revient au dix-septieme siécle, précisément en 1658 [1],
quand le chercheur Christian Huygens a observé le phénomeéne de la synchronisation pour
deux horloges a balancier. Ces deux derniéres se synchronisent parfaitement méme en
présence de perturbations, c’est-a-dire elles ont le méme mouvement en phase et en
fréquence.

La synchronisation du chaos a recu une attention considérable en raison de ses applications
potentielles dans la communication sécurisée, depuis les travaux de Pecora et Carroll [2]. IIs
ont prouvé qu’on peut synchroniser le chaos par 1’approche maitre-esclave. Leur contribution
a ouvert la voie pour développer de nombreuses méthodes et techniques pour la
synchronisation des systémes chaotiques.

Récemment, avec 1’étude des systéemes différentiels d'ordre fractionnaire, la synchronisation
des systemes chaotiques d'ordre fractionnaire est devenue un domaine de recherche actif, et il
commence a susciter de plus en plus d’intérét, en raison de son défi théorique et son potentiel
étendu d’applications dans les systémes physiques, et la communication sécurisée.

Les retards sont toujours présents dans la nature et ils se produisent dans de nombreux
systemes physiques, biologiques et techniques en raison de la propagation des signaux finis et
des vitesses de traitement, ou ils sont introduits délibérément via des boucles de controle
externe [3].

Du point de vue mathématique, le terme du délai rend un systeme dimensionnel infini
contrairement au systeme sans retard. Le comportement des systemes a retard dépend non
seulement des états présents, mais également des états antérieurs. La présence du retard peut

provoquer des comportements d'oscillation et d'instabilité [4].
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La synchronisation des systemes fractionnaires chaotiques a retard est un sujet d'actualité.
En effet, trés peu d’approches ont été proposées pour synchroniser les systemes fractionnaires
chaotiques a retard.

Dans ce chapitre, nous présentons les deux types de couplage de synchronisation, ensuite
nous rappelons les différentes méthodes de synchronisation qui existent pour les systéemes
chaotiques, afin de généraliser au cas des systémes chaotiques d’ordre fractionnaire. Par la
suite, nous donnons quelques exemples de recherches effectuées dans le cas des systemes
fractionnaires chaotiques a retard. Nous terminons le chapitre par une présentation de

différents types de chiffrage chaotique avec schématisation de leurs principes.

2.2 Synchronisation chaotique

Dans le cas des systemes périodiques, ont dit que deux systemes sont synchronisés lorsqu’ils
sont en phase. Dans le contexte de la cryptographie chaotique, deux systémes chaotiques se
synchronisent lorsque les deux trajectoires de deux systémes convergent vers le méme point.
Tous les types de synchronisation qu'on va voir dans le chapitre sont regroupés selon deux

modes de couplage : couplage unidirectionnel et couplage bidirectionnel.
e Synchronisation unidirectionnelle

La synchronisation est réalisée en un seul sens, c’est-a-dire le systeme chaotique (maitre) a
une action sur le deuxiéeme systeme chaotique (esclave), mais le contraire est faux. Ce

couplage est fait a I’aide d’un élément qui fonctionne dans un seul sens.

La figure (2.1) illustre le principe du couplage unidirectionnel.

Maitre w X(t) ( Esclave

X(0) J 'L 0

Figure 2.1 : Couplage unidirectionnel.

e Synchronisation bidirectionnelle

Contrairement a la synchronisation unidirectionnelle, ici la synchronisation se fait en deux

SEns.
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Prenant un exemple de deux systemes, donnés sous la forme suivante :

{X (1) =F(X () +R(Y (1)-X(1)
Y()=F(Y (0)+ R (X (1)-Y (1))

D’ou X,Y €R" représentent les états de deux systémes, F,F,:R"—>R",RB,P, deux

matrices diagonales.

La synchronisation consiste a trouver les deux matrices de telle sorte que :

limY (t)- X (t)=0 2.2

t—oo

La figure (2.2) illustre le principe du couplage bidirectionnel.

N X© o

Maitre Esclave

Y (t)

v

A

X(t)
J Y(t) N\

Figure 2.2 : Couplage bidirectionnel.

2.2.1 Synchronisation des systémes chaotiques d’ordre entier
Dans cette section, nous définirons et nous donnerons le principe de chaque type de

synchronisation pour les systémes chaotiques d’ordre entier.
2.2.1.1 Synchronisation par partition du systéme

Cette approche a été proposée par Pecora et carrol [2]. Son principe est basé sur la
décomposition du systeme en deux sous-systemes : 1’un maitre et I’autre esclave. Ces derniers

peuvent se synchroniser sous 1’effet d’un couplage avec un signal commun.
Considérons le systéme chaotique suivant :

X(t)=f(x(t)) 2.3
Et une sortie scalaire définit par :

y=h(x) 2.4
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Le systeme (2.3) est décomposé en deux autres systemes comme sulit :

2.5

D’ou

x(t) =[x (t) % ()]

Le systéme est partitionné de facon a ce que les exposants de Lyapunov conditionnels [2] du
sous-systeme (2.4) soient négatifs.
Qualitativement, les exposants de Lyapunov conditionnels caractérisent la stabilité de (2.3). Si

tous les exposants de Lyapunov conditionnels sont négatifs, alors la trajectoire x, (t)est

asymptotiquement stable [2].

La figure (2.3) illustre le principe de la synchronisation par partition du systéeme.

Ch )
_—
H

y(t)

\ 4

\ 4

X
X1 2

A

f2

A

\
J

Sous systeme 1 Sous systeme 2

Figure 2.3 : Principe de synchronisation par partition du systeme.

2.2.1.2 Synchronisation identique
La synchronisation identique ou compléte est utilisée dans le cas des systémes identiques. Si

ces systémes sont totalement différents, on parle alors de la synchronisation generalisée [5,6].
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Prenons deux systemes identiques, représentes par les équations suivantes :

X(t)=f,(x(t).t) 26
TORACORTON .

On dit qu’il ya une synchronisation entre les deux systemes si la condition suivante est
vérifiée :

lim|y(t)—x(t) =0 2.8

t—o0

2.2.1.3 Synchronisation projective

La synchronisation projective a été rapportée la premiere fois par Mainieri et Rehacek [7]
pour les systéemes chaotiques d’ordre entier .On a une synchronisation projective [8,9] si la

condition suivante est vérifiée :

o tel que, lim x, (k)= %y (k—j)=0,¥%,(0),x,(0),vi=1,....,n 2.9

i mi

X, X - sont des vecteurs d'état de dimensionn.

m
C’est-a-dire les variables d’états du systéme chaotique esclave se synchronisent avec une
constante multiple de 1’état du systéeme chaotique maitre. On a une synchronisation compléte

lorsque les «; sont égaux, cette approche est récemment utilisée pour synchroniser un systéme

fractionnaire [10].

2.2.1.4 Synchronisation de phase

L’utilisation de ce type de synchronisation nous conduit tous d’abord a calculer les phases

des systemes périodiques €et 6,, on utilisant I’approche analytique [11] tel que :

In6, —mé,| <c 2.10
Ou
m, n: deux entiers naturels, et c: une constante positive.

Pour étudier la synchronisation de phase entre deux systémes, il est nécessaire de déterminer

I’amplitude et la phase d’un signal analytique d’un systéme chaotique.
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Voici un signal analytique représenté sous la forme suivante :
9(t)=h(t)+jh(t) 2.11

Avec

h(t): transformée de Hilbert de la série temporel h(t), son expression est donnée par la
relation suivante :

2ty Lyp 1)

h(t)=—VP | —=d 2.12
() T _J;t—r ‘

Avec

VP :lavaleur principale de Cauchy de I’intégrale.
Le signal analytique 9(t) peut-étre réécrit comme suit :

9(t) = A(t)e"" 2.13
A : ’amplitude du signal 9(t)

(t) : la phase du signal $(t)

2.2.1.5 Synchronisation par boucle fermée
Les méthodes précédentes sont sensibles aux bruits et aux variations paramétriques,

Prenant I’émetteur qui s’écrit sous la forme suivante :

{%(t))z f (X(t;) 2.14

Et le récepteur qui peut étre d’écrit comme suit :

{m): f(%(0) +e(y()-9(1)

2.15

y(t)=g(x(t))
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e : est une fonction d’erreur entre I’émetteur et le récepteur. Elle est calculée d’une maniére
d’assurer la synchronisation, et est injectée en contre-réaction. Cette technique a été utilisée

pour synchroniser un systeme WINDMI fractionnaire [12].

Systéeme Systéeme
chaotique chaotique
(Emetteur) (Récepteur)
Canal public

Figure 2.4 : Principe de synchronisation en boucle fermée.

2.2.1.6 Synchronisation retardée

Ce type de synchronisation apparait dans le cas des systemes chaotiques non identiques. Dans
[13] ’auteur a démontré qu'il avait un phénomeéne de synchronisation retardée, ou le systeme
esclave converge vers le systeme maitre. On a une synchronisation retardee si la condition

suivante est vérifiée :

limx, (t)x,(t-7)=0 2.16

t—owo

Avec

X, (t) : I’état du systéme maitre
X, (t) :I’état du systéme esclave

7 @ un retard positif.

2.2.1.7 Synchronisation a base d’observateur

Ce type de synchronisation est fréqguemment utilisé en littérature. Son principe se base sur
I’application d’un observateur au niveau du récepteur pour pouvoir estimer les états inconnus

du systeme dynamique. Pour cela, une condition nécessaire doit étre verifiée et que le systeme
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défini au niveau du récepteur X = f()?,u) est un observateur converge pour le systeme défini

au niveau d’émetteur X = f (x,u).
C’est a dire, il faut déterminer une fonction f telle que :

limx(t)—-%(t)=0 2.17

t—o

On trouve dans la littérature plusieurs travaux sur la synchronisation a base d’observateurs:

e Observateur & mode glissant : ce type d’observateur est utilisé beaucoup récemment,
parmi les nombreuses références on peut citer : [14-18].
e Observateurs a grand gain : on trouve comme références par exemple [19-22].

e Observateur d’ordre réduit, qui se base sur la méthode LMI pour la synthése

d'observateur on les trouve dans [23-26].

La figure (2.5) illustre le principe de synchronisation a base d’observateurs.

u Systeme W 2 ( Observateur
chaotique > (Récepteur)

(Emetteur) J Canal public L
= f0y,u) x=f(%u)

Figure 2.5 : Principe de synchronisation a base d’observateurs.

2.2.2 Synchronisation des systémes d’ordre fractionnaire

Beaucoup de chercheurs ont étudié la possibilité d’étendre les méthodes et les techniques de
synchronisation des systemes chaotiques d’ordre entier aux cas des systemes chaotiques
d’ordre fractionnaire. Pour cela, on va présenter quelques méthodes, souvent utilisées et

quelques techniques, avec des travaux effectués dans ce contexte pour chaque méthode.
2.2.2.1 Synchronisation par partition du systeme

La définition précédente de la synchronisation par partition du systeme pour les systéemes

chaotiques d’ordre entier reste valable pour les systémes d’ordre fractionnaire.
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Supposons les deux systemes suivants :

g 2.18
ya
=f(y(t

Dans ce cas, le systeme (2.18) devient :

d a

= (1) (1) -

A

dx;

dtz = 2( (t),%, (t))
Ou
a : L’ordre fractionnaire de deux systemes maitre, et esclave et x(t)= [xl(t),x2 (t)]T
Le systeme esclave devient :

d a
= (6 (). (1) 220

2.2.2.2 Synchronisation identique

Supposons deux systemes fractionnaires liés par un accouplement unidirectionnel donné par

les équations suivantes :

dx;t(t) = f,(x(t).t) 2.21
dy;t(t) = 1, (x(t), y(t).t) 2.22

Il existe une synchronisation entre les deux systemes (2.21) et (2.22) si :
!ery(t)—x(t)‘:o 2.23

C'est-a-dire, le probléme devient 1I’étude de la synchronisation du systéme d’erreur qui est
défini par :

= f,(x(t),y(t))- f,(x(t)) 2.24
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On se basant sur le développement de Taylor généralisé au point zéro, le systeme (2.24)
devient :

il (x(t))e(t) 2.25

J(x(t)):[afz(x(t)’y(t))] 2.26

Pour étudier la stabilité du systéeme d’erreur, on peut appliquer la méthode de Lyapunov

directe (voir chapitre 1).

2.2.2.3 Synchronisation projective

La synchronisation projective est une méthode robuste, qui fait partie des méthodes les plus
utilisées pour synchroniser les systémes chaotiques d’ordre fractionnaire. On peut citer
quelques travaux ayant utilisée une synchronisation projective: Dans [27], les auteurs ont
proposé une nouvelle approche pour la construction de la synchronisation projective d'un
systeme unifié d'ordre fractionnaire. La méthode géneérale pour atteindre la synchronisation
projective est basée sur quelques propriétés essentielles sur le calcul fractionnaire et le
théoréme de stabilité des systémes d'ordre fractionnaire développé en [28]. De plus, une
fonction projective est proposée afin d’assurer la synchronisation entre les différents ordres

fractionnaires du systeme chaotique de Lorenz et celui de Chen dans [29].
2.2.2.4 Synchronisation par controle actif

Une autre technique de synchronisation, la synchronisation a base du controle actif, est une
technique puissante. On trouve de nombreuses références disponibles en littératures :

Dans [30], les auteurs ont utilisé la méthode du contrdle actif pour la synchronisation de deux
paires différentes de systemes d’ordre fractionnaire: les systemes de Newton — Leipnik et
Lorenz en tant que systémes esclaves séparément, avec le systeme chaotique Lotka-Volterra
en tant que systeme maitre. Par la suite, Behinfaraz et badamchizadeh [31] ont proposé une
nouvelle méthode permettant de réaliser la synchronisation entre deux systemes d'ordre
fractionnaire. Pour la synchronisation, un contr6le de retour non linéaire est proposé sur la

base du concept de technique de contrdle actif.
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2.2.2.5 Synchronisation par commande adaptative

La synchronisation par la commande adaptative pour les systémes chaotiques d’ordre
fractionnaire est un nouveau sujet. En référence [32],Yuan et Shi ont développé une technique
de contr6le en mode glissant adaptatif pour stabiliser les systémes chaotiques en présence
d’incertitudes et de perturbations externes, dont les limites sont inconnues. Par la suite Li
[33] a proposé un controleur simple et général est congu pour réaliser le contréle d’un
systeme chaotique d'ordre fractionnaire avec un parametre d’incertitude et perturbation
externe, par une nouvelle technique de contréle adaptatif. Par ailleurs, des schémas
adaptatifs sont proposés pour le contréle et la synchronisation du systeme chaotique d'ordre
fractionnaire basé sur la théorie de la stabilité des systemes dynamiques d'ordre fractionnaire

dans la référence [34].
2.2.2.6 Synchronisation & base d’observateurs

La plupart des recherches effectuées dans le contexte de synchronisation des systéemes
chaotiques d’ordre fractionnaire, se reposent sur 1’estimation des états des systémes a base
d’observateurs, tel que les observateurs par mode glissant [35-39]. Ce type d’observateur est
robuste face aux incertitudes et perturbations externes. On trouve aussi les observateurs LMI
réduits [40-43]. Ces observateurs sont largement utilisés dans la synchronisation des systemes
fractionnaires chaotiques. Le filtre de Kalman étendu [44,45] est souvent utilisé dans la

communication sécurisée.
2.2.3 Synchronisation des systémes d’ordre fractionnaire a retard

Les études et les travaux sur la synchronisation des systémes fractionnaires chaotiques a
retard sont limités. En effet, trés peu d’approches ont été proposees pour synchroniser les

systemes fractionnaires chaotiques a retard.

Pour cette raison, nous présentons les recherches effectuées dans ce contexte.

Dans leur contribution Haorui et Juan ont appliqué le critére de stabilité de Lyapunov pour la
synthése d’une commande a mode glissant adaptatif et la synchronisation de deux systémes
fractionnaires chaotiques a retard [46]. Dans [47], Cetintas et Celik ont concu un contréleur
proportionnel en utilisant la méthode de contrdle actif. Ce dernier a été testé pour assurer une
synchronisation entre deux systemes identiques fractionnaires chaotiques a retard. Sur la base
de la théorie de la stabilité de Lyapunov et le lemme de Barbalat généralisé, de nouvelles

conditions suffisantes sont dérivées pour garantir la stabilité asymptotique du systeme d'erreur
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de synchronisation impulsive adaptative pour une classe de systéme chaotique d’ordre
fractionnaire a retard [48]. Une nouvelle approche a été proposée pour la conception d’un
contrdleur et une régle de mise a jour des parameétres inconnus pour la synchronisation du
systeme d'ordre fractionnaire avec plusieurs retards et prouver a I’aide du théoréme
fractionnaire de Lyapunov. Sur la base de 1’approche proposée, la synchronisation d’un
systeme fractionnaire chaotique retardé avec et sans parameétres inconnus est réalisé [49].
Tsung a proposé dans son article un contrdleur en mode glissent flou adaptatif pour
synchroniser deux types de systémes chaotiques a retard d'ordre fractionnaire en présence
d’incertitudes [50]. Dans [51], I’auteur a décrit un modéle numérique et un modéle du circuit
pour les systemes fractionnaires chaotiques a retard. La stabilité pour la synchronisation est
définie selon une fonction de critére de stabilité de Lyapunov. On peut citer aussi [52,53]
dans le cas de la synchronisation projective.

2.3 Chiffrement basé sur le chaos

Le chiffrement d’une information dans le chaos s’effectue en mélangeant I’information a un
signal chaotique, issue d’un émetteur décrit généralement par un vecteur d’état. La sortie de
I’émetteur est envoyée au récepteur, qui a le réle d’extraire 1’information a partir du signal
recu. La restitution de I’information est basée essentiellement sur la synchronisation entre

I’émetteur et le récepteur.

Il existe plusieurs méthodes d’injection de I’information dans le systeme chaotique
(émetteur). Une seule configuration est utilisée dans ces différentes méthodes celle du Maitre-

esclave d’ou I’émetteur représente le maitre et le récepteur représente 1’esclave.

Dans la référence [54], on trouve les différentes techniques de cryptage bien détaillées. Parmi
lesquelles on peut citer : cryptage par addition, cryptage par inclusion, cryptage par
modulation paramétrique, cryptage combiné, et cryptage par décalage.

2.3.1 Cryptage par addition

Dans ce type de cryptage, I’information confidentielle s(t) est additionnée au signal

chaotique y(t) de I’émetteur. Le signal résultant m(t) sera transmis par un canal de

transmission au récepteur, avec une synchronisation appliquée a I’ensemble du systéme
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(émetteur-récepteur). L’information rﬁ(t) peut étre récupérée par une petite opération de

soustraction [55,56].

La figure (2.6) illustre le principe de cette technique de cryptage.

s(t)

Systéeme
chaotique
(récepteur)

Systéeme
chaotique
(émetteur)

\ 4

m(t)

Figure 2.6 : Cryptage par addition.

2.3.2 Cryptage par inclusion

Dans cette méthode I’information est injectée a la dynamique du systéme chaotique émetteur.
Apres, il y aura une synchronisation avec le récepteur. Deux méthodes en littérature sont
appliquées pour la récupération de I’information: la premiére consiste a I’utilisation des

observateurs comme par exemple dans [57] un observateur a entré inconnu est utilisé, et dans
[58] I'observateur est a mode glissant.

La deuxiéeme méthode pour le décryptage est la technique par inversion du systeme. Ici, le
modele d’émetteur doit étre inversé dans le récepteur pour restituer 1’information [59].

La figure (2.7) présente un schéma qui illustre cette méthode de cryptage.

Message restitué
Systéme >
»  chaotique
Signal transmis (récepteur)

Figure 2.7 : Cryptage par inclusion.

Systeme
chaotique
(émetteur)

Message

v

Signal chaotique

2.3.3 Cryptage par modulation paramétrique

Dans cette technique, I’information est utilisée pour moduler un ou plusieurs parametres du

systéme chaotique de 1’émetteur [60-62].
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Dans ce cas, le signal transmis au récepteur est plus complexe qu'un signal chaotique normal,
car la modulation qui se fait dans 1’émetteur provoque un changement d’attracteur. Pour
obtenir une synchronisation avec le récepteur, une loi d’adaptation est nécessaire. La figure

(2.8) présente un schéma de cette méthode.

B y(t) y(t) N §(t)
Emetteur Récepteur Contr6leur
adaptatif
; +

A

[ Message s(t) }

Figure 2.8 : Cryptage par modulation paramétrique.

2.3.4 Cryptage combiné

C’est une nouvelle technique qui repose sur la combinaison entre les systémes
cryptographiques classiques et les systemes qui se basent sur la synchronisation chaotique. Le
principe de cette méthode repose sur la réinjection du signal crypté c(t) dans la dynamique du
systeme chaotique (émetteur) Xx(t) pour augmenter le degreé de sa complexité. Le signal est

transmis de 1’émetteur vers le récepteur pour assurer la synchronisation y(t). Apres, la clé sera

restaurée C(t) et par conséquent le message sera décodém(t).

La figure (2.9) illustre cette méthode de cryptage.

2.3.5 Cryptage par décalage

Il est connu par CSK(Chaos Shift Keying). Cette méthode est réservée aux messages
numériques. La partie émetteur est constituée de deux systemes chaotiques et chaque systeme
est relié a un niveau binaire du message (0 et 1) respectivement. Du c6té récepteur on utilise
un filtre passe-bas, et avec une application de seuillage a 1’erreur de synchronisation, le signal

peut étre facilement restitué. Cette technique est appliquée sur les systémes cryptographiques
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électroniques de faible dimension, ou on trouve de bons résultats de ce type de masquage en

[63-64]. La figure (2.10) illustre cette méthode de cryptage.

Message /

A 4

Algorithme de
cryptage

c(t)

A

x(t)

\ 4

Systeme chaotique

~

-

Algorithme de

~

Message
Restitué

[

décryptage

A

é(t)

A 4

x(t)

|

Systeme chaotique

(Emetteur)

.

/

.

v

(Récepteur)

/

Figure 2.9 : Cryptage combiné.
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Systeme
chaotique

.

~
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v
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: Cryptage par décalage.
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2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons expliqué le principe de la synchronisation unidirectionnelle et
bidirectionnelle, puis nous avons effectué une étude sur la synchronisation des systémes
chaotiques d’ordre entier, par la suite nous avons abordé le cas de la synchronisation des
systemes chaotiques d’ordre fractionnaire, nous avons cité les différents travaux effectué
dans le cas de la synchronisation des systéemes fractionnaires chaotiques a retard

Nous avons clos le chapitre par une présentation de quelques schémas de chiffrement
chaotiques les plus cités dans la littérature.

Le chapitre 3 sera consacré au controle et la synchronisation d’un systéme fractionnaire
chaotique a retard, a base de la commande prédictive et quelques propriétés du calcul

fractionnaire.
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Chapitre 3 :

Controéle et synchronisation des systemes fractionnaires

chaotiques a retard a base de la commande prédictive

3.1 Introduction

L’approche du contrdle prédictif pour le contréle des systéemes chaotiques a été proposée
par Boukabou et al. [1], c'est une approche du contrdle simple et souple qui consiste a
contrbler le systeme a retour d'état a partir de 1’état prédit du systeme chaotique non
contrélé, et le courant état.

Cette approche a été largement utilisée dans divers domaines tels que: le domaine spatial
pour le controle d'attitude des satellites [2,3], énergie renouvelable pour le contrdle de PMSM
[4], et la communication sécurisée [5].

Récemment, le contréle prédictif a attiré I'attention sur le contréle des systemes chaotiques
d’ordre fractionnaire .On peut citer quelques travaux qui existent :

Dans [6], les auteurs proposent une méthode de rétroaction basée sur la prédiction, appliquée
a un systeme chaotique d'ordre fractionnaire. Dans [7], une nouvelle prédiction d'ordre
fractionnaire basée sur le contr6le de rétroaction est proposée pour stabiliser le point
d'équilibre instable du systéme chaotique d'ordre fractionnaire. Les auteurs dans [8], ont
proposé un contrdleur prédictif a un seul état pour stabiliser le générateur synchrone a aimants
permanents chaotiques d’ordre fractionnaire.
Cependant, jusqu'a présent, peu de resultats satisfaisants ont été obtenus concernant le
contrdle des systemes chaotiques a retard d'ordre fractionnaire. Pour cela nous allons
présenter dans ce chapitre nos contributions relatives au traitement de ce probleme.
Avant de présenter en détail nos réalisations, nous commencons ce chapitre par une
présentation de la commande predictive pour le contrble des systémes chaotiques. Ensuite
nous montrons comment nous utilisons cette méthode en associant quelques propriétés du
calcul fractionnaire, pour poser un théoréme qui démontre la stabilité des systémes
fractionnaires chaotiques a retard, nous présentons aussi une nouvelle approche permettant

d'assurer la synchronisation entre deux systémes chaotiques a retard d’ordre fractionnaire, tout
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en présentant un exemple illustratif, nous terminons le chapitre par une schématisation

électronique du systéeme fractionnaire chaotique a retard de Lorenz a I’aide du logiciel

Multisim de National instrument avec une simulation électronique.

3.2 Principe de la commande preédictive

Un schéma illustratif démontre le contrble prédictif a retour d’état est représenté dans la

figure suivante [9] :

. o G

Xp

Figure 3.1 : Controle prédictifa retour d’état.

D’ou x I’état actuel du systeme chaotique et x 1’état prédit.

3.2.2 Controle prédictif des systémes continus

3.2.2.1 Principe de la méthode

Considerons le systeme non linéaire, défini par 1’équation suivante :
{x(t) = AX(t)+ f (x(t))+u(t)

Avec:
X(t) : I’état présent du systéme.
u(t) : La commande.

f (x(t)) : Une fonction non linéaire.
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AeR™ une matrice jacobienne définie par :

ox(t)
ox(t)

Xg

A=

Et la commande est définie comme suit :
u(t)=k(x, —x(t))
k estle gain de la commande et x, I’état prédit du systéme incontrolé.

En utilisant la prédiction d’un pas en avant, I’équation (3.3) devient :
u(t)= k(k(t)_x(t)]

En remplagant 1’équation (3.4) dans 1’équation (3.1) le systeme devient :

X(t) = Ax(t)+ f (x(t))+k(k(t)_x(t)j
On peut utiliser I’approximation linéaire qui est définie par :
Sx(t)=x(t)—x,

Le systéme contrdlé est linéarisé autour de son point d’équilibre x, :

5x(t) = Adx(t)+ k(ak(t)_ax(t)j

5x(t) = ASX(t)+k (Aax(t)-ax (t)j

5x(t) = ASX(t) +kASX(t) —ksx(t)

Sx(t)=(A+k(A=1))ox(t)

Le systéeme est asymptotiquement stable si la condition suivante est vérifiée :

[A+k(A=T)<1

I :la matrice identité.

A partir de la relation (3.8) la valeur de k peut étre retiré.
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Finalement nous obtenons le systéme contrélé suivant :

o Ax(t)+ f(x(t))+u(t) i ‘x(t)—x(t—l)‘<g .
(1)= Ax(t)+ f (x(t)) ailleurs '

Avec [x(t)—x(t—1) zone du contrdle et & un nombre positif.

3.2.2.2 Exemple d’un systéme chaotique d’ordre entier

On va appliquer la méthode précédente sur le systeme chaotique de LU qui est défini

comme suit [10] :

2(t)=x(t)y(t)—cz(t) 3.10
Ou
a=236,b=20,c =3 sont les paramétres du systéeme chaotique.

Les points d’équilibres du systeme de LU sont :

X;, =(0,0,0)
X;, =(+/60,/60,20) 3.11
X3 :(—«/@,—@,20)

La commande est choisie comme suit :

u(t)= kz(;}— y) 3.12

Le systeme de LU commandé sera défini comme suit :
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x(t)=a(y(t)-x(1))
'y(t):_x(t)z(t)+by(t)+k2(y(t)-y(t))
2(t)=x(t)y(t)—cz(t)

Le systéeme est linéarisé autour de ces points fixes par :

5y(t)=(b+k, (b-1))5y(t)

k, doit satisfaire la condition suivante :

Dans

20+19k,| ~ 1
ce cas, lavaleur k, sera choisie dans l'intervalle :

-1.10<k, <-1

Choisissons k, =-1.09

30 T
. el K et}
o " ST ‘ ““““““““““““““““““““““““““““ N

S MR IAR LR
oo L PR R e ——— e — -
20f oo SRR S N LS O S— e s e -
0 ; : : i : : :
0 10 20 30 40 50 60 7O 80
time(s)
30 T !
S I S OO SOOI AU SO S S |
10 “ ““““ i “““““““““““““““““““““““““ N
=— o} “H- ” 1 -
-10 ,, - , - P-HFW-F-F-----------= ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ]
20 pF----------t- -1 - ___J___________JE _______________________________________________ —
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time(s)
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50

timeis)

Figure 3.2 : Systeme de LU sous contrdle prédictif .stabilisation surx,, .

3.2.3 Controle prédictif des systemes fractionnaires chaotiques a retard
3.2.3.1 L’approche proposée
Considerons le systeme fractionnaire chaotique a retard suivant :

Dx(t) = Ax(t)+Bx(t—7)+ f (x(t),x(t—7))+U

Inspiré du travail présenté dans I’article [11],ona U =[U,,,U,,,U,,,...U,, ]T

U, =(D" 1—1)(A1x1(t)+le1(t o)+ £, (x(t), x(t-7)))+U,
U, :(D“‘1 1)(A2x2(t)+B X, (t—7)+f (x(t),x(t—r)))+U2
U,s = (D" =1)( A () + Byx (t—7)+ f(x(t), x(t - 7)) +U,

U, :(D”"l—l)(A]xn (t)+B.x, (t—7)+ fn(x(t),x(t—r)))+Un
Appliguons (3.18) dans (3.17) nous obtenons :
D“x(t):(Ax( )+Bx(t— r)+f x X(t— r))

+(D* —1)( Ax(t)+Bx(t- r)+f(>< t).x(t-7)))+U

(
= D (A(t)+ Bx(t-0)+  (x(1). X(t-7))) +U
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3.17

3.18

3.19

Prenant la dérivée fractionnaire D"“ sur les deux membres de I’équation (3.19), nous

obtenons I'équation suivante:

D"“Dx(t) = D*“D“* ( Ax(t)+Bx(t—7)+ f (x(t),x(t—7)))+ D" U

Ainsi, nous aurons :

X(t) = Ax(t)+Bx(t—7)+ f (x(t),x(t—7))+ DU
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Nous concevons un nouveau contréleur predictif tel queU ) = D*“U , donc nous aurons :

X(t)= Ax(t)+Bx(t—7)+ f (x(t), x(t-7))+U, 3.22
Dans cette approche, le controle prédictif propose par [1] est utilise pour controler le systeme

chaotique a retard, ou le controleur du retour U & est choisi comme suit:
U, = K(x, (t) - x(t)) 393
Avec K matrice de gain, x I'état futur predit du systeme chaotique a retard incontrolé et

x(t) L’état présent. Lorsque la prédiction d’un pas en avant est utilisée, le contréleur

prédictif devient:
U, = K(Dx(t) - x(t))

3.24
L'approximation linéaire du systeme (3.22) sans controleur pres, du point fixe est donnée par:
OX(t) = IX(t) + J,OoxX(t—7) 3.95
Avec x(t) et x(t—7)sont des vecteurs de colonne at et t—¢
Et J,J. deux matrices Jacobiennes associé a x etx_ respectivement
_OX(t) _OX(t)
X(t) - X(t—1) oy 3.96
Le systéme contrdlé devient comme suit:
SX(t) = ISx(t)+3,6%(t—7)+ K (35X (t) + 3 6% (t—7) - 5x(1)) 3.27
Sx(1)=(J +KJI —K)ox(t)+(J, +KJ,)ox(t—7) 3.28

Théoréme 3.1

Le systéme est asymptotiquement stable s'il existe des matrices symétriques définies positive

P=P'>0,Q>0 etK doit vérifier les conditions suivantes:

(J+KI-K) P+P(J+KJ-K)=-2Q 3.29
Et

~Q+P(J,+KJ,)QH(J, +KJ,) P<0 3.30
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3.2.3.2 Démonstration

Nous considerons la fonction de Lyapunov suivante:

V (t)= X' (t)Pox(t j5x (B)Qsx(B) 3.31

La dérivée de V (t) peut-étre définie comme suit :

V (t) = 55 (1) Pox(t) + 5x (1) Pox(t) +ox (1)Qox(t)-oxt (t—7)Qox(t—7) 332

Apres simplification on aura :

V(1) =(0X (1)(3 + KI=K) +0x! (t-7)(3, +KI, )| |Pox(t) «
SX ()P((I +KI-K)ox(t)+(I, +KI, )ox(t-7)) 3.33
+x (t)Qox(t)-x" (t—7)Qox(t-7)

Et aussi :

V(1) =X (1) (3 + KI=K) P+P(J+KI =K) |ox (1) + 8x (1) x (1)
Sx (t=7) (3, +KJ, ) Pox(t)+x (t)P(J, +KJI, )ox(t—7) 3.34
—ox' (t—7)Qox(t—7)
Nous posons :

t
(J+KI-K) P+P(J+KJ-K)=-2Q 335

L’équation (3.34) devient :

V =25 (1)Qax(t)+ 5! (1)Qaox(t) + oxt (t—7) (3, + KI, ) Pox(t)
+x (1) (3, + K3, ) ox(t—7) - X! (t—7)Qox(t—7)

3.36

Lemme 3.1

X,Y deux matricese R™™ ,pour &£=¢&'~0 avec scR"™" l'inégalité suivante se maintient

[12] :

xty+ ytx£gxtx+£yty
&

3.37
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En utilisant le lemme (3.1) nous obtenons :

St (t=7)(3, +KJI, ) Pox(t)+5xt (t)(3, +KJI, )x (t—7) < oxt (t—7)Qox(t—7) 3.38
X (1)P (3, +KJI,)Q (3, +KJ, ) Pox(t)

En remplagant dans I’équation (3.36), nous obtenons:

V (t) <=0 (1)Qx(t)+ X' (t=7)Qax (t—7)+ X (1) P(J, +KJI,)Q (3, +KJ, ) Pax(t)

3.39
-ox (t-7)Qox(t—7)
Nous simplifions 1’équation (3.39), nous aboutissons a :
V(1)< 8x (1) -Q+P(J +KI)Q (I, +KI,)' P (1) 3.40

Nous montrons dans I'exemple suivant comment est appliquée la nouvelle approche proposée
sur un systeme fractionnaire chaotique a retard, et ce afin de montrer I’efficacité de I'approche
proposeée.

3.2.3.3 Exemple d’un systéme fractionnaire chaotique a retard

Le systéme de Lorenz a retard d’ordre fractionnaire décrit par [13] :

X =a(y()-x(1)
(- y()-x()2(t-7)
L x()y(0)- ()

3.41
Avec =095 et c=10r=28, u= 83 ,7=0.41s , et x, y, z sont les états du systéme.

Le portrait de phase du systéme dans les différents plans et les trajectoires d’états sont

représentés par la figure (3.3).
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A : Moy

Figure 3.3 : Attracteur du systeme fractionnaire a retard de Lorenz sur les plans x-y, y-z, X-z
et ces trajectoires d’états.

En utilisant le théoréme 3.1, nous pouvons obtenir la valeur suivante de la matrice K

3.7744 55145 -5.0414
k=| 1.2952 0.9035 -1.7832
—0.2040 0.0107 -0.8122

En utilisant Matlab\Simulink et & partir des conditions initiales (x(0), y(0),z(0))=(1,2,3) et

avec une commande appliquée a partir de 30s, nous obtenons les résultats présentés dans la

figure (3.4).
40
T f i e e e e -
T e e :
10 HH-f-F-FE e h - -3 H ................ A A — .

=0 [ MR ||| |"|'|'|'-||||I-'I-

R R e e -
20 e e oo P 7
L — e 1
—400 1I0 2I[] 3I[] 4I[] SI[] 60

time(s)
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&0 | | |
0 10 20 30 40 50 60
time(s)

100 ! ! ! ! !

40 i i i i i
a 10 20 30 40 50 60

timels)

Figure 3.4 : Systeme de Lorenz sous contrle prédictif .stabilisation sur x.,

D’aprés les trois graphes ci-dessus, nous remarquons que la trajectoire du systeéme est
stabilisée autour de son point d’équilibre instable (0,0,0), & partir du temps de 1’application de

la commande.
3.3 Synchronisation prédictive des systémes fractionnaires chaotiques a retard
3.3.1 L’approche proposée
Considérant les systemes fractionnaires chaotiques a retard émetteur et récepteur décrits

par les équations suivantes (3.42) et (3.43) respectivement:

Dx(t) = A x(t)+B, x(t—7)+ f_(x(t).x(t-7)) 3.42

D7y (t)=Ay(t)+By(t-7)+ f (y(t). y(t-7)) 343

D’ou X,y eR" sont les états de ’émetteur et le récepteur respectivement, o est 1’ordre
fractionnaire et A, A sont les parties linéaires des systemes, B, B, les parties retardees et

. f

m S

sont les parties non linéaires.
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Les états d’erreurs de synchronisation entre le systeme (3.42) et le systtme (3.43) sont les

suivants:
e(t)] [vi(t)-x(t)
e(t): ez(t) = yz(t)_xz t
€3 (t) Y3 (t) =X (t) 3.44
Avec .

X(® =4 0. % 0. %:0]  yO=[v:0, 0, y,®

Nous pouvons présenter I'équation (3.44) comme suit:

De(t)= A e(t)+B, e(t-7)+f (e(t).e(t-r))+U

3.45
Avec
U=(Ug,U,,,...Uy)
Uy =(D"-1)(Ag (1) + B (t-7)+ i (e().0(t=7)))+U,
U,, =(D"" -1)( A, (1) + Bye, (t=7) + fio (e(1).6(t-7)))+U,
3.46

U, =(D**-1)(A, (t)+Bye, (t=7)+ fio . (e(t).6(t-7)))+U,

En utilisant (3.46) dans (3.45) et en prenant la dérivée fractionnaire D" sur les deux
membres de 1’équation, nous obtenons la fonction suivante:

e(t)= A e(t)+B, e(t—7)+f (e(t).e(t-7))+U, 347

Avec

U, - K[é(t)—e(t)) 3.48

L'approximation linéaire du systéme d’erreur sans controleur preés du point fixe est donnée

par:

e(t)=Qe(t)+Te(t—7) 3.49
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Avec e(t) et e(t—7)sont des vecteurs de colonne (,,€,.€,....€,) a t et t—7,Q, T deux

matrices Jacobiennes associéesa e ete, respectivement

D’ou

o ae(t) _ oe(t)
e(t) . e(t—17) - 3.50
Le systeme d’erreur controlé devient:
Se(t) =Qoe(t) +Toe(t—7)+K(Qde(t)+Toe(t—7)-Je(t)) 351
Se(t)=(Q+KQ—K)de(t)+(T +KT)se(t—7) 352

Théoréme 3.2

Le systéme est asymptotiquement stable s'il existe des matrices symétriques définies positive

P=P!>0,G >0 etK doit vérifier les conditions suivantes:

(J+KQ—-K) P+P(Q+KQ-K)+2G =0

3.53
Et
~G+P(T+KT)Q™(T+KT) P<0 3.54
3.3.2 Démonstration
Nous considéerons la fonction de Lyapunov suivante:
t
V (t)= ¢ (t)Pse(t)+ | de(B)Ge(t)
tr 3.55
La dérivée de V (t) peut-étre définit comme suit :
V (1) = 5e'(t)PSe(t) + 5e' (1) PSe+ et (t)Gse (t) - 5e' (t—7)Goe(t —7) 356
V(1) = (86! (t)(Q+ KQ-K) +0e' (t—7)(T +KT)' ) Pe(t)
+5€' (t)P((Q+KQ—-K)dse(t)+(T +KT)se(t—7)) 3.57
+0€' (t)Ge(t)—de' (t—7)Goe(t—7)
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Nous simplifions 1’équation (3.57), nous obtenons:

V(1) =o¢! (t)| (Q+KQ-K) P+P(Q+KQ-K) |de(t)+e' (t) ce(t)
+5€' (t—7)(T + KT ) PSe(t)+5e' (1) P(T + KT )Se(t—7)—e' (t—7)Ge(t—7)

3.58
Nous posons :
(Q+KQ-K) P+P(Q+KQ-K)+2G=0 359
L’équation (3.58) devient
V = —25€" (t)GSe(t)+5e' (1)Goe(t)+5e' (t—7)(T +KT ) PSe(t)
+5¢ (t)P(T + KT)de(t—7)— e’ (t—7)Goe(t—7) 260
Utilisant le lemme 3.1
Se' (t—7)(T +KT) Pde(t)+de' (t)(T +KT)de' (t—7) < e' (t-7)Gde(t-7)
+86' (1) P(T +KT)Q (T +KT) Pse(t) 361

Nous obtenons :

V (1) < —5et (1) Gx (t)+ 5et (t— ) GSe(t— ) + 56t (t) P(T + KT)Q (T +KT)' Poe(t)
~se' (t-7)Gse(t—7)
3.62

Finalement nous aurons:

V (t) < set (t)[—G+P(T+KT)Q_1(T+KT)t P}&e(t) 263

Dans la suite de cette section, nous allons présenter un exemple illustratif pour montrer

I’efficacité de I’approche proposée.

3.3.3 Exemple

Nous utilisons le systéme fractionnaire a retard de Lorenz décrit par [13]:

84



Chapitre 3 : Controle et synchronisation des systéemes fractionnaires chaotiques a retard
a base de la commande prédictive

5
d“x,

2= (0%, (1) 0t (17)

3.64

Les paramétres du systeme fractionnaire a retard de Lorenz  sont:a=0.95 et
o=10,r=28,u=8/3

Le méme systeme est appliqué comme un systeme de repense et qui est défini par:

d%y
= oV ()-n(1)
d%y
gia =M=, (1) -9 1)y (1)
d%y
a =Y (1Y, (1) - pys (t=7)
dt 3.65
Le systeme d'erreur dynamique est défini par:
e=o(ea(t-et) U
4 e2=rey(t)-ez(t)-ex(t)es(t)+Us
A€ _g (t)en(t)—pes(t—7)+U
groe —UB)e2(t)m4es(t=7)+Us 3.66

D’ou la commande est représentée comme suit:

U ) (377 551 -504) D%—¢
U, [=| 1.29 090 -1.78| D%,-e, 3.67
U, | \-002 0010 -0.81) pae e,

Les conditions initiales de 1’émetteur et le récepteur sont  respectivement

(1L2,3),(15,29,05)
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time(s)
Figure 3.5 : Erreurs de synchronisation.

Selon le graphique des erreurs de la synchronisation présentée dans la figure (3.5), le
récepteur suit I’émetteur avec succes et les erreurs tendent vers le zéro a partir de la 5éme

seconde.

3.4 Réalisation des fonctions électroniques de base

Afin de réaliser les différents circuits de la commande des systéemes fractionnaires chaotiques

a retard, nous allons présenter quelques montages de base nécessaires

3.4.1 Montage additionneur amplificateur inverseur

La figure (3.6) présente un schéma de base d’un additionneur amplificateur inverseur a base

d’amplificateur opérationnel
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+
ST E

4 R1

R2 R3 Vs

V1

V2

Figure 3.6 : Montage d’un additionneur amplificateur inverseur.

La valeur de la tension de la sortie V; de la figure (3.6) est donnée par la relation suivante :

v, :—(vl&wz &j 3.68
R R

3.4.2 Montage amplificateur soustracteur

La figure (3.7) présente un schéma de base d’un amplificateur soustracteur a base

d’amplificateur opérationnel

= R1 +
-1 A
R2 -
Vp
jp— ST77 Vs
i R1 R2

Vn

777 <

Figure 3.7 : Montage d’un amplificateur soustracteur.

La valeur de la tension de la sortie V; de la figure (3.7) est donnée par la relation suivante :
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Vv, =(V, —vn)% 3.69

3.4.3 Montage amplificateur inverseur

La figure (3.8) présente un schéma de base d’un amplificateur inverseur & base

d’amplificateur opérationnel

L .

R2 Vs
R1
Ve I

ST YO

Figure 3.8 : Montage d’un amplificateur inverseur.
La valeur de la tension de la sortie V; de la figure (3.8) est donnée par la relation suivante :

v,—v R 3.70

R,

3.4.4 Montage intégrateur inverseur

La figure (3.9) présente un schéma de base d’un intégrateur inverseur & base d’amplificateur

opérationnel

+
ST : - 5

|| Vs

Ve

Figure 3.9 : Montage d’un intégrateur inverseur.
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La valeur de la tension de la sortie V; de la figure (3.9) est donnée par la relation suivante :

Vv =—ifvedt 3.71
RC

S

3.4.5 Montage dérivateur inverseur

La figure (3.10) présente un schéma de base d’un dérivateur inverseur & base d’amplificateur

opérationnel

Ve

Figure 3.10 : Montage d’un dérivateur inverseur.
La valeur de la tension de la sortie V, de la figure (3.10) est donnée par la relation suivante :

av,

V,=-RC ot 3.72
La fonction de transfert d’un systéme idéal a retard est comme suit [14] :
g(s)=e" 3.73
Avec
s= jw et 7 un retard égal au retard de groupe généré par le systeme
T, =T 3.74

La caractéristique amplitude-fréquence du montage présenté par 1’équation (3.73) est donnée

par :

g(s)=1 3.75
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Pour réaliser un montage ¢lectronique d’un retard, nous allons utiliser des filtres passe tout du
premier ordre a base des amplificateurs opérationnels [15], un ensemble de filtres identiques
seront mis en cascade, chaque filtre va générer un petit retard, le dernier filtre il sera ajusté
pour obtenir la valeur désirée du retard, le schéma ci-dessous présente un filtre passe tout du

premier ordre qui va étre utilisé dans la suite du chapitre.

R1 R1
— ] - oy
e _
R -
- C
S

Figure 3.11: Un montage possible pour la réalisation d’un filtre passe tout du ler ordre.

La fonction de transfert d’un filtre passe tout d’ordre j peut étre représenté comme suit :

(-1 d, (;Tsjk M, (+s)
g, ==~ . = 3.76
kz_;‘dkizrsj kZ:(;Nk(rs)
Avec
d, =(2m—k)!/k!(m-k)12"* 3.77

M, =(=1)"[ (2m—k)1/(2m)tk}(m—k)!] 3.78

N, =[(2m—k)!/(2m)ik!(m—k)!] 3.79
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L’équation du premier ordre d’un filtre passe tout est exprimé comme suit :

g, (iw)= :—ﬁzg 3.80
L’amplitude—fréquence de 1’équation (3.80) est :
|9, (jw)| =1 3.81
Le retard généré par un filtre passe tout du 1 er ordre est donné par la formule suivante :
7y =7—H (W) 3.82
D’ou
7=2.RC 3.83

H(w) : fonction de w, qui représente la plus grande fréquence angulaire du signal.

A partir de 1’équation (3.80), nous présentons la fonction de transfert de n filtres passe tout
du ler ordre mis en cascade :

g, (8) =[(1—sRC)/ (1+sRC)]" 3.84

Le retard généré par n filtre passe tout du 1 er ordre mis en cascade est donné par la formule
suivante :

7o = N7y, =n(z—H (W) 3.85

3.5 Réalisation du circuit du systéme fractionnaire chaotique a retard de Lorenz
contrélé

3.5.1 Réalisation du circuit du systeme fractionnaire chaotique a retard de Lorenz

S’inspirant de la méthode de conception du circuit présenté dans le travail [16], nous
concevons un circuit du systeme chaotique fractionnaire de Lorenz avec retard en utilisant le

logiciel Multisim 14.0, comme illustré dans la Figure (3.12).
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Figure 3.12 : Circuit électronique du systéeme fractionnaire chaotique a retard de Lorenz.

Les amplificateurs opérationnels utilisés dans les schémas électroniques sont de type LM741,

Les valeurs des résistances et des capacités du circuit sont comme suit :

Ry =Ryg =R, = 0.326MQ,R,, =R,; = Ry = 62.82QM, Ry =Ry =Ry = 694.6MQ
R3 = R1o = R18 = R19 = Rzz =100KQ, R1 = Rz = R4 = R7 = Rs = Rg =15KQ, R16 = R17 = Rzg =10KQ
R,, =10000K€Q, R, =40KQ, R, =1428.57KQ, R; = R, =40000KQ, R, = R, =1000KQ

Un bloc fractionnaire est utilisé d’ordre 0.95 est illustré dans la figure (3.13), les valeurs des
résistances et capacités sont comme suit :

C,=C, =C, =0.699uF,C, =C, =C,, =0.2133uF, C, =C, =C,, = 0.77944uF
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Cc1 N TE
STERRETIE
C0213apF o D3260MA
.c2 N VI
STHERHIE R
0.699uF - - - 6282MQ
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iy
eSS S py
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11
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Figure 3.13: Bloc fractionnaire d’ordre 0.95.

3.5.2 Le contréleur du circuit réalisé

7 7 - ~ 7 7 - - <
Un schéma électronique du contréleur est représenté dans la figure 3.14 ci-apres :
R16 R14
10KQ 10KQ
D1 — v — viz~
[ R15 sy = VI =+ Lo
10K/3.7744 va et Ut
R13 1t R32 = —
L
x 10K/5.5145 10kQ
= R17 wizaen | L
LmM741CN =X = via
10K/-5.0414 V=
T R20 R33
15v 10KQ 10KQ
= v3 1 — 1BV = vis—
%:{;m “r - R19 v = V9= T us
0 . vz 10K/1.2952 Nus f& v
Do S SRSy R21 B RSO = e Y
10KQ raten £ E En s
B 10K/0.9035 2l 10kQ
Ro2 WWCN wiraen | L
== s
:; R7 15v ;“1\; 10K/-1.7832 V= 0 vie
10KQ RS
A~
10KQ
R25 R84
10KQ 10KQ
e
— 1V = vir—
Roa oy o v L T w
10K/0.2040 MUS r& U3
R26 i R85 - —
L -
10K/0.0107 - 10kQ
R27 - Lwaen =L
LM741CN =1 T vis
10K/-0.8122 V=

Figure 3.14 : Circuit électronique du contréleur.

Les valeurs des résistances et des capacités du circuit sont comme suit :

R, ,€tR,, Ry, Roc, Ray, Ry Reyy Rs =10KQ, R, =1.81KQ, R, = 2.649KQ
R, =1.65KOR , = 7.720KQ, R,, =11.068KQ, R,, =5.77KQ, R,, = 49.01KQ
Ry, =934.57KQ, R, =12.31KQ)
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3.5.3 Génération d’un retard de 410 ms :

Pour réaliser un circuit électronique générant un retard de 410 ms, un ensemble de filtre passe
tout serons fixe, et le dernier sera variable afin de compenser le terme H(w)de 1’équation
(3.85), ensuite nous genérons un signal w égal a celle du signal a retarder, nous réglons alors

les paramétres du R et C du dernier filtre jusqu'a I’obtention d’un retard de 410 ms.
10. =10.2.R.C =410ms
R.C =20.5ms
Les parameétres du dernier filtre sont choisis comme suit :
R=100KQ

C =100nf

La figure (3.15) présente un circuit électronique générant un retard de 410 ms

101
0

LM741CN LM741CN
4 4

— 15V — 15V
T T
A~
Yy 5.2kQ 5.2kQ
5.2kQ 5.2kQ

3 102

=
| LM741CN =

L
— 15V

Figure 3.15 : Circuit électronique réalisant un retard de 410 ms.
3.5.4 Résultats de la simulation

Les résultats affichés de 1’oscilloscope du circuit proposé sont représentés dans les figures
(3.16), (3.17) et (3.18).
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Figure 3.16 : Résultat de la simulation de x avec le logiciel Multisim.
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Figure 3.17 : Résultat de la simulation de y avec le logiciel Multisim.
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Figure 3.18 : Résultat de la simulation de z avec le logiciel Multisim.
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Les résultats de la simulation sous le logiciel Multisim, montrent que le systeme chaotique

fractionnaire de Lorenz a retard se stabilise vers le point d’équilibre (0,0,0).

D’aprés les résultats présentés dans ce chapitre, nous remarquons un trés bon accord
qualitatif entre les simulations numériques avec Simulink / Matlab et les simulations du

circuit avec le logiciel Multisim.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, un nouveau théoreme est proposé, et qui garantit la convergence de la
trajectoire chaotique vers le point d’équilibre d’un systéme chaotique fractionnaire & retard,
en se basant sur la commande prédictive et quelques propriétés du calcul fractionnaire. Pour
ce faire, nous avons commenceé le chapitre par une présentation du principe de la commande
prédictive et le controle des systémes chaotiques avec l'introduction d’un exemple d’un
systeme chaotique de LU. Ensuite, et dans la deuxieme partie du chapitre, nous avons
présenté une nouvelle approche en présentant son fondement théorique, suivi d'un exemple
illustratif d’un systéme fractionnaire chaotique a retard, et avec quoi nous avons pu montrer
I’efficacité de 1’approche proposée. En troisiéme partie du chapitre, nous avons traité de la
synchronisation prédictive des systemes fractionnaires chaotiques a retard. Dans cette partie
une nouvelle approche est présentée et démontrée. Un exemple illustratif du systéeme
chaotique fractionnaire de Lorenz retardé a été également présenté pour montrer I’efficacité
de I’approche proposée, nous terminons le chapitre par une réalisation électronique d’un
systeme chaotique fractionnaire a retard controlé. Le prochain chapitre sera consacré a
I’implémentation d’un nouveau crypto-systeme basé sur un systeme fractionnaire chaotique a

retard.
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Chapitre 4: Nouveau systéme de communication sécurisée a base des
systéemes fractionnaires chaotiques a retard : théorie et réalisation

I 10 0o [ (oo USSR 100
4.2 Conception du systéme de COMMUNICALION SECUMISEE .........ccuevueieuiriirienieieiieiesie et 101
4.2.1 Conception de I’EMELLEUT ........eoeiirierieiieieete ettt et ettt e b ereeane s 101
4.2.2 CONCEPLION AU FECEPLEUN ....eevvieieeieeteeteete ettt te et e et e s e st e e e s te e s e e sbe e seebeesseenseenseenseenes 102
4.3 Synchronisation par la méthode H-INFiNi.......ccoooieiiiiiii e 103
4.3.1 LaPPIOCRE PIOPOSEE ..eeeuvveeeiriieeeriiieeiiteeestteeesteeesssteeessteesessseesessseeessseessssseessssseeesssseeesensees 103
4.3.2 RESUIAtS dE SIMUIALIONS .....c.eeueeiiieeieieie ettt sre e es 108
4.4 Réalisation du circuit du nouveau systeme de communication sécurisée a base du systeme
fractionnaire chaotique a retard de CheN .......ooeoieii ettt 111
4.4.1 REalisation de I’ EMEtIEUL ......c.uveeeciieeecieeeeciee e ectte e e rtee e e ete e e sseteeeeabaeeesstaeesensaeeernseeeesnsaeeennsees 111
4.4.2 REAlISALION AU FECEPLEUN ...c..ivvirieiietiiteseeieiete ettt sttt sttt ettt e eneas 116
4.4.3 Réalisation du circuit de la reconstitution du message tranSmis ..........c.cceeveereereerreecreenneenns 117
4 4.4 RESUIALS A€ SIMUIALIONS ....oveeuieiieiieiieesiesee et sttt st nes 118
I O Tod 1] o o TSRO 119

99



Chapitre 4: Nouveau systéme de communication sécurisée a base des systemes
fractionnaires chaotiques a retard : théorie et réalisation

Chapitre 4 :

Nouveau systéeme de communication sécurisée a base des systemes

fractionnaires chaotiques a retard : théorie et réalisation

4.1 Introduction

En 1990, Pecora et Carroll [1] ont introduit la premiére approche qui permet d'établir la
synchronisation entre deux systemes chaotiques. Cette étude a ouvert la porte a I'application
du chaos dans la communication sécurisée. Plusieurs travaux ont abordé ce domaine. A titre
non exhaustif, on peut citer:

Dans [2], les auteurs proposent un schéma de communication sécurisée a spectre étalé
utilisant des modulations de multiplication, et un filtre de Kalman étendu. Dans [3], un
contrbleur adaptatif en mode glissant d'ordre élevé est réalisé pour assurer la synchronisation
entre I'émetteur et le récepteur et pour récupérer un message transmis. Dans [4], un schéma de
synchronisation a couplage indirect, avec des signaux cryptés de forte puissance est présenté.
Les auteurs dans [5], ont proposé une nouvelle implémentation permettant de synchroniser
deux systemes hyper-chaotiques a temps discret a I'aide de cartes arduino-uno.

Récemment, les systéemes fractionnaires chaotiques ont  attiré 1’attention dans la
communication sécurisée, on trouve par exemple les travaux [6-11].

Ce chapitre présente une nouvelle approche pour la communication sécurisée en utilisant un
systeme chaotique d'ordre fractionnaire a retard, avec simulation du circuit sous Mutisim.
Dans une premiere partie, nous décrivons le systéme propose: émetteur/récepteur. La
deuxiéme partie sera consacrée a la présentation du nouveau théoréme pour le contréle H-
infini avec LMI, afin d'établir la synchronisation entre I'émetteur et le récepteur bruité. Pour
récupérer le message transmis, un algorithme de démodulation chaotique est utilisé ou
plusieurs simulations sous Simulink-Matlab sont présentés. Nous terminerons le chapitre par
la présentation de la réalisation du circuit électronique avec une simulation en utilisant

Multisim, et ce afin de prouver que 1’approche proposée possede de bonnes performances.
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4.2 Conception du systéme de communication sécurisée

Le systeme de communication sécurisée proposé est présenté dans la figure

suivante :
- m(t)
m(t \ : _ - Algorithme de m(
) Systeme fractionnaire| Canal S‘ynchronlsatlronvdu reconstitution du
chaotique a retard de systéme perturbé d’ordre signal transmis
Chen. fractionnaire chaotique a
retard de Chen

Figure 4.1: Schéma du systeme de communication sécurisee propose.
m(t) : message transmis.
m(t) : message reconstitue.
4.2.1 Conception de I’émetteur

Le systeme fractionnaire chaotique a retard de Chen [12], est utilisé comme émetteur:

d“x
T =a(y, —X,)+em(t

dta (ym m) g ()
dy

m—_py —x z +(b-a)x
dta ym mTm ( ) m

d“z

—mIX —cz (t-

dta mym m( T)

U, =Cx, 41

Avec X,,VY.,Z, €R"les états de I’émetteur, U, la sortie de 1’émetteur, les paramétres du

systeme sont donnés comme suit:a=35b=28,c=3, m(t) le message transmis, ¢ >0une

constante, C une matrice avec des dimensions appropriées.
Nous considerons o =0.98et7 =0.2s, cm(t) doit étre choisi d’une maniere pour permettre de
garder le comportement chaotique du systeme.

A travers les figures (4.2) et (4.3) on peut constater le comportement chaotique du systéme

(4.1)
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80 T T T T T

xXm
— ym|
zm

]
o

N
o
—F
!

Xm,Ym,Zm
N
__©

_40 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30

time(s)

Figure 4.2:Les trajectoires d'état de I'émetteur.

80 T T T T

70

60

50~

40+

Zm

20

-30 -20 -10 0 10 20 30

Figure 4.3: Portrait de phase du systeme fractionnaire de Chen avecz =0.2s dans le plan
X—12

4.2.2 Conception du récepteur

Inspiré par les travaux publiés en [13], [14] et [15], le récepteur est composé de deux
systemes : Le premier est représenté par I’équation (4.2), est utilisé pour établir la
synchronisation entre I'émetteur et le récepteur en utilisant H-infini. Le second systeme,
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représenté par 1’équation (4.3), est utilisé pour récupérer le signal transmis en utilisant

I’algorithme de démodulation chaotique.

© X —a(y.~x) rw(t)+ L (Um-Us)

dy,
dt”

d“z

dt*

=by, —x,z, +(b—a)x, +d,w(t)+L,(Um-Us)

= =X,Y, -3z, (t—7)+dw(t)+ L, (Um—Us)

U, =Cx, 4.2

C 2 = ek (a(y,~U,)+em()

m(t)=cKU,, (t)+Q

4.3

Avec XY,z €R"les états du récepteur, U la sortie du récepteur, w(t)une perturbation
externe, L, L,etL;sont les gains de retour qui doivent étre calculés en utilisant H-infini, K

une constante positive, et #i(t) le signal reconstitué.
4.3 Synchronisation par la méthode H-infini

Dans la suite de ce chapitre, nous allons étudier les conditions de synchronisation par la

méthode H-infini de deux systemes chaotiques fractionnaires a retard.

Nous allons injecter un message dans la dynamique du systeme fractionnaire chaotique a
retard de Chen, qui représente I'émetteur. Pour récupérer le message du récepteur perturbé,
nous utilisons H-infini pour établir la synchronisation entre 1’émetteur et le récepteur, afin

de reconstituer le signal transmis.
4.3.1 L’approche proposée

L’¢équation de la dynamique d’erreur de la synchronisation entre 1’émetteur et le récepteur
[16] :

d“e
dt”

X _ a(ey _ex)_dlw(t)_ L, (Um—Us)+gm(t)
d“e

a

~ =be, — X,z + Xz, + (b—a)e, —d,w(t)-L, (Um-Us)

a

dtiz = mem _Xsys _Cez (t_T)_de,W(t)_ I—3 (Um—US)

4.4

103



Chapitre 4: Nouveau systéme de communication sécurisée a base des systemes
fractionnaires chaotiques a retard : théorie et réalisation

On peut représenter 1’équation (4.4) par 1’équation suivante:

D%(t) = Ae(t)+ Ae(t—7)+B(g - )= Dw(t)-L(Um (t)-Us (1)) +Hm(@®) .

Avec:
-35 35 0 0 0 O 0
A= -7 28 0| ;Al={0 0 O |;B=[-1| ;9=[0 -x,z, xmym]T
0 0 O 0 0 -3 1
f=[0 —xz, xy] :D=[02 03 02] ;C=[1 0 O]';H=[1 0 0]
On considere la fonction de Lyapunov suivante:
\Y, (t)zet (t) pe(t)+et (t—7)Te(t—7) 46

On se basant sur 1’équation (1.17) qui relie la dérivée au sens de Caputo par la dérivée au sens

de Riemann- Liouville on peut calculer la dérivée fractionnaire de 1’équation (4.6)
Nous obtenons:

n tk

“DV (1)= £D[e! (t)Pe(t)+e' (t-)Te(t-1)]- 5 (((et (t)Pe(t)+¢ (t-r)Te(t-T))k)(o)E

k=0 47
Par conséquent, on a :
&0V (1)=( §De(t)) Pe(t) et goe(t))+élr(l+ KT)(I{K)K o RDe(t), RDe(t)
%P ¢ % (t-1) 4 © I(1+a)
“rra)© OO gy € T 5 o k) ..
EDe(t_T)k—FfDe(t—T)+k;;1[ij—rlzk!(_t;i)1) mglem(t—r)zﬂi[%]
o
_FE1+0{) (e (—T)e(—l'))
Avec
(€ 02(0) = P o) B
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Et
7T [ ¢ t 4T 2
e (-r)e(-7))= e(0
Supposant que :
®© I'l+ea) R R
t)= De(t De(t 4.11
(1) k§1F(1+K)F(1—K+a) « De(t) De(t)
*© I'l+ea) R R
1(t) = De(t— De(t— 4.12
A= T KT K e Koo kale(t=r)
ar
“(a) kit-7) X m 1((t-2)f
2(t)= _— t— e e 4.13
4 ( ) kgl(KJF(k—aﬂ) mz:1e =30 ar! r!
Prenant en compte la remarque suivante:
Soit f une fonction définie comme suit [17]:
2
f(x(t))=x(t) 414
La dérivée fractionnaire de 1’équation (4.14) est comme suit :
D f (t) = x(t) DY*x(t) + Py 415
Avec
> I'l+a) k~ a—k
P, = D Dx
AT+ K)MA-K+a) 16
On note que P, Vérifie la condition suivante [18] :
2
R <A 4.17
Ce qui conduit a
o(t)<ule(t)[ 4.18
al(t)<u,fe(t-o) 4.19
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P2(t) <u, e’ 4.20
u,u,,u, : trois valeurs positives.
En utilisant les équations (4.5), (4.11) et (4.12) (4.13) on trouve 1’équation Ci-dessous :
£V (t)=e(t) Al +e(t-r) A+(g- 1) B'-W (1) D' ~L' (U -Us 1)) +m(t) H' |Pe(t)+
e(t) P Ae(t)+ Ag(t-7)+B(g~f)-DW (t)-L(Un@®)-Us(t))+Hm(t)]

-

+F(T1—a)e(t—r)tTe(t—f)+¢(t)+¢(t)l+¢2(t) 4.21

Suite a une simplification on trouve :

£V (1)=e(t) | A'P+PA-C'LIP-PLC+m(t) H'[e(t) +e(t)PAe(t-r) +e' (t-7) AP

—e(t) PDW (t)-W (t)' D'Pe(t) + (g - f ) B'Pe(t)+e(t) PB(g- 1) 4.22

—-a

I'(1-a)

+e(t)t PHm(t)+ e'(t-7)Te(t-7)+p(t)+ol(t)+92(t)

Lemme 4.1
X,Y deux matricese R™™ pour tout scalaire A >0on a I’inégalité suivante [19] :

XY +YEX < AXEX + AN Yy 4.23
En utilisant lemme (4.1), nous obtenons 1’équation suivante:

2DV (t)<e(t) [A'P+PA-CILIP—PLCe(t)+ 2¢(t) PAe(t—7)—2e(t) PDW (t)+

—a
A(g—f)t.(g—f)+A_1ePBBtPe+F(Tl_a)e(t—r)tTe(t—r)+
o(t) +pl(t) + p2(t) + Am(t) H'PPHmM(t)+ A %! (t)e(t) 424
Par la suite on a:
[PHm(©) >0 e >0 eta>0 4.25

Sachant que la fonction non linéaire satisfait la condition de Lipschitz, cela conduit a la

relation suivante:

(g-1) (g—f)<A%(t) e(t) 426
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D’apres la relation (4.26), 1’équation (4.24) devient :

£V (t) <e(t) | AP+PA-C'L'P-PLC + A PBB'P+ A2%1 +ule(t) + 2¢(t) PAg(t-7)

2_—0{

e (t—7) Te(t-7)+ue(t —r)t e(t-7)+ue'e

t
_26(t)! PDW
o) +F(1‘“) 4.27

On définit la fonction R(e(t),w(t)) comme suit:

R(e(t).w(t))= €DV (t)+e(t) e(t)—o"w(t) w(t) 4.28
Remplagant (4.27) dans (4.28) :
R(e(t). w(t) < v’ 429

Tel que
ot :[et (t).e' (t-7),w! (t)] 4.30

D’autre part on peut retirer la matrice suivante d’apres une superposition entre les deux
équations (4.28) et (4.29)

-
Q= * T——+ul 0 Ko 431
r(l-a)
* * ~o2I

Avec
Q, =A'P+PA-C''P-PLC + A'PBB'P+ AA%I +u+u
1 2 4.32

Onpose: F — PL
Ce qui donne :

Q, PA —PD |

T—a
Q= * T +ul 0 |(0
I(l-«a ! <
* * —o°l
- - 4.33
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Avec

0, =AP+PA-CIF'—“FC+AA%1 + ATPBB'P+u+u2+1

4.34
Finalement on trouve :
[0, PA -PD  PB |
* T L +u,l 0 0
0= r(1-a) (0
* * -o’l 0
-1
L” * A 4.35
Avec
®,, = A'P+PA-C'F' ~FC+ A2l +u+u, +1 436

4.3.2 Resultats de simulations
Nous présentons dans cette section des simulations numériques du systéme de communication
sécurisée propose, on utilisant Simulink.

Les conditions initiales de I'émetteur et du récepteur sont prises comme suit
(xm (0),y.(0).z, (O)),(xS (0),y,(0),z (O)):((1,2,3),(—3,—2,—1)), le facteur d‘atténuation
de perturbationo =0.5

Le message a transmettre représente un signal sinusoidal donné par la formule suivante:
m(t)=0.1cos(100t)

En resolvant le LMI (4.35) en utilisant MATLAB toolbox LMI, nous obtenons la matrice
suivante:

0.2847
L=10"|2.1773
0.5220
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30 T T T T T T T

xm
xs | _|

Xm,Xs
o
T

.30 I I I I I I I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

time(s)

Figure 4.4 : Synchronisation des séries temporelles de X, — X, .

40 T T T T T T T

-
30[- vs |

20 B

Ym,Ys
o
T

40 I I I I I I I I I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

time(s)

Figure 4.5 : Synchronisation des séries temporelles de 'y, -, .

100 T T T T T T T T T

zZm,Zs

time(s)

Figure 4.6 : Synchronisation des séries temporelles de z,, —z, .
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Les résultats obtenus, montrent que le systeme se synchronise trés rapidement méme en cas
de perturbation, ce qui montre I’efficacité de I’approche proposée.

40 T T T T T T T T T
20 1
©
0
_20 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
time
50 T T T T T T T T T
@ o
_50 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
time
40 T T T T T T T T T
| lp\l |
™
ol
0
_20 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
time
Figure 4.7 : Erreurs de synchronisation.
0.15 T T T T T T T T T
0.1 —n ﬁ r\ n ﬂ m
0.05[
=
£  oH =

ST |

4 4.2 4.4 4.6 4.8 .5 5.2 54 5.6 5.8 6
time

Figure 4.8 : Le message transmis et le message reconstitue.
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D’apres la figure (4.8), on peut constater que méme en présence de perturbations, le message
est bien récuperé.

Nous avons calculé I'erreur quadratique moyenne (MSE) dans un intervalle de temps variant
entre 0 et 10s. La valeur MSE obtenue est de 0,987%. C'est un faible taux d'erreur, ce qui

permet de dire que le signal est trés bien récupéré.

4.4 Réalisation du circuit du nouveau systeme de communication sécurisée a base du
systeme fractionnaire chaotique a retard de Chen

4.4.1 Réalisation de I’émetteur

L'équation du circuit électronique du systéme fractionnaire chaotique a retard de Chen, peut

étre représentée dans le champ de Laplace [20] comme suit:

Xm (S) — Ri ym (S) _ R12Xm (S)
H(s) CO.R8 R, R;.R,

Yo(S)  Ru | Ya(s) V-ReXu(8)Zu(s) X,(5)R,

H(s) CypRy| Ry Rs-Ry; Ryu-Rs

2,(s) _ Ry,22 [V-xm (8)-Yn(S) R2626-zm(s)}
H(s) Co-Ra Ros Ros-Re;

4.37

La figure (4.9) représente le circuit électronique du systeme (4.37).
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AM—
2.85k0 |
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R2

10KQ

Figure 4.9 : Circuit électronique du systeme fractionnaire chaotique a retard de Chen.

R8

R9 R10

—AM—
91.1873MQ 190.933 Q
- FE%

680611F
cé

0.9753uF 3
C5

Chapitre 4: Nouveau systéme de communication sécurisée a base des systemes

A3

VIV oV

Y
x i
100kQ  °

R21

LM741CN

I E—
15V —
V14

Les valeurs des résistances sont comme suit:

R, =

R =R, =R, =Ry = R =Ry, = 10kQ,R; =R, 1=R,; =R,; =100K;
R =2.85K; R, =14.28KQ; R, =40KQ, R, =400k, R, =33.33KQ, R, =57.14k

100kQ

L’ordre fractionnaire utilisé dans ce circuit est 0.98.

R27

10kQ

—AAA— -
10kQ 100kQ
LM741CN - lﬁ =
15V —v4 —
R3
2.85kQ
R6 R7
—AM~—
91.1873MQ | 190.933 Q
R17 R14 0.9753uF  3.6806pF
14.28kQ 40KQ cs3 c4
Al I e
¥ R16 1BV — v9 ~
AM—1 T
x 57.14kQ oS
VIV OV =" s R11 Ym
R15 -
2] 100kQ -
400kQ
i
LM741CN 15V — vi10
Zm
—
R4 R5
. 91.1873MQ | 190.933 Q
HB:
R25 R22 R26
—iFIHI—L
—
oz 33.33kQ 10kQ 0.9753uF 3.6806pF 10kQ
L c1 L cF
15V —.v13 ~ 15V — vi1
Tz T T

On se basant sur l'approximation de q de 0,1 a 0,9 dans [21], un graphique dapproximation
de tracé de Bode peut étre réalisé par le domaine fréquentiel complexe du circuit équivalent
de forme de chaine entre A et B sur la figure (4.10) lorsque o = 0,98.
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La formule d'approximationde 1 /s~ gq=1/s"0.98 est

1 1.2974(s + 1125)

s%%  ('5+1423)(s+ 0.01125) 4.38

Sur la base de la théorie des circuits dans le domaine de Laplace, la fonction de transfert F(s)
entre A et B peut étre présentée comme suit:

C,C,+C,C
o2 T Lol (S+(R1+R2 )/(ClJrCz)j
G ., /G 1 C,.C, RiR,

F(s)= =
c
SJ”/]/Rlcl S*%ezcz 0 (S+R1C j(S+R1cj
1 22 4.39

Avec

Co = 1uF ,etonaaussi:
H(s) =F(5)Cy=—5 4.40
D’aprés 1’équation (4.40), les valeurs des résistances et capacités sont comme suit :

R, =91.187/MQ, R, =190.933Q2, C, =0.9753uF, C, = 3.6806F

Un bloc fractionnaire est utilisé d’ordre 0.98 est illustré dans la figure (4.10)

R R

A_/vv\, AN B
o l91.1873MQ | 190.933Q) ..
'— TR _..“_.—‘:::::::
o 0.9753pF - 3.6806pF -
et e

Figure 4.10 : Bloc fractionnaire d’ordre 0.98.
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L'équation du circuit de I’information cryptée peut étre représentée comme suit :

Xu(S) _ Ry Pm(s)_xm@)&+ m
H(s) C,R,| R, R.R Ry
Yn(8) _ R [ Yn(8) _VRauX(5)Zn(S) _ %, ()R,
H(s) CoRys| R Ris-Ros Ri-Rs
2,(S) Ry |[VXy(5).Yn(S) Ryzy(s)
H (S) - C:O'RZO R22 B R25'R23

4.40

R27

La figure (4.11) représente le circuit électronique du systeme (4.1) qui représente 1’émetteur

91.1873MQ | 190.933 Q
R7 R5 0.9753uF 3.6806uF
Cc10 c11
- L
15V — vi1~—
T
R6 R4 Xm
R8 —
- 2| 10kQ 100kQ
2.85kQ
1 wraren | L
va 18V
R9
2.85kQ
R3 R10
— VWA~
R14 SQBﬁMQ 190.933 Q
R16 40KQ 0.9753F  3.6806F
! 14.28kQ cs c4
L L - L
15V — v9 — _ =
R11 7
57.14kQ) P
Al 3
¥ o R13 d Ym
X R15 - PN —
X 21
400kQ
VIV oV LM741CN 4 et LM741CN 4 gl
1BV — = 1By = =
V10 v8
R1 R2 Zm
— —
91.1873MQ 190.933 Q
8Bl 0.9753uF 3.68061F
Tor R23 R21 c1 c2 R24
Toz
33.33kQ 10kQ 10kQ
£ < £ =+
TI 15V —wvi13 ~ 15V —.vi5 ~
T T
b U7 R i
A2 §
¥ s + R20 R25
X R22 - : 100kQ 10kQ 1
x 2 2
> 100kQ H —
1VIV oV LM741CN L LM741CN 1 =
15V _— = 18V " -
V14 V16

Figure 4.11 : Circuit électronique de I’émetteur.
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AVeC:
R, Ry, R, R, R Rog, Ry =10KQ, R, R 5, R, 20€t R,, =100K (2,5 =0.4LV =1

R, =14.28KQ; R, =40KQ, R, = 40K RetR, = 2.85KQ, R,, =33.33KQ

Génération d’un retard de 200 ms :
Nous utilisant la méme méthode appliquée dans le chapitre 3 dans la partie de la génération
du retard de 410ms, nous avons :
10.r =10.2.R.C =200ms
R.C =10ms
Les parameétres du dernier filtre sont choisis comme suit :
R =100KQ

C =100nf

La figure (4.12) présente un circuit électronique générant un retard de 200 ms.
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L

U
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Figure 4.12 : Circuit électronique réalisant un retard de 200 ms.
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4.4.2 Reéalisation du récepteur

La figure (4.13) représente le circuit électronique du systeme (4.2), et pour générer le bruit

nous avons utilisé le bruit XLV3 [22] présenté dans la figure (4.14).
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R43 | 10kQ
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2.85kQ
ALl
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100kQ
2847VIV
R131 R132
91.1873MQ | 190.933 Q
R48 R46 [ F
A10 14.28kQ 40KQ 0.9753uF 3.6806pF
R126 s L co = C12
b» AM— 15V — = 15V — v53
400kQ T T
21773VIV R128 o r |5 uzs i s
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v A7 s7.14kQ | _C |t R45 ys
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[Heizs |
P zs
Ll 1333.33kQ =
o
R129 R130
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x 2| P
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0.1V/V OV R127 LM741CN |4 i 4 1
o —AAA— 15V— veo 5V — =
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5220VIV 58
XLV1
R135
- A~
Elidd 500kQ
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15V —  vss
T
e =
um R124
P 1 U4
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Figure 4.13 : Circuit électronique du récepteur.
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Figure 4.14 : Allure du bruit blanc gaussien généré.

4.4.3 Reéalisation du circuit de la reconstitution du message transmis

Le circuit électronique de I’information reconstituée fournie par le systeme (4.3), est présenté

dans la figure (4.15).
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Figure 4.15: Circuit électronique du signal reconstitué.
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4 4.4 Résultats de simulations

La figure (4.16) représente les différents résultats des simulations obtenues sous Multisim

Oscilloscope-XSC1

Oscwlluscope XSC3

B

b

W\/U\/\/\/UVJ mj\/\f\/\ﬂw |
H
I W
] T T Ir ] v
Time Channel_A Channel_B Time Channel_A Channel B
% % 18.000 s 14,177V 14,179V I E %= 18.000 s 3,422V REV“E
18.000 s 14.177V 14179V 18.000 s 3.422v 3 476 V
T2T1 0.000s 0.000V 0,000 Ext. trigger T2T1 0,000 0.000V 0,000V e
Timebase Channel A Channel B Trigger Timebase Channel A Channel B Trigger
Scale: | 1 s/Div =1 Scale: 20 V/Div Scale: 20 W/Div Edge: (@] (a5 | Ext Scale: |l s/Div +1 Scale: 20 V/Div Scale: 20 W/Div Edge: ()] ][5 |t
X pos.(Div): 0 Ypos.(Div): 1.6 Y pos.(Div): 16 level: g ¥ pos.(Div): 0 Y pos.(Div): 1.6 Y pos.(Div): 16 level: g
(acJloee] @ [ac)loloe)l-) @ %--@ | (acjlojee] @ [ac)lo]foe]l-) © mm-@
=
Xm=Xs Ym-Ys

-
Oscilloscope-X5C4

Oscilloscape-X5C2

e ol foasl

e

=

(|
H
<[ T * I < =D
Time Channel A Charnel B Time Channel & Channel B
E C] 0.000s -140.121mV 100,154 mV E G| 27,57 s 260,947V 77597 mV
| 0.000s  -140.121mV  -100.154mV | 27575 260047mv 75TV
T2T1 0.000 s 0,000V 0.000V Exct. trigger T2T1 0.000s 0.000V 0.000V Ext. trigger
Timebase Channel A Channel B Trigger Timebase Channel A Channel B Trigger
||| Scale: 2 s/Div Scale: 50 V/Div Scale: 50 V/Div Bdoe: ()] [a] . B |[Ext Scale: 20 ms/Div Scale: 500 mV/Div Scale: 500 my/Div Edge: ..@ B |[Ext
¥ pos.(Div): 0 Y pos.(Div): 0.8 + ¥ pos.Div): -2.2 Level: g ¥ pos.(Div): 0 Y pos.(Div): -1.4 ¥ pos.(Div): L4 T Level: g
(c)lo]ee] © [(agjfo)pelc) ® m--@ (xmadd) B/a)(a8] [ac)(a]lec]l © [acila]le)z) @ @M-@
L

Zm'Zs

mm'ms

Figure 4.16 : Résultats de simulations sous Multisim.

D’apreés la figure (4.16), nous observons que la synchronisation est établie entre I'émetteur et

le récepteur, en conséquence, I’information cryptée est également bien reconstruite.
En comparant les figures (4.4), (4.5) et (4.6) a

qualitatif entre les simulations numériques avec Simulink / Matlab et les simulations du

circuit avec Multisim.

a la figure (4.16), on observe un trés bon accord
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4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons développé et présenté une nouvelle approche pour sécuriser un
récepteur perturbé, qui est basé sur le systeme chaotique a retard d'ordre fractionnaire de
Chen. L’efficacité et la performance de I’approche a été vérifiée a travers des simulations
numériques sous Simulink\Matlab et une réalisation d’un circuit électronique simulé avec
Multisim. Dans une premiére partie, un nouveau systeme de communication sécurisée
proposé comprend trois étapes : la premiére étape consiste a injecter 1’information dans la
dynamique du systéme fractionnaire chaotique a retard de Chen (émetteur). La deuxiéme
étape est réservée a la synchronisation du systéme perturbé d’ordre fractionnaire chaotique a
retard de Chen (récepteur). La derniere étape une reconstitution de I’information par un
algorithme de démodulation.

Dans une deuxieme partie, nous avons présenté un nouveau théoréme pour le contréle H-
infini avec une démonstration détaillée, utilisant le LMI, afin d'établir la synchronisation entre
I'émetteur et le récepteur bruité. Différentes simulations ont été faites avec objectif de montrer
la robustesse de 1’approche proposée.

Dans la derniére partie, nous avons schématisé électroniquement un crypto-systéme, basé sur
un systeme fractionnaire chaotique a retard de Chen. Différentes simulations ont été
effectuées afin de comparer les résultats numériques sous Simulink et les résultats sous
Multisim, et prouver que le systeme de communication securisee proposé possede une bonne

performance.
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Conclusion genérale

Nous nous sommes penchés dans ce travail de these sur le probleme de synchronisation des
systemes fractionnaires chaotiques a retard, et nous nous sommes arrivés a une contribution
principale qui consiste a la conception et la réalisation d'un nouveau systeme de
communication securisee basé sur les systemes fractionnaires chaotiques a retard. Notre
deuxiéme contribution consistait au contrdle d'un systeme fractionnaire chaotique a retard, et
ce a l'aide d’une nouvelle approche basée sur la commande prédictive en utilisant quelques

propriétés du calcul fractionnaire.

Nous nous sommes intéressés dans le premier chapitre de ce manuscrit aux systémes
fractionnaires chaotiques a retard, en présentant d'abord le chaos, sa théorie, et des réalisations
analogiques des opérateurs fractionnaires. Nous avons également présenté le long du chapitre
1 les équations différentielles fractionnaires et les différentes méthodes de résolution
numeérique qui leurs sont correspondantes. Nous avons touché dans ce méme chapitre aux
systemes fractionnaires linéaires et non linéaires et aux systemes fractionnaires chaotiques a

retard.

Le deuxieme chapitre, a été dédié a la théorie de la synchronisation, pour cela, nous avons
présenté tout d'abord les deux types de couplage de synchronisation. Ensuite, nous avons
survolé la synchronisation des systémes chaotiques d’ordre entier et sa généralisation au cas
des systéemes chaotiques d’ordre fractionnaire (non entier). Nous avons également revu la
litterature du domaine, et nous avons présenté quelques travaux connexes, avant de finir le

chapitre par la présentation des différentes techniques de chiffrement.

Notre premiere contribution qui est présentée le long du chapitre 3 consiste au développement
d'une nouvelle approche pour contrbler un systeme fractionnaire chaotique a retard.
L'approche proposée est basée sur la commande prédictive et quelques propriétés du calcul

fractionnaire. Pour pouvoir bien présenter notre contribution, nous avons commencé le
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chapitre par un rappel du principe de la commande prédictive pour les systémes chaotiques
d’ordre entier. Nous avons posé et démontré un théoreme assurant la convergence du systéeme
fractionnaire chaotique a retard controlé. Nous avons appliqué I'approche développée pour
assurer la synchronisation de deux systemes fractionnaires chaotiques a retard. Nous avons
réalisé en fin du chapitre le schéma d'un systeme contr6lé sous le logiciel Multisim afin de

prouver que 1’approche proposée est fiable.

En dernier chapitre, un systeme de communication sécurisée basé sur le systeme chaotique
d'ordre fractionnaire a retard de Chen est présenté, avec sa réalisation en circuit électronique
sous le logiciel Multisim. Nous avons commencé par présenter le systéme
émetteur/récepteur. Ensuite, un deuxiéme théoréme est proposé et démontré, et qui est basé
sur le contréle H-infini et une analyse avec LMI et ce afin d'établir la synchronisation entre
I'émetteur et le récepteur bruité. Un algorithme de démodulation chaotique était utilisé pour
reconstituer le message transmis. Nous avons terminé le chapitre par une réalisation du circuit

électronique du crypto-systéme avec une simulation en utilisant Multisim.

Comme perspective de ce travail, nous proposons I’implémentation du schéma de

transmission propose sur une carte programmable tel que FPGA.
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Résumé

Résumé:

Les travaux présentés dans cette thése s’articulent autour du cryptage d’informations par le
chaos. Le premier objectif de cette these est le développement d’une nouvelle approche
robuste pour le contrdle et la synchronisation des systemes fractionnaires chaotiques a retard
en se basant sur la théorie du contrdle prédictif non linéaire et les propriétés de base du calcul
fractionnaire. Un nouveau théoréme est proposé et démontré permettant de garantir la
convergence de la trajectoire chaotique vers le point d’équilibre du systéme fractionnaire
chaotique a retard. Une réalisation électronique sous Multisim, correspondant & cette premiere
contribution, est effectuée. Et une synchronisation est assurée entre deux systemes chaotiques

fractionnaires a retard.

Le deuxiéme objectif consiste en la conception d’un nouveau systéme de communication
sécurisée, basé sur un systeme fractionnaire chaotique a retard dans un canal bruité en faisant
recours au controleur H* et a la théorie d’inégalité matricielle linéaire. L’ordre fractionnaire
du systéme, et la présence du retard augmente la complexité et I’instabilité du systeme, ce qui
conduit a I’amélioration de la sécurisation des communications. Afin de montrer la faisabilité
du systeme de communication sécurisée proposé, une réalisation d’un circuit électronique en
utilisant l'outil  Multisim est effectué. Les différents résultats numériques sous
Simulink\Matlab et les résultats des simulations électroniques sous Multisim montrent que le

crypto-systéeme proposé posséde de bonnes performances.

Mots clés : systeme fractionnaire chaotique a retard, calcul fractionnaire, synchronisation,

cryptage, contréleH”, commande prédictive, décryptage, inégalité matricielle linéaire.



Abstract

Abstract:

The work presented in this thesis focuses on the encryption of information by chaos. The first
objective of this thesis is the development of a new robust approach for the control and
synchronization of fractional order delayed chaotic system based on nonlinear predictive
control theory and the basic properties of fractional calculus. A new theorem is proposed and
demonstrated that guarantee the convergence of the chaotic trajectory towards the point of
equilibrium of the fractional order delayed chaotic system. An electronic realization under
Multisim, corresponding to this first contribution, is carried out. And a synchronization is
ensured between two fractional order delayed chaotic systems.

The second objective is to design a new secure communication system, based on a fractional
order delayed chaotic system in a noisy channel using the H* controller and the linear matrix
inequality theory. The fractional order of the system and the presence of the delay increase the
complexity and the instability of the system, which leads to the improvement of the security
of the communications. In order to show the feasibility of the proposed secure communication
system, an electronic circuit is performed using the Multisim tool. The different numerical
results under Simulink \ Matlab and the results of the electronic simulations under Multisim

show that the crypto-system proposed has good performances.

Key words: fractional order delayed chaotic system, fractional calculus, synchronization,

encryption, H* control, precidtive control, decryption, linear matrix inequality.
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