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In{roductfon génerale

Introduction générale

Les systémes dynamiques non linéaires & dynamique complexe ont tardivement fait

l'objet d'intenses recherches et explorations donnant naissance 4 la fameuse théorie du

chaos [1]. Le développement important des travaux sur les systémes non linéaires et a

conduit a la découverte de
¢été le premier a4 mettre en
modéle de calcul de la co

d'impact a ce moment-1a et

la dynamique chaotique, par Lorenz en 1963 [2]. Ce dernier a

évidence l'extréme sensibilité aux perturbations d'un simple

nvection atmosphérique. Le travail de Lorenz n'a eu que peu

ce n’est qu'au début des années 1970, que les recherches sur le

chaos ont véritablement démarré. Li et York ont été les premiers a utiliser le terme "chaos"

pour exprimer un comporte

périodique [3].

« This is an apparent

drawn. » ce qui se traduit

ment plus compliqué que I’équilibre, le périodique et le quasi-

paradox from which, one day, useful consequences will be

par « C’est un paradoxe apparent a partir duquel, un jour, les

conséquences utiles en seront tirées ». Ces mots sont la réponse de Leibniz a la lettre de

L’Hopital dans laquelle on
?" ». Plusieurs auteurs con
heure de naissance du cal
mathématique datant de pl
roman et encore nouveau s
G.W. Leibniz (1695, 1697)

En 1990, Pecora et (

pour la premiére fois [6]

chaotiques identiques avec

lui posé la question suivante « Que faire si I’ordre sera de 1 /2
siderent cette lettre datée en 30 septembre 1695 [4], cornme
lcul fractionnaire. Donec le calcul fractionnaire est un sujet
us de 300 ans. Ce sujet peut étre considéré comme un vieux
ujet. 11 est un vieux sujet, & partir de certaines spéculations de

et L. Buler (1730), il a été développé jusqu’a nos jours [5].

“arroll ont présenté le concept de "synchronisation du chaos"
et introduit une méthode pour synchroniser deux systémes

des conditions initiales différentes. A partir de cette date, la

synchronisation des systémes chaotiques est devenue de plus en plus intéressante aux

chercheurs dans des champs différents. Le probléme de concevoir un systéme imitateur du

comportement d’un autre

systémes chaotiques sont g

systtme chaoticue, est appelé la synchronisation. Les deux

¢néralement appelés respectivement, systéme maitre (drive) et

systéme esclave (slave) [S].

L’objectif principal de non!re travail dans ce mémoire de fin d’études est d’étudier le

phénomeéne de la synchronisation d’un systéme chaotique d’ordre fractionnaire par la

méthode de commande passive et de concevoir le circuit de synchronisation.
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Afin de bien présenté notre travail, nous avons organisé de la fagon suivante :

Le premier chapitre : Dans la premiére partie nous évoquerons briévement les

notions de base sur Jes systémes dynamiques ainsi que les systémes dynamiques chaotiques

ol nous introduirons une série de définitions qui nous permettront de donner des

définitions assez claires sur e phénomene du chaos, les caractéristiques du chaos seront
aussi présentées. La dr:uxiéme partie sera consacré aux €léments de base du calcul

fractionnaire, un rappe]i historique et quelques concepts préliminaires seront introduits

comme la transformée de Laplace, la fonction gamma et la fonction de Mittag-Leffler qui

joue un réle important dans la théorie des équations différentielles fractionnaires. Trois

approches (Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville et Caputo) a la généralisation des

notions de dérivation seront ensuite considérées.

Le deuxiéme chapitre : Il est dédié & la synchronisation des systémes chaotiques

fractionnaires. Nous avons introduit ja notion de synchronisation et les différents méthodes

et types de la synchronisation des systémes chaotiques fractionnaires tout ¢a aprés un

historique de ce phénomeéne.

Le troisitme chapitre

puis, & ’application de

+ il est consacré a la présentation de la commande passive,

cette commande pour synchroniser deux systémes chaotique

fractionnaires. A la fin de ce chapitre, le circuit de synchronisation sous Multisim est

développé.

Une conclusion géi

mémoire.

nérale et quelques perspectives sont données a la fin de ce
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. Chapitre 1 : Evat de Part sur les Sysiemes ch aotiques ei fractionnaires

Chapitre 1

i Etat de Iart sur les systémes chaotiques
. et fractionnaires

Dans ce chapitre, aprés un rappel sur les systémes dynamiques et les systdmes chaotiques
et leurs propriétés générales, nous présentons les différents outils mathématiques qui nous
servent a caractériser le comporiement chaotique. Ensuite nous rappelle récapitulatif sur

le calcul des dérivées fractionnaires.




Chapitre | :

1.1 Introduction Su

Le mot chaos pr
I’espace vide infini dor

Les Romains ont repris

chose d'informe, dans lequel ~ croient-

I’harmonie [1]

En 1892, le ma
mécaniques, dont I’évol

peuvent exhiber un mous

En 1963, le météc

trois équations (non linéa

complétement chaotiques

chaos déterministe dans |

En 1975, les math
du chaos [2].

Cependant les tray

-1
-

permettre de comprendre

Alexandre Lyapounov.

Il existe plusieurs définitions possibles du chaos. Ces défi

équivalentes, mais elles ¢
chaos. Ci-dessous, nous pt

permettent de comprendre

Le concept modern

contextes scientifiques, ¢

d’application comme les

I’économie.

end son origine

it ils ont supposé 1’

oy Jhean . - . e
Etat de art sur les Systémes chaotiques et fractionnaires

Ir les systémes chaotiques

du terme « yo00 », utilisé par les Grecs pour décrire
existence avant I'émergence de toutes choses.
le terme et interprété 1'idée sous-jacente pour concevoir quelque

ils — I’architecte duy monde a introduit ’ordre et

thématicien Henri Poincaré a démontré que certains systémes
ition temporelle est gouvernée par des équations Hamiltoniennes,

yement chaotique [1].

rologiste EN. Lorenz découvre que méme un simple ensemble de
lires couplées de premier ordre) peut donner lieu 4 des trajectoires
. Ainsi, Lorenz a mis en évidence un des premiers exemples de

°s systémes dissipatifs [3].

ématiciens Tien- Yien Li et James A. Yorke ont trouvés e nom

aux de certains scientifiques bien avant cette découverte vont

la dynamique chaotique, comme ceux d’Henri Poincaré et

nitions ne sont pas toutes
onvergent vers certains points communs caractérisant ainsi le
résentons d’une maniére succincte quelques caractéristiques qui

les points marquants d’un systéme chaotique [4].

¢ du chaos déterministe est de plus en plus utilisé dans des
N peut ainsi trouver le chaos dans plusieurs domaines

mathématiques, la physique, la chimie, la biologie ou encore
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Ltat de Dart sur les Systémes ch aotiques et fractionnaires

1.2 Systémes dynallniques

Un systéme dynamique est une structure qui évolue au cours du temps de fagon a la

fois [5]:

» Causale : Ol son
» Déterministe :

présent va corresp

L’évolution déterministe

distinctes :

avenir ne dépend que de phénomeénes du passé ou du présent
"est-d-dire qu’a partir d’une condition initiale donnée a I’instant

ondre & chaque instant ultérieur un et un seul état futur possible.

du systéme dynamique peut alors se modéliser de deux  fagons

> Une évolution | continue dans le temps : Représentée par une €quation

différentielle ordinaire,

» Une évolution discréte dans le temps : L étude théorique de ces modéles discrets

est fondamentale,

car elle permet de mettre en évidence des résultats importants,

qui se généralisent souvent aux ¢volutions dynamiques continues, Elle est

représentée par le

modele général des équations aux différences finie.

1.3 Systémes dynamiques chaotiques

La définition qu’on peut donner su chaos est que c’est un phénoméne qui peut

apparaitre dans les systémes dynamiques déterministes non linéaires. Il présente un aspect

fondamental d’instabilité
pratique a long terme. Un

semble aléatoire [6].

appelé aux conditions Initiales, ce qui le rend imprédictible en

¢ autre caractéristique du systéme chaotique est son évolution qui

Nous présentons quelques caractéristiques qui permettent de comprendre les points

marquants d’un systéme chaotique [2].

» Déterministe : Un systéme chaotique & des régles fondamentales déterministes et

non probabilistes.

Le déterminisme est la capacité a « prédire » le futur d’un

phénoméne & partir d’un événement passé ou présent. L’évolution irréguliére du

comportement d’un systéme chaotique est du aux non linéarités,

» L’imprévisible :

En raison de la sensibilité aux conditions initiales, qui peuvent

étre connues seulement & un degré fini de précision.
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Etat de Uart sur les Systemes chaotigues et ractionnaires
___.___\V\_qﬁl—-—______

> L’irrégularité : Ordre caché comprenant un nombre infini de modéles périodiques

instables (ou mouvements). Cet ordre caché forme Pinfrastructure des systémes

chaotiques.

» Trois degrés de liberté : Sont suffisants pour donner naissance au chaos. Un

systéme continu|de moins de trois degrés de liberté ne peut étre chaotique.

» La non-linéarité :

Un systéme chaotique est un systéme dynamique non linéaire,

Un systeme linégire, ne peut pas &tre chaotique.

> La sensibilité aux
Initial peuvent men

final.

» L’aspect aléatoire
aléatoires,

conditions initiales : De treg petits changements sur I’état

er a des comportements radicalement différents dans son état

+ Tous les états d’un systéme chaotique présentent des aspects

1.4 Techniques de caractérisation du comportement chaotiques

L’identification dT':s

caractéristiques des systémes non linéaires & partir

d’observations peut se faire grace 4 des outils issus du domaine des dynamiques non

linéaires tels que [7] : ’espace des phases, les exposants de Lyapunov, la notion attractrice.

1.4.1 Espace de phases

Un systéme dynamique est caractérisé par un certain nombre de variables d’état, qui

ont la propriété de définir complétement 'état du systéme a un instant donné. Le

comportement dynamique

variables d’état.

Cet espace est appel

associé a cet état décrit une

1.4.2 Notion d’attracteur

du systéme est ainsi relié¢ a ’évolution de chacune de ces

¢ I’espace de phase ou chaque point définit un état et le point

trajectoire, appelé également une orbite [5].

L’¢tude du comportement asymptotique d’un systéme dynamique régi par un flot

d’équations différentielles non linéaires révéle trés souvent la notion d’attracteur, défini

comme [’ensemble compac

't de I’espace des phases invariant par ce flot et vers lequel

7
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convergent toutes les trajectoires dy systeme. Il existe quatre cas de figures correspondants

a des solutions différentes du flot, mettant en évidence des attracteurs différents [5]:

» Le point attracteur : correspondant & une solution stationnaire constante, donc de
fréquence nulle.

> Le cycle limite ttracteur : caractérisant un régime périodique, la solution possede
une seule fréquence de base.

> Le tore supra Tr (122) : cet attracteur correspond & un régime quasi-périodique
ayant r fréquences de base indépendantes (cas e plus simple r=2, dynamique bi
périodique).

» L’attracteur etrange : cet attracteur est associé a un comportement quasi-aléatoire
dit chaotique, caractérisé par un spectre de puissance continue et une fonction
d’autocorrélation s’annulant rés rapidement.

Figure 1.1: Attracteur de Lorentz
1.4.3 L’exposant de Lyapunov

Prédire I’évolution |dans le temps d’un systéme chaotique est difficile 4 réaliser &
cause de la divergence rapide de deux trajectoires démarrant de deux conditions initiales
trés proches. Pour cette raison on se tourne vers la mesure ou ’estimation de la vitesse de
divergence ou de convergence, cette vitesse est donnée par les exposants de Lyapunov qui
caractérisent le taux de séparation de deux trajectoires ayant des conditions initiales trés

proches [5].

Deux trajectoires dans le plan de phase initialement séparées par un taux z, sont

séparées, aprés un temps Az = 1, —4,par un taux z, tel que:

8
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]szwe'wlzlf

De ce fait, et en

Etat de Vart sur les Systémes ch aotiques et fractionnaires

(1.1)

passant & la limite on obtient I'exposant de Lyapunov qui

représente le logarithme moyen de ’accroissement

1. |z|
A~ lim —Ini22!
At Af ’31 ' (1'2)
X(t)
P /\: i
s ( z2
- ...:a"} .-I.. 21 o \‘
_5: | T =
t1 t2 t
Figure 1.2 | Divergence de deux trajectoires dans le plan de phase

Pour un attracteur non chaotique, les exposants de Lyapunov sont tous inférieurs ou

€gaux a zéro et leur somme est négative. Un attracteur étrange possédera toujours au moins

trois exposants de Lyapunov, dont un au moins doit étre positif (voir Tableau 1.1).

On constate donc q
I’illustration de la dynamic
chaotique ou pas).

ue I'exposant de Lyapunov représente un outil trés utile pour

Jue d’un systéme (entre-autre pour déterminer si un systéme est
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- ]
Etat stable Attracteur _ Dimension Exposants de
Lyapunov
|
Point d’équilibre Point 0 i Ay S 2,20
|
N périodique Cercle 1 A =0
4S84 <l
i
Période d’ordre 2 Tore 2 | A=21,=0
B A, SuS 4,50
2 |
Période d’ordre K K-Tore K A =u=4=0
= e Bl B, 5D
[ Ai>0
n
chaotique Non entier Z Ai<0
¥ =1
Hyper chaotique Non entier A1>0
| A2>0
p— n
D ai<o
i=1

~ Tab 1.1 : Classification des systémes dynamiques selon leurs exposants de Lypunov

10 |
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1.5 Introduction Su

Etat de Part sur les Systémes chaotiques et fractionnaires

Ir les systémes fractionnaires

Le caleul fractionnaire a 300 ang d’existence mathématique, Tout au long de ces
|

années, connaissait les

contributions de nombreux mathématiciens qui ont donné plusieurs

approches et définitions [8].

Nous présentons

ici les principales étapes historiques de I’élaboration du calcul

fractionnaire, jusqu’a son essor dans le développement d’applications dans les années

1970. Nous nous appuy

ons sur les ouvrages [9. 10] pour couvrir la période de 1695 3 1974,

En 1695; [13] L histoire du caleul fractionnaire commenga par une question clé de

Leibniz Dans une lettre

au Marquis de L'Hospital il propose de généraliser sa formule pour

la dérivée #'“™ d’un produit de deux fonctions 4 7> 0et introduit la notation 4" *h . 11 écrit

notamment que " d"*x = yd: x .

En 1730 ; Euler est le second grand mathématicien & aborder la question. Dans son

article [11] ou il intro
(T(n+1)=n!), 1l concl

avec £>0.

duit sa célebre fonction Gamma T qui généralise la factorielle

ut en proposant une définition pour la dérivée d’ordre ¢ > 0 de x” .

En 1822 ; [13] Mentionnons ensuite le travail de Fourier qui, gréce 4 sa célebre

transformée, obtient une |autre définition de la dérivée d’ordre réel. En composant la

transformée de Fourier (réelle) d’une fonction f avec sa transformée inverse, Fourier

retrouve 1’identité :

+0 a7

f(x)z—;;Lif(a)cos(p(x-a))dadp. (1.3)

Il remarque ensuite que lla dérivée midme n™(nel)du terme en cos peut s’écrire

comme ;

n

ax”"

nir

cos(p(x-a)) = p" cosfp(x—a)+-—é—] (1.4)
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Etat de g,

Le membre de 4
définir la dérivée d’or

Fourier obtient ainsj la

d" 1%
/=51

En 1823 ; [13] ¢
tautochrone généralisé.

Entre 1832-1837 ]

comme semblent |’ attest

Entre 1867-1 868;

fractionnaire comme limi

est la limite de la différes

parh.

En 1892 ; [13] Heaviside fournit cett

calcul fractionnaire (Ie

Iroite garde un

er les huit article:

M sur les Svstemes chy aotigues et [ractionnaires

3ens si on remplace 5 par u > 0, ce qui permet de

dre u de cos( P(x-a)). En utilisant cette définition dans (1.3),

dérivée d’ordre u > () de 1

)p* cos[ p(x ~a) + f%’i]dadp (1.5)

\bel utilise le calcul fractionnaire pour résoudre le probléme du

Liouville est le premier a étudier en détai] Je calcul fractionnaire,
s qu’il publia entre 1832 et 1837 [13].

Griinwald puis Letnikov

te de différences finies, par analogie avec la dérivée usuelle qui

proposent de définir une dérivée

ice finie (opposée 4 infinitésimale) entre f(x+h)et £ (x)divisé

€ année-1a la premiére application concréte du

autochrone d’Abel relevant davantage du cas d’école) pour la

résolution de I’équation de la chaleur unidimensionnelle :

) 5 B
ET(x,I]: a’ az—?‘(x,r

La démarche d’Heaviside ¢

fournit toutefois la bonne

T(x,t)=T, exp(—axp”z)

Il suppose ensuite que p'

12 de T; | En développ

exacte de (1.6).

En 1927 ; il introduit

(1.6)

)

est loin d’étre rigoureuse (elle ne sera justifiée qu’en 1919), mais

solution, il trouve que

Ty =T,/nt...... ce qui correspond en fait 4 la dérivée d’ordre

ant la solution en série entiére, il obtient finalement la solution

une nouvelle définition de la dérivée fractionnaire :

12
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=fapire Llal d __M______

ooAa' .
Dl f(x)= c‘fﬁé{g—ﬂcﬂ (1.7)
0

-

Ou, @>0, /e avec 1> @ et ¢ est une constante de normalisation. L'opérateur Ajf est

une différence finie d’ordre/, (par exemple, A f(x)= f(x)- £ (x~1)) L’avantage d’une

telle définition par rapport aux autres est qu’elle est moins restrictive quant a la régularité

de f.

En 1970 ; Dans [12] Oldham et Spanier traitent le probléme du flux de chaleur a a
surface d’un conducteur thermique. Ils montrent que lors d’un phénomeéne de diffusion, le
flux de diffusion est proportionnel & la dérivée 1/2 du parametre physique (température,
concentration d’espéces chimique, potentiel clectrique, etc). D’aprés I"historique de Ross
reproduit dans [9], ce| probléme semble étre & I'origine de I'extension du calcul

fractionnaire hors du champ des mathématiques,

En 1974 ; Cette année-1a se tient a I’Université de New Haven (Connecticut) la

premiére conférence sur le calcul fractionnaire organisée par Ross,

Ce chapitre constitue une partie préliminaire dans laquelle on rappelle des notions et
des résultats fondamentaux de la théorie de I’analyse fonctionnelle qui représentent un
outil indispensable dans notre étude.

1.6 Représentation de la dérivée fractionnaire

On peut généraliser 1'opérateur de différentiation dans une seule opération

fondamentale , Df oli a et  sont les limites de Popération [14.15] L’opération est définje

comme suit:
d? g>0
@
A =41 g=0 (1.8)

13
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Etatde !’ 2 lar

L.7 Fonctions spéci

» La fonction g

L sur les Systémes ckaoggques et fractionnaires

fiques pour la dérivation fractionnaire

ma : L’une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la

fonction GammaIl:i’Euler I'(2). Elle est définie par 'intégrale suivante [1 6] :

r(z)= J'e ",

Avee: I'(1)=1,I"(0,)

pour0<z<1. Une prop

récurrence suivante

1)=2I(z).

I'(z+

Qu’en peut démontrer par

I"(z + 1) = Te"‘t‘dt = [—e

La fonction Gamma d’Euy

» La fonction beta

titre que la fonction gamma) es

B(p.g)= [t (1-1)"g
0

Qui peut étre lide avec la f¢

S8

Avec: Re(p)>0 et Re(g)

» La fonction Mittag

Jjoue également un r

2 +oo,F(z)

riété importante

(1.9)

st une fonction monotone et strictement décroissante

de la fonction Gamma I’ (2) est la relation de

(1.10)

une intégration par parties :

z] +zje ‘tldt = 2T (2

er généralise la factorielle car T (n+ 1)=nl,YneN,

: la fonction Bé:a (qui est un type d’intégrale d’Euler, au méme

it une fonction remarquable définie par [8] :

7 (1.11)

onction gamma I'(z) par la relation suivante :

1.12)

>0

-Leffler [16] : La fonction de Mittag-Leffler 2 deux paramétres

Ole trés important dans la théorie du calcul fractionnaire. Cette

14
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derniére a ét¢ introduite par Humbert et Agrawal en 1953 et elle est définje par le
développement en série suivant ;

E ;(2)= Zl‘(ak+ﬁ]’a>0’ﬂ>0

Pour £ =1, nous obtenons Ia fonction suivante :

o0

E
ai(2)= Y I‘(ak +1)

= Ea(z)

A partir de la relation (1. 13) on montre que :

- =

Ell(z) Z: l"(k+l) g:

k=0

(1.13)

(1.14)

(1.15)

(1.16)

1.8 Opérateur de dérivations fractionnaires, Définitions et propriétés

Nombreuses sont les définitions des dérivées fractionnaires. Nous présentons dans

cette partie celles qui sont les plus populaires et les plus utilisées.

1.8.1 Dérivée de Griinwald-Letnikov

Cette définition se

reprenons ici la présentation de [13].

Soit /:0 —0", Pourh>

rhf(£)=f(t—h).

On a ainsi :

7(0)=lim (F 076 ) =lim - id-5,) 70,

base sur I’obtention de dérivées par différences finies. Nous

0, notons 7, I’opérateur de la translation a gauche :

(1.17)

15
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En notons : 77 = 7,°7,,0na
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: r,ff(t‘) =f(t—2h).

Concernant la dérivée seconde,

f"(r)=},i.£‘3(%("d"”"J e

=£i_gg£?(id—2r, +r,';’)f(r),
=£;£13£3(f(r)»—2 ft=h)+f@- 2;;)). (1.18)

Plus généralement, la dérivée de fest donnée par :

() =tim-L(id -z,)! 7o,

. 1 &(m . gr—k 8 k
- tim L (k}d (=)' (1),

= lim = 3"(~1)" (;"J £(t-h), (1.19)

Ou;

i nl a(n=1)....
k) k\(n-k)! k!

n s -
I est possible d’étendre (:] 3 k>n, en posant( kJ =0. La formule (1.16) devient alors

) =lim> Z( )3 mf (1~ %) (1.20)

La encore, on peut généraliser le terme de droite grace & la fonction Gamma, en posant

pour
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aeR*\NEtkeN, |* |- ___L(@+]) ) _
" T(k+l)l‘{a 5T 1) Notonscettefmsque )#0 méme si

k>a.

> Définition 1.1 ; Soit o >0, La dérivée de Griinwald- letnikoy a gauche d’ordre o
est définie par

Veen & D“_nmi‘
h->0" % f

:Ll“"l3

( }f(’ kh). (1.21)

s ;
En remarquant que lim };(:d ~7(=h)) £ (t)==£() on obtient Ia dérivée de Griinwald

Letnikov & droite.
> Définition 1.2 : Soit o> 0.La dérivée de Griinwald- letnikov & droite d’ordres a

est définie par :

("’Da-}lllglﬁ (= 1)( }/(ukh}. (1.22)

La dérivée de Griinwald-Letnikov présente un intérét numeérique évident. Si / est assez
petit, ’évaluation discrete de;ggg(—l)& (:}(Hkh). permet d’approximer la dérivée
fractionnaire sur [ (de Liouville).

1.8.2 Dérivée de Riemann-Liouville

Riemann réalise le lien entre intégrale fractionnaire et la dérivée fractionnaire a

partir de la solution de 1’équation intégrale d’ Abel [8] pour touter € |0, 1] .

SoitI'équation :

Jfx)= i (x-1) @(a‘)dt ........... x>0 (1.23)

F(a)
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Formellement I'équation (1.20) peut étre résolue en changeant x par t et t pars

et on multiple I'équation par (x=1)" et en I'intégrant donc (1.20) devient :

I(x 4 dt;f(t <)) = r(a)j(jx —b) £ (e (1.24)
En appliquant le théoréme de F UBINI :
J ¢(S)ds-j (x=0)" (t=s) " dr=r (a)jlfx 1) f@yar (1.25)

Avec le changement de variable 7 = g + 7 (x—s)et la fonction Beta on trouve :

X

— 1 h e
! o (s)ds = e J' (x+1)" f(t)dr (1.26)
Apres la différentiation on arrive finalement a I’expression :
o(x)= Tia) s j(,—c —t)“ f(r)dr (1.27)

> Définition 1.3 : Pour cr ¢ |0, [ et a<x<bonal'expression suivante -

j (x=1) f()dr (1.28)

Est appelée la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville (a gauche).

Prenons maintenant le cas général rel quen—1<a < n,donc @ =(n-1)+ ftel que

0 < B <l1c’est-a-dire est la partie entiére de o et [3 son reste.

> Définition 1.4 : si & > O n’est pas un entier, alors nous définissons

DL f (x)= DIt £ (x) = £

= [D/f()]

18
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~ dnl 1
'F[r(l—a)abcj(x 1) f(t)dt]

Alors :

1 d’ 7

P )=y |

1.8.3 Dérivée de Caputo

r”l X

j(x )™ 1 (t)dr

Etat de Part sur Jes Systémes chaotiques et [ractionnaires

=)™ finya (1.29)

Bien que la dénv?non fractionnaire au sens de Riemann-Liowville a joué un role

important dans le développement du calcul fractionnaire, plusieurs auteurs y compris

Caputo (1967-1969) ont

rendu compte que cette définition doit |atre révisé, car les

probléemes appliqués en viscoélasticité, mécanique des solides et en rhéologie, exigent des

conditions initiales physiquement interprétables par des dérivées classiques, ce qui n’est

pas le cas dans la modélisation par I’approche de Riemann-Liouville qui exige la

connaissance des conditions initiales des dérivées fractionnaires.

» Définition 1.5 [8]:

soient (D;if )(x)et (D;‘_ £ )(x) les deux dérivées qui sont

définis précédemment On définit Ja dérivée fractionnaire de Caputo qu’on la note

par: (“Dg f )(x) et (‘D )(x) respectivement, comme suite :

a+

Dérivée gauche : ( 258 4

Dérivée droite : (

Ou n=[a]+1 pour agl]

particulier si O<ar <1

G =il
/)(x)= [D“ [f(x) REULE )D(xJ (130)

Dif)(x)= ( [ £~ g’ “(b)(" i3 J(x) (1.31)

i

» n=apour o ell tels que [a]est la partie entiére decr. En
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(‘D) (%)= (D5 [F )~ f@)])x)

AL
Pl ———L(x~a)' (1.32)

=(D* -
(D, f)(x) T (k—a])

ThoAs

(‘D7) (x)= (D [F @) -/ ®)]) )

=(D}, f)(x)~ v-b)"" (1.33)

» Définition 1.6 [8]:| Cas général soient e ell avec R(a)>0 et nel tel que

n-1<R(a)<n et|feC” ([a,b]). La dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de

Caputo de la fonction /" notée “ DY f est définie par :

DEf(x)= 1D £ (x)= [70 ) 1) e (1.34)
F(n a),

1.8.4 Propriétés

Les principales propriétés des dérivées et intégrales d'ordre fractionnaire sont les

suivantes [17]:

DD’ f(t)=D""£(t)
DD f(t)=D°f(r)= £ () (1.35)
D* [af(t) +bg (I)] =aD” f(t)+bD%g (7)

1.9 Conclusion

Dans ce chapitre, on|a donné les notions de base de systémes dynamiques et les

systétmes dynamiques chaotiques qui sont caractérisés par la sensibilité aux conditions

initiales, telles-que ks techniques de caractérisation du comportement chaotiques: espace

de phase, La notiond’attracteur et L.’exposant de Lypunov.

La derniére section du chapitre est consacrée a la théorie du calcul fractionnaire.

On a introduit les fonctions| spécifiques pour la dérivation non entiére, puis nous avons
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essayé de donner trojs approches des dérivées fractionnaires (I"approche de Grunwald
Letnikov, de Riemann Liouville et celle de Caputo) ainsi que leurs propriétés,
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Chapitre 2

Etat de lart sur Iq Synchronisation des
systemes chaotiques Sfractionnaires

Dans ce chapitre nous

présentons une étude sur Ig synchronisation des systémes

chaotiques fractionnaires, La 1°7 section de ce chapitre, nous allons présenter quelques

bréves notions sur I'histo

ire de la synchronisation. La section 2.2 consacrée sur Concept

et méthodes de synchronisation. Dans la section 2.3 nous présenterons les principales

méthodes de synchronisa

nous donnerons de notion

tions des systémes chaotiques. Enfin dans la derniére section,

de base sur les différents types de la synchranisation.
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2.1 Introduction

Le mot "synchro
"xpvog " (chronos) qui v
de faire se produire g

appartenant a des séries

L’histoire de la sy
hollandais Christian Hy
Supportées par une mén
périodiques (méme phasy

d’une des pendules était |

C’était la premidre
la cause de cette synchrof
a peine perceptible [2]. C
horloges. Par conséquen
qu’aux mouvements péri

systemes chaotiques.

En résumé la sy

(périodique ou non) das a

qui doivent étre rassemblé

® Les systémes oscil

Le changement du

Le changement du

Si un oscillateur ch

En 1983; Chua a a

€lectroniques linéaires par

En 1983; Fujisaka

aléatoire du chaos nous am¢

En 1990 ; les deux cl

chaotiques identiques peuve

risur la synch;

Chapitre 2 Etar de |’

nisation" vient du grec " gpy "

eut dire "temps"

u s’accomplir simultanément (plusieurs faits,
différentes) [1].

¢ et méme fréquence). En outre, il a remarqué quesil’

‘onisation des systo 1 fracti ]
Vstemes chaggggaes ractionnaires

(syn) qui veut dire "ensemble " et

- De plus le dictionnaire Ia définit en tant qu’action

plusieurs actions

nchronisation revient au 17eme si¢cle quand le célébre scientifique

YECNS a rapporté son observation, que deux horloges & pendule
he planche en bois,

finissaient par avoir les mémes oscillations

oscillation

perturbée par une force externe, elle reviendrait 4 son état initial.

découverte de la synchronisation. La conclusion de Huygens sur
nisation est le mouvement de la planche en bois, malgré qu’il soit

"¢ mouvement représente donc un faible accouplement des deux

t, dans le contexte classique la synchronisation n’est réservée

odiques. Par ailleurs le concept moderne couvre également les

chronisation est le changement du rythme des osc

X interactions faibles. Selon Pikovsky [2], il

illateurs
y a trois conditions
€s pour qu'un phénomene soit considéré synchrone [1] :

lent indépendamment.

comportement est dii & un ccouplement faible,

comportement se produit dans une certaine gamme de disparité.

ange lentement, le second devrait suivre cette variation,

bordé la question de synchronisation en utilisant des circuits

morceaux [3].

et al ont ét¢ proposés I’hypothése suivante : I’aspect pseudo

ene a penser qu’il est impossible de le synchroniser [4]

hercheurs Pecora et Carroll [5] ont montré, que deux systémes

ent se synchroniser. Cette découverte a ouvert la voie pour des
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applications du chaog aux  télécommunications et encore d’autres méthodes pour

synchroniser le chaos.

Depuis les anndes 90, de nombreux ouvrages ont été¢ publiés au sujet de la
synchronisation chaotique. Une raison importante de |'attirance des chercheurs vers la
synchronisation des systémes chaotiques est son application & la communication sécurisée.
Les travaux de Pecoral et Caroll ont permis de suggérer que les systémes chaotiques
pourraient étre utilisés| dans la communication, ou leur nature semblable aux bruits
ameliorerait la sécurité et e rejet des perturbations. En effet, une fois la synchronisation

entre I’émetteur et le réc epteur atteinte, il est possible de récupérer un message masqué par
I"émetteur chaotique.

En 1990; Parlitz proposa le couplage de deux attracteurs étranges identiques, dans le
but de camoufler un me ssage confidentiel en le Superposant 4 un signal chaotique, et le

restaurant a la réception [3).

En 1992; les ingénieurs ont réalisé des systémes de communication chaotique
sécurisée [6.7].

Apres la méthode de Pecora et Carroll d’autres propositions pour synchroniser le
chaos ont été proposées, comme la méthode de synchronisation généralisée dont Rulkov et
al ont posé les bases [8] et la synchronisation impulsive [9]. Dans [10], Oppenheim et al
ont propos¢ des méthodes qu’ils ont appelées commutation chaotique ou modulation et
masquage chaotique. Koracev et al dang [11] proposent de noyer le message dans le
systéme chaotique et d’utiliser le concept de synchronisation afin d’augmenter la sécurité

de la communisation.

Dans ce chapitre nous présentons une étude globale sur la synchronisation des

systémes chaotiques fractionnaires
2.2 Concept et méthodes de synchronisation

Le concept de synchronisation repose sur le constat qu’un systéme chaotique est
déterministe et posséde un ou plusieurs exposants de Lyapunov positifs et qu’il est

instable. Il est donc possible de construire une réplique identique 4 ce systéme et d’essayer
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de synchroniser de fagon que les deux signaux chaotiques issus des deux exemplaires

soient identiques [12].

Il existe deux classes de synchronisation suivant la maniére avec laquelle les deux
systemes chaotiques sont couplés ; on distingue la synchronisation unidirectionnelle et Ja

synchronisation bidirectionnelle.
2.2.1 Synchronisation par couplage bidirectionnel

Pour expliquer la synchronisation bidirectionnelle (mutuelle) de deux systemes

chaotiques fractionnaires, on considére les deux systémes donnés ci-dessous [3]:

D“x=f(x)+i(z—-x)

@2.1)
Dy=g(z)+u(x~z)

Olix,z e "et A, usont des matrices diagonales 7x7; A = diag[A |, p=diag[y .i=1,..n.
On suppose que £(0) = g(0)=0.

Du point de vue de I'ingénierie électronique, ce type de synchronisation définit

I’évolution temporelle de deux circuits électroniques couplés & I’aide d’une résistance,

Le probléme de synchronisation consiste alors a trouver A4 et 4 a coefficients

arbitraires de telle maniére que lim ly®=x@0)=0.

2.2.2 Synchronisation par: couplage unidirectionnel

La synchronisation = unidirectionnelle des systémes chaotiques est basée sur
P'injection d’une partie du signal d’etreur dans le systeme esclave (celui qui doit se

synchroniser avec I’autre).

L’énergie est transférée d’un systéme a I"autre, & I’aide d’un élément de couplage

fonctionnant dans un seul sens comme par exemple un suiveur [3].

Mathématiquement parlant, on peut considérer les deux systeémes donnés ci-dessous :

D% = £(x)

(2.2)
D*y=f, (z)+a(x~z)
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L’objectif est de calculer une loi de commande u qui assure la convergence du
systéme e; (i=1,2,.., n) vers I"origine en utilisant I’algorithme backstepping. Pour cela, le

systeme d’erreur (2.18) doit étre décomposé en sous-systéme ;

el’ (81*92)1 (31192;-‘33)“-» (811 823 831"-; en:’ (2.19)

Et pour chaque sous-systéme on définit une fonction de Lyapunov v positive:

v, =h, (e, X, ¥, uj,aJ,.) (2.20)

J
J : Pordre du sous-systéme.

Yj ,0y: représentent respectivement la loi de commande et le contrleur virtuel du sous-

systéme d’ordre j.

Les lois de commandes et les contrdleurs virtuels sont calculés 4 chaque fois de tel

sorte que la dérivée de la fonction de Lyapunov soit strictement négative v; <0.

2.4 Type de la synchronisation

Parallélement au développement des méthodes, différents types de synchronisation
ont €té proposés : la synchronisation en phase (PS), la synchronisation Lag, la

synchronisation généralisée (GS), la synchronisation compléte (CS)... etc.
2.4.1 La synchronisation identique (PC) [13]

La synchronisation identique a ét¢ proposée par Pecora et Carroll. Elle a I’avantage
de représenter une solution de synchronisation simple et performante. Elle permet &
I'esclave de reproduire le plus fidélement possible I'état du maitre, aprés un régime
transitoire. L’idée de la synchronisation identique est de diviser le systéme initial en deux

sous-systemes. Cette opération peut étre réalisée d*une maniére arbitraire.

La figure suivante représente le processus de décomposition en sous-systémes. y

représente la variable d’état qui commande le sous-systéme esclave s

Le sous-systéme réplique s? est un candidat susceptible de se synchroniser avec la
dynamique compléte initiale. Pecora et Carroll ont démontré que la condition nécessaire et

suffisante pour que cette proposition soit vraie est que le sous-systéme sZ soit stable ; cette
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hypothése est équivalente avec la condition qui dit que I’ensemble des coefficients de

Lyapunov du sous-systéme sé soient négatifs. Une synchronisation parfaite peut alors étre

obtenue puisque les trajectoires sont asymptotiquement convergentes :

lim

=3,

% (£) -1, (:)" =0 (2.21)

2a = f5 (%, %) Systéme esclave

1
I
! |
I
H I
i Sous-systéeme s, T )
I . e g L | PR
! =] : > i 1
| L Xy = fi(x1,x3) ! ¥
i J 1
! ]
% 2 W 1 1 - . .
Systéme initial [\ 2 ¥ Sous-systeme s
, . \ U i
-"{:sz(\[r]l ’ : . ) 5 } 1y zf‘){'ll,,fa}
Sous-systéme s, i = B
I
1
L
]
]
!
|

Systeme maitre

Figure 2.2 : Structure de synchronisation par décomposition en sous-systéme proposée par

Pecora et Carroll

Pour illustrer ce mécanisme de synchronisation on considére comme exemple le

systeme de Lorenz défini par I’équation suivante

D'x=o(y-x),
D"y:(r—-z)x—-y,
D%z =xy-bz,

avec:a=10,b=8/3,r=28

Le maitre et I'esclave sont initialisés séparément avec des conditions initiales trés
proches. Pour une durée de 10 secondes on les laisse fonctionner indépendamment, les

trajectoires des deux systémes deviennent alors assez vite divergentes.

A Dinstant t = 10s, on supprime la dimension x du systéme esclave et on le remplace
par I’état correspondant c6té maitre ; Cette opération va forcer les états y et z du systéme
esclave & converger asymptotiquement vers les états correspondants du systéme maitre. La

garantie de cette convergence est donnée par les valeurs négatives A,,4, < 0 des exposants de
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Lyapunov associés au systéme esclave. La figure suivante montre qu’aprés une période de
transition, le systéme esclave converge asymptotiquement vers |’état du maitre, et les deux se

retrouvent parfaitement synchronisés.

< T ﬁ#._. 0 :
gecienchement du controle F T s | géclenchement du controle
0 "\‘ L. o i S0q B
n 40 | |
it Jr'[,ll " ] !;-,Hﬂ-';-,ﬁ iy |
s [l 4 1 20 1 | g 2 l-‘_”’*.il ! l--'.F'_J"_ .
£y I§ ’ 1 - I 1 5 i'i-lJl { |-[r 'l.'“ 14l
> [y I AUV iy | /| 5 ‘]I':j. }-?‘J:I;&f,l,fll\ll ‘| AL
- A " an b AnAAAAR ‘. ~ 1 V | |
off | :’ o i ! WAL \
WH R R
'-‘C:'i I I‘ i I : “ '_I'k:|-
| : |
o 2 ¢ 'I‘ 0 2 < l-‘ 18 20 ‘:30 2 4 8 2 10 ; _1L. 13 A
lempsis) tempsis

Figure 2.3 : Synchronisation maitre esclave P-C du systeme de Lorenz

Bien que les deux systémes aient été initialisés différemment, ils ont fini par se
rattraper et avoir la méme trajectoire. Ce type de synchronisation est dite unidirectionnel,

car le systéme maitre représente la source et le systéme esclave le destinataire .
2.4.2 La synchronisation compléte (CS) [15]

On considére un systéme maitre représenté par les équations suivantes :
Dfx=f(t,x), Dy =h(x) xe0", h:0" 0" (2.23)

Et un systéme esclave donné par :
D“.%:}[:,.-:f;»),bﬂ}:%(?:] xe0?, h:07 09 2.24)

Ou (x,x) sont les états des systémes et ( ¥, y) sont les sorties.

Soit ¢ une fonction continue, qui décrit la relation entre le maitre et I’esclave lors de la

synchronisation :
;=¢(y), @:0" >0 (2.25)

La synchronisation est dite compléte six(¢) = x(7).

Ce qui implique que ; m =g et ¢ est une identité.
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8if = f,larelation devient une synchronisation compléte identique.

M
Sifs# f,c’est une synchronisation compléte non identique.

La synchronisation compléte est donc une coincidence compléte entre les variables
d’état des deux systémes synchronisés. Les méthodes de synchronisation compléte sont
typiquement associées avec la synchronisation des systémes identiques. La majorité des
concepts de synchronisation compléte utilise un schéma de rétroaction et sont considérées
comme étant bidirectionnels, car les deux systémes sont & la fois source et destination.
2.4.3 La synchronisation généralisée (GS) [15]

La synchronisation généralisée est considérée comme une généralisation de la
synchronisation compléte pour synchroniser des systémes chaotiques de modele différent.

Elle se manifeste par une relation fonctionnelle entre deux systémes chaotiques couplés.

2.4.4 La synchronisation Lag [13]

Elle est définie pour le cas ou p (t) =x (t-r), avec T est un nombre positif trés petit.
2.4.5 La synchronisation anticipée [13]

Comme dans le cas de la synchronisation Lag, la relation entre les variable d’état des

systemes maitre et esclave est donnée par :

x (£) =x (t+1), 70, (2.26)
2.4.6 La synchronisation de phase (PS) [14]

Soit @1 et @2 les phases des systémes maitre et esclave respectivement. La
synchronisation de phase est réalisée si pour deux nombres entiers m et m, il existe un

nombre positive trés petit € tel que :
g, - np,| < (2.27)

Le phénomeéne de synchronisation de phase est totalement différent de ceux présentés
précédemment. Généralement, lorsque la synchronisation chaotique est obtenue, les
exposants de Lyapunov du systéme esclave sont tous négatifs. Donc le systéme esclave est

un systeme non chaotique avec une sortie chaotique. Cependant, dans le cas de la
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synchronisation de phase, les exposants de Lyapunov peuvent prendre des valeurs positives

[14].
2.4.7 L’anti-synchronisation [16]

Theéoriquement, deux systéraes sont anti-synchronisés si d’une part, le systéme
maitre et le systéme esclave ont des vecteurs d’état identiques en valeur absolue mais avec
des signes opposés et que d’autre part, la somme des vecteurs d’état des deux systémes
tend vers zéro lorsque le temps tend vers I*infini [16]. L’erreur d’anti-synchronisation peut

donc étre définie comme suit :

e, =(xm, +xs,), i=1,....,n (2.28)
xm;. xs;: L' état du systéme maitre et esclave respectivement.

n: la dimension de systémes.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons expliqué le concept de synchronisation des systémes
chaotiques ainsi que les différentes méthodes et types de synchronisation. Cette démarche

nous sera trés utile pour notre systéme de transmission.

Dans le chapitre qui suit nous nous intéresserons 2 la synchronisation des systémes
chaotiques fractionnaires par la commande passive. Les concepts de base y seront énoncés

et la fagon de I’appliquer dans ce travail de mémoire sera développée avec plus de détails.
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Chapitre 3

Conception et réalisation d’un Systeme
de synchronisation d’ordre fractionnaire

L objectif principal de ce chapitre est de présenter une approche pour synchroniser dewx
systémes chaotiques fractionnaires & base de la commande passive avec présentation du

circuit de synchronisation pour montrer lg Jaisabilité de I'approche proposée.
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3.1 Introduction

Ces derniéres années, la synchronisation des systémes chaotiques fractionnaires a
commence a attirer une attention croissante en raison de ses applications potentielles dans
le traitement sécurisé de Ia communication et du contrdle. On a constaté que certains
systemes différentiels fractionnaires avec un ordre inférieur & 1 peuvent se comporter de
fagon chaotique, de maniére similaire 4 leurs homologues d'ordre entier, dans lesquels le

chaos peut également étre synchronisé [1].

Plusieurs méthodes et techniques efficaces pour synchroniser deux copies d’un
méme systéme ont vu le jour parmi ces méthodes de synchronisation on trouve : le contréle
actif, le contrdle passive, la méthode « Hoo », la méthode du mode glissant ainsi que la

synchronisation basée sur les observateurs non linéaires [2-3].

Sachant que nous allons nous intéresser a la synchronisation des systémes
chaotiques fractionnaire, et au vu des multiples avantages que nous offre la commande
passive, il est clair que la synchronisation par la commande passive est I’outil idéal pour
notre travail. Au cours de ce chapitre nous allons d’abords présenté la commande passive,
puis, nous allons appliquer cette commande pour synchroniser deux systémes chaotiques

fractionnaire, 4 la fin de ce chapitre on va présenter le circuit de synchronisation.
3.2 Présentation de la commande passive

L’idée de base de la passivité consiste a fagonner 1’énergie totale du systéme puis a
ajouter un terme d’amortissement. Les équations d'Euler-Lagrange (EL) permettent
d’obtenir aisément cette formulation. En plus, si cette commande est capable d’injecter un
terme dissipatif additif au systéme, alors la convergence a I’état désiré peut étre améliorée

par rapport a celle atteinte avec dissipation fournie par le systéme [4].

Le controle basé sur la passivité étudie les systemes dynamiques sous la forme du
systéme entrée, sortic et énergie, gréce 4 la théorie de contrdle non linéaire géométrique
pour la conception de systémes de rétroaction non lindaire. Si I'approvisionnement d'une
source externe ne peut pas Satisfaire 1'énergie interne perdue, alors I'énergie du systéme

diminuera peu & peu et alors le systéme atteindra éventuellement une stabilité

asymptotique,
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Considérant un systéme non linéaire décrit par I'équation de la forme suivant [5]:

{J’c = f(x) + g(x)u
y=h(x) (3.1)

Ou x ’espace d’état x = R™ | I'entrée du systéme u = R™et la sortie du systéme y =R™M,

f(x), g(x) et h(x) sont des mappages lisses.

On peut désigner urie fonction non négatif V(x): X - R la fonction de stockage du systéme
(3.1).

De plus, nous appelons une fonction a valeur réelle s(v,u) =< y,u >= 9Ty Le taux

d'approvisionnement, tel que
J'Ots(r)dr <ooVt>( (3.2)

» Définition 3.1 : le systéme (3.1) est dit passif avec la fonction de stockage I et taux

d’approvisionnement 7, si I'inégalité suivante existe :
V) =V (x) < [J v (@u(r)de 3.3)

Et il est équivalent dire que: le systme est passif s'il existe des constantes réelles

petp >0 tel que:

Js Y"@u(@)dr + B = [} py™ (m)y(r)dr 3.4)

En outre, le systtme (3.1) peut étre représenté par son expression équivalente

appel€ la forme normale dans une nouvelle coordonnée (z,y) ,0u

z=fo(2) +p(z,y)y
y=b(z,y)+a(z,y)u 3.5)

» Définition 3.2 : [6] Le systérae (3.1) est un systéme de phase minimum si Lgh(0)
est non singulier et la dynamique des zéros est asymptotique stable au point
d’équilibre,

» Définition 3.3 [6] Le systéme (3.1) est passif Pour tout ¢ > 0, il existe une valeur

réelle B qui sarisfait I'inégalité suivante :
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3.3 Présentation du systéme chaotique fractionnaire de Liu

Le systtme autonome de Liu & ordre fractionnaire est décrit par les équations

différentielles non lindaires suivantes [7]:

D%x = —ax — ey?
D%y = by — kxz 3.11)
D%z = —cz + mxy

Ola=e=1,b=25k=m= 4,c =5, a = 0.90 et conditions initiales 0.2,0,0.5

Le systéme (3.11) comporte cinq points d'équilibre. Deux complexes et trois  points
d*¢quilibre réels E; = (0;0;0),E, = (~-0.88388; —0.940150; 0.664786)

et E3 = (~0.88388;0.940150; —0.664786).

Les racines de I'équation caractéristique évaluée 2 I'équilibre E; sont A, = ~1,
Ay = =5, etA; = 2.5. Et les valeurs propres de la matrice jacobienne Evalués aux points
d'équilibre E, et E; sont AL~ 4387767, et Az3 ~ 0.4438837 + 3.346383j.

L’attracteur du systéme de Liu est représenté sur la figure 3.1.

Figure 3.1. L’ attracteur du systéme fractionnaire de Liu
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3.4 Application de la commande passive pour la synchronisation du systéme de Liu

Considére le systéme chaotique fractionnaire de Liu sujvant :
Dx = —ax — ey?
D% = by - kxz
D%z = —cz + mxy
Ou g=e= 1,b=£'..5,k=m=4,c=5,a=0.90

La partie émetteur est définie par I’équation suivante :

D%y = —ax,y, ~ ey,,>
D%y, = bym = K2l
Deg., = =CZm + MXpVim

Et le récepteur par I’équation :
D%x; = —axs — ey,?

D%ys = bys — kxsz;
D%zg = ~czs + mx,y,

A partir de I"émetteur et le récepteur on peut calculer Ierreur de synchronisation :

€y Xg = X 27
Iel = [€z] = Ys=Vm|=1|Y
€3 2y = Zy, Z3

Daei = "a(xs . xm) & e(ysz = ymz)
D%, = b(ys — Ym) — k(xszs ~ XnZm)
D%e3 = —C(2s = zp,) + m(xsys — XmYm)

On ajoute la commande u dans le deuxiéme état dans Je systéme (3.16)

Daez - —1161 = E(J"sz _ymz)
D%, = be, — k(xszs = xp2,) +u
D%; = ~ce3 + m(xs¥s = Xm¥m)

En changement de variable ou e, = Z1,8=Y=Ys~Ym €t e3= 2,

D%z = —az - e(y,? ~ y,,?)
D%y = by - k(xsz, — XmZm) + U
D%z, = —cz, + M(XsYs = XmYm)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)
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Ona:y =g, Vs = Vm P Ys =Y+ yp,
Donc : ysz =+ ym)2 e y2 + ymz + 2Yyn,
D%z, = ~az, ~ [ey® + eyy? + 2eyy, — ey?]
D%y = by — k(x,z, — XmZm) + U (3.19)
D%z, = —Cz; + Tn[xs(y + Yim) —- XmYm]
On aura :
D%z, = —~az, — ey? — 2eyy,,
D%y = by — kx;z; + kx,pz, +u (3.20)

D%z = —cz, + mxg;y +m XsYm = MXp Vi

En récrivant le systéme (3.20) sous la forme de 3.21)

z= fo(z) +p(z,y)y

[J" = b(z,y) + a(z,y)u (3.21)
‘_a21
fo(2) = l“CZz + M XY = My Y (3.22)
.....23

p(z,y) = mxfm :

a(z,y) =1

3.23

{b(z; ¥) = by = k(x;zg ~ X 2y) (3.23)

Tout d*abord, commence par prouver que le systéme est minium de phase (définition3.2) ;
On suppose que la fonction de Lyapunuv est comme suit :

1 2.1,
W(z)=—z; +—2z;
(2) N

La dérivée de cette fonction :

-az,

> % 3 2 2 .
W(z) = Z,z, -4--2222 e [;:1 Zz]!: }2 —az; —c z, —zz(m.l.sym -mxmy,,,) <0
m

—CZy +MXy, —mx,y
Puisque W(2z) < 0 alors. Le systéme (3.12) est minimum de phase.

» Théoréme 3.1 [5]: Le systime (3.12) est passif en appliquant la commande

suivante :
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17 F}
Up = a " (z,y)[~b" (z,y) - W( 2 bz, y) - ky + v]
Ou; £>0 etvest une entrée externe.

> Démonstration du théorérae : on choisit la fonction de stockage :
L 5
Wz, y) =w(z)+ 5% s
On dérivant cette fonction de stockage, on obtient :

J e dw2._+ .
ki
. dw \
V= E[ Jo(@)+p(z,y)y +[b(z, y)+ Az, y)u,ly

. adw dw :
v=——1fo(2)+— p(z, )y +[b(z,y) + a(z, y)u,ly
dz dz

Vu que le systéme est on phase minimum, donc ;

%jﬁ(z)s()

Alors,

s = ;
Vg (_iz"ﬁ Py +[b(z,y)+a(z, y)u,ly

v gﬂ[_zyme +mx, ]y + [(by"' k(xszs —XnZp )) -+ up ]y
Z

Si on choisit le contréleur sous la forme :

Up =a"(z,y)[-b"(z,y) ~ aW)plz.y) ky + v]
Telle que :

Z!p = “by At kx.rz.\- = 'b'-mzm = Zeymz-l T m‘rﬁ‘é? = ky
Alors :

v~k +vy
En intégrant I’équation précédente, on obtient :

1

v(_z,y)+fky2(r) @< [v(z)y(r)d(z)+p

0

Ou B= v( 2y, ¥,) comme la fonction de stockage v(z,y) 20, on obtient :
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jy(r)v(r)drﬂﬁ’ 2 j‘ky2 (r)dr
0 0

Selon la définition 3.3, le (3.21) systéme est passif et ce qui confirme le théoréme.

La figure 3.2 représente le schéma simulink du circuit de synchronisation (émetteur-

récepteur et commande),

M(t): émetteur

e(t): Erreur de synchronisation u(t): Commande passive

Figure 3.2 : Schéma de la simulation de synchronisation sous Siraulink
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Les figures 3.3 et 3.4 representent les résultats de synchronisation sans commande et

les

1Ve

Ivement. Comme on peut le voir, avec la commande pass

.
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3.5. Simulation du circuit électronique transmission sous MULTISIM

3.5.1. La réalisation du circuit d’alpha ou bien le calcul d’alpha

La définition standard de fractionnement différentiel ne permet pas la mise en ceuvre
directe des opérateurs fractionnaires dans les simulations de domaine temporel. Pour
Studier de tels systémes, il est nécessaire de développez des approximations aux opérateurs
fractionnaires en utilisant les opérateurs d'ordre entier standard [8]. Selon la théorie du
circuit, la formulation d'approximation de, de 0.1 a4 0.9, en référence [9], Diagramme
d'approximation de trame forcé, peut €tre réalisé par le domaine de fréquence complexe de

la chaine Forme un circuit ¢quivalent. Quand & = 0.98, on peut calculer que la formule

P 1
d'approximation de 5 -

1 1.2974(s+1125) -
s""  (s+1423)(5+0.01125) i

Dans la formule (3.24), s = jw. C'est une fréquence complexe et I'unité de circuit de forme
de chaine est décrite dans Figure 3.5(a), sellant la référence [8] La fonction de transfert

entre A et B peut étre obtenu comme suit -

I 1
N
E‘l+£§’— se &
¢ G G +C,

. R 1 (3.25)
How(s)= SRC,+1" sR,C,+1 |C, (n-ﬁé}[ﬁ-i-J
RI’CI chz
1 g
Prise C, = 1uF. Depuis H(s)C, = 55> On peut atteindre :
50
R, =91.1873MQ, R, =190.933Q,C, =975.32nF et C, =3.6806uF. (3.26)
De méme, pour & =0.9 On peut atteindre la formule d'approximation de ~%— est :
§
1 __ 22675(s+1.292)(s+215.4) 3.27)
s" " (5+0.01292) (s +2.154) (5 +359.4) ’

L'unité de circuit de forme de chaine pour ce cas est illustrée a la figure 3.5(b). La fonction

de transfert entre A et B est
| | 1

C 3
H,,(s)= .11 4 et 3] (3.28)
S+ S+ S+

RC &G, R,C,
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On peut atteindre ;
R =62.84MQ, R, =250k, R, =2.5kQ C =1.23uF, C,=1.83uF et C, =1.1uF.

R3
VA=
91 18?3M() 190.9330 62.84MQO  250kQ  2.5k0)
C1
— I———II‘J ‘ El——#l———%

973.32nF  3.68059uF | 1.23uF  1.83pF  1.4pF

Figure 3.5 : L'unité de forme de chaine de (a)=w s (b)= —i;
s s

3.5.2. Schématisation de Iémetteur

Le schéma électronique de 1’émetteur est représenté dans la figure 3.6 ci-apres :
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Figure 3.6. Schéma électronique de 1’émetteur
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3.5.3. Schématisation du récepteur

Le schéma électronique du récepteur est représenté dans la figure 3.7 ci-apres :
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Figure 3.7 Schéma électronique du récepteur

32



Chapitre 3

Conception d’un systéme de synchronisations d’ordre fractionnaire

3.5.4. Schématisation de la comrnande passive

Le schéma €lectronique de la commande passive est représenté dans la figure 3.8 ci-aprés :
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Figure 3.8 : Schéma électronique de la commande passive
3.5.5. Schématisation de Perreur
Le schéma électronique de I’erreur est représenté dans la figure 3.9 ci-aprés
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Figure 3.9 : Schéma électronique de I’erreur
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3.5.6. Simulation de la synchronisation du systéme
La figure 3.10 ci-dessous représente la simulation de la synchronisation d’un systéme

chaotique fractionnaire a partir de I’émetteur vers le récepteur ;

Figure 3.10 : Schéma €lectronique Simulation de la synchronisation du systéme

Les figure 3.11, 3.12, 3.13 représentes 1’allure des signaux chaotiques de 1’émetteur
et le récepteur sans commande ef les figures 3.14, 3.15, 3.16 représente Iallure des
signaux chaotiques de 1’émetteur et le récepteur avec commande. Comme on peut le voir

clairement, on a obtenu les mémes résultats que ceux obtenue théoriquement.
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Oscilloscope-X$C2
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T —— e
e e e . e
B R h s
N Tt
T e —— T
TL @] Time Channel_A Channel B
s | 427.103ms  -382.170 mv -1.355V Reverse
€ 427.103ms  B382. 1720 mv -1.355v S
T2-T1 0.000 ¢ 0.000V 0.000V | Save |Ext Yoo
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La figure 3.11 : L’allure du signal chaotique de I’émetteur et le récepteur sans
commande (Xm,Xs
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La figure 3.12 : L allure du signal chaotique de I’émetteur et le récepteur sans

commande (Ym,Ys)
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———— [ —— R = —
1 e[  Tme Channel_A Channel_B il
i 756.193ms  -549.366 MV 110,358 mv Reverse

€% 75%.193ms 649,366 my 1110,358 mv
T2-T1 0.000 s 0.000 v 0.000 v Save Exk: rigoer
‘I'mebase X —, Channela | u ChannelB : . Trigger
Scale: 2mera~ | Scale: |1 wDﬁ .| Scale: '1an_ _ | EBdge: [£]x [A] & &4
X pos. (Dl») |0 | Ypos. (Dw) || Y pos.Div): - I level: [ |u]'
m Add B,‘A A;E. .n.¢ 0 DC :

La figure 3.13 : L’allure du :,1gna1 chaotique de 1’émetteur et le récepteur sans

commande (Zm,Zs)
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La figure 3.14 : L’allure du signaj chaotique de I’émetteur et le récepteur avec
commande (Xm,Xs)
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La figure 3.15 : L allure du signal chaotique de I’

émetteur et le récepteur avec

commande (Ym,Ys)
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La figure 3.16 : L allure du signal chaotique de I’émetteur et le récepteur avec

commande (Zm,Zs)
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3.6 Conclusion

Dans ¢e chapitre, nous avons traité le probléme de synchronisations de deux systémes
chaotiques |fractionnaires par la commande passive. Pour montrer la faisabilité de cette

approche, npus avons fait la conception du circuit €lectronique sous Multisim.
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Conclusion générale

Conclusion générale

Au cours| de ce travail, nous nous sommes intéressés a la conception et réalisation d’un

systeme de syn¢hronisations d’ordre fractionnaire,

Le premier chapitre présente un état de ’art sur les systémes chaotiques et fractionnaires, ot
les notions et dfﬁnitions qui y ont été abordées nous ont permis de mieux comprendre ces

systémes, elles nous ont ainsi servi tout au long de notre travail.

Au cours |du deuxiéme chapitre, nous avons étudi¢ la synchronisation des systémes
chaotiques fractionnaires nous avons introduit la notion de synchronisation et ces différents

méthodes et types de la synchronisation des systémes fractionnaires.

Dans le (troisieme chapitre de ce travail, nous consacré ce chapitre pour la
représentation de la commande passive puis, nous avons appliqués cette approche pour
synchroniser deux systémes chaotique fractionnaires. A la fin de ce chapitre nous avons
réalisé le circuit de synchrclmisation sous Multisim pour assurer la faisabilité de cette
approche. |

Comme sujte a ce travaill, on propose l'utilisation de ce circuit de synchronisation pour

le cryptage d'informations.
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