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In oduction
Les sysêrnes d non ljtréaires à dynamique complexe qnt tardivement fait

l'objet d'intens€s et exploratiolls donnant naissance à la fhmeuse théorie du

chaos [ 1]. Iæ développ rmpoÉant cles travaux sul les systèmes non linéaires et a
conduit à la découverte de la dynamique chaotique, par Lorenz en l96p [2]. Ce demicr a

évideûca l'exti ême sensibilité aux pertubptions d'wr sirnpleété le premier à mettre

modèle de calcul de la

d'impact à ce momentlà

ion atmosphérique. Le travail de l_nre{|,z n'a eu que peu

ce n'est qu'êu début des années 1970, que lqs recherches sur le

cbaos ont vé tablement Li et Yorl( ont été les premiers à utilisçr le terme ,'chaos,,

plus corrplique que l'équilibre, le péripdique et le quasi-pow exprimer un com

périodique [3].

< This is an paradox ftom which, one day, usefirl conpequences will be

drawn. > çe qui se traduit ( C'cst uû lpaladoxe apparent à partir d1.quel, un jour, les

consequences utiles en nt tùées >, Ces mots sont la rcponse de Leibniz à la lettr,e de

ui posé la question sûvante ( Que fâire si l'prdre sera de lt / 2L'Hopital dans laquelle on

?" D. Plusiçu$ auteurs

herue de naissancç du

mathématique datant de

ce1le lettre datée en 30 septemh€ 1695 [4], connme

ftactionnale. Donc le calcul ûactionùaiæ est un sùiet

de 300 âûs. Ce sujet peut être considéré comme un viieux

roman et encore nouveau Il est m vieux sujet, à partb de certaints spéculations de

c.W. L€ibniz (t695, 1697) L. Euler ( I 730), il a été développé jusqu'à 
[ros 

jours [5] .

En 1990, Pecora et

pow la première fois [6]

ont présonté le concept dç "s,ïchrcdisation du chaos"

chaotiques idenxiques avec

et inlxoduit Wle méthode pow synchronis]er deux systemes

des conditions initiales ditrércntes. A partif de cette date, la

syncbronisation des

chercheurs dans des

chaotiques est deyenue de plus en plug intéressante aux

générale

différents, Iæ problème de concevoir un sy$tème imitateur du

comportçmcnt d'un autre ohaoti,iLue, est appelé la synchronisation, Les deux

systèmes chaotiques sont aplelés respectivement, systèmî malûe (ddve) et

système esclave (slave) [5].

L'objectif pdncipal de travail dans ce mémoire dc fin d'étudeb est d'étudier le

phénomène de la d'un s)stème chaotique d'ordre fr{ctionnaire par la

ve et de conce\,oir le circdt de synchronisatibn.méthode de commarde



Afin de bien prés€nte toavail, troùLs avons organisé de Ia façon 
Iuivante :

Le premier

nohons de base sur les

ou rous introduirons

définitions assez clai

I Dans la première partie nous évoq{rerons hièvement les
nes d],)umiques ainsi que les systèmes {lnaniques cl,eotiques
série de Lléfinitions qui nous permelhont de donner des

sur le phénofiLène du chaos, les caractéris4ques du chaos seront
uxième partie serll consacr€ aux élémeqs de base duL calcul
hisûolique et quelques concepts prélimin{ires seront inhoduits
Laplace, la fc,qction garnma et la fonction de Minrg-Leffler oui

des sysû)mes chaotiques tactionnailes rout ça apÈs un

cette commanle poul syncfuoniser deux systemes chaotique
cc chapitre, le circuit de synchronisatiolr sous Multisim cst

la théorie des équations différentielles ftactioluaire:1. Trois
apFoches (G!ûnwald_ ikov, Riemann-Liouville et Caputd à fa généralisation des
notons de dérivation ensulte oonsidérées.

Le deurième : Il est délié à la synchronisation des systèmes chaotiqu€s
fractionnaires. Nous a introduit la notion de synohrcnisatior et lef ditérernts méthodes

aussi présentées. La

fractionnaire, un

comme la lransformée

joue un rôle important

el tnes dç la

historique de cÈ

puis, à I'application de

fractiornailes. A la fin

développé.

Le troisième : est consacré à la pÉsçntation de la coûmarde pû$sive.

Une conclusion

mémoire.

e et quelqrrcs perspectives sont donnÉes à la fin,Ce ce
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Chapitre

Etat de I

Dans ce chapitre, q,rès

et lews propriétés

ser1,eû A carcctërlser le

le cqlcul des dërivées

sur les systèmes c

rq,WI sur Ie$ systèmes dlnamiques et
nous prése,?tons le; diîërents ourils

.haotique, EnEuite nous

aotiques
îonnuires

systèmes cheotiques

lle récapinlatif sur



1.1 Introduction s r les systèmes cùaotiques

En 1892, le Henri .Poincaré a démonbé qpe certai:ûs s)/stèmes
mécaniques, dont I' temporelle est gouvemée par des équaûons Haniltordennes,
peuvent exhiber un chaotique I l].

En 1963, le ogiste E.N, l,orera decouvre que même un simple ensemble de
trois équations (non li couplées de, premier ordre) peut dorner lieu à des traiectoires
complètement chaoti

Le mot chaos

l'espace vide infini

Les Romains ont

chose d'informe, dans

I'harmonie Il]

chaos déteministe dans

En 1975, les

du chaos [2].

Cependant les

p€rmethe de c

Alexandrc Lyapounov.

Il existe plusiews

équivalentes, mais elles

cortextes sci€ntifiques,

d'application comme les

l'économie.

du chaos dét0rministe esl

peut aiûsi troùvÊr le

de plus en pllils utilisé dan$ des

chaos darc pfusieurs domaines

la chimie, la liologie ou erLcore

c son origine ,lu krme ( Iûoo ), utilisé pa! les Grecs pour décrire
ils ont supposé l,cxistence avant l,émergqnoe de butes choses.

le telm€ er inl,irprtrté I'idée sor$-japentc plur corcevoir quelquç
quel * croient"ils -- I'architecte du mondq a introduit l,,rrdre et

Ainsi, Lorenz a mis en évidence un des pfemiers exemlrgs de
systèmes dissipatifs l3l.

Tieû- YiÊn Li et James A. yorkç ont trouvés le nom

de ceftainii scientifiques bien avant cgtte décorLvertc vont
dynamique ohaotique, comme ceux {,Henri pbincrré et

itions possibles du chaos. Ces définitioqs ne so pas loltres
vels çertdns points corrmuns c4ractérisant aitlsi le

chaos. Ci-dessous, nous d'une manière suçcincte quelquos paractéristiques cui
permettent de comprendre points marquants d'un système chaotique [4],

Le concept

la physique,



1.2 Systèmes

Un système

fois [5]r

) Causale: Ou

> Déterministe ;

present va c

L'évolution

distinctes ;

Une évolution

pratique à long terine. U
semble aléatoire [6].

différentielle

Une évolution dans le tetr|ps : L'étudc théorique de ces modares discrets
est car eue pcrlnet de methe en évidence des résultab importants,qu se souvent aux évolutiots dlnaniques continuelr. Elle est
represenlée par le e général des aiquations aux ditërences finie.

1,3 Systèmes dynam ues chaotiques

La définition qu' peut donner ilx chaos est que c,est un plrénomènc qui pcut
apparaitre dans les s dynamiques ,lûelministes non linéaires. Il présen1e ua æpect
fondamental d'instabilité le aux conrlitiom initiales, ce qui le reFd imprériictit,le en

est une smrctffe qui évolue au cours pu remps de fàçon à la

avemr ne dép{:nd que de phénomènes du pass€ ou du présent
'est-à-dire qu'à pairir d.Lrne condition iniriale donn<ie â l.inst nr

à chaque instant ultérieur uo et un seql ftat lirnr possible.

du système dynamique peut alois se modéliÊer de deL\ façons

continue dans le temps r Représentés par une é(p4tion

auhe caractéristique du système chaotiqr,æ e$ son évolution qui

Nous présentons q caractéristiqucs qui pemettent de corFprendre les points
marquants d'un système t2l.

> Déterministe: Un

non probabilistes.

système chaotique a des règles fondamentalçs détemtinistes et
déterminisme est la capacité à ( prédtfe ) le fiitul d,ur

phénomène à parti d'un évènement p€ssé ou présert. L,évolution irégulièrL. du
comportem€nt d'un chaotique etit du aux non linéadtés,

> L'impréyisible : raison de la sensibilité aux conditions initiales, quj peuyent
êtle connues à un degé fioi d€, précision.



> L'irrégutarité

instables (ou

chaotiques,

) Trois degrés

> L! notr-lin

Un système

La seDsibilité

Initial pcÙvent

final.

L'aspect aléa

aléatoires.

L'identificatior

d'observations peut se

linéair€s tels que [7] : I'

1.4.1 Espace de phases

comportement d}'rrami

variables d'état.

Ordre caché comprenant un nombrc inîri de modèles périodioues
uvements), C,:t ordre caché forme l.inûasrrucûre des rysæmes

lib€rté ; Solt sulfisants pour donner naissaace au chaos. Un
système coûtinu moins de trojs degrés de liberté te peut etre chaotique.

1,4 Techniques de tion du comportement chaofiques

: Un système chaotique est un système dynamique non linéaire.
ne peut pas être chaotique.

conditions initi.les r Dc très petits changcments sur l,état
a ces contLportements radicalement difÊérents dalls son état

; Tous les ét?ls d'un système chaodque présenterlt des aspects

caractérjstiques des systèmes non linéaires à partir
grâce à des outils issus du domaine des dynamiques non
des phæes, les exposants de Lyapuoov, la notioî attnctrice.

du sysême e!,t ainsi relié à l,évolution de chacune de ces

Un système d est caraçté sé par un certain nombre de variables d,état, qui
off la propriété de complèteme[t l'état du système à un rnstant donné. Le

Cet espace est I'espace de phase ou chaque point définit un état et le Doint
associé à cet état décrit traJ€ctoire, appiré également une olbite [5],

1.4.2 Notion d'attracteur

L'étude du asymptotique d'u[l système dynamique régl p un flot
d'équations dilférentielles linéaircs révèle ùès souvent la notion d,athacteur. défini
comme l'ensemble de I'espace des phases invariant par ce flot et vem leouel



convergent ûoutes les

à des soldions di

) Le point

fréquence nulle.

> Le cycle limit€

une seule ftéq

! Le tore supra

ayant r

périodique).

> I'attneteur

dit chaotique,

cause de la divergence

hès Foches. Pour cettc

divergeoce ou de con

caxaclérisent le taux de

proches [5].

par un spectre de puisssnc€ continue et une fonction
d'autocorrélation 'annulant trcs Epidement.

Figurc l.l: l\.tûacteur de Lorentz

1.4.3 L'exposant de punov

Prédire l'évolution dans te temps {l,un système chaotique est difficile à réaliser à

ectoires du s),slème. II existe quatre cas de figures corespondants
r du flot, mettlnt en éyidence des attractcurs dilïerenls [5]:

: coûespoudatt à unc solution stationnarrc coDstante, donc de

rcre||r : calactérisanl un régime périodiqpe, la solrtion possède
de base.

r (r>2) : cet ôffracteur conespond à ua égime quasi_périodique
rs de base inddpendantes (cas le plus simpfe r_2, dynarnique bi

: cet attracteu! est associé à un compofllement quast_aléatoire

de deux tra.iectoires démarrant de deux pooditions initiales
on se toume vers la mesure ou l,estimation de la vitesse de
cette vitesse est domée par les exposa{s de Lyapunov qui
ion do deurt tajectoires ayant des condltions initiales hès

Deux tajectoircs le plan de phase initialement sepaées p4r un taux z sont
séparées, après un tenps^l ,2 -4, par un rtaux .z2 tel que .



I "zl" e^ | zrl

De ce

représente le

fait, er

l"trrnfurE,l**N 
l z,l

Figure 1.2

PouI un athacleùr

egaux à zéro et leur

tro6 exposants de L

On consrate donc

l'illustration de la

chaotique ou pas).

(r.2)

tous infédeurs ou

toujours au nooins

bleau 1,1).

très utile pour

si ùn système çst

"'frt
I ll .,_vl

Divergenae de deux tlajectoires dans le

chaotique, le$ exposants de Lyapunov

est négativ€. Ltn athacteur étrange

, dont un au moins doit être positif (voir T

l'exposant de Lyapunov rcprésente un
d'ùn système (entre-autre pow détermi



Atkacteur
Exposarts de

Lyapunov

Point d'équilibre
4 <.....< 4 <o

4=o
4 <.....< 4 <0

Période d'ordre 2
4=1r=o
4 <.'...< 4 <0

Période d'ordre K

3.....s 4*t <0

hX)

) 7t<0

H'?el chaodque
,t>0
h>o

) 
^t 

<0

des systèmos dl,namiques selon leurs
Tab 1.1 :

de L)?unov



1,5 Introduction s r les systèmcs fractionnaires

Le calcul irc a 300 ans d,existence
années, connaissait les

Tout au long de ces

approches et définiti t8l.

budons de nonbreux mathémeticiens i onr donné plusieu$

fractionnaile, jusqu,à

Nous présentons ici les principales étapes historiques de l,plaboratior du calcul

1970. Nous nous

essor dars le développement d,applicalions dans les années
sul les ouvrages [9. 10] pour couvrir la pefiode de 1695 à 1974.

En 1695; [13] L,
'toire 

du calcùl ûactionnaire aommença paF une question clé de
À4arquis de L'Hospital il propose de générirliser sa fomule pour

la dérivée /d* d'un de deux fonctioru à n > 0et inûoduit la + otationd,,Th .Il écllt
notamment que " dll2r = &:x ",

Er 1730 ; Euler

Leibniz Dans une letbe

âdicle [11] où il

(r(n +t) = zt;, 11 ç6o.1

avecp>0.

le second granC mathématicien à aborder Iî questiorl Dans son
Lt sa célèbre û:nction Gamma f qui génpralise la factorielle
en proposant rxre déIinition pour la dérivée p,ordre a > 0 delÉ.

Er 1822 ; lt3l
transformée, obtient une

transformée de Fourier

rctlouve l'identité :

/(r)= a I l/(a)cos(

Il remarque ensuite que

comme :

ffcos(p(x-a1S = p'

ntionnons ensuite le travail de Fourier qui] grâce à sa célèbre
aùre défirition de la dérivée d,ordre rée{. En composant la
éelle) d'une fonction / avec sa transformpe inveme, Fourier

(x-a))aaap. (r3)

dérivée nième n'èd(ne1)du terme enl cor peut s,écrire

,,nrfp1x -a )+1-l (t.4)



En 1823; [13]
tautochrone généralisé.

Entre 1832_1937

comme semblent I'

est la limite de la di

wh.

calcul tactionnairs (le

Ésolution de l,équation

!r1",t1=o, !71,,1v' ox- '

La démarche d'Heaviside

foumit toutefois la bonne

T (x,4 = To exp(,qxp1tr)

Il suppose ensùre que

1,2 de Ta I En

exacte de (1.6).

Entle 1867-1868; Grtinwald puis Letnikov prcposent de défiair une dérivéefractionnaire comme

Le membre de

définir Ia dérivee d,

Fourier obtient ainsi la d'ordrei!>0de/:

)p' coslplx -a) +:?ldadp
(r.s)

utilise le r;alcùL fiactionnaire pour résqudre le problème du

il touve qufl

To=To/fi.... . ce qui conespond en fait à la dérivée d,or&e
la solutio[ en série entière, il obtient fin4lement la solution

,garde ur sers si on remplac€ n pï u > O,ce qui pemet de
u de aos(p(x- (r)). Er utilisant cette détinition dans (1.3),

Liouville est le prernier à étudier en détail lp calcul fractionnaire,
r Ies huit adcles qu,il publia entre lg32 et 1837 tI3l.

de diférences finies, par analogie avec lê dérivée usuelle qui
finie (opposée à infinitésimale) enhe I (x + h) et /(j) divisé

rtochrote d'Abel rclevant davantage du qas d,école) pow la
la chaleur uniclimensionnelle :

(r.6)

loin d'êae rigoureuse (elle ne serajustifiéF qu,en l9l9), mais

En 1892 ; [13] viside foundt c,".tte année_là la première application concrète du

En 1927 ; il iohoduit nouvelle détlinition de la dérivée fractionnarre :



N!9"Di tGl="7
J

(r,7)

> d et c est unr3 co[stante de normalisation. L,opérateur Âf est
me différence finie d, /, (par exerinple. Alf(x)= f(x)_ f (x_ /) ) L,avanrage d,rme

0u, a>0, /e[ avec

telle définition par

def.

En 1970 ; Dans [l
surfaoe d'rm cônducteur

flux de diffusion est

concentration d,espèces

reprcduit dans [9], ce

aux autr6 erit qu,alle est moins restrictive quant à la régularité

Oldham et Spaniû traitent le problème du flux de chaleur à la
thermique. Ils rtronûçnt que lors d,u! phenomène de diffrrsion, le

à la dérivée 1,2 du pa.ramètre physique (température,
potentiel ,5lectrique, etc). D,après l,hisûorique de Ross

prcblème semble être à l,origine de l,exlension du çalcul
ûactionnaire hors du des mathémiatiqur:s,

En 1974 ; Cette se tent è l'Uniyeôité de New llaven (Connecticut) la
première conlérence sur calcul fractionnaire organisée par Ross.

Ce chapihe une partie prél.iminaire dans laquelle on rappelle des notions et
des résultats do la rhéoriq de I'analyse fonclionnelle qul repÉsentent un
outil indispensable dans étudc.

1.6 Représentation la dérivée fractionnaire

On peut I'opérateur de

fondamentale ,Di où a

comme suit:

dc q>o

dt"

t sont les limitçs

différentiation dans

de I'operation [14.15]

une scule opération

L'opération est définie

"Di =JI q=o

l@,fu'. q <u

(r.8)



1.7 Fonctions s

) La foncton

fonction

pour0<zSl. Une

Écurlenpe suiva.ûle ;

r (z +t) = zr (z).

tite que la

r(z)= k-,f-'dt.

Avec: r(l) = Lr(o_) +"o,f(z) est une fmction monotone et shictemeft

mportante de la fonctior Gamma f(4 est la

Qu'en peut démontrer uue intégmtion par parties :

f(z +t\= leut at =l -.

La fonction Gamma d' généralise la factorielle car f(r?+l)=rt,Vn €rV.

> La fonction betl

1' lo + z 
!e-' 1'''l'* = zt (z).

déûoissante

rclation de

(r.l0)

la fonction Bêta (qùi est un t ?e d,inégalç d,Euler, aù même
gamma) est une fonction rernarquable définie par [g] :

(r,rr)

I

ë\P.q )= Jt'-' (1- tl'l-' d
0

Qui peut être liée avec la gamma ll(z) par la relation suivante :

a1r.6=r(p)r(q\
t(p+q)

Avec:

(r.r2)

Re(p)>0etRe(e >0

L& fonctiotr [16] : La fonction de Mittag-Leffler à deux paramètres

ues pour l0 dérivation fractionnalre

nna : L'une cles finctions de base du calaul Aactionnâfu€ €st Ia
d'Euler f(z). t)le est définie par l,intégrale suivante fl6i :

(l.e)

joue égalemefi rm trcs impoda dans la théorie du calcul fractionnai.e. Cçtte



demièrc a &é i
déyeloppement

1,8 Opérateur de

t",r(")=E#

4,(")=i ,"' =''' 
Àa- I.(t+t)

t,"(,1=î ,'^ =*';i1(h+2)

)duite par Hùmbert et Agrawal ell lg53 et elle est définie par lç
sâie suivant ;

,a>0,p >0

PourB= I, nous la fonction suivante :

A partir de la relation (l 3) on montre qire :

(1.14)

(r.rt

(1.r6)

fractonnaires, DéIinitions ô.t propriétés

(1.13)

kt-

-l

Nombreuses sont définitions des dérivees &actionnaires. Nous présenûons dans
cette partie celles qui les plus populaiæs et les plus utilisées.

1.8.1 Dérivée de G

Cctte définition se sur I'obtention de dérivées par diférences finies. Nous
reprenons ici la de [13].

, notons r, l'opérateur de la translation â guche :
Soit /;! -+D À. pourft

thf o= rç-h).

On a ainsi ;

r'(,)=y";(ro-r(t- )=lglria-,;76. (r.r1)



En notons ; rj = eo o1, onat rjt(t)=7(-zrt).

Concemant la dérilCe

r"0=:.;s(I@-,, f(1),

=!xfi1,,-'"

=mivtpt- fQ -n)+ 71t-zn\.

Plus généralem€nt, la r/* de/est domée par :

r@r(t)=ygj.1ia-4y

=ri."aif',* t{,ii\k

=ma9r-rt'h-.n l{ a/\ -'

Ou;

(r\ _ nt n@-r
trl-7lG-;J=-

,î)ro.

)'

+

f(t),

(r.r8)

(r.re)

'.,,,.(n- k+l)

Il est nossible d,érendre 
I

l'(')=ïs#Ë(-r'I )t**t (r.20)

Là €ncore, on p€ut

pour

iser le terme de drcite gâc€ à la fonction Fammâ, en oosant



AER'\NEThEN,

h>d.

> Déthition 1.1 |

est définie par :

Vr e 0.al Dç = 11g1 
I

h_r hd

Ea remarquant que lim

Lemikov à droite.

)> Délinttion l,2 r

est définie par :

La dérivée de

petit, l'éyaluation

fractionnaire sur D (de

1.8.2 Dérivée de

Riemann réalise

partt de la solution de l,

Soit l'équation :

/(t) = -/ (r) on obtient le dérivée de frinwald

(r22)

]=ryr*#t"lt;-r. Notors c€tte rois que 
[f,J*o -.^",,

a >0. La dérivée de Grilnwald_ letnikoiv à gauche tl,ordre a

et(ry

id - t(-b))

(t - rn). (r.2t)

rc=1[iÎG-'l*'o(

a>o.La dérivee de Gritnwald- letnikol à droite d,ordrçs a

.rr=;$#i(-l)"
)r<,."1.

etnikov présente lrn intéét numérique éuFent. Si , est assez

l s .(-\
e 

" 
U-tl'l; yU +ti). permer d'approxirner ta dérivée

lien enke l'integrale fractiomaire et la dédvee ûactiolulaire à

Etion inrégrale d'Abel [S] pour tout a e ]0 lfl .

dt...,.....,.rc > 0
G.23)



Formellement l,

et on multiple l,équati

j{,-,)-" 0i11,-,1"-,

En appliquant le

xpartettpars

!o(s)ds.j(x-t)-" (t-

Avec le chângement de

î,0v"=o;;riç

ApÈs la différentiation

,@=û:q*iG

devient :

(r.24)

(1.2s)

(r26)

(r.27)

(r.2E)

(n-l)+ Bæt que

,> Définitlon t.3 ;

Est appelê la dérivé€

Prenons

0 < B < lc'est-à{ire est la

> DéIlttition 1,4 | si

4!r@=da*i

uation (1.20) peut êt e résolue en

par (r - r)-" et en l,intégrant donc (l

(s)d6 =r(.z)le_t)-" f (t)dt

de FUBINI :

' at =r(o)il,*-t)-" f @at

/ = r + r (r -.r) €t la fonction Beta on

t)-" f(t)dt

anive finalement à I'expression :

)-"rodt

a € l0,l[et a<r<àonal'expression

x-t)-" 71t1*

de fuernann-Liouville (à gauche).

le cas général tel que n-l3 a 3 n , donc a

entière de a et BsoD reste.

> 0 n'estpas un enuer, alors nous définis

laïratl4.f (")= o!';'tsi.r(,)=



à*t f
rrr" ' Lf (l

I ln-q)

Alors :

oiJr714=,--]-
| \n-q)

1.E.3 Dérivée de Ca

Bien que la déri

important dans lc

Caputo (1967-1969)

problèmes appliqués en

conditions initi&les ph

pas le cas dans la m
comalssance des aonditi

D Défirririon 1.5 [g

définis

par I r(' D:. | )(x)

Dérivéegauche: ( o:,

Dffvée droit€ : (

Ou r=[a]+t pour dÊ!
particulier si 0<a <1

{r.2e)

a joué un rôle

aweurs y compds

ehe révisé, car les

logie, exigent des

ques, ce qui n'est

ville qui exige la

dérivées qui sont

qu'on la note

o.30)

]o, (r.3r)

a) *ia-,r ru,,]

'l , .".'--
J\x-tl - 

J'v)dt

Jlx-t) " ftrtdt

fractionnaire au sens de Riemann_

<lu calcul fractionnaire, plusi
rendu compte que cette définition dolt

scoélasticilé, nécadque des solides et er
nterprétables par des délivées

pax I'approche de Riemann-

initiales des (lérivées ûactionnaires.

soient (aiy)(r)et (oî_t)(,) t""

On définit la dérivée ûactioanaire de

('A;_7 )1r; r,:spectivemenr. comme suire :

)t'r = 
["; fro, 

-i tt#-tt]),
/.

D: f )@=l o,_l 1'1-i f'-'rbttx- tt'
\Ll=0

; n=C{pour a€û tçls que [@]est la entière dea. En



Chapiîe I: _

(' D:rf)U) = (D:r[.ftrl

= (D:.f)(x) -

('Di-:f )(x)=(Di-tr@-

='(Di,n@)-

) Définitior 1.6 [8]:

r-l<R(a)<r et

Caputo dç [a foûcti

" D: f(x)= I\'")Dt')f(,e)

1.8.4 Propriétég

Iæs principales

suivantes [7]:

o.op f(t
p.o-,.f (
o'lafQ\

1.9 Conclusiion

Dans ce chalitre, on

systèmes dynamiquls

initiales, telles-que bs

de phase, La rctiond'

La dernière section

(r.32)

(r33)

(1.34)

(r3s)

et les

conditions

: espace

ul ftactionnaùe.

Itatl)rxt

.f'r) (o) , \*-r
Fi7l7*11(:r'-ar

(à)l)G)

iffit,-o''
Cas général soient de! avec I(a)>0

e C" (ta.bl). La dérivée fractioruraire d.

/ notée " Df,.;r est définie par :

I i r"\.
ffi!ft"k){*-,)*""at

des dérivtles et intégrales d'ordre

= t.p f (t)

)=D"f Q)= rtit)
bs O)- qD" .f (t) + b D' s (t)

a donné les nc'tions de base de systèmes

iques qui sont caractérisés par la sensibili

ues de catacttrisation du comDortement

et L'exposant dç LlTrunov,

u chapitre est 
'lonsacrée 

à la théorie du

spécifiques por.Lr la dérivation non entièrc,On a introduit les foncti ls nous avons



essayé de donner

lætnikov. de fuemann
de Grunwald

s approches des dérivées liactionnaires (1,

et celle de Caputo) ainsi que leus
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ation des
nnaires

des systèues

présentet quelques

Eur Corcept

les prbæipates
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2.1 Introduction

Le mot ,'

"lrvoç " (chronos) qui

de faire se produire u s'cccomplir simultanément (plusieurs faits, plusieurs actionssppartenant à des séries ) tll.

L'histoire de la rsaton revient au lTeme siècle quand le célèbrc scientifiouehollandais Chdstian

supportées par une

périodiques (mème et même liéqr.ence). En outre, il a remarque que si l,oscillaton
d'Ùne des pendu.les était par une force exteme, elle rcvicndrait à son étât initial.

C'était la déc{uverte de la s},nclùonisation. La conclusion de Huygens surla cause de cette lsaton gst le nouvemeat de la planche en bois, malgré qu,il soit
à peine perceptible [2]. e mouvemenl lreprésente donc rut flrible accouplement des deux
horloges. Par dans le contexte classique la s),nchronisation n,est réservée

tlon" vi€nt rlu grec ,, aov ,, (syn) qui veut dire ,,ensemble ,, et
dire "tenps". De plus le dictomaire la dÉfinit en tant qu,action

rrs a rapporlé son observation, que deux horloges à pendule
planche en bois, finissaient par avoir les mêmes oscillations

qu'aux mouvements

systèmes chaotiques.

(périodique ou non) dûs

qui doivent êae rassemb

Ën resumé la sation est le changement du qthme des ositillateùrs

Par ailleurs Ie concept modeme couwe egalement les

mteractions t:iribles. Selon pikovsky 
[2], il y a trois conditions

pour qu'un pûénomène soit considéé syncfuone [l] :. Les systèmes indépendamment.

Le chatgement du

Le changement du

est dû à un ccouplement faible.

se produit dans une certaine gammc de d.isparité.
Si un oscillaleur lentement, le second dewait suiwe cette variation.

En 1983; Chua a la question de syncbronisatiol en utilisant des circuits
électoniques linéaires par t3t.

En 1983; Fujisaka al ont été proposés I'hypothèse suivante: I,aspect pseudo
aléatoirg du chaos nous â penser qu' il est impossible de le synchroniser [41

En 1990 ; les deux Pecorl et Carroll [5] ont montré, que deux s1,s1es1çg

se synchroniser. Cette decouverte a ouvert la voie p,cur des
chaotiques identiques



enue l'émetteur et le

l'émettew chaotique.

but de camoufler un m

rcstauant à la réception

En 1992; les

sécurisée [6.7],

Après la méthode

chaos ont été proposées,

al ont posé les bases [g]
ont proposé des

masquage chaotique.

systèrne chaotique et d,

de Ia çommunisation.

Dans ce chapitre

systèmes chaotiques

2,2 Concept et métho es dle synchnDnisation

Le concept de

déteministe et possède

ts 90, de nourbreux our,,l:ages ont étë publiés au liujet de la
ue. Unc raisolL importante de l,attirance des clLerchejurs vers la

et Carcll ont permis de suggérer que les systemes chaotiques
dans la comn:Lunicatior; ou leur nature semblable aux bruits

atteinte, ril est possible de récupérer un message ûusqué par

conJidentiel en le superposant à un signal chaotique, et Ie
l.

ont réalisé des systèmes de commumcatron chaotique

Prrcora et CrLrroll d'auaes propositions pour slnchroniser le
la mé1ho,le de synchronisation généralisée dont Rulkov et

la slnchrcnisation impulsive [9]. Dans [10], Oppenleim et al
qu'ils ont appelées commulation chaotique ou modulation et

et al dan$ [11] proposent de noyer le message dans le
le concept de synchronisation afin d,augmenter la sécurité

présentoff ure étude globale sur la synch:.onisadon des

applications du

synchroniser le chaos.

aux blécommunications et encorc d,auûes méthodes pour

Depuis les

s).nchronisation

s;nchronisation des s chaouqu€5 est son application à la commurucation sécudsée.L€s tavaux de

pourraient être utilisés

améiiorerail la sécurité le rcjet des l,erturbations. En effet, une fôis la synchronisation

En 1990; Parlitz sa le coupla,ge de deux attracteurs étranges identiques, dans le

rcpose sut le constat qu,un système chaotique est
ou plusieus exposants de Lyapunov positifs et qu,il est

de construire ue réplique identique à ce système et d,essaver
instable. Il est donc possi



I

-l

I

que les

couplés ;

couplslle

matrlc€s

I'inpénirlri

circuits

Pour expliquer Ia

chaotiques fractioDnaircs,

o'x=f(x)+).(z-x)
D' y = g(z)+ p(x- z)

de synchroniser de

soient identiques [12].

Il existe deur

systemes chaoliques

synchronisation bidi

2.2.1 Synchronisetion

Mathématiquement parlant,

o"x = fie)

stgnaux chaotiques issùs des deux exemolaircs

suivaûl la manière avec laquelle les deux
distingue la syncbronisation unidirectionnellc et la

irectionnel

bidirectionnelle (mutuçlle) de deux sl,vemes

le$ deux systèmes domés cldessous [3]:

(2.1)

Oùr,z € 0 ' et r,l sont nx n: t = diacl4l. p = dtag[p,].i = t,....t1

On suppose que /(0) = g

Du point de r,ue

I'évolution temporelle de

électronique, ce type de s',nchonisation définir

couplés à 1'aide d'une résistance.

Le problème de consiste âlors à tlouver ,1, et ll à coemcients

,(t)ll= 0 ,
axbifaires d€ telle mEmière limlly,(r)

2.2.2 Syncbronisation couplag€

L4 synchonisation des systèmes chaotiques €st baséE sur

dam le système esclave (celui qui doit se
l'injection d'une partie signal

slnchroniser avec l'autre).

L'énergie est d'un à l'autre, à I'aide d'uII élément de couplage
fonctionnant dans un seul comtn,r exemple un suivew [3].

vy= fr(z)+a(x-z)

on peul les deux systèmes donnés ci-dr:ssous :

Q.2)



L'objectif esrt de calculer une loi de commatrde u qû assure la convergence du
système ei (i=1,2,,.., n) vers l,origine en utilisant 

',algorithme 
backsteppiïrg. pour cela, le

système d'eneur (2.1g) doil êtle déoomposé en sous-système :

e1, (eye2), (eye2,e.1),_, (e1, er, sr,-, rn1 e.lg\
Et pour chaque sous-système oû délinit une fonction de Lyapunov v positive

vr=h,(e,x,y,u,a,,) 
e.201

j : l'or&e du sous-sl/stème.

ui ,tj: représentent æspçctivçmenrt la loi de commande et le contôreur yirtuel du sous-
système d'ordrc j.

Les lois de commandes ct les contuôleurs yirtuels sont calculés à chaque fois de tel
sorte que la dérivée de la fonction de Ly.apuoov soit striçtement négative vi < 0.

2.4 Type de la synchronisation

Parallèlement au développement des méthodes, différents tryes de synchronisation
ont été proposés : la synchronisation en phase (pS), Ia synchroûisation Las. la
synchronisation généralisee (GS), Ia s'ïchronisation complàe (CS)... etc.

2.4.1 La sFrcbroris&tior identhue (pC) U3l

La synchronisation idenûque a été proposée par pecora et Carroll. Ell€ a l,avantage
de repÉsenter une i;olution de s,,Dchronisation simple e1 performante. Ellc permer a
I'esclave de reproduire le plus fidÈlement possible l,état du malte, après rm régtme
transitoire L'idée de la synchronisation identique est de diviser re système initiar en deux
sous-systèmes. Cett€ opération p€ut être réalisée d,une manière arbiûaire.

La figwe suivsûte représente le processus de décomposition en sous-systèm€s. y
rcprésente la variabl€ d,état qui coninande le sous-système esclave s!

Le sous-systèm,e réplique s! est un aandidat susceptible de se synchromser avec la
dynamique complète initiale. pecora ert canoll ont démontÉ que la oondition nécessaire et
suffisante poul que cette prcposition soit waie est que le sous_système ss2 soit stable ; cette
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hypothèse est équivalente avec la condition qui dit que l,ensemble de$ coçItcients de
Lyapunov du sous-système s! soie.nt négatifs. Une synchronisation pâr1àite peut alon êhe
obtenue puisque les trajectoires sont asytlptotiquement çoDvergentes :

]*fli,t,l "',1'!l=o
(2.2r)

Figur€ 2,2 ; Structue d€ sl'llcluonisation par décomposition en sous-systome ploposée par
pçcora et Ca.noll

Pour iilustrer ce mécanisme de s)nchronisation on considère cofirne exemDle Ie
système de Lorenz détini par l'équatioû suivantc :

o"x=o(y-x),
D'y=(r-::)x-y,
D"z=ry_bz,

ayec : a = 10, b = 8/3,r = ZB

Le maltre et l,gsclave sont injtialisés sépatément avec des conditioûs initiales très
proohes. Pour une duréç de l0 secondes on les laisse ônctioDner indépendamrnent, les
trajectoires des deux s)/stèmes deviennont alors assez vitç divergenûss.

A l'instant t = 10t on supprim,l la dimension, du sysême esclave et on le remplace
par l'étaf con€spondanjt côté maître; Cette opération va forcer les états y çt z du système

esclave à converger asymptotiquem€nt yers les états oorespondants du système mai.tre. La
garantie de cette convergence est donnde par les valeurs négatives ,1r,,! S 0 des exposants de

r2 =t (rr,î2)

ffi;4
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3 'r - rn so'--ï--1---T--i-,t_-ï_---ï_-r-+

Figurc 23 : Syncbronisaûoq maltre esclave p-C du système de Lorcûz

Bien que les deux systèmes aiqnt été initialisés diftëremment, ils ont tini par se
rattËpel et svoir la lnêm€ hajectoire. ç€ tne de synchronisaxion est dite unidirectionncl.
car le systùne maî&€ représ€nte la sourpe et lc système esclave le destinalair€ .

2.4.2 La synchrods|tion complète (CF) [151

On cottsidèrc un syst)me otaître représqnté par les équations suivantes ;

xeD', h:.8' -+û'

A

NeE P, h:l e -+ûq

D.,c=f(t,x), D"y=h(x)

Et un sysême esclave dotné par :

o" ; = î (,',i,), o' ) = k(;)

Où (r,r) sont les ela*b des systèmes et (y,y; sont les sorties.

Soit g une fonction contiaue, qui déarit la lelation enûe lc malt,ç et l,esclav€ lors de la
synchronisation :

y=a\y), ettJ " -+t) a

La s),nchronisation esr dite complète sii(l) = x1r1 .

Ce qui implique que ; l', = 4 et g est unç identité.

Q.23)

(2.24\

J)

(2.2'



Si/ = /, la reladon devient une slnchromsaton complète identioue.

Si / + / , c'est une slnchonisatior complète non identique.

La s;rnchronisation complèt€ est donc une coihcidelce complète entre les variables
d'état des deur systèmes synchrotûsés. Les méthodes de synchronisation comptète sont
typiquemerLt associr5es avec la syncftronisation d€s systèmcs identiquer;. La maJonté des
concepts der s',ncbfonisation compl,:te utilise un schéma de rétoaction et riont coûsidérées
comme étart bidirectionners, car les deux systèmes sont à la fois source et crestination.

2,4.3 Lâ syrûchroni$ation générali!,ée (GS) [l5l
La synch$nisation. généralisée est considéÉe colnm€ une généralisation de la
synchronisation co*plèle pour syn( honiser des systèmes ahaotiques de rnodère différent.
Elle se marifeste pa,. une ælation fonctionnelle ertre deùx systèmes châoliques couplés.

2.4.4 La synchronisation Lag [l3l

Elle est définie pour le cas où ; (t) :ï (t*.r), avec ? es1 un nombre positil.trls pett.

2.4.5 La syrrcbronisarion anticipée [131

Colnme dans ie cas de la synchronisation Lag, la relation eûtre les vÉriable d,état des
syslèmes maîtle et esclave est donnéLl tar :

) 1t1 =x 1sa,,1, .-.o.

2.4.6 La synchronisfltion de phar€ t?S) [.t41

Soit grl et g2 les phases a,os systèmes maîtle et

synchronisatlon de phase est réalisée si poru deux nombres

nombre positive tlès petit € tel que :

(2.26)

esclave respectivement. La

entiers m et n, il e>dste un

lnp, - np,)< e
Q.27)

Le phérromène cLe s)'nchronisation de phase est totalement différeBt de ceux presentes
précademmellt. Généralement, lorsclue la. synchronisation chaotique est obtenue, les
exposants de Lyapunov du système esclave sont tous négatifs. Donc le systàne esclave est
un système :ûon chaotique av€q uræ sortie chaotique. Cependart, dans le cas de la
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synclnonisation de phase, les exposants dc Lyapunov peuvent pændrc des valeEs positiyes
1141.

2.4.7 L'mti-synchtronisation [16]

Théoriquement, deux systèmcs sont anli_synchtronisés si d,une pa.t, le système
maître et le système esclave onl des vecleu$ d,état iden iques en valeur absoluc mars avec
des sigtæs opposés et que d'auae pait, La somme des veçteurs d,état des deux systèmes
tend vers zéro lorsque l€ temp$ telld vers l,inJini [16]. L,eneur d,anti.synç]uomsation pcut
donc être ddfinie comme suit :

et = @ut+ )cs), t=|.....,n

xmr,.rJ, i L'état du système maître e1 esclave respectivement,

n: la dimension de systèmes.

2.5 Conclusion

(2.2E)

Dans,ce chapihe, nous avons expli,lué le concept de synchronisation des systèmes
chaotiques ainsi que 1cs dilférsrtes méthodes et tt?es de synchronisation. cette démarche
nous sera ûès utile p()ur notrc système d9 transmissiol.

Dans le chapit.e qui suit nous nous intércsserons à la synchronisaton des systèmes
chaotiques tactionnaires par la conunande passivÊ. Les concepts de base y seront énoncés
ct la façon de l'applictuer dans co tarcil de rnémoire sera développée avec plus de détails,
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Chapitre 3

Concep qlisation d'un système
de synchro n d' ordre fractionnaire

L'objeaif principal de ce présentet une qpproêhe pour {rnchroniser det*
systèmes chaotiques de Ia commande passîve ovec présentation du
circuit de Wchronis dion la faisabilité de I'approche proposée.

n
,s tî,



3.1 Inhorluction

Ces demières années, la synchronisalion des systèmes chaotiques tactionnaires a
commencé à attirer une attention cro

re traitem€nt sécudsé de," "",,-;ïi::.':,ï:"ff: îi'î:îï:î::":i.tr
systèmes différentir:ls ûactionnaires avec un ordre inférieu à I peuve[t se comporter de
façon chaotique, der manière similaire à leurs homologues d,ordre entier, dans lesouels le
chaos peut également êhe slarchronisé [l].

Plusieurs méthodes et techdques eûicaces pour synchroniser deux copies d,un
mêne système ont ru lejourpanni ces mérhodes de synchronisation oû trouve : le coturôle
actif, le contrôle passive, la méthode ( Hoo >, la méthode du mode glissant ainsi que la
synchronis€tion basée sur les obsen.ateuîs non linéaires [2_3].

Sachant que nous allons nous intéresser à la s),nchronisaticn des systèmes
chaotques :lractionnairg, et au vu des multiples avantages que nous olfre la commande
passive, il est clair que la s),nchronisation par la commande passiv€ esr l,outil idéâl pour
notle travail. Au cotlls de ce chapiûe nous allons d,abords présenté la cc,mmande passive,
purs, nous allons appliquer cette commande pour synchroniser deux systèmes chaotiques
fractiornaire, à la fin de ce chapitre on va présenter le circuit de synchronisation.

3,2 Présentation de la commande passive

L'idée de base de la passivité consiste à fâçonner l,énergie totale du système pùis à
aJouter un teme d'amodissement. Les équations d,Euler_Lagrange (EL) permenenr
d'obtenir aisément cette formulation. En plus, si cettç commande est capabje d,injecter un
terme dissip.Ltif additif au système, alors la convergence à l,état désiré peut être améliorée
par rapport à celle att3i e avec dissipation foumie par le systèrne [4i.

Le conhôle basé sur la passivité étudie les systèmes dynarniques sous la forme du
système entrée, sortie et éûergie, grâce à la théorie de contrôle noû linéaire géométrique
pour la conception dr: systemes de rétroaction norr linéaire. Si l,approvis.iont\ement d,une
source exterÏ]Le ne pcut pas Satisfaire l,&tergie inteme perdue, alo$ l,énergie du système
diminuera peu à peu e1 arors le système atteindra éventuellemçnt une stabilité
asymplollque.
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Où x I'espace d'état r = fr n, l,entrée du systeme z = Enet la sortie du système y = nn,
f(x), g(x) et h(x) sont des mappageq lisses.

Oll p€ut désigner une fonction non négatif [(r): X J R la foncrion de siockage du système
(3.1).

De plus, nrrus apEdons une fonclion à valeur réel1e s$t,u) =a y,y s= yru Le taux
d'approvisionnem€nt, tel que

Considérarrt un système non linéai,€ décrit par l,équation de la forme suivant [5]:

{*=f(x)+s@)u
ly = h(x)

f s(z)dr < oo ve :: O

> Délitrition 3,1 | le systeme (3.1) esr dit passifavec la fonction de stockage

d'approvisionnement tr, si I'inqgalité suivante existe :

V(x) - V(xs) s $;vr (r)u(t)dt

Et il est équivaled dire que: le système est passif s,il existe

P etp > 0 tel que:

(3.1)

(3.2)

t/ et taux

(33)

des coDstantes réellcs

rt a.. , - -
Joy' \î)u\î)dt + P > Ji py' (r)y(r)h (3.4)

En oufe, le système (3.1) peul êûe représenté par son exprcssion équivalentç
appelé la fome normale dans une nouvelle coordonnée (2, y) , or)

2=foQ)+p(z,y)y

, = b(z,y).r a(z,y',ru (3.s)

) Délhition 3.il : [6] Le syst&ne (3.1) est un système de phase minimum si ,err(o)
est non sillgltier et la dynamique dçs zéros est asymptotique stabiç au pomt

d'équilibre.

> Définition 3.!i [6] Le système (3.1) est passif pour tout t > 0, il existe un€ valeur

réelle p qui satisfait I'inégalité sqivante :
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3.3 Présentation du système c4aotique fractionnaire de Liu

_.,- 
Le système autonpme de Liu à ordre fractionnùe est déûit par les équafions

ditrérentielles non linéaires suivantes [7]:

(D"x=-ax-eyz
I D"Y = by - kxz
\Daz = -cz + mxv €.rr)

Où o = e = I ,b.' 2.8,k =m= 4,c = 5,a = 0.90 et condirions initiales (0.2,0,0.5)

Le système (3.11) compprte cinq points clequitibre. Deux complexes et trois Doints
d'équilibre Éels È'. = (0;0; 0),Ë, = (1.0.88388; _0.94 0tS0;0.664786)

et E3 = (-0.88388;0.94g1SO; 
-O.6Q4ZB6).

Les racines de l,rhuatipD caractéristiqræ évaluée à l,équilibre E1 sont ,11 = _1,
,1r = -5, et,tr = 2.1i. Et les valeu$ pfoprcs de la matrice jacobienne Évalués aux pornts
d'équilibre È2 et g3 sont 1r4 -4,382767, etl].J * O.44ggB37 13.346383i.
L'attracteur du système de Liu est repr4senté sur la figure 3.1.

Figur€ 3,1. L'athacreuf du systèmç ùactionnaire de Liu



3.4 Apptic!ûo! de ti

Considère le systàne

(D"x=-6ç-trz
l DoY=by-kxz
\Daz = -cz + nlry

Et le récÊpteur pat I'

{ oox^=-arn-e)
7 D"Y^ = bv^ - kr^
\D" z^ = -cz^ + mx,

Oit q--e=l,b=2.5,k
,c=0.90

Lapartie émetteur est ie pqr l'éq

polr la strchrotilatlotr du lystème de Liu

ire de Liu suivant :

(3.12)

(3.13)

(3.r4)

peu câlculer I'eneur de syncbronisation :

(3.ls)

(3.r6)

<3.77)

( Daxs = -axs - eys2

7 Days = bys - kxszs

lD" z" = -s2" a, ,o.x"t

A partir de l'émeû€ur et le

l"rl r, -x. I
tet = rzl = ly"- y^l =ferf lzs - zn I

?l
zzl

( D"et = -a(x" - x-) -
I Du e. = t1y" - r^'t - r,
\Dqq = -c(zs - zà +n

- Srlzz.)

On ajoute la commande u état dans le système (3.16)

( D" e1 = -as" - 
"çr"z 

-
I D" e2 = bs, - 1r1r""" - 

^lDd4 = -c4 + n(xsys -
En ehangqnent de variable 4= zt

+u
2\

zn)

+rl
(D"zr=-a2r-"ç"2-"
lD"y = by-k(x"2"-x-
\Daz2 = -ç2" + m(xsys - v'^y*)

,ez-!=ls-lm st %= 22

G.r8)



On a: y = s, = ys - ym - ys = y 1

Donc : y,2 = O + y^)2 = y2 + ym2 2yy^

(3.1e)

(3ro)

de (3.21)

(3J1)

(3.22)

(3.23)

le s,Btèmç est minium de phase (défrnition3.2) ;

ln

On aura :

u

(0"2, = -a", - 1"rz + ey^z +
1D"y = by - k(x"2" - lnzm) +
\Dd z2 = -ss, + mlx"(y + y_)

w<"t=T,î*i"i

La dédvée de cette fonctio4 :

lit1z1= i,zr+ irz, =12, zrll
L_C22 + m

( D"z, = -ar, * ey2 -zeyym
7D"y = by - kx"", + btmzn + u
\D" 22 = -ç7" q 

^*ry + m xsy^ _

En récdvant le système (3f20) sous la

{i=fok)+p(z,y)yt:i=b(z,y)+o(z,y)u

loQ) = l- 
" 
r" * ^l"Ti, ^r^r^l

cv,n=l-ffl1l.t

I a(z,y) = 1

lb(z,y) = 6y - 1r1r,z" - F^z^)

Tout d'abord, commence ppr prouver

on suppose que le fonctiori d€ L e$ comme sùit :

'i 
-,*.r,]= -*i - 

" 
zl - z,(n x,v, - nx,v,,) < o

Puisque û(z) < 0 alors, Lelsystème (3. 2) est minimuû de phase,

> Théorème 3.1 [5] i Le sy

suvanle :

(3.12) est passif en appliquant la commande



v1z,y1=u\ù+|f ;

On dérivant ceûe

n =4è+ vù
dz

;,=ffV,{i+o{",ùt
, y1u,1r

r=ffr"<a,ff*.t
z, y)u )!

Vu que le système est on

4r"r"l=oaz

Alon,

.dw
v sE p@,y)y+[be,y)

i,<ffVzt,e+nr,D+I
11+uo1t

Si on choisit le consleur

a'p = a-\(z,y)I-br (2,y) )-ky+1'l
Telle que :

up = -by+b,2"-h'.2,+

Alors :

û < -1c!' +ut

En intégrsnt féquation

ue = a-t (z,y)t-br e,
Ou; É>0 et v est une

) Démolstration

,y)-ky+vl

on choisit la fonction de stockÂge :

t",yl*i*y, (,)a<O<iu

Ou P= v(zo,yo) comme la y(Z,.r,) > 0, on pbrient ;



,,,.
! 
y(r)v(r)dr + p > | t/ (tl a r

0;

Selon la définition .1.3, le (3.21) slstème est passifet ce qui confirme le theorème.

La flguÎe 3_2 représente le sché;na simulink du circùit de syrchronisation (emeûeur-
Écepteur et commaqde).

-_ '.1::-

i

'N>
i1i

-\ f -L --1 , ! _.r t*:
;; _;1._- 

-"- -, =' -t'=:- -'
;F :-j. i. , I ':: _,-

f"a\ .. _

e(l)i Erreur de synchronisation u(l): Commande passive

Figure 3,2 : Schéma de la simulation de synchtronisalion sous Simùlink
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Les ligr''es 3.3 et 3.4 æprésentgnt les ésultats de syrchronisation sans co'mande et
avec commande respectiyement. Cqmme on peut le voir, avec la çomlllaûde Dassive les
dzux systèmes ûactiormalre ce synchlpmse au bout de 0.9s.

Figure 3.4 I s)'nchonisalion de deux s;1stèmes chaotiques fractonnates aveo commande

Figure 33 : syncbronisation de deux çystèmes chaotques fractionnaires sans commande



3.5. Simulation du circuit éltectronique transmission sous MULTISIM
3.5.1. Le réalisation du circuit d'alphr ou bien le calcul d,alpha

La ddfinition standard de fra{îior
dirccre de$ opérateurs nactionnai,", iii,":::i;:i;' iî:#iii::îî;:
étudier de tels systèmes, il est nécessaire de développez des approximations aux opérateuN
fractionnail.es en utilisant les opérateurs d,ordre entier staûdard [g]. Selon la théorie du
circuit, la fomulation d,approximation de, de 0.1 à 0.9, en référence [9], Diagramme
d'approximation de ûame forcé, pefi êtrc réalisé par le domaine de fi€quence cornplexe de
la chaînç FoÎme ui circuit équiva"Lent. euarda=o.gg, on peut calculer que la formule

d'approximatioo de-j;;,.

t 1.2974(,y +1125\.';;;=:',
s"-' (s+ 1423)(s r-0.01t25)

Dans la fonnule (3.24), .r = Jn. C,ei( une fréquence complexe et l,unité de circuit de forme
de chaîne est décdte dans Figure 3.5(a), scllant la référence [g] La foDction de tansfèrt
sntre A ct B peut être obtenu comme suir :

l1
ÀR
Ct+C,

PriseCo = IlF. Depuis ffr stCo = {.. On peut aneindre ;u 
su.v.

Rt =91.18'l3MA,& = 190.9330,q =9?5.32nF et C,=J.6gegpp. e,26)

De même. pour a = 0.9 on peut aflerna I
ue ra lormute d'approximation de *_est:

1 2.2675(s + 1.292)( t +2t5.al
F=('.0r,lrrrx.-Zt54x"-lr4 8.27)

L'unité de aircuit dc forme de chalne pour ce cas est illustrée à la figu.e 3.5(b). La fo&tion
de transfed el1he A et B est :

I t I
a'.so,(s)= "î+_+.+

J+--- r+ ca -:-R,q - &c, -', 
&c!

(324)

(c" . c"
1.-V-

(3.25)

50

(3.28)



On peut atteindre ;

&=62.84MA, & =250f0,4 = 2.5ke, Ct =t.23pF, Cz =r.83pF et ct=r.rpF.

(a) (b)

Figure 3.5 : L,unité de fonne de chaine de (u,={. fUf{
3.5.2. Schématisation de l'émott€ur

Le schéma électronique de l'émetteur ç$ represçnté dans la ligule 3.6 ci-après :

91.1873

l,F$

IrF|. l,H'

l'',' 
v|!f ! t;r

. -' t'f::, t t'Fr,qtrhlr

..râ >!ai. ,r;é | ,:j
:.: :: ".! l. --}--.-lh--ft=li I '"

".r':'"' , x; ll. | :.1i4-. ir''' I f!tH'

Figurc 3.6, Schén1a électonique de l'émetûeur



3.5,3. Schémqtsation dr recepteur

Le schéma électronique du dcepteur çst représenté dans la figule 3.7 ci-après :

I'H'

l/17a"'.
l,Fr' l,H'

I'Fo

.r i " .. ..' I i'

t,,t}. vj rd ,.,, | . | ".,1

i+r, lllH'

Figure 3.7 Schépa électronique du réceprcur



3.5.4. Schémâtiratiol de h comrûaFde passive
Le schéma électronique de ra coûnnaûdé pas$ve e$ rcpÉsenté dans la figure 3.8 ci-après :

Figure 3.8 : Schéma étlectoniquc de la commarde Dassive

3.5,5. Schémrti!ûtion de I'erreur
Le schéma électronique de l,eneur est rpprésente dans la figure 3.9 ci-après :

lrHr,

Figqre 3.9 : SchÉma élacaonique de I'erreur
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3.5.6, Simqtaton de la synchronildion du systèm€
La hgure 3.10 ci-dessous represente la simulation de la synchronisation
chaotique ftactionnaire à partir de J 'émetteur vers le réceDteur :

d'un système

Figure 3.10 ; Schéma électronique Simulaton de la synchronisation du système

Les fipre 3.11,3.12,3.13 représent€s l,allure des signaux chaotiques de l,émetteur
et lç écepteu sans comûânde et les Jigures 3,14,3.15,3.16 rcpÉsente l,allure des
signaux chaotiques de l'émettcw çt le récepteu avec comrnande. Comme on pçut lc voir
clairement, on a obtelu les mêmes résul@ts que ceux obtenue théoriouement.
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La ligure 3.11 : L'qllure du sigqal chaotiqu€ de l,émetùeur et le re€eDteu sans

cor4mande (Xm,Xs)

La ligure 3.12 : L'allure du si€nal chaotiqu€ de l'érnetteu et le réceptew sans



La figure 3.13 r L'allure du riigpal chaotique de l,émetieu et le rgcepæur sanl

Ot(illorccp.-XSC2

60r,315 m!'
€01.3r5 m!

coqmande (Zn.Zs)

Lr figure 3.14 : L'allxre du signal chaotique de l'émetteur et le récepteu, avec



La figure 3.15 : L'allure du signal chaotique de l,émetteur et le récepteur avec

Osc'rlos(op€-XSC I

318,77r my
3!8. t70 mv

0,000 v

co4mande (Ym,'fs)

La ligure 3.16 : L'allure du si@ chaotique do l,émetteur et le rec;;* **
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Conclusion générale
Au de ce travail, nous nous sommes intéressés à la conception et réalisation d,un

système de isations d'ordre ûactionnaire.

Le premier presente ur état de I'art sur les sysêmes chaotiques et ftactionnaires. où
qui y ont été abordées nous ont permis de mieux comprendre ces

ont ainsi servi tout au long de note ftavail.

du deuxième chapitre. nous ayons étudié la synchronisatiot des systèmes
nous avons irtroduit la notion de synchronisation el ces differents

méthodes et de la synchronisation des systèmes fracûonnairçs.

isième chapitre de ce travail, nous consacÉ ce chapitre poul la
la commande passive puis, nous avons appliqués cefle approche pour
systèmes phaotique fractionnaires. A la frn de ae chapitre ûous avons

de synchronisation sous Multisim pour ,tssruer la faisabilité de cette

Comme te à ce travail, on proposg I'utilisation de ce circuit de syncluonisalion pour
le cryprage d

les notions et

systemes, elles

Au cou l

chaotiques

Dans le

rcpéseniation

synchroniser

réalisé le circui

apFoche.
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