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Résumé

Dans ce mémoire, nous présentons une nouvelle méthode d’estimation des distri-
butions discrétes décrit par Victor Fassaluza, Luis Gustavo Esteves et Carlos
Alberto de Braganca Pereira. Cette méthode permet d’estimer la la fonction
d’une distribution discréte en présence des données manquantes en utilisant les co-
pules de Bernstein aprés avoir approximé cette distribution par des polyndémes de
Bernstein, et en fin, nous présentons une application sur des données réelles que nous
allons comparer avec les différents estimateurs des probabilités théoriques pour cha-
qu'une des distances suivantes, Aitchison, euclidean, variation total, et Divergence
symétrisée de Kullback — Leibler, afin d’évaluer la pertinence de cette méthode par

rapport aux méthodes existantes.



Abstract

In this thesis, we present a new method of estimating distributionsdiscrete des-
cribed by Victor Fassaluza, Luis Gustavo Esteves and Carlos Alberto de Braganca
Pereira. This method makes it possible to estimate the function of a discrete distri-
bution in the presence of missing data using copulas of Bernstein after having ap-
proximated this distribution by polynomials of Bernstein, and at the end we present
an application on real data that we will compare with the different estimators of
the theoretical probabilities for each of the following distances, Aitchison, euclidean,
total variation, and Divergence Kullback - Leibler symmetrization, in order to assess

the relevance of this method by compared to existing methods.
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MOTIVATION

Les variables aléatoires discrétes est un outil indispensable pour la modélisation
des durées de vie. Lorsque les mesures de ces durées de vie sont peu pratiques,
voir insuffisantes, ou impossible & mesurer en échelle continue, il est raisonnable de
considérer la durée de vie comme une variable aléatoire discréte. En pratique, nous
rencontrons des situations ot la durée de vie d'un équipement est considérée comme
une variable aléatoire discréte, on peut considérer la durée de vie comme un nombre

de succes, ...ect.
INTRODUCTION

Le concept de copule est I'un des moyens qui peuvent enrichir la notion de dépen-
dance stochastique. Traiter cette notion a l'aide de corrélations linéaires seules est
(en général) une trés mauvaise idée. I'un des avantages du concept de copules c’est
que tout modéle probabiliste multi-varié posséde (au moins) une copule. Un modéle
probabiliste est caractérisé par la donnée de la fonction de répartition Fx du vec-
teur X. En utilisant les copules, le théoréme de Sklar nous assure I'existence d’'une
copule qui nous permet de séparer la modélisation des lois marginales (fonctions de
répartition & une dimension) et de la structure de dépendance (copule). Le modéle
probabiliste est alors obtenue par assemblage des lois marginales et de la copule.
L’un des problemes fondamentaux en statistique est ’estimation d’une fonction de
répartition F & partir d'un échantillon de variables aléatoires réelles X1, X, ..., X},

indépendantes et de méme loi inconnue.

Plusieurs estimateurs ont été proposés pour ’estimation de cette fonction, comme
la fonction de répartition empiriques qui est un estimateur naturel, cette fonction
ne fait appel & aucune structure algébrique ou topologique mais seulement & des
notions ensemblistes et que les techniques d’estimation ne sont pas autre chose que
des techniques de régularisation de cette référence empirique dont la donnée est
équivalente a celle de I’échantillon. Estimateurs par lissage, estimateur a noyau,

estimateurs splines et d’autres estimateurs.

Dans 'histoire de la théorie de 'approximation, les polynémes de Bernstein uni-
variés et multivariés jouent un role central depuis le début du XX éme siécle. Les
traitements des polynomes de Bernstein en une variable ou en plusieurs variables,
non pas seulement été utilisés pour fournir une preuve constructive du célébre théo-

réme d’approximation de Weierstrass pour les fonctions continues sur des intervalles
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compacts, y compris des estimations explicites du taux de convergence, mais aussi
pour des applications plus avancées en analyse fonctionnelle et en conception assistée
par ordinateur, comme les courbes et surfaces de Bézier. Les propriétés de conser-
vation de forme et de lissage local des polynomes de Bernstein sont d’un intérét
central, en particulier les applications d’ingénierie. (Il peut étre intéressant de noter
ici que Donald Knuth a utilisé des courbes de Bézier pour la conception de polices
TEX.) Les applications des polynémes de Bernstein pour modéliser la dépendance

stochastique via des copules, en revanche, sont examinées beaucoup plus tard.

L’utilisation des copules & des fins de modélisation et de simulation, par exemple
dans la gestion des risques, revét une importance croissante. Rappelons qu’une co-
pule C' (d-dimensionnelle) est la fonction de distribution cumulée (cdf) d’un vecteur
aléatoire U = (Uy, - - -, Uy) dont les distributions marginales unidimensionnelles sont
uniformes sur l'intervalle [0, 1]. Le théoréme bien connu de Sklar forme une base clé

de la théorie des copules.

L’association entre variables aléatoires est un sujet d’intérét dans de nombreux
domaines scientifiques. La méthode la plus compléte pour caractériser I’association
entre les variables aléatoires consiste a déterminer la distribution conjointe de ces
variables aléatoires en utilisant les fonctions de densité multivariée pour les variables
absolument continues et les fonctions de masse de probabilité multivariée pour les
variables discrétes. Actuelemnt les chercheurs s’intéressés a évaluer de telles associa-

tions (voir, par exemple, [4, 7]).

Le travail de notre mémoire est inspiré essentiellement d’un article de Victor
Fossaluza publié en 2017, La motivation de cet article était une étude réalisée dans le
cadre de I’Obsessive-Compulsive Programme sur les troubles du spectre de I'Institut

de psychiatrie, faculté de médecine de I’Université de Sao Paulo.

L’objectif de cet article est d’introduire une méthode d’estimation des fonctions
de masse de probabilité discrétes multivariées en présence de données manquantes
(marginales). Pour cela,l’auteur a développé une méthode d’estimation qui utilise &

la fois des fonctions de distribution empiriques et des polynémes de Bernstein.

La procédure consiste a estimer une fonction de distribution conjointe lisse, puis
a appliquer une méthode qui transforme cette fonction en une fonction discréte,
c’est-a-dire la fonction de masse de probabilité conjointe estimée. Les résultats de

cette nouvelle méthode sont comparés a ceux des méthodes alternatives, en évaluant

S.BOUSSANDEL M.GUEHAM - 2019,/2020 4
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les distances standard.

Ce mémoire se divise en trois chapitres.
Le premier chapitre est une introduction mathématique aux copules. On y retrouve
les principaux théorémes de base de la théorie des copules. Dans ce chapitre nous
présentons quelques familles de copules paramétriques les plus utilisées en pratique,
ainsi que les différentes méthodes d’estimation des copules (paramétriques, semi-
paramétriques et non paramétriques). Le second chapitre est réparti en trois sections.
Dans la premiére section nous allons présenté la définition et quelques propriétés de
polynoémes de Bernstein, ainsi que le théoreme de Weirstrass qui affirme la conver-
gence uniforme d’une suite de polynémes. Dans la deuxiéme section nous présentons
quelques propriétés des copules et densités de Bernstein. Dans la troisiéme section
nous présentons comment passer de polyndémes a copules de Bernstein. Dans le troi-
siéme chapitre, La premiére section décrit les méthodes existantes trouvées dans la
litt érature qui seront considérées pour comparaison. La section 2 décrit 1’estima-
teur proposé par Victor Fossaluza pour les fonctions de probabilité conjointes. La
section 3 présente une discussion de la nouvelle méthode et comparaisons de cette
méthode avec les méthodes alternatives utilisant a la fois des échantillons simulés et
le vrai exemple OCD. Enfin, dans la section 4, nous présentons des commentaires et

considérations pour les travaux futurs.

S.BOUSSANDEL M.GUEHAM - 2019,/2020 5



Chapitre

Rappel sur les copules

1.1 Quelques mesures de dépendance

En statistique, il existe un certain nombre de grandeurs proposées par des auteurs

afin de mesurer la dépendance entre deux variables aléatoires.

1.1.1 Coefficient de corrélation de Pearson

Soit (X,Y) un vecteur aléatoire dans R?
alors p(X,Y) = %

o cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) est la covariance entre X et Y.

dx,dy Vecart type de X et Y respectivement. E(X) et E(Y) l'espérance de X et

Y respectivement

Ce coeflicient est la mesure la plus connue,est une mesure imparfaite de la dé-
pendance. Il ne peut se mettre sous une forme ne faisant intervenir que la copule,
les marginales restent présentent dans l’expression, ce coefficient n’est donc pas une

mesure de dépendance, en plus c’est un coefficient de corrélation linéaire.
Les proprietés de coefficient de corrélation de Pearson sont
a) p(aX,bY) = signe(ab)p(X,Y)

b) p(aX + b,cY + d) = signe(ac)p(X,Y)



Univ MSBY Jijel Fac SEI Dép de Mathématiques

¢) p = 0 n’implique pas que les variables X et Y sont indépendantes mais on ne

peut pas dire qu’il n y’a pas une corrélation entre ces deux variables.

Définition 1.1. Soient (x1,y1), (x2,y2) deux observations d’un couple de variables

aléatoires (X,Y), sont dit

concordantes si

(x1—22)(y1 —y2) >0 ((x1 < x2) et (11 <y2) ou (x1>z9 by > ya))
disconcordantes si

(1 —x2)(y1 —y2) <0 ((r1y <zx9 et yy >Ys) ou (z1> 29 ety <Ya))

Définition 1.2. La fonction de concordance entre les deuz variables aléatoires (X1, Y1)

et (Xs,Y3) est définie par

Q = P[(X1 — X5)(Y1 = Y3) > 0] = P[(X; — X5) (Y1 — ¥3) < 0] (1.1)

1.1.2 Le tau de Kendall

Le 7 de Kendall 7(X,Y) = E(Fx(X)Fy(Y)) — 1 ne dépend également pas des
marginales, il est égale a la probabilité de concordance des rangs moins la probabilité
de disconcordance des rangs, en effet :
solent (x1,y1), (z2,y2) deux observations d'un couple de variables aléatoires (X,Y)

avec (X,Y) sont i.i.d, alors

7 = Pl(w1 — 22)(y1 — y2) > 0] = P(w1 — 22)(y1 — y2) < 0] (1.2)

Dans le cas générale, on utilise I’estimateur

n j—1
2

R — Z Z signe(z; — x;)(yi — yj;) (1.3)

n(n —1) j=2 i=1

on note par z = (x; — z;)(y; — y;)

) 1 siz>0
signez =
-1 siz <0

S.BOUSSANDEL M.GUEHAM - 2019,/2020 7
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1.1.3 Rho de Spearman

Le ps de Spearman défini comme étant le coefficient de corrélation de Pearson
calculé sur les rangs des deux variables éliminent par construction l'effet de dépen-

dance aux lois marginales.
ps(X,Y) =3[P {(X ~X)(y - Y’)} > 0[P {(X XY - Y’)} <0] (14)
Le rho de Spearman peut s’écrir en fonction de coefficient de Pearson comme suit

ps(X,Y) = p(Fx(x), Fy(y)) (1.5)

Remarque 1. Le fait que 7 = 0 et ps = 0 nimplique pas que les variables X et'Y

sotent indépendantes. T et ps sont deux coefficients de corrélation non linéaire.

1.2 La fonction de répartition

Définition 1.3. soit (X,Y) un vecteur aléatoire o valeur dans R?, la loi de (X,Y)
est caractérisée par F(X,Y) = P(X < x,Y <vy),Y(z,y) € R?, F est la fonction de

répartition bivariée de (X,Y).

Définition 1.4. (lois marginales de (X,Y)) lois de X et de Y prises séparament

décrites par

Fi(z)=P(X <z)= lim F(z,y) = F(z,+00)

Yy—r+00

Fy(y) =P <y)= lim F(z,y) = F(+o0,y).

Tr——+00

Remarque 2. Si X et Y sont independantes alors F(x,y) = Fi(z)Fy(y)

Proposition 1.5. soit F' fonction de répartition bivariée alors

1) F est continue a droite c-a-d Hgﬁbyo F(z,y) = F(zo,%)-

2) lim F(x,y)= lim F(z,y)=0.
T——00 y——00
3) lim F(x,y)=1.

T—+00

Yy—r—+00
4) F est 2 -croissante pour tout (ay,as), (by,be) avec —oo < a1 < by < 400 et
—00 < ag < by < 400

F(bl,bg> — F( al,bg) — F(bl,a2> + F((Il,ag) 2 0.

Une fonction de deux variables vérifiant les quatre propriétés précédentes est une

fonction de répartition bivariée .

S.BOUSSANDEL M.GUEHAM - 2019,/2020 8
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1.3 Les copules

Les copules permettent d’étudier la dépendance entre plusieurs variables aléa-
toires, avec I'idée que cette dépendance ne doit pas contenir d’information provenant
des lois marginales des variables elles-mémes. Pour ce faire, on les « uniformise »,
c’est a dire qu’on se prémuni de « l'effet d’optique » di au fait que ces variables
peuvent avoir des lois marginales trés différentes. En particulier, les copules per-
mettent d’imposer une structure de dépendance a des lois marginales (ou des va-
riables aléatoires) données séparément.

Dans toute la suite on prend I = [0, 1].

Définition 1.6. on appelle copule (de dimention 2 ou 2-dimentionnelle) toute fonc-
tion de répartition bivariée C ayant pour marginales la loi uniforme sur I. Autrement

dit C' vérifié les quatre proprietés d’une fonction de répartition bivariée avec de plus

1) Yu,v € I,C(u,0) =C(0,v) =0.
2)Yu,v € I,C(u,1) =u,C(1,v) =v.
3) Yuy,v1,us,v9 € I, avec uy < vy et ug < v,

on a
O(Ul, UQ) — C(Ul,UQ) — C(Ul,UQ) + C(Ul, UQ) Z 0
telle que C(vy,v9) = P(X < vy, Y < wy).

Exemple 1.7. Yu,v € I, M(u,v) = min(u, v) définit une copule, en effet :
min(u,0) = min(0,v) = 0, min(u, 1) = u, min(1,v) = v.

min(ug, v2) < min(ug, vq), min(ug, vy) < min(ug, vy).

Théoréme 1.8. soit C' une copule bivariée, pour tout uy, vy, us, Vo avec u; < ug et

V1<V2, on a |C(ug,v2) — Cuy, v1)| < Jug — ug| + |ve — v1|, toute copule est continue.

Théoréme 1.9. soit C' une copule bivariée alors

1) Les dérivées partielles existent p.s et WS 1,7=1,2.
J
2) u — % et Vv % sont bien définie et décroissente.

Remarque 3. (la densité) Les copules admettrent des densités de probabilité.
02C(u,w)

Si la densité c associée a la copule C' existe, alors elle est définie par c(u,v) = Judv

S.BOUSSANDEL M.GUEHAM - 2019,/2020 9
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St la fonction de répartition conjointe H est absolument continue, en utilisant le
théoreme de Sklar nous pouvons exprimer la densité d’un vecteur aléatoire (X,Y) en
fonction de densité de sa copule et des fonctions de répartition marginales F et G,

ainsi que les fonctions de densités f et g par h(x,y) = ¢(F(x),G(y))f(z)g(y).

Théoréme 1.10. (Théoreme de Sklar)

1) Si C une copule, si F et G deuz fonctions de répartition alors H(x,y)=C (F(z),G(y))
est la fonction de répartition bivariée, ayant F' et G pour marginales.
2) Soit H une fonction de répartition bivariée de marginales F et G il existe une
copule C' telle que pour tout (z,y)e R?* H(z,y) = C(F(z),G(y)).

si de plus F et G sont continues alors C' est unique.

Remarque 4. Lorsque les marginales ne sont pas continues, il est toujours possible
de définir une copule, mais celle-ci n’est plus unique et de ce fait perd beaucoup de

son intérét.

1.3.1 Proprietés des copules

1) Toute copule C satisfait
Vu,v € I,w(u,v) = max(u+v—1,0) < C(u,v) < min(u,v) = M(u,v)
2) M et w sont deux copules "extrémes"
M : croissante en deux ces arguments
w : décroissante en deux ces arguments
3) Cy (u,v) = uv : composantes indépendantes
4) Si uq, vy, ug, vy sont dans [

|C'(uq,v1) — C(ug,ve)| < |ug — uq| + |vg — v1].

Proposition 1.11. Si C,, est la copule de vecteur (X,Y), toute transformation

croissante de (X,Y) a la méme copule.

Corollaire 1.12. Si F' est croissante et G croissante, Cp(z) ) (u,v) = Cxy(u,v).
Si F' est croissante et G décroissante, Cre ay)(u,v) =u — Cxy(u, 1 —v).
Si F décroissante et G décroissante, Cp()cy)(u,v) =u+v—1+Cxy(l—u,1—-v).

Si F' est décroissante et G croissante, Crey ay)(u,v) =v — Cxy (1 —u,v).
Théoréme 1.13. (Forme de Frechet)

Soit H une fonction de distribution conjointe d’un couple aléatoire (X,Y) de

fonction de répartition marginales F' et G. Pour tout copule bivariée C associée a H

S.BOUSSANDEL M.GUEHAM - 2019,/2020 10
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et V(u,v) € I?,
on a
maz(u+v—1,0) < C(u,v) < min(u,v) (1.6)

Proposition 1.14. Soit (X,Y) un couple de variable aléatoire continue de

copule C, l'expression de Tau de Kendall en terme de copule est la suivante

- 4/1/10(u,v)d(u,v)—1 - 4//@0 1w, 0)9,C (1, v)dudv—1 = AE(C(u, v))—1

(1.7)

Proposition 1.15. Soit (X,Y) un couple de variables aleatoires continues de copule

C alors

1

11
XY—12//u1)86'uv—3—12//C'uvdudv—3 (1.8)
00

0

Il existe un grand nombre de copules adaptées a différentes situations, toute réparti-
tion associée a un vecteur dont les marginales sont uniformes sur [0,1] définie une

copule.

1.3.2 Les copules paramétriques

Les copules archimédiennes

La notion de copule archimédienne, définie par GENEST et MACKAY [1986],
regroupe un certain nombre de copules (Clayton, Gumbel, Franck), 'idée d’une
copule archimédienne de générateur ¢ est que la tranformation w(u) = exp(—¢(u))

appliquée aux marginales « rend les composantes indépendantes »
W(C(uy, - up)) = [ Jwlu) (1.9)
i=1

Définition 1.16. (La copule archimédienne) La copule archimédienne de générateur

¢ est définie par

Gy < | OO o) i () < 6(0) o

0 sinon

S.BOUSSANDEL M.GUEHAM - 2019,/2020 11
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Le générateur doit étre choisi de classe C? de sorte que

o(1) =0, ¢'(u) <0, ¢"(u)>0.

Toutefois, quelques formes particuliéres sont souvent utilisé es en pratique du

fait de leur simplicité de mise en oeuvre. On peut notamment citer les exemples

ci-apreés
la copule sa forme le générateur
indépendance uv —In(v)
Clayton (™ +v 0 —1)"0 (t—1),06>0
Frank ZtIn(1+ %) —ln(‘ﬁ__ll)
Gumbel | exp(—((=In(w))? + (- In(v))?)? (—=In(t))”

Figure 1.1- density de copule de clyton
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Univ MSBY Jijel Fac SEI Dép de Mathématiques

Figure 1.2- density de copule de frank

Figure 1.3- de copule de frank

S.BOUSSANDEL M.GUEHAM - 2019,/2020
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Les copules elliptiques

Les copules elliptiques sont définies a partir des familles des lois elliptiques. Une
copule est dite elliptique si elle est la copule d’une loi elliptique. On en considére ici

deux cas particuliers, la copule gaussienne et la copule de Student.

Les copules gaussiennes La copule gaussienne ne présente pas de dépendance
de queue et n’est donc pas adaptée a des valeurs extrémes. L’importance de cette
copule réside dans le fait qu’elle est sous-jacente a la distribution normale multi-
variée. En effet, modéliser la structure de dépendance d’un échantillon par une copule
gaussienne est cohérent avec la mesure de cette dépendance par le coefficient de

corrélation linéaire. Elle est définit par C,(u,v) = ¢,(¢7 (u), ¢ (v)), p €] — 1,1]
telles que ¢ : la fonction de répartition de la loi normale N (0, 1).

¢, : distribution du vecteur gaussien (X,Y") centré de matrice de covariance

on a

(s% +t2 — 2pst)

T Yy )
0,(X,Y) = / /mexp[— 20— ) |dsdt (1.11)

—00 —0O0
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Figure 1.4- density de copule normale

La copule de Student La copule de Student (t copula) est la copule sous-jacente
a une distribution multi-variée de Student. Cette structure de dépendance capte les

dépendances extrémes positives et négatives.

Elle est construite de la méme maniére que la copule gaussienne mais a partir

de la distribution de Student centrée réduite

Définition 1.17. Soit p € I, la fonction de répartition de Student a v degré de

liberté est définie par

(82 + 1% — 2pst), w2

tou(x,y) = //27T\/11Tp[1+ o= ) |7 2 dsdt (1.12)

—00 —00

Définition 1.18. La copule de Student est une copule paramétrique, paramétré e
par le coefficient de corrélation linéaire p et de degré de liberté v, cette copule est
définie par

to () £, (v)

2, 42 e
Conlint) =ty )1 0 = [ [ s+ S 2

oI p o(1— 2
(1.13)
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St v — 00, alors la copule de Student converge vers la copule gaussienne et dans ce

cas, il est trés difficile de différencier entre ces deux copules.

Figure 1.5.- density de copule de student

Copule des valeurs extrémes

Une autre classe particuliére des copules et celle des valeurs extrémes. Le non

"extreme value copula" suggére un lien entre la théorie des valeurs extrémes et ses

copules.

Définition 1.19. On appelle copule des valeurs extrémes, toute copule C vé rifiant

la propriété suivante
Cu',v") = C*(u,v),Yu,v € I,¥t >0 (1.14)

ol

C (uf,v) = C(u,v)
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Copule MinMax

Elle est définit par

v— v + (1 —u)w —1]", Sil — (1 —u)w < vw
Clom,aa) (1, ) = (1.15)
v, Sinon

1.3.3 La dépendance de queue

Définition 1.20. Soit X et Y deux variables aleatoires continues de fonctions mar-
ginales F' et G de copule C'.

Le coefficients de dépendance de queue supérieur de X et Y est définie par

Ay = lim P(Y > Gl(u)/X > F(u))

~ lim 1 —-2u+ C(u,v)
u—1- ]_ — U
= lim C(u, ) (1.16)

La copule C(u,v) s’appelle la copule de survie.
Interprétation Si cette limite existe et si A, €]0,1[, X et Y sont dites asymptoti-

quement dépendantes au niveau supérieur de la queue.
A =0, on dit que X et Y sont indépendantes au niveau supérieur de la queue.
Définition 1.21. A\, = lim P(Y < G!(u)/X < F(u)) = lim €2
u—0" u—s0+ U

Si A\, =0, alors elle n’a pas dépendance de queue du niveau inferieur.

1.3.4 Copules associées a une copule

a) Copule de survie

Définition 1.22. Soit 5(u1, - up) la fonction définie par

Cuy, - up) =C(1—up, -, 1 —uy,) = Plug > u, -+, uy > u) (1.17)

alors C' est appelé la copule de survie de C.
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Remarque 5. [l ne faut pas comprendre que C est la distribution de survie C

associée a C.

Corollaire 1.23. Yu,v € [0, 1]

C(u,v) =1— (u+v)+ C(u,v) (1.18)
C et C sont reliées par la relation suivante

Yu,v € I,Clu,v) = C(1—u,1—0) (1.19)

b) La copule duale

Elle est définit par

PX<z ou Y<Y)=PX<2)+PY <Y)-P(X<zY<Y)
= F(z) +G(y) — H(x,y)

— F(x)+ Gly) — C(F(x),G(y) (1.20)

c) La co-copule

Elle est définit par

PX>z ou YSY)=PX>z)+PY<Y)-PX>zY<Y)
=F(z) - C(F(x),G(y))

—1-G(y) - C(1 - F(2),1 - G(y) (1.21)

d) La copule mixte

Elle est définit par

PX>z ou Y<Y)=P(X>2)+P(Y<Y)-P(X>zY <Y)

= F(z) - C(F(z),G

—~
<

~—
~—

=1-Gy) - C(F(x),G(y)) (1.22)
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notation La copule mixte est noté C”

C”(u,v)=1—v—-C(1 —u,1—0) (1.23)

1.4 Estimation statistique

Définition 1.24. Un estimateur est une statistique permettant d’évaluer un para-
metre inconnu relatif a une loi de probabilité (comme son espérance ou sa variance).
1l peut par exemple servir a estimer certaines caractéristiques d’une population to-
tale a partir de données obtenues sur un échantillon comme lors d’un sondage. La

définition et l'utilisation de tels estimateurs constitue la statistique inférentielle.

La qualité des estimateurs s’exprime par leur convergence, leur biais, leur effica-
cité et leur robustesse. Diverses méthodes permettent d’obtenir des estimateurs de

qualités différentes.

1.4.1 Estimation non-paramétrique
Rappel sur la fonction de répartition empirique

Le cadre général de I'estimation non paramétrique d’une loi marginale s’appuie

sur la fonction de répartition empirique, définie par

k
1
Fr(z) = = ; 1pi<a)- (1.24)
Pour un n-échantillon (z1,- - -, xx) de loi F, en dimension n, si on se donne

(2%, 2%) 1 <h<x un K-échantillon du vecteur (de dimension n) X, on peut généraliser

I’expression de la fonction de répartition empirique en posant :

K
1
FK<I17 o '7$n) = K Z 1{x'f§:c17“',xﬁ§a:n} <125>
=1

Cet estimateur conduit & un estimateur non paramétrique naturel d’une copule.

1.4.2 Estimation paramétrique et semi-paramétrique

On se place ici dans le cas ou la distribution conjointe dépend d’un paramétre,

que l'on cherche & estimer.
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Meéthode des moments

Cette méthode est notamment utilisée pour les mesures de dépendance, 'esti-
mateur des moments de la mesure de dépendance considérée est alors simplement
obtenu en égalant 'expression paramétrique (analytique) de la mesure avec un esti-

mateur non paramétrique de cette méme mesure.

Par exemple, pour le tau de Kendall, on a T = g;—g avec ¢ (resp. d) le nombre

de paires concordantes (resp discordantes) dans ’échantillon. Donc pour une copule

de Gumbel I'expression 7 = 1 — % conduit & lestimateur des moments 6 = ﬁ—?

Maximum de vraisemblance

De l'égalitée F(xq,- - -, x,) = C(Fi(x1),- - -, Fy(z,)) on déduit par dérivation

I'expression de la densité du vecteur (Xi,- -+, X,,) :

f@y, =) = c(Fa(zn), - - Foa)) Hfz(wz-) (1.26)

9" Cu1,un

ot c(ug, -+ u,) = T T ) désigne la densité de la copule. L’expression de log-

vraissemblance de I'échantillon (2%, - -+ 2%),o1<x s’en déduit immédiatement

1(0) = In(c(F(2f:0), -+ Fu(af;0):0) + > > filak:0) (1.27)

k=1 i=1
Il reste maximiser cette expression en 6, ce qui peut s’avérer en pratique fastidieux.

Méthode « IFM»

Cette méthode, proposée par Shih et Louis [1995] consiste a « découper » le
probléme d’estimation en deux étapes successives

I’estimation des paramétres 64, - - -, 0,, des marginales.

I’estimation du paramétre 6. de la copule.

Le paramétre 6 est donc décomposé sous la forme 6 = ( 6y, - -,0,,0.) et on
commence par déterminer les estimateurs EMV des paramétres des marginales,

soit

K
0 — (k0.
0; = arg HIOE%X; filzs;0;) (1.28)
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On « injecte » alors ces estimateurs dans la partie « copule » de la log-vraisemblance,

~ K ~ ~
ce qui conduit & 0. = argmaxy, > In(c(Fy(z¥;0,),- -, F,(2¥;0,);0.)). D’autres pro-
k=1
cédures peuvent étre imaginées, comme par exemple I'estimation non paramétrique
des marginales suivi d’'un maximum de vraisemblance pour le paramétre de la copule

(procédure « omnibus » de Genest, [1995] ou Shih et Louis, [1995]).
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Chapitre 2

Polynomes et Copules de Bernstein

2.1 Les polynéomes de Bernstein

Introduction
Les polynomes de Bernstein, nommés ainsi en ’honneur du mathématicien russe
Sergel Bernstein (1880-1968), permettent de donner une démonstration construc-
tive et probabiliste du théoréeme d’approximation de Weierstrass. Ils sont également

utilisés dans la formulation générale des courbes de Bézier.

Définition 2.1. Soit f une fonction définie et continue sur [0, 1] a valeurs dans C.
Pour n entier naturel non nul donné, le n-iéme polynome de Bernstein associé

a f est
Bu(f) =S Chf (%) XE(1 = X)m*, (2.1)

Exemple 2.2. Y CF(k —nX)2X*(1 - X)"*=nX(1 - X), en effet :
k=0

a) on suppose que Vx € [0,1], f(z) = 1.

Si, pour tout x de [0, 1], f(z) = 1, alors pour n entier naturel non nul donné
B,(f) =X CpX*1-X)"F=(X+(1-X))" =1L
k=0

Convergence uniforme de la suite des polynémes de Bernstein.

Rappelons d’abord le théoreme de Heine.

Théoréme 2.3. (théoreme de Heine) Toute fonction f continue sur un intervalle

fermé borné [a,b] est uniformément continue. Soit f une fonction continue sur [0, 1] a
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valeurs dans R ou C. On va montrer que la suite (B, (f))nen+ converge uniformément

vers f sur [0,1].

a) Une majoration de |f(z) — B,(f)(x)] :

Soit x un réel de [0, 1] et n un entier naturel non nul.

)= Bul o) = | 10) = £ €7 (§)a4(1 = 2

) 5 Clat(a = 0+ = 35k (5) a1 - 0

k=0 k=0
) — (D=2t < 32 k) - 7 (5)] k0 - o

(d’aprés (a))

b) Pourquoi ’expression précédente est-elle petite ?

n
Tout d’abord, > C*zk(1 — )% = 1 est une expression bornée uniformément

en .
Ensuite, pour x donnée et pour des k tels que |a: — %‘ est petit, |f(:c) —f (%)!
est petit. Pour k tels que % assez €loigné de x et décrivant donc un sous-enssemble

J de [0,n], |f(m) —f (%){ est bornée uniformément en x et il n’y a qu’a espérer que

ST CkaF(1 — x)"* soit petit. Mais 14, on dispose de
keJ

> Ch(k — afat(l - o)™ < 3 Ch(E — aat(1 -yt =t <
kedJ

¢) Soit € un réel strictement positif.

f est continue sur le segment [0, 1] et est donc d’une part bornée sur ce segment,
et d’autre part uniformément continue sur ce segment d’apres le théoréme de Heine.
Par suite, il existe un réel M tel que pour tout x de [0, 1], |f(x)] < M et il existe
un réel a > 0 tel que V(z,y) € [0,1% |z —y| <a = |f(y) — f(z)| < 5.

d) Soient n un entier naturel non nul et x un réel de [0, 1].

@)= Bu(D(a)| < 3= CE (@) = f ()] (1 =)
> Crlf @) = £ ()] "1 —2) = + Z Cx[f(x) = f ()] 21 — 2)"=

<o |m—5‘>a

<t Y Chrl—ar oMY ChaR(l— o)

§<o¢ |x—5|2
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<S5EX Rl -2+ 2 Y O — 5Pt -t

2A4’x(1 x)
—£+

2 n
_k\2
dans la deuxiéme somme, 'inégalité |x — El' > o g'écrit encore 1 < @ et donce
n «
M1/4
@)= B <52 =5+

(siz€[0,1],z(1—2) =1 — (z—3)? <1 En résumé, ¢ strictement positif ayant

été donné, on a montré que Va € [0,1],Vn € N*, | f(z) — Bu(f)(z)| <5 +

2na2

or % + 2Mtond vers 5 quand n tend vers +oo. par suite , il existe un entier

2no?
< 3 +——€et

naturel non nul ng tel que tout entier natural n> ny, % —+

donc pour tout réel x € [0,1], |f(z) — B,(f)(z)| <€ .

2na2

on a montré que Ve > 0,3ng € N*/Vz € [0,1],Vn € N,
(n>ny = |f(z) — B,(f)(z)| < €),et donc que La suite B, (f))nen+ des polynomes

de Bernstein converge uniformément vers f sur [0, 1].

Théoréme 2.4. (théoreme de Weirstrass) Toute fonction continue de [0,1] dans R

ou C est limite uniforme sur [0, 1] d’une suite de polynomes.

Plus généralement, toute fonction continue sur un segment [a,b] de R a valeur

dans R ou C, est limite uniforme sur ce segment d’une suite de polynomes.

Rappel sur la loi Binomiale

Une loi binomiale est une loi de probabilité discréte décrite par deux parameétres
n le nombre d’expériences réalisées, et p la probabilité de succes. Pour chaque ex-
périence appelée épreuve de Bernoulli, on utilise une variable aléatoire qui prend
la valeur 1 lors d’un succés et la valeur 0 sinon. La variable aléatoire, somme de
toutes ces variables aléatoires, compte le nombre de succes suit une loi binomiale.
Il est alors possible d’obtenir la probabilité de k succés dans une répétition de n

expériences .

Définition 2.5. La loit binomiale, de parameétres n et p, est la loi de probabilité

discrete d’une variable aléatoire X dont la fonction de masse est donnée par

P(X =k)=CFP*(1 - P)" " Vk=1,--- n. (2.2)
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Propriétés

On rappelle que deux variables aléatoires Y; et Y5 de loi discréte sont indépen-

dantes si

PYi=k,Yo=h) =P, =k)P(Yo =h),E(X) =np;Var(X) =np(l —p). (2.3)

Lien avec la loi Binomiale

D’un point de vue probabiliste, pour tout p € [0;1], B(p) est la probabilité
P(X = 1), ou X est une variable aléatoire suivant une loi binomiale de paramétre
(m,p). C’est d’ailleurs l'interprétation qu’en fait Bernstein dans sa démonstration

du théoréme d’approximation de Weierstrass.
Voici une explication probabiliste

Soit X7, - -+, X,, une suite de variables aléatoires réelles indépendantes telles que

Autrement dit , on tire n fois 0 ou 1 avec a chaque fois la probabilité x d’obtenir

1 et 1 — 2 d’obtenir 0, on pose ensuite 5, :_X1+.T'L.+Xn

X1+ - -+ X,, compte le nombre de fois ou on a tiré 1 par la loi des grands
nombres, S, converge en probabilité vers x.

Maintenant des calcules classiques montrent que S,suit une loi binomiale , avec

P(S, = %) = Cka*(1 — 2)"* on en déduit

B8 =D Chf (£) o1 -y (2.4)
k=0
En autre, puisque S,, converge en probabilité vers x , il est logique de pense que
p(Bu(f(x))) = E(f(Sn)) = E(f(2)) = f().

Corollaire 2.6. Si (P,)nen est une suite de polynomes convergeant uniformément

sur R vers une fonction f, f est nécessairement un polynome.

Remarque 6. Ce resultat montre que les séries entiéres usuelles de rayon infini

( de somme e* ou cosx) ne sont pas uniformément convergentes sur R.
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Les propriétés des polynomes de Bernstein
Les polynomes de Bernstein possédent les propriétés suivantes Le degré de B} est
égale a n.

a) partition de I'unité

b) positivité

Vie{0,---,n}, B'(z) > 0. (2.6)
c) symétrie
Vie {0,---,n},Bx) =B, _,(1—=x). (2.7)
d) valeurs aux bords
Vi e {0,---,n}, B0) = d;0, B'(1) = i, (2.8)

avec 0 le symbole de Kronecher.
e) multiplicité des racines

pour B}, 0 est une racine d’ordre de multiplicité 7 et 1 une racine de multiplicité
n —i.
f) formules de récurrence, pour n > 0
(1—z)B'(x) Sii=0
B (r) =< (1—z)B" Yx) + 2B '(x) Vie{0,---,n} (2.9)
eB!Mz) Sii=n

By'(x) = n(B5 (z) — B\ (x)).
g) décomposition sur la base canonique

2)=CrY Crri (=1 = ZC,”Cl )l (2.10)
k=0

h) inversement

ZC" ”Ont N ZCSB" (2.11)

k=0 1 s=p

By atteint sont maximum sur [0, 1] en %

Théoréme 2.7. Pour tout n € N | les polynomes (B} )o<k<co forment une base de

R,[X].
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2.2 Les copules de Bernstein

Nous rappelons la représentation de Sklar pour les distributions multivariées,
Soit H une fonction de distribution k-dimontional avec des marges 1-dimensionnelles

Fy,-- - Fy, alors il existe une fonction C' de I'unité k-cube a I'unité cube telle que
H(xbvxk) :C(Fl(x1)77Fk($k)) (212)
C est appelé k—copule, si chaque Fj est continue, la copule est unique.

Soit (2. - -, 2k ) une constante de valeur réelle indexée par (vy,- - -, vg) ,
mi mp
v; € N, telle que 0 < wv; < mj; bien que nous puissions simplement utiliser o, ... ., ,

0 < wv; < my,Vj, pour commodité conceptuelle nous ne le faisons pas, maintenant

nous définissons 'objet & étudier.

Définition 2.8. SoitP,; m,(u;) = Co/u;” ™7 (1 — u;)™i =%
Si Cp :[0,1]F —[0,1], ou

Cplur, - ur) =3l %) Py oy (wn) -+ Pog, my (ug), -+ ()

Satisfait aux propriétés de la fonction copule, alors Cg est une copule de Bernstein

pour tout mj > 1.

La copule de Bernstein généralise les familles de copules de polynomes, les poly-
nomes sont des cas spéciaux de copules avec une section de polynémes dans une ou

plusieurs variables, pour le cas 2-dimensionnels,
C(uy, uz) = usa(uy) + uib(us) + uyc(uy) + d(us) (2.13)

est une copule appropriée pour un choix approprié de fonctions a(---), b(--+), (- - )

et d(-- ).

Cette copule a des sections cubiques et les fonctions mentionnées ci-dessus peuvent
étre des polynomes, puis elles peuvent étre exactement écrites comme une copule de

Berstein.

Théoréme 2.9. Soit Ciyx l'espace des fonctions continues bornées dans I'hyper-
cube k-dimensionnel [0,1]*. Ensuite, I’ensemble des polynémes de Bernstein définis

en (x) est dense dans Cig qj» -
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Propriétés des copules de Bernstein
Nous listons quelques propriétés de C'g en commun avec toutes les autres copules
(1) Cp est croissante dans tous ses arguments.

(2) Cp satisfait aux bornes de Frechet, c’est-a-dire

min(0,u; +- - +u, — (k—1)) < Cp(ug, - u,) < min(ug,-- -, ug)

ce qui signifie que Cp est minimun : c¢’est-a-dire : Cp(uq,- - -, ux) =0 Siu; =0
pour au moins unj, et C(1,---, 1, u;,1,- -, 1) = u; Vj.
k
(3) I] u; est une copule pour des variables aléatoires indépendantes, c.-a-d. La
j=1

copule de produit.

(4) Cp est lipschitzienne, c’est-a-dire

k
|ICp(z1,- - 2x) — Cryr, - - -, ye)| < Z ’xj - yj‘ .
j=1

A la lumiére de ces propriétés, le résultat suivant montre les propriétés associées

spécifiques a la copule de Bernstein

Théoréme 2.10. Cp(uq,- - -, uy) est une copule de Bernstein si et seulement si
1 1 ] ]
S S (U L B T
=0  1=0 m Mk
et
v v v v v v
min((),—1+---—|——k—(k—1)) Sa(_lj...7_’f) gmin(—l,---,—k),
m m m m m m
en particulier
v v
lim a(—l, ,—k) =0,Vj=1,--k
v;—0 m m
et
a(l,---,l,ﬁ,l,---,l) - E,Vj: 1,k
m m
Théoréme 2.11. toute copule C(uy, - - -, ug) peut étre écrite comme
uy - u +G(ug, e, ug) ot uy -+ uy est la copule produit et G(ug, -+, uy) est un terme
de pertubation contenant toutes les informations sur la dépendance de (uq, - - -, ug).
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La densité de Bernstein Toute copule de Bernstein a une densité de copules,
c’est parce que la copule de Bernstein est absolument continue, Définissez A ..
comme opérateur de différence avant k -dimensionel c-4-d

1 1

[ [
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En raison des propriétés préservant la convexité des polynomes de Bernstein, la

densité de copules de Bernstein a la structure suivante
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Pour plus de commodité, nous utilisons la définition suivante de la densité de

copules de Bernstein
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Corollaire 2.12. La densité de copule est toujours positive.

2.3 De polynémes de Bernstein aux copules de Bern-

stein

Théoréme 2.13. Soit F' la cdf d’un vecteur aléatoire X = (X, ..., Xy), c-d-d
F(zy, - 2q) = P(Xy <1, Xg < 24) avec cdfs marginales Fy, - - -, Fy . Il existe
alors une copule C : [0,1]7 — [0,1] tel que F(zy,- -+, xq) = C(Fi(x1),- - -, Fy(xq))

pour tous x1,- -+, xq € R.
Si Fy,- - -, Fy sont continus alors C' est unique.

Vice versa pour une copule C' et des cdfs univariés Fy,- - - Fy , la relation
F(xy,- -+ xq) = C(Fi(x1),- -, Fa(zq)) définit le cdf F de certains d -variable vecteur

aléatoire avec cdfs marginaux Fy,- - -, Fy.
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Ainsi, le théoréme de Sklar assure que le cdf F' de tout vecteur aléatoire a d-
variable peut étre écrit en termes de ses fonctions de distribution marginale Fi, ---, Fy
et une copule C' appropriée qui décrit ainsi la structure de dépendance des compo-
santes du vecteur. Une telle décomposition est souvent trés utile en pratique; pour
une application exemplaire dans le contexte des copules de Bernstein. La définition
de ce type de copule spécifique, construite au moyen de polynomes de Bernstein.
Jusqu’a présent, la discussion des modéles potentiels de copules s’est principalement
concentrée sur d’autres types, a savoir le cas elliptique (par exemple, la gaussienne
et la copule t) ou le cas d’Archimeéde (par exemple les copules de Gumbel, Clayton
et Frank). Il semble que le véritable impact des polynémes de Bernstein sur les mo-
déles de copules n’ait été découvert que plus récemment, d’abord dans le cadre de la
théorie de 'approximation et plus tard en particulier en rapport avec applications
en finance . Les copules de Bernstein présentent plusieurs avantages par rapport
aux approches traditionnelles. Les copules de Bernstein permettent une description
trés flexible, non paramétrique et essentiellement non symétrique des structures de
dépendance également dans des dimensions plus élevées Les copules de Bernstein
se rapprochent arbitrairement de toute autre copule donnée les densités de copules
de Bernstein sont données sous une forme explicite et peuvent donc étre facilement
utilisées pour des études de simulation Monte Carlo. Dans cet article, nous passons
en revue la construction des copules de Bernstein a travers des vecteurs aléatoires
discrets avec des marges uniformes (appelées squelettes discrets), et soulignons leur
connexion aux copules, et aux opérateurs de produits tensoriels de Bernstein. La
représentation explicite des copules de Bernstein en termes d’opérateurs de Bern-
stein a produit tensoriel avec un squelette discret, & notre connaissance, n’a pas
été mentionnée auparavant dans la littérature connexe. Cette approchLemme, entre
autres, ouvre une approche pragmatique et d’économie de stockage pour adapter
la structure de dépendance des données observées aux copules de Bernstein via des
copules de tour, un sous-cas spécial de copules en damier basé sur la distribution em-
pirique multivariée. La représentation du produit tensoriel pourrait également étre
utile dans d’autres études sur la préservation de la douceur globale pour 'approxi-
mation de la copule, car elle permet un transfert direct des résultats de la théorie

de 'approximation multivariée dans le contexte de la copule.

Quelques faits mathématiques simples sur les polynémes de Bernstein

et les copules de Bernstein
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Les affirmations du lemme suivant sont bien connues dans la littérature, mais

pour plus de commodité et une meilleure compréhension dans le contexte de la

copule.
m
Lemme 2.14. Soit B(m,k,z) = 1 —2)m—k0< 2 <1,
k
k=20,---,m €N, alors nous avons
1
/mB(m -1,k z)dz=1 (2.18)
0

pourk=20,---m—1.

Lemme 2.15. De plus, d%B(m, k,z)= m[B(m — 1,k — 1,2) — B(m — 1,k, 2)]

pour k =0,--- m, avec la convention B(m —1,—1,2) = B(m — 1,m, z) = 0. Pour
m

'opé rateur de Bernstein défini par By, f © 2 —> Z f (%) B(m, k, Z) pour les
k=0

fonctions a valeurs réelles sur [0, 1]et z € [0, 1], cela donne

d m—1 k
aBmf(Z) :me:OAmf (E) B(m—1,k, z) (2.19)

ot A f(z) == f (z—|— %) — f(2)pour z € [0,1] désigne lopérateur de différence

directe.

Théoréme 2.16. Pour d € N soit U = (Uy,---,Uy) et soit un vecteur aléatoire dont
la composante marginale U; suit une distribution uniforme discréte sur

T, .= {0,1,---,m; — 1} avec m; € Nyi = 1,---,d, soit plus loin p(ky,- - -, kg) =
d d

D (ﬂ {U; = kz}) pour tout (ki,- -+, kq) € [[ T;. alors
i=1 i=1

m1—1 md—l d
Cg(uh”'uud) = Z Zp(k17"'7kd>HmiB(mi_laki7ui)a(ula"'aud) € [07 1]d
k1=0 kq=0 =1 ( )
2.20

définit la densité d’une copule CY d-dimensionnelle, appelée copule de Bernstein.
Nous appelons %, la densité de copules de Bernstein induite par U. Le vecteur U est

également appelé le squelette discret de la copule de Bernstein.

Remarque 7. La derniére equation montre que si U = (Uy,- -+, Uy) est un vecteur
aléatoire avec une densité ¢% de copules de Bernstein conjointe comme ci-dessus,

alors tout vecteur aléatoire partiel V= (U, - -, U,

in

) avec n < d et
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1<) < - <y, < d posséde une densité de copules de Bernstein cly donnée par
mil—l minfl n n
C‘é(um C U, ) = Z T Z p (ﬂ{Un = ku}> HmiLB(miz — 1, ki, uy)
ki, =0 ki,=0  \i=1 =1
(2.21)
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Théoréme 2.17. Dans les conditions du théoreme précédent, la copule de Bernstein

CY induite par U est explicitement donnée par

CB T1, ..., T / / (Ug, .oy ug)duy...dug

=330 (Y <) T8 o 017

k1=0 kq=0 =1
(2.22)

Remarque 8. D’un point de vue probabiliste, a la lumiére du lemme précédent, les
densités de copules de Bernstein c%(uy,- - -, uq ) peuvent également étre considérées
comme des mélanges de densités de vecteurs aléatoires

Y(ki,ma, - kayma ) = Yierm) o Ykama)) avec des composants indépendants qui

suivent les distributions béta avec parameétres k; + let m; + 1 et de densité

m; — 1
Fgmp (2) = m4(
kjzki (1 — z)mi=1=hi

1 k; i—1—k;
_ (1 — 2\ J 2.2
B(k:j+1,mj —k’j)z ( Z) ( 3>

pour j = 1,---d et z € [0,1]. Iei U est le vecteur aléatoire de mélange. D’un
point de vue algorithmique, cette représentation est particulierement utile pour les

simulations de Monte Carlo avec des copules de Bernstein.
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Chapitre 3

Ulistration par l'article de " Victor
Fossaluza, Luis Gustavo Esteves and
Carlos Alberto de Braganca Pereira" sous
le titre" Estimating Multivariate Discrete

Distributions Using Bernstein Copulas”

3.1 Introduction

Mesurer la dépendance entre les variables aléatoires est 1'un des problémes les
plus fondamentaux en statistique, et par conséquent, elle est de grand intérét. Les
copules sont récemment devenues un outil important pour inférer correctement la
distribution conjointe des variables d’intérét. Bien que de nombreuses études aient
traité le cas des variables continues, peu les études se sont concentrées sur le traite-
ment des variables discrétes. Ce chapitre présente une approche non paramétrique
de l'estimation des distributions discrétes conjointes avec support borné a l’aide
des copules et des polynomes de Bernstein. Nous présentons une application sur
des données réelles sur les troubles obsessionnels compulsifs (obsessive-compulsive

disorder).
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3.2 Solutions existantes

Tout d’abord, nous introduisons le cadre mathématique de ce probléme. Soit F
la fonction de distribution inconnue d’un vecteur aléatoire X qui prend des valeurs
dans un sous-ensemble de RP. Un échantillon de taille n de X est représenté par
Xy, Xp, on X; = (Xy1,...,Xjp) et @ = 1,...,n. En d’autres termes, les X; sont
des variables aléatoires conditionnellement indépendantes et identiquement distri-
buées les réalisations deX; sont notées x;. En supposant que la distribution F' est
tirée d’une famille connue de distributions, nous représentons le modéle statistique
par (X, F, Pp), ot X est I'espace d’échantillonnage, F' est une sigma-algébre de ses
sous-ensembles et P = {p(- | 0) : § € ©,0 C RP}est une famille de distributions
indexées par le paramétre 6 qui appartient a ’espace paramétrique ©. L’estimation
de F' est alors réduite a celle du paramétre 0, et la structure de dépendance est
limité a celui pris en charge par le modéle statistique sous-jacent. Depuis de nom-
breuses années, la distribution normale multivariée a été utilisée pour la plupart des
analyses multivariées. Récemment, pour de nombreux phénomeénes aléatoires dont
les distributions sont asymétriques et possédent des queues plus lourdes que celles
de la distribution normale, des distributions alternatives, telles que les distributions

asymétriques multivariées.

Dans les approches récentes, les copules sont devenues un outil populaire pour
modéliser les structures de dépendance multivariées et pour obtenir de nouvelles
distributions multivariées avec des marginaux donnés. En bref, une copule est une
distribution multivariée dont les marginaux sont uniformes sur l'interval [0, 1]. Il
existe de nombreuses familles paramétriques de copules, permettant la modé lisation
de nombreuses structures de dépendance différentes.

Soit [ une fonction de distribution p-dimensionnelle avec les marges Fi, ..., F,. Sklar

a d’abord montré qu’il existe une copule C de dimension p telle que :

F(xq,...,zp) = C(Fi(z1), ..., Fp(z))) (3.1)

pour tout z = (21, ...,x,) dans le domaine de F'. Si les variables X, ..., X, sont
absolument continus, alors la copule C est unique; sinon, C est uniquement dé-
terminé sur Ran(£})... Ran (F,). Ainsi, la copule peut étre utilisée pour modéliser
séparé ment les marges et la structure de dépendance. La représentation non unique
d’une copule pour des distributions discrétes est un probléme théorique qui doit

étre considéré dans le contexte d’une preuve analytique, mais cela ne limite pas ses
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applications empiriques. Cependant, le théoréme de Sklar ne nous dit pas comment
trouver la copule C. Ce probléme est largement discuté dans la littérature, et plu-
sieurs solutions & ajuster plusieurs familles de copules (paramétriques) et choisissez

I'une d’entre elles a 1’aide de certains critéres de sélection ou d’un test d’adéquation.

Des techniques non paramétriques peuvent également étre appliquées pour es-
timer une distribution multivariée. Une solution populaire utilisant cette approche
est application de la fonction de distribution empirique F™ : RP — [0, 1], qui est

défini, pour (¢4, ...,t,) € RP, comme

n 1 -
F )(tb P tp) = n Z 1{I1i§t17~-~7$p1‘§tp} (32)
=1

ou 1y4y est l'indicatrice de I'ensemble A. Cette approche équivaut a utiliser les
fréquences relatives pour estimer la fonction de masse de probabilité conjointe. Les
fréquences relatives coincident avec I’estimation du maximum de vraisemblance sous
I’hypotheése que les données sont tirées d’une distribution multinomiale. Un incon-
vénient de cette approche est que la probabilité de toute cellule non observée sera
estimée & zéro. Une autre approche possible consiste & utiliser une fonction pour le lis-
sage la distribution empirique. Nous pouvons considérer les polyndémes de Bernstein
a cet effet en raison de leur simplicité et de leurs bonnes propriétés mathématiques.
Soith : [0,1] — R une fonction continue. Le polynéme de Bernstein de degré m
(multivarié) pour la fonction h, B} : [0, 1] — R, est défini par

p

By ) =3 S wE T ) e 33)

m m
J1=0  jp=0 -1\ Jt

Les polynomes de Bernstein multivariés pour la fonction A convergent uniformément
vers la fonction A comme m — 00, et ses dérivés sont simples a obtenir. La fonc-
tion h doit étre définie dans [0, 1]7, et donc, pour des raisons pratiques, les données
qui ne prennent pas de valeurs dans [0, 1]? doivent d’abord étre transformées. Pour
appliquer cette mé thode aux données OC' D, par exemple, nous considérons la trans-
formation Y = X/20. Des polynémes DE Bernstein ont été utilisés pour approximer
une copule C en remplacant simplement la fonction h par la copule. Le polynéme
de Bernstein résultant, B, qui est aussi une copule qui converge fortement vers C,
est appelé copule de Bernstein. Lorsque la vraie copule est inconnue, la copule em-
pirique peut étre utilisée & la place, et la fonction résultante est appelée la copule
empirique de Bernstein. La copule empirique est définie par

1 n
Culu, ooy up) = — D Lk @) <ur By () <y} (3.4)

i=1
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Notez que méme lorsque Fj, 7 € 1, ...,n, est inconnu, nous pouvons utiliser la distri-
)

bution marginale empiriqueFi(n comme estimateur cohérent de Fj}, selon le théoréme
de Glivenko Cantelli. D’autres estimateurs des distributions marginales pourraient
étre envisagés a la place, comme dans la procédure propos ée dans la section sui-
vante. Nous avons jusqu’a présent obtenu une fonction continue comme estimation
alors que notre objectif est clairement d’estimer une fonction de masse de probabi-
lité (discre te). Par conséquent, cette fonction doit étre discrétisée pour obtenir une
estimation adéquate. Ceci peut étre réalisé comme suit : supposons, sans perte de gé-
néralité, que X = (X7, ..., X,) est un vecteur aléatoire tel que toutes ses composantes
X;,i = 1,2,...,p, ont des valeurs dans l’ensemble 2 = {0, 1, ..., k} avec probabilité
un. De plus, il existe toujours un vecteur aléatoire continu Z = (Zy, ..., Z,) avec une
fonction de distribution F' telle que

k
P(0<Z; <k)=1let X; = 3 jlyj—05<z:<j+0.5}-
7=0

Il s’ensuit que

P(X)=m,...X,=1,) = P(x; —05< Z, <3, 4+05,....7,— 0.5 < Z, < x, 4+ 0.5)
(3.5)

Soit F' (ou une estimation F ) la fonction de distribution conjointe continue du
vecteur aléatoire Z, soit B = [a,b] = [aq, bl]...[as, by] et soit un curbe de dimension

p avec tous ses sommets dans 2. Le volume I’ de B est alors donné par
Ve(B) = sgn(c)F(c) (3.6)

ou la somme est prise sur tous les sommets ¢ = (cq, ..c,) de B, et sgn (c) est donnée
par
1si  ¢; = a; pour un nombre paire de j
sign(c)=
-1 si c¢; = a; pour un nombre impaire de j
En particulier, supposons que b = (b, ...,b,) € {0, 1, ..., k}?, avec
B = [bl — %, b1 + %] = [bl — 05, b1 + 05] X [bQ — 05, bg + 05] X ... X [bp — 05, bp + 05]
avec b; € Q,Vi =1, ..., p alors la probabilité de ’événement

{X =b} ={X; =b,...., X, = b, } peut étre calculé (estimé) comme suit
P(X =b) = P(b;—0,5 < Zy < b1+0,5,...,b,—0,5 < Z, < b,+0,5]) = Ve(B) (3.7)

Du fait qu’une faible convergence se produit aux points de discontinuité de la fonc-

tion de distribution limite F' et que notre objectif est d’estimer une fonction de masse
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de probabilité discréte, nous considérons des ensembles de la forme B = [b; —%, bl—l—%]
avec b; € ), 1 = 1,...,p de sorte que les sommets du rectangle p -dimensionnel B
sont toujours des points de continuité de la fonction de distribution du vecteur aléa-
toire discret X. Ainsi, une telle discrétisation donne des estimations satisfaisantes

pour la fonction de masse de probabilité de X.

3.3 Solutions proposées

La méthode proposée pour estimer la distribution conjointe d’un vecteur aléatoire
discret consiste a utiliser des polynémes de Bernstein pour estimer les marginales
et la copule. L’avantage de cette méthode est qu’elle permet d’utiliser toutes les
observations, méme en cas de valeurs manquantes de certaines variables. De plus,
cette méthode est une approche non paramétrique et il existe peu de restrictions sur

la structure de dépendance.

Premiérement, pour chaque variable aléatoire X;, nous estimons les distributions

marginales en utilisant la distribution marginale empirique avec n; observations,

Fi( () = ni z_: liz;;<a},% = 1,..., p, le polynoéme de Bernstein de degré m; :logéim;)
pour lisser cette fonctlon est
B (x Z Fy(ni)( 2/ (1 — z)mi=d) (3.8)

J
Comme cet estimateur converge vers la distribution marginale, nous estimons la
copule en utilisant une version alternative de la copule empirique basée sur les n

observations complétes et les estimations

B:'LZ,Z = ]_7...,p Cn(Uq,..., Zl{B 1(5‘31] Y<uz,...,B (xp_])<up} (39)

et lisser cette fonction pour obtenir la copule de Bernstein empirique correspondante

m m . . P
m Z JlJjp m m—ji
j1=0  jp=0 i=1 J?

Notez que la construction de la copule C,, en utilisant des polynémes de Bernstein
plutdt que des fonctions de distribution empiriques (marginales) donne, au moins
dans les exemples présentés dans la section 4, des estimations non nulles pour les cel-
lules non observées. Cette caractéristique justifie le choix de cette version alternative

de la copule empirique.
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L’estimation de la fonction de distribution conjointe est une discrétisation de la

fonction suivante

~

Fon(1, ..., mp) = Be (B (1), -, By (7)) (3.11)

L’algorithme utilisé pour obtenir la solution proposée est assez simple et est résumé
ci-dessous

1. Pour toutes les observations n; de chaque variable X;, estimer la fonction de dis-
tribution empirique marginale F'(n;).

2. Lisser chaque fonction F)" en utilisant un polynéme de Bernstein B;™ i de degré
m;.

3. Pour toutes les observations complétes du vecteur aléatoire X, estimer la copule
empirique C,,.

4. Estimer la copule de Bernstein en lissant la copule empirique C,, a I’aide du po-
lynéme de Bernstein multivarié¢ de degré B .

5. Obtenir une estimation continue de la fonction de distribution multivariée ﬁmn
donnée par 'equation (3.11).

6. Discrétiser F m,n pOUr obtenir une estimation de la fonction de masse de proba-

bilité discréte multivariée.

3.4 Distances utilisées

Pour les exemples décrits ci-dessus, nous présentons les estimations des fonc-
tions de masse de aprés ces exemples, nous présentons et comparons les probabilités
obtenus par la méthode proposée et de comparer ses performances avec certaines

solutions existantes.

a) La distribution empirique présentée dans qui est obtenue en utilisant unique-
ment le paires et la fonction de probabilité résultante, coincide avec les fréquences

relatives des points observés dans I’échantillon.

b) approximation t asymétrique multivariée obtenue par discrétisation d’un pa-
ramétre distribution continue multivariée, estimée par la méthode du maximum de

vraisemblance en utilisant uniquement les paires complétes.

c¢) La discrétisation de la copule normale avec 'approximation marginale nor-
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male de la distribution fonction obtenue en utilisant toutes les observations pour
I’estimation de la distribution marginale et en utilisant seules les paires complétes
pour 'estimation de la copule. Cette méthode est assez similaire a celle décrite en
(b) considérant la distribution multivariée normale plutot que la distribution t asy-
métrique, mais ici, il est possible d’estimer les distributions marginales en utilisant

toutes les données disponibles, pas seulement les paires complétes.

d) La discrétisation de "approximation polynomiale de Bernstein empirique pré-
sentée dans I’équation (3.3), en remplagant la fonction h par la distribution empi-

rique F'(n) obtenue en (a) et en utilisant uniquement les paires complétes.

e) La solution proposée décrite dans la section précédente, qui est obtenue en
utilisant le Bernstein polyndéme pour approximer les marges en utilisant toutes les
observations et la copule approchée en utilisant les paires complétes. Pour tous
les exemples, nous illustrons les estimations des distributions de probabilité par
I’évolution de plusieurs distances entre les distributions estimée et théorique. Dans

ce but, une notation doit étre introduite.

Soit @ = (61, - -,0;) ) les probabilit és théoriques, et soit o = (§1,~ . ,ék) les
probabilités estimées. Nous considérons les distances suivantes pour comparer les

estimations

3.4.1 Distance d’Aitchison

3.4.2 Distance euclidienne

3.4.3 Distance de variation totale

N —

k
i=1
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3.4.4 Divergence symétrisée de Kullback — Leibler

k k ~
D0.0) = 530G + 30 (G
Aitchison et Pawlowsky ont présenté de nombreux arguments en faveur de 1'utili-
sation d’Aitchison distance pour les vecteurs de composition, c¢’est-a-dire lorsque la
somme des composantes du vecteur est constante (dans notre cas, la somme des

probabilités est égale a un).

A la fin de cette section, nous présentons les estimations de la distribution des
données réelles décrites dans l'introduction. Dans ce cas, nous ne connaissons pas
la distribution théorique, nous ne présentons que le les estimations et les distances

calculées a partir de la distribution empirique.

3.5 Distribution en forme elliptique simulée

Dans cette section, nous simulons les données d’une distribution de forme ellip-
tique avec des marginaux X; béta-binomiale (N, = 20,a = 5,b = 5) et binomiale

Y1(N, =20,p =0,5) et une copule normale avec parameétre r = 0, 7.

Nous pouvons voir dans les tableaux 1, 2, et 3 que dans ces exemples, les solu-
tions basées sur les distributions elliptiques, a savoir les distributions asymétriques
7 et normales, donnent de meilleures estimations. Cette une estimation supérieure
se produit parce que la fonction de masse de probabilité théorique est de forme ellip-
tique. Cependant, dans des situations pratiques, nous n’avons aucune connaissance
de la forme réelle de la distribution. Dans ce cas, la distribution empirique peut
étre une bonne base pour évaluer les estimations, malgré ’existence de nombreux
points non observés qui sont estimés a zéro. Lorsque les estimations sont comparées
a la distribution empirique, la solution que nous proposons semble produire de bons
résultats, présence de données censurées.

Tableau 1. Distances entre les estimations et les probabilités théoriques pour 600
paires complétes d’ observations. Les valeurs en gras mettent en évidence les petites

distances.
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Aitchison | Euclidean | Variation total | Kullback — Leibler
empirical 4.98521 0.02116 0.09988 0.04154
T-copula 1.44499 0.00629 0.02915 0.00345
Normal copula 1.28402 0.00476 0.02418 0.00236
Bernstein polynomial 3.45943 0.01388 0.07159 0.01870
Bernstein copula 3.23712 0.01217 0.06360 0.01578

Tableau 2. Distances entre les estimations et les probabilités théoriques pour

le cas des données censurées dans un seul marginal, avec 1000 observations dans un

marginal et 200 dans ’autre. Les valeurs mettre en évidence les plus petites distances

Aitchison | Euclidean | Variation total | Kullback — Leibler
empirical 9.87909 0.03454 0.17083 0.12490
T-copula 1.28441 0.00493 0.02291 0.00239
Normal copula 1.28040 0.00554 0.02738 0.00284
Bernstein polynomial | 4.84901 0.02049 0.11110 0.03982
Bernstein copula 3.28689 0.01171 0.06340 0.01530

Tableau 3. Distances entre les estimations et les probabilités théoriques pour le

cas des données censurées pour les deux variables, avec 600 observations pour chaque

variable, dont 300 forment des paires complétes. Les valeurs mettent en évidence les

plus petites distances.

Aitchison | Euclidean | Variation total | Kullback — Leibler
empirical 7.32955 003035 0.13826 0.09162
T-copula 1.12383 0.00419 0.02221 0.00185
Normal copula 1.06365 0.00375 0.01891 0.00146
Bernstein polynomial 4.54073 0.01934 0.10051 0.03531
Bernstein copula 3.54526 0.01377 0.06743 0.01963

3.5.1 Distribution asymétrique simulée

Dans cette section, nous présentons les données simulées pour une distribution

asymétrique avec marges Binomiales X5 béta(N, = 20,a = 0,85,b = 1,1) et bino-

miale Y3(N, = 15, 7 = 0,6) et un Gumbel copule avec le paramétre 6 = 0, 7.
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Dans le cas d'une distribution asymétrique, notre solution proposée donne une

meilleure estimation dans les trois cas considérés , le cas des données censurées, le cas

avec données manquantes dans une variable et le cas avec des données manquantes

dans Tableau 4.

Tableau 4. Distances entre les estimations et les probabilités théoriques pour

600 paires complétes d’observations. Les valeurs en gras mettent en évidence les

petites distances.

Aitchison | Euclidean | Variation total | Kullback — Leibler
empirical 6.17032 0.02767 0.12761 0.06377
T-copula 5.47625 0.03287 0.14429 0.07724
Normal copula 5.76598 0.03293 0.14785 0.08020
Bernstein polynomial 5.41325 0.02436 0.11969 0.05380
Bernstein copula 5.07634 0.02519 0.11842 0.05068

Tableau 5. Distances entre les estimations et les probabilités théoriques pour

le cas des données censurées dans un seul marginal, avec 1000 observations dans un

marginal et 200 dans l'autre. Les valeurs audacieuses mettre en évidence les plus

petites distances.

Aitchison | Euclidean | Variation total | Kullback — Leibler
empirical 8.77534 0.03906 0.19104 0.14363
T-copula 5.23773 0.03130 0.13494 0.07356
Normal copula 5.07437 0.02892 0.12727 0.06549
Bernstein polynomial 5.65580 0.02626 0.13135 0.06562
Bernstein copula 4.86027 0.02558 0.11172 0.05379

Tableau 6. Distances entre les estimations et les probabilités théoriques pour le

cas des données censurées dans les deux variables, avec 600 observations pour chaque

variable, dont 300 forment des paires complétes. L’audacieux les valeurs mettent en

évidence les plus petites distances.
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Aitchison | Euclidean | Variation total | Kullback — Leibler
empirical 7.32005 0.03284 0.15576 0.09786
T-copula 4.79233 0.02760 0.12321 0.05917
Normal copula 5.06253 0.02819 0.12855 0.06325
Bernstein polynomial 5.09522 0.02253 0.11486 0.05028
Bernstein copula 4.35547 0.01957 0.09863 0.03595

La nouvelle méthode a donné de meilleurs résultats que les autres solutions pré-
sentées. Il convient de souligner que la méthode a été élaborée pour les cas avec
une grande proportion de données exemple de la sous section 3.5.1 considérant les
données censurées dans un seul marginal. Tailles d’échantillon ny fi,. . ., 2000g avec
la méme proportion de données censurées de ’exemple ont été considérées. Dans
ce cas, le soutien de la distribution compte 336 points. A noter que pour les petits
échantillons (n < 750), la méthode proposée présente les plus petites distances. Bien
que la méthode ait été développée pour de petits échantillons, il semble que les es-
timations convergent vers la distribution théorique lorsque n augmente. Cependant,
une enquéte détaillée sur les propriétés asymptotiques de la nouvelle méthode sont

nécessaires et reste un probléme ouvert.

3.5.2 Etude des données réelles

Dans cette section, nous présentons les estimations des données réelles décrites
dans l'introduction. le YBOCS est I'une des mesures des résultats les plus largement
utilisées dans les études de traitement de I’obsessionnel compulsif trouble (TOC). Les
scores YBOCS totaux comprennent un nombre entier variant de 0 & 40 et visent pour
évaluer la gravité des symptomes obsessionnels compulsifs. Le score total YBOCS
est la somme de deux sous-échelles, allant de 0 & 20, dont I'une mesure la gravité de
la contrainte et ’autre d’obsession. Les travaux proposent qu’au lieu de la somme,
il serait préférable de considérer le maximum de ces deux sous-échelles, appelées
M-YBOCS. Ainsi, les psychiatres se sont intéressés a comprendre les propriétés de
cette nouvelle échelle, comme la distribution de probabilité des scores M-YBOCS
avant et apres que les patients aient recu un traitement pour le TOC. Comme déja
mentionné dans 'introduction, ’ensemble de données contient 1001 observations des

scores au temps initial et seulement 213 au moment final. Cela se produit parce que
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de nombreux patients abandonnent le traitement. Les causes du décrochage peuvent
étre extrémement différentes, telles qu'une réduction des symptdomes le patient es-
time qu’il / elle n’a pas besoin de traitement, ou méme aggrave les symptomes,
provoquant le patient pour discréditer le traitement. Le petit nombre de paires
complétes dans la base de données rend difficile d’estimer la distribution conjointe.
Dans les problémes réels, il y a peu de cas ou la loi de probabilité qui génére les
données est révélé. Dans de tels cas, une méthode assez courante pour évaluer si
les méthodes proposées sont adéquates est comparer les estimations avec les don-
nées observées. Dans les modéles prédictifs, par exemple, il est courant de vérifier
une certaine distance entre les valeurs prévues et observées. De cette fagon, nous
comparons la distance entre les estimations et la fonction de probabilité empirique
(qui est la fréquence relative de chaque observation). La solution proposée donne

des distances plus petites que les approches existantes (tableau 7).

Tableau 7. Distances entre les estimations et les probabilités empiriques pour

les données réelles.

Aitchison | Euclidean | Variation total | Kullback — Leibler
T-copula 11.56219 0.03941 0.22684 0.19899
Normal copula 12.07092 0.04143 0.24701 0.21760
Bernstein polynomial | 11.35361 0.03933 0.22910 0.19125
Bernstein copula 10.81475 0.03703 0.21020 0.17184

L’estimation par la distribution empirique présente de nombreux zéros en rai-
son du petit nombre d’observations. Les chercheurs pensent que la proportion de
points non observés diminuerait si I’échantillon avait moins d’abandons. En outre,
ils estiment que les hypothéses communes de normalité ou méme des hypothéses de
symétrie n’ont aucun sens dans ce cas. La méthode proposée attribue des valeurs
positifs aux probabilités aux cellules non observées et capture la nature asymétrique

des données.
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Conclusions

Dans ce travail, une nouvelle approche du probléme de I'estimation des distributions
bivariées discrétes est présenté. La procédure, qui consiste essentiellement & estimer
a la fois les marginaux et la copule en utilisant des polyndémes de Bernstein, vise a
résoudre trois problémes importants : le traitement des données bivariées en présence
de valeurs manquantes marginales (en utilisant toutes les informations disponibles,
y compris les paires d’observations incomplétes), la possibilité d’obtenir des esti-
mations positives pour les cellules non observées, donnant ainsi des distributions
discrétes estimées «plus lisses» ; et la considération d’une grande variété des struc-
tures de dépendance entre les variables aléatoires pertinentes. La nouvelle approche
convient aux ces cas en raison de sa nature assez non restrictive et non paramétrique.
L’utilisation des polynémes de Bernstein donnent de meilleurs résultats que la dis-
tribution empirique pour estimer la distribution marginale. C’est important de noter
que la copule empirique de Bernstein ne produit une copule qu’asymptotiquement,
et d’autres méthodes pourraient étre utilisées pour estimer la copule de Bernstein.
En tous cas, la méthode proposée a montré des estimations raisonnables pour les
fonctions de masse de probabilité étudiées. le nouvelle méthode peut également étre

appliquée aux variables aléatoires a p-dimensions, p > 2.

La nouvelle méthode a été appliquée a plusieurs exemples de données simulées,
et selon quelques mesures typiques de la distance (entre les distributions estimée
et théorique), il est mieux adopté que certaines des solutions existantes dans les
cas ou le nombre de points a estimer est supérieur a la taille de 1’échantillon .
Bien que la méthode ait été développée pour de petits échantillons, il semble que les
estimations proposées convergent vers la distribution théorique, mais des études plus
détaillées sont encore nécessaires. La nouvelle méthode a également été appliquée aux
données échantillonnées auprées d’adultes diagnostiqués avec une trouble obsessionnel
compulsif. L’estimation obtenue par la méthode a été appréciée par les chercheurs

en psychiatrie.

Bien que la nouvelle méthode présente des avantages pratiques par rapport aux
alternatives existantes présentées, certains aspects n’ont pas été abordés ici, a savoir :
il faudra encore développer la nouvelle procédure sous plusieurs aspects qui n’ont
pas été abordés ici : (i) I'étude des propriétés asymptotiques pour les grands taille
d’échantillon n et / ou pour un degré polynomial supérieur m; ii) une justification

officielle de la nouvelle procédure sous une approche décisionnelle théorique.
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