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Introduction Générale

Ans analyse traditionnelle de la prévision, la construction des valeurs futures pré-
vues est fondée sur la moyenne conditionnelle de la série utilisée. Les méthodes
classiques de prévision basées sur les processus ARMA supposent des séries tem-

porelles a volatilité constante. Cette modélisation n’est pas toujours conforme a la réalité, elle
néglige I'information contenue dans la partie non expliquée du processus d’évolution des séries
temporelles. Ces modeles linéaires des séries temporelles n’étaient finalement fondés que sur des
combinaisons linéaires de valeurs présentes et passés de chocs. Par conséquent, I'’hypothese de
processus ARMA stationnaire ne permet pas de prendre en compte d’une part les mécanismes
d’asymétrie et d’autre part les ruptures de forte amplitude. Les modeles GARCH ont muni a
un changement fondamental a la modélisation des séries financieres, et sont particulierement
annoncés pour prendre en compte les caractéristiques importantes de ces séries (stationnarité,
volatilité, asymétrie, saisonnalité,...). De plus, ces processus prennent en compte dans la mo-
délisation la forte leptokurticité observée dans la loi de distribution non conditionnelle de la
plupart des séries financieres. L’avantage de ces modeles est expliqué par le fait qu’ils sont riches
de coté théorique et simple a utiliser dans la pratique. L’objet de ce mémoire est de fournir
une introduction aux modéles ARCH/GARCH le plus souvent utilisés dans la modélisation des

marchés financiers.

Afin de répondre a cet objet, nous articulons ce mémoire autour de trois chapitres. Dans
le premier chapitre intitulé < Notions de base sur les séries temporelles™>, nous présentons
quelques rappels sur les processus stochastiques et la représentation de séries temporelles par
des modeles linéaires, ses principales classes de modeles non linéaires et quelques notions utiles

dans notre travail.

Dans le deuxiéme chapitre intitulé < Processus Conditionnellement Hétéroscédastiques=>,
nous étudierons les modéles ARCH/GARCH ainsi que ses propriétés de ses nombreuses exten-

sions avec quelques méthodes d’estimation (repose sur la méthode du M.V).

vii



Introduction Générale

Enfin, dans le troisieme Chapitre < Simulations et Applications>>>, on fait compléter notre
travail par la mise en place de quelques simulations de processus GARCH en changeant ces

différents parametres et nous essayerons de modéliser une séries financiere réelle par un modele

ARMA avec erreur GARCH.

A la fin, une conclusion générale dresse une synthese des principaux résultats obtenus au

cours de notre travails.



Notions de base sur les séries temporelles

Introduction

Ans ce chapitre nous intéressons de présenter les notions générales des séries tem-
porelles et ses modeles (linéaires ou non linéaires). Une série chronologique est une
suite d’observations indicées par le temps (y¢, t = 1,...,T'). En général, dates d’obser-

vation régulieres : t=heure, jour, mois, année.....Elle a plusieurs domaines d’application comme
Finance (cours de bourse quotidiens 1992-1998), Epidémiologie (Déceés mensuels dus a des
maladies pulmonaires 1974-1980), Ecologie, Environnement, Météorologie, Hydrologie
(Température annuelle moyenne & New Heaven 1910-1970, Evolution du rendement de blé
tendre d’hiver en France 1940-2010), moyenne annuelle de la concentration en nitrates dans
les eaux superficielles en Bretagne 1971-2009, le but de 1’étude d’une série chronologique est

analyser une phénomene et la prévision.

Depuis le début des années 1970, suite a la parution du livre Box et Jenkins, 'accent a
été mis sur les modeles linéaires. Depuis une diziane d’années, devant les probléemes de mo-
délisation rencontrés pour certains séries de données (les nombre de taches solaires, des séries
de Biologie, des séries financiéres et monétaires) les modéles non linéaires ont été envisagés.

Plusieurs classes de modeles ont été abordées : Les modéles bilinéaires, Les modéles a seuils,



1.1. Introduction aux séries temporelles

Les modéles hétéroscédastiques.....

1.1) Introduction aux séries temporelles

Définition 1.1.

Une série temporelle (ou série chronologique) est une suite de nombres réels, indexés par les
entiers relatifs tels que le temps.

Pour chaque instant du temps, la valeur de la quantité étudiée X, est appelée variable aléatoire,
lensemble des valeurs quand t varie est appelé processus aléatoire (X;)iez.

Une série temporelle est ainsi la réalisation d’un processus aléatoire.

1.1.1 ) Modélisation d’une série temporelle

La modélisation d’'une série temporelle se fait a partir de la décomposition classique en

fonctions des quatre éléments suivants :
1. Tendance (7}) : mouvement & long terme (longue période).
2. Saisonnalité (S;) : fonction périodique du temps (période courte).
3. Cycle ((y) : cycle d’affaire, fluctuation périodique (moyenne terme).

4. Résidu (R;) : partie irréguliere, correspondante a la notion d’écart au modele ou encore

Bruit.

D’une maniere générale, on peut proposer un modele qui représente la série temporelle

étudiée en combinaison des quatre éléments précédents. Pour cela, on a trois types de modeles :

Le premier est le modele d’ajustement de forme additive ou multiplicative comme suit :

Xt:E+St+Ct+Rt OU.Xt:EStCt‘i‘Rt.

Le deuxieme type est le modele autoprojectif, dont on suppose que X; est une fonction
de ces valeurs passées et d’'une perturbation aléatoire Ry, ie, X; = f(X;_1, X¢_o,...; Ry). Dans

cette classe, on peut citer les modeles ARIMA, ARMA,...

Le troisieme type est le plus important, c’est le modele explicatif. Dans cette catégorie
de modele, la variable aléatoire Y; est exprimée en fonction d’un vecteur aléatoire X; et d’une
perturbation aléatoire R; : Y; = f(Xy, R;), ou X, est soit déterministe ou aléatoire, dans ce cas

les processus (X;)iez et (Ry)iez ont certains propriétés d’indépendances.



1.1. Introduction aux séries temporelles

1.1.2 )  Estimation et Elimination de la partie déterministe

Pour l'estimation, on propose deux méthodes qui sont la méthode des moindres carrée
ordinaires (MCO) et la méthode de lissage par moyenne mobile (pour la tendance) et pour

I’élimination, on fait recours a la méthode de différenciation.

1.1.3 ) Caractéristiques d’une série temporelle

Moyenne et variance

Soit une série temporelle stationnaire (X;,t = 1,...,T), les expressions de la moyenne et de

la variance sont :

Fonction d’autocovariance

Définition 1.2.
Soit (Xy)¢ un processus aléatoire de variance finie. On appelle fonction d’autocovariance vy, de

X la fonction :

Y = cov( Xy, Xiyn)
= B[(X; = E(X0))(Xo1n — E(Xp1)]

Théoréme 1.3.

La fonction d’autocovariance d’un processus (Xy); stationnaire vérifie les propriétés suivantes :
— v =cov(Xy, X3) = E[(X; — BE(Xy)?! =v(Xy) =0% =20
— |l <

— vy, = Y_p - fonction paire
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Fonction d’autocorrélation

Définition 1.4.

Soit (X;); un processus stationnaire. On appelle fonction d’autocorrélation py la fonction :

ph="2 hez

Yo

Remarque

Le graphique de la fonction d’autocorrélation est appelé corrélogramme.

Théoreme 1.5.

La fonction d’autocorrélation d’un processus X; stationnaire vérifie les propriétés suivantes :
— po=1
— lonl < po

— pn = p_n - fonction paire

Soit le processus X; = €, —&;_1 ol &; est un processus stationnaire de moyenne nulle, de variance

o2 et tel que cov(es, ep) =0,V ¢ # t'. calculons 'espérance et la variance de X

B(X,) = E(s, —e1-1) = B(e)) — E(5,.1) = 0
V(X)) = v(es — £01)

= B((er — £1-1)%)

= E(e}) + E(e}_,) — 2E(g4541)

_ 5.2
= 20_

On recherche la fonction d’autocorrélation de X;. Pour cela, on commence par calculer la

fonction d’autocovariance :

*v0 = v(X;) = 2072
*y1 = cov( Xy, Xy_q)
= E((er — er-1)(e-1 — €1-2))

2
= E(e€1-1 — €12+ 11602 — €1 1)
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*Y2 = COU(Xt, Xt_g)
= E((%?t - gt71)<5t72 - 51&73))
= E(eie1-0 — €1-161-3 — €1-161—2 + E4_164-3)

=0

on adonc: vy, =0, Vh>2

on a en déduit la fonction d’autocorrélation de X; :

po=1

TR |
Pl—%—j
pn=0,YVh>2

Fonction d’autocorrélation Partielle

La fonction d’autocorrélation partielle est donnée par :

|2y ]

i =

ou |Pf| (resp|Py|) est le déterminant de la matrice Py ( resp P, ) sont données par :

1 P Ph-t
P, = /).1 1 e ph.—Q
Ph—1 Ph—2 - 1]

Py, est la matrice symétrique formés des (h — 1) premiers autocorrélations de X;.

1 o ]
et
|Ph—1 Ph—2 " Ph]
Py est la matrice P, dans laquelle on a remplacé la derniere colonne par le vecteur (py, ...... . Pn) -



1.2. Processus stochastique

Estimation des autocorrélations

Considérons un ensemble d’observations Xy, ..., X7 .

e La fonction d’autocovariance empirique est donnée par :

1 T—h _ -~
= > (Xy — X7)(Xomn — X1)

t=1

Remarque

Pour obtenir un estimateur sans biais c¢’est-a-dire :
E(An) =y quand T — o0

e La fonction d’autocorrélation empirique est donnée par :

o

Ph =

Yo

1.2) Processus stochastique

1.2.1 )  Définitions

Définition 1.6.
Un processus stochastique est une séquence de variable aléatoire {y;,t € Q} indicées par le
temps, ou t appartient a un ensemble ordonné qui correspond au temps.
e Si lindice t prend les valeurs réelles, c-a-d, Q € RT {y,;,t € Q} est qualifié de processus
stochastique continu.
e Dans le cas contraire ou les valeurs prises par t sont discrétes, Q@ € N alors {y;,t € Q}

est un processus stochastique discret.

Définition 1.7.
Un bruit blanc fort est une suite de variables aléatoires indépendants et identiquement distri-

buées (iid) (¢)iez centrées et de variances o. On note (g;); ~ bbf(0,0?).

Définition 1.8.

On appelle bruit blanc faible, toute suite de v.a.r (g;); centrée et de variance 0. On note

Er ~ bb(O, 02).

d



1.3. La notion de stationnarité

Définition 1.9.

On dit que (Xy); est un processus linéaire de moyenne m s’il peut étre écrit sous la forme :

+oo
Xt =m + Z bkgt—k

k=—o00

tel que : (g1); ~ i1d(0,0?%), {20 b2 < 00

k=—o00

1.3 ) La notion de stationnarité

1.3.1 ) La stationnarité au sens stricte

On dit qu'un processus aléatoire temporel X; est stationnaire au sens stricte si pour toute
suite d’instants {¢1, ..., tx }, il existe un entier k quelconque tel que la f.d.p (la fonction de distri-
bution de probabilités) jointe f de {Xj,, ..., X;, } est identique a la f.d.p jointe de { Xy, 1 &, .., Xin1k}

ie :
F( Xy Xiy) = F( Xy oo Xiytk)

Un processus strictement stationnaire a toutes ses caractéristiques (c-a-d ses moments)
invariants dans le temps. Cette définition de la stationnarité est cependant trop restrictive,

c’est pour cela que 'on & défini la stationnarité au second ordre.

1.3.2 )  La stationnarité au second ordre

On dit qu'un processus aléatoire temporel X; est stationnaire de second ordre s’il vérifie les

propriétés suivantes :
1. B(X?) <oo,VteZ
2. E(Xy) =m,VteZ
3. cov(Xy, Xytn) =n, VE,h€Z

La propriété (2) signifie que la moyenne du processus est indépendante du temps. La condi-
tion (3) traduit le fait que la covariance entre deux périodes t et t+h est uniquement fonction

de la différence des temps h.



1.4. La notion de mémoire longue

Remarque

v YVt eZ,(X;), est de carré intégrable, la stationnarité au sens stricte (forte) implique la
stationnarité au second ordre (faible).
v' Si le processus (X;); est gaussien, la stationnarité au second ordre implique la station-

narité au sens stricte.

1.3.3 )  Théoréme de Wold (1954)

Théoreme 1.10.
Considérons un processus stationnaire X;. Il est toujours possible de décomposer X; en une

composante déterministe d; et une composante stochastique uy; telle que :
Xt = dt + Uy
avec :
+00
Uy = Z i€t
i=0

ou ; est un bruit blanc, c-a-d un processus de moyenne nulle et variance constante et non

autocorrélé.

1.4) La notion de mémoire longue

Définition 1.11.
Un processus stationnaire X; est un processus a mémoire longue s’il existe un nombre réel d

(ou d : le paramétre de délai et d < %) et une constante C, C > 0 vérifiant :

lim _Pr
h—o0 C’,th*l

=1
ot p la fonction d’autocorrélation et h le retard.

Il est possible de faire une distinction suivant la valeur de d :

x si.d <0 : mémoire intermédiaire, la série py, est absolument convergente

> |pn| < o0



1.5. Les processus linéaires

x 510 <d< % :mémoire longue, la série py n’est plus absolument convergente

> |pn] = o0

Par conséquent, les autocorrélations d'un processus a mémoire longue vérifiant la relation
asymptotique suivante : p, ~ C.h%~! quand h — oo.
Les autocorrélations p, décriossent tres lentement, c-a-d a un taux hyperbolique. Ce décroisse-
ment hyperbolique des autocorrélations est a opposer au décroissement exponentiel des auto-
corrélations d'un processus ARMA : p;, < C.a" ot C est une constante positive et 0 < a < 1.
En d’autres termes, la fonction d’autocorrélation des processus ARMA est géométriquement

bornée.

1.5) Les processus linéaires

L’opérateur retard

L’opérateur retard, noté L, est tel que :

LX: =X
Plus généralement, on a :

L"Xy = Xin

On constate ainsi que 'opérateur retard transforme une variable X; en sa valeur passé. Si 'on

applique le polynome retard (L) défini comme suit :
W(L) = 1= L— L2 — . = b, L7
a une série Xy, on a :
%b(L)Xt =X =i Xi1 — X — . — @DpXt—p

ou 1, ..., ¥, sont des coefficients.

L’opérateur retard est linéaire et inversible. Son inverse L™! = F est défini par F.X; = X,

est appelé opérateur avance.

d



1.5. Les processus linéaires

L’opérateur retard vérifie les propriétés suivantes :

— (O al) X = Y5 aiXe-

— Y 4 L Xy + 0 b L Xy =30 (4 + b)) L' X = 300 (ai + bi) X
— aY i el =Y aal

ou a;, b; et o sont des coeflicients.

1.5.1 )  Les processus linéaires stationnaires

On va introduire une classe de processus linéaire tres importante dans la modélisation
des séries chronologiques a savoir les processus ARMA (Autoregressive Moving Average). Ces
processus sont linéaires et sous certains conditions ils sont stationnaires. La linéarité de ces

processus fournira une théorie simple de la prévision.

Processus moyenne mobile

Définition 1.12.

On appelle processus moyenne mobile d’ordre q, noté MA(q), un processus X; stationnaire

vérifiant une relation de type :
Xt =& — Glst_l — ... — Qqat_q

ot les 0; (i = 1,...,q) sont des réels et (g;); ~ bb(0, c2)

En introduisant ['opérateur retard, la relation précédente peut encore s’écrire :

X;=(1—0,L—0,L%— ... —0,L%¢
Soit encore :
Xy =60(L)g,
avec
O(L)=1—0,L—0,L*—...—0,L1
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Remarque

Par définition, un processus MA(q) stationnaire et causal.

Si le polynome @ a toutes ses racines a 'extérieur du disque unité, alors on peut inverser ce

polynome et écrire MA(q) sous la forme AR(o0) :

+o0
Et = O_I(L)Xt = Z UiXt—i

avec vg = 1 et Y15 |vi] < oo

Autocovariance et autocorrélation

La fonction d’autocovariance d’un processus MA(q) est donnée par :

ou : 60 =1
Démonstration.
On a

et

donc

o2y 00, si0<k<g

Vi = cov(Xy, Xyyp) =

0 stk >q

Vi = cov( Xy, Xoyr) = E(Xe Xin) — B(Xy) E(Xpy)

E(X:) = E(Xx) =0 (car E(e;) =0)

Ve = E<XtXt+k ZG Et— z ZQ Ettk— g

9 q
= E[Z Z 9i9j€t—i5t+k—j]
=0 j=o0

q

q
— Z Z QiejE<5t—i5t—(j—k))
i=0 j=o0

S 06, 02 s i=j—k

0 sinon
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o2y MO0, si0<k<g

0 stk >q

* Si k=0 alors :
q
Yo = 03 Z 912

=02(1+ 0] + 05+ ...... + 62)

La fonction d’autocorrélation d'un MA(q) est donnée par :

Op+010g L 1+...+04_r0q .
s10< k<
_ Tk _ 1467403 +...+062 =R>q

o 0 stk >q

Pk

Propriété 1.13.
Pour un processus MA(q), pr = 0,V k > q. En d’autres termes, les autocorrélations s’annulent
a partir du rang q+1. Cette propriété fondamentale nous permet ainsi d’identifier l’ordre q des

processus MA.

Les processus autoregressifs

Définition 1.14.

On appelle processus autoregressif d’ordre p, noté AR(p), un processus stationnaire X; vérifiant

une relation de type :
Xi =01 X1+ G Xy o+ o+ 0p Xy + &4

ot les ¢; (1 =1, ...,p) sont des réels

et &, ~ bb(0,02)

En introduisant 'opérateur retard, la relation précédente peut s’écrire :

¢(L)Xt = &t

avec

SL)=1—¢1L — ¢oL? — ... — ¢,LP
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Remarque

Par définition, le processus AR(p) est inversible.

Si le polynome ¢ a toutes ses racines a 'extérieur du disque unité, alors on peut inverser ce

polynome et écrire AR(p) sous la forme MA(oc0) :

400
Xe=¢ ' (Ler = pieri
=0

avec pg = 1 et 1% ] < 00

Autocorrélation et équations de Yulle-Walker

Soit (X¢)sez un processus AR(p) vérifiée I’équation :

on a .

car : B(X;) =

alors :

avec

donc

X =01 Xoo1 + G Xy o+ o+ 0p Xy p + &4

Ye = COU(Xt,Xt_k> = E(XtXt—k) — E(Xt>E(Xt_k)
- E(XtXt_k)

E(X;—r) =0 [AR(p) possede une représentation MA (co)]

Ve = 01 E(Xe 1 Xep) + oo+ 0o E( Xy p Xiip) + E(er Xe—i)

= Q1 Vp—1 + ... + pr%—p + E(€tXt—k)

o2  sik=0
E(EtXt—k‘) =
0 stnon
¢17k—1+~-+¢p’7k—p sik=1,...p

Tk =
¢1'Yk—1+-~-+¢p'7k—p+0'52 sik=0
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D’ou, en notant pp = YT’;, la fonction d’autocorrélation d'un AR(p) est finalement donnée

par :

p
=1

Les autocorrélations d’'un processus AR(p) sont ainsi décrites par une équation de récurrence
linéaire d’ordre p. En écrivant cette relation pour différentes valeurs de k (k=1,...,p), on obtient

les équations de Yulle-Walker :

p1 L pr p2 oo ppr) [O1
p2| | 1 P2
. . o .
Pp Pp—1 e 1 op

Autocorrélations Partielles

Il est possible de calculer les autocorrélations partielles du processus AR a partir des équa-

tions de Yulle-Walker.

Propriété 1.15.
Pour un processus AR(p), ¢r = 0,V k > p. En d’autres termes, les autocorrélations partielles
s’annulent a partir du rang p+1. Cette propriété fondamentale dans la mesure ou elle sert a

identifier 'ordre p des processus AR.

Processus ARMA (p,q)

Définition 1.16.

Un processus stationnaire X; suit un processus ARMA (p,q) s’il vérifie la relation suivante :
X =1 Xp 1 — 92 Xp 0 — . — Xy p =6 —b1gp 1 — .. — 0484

ou les coefficients ¢; (i =1,...,p) et 0; (j =1,...,q) sont des réels
et g, ~ bb(0,02)

En introduisant 'opérateur retard, la relation précédente s’écrit :



1.5. Les processus linéaires

HL)=1— ¢ L—ol?—...— L7 et O(L)=1—0,L— 0,12 —...—0,L

Remarque

Un processus ARMA(p,q) stationnaire si le polynome ¢ a toutes ses racines a lextérieur du

disque unité et inversible si le polynome 0 a toutes ses racines a 'extérieur du disque unité.

En conséquent, si ¢ et 8 a toutes ses racines a ’extérieur du disque unité, on peut écrire
un processus ARMA(p,q) :
® Soit sous la forme MA(o0) :

O(L) 400
X = = i€t—i
t o(L) €t ; Pict
avec @y = Let L% | < 00
® Soit sous la forme AR(oc0) :
¢(L) =
= X = i Xt
€t (L) t ;) Uiy

avec vg = let 1% |vi| < oo
Les propriétés des autocovariances

La fonction d’autocovariances d'un processus ARMA(p,q) est donnée par :

S PiYe—i pour k> q+1

St G Ve—i + 02 Xy 0505k pour 0 < k <gq

Ve =

Démonstration.
Soit (X¢)tez un processus ARMA(p,q) de représentation causal, il admet alors la représentation

MA(c0) :

Xy = Z Pi€t—i
on a :
Vi = cov(Xy, Xeyr) = E(Xie Xeqn) — B(Xe) E(Xiyr)

et ona : E(X;) = E(Xy1) =0 [D’apres I'écriture MA (00)]
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donc

e = B(Xi Xeyx) = Z OiXpip_i + Z 0€t1h— ])Xt]
i=0 j=o
P q
= Z¢‘E(XtXt+k i)+ 29 E(Xierik—g)
Pt =
P

= Zgﬁz’}/k H’ZQ E ngzgt i€tk— J
= Z@% i Z 0, Z il (er-i€t—(j-n))]
=0

=0

= Z GiVk—i + Z Qj%‘—kaf
i=0 j=k

La fonction d’autocorrélation

La fonction d’autocorrélation d’un processus ARMA(p,q) est donnée par :

St PiPr—i pourk > q+1

Pk )
S bipr—i + % >k 0505k pour 0 <k <gq

1.5.2 ) Principales extentions des processus ARMA

Processus ARMA saisonnier : SARMA

I1 est possible de tenir compte de la saisonnalité des séries par le biais des processus ARMA

saisonnier, noté SARMA(p, ¢)(P, Q)s définis comme suit :

bp(L)pp(L7)X; = 0,(L)0q(L%)e;

tel que :
(L) = ¢1L—...— ¢, [P
( s) — lesLS o ¢P5LPS
(L) =1—-6,L— .. —Gqu
Oo(L°) =1 —01,L° — ... — O, L°*

et g, ~ bb(0, 02)

ou P est I'ordre d’'un processus AR saisonnier, ( est ’ordre d’un processus MA saisonnier et s le
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période de la saisonnalité (s=12 pour les séries mensuelles, s=4 pour les séries trimestrielles...).

Processus ARMA intégré : ARIMA
Un processus X; suit un ARIMA (p,d,q) s’il vérifie la relation suivante :
(L)1 — L)X, = 6(L)e,
tel que :

Gy(L) =1—¢1L— .. — ¢,L
0,L)=1—0,L—...—0,L°

et g, ~ bb(0,02)

ou d un entier positif appelé parametre d’intégration ou de différenciation.

Remarque

Les processus ARMA apparaissent donc comme un cas particulier des processus ARIMA dans

lesquels d=0.

Processus ARMA intégré saisonnier :SARIMA

Définition 1.17.
Un processus SARIMA(p,d, q)(P, D,Q)s s’écrit comme suit :

bp(L)pp(L7)(1 = L)' (1 — L*)P Xy = 0,(L)0q L")z,

tel que :
¢p(L)=1—¢1 L — ... — ¢, LP
( S) 1sL - - ¢P5LPS
(L) =1-6L—..-06,L1
Oo(L°) =1 —01,L° — ... — O, L°*

et &, ~ bb(0, 02)

s : correspondant a la saisonnalité .
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Processus ARFIMA

Les processus ARFIMA ont été obtenus en considérant, formellement, les cas ou d n’est pas

entier ( parameétre de mémoire, compris entre _71 et %)

Cette généralisation, proposée par Granger en 1980, repose sur la manipulation des séries

d’opérateurs retard (L), et sur le développement en série entiere de (1 — L)<

Définition 1.18.

Un processus fractionnaire est un processus (X); s’écrit :
(1—-L)'p(L)X; =60(L)e;,  pourt >0

avec comme condition initiale X; = 0 pour t < 0 et €, un bruit blanc pour t > 0, nul sinon,

2

de variance finie 0, ou ¢ (L) et O(L) sont deuz polynomes ayant leurs racines da l'extérieur du

disque unité, et ou d est réel, avec la convention :

(d—j+1)

. (-1y 1
!

(1—L)d:1+§:d<d_1)

La définition de (1— L)% est fondée sur le développement en série entiére de la fonction puissance
(qui peut se simplifier en introduisant la fonction Gamma) soit :
+00o

['(d) = /xdfle’xda:
0

alors :

Les processus TS et DS

Ainsi que nous 'avons précédement mentionné, deux grandes catégories de processus non
stationnaires peuvent étre distinguées :
e Les processus TS (Trend stationary) présentant une non stationnarité de nature déter-
ministe.
e Les processus DS (Difference stationary) présentant une non stationnarité de nature

stochastique.
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Caractéristiques des processus TS

Si 'on suppose qu’un processus peut s’écrire comme la somme d’une fonction déterministe

du temps et d'un élément stochastique stationnaire, alors un processus TS est donnée par :

Xi=fi+e

Dans le cas simple ou la fonction f; est une fonction polynpmiale d’ordre 1, on a :

Xt:O{+t5+€t

Pour simplifier, supposons en outre que &; ~ bb(0,c2). On a alors les propriétés suivantes :

E(X;) =E(a+tB+e)=a+tp
v(X;) = v(a+t8 +¢&) =v(e) = o2
cov(Xy, X;) = Bl(Xs — BE(Xs)) (Xt — E(Xy))] = E(eser)

D’ou :

cov(Xy, Xs) =0, Vt#s

Ainsi, 'espérance d’un processus TS exhibe une tendance déterministe. On constate en
revanche que sa variance est constante au cours du temps, témoignant du fait qu'un processus
TS est stationnaire en variance.

Les caractéristiques des processus DS

On dit qu'un processus X; est DS ou caractérisé par une non stationnarité stochastique si
le processus différenciée une fois (1 — L)X est stationnaire. On parle aussi processus intégré

d’ordre un, qu’on notera X; ~ I(1) .

De maniere générale, on dit que le processus X; est un processus intégré d’ordre d avec d

I'ordre de d’intégration, si le processus différenciée d fois (1 — L)2X; est stationnaire, On note

X, ~ I(d) .

Nous avons deux type de processus DS :
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e Le processus DS avec dérive 5 (8 # 0) tel que :
Xt:thl‘i‘ﬁ‘i‘gt

Qui représente une non stationnarité de nature stochastique qu’on peut démontrer par

récurrence :

Xi=Xo+f+e
Xo=X1+f+e=Xo+B+e1+B+e
Xs=Xo+tft+tea=Xi+f+ea+f+a=Xo+0+a+f+ea+f+es

t
Xt:Xo—Ftﬁ—FZéTi

i=1
ot g ~ bb(0,02)
donc :
E(Xy) = Xo+ 15
¢
v(Xe) = v(Xo + 18+ &) = to?

=1

cov(Xy, Xy) = o?min(t,t) sit#t

alors : Le processus est non stationnaire par son espérance et sa variance.

e Le processus DS sans dérive § (5 = 0) qui est appelé marche aléatoire ou marche au

hazard qui s’écrit comme suit :
Xt = Xt—l + &

Que nous montrons sa non stationnarité par récurrence :
X1 = Xo + &1
Xo =X +e2=Xo+e1+¢e

Xg=Xot+eg=X1+ea+eg3=Xo+e1+ex+e3

t
Xt:X0+25i

i=1
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ot g ~ bb(0,02)

donc :

E(X,) = X,

v(Xy) = v(Xo+ ) &) =to?

i=1

cov(Xy, Xy) = a2min(t,t) sit £t

d’ou : la marche aléatoire stationnaire en moyenne mais pas en variance.

1.6 ) Les grandes classes des processus non linéaires

Il y a de nombreuses manieres d’introduire des non-linéarités dans un modele de série tem-
porelle. Dans ce paragraphe, nous traitons de quelques unes d’entre elles, principalement les
modeles bilinéaires, les modeles avec seuil et les modeles autorégressifs conditionnellement hé-
téroscédatiques ("ARCH"). Ce sont ces derniers qui seront I'objet essentiel de chapitre suivant.

Nous nous restreignons ici a des processus unidimensionnels.

1.6.1 )  Processus bilinéaires

Définition 1.19.

(Xy): suit un processus bilinéaire (BL) d’ordre (p,q;P,Q) s’il peut étre écrit sous la forme :

P q P Q
Xy = Z Oi X + Z 01— + Z Z Aij Xi—i€i—j
i=1 j=1

i=1j=1
ot g, est un bruit blanc, ¢;, 0; et \;; sont des réels.

Un processus bilinéaire est une extention d’un processus ARMA dans lequel des termes

croisés de la composante AR et la composante MA sont introduits.

Remarque

Un processus bilinéaire est dit :
e Super diagonal si P>Q
e Diagonal si P=Q
e Sous diagonal si P<Q
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Considérons le modele BL(0,0;2,1) super diagonal
Xy =&+ AXy 2601

ou AeR
et g; ~ 1id(0, 0?)

e Le processus X; est de moyenne nulle :
E(Xt) = E(ét + /\Xt_gﬁt_l) =0

car : g; est indépendant du passé du processus, et en particulier de X; 5 et E(g;) =0

e [’autocovariance de retard h vaut :

Y = cov(Xy, Xy—p) = E(Xy Xy—p)
= E(eer-n + N X081 Xen + At Xi—n_o8t-n + Aer_nXt26t1)

Si h>1, nous avons :
cov(Xy, Xy—p) =0
Si h=1, nous avons :

cov(Xy, Xy21) =0

En remplacant h par 0, nous trouvons une relation de récurrence pour la variance marginale :
E(X}) = E(ef) + NE(X[ ) E(ef_y) + 2AE (&) E(X¢-2) E(e1-1)
ou, comme le dernier terme s’annule on a :

v(Xy) = B(X}?) = 0 + N?0*E(X}?,)
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Sous 'hypothése de la stationnarité & condition A\?0? < 1, ce qui implique que :

0.2

v(Xy) = 1 — \202

La variance conditionnelle du processus X; est :

0(Xi|Xio2) = B(XP|Xi2) = E(e] + N X7 567 1] X;0)
= E(e}) + N E(e}_ ) E(X] 5| X—s)
=0+ No? X},

=0’ (1+ N X7,)

La variance conditionnelle du processus X; dépend des valeurs passées de ce processus. On
retrouve un effet type ARCH, ceci illustre le fait que plusieurs modélisations non linéaires

peuvent étre envisagées si I’on souhaite modéliser la dynamique dans la volatilité conditionnelle.

1.6.2 ) Modéles a seuil

Les modeles a seuil sont particulierement intéressants dans la mesure ou ils permettent
de tenir compte des phénomenes d’asymétrie et des ruptures de forte amplitude. Les modeles
les plus couramment utilisées dans cette catégorie sont les modeles SETAR et STAR ou le

changement de régime est régi par un seuil (les modeles TAR).

Modéles SETAR

Définition 1.20.
Un modéle SETAR (k ;p1, ..., px) est un modéle a k équations de la forme :

¢(()1) + > gbz(l)thi + 5151) 81 Xia < €1

O+ T2 60X+ 6P sie < Xia< o

¢ék) + 30 @UC)Xt—z‘ + 5§k) 81 Xi-a 2 Cp-1

e k correspond au nombre de régime.

e d un entier positif appelé paramétre de délai (ou de retard).
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e les coefficients cj,j =1, ...,k —1 sont les paramétres de seuil pour lequel le systéme passe
d’un régime a autre.

e On constate que chaque équation représente un modele AR linéaire d’ordre p;, i =1, ..., k.

Remarque

Lorsque les ordres de retards sont les méme pour toutes les équations (c-a-d p; = p, Vi), les

modeles SETAR se ramenent au modeles TAR, d’ordre p.

Définition 1.21.

Un modéle TAR s’écrit sous la forme :

¢(()1) +3P, gbgl)Xt,i + sgl) st Xiqg < 1

¢(()2) + i ¢§2)Xt7i +ef? sic1 < Xpa < ¢

s
I

¢(()k) +3P ¢z(k)Xt—i + 5§k) 81 Xt—d 2 Cp1

Modéles STAR

Définition 1.22.
Un modeéle STAR d’ordre p s’écrit :

X = H1<Xt717 "'7thp) + H2(Xt71: e thp)F<St; Y, C) + &

ou Hy et Hy sont des fonctions (linéaires ou non linéaires) des valeurs passés de Xj.
F(s¢;7,¢) est la fonction de transition d’'un état & un autre (comprise entre 0 et 1) tel que s;

est la variable de transition.

Er ~ sz(O, O'?)

« Dans le cas ou Hy et Hy sont des fonctions linéaires, on peut s’écrire le modele STAR(p)

comme suit :

p p

Xy = Z G1i X + (Z G2 X1—i) F (5457, ¢) + &

i=1 i=1
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1.6.3 )  Processus ARCH et GARCH

Définition 1.23.
Un processus ARCH(p) est donnée par :

X = ethy
avec

p
h? = @ —|— Z OéiXtQ_,L-

=1

tel que Vt € Z; ag > 0; aq,aa, ..., o des constantes positifs données

Et Z'Ld(o, 0'52)

Définition 1.24.
Un processus GARCH(p,q) est donnée par :

Xy = ethy
avec

p q
hy =ao+ Y a; X}, + Y Bihi;
=1

Jj=1

tel que Vt € Z; ag > 0; oy, g, ..., 0 €t By, ..., By des constantes positifs données

Et md(O, 0'52)



Processus Conditionnellement

Héteroscédastiques

Introduction

N économétrie, la volatilité a été I'un des sujets de recherche les plus utilisés, et
elle I'est toujours, I'un des sujets de recherche les plus actifs dans le domaine de
la prévision économique en générale et de I’économétrie financiére en particulier.

L’une de caractéristique principale du processus de la volatilité est le fait qu’elle n’est pas
observable. Le concept de la volatilité est un élément fondamental de I’appréhension des marchés
financiers surtout en termes de gestion de risque. La volatilité peut se définir comme "ampleur
des fluctuations ou 'amplitude des variations sur une période donnée (minute, heure, jour,
semaine) pour un marché ou une valeur, c’est une unité mesurant la propension d’une valeur
du marché ou valeur mobiliere, qui varie significativement a la hausse ou a la baisse. Plus un
titre a tendance a forte variation sur une courte période de temps, plus il sera dit volatile ou
trop risqué en d’autre terme. Les premiers travaux sur la volatilité (modeles ARCH/GARCH)
ont été congus pour fournir des estimations anticipatives ou de prévisions, en d’autre terme de
la volatilité conditionnelle. Les modeles autorégressifs conditionnellement hétéroscédastiques

(ARCH) ont été introduits par Engle (1982) et leurs extensions GARCH (ARCH généralisés)

26
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est due & Bollerslev (1986). Leurs caractérisations reposent essentiellement sur le concept
de variance conditionnelle, qui ne dépend que du module des valeurs passées. L’objectif de
ce chapitre est d’essayer de viser I'essentiel de la littérature statistique des modeles ARCH et

GARCH, et de donner des démonstrations de certains résultats théoriques.

2.1 ) Modeles ARCH/GARCH

Face aux lacunes des représentations ARMA(p,q) pour les problémes monétaires et Finan-
ciers, Engle(1982) propose une nouvelle classe de modeles autorégressifs conditionnellement

hétéroscédastiques (ARCH) aptes a capter le comportement de la volatilité dans le temps.

Engle (1982) a donc proposé ces processus pour pallier les insuffisances de la classe des
représentations ARMA, notamment en ce qui concerne les séries financieres qui présentent une
volatilité (ou variabilité instantanée mesurée par la variance conditionnelle) en fonction du

temps et par des ajustements asymétriques.

Ainsi, les modeles ARCH sont basés sur une paramétrisation endogene de la variance condi-
tionnelle. Mais avant de présenter les modeles ARCH et GARCH, commencons par introduire

quelques notions essentielles dans I’étude des séries temporelles.

Définition 2.1.

Le Kurtosis ou le coefficient d’applatissement d’une variable aléatoire X correspond :

Ha
]f:;

avec : g est le moment centré d’ordre 4 ie : g = E[X — E(X)]*
— St le kurtosis > 3 (queues épaisses), la distribution est dite leptokurtique.

— Si le Kurtosis < 3, la distribution est dite platikurtique.

Définition 2.2.

Skewness ou le coefficient d’asymétrie d’une variable aléatoire X s’écrit :

L]
S=5

avec : g est le moment centré d’ordre 3ie :  puz = E[X — E(X)J?

> Lorsque la distribution est symétrique, le coefficient de Skewness est nul.
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> Lorsque la distribution posséde une forte queue vers la droite, le coefficient de Skewness
est positif.
> Lorsque la distribution posséde une forte queue vers la gauche, le coefficient de Skewness

est négatif.

2.1.1 )  La notion d’espérance conditionnelle et non condition-

nelle, notion de variance conditionnelle et non conditionnelle

x Pour introduire ces notions, nous considérons un modele du taux d’intérét a court terme.

Pour ce faire, on recourt & un processus autorégressif AR(1) stationnaire :

Y = [+ Q1Y + &

ot g ~ bb(0, 0?)

Dans cette équation, y; est la valeur du taux d’intérét au temps ¢. Nous voulons prévoir ;1

en utilisant ’espérance non conditionnelle. On procede comme suit :

Yir1 = P+ O1ye + €141
E(yi11) = p+ ¢1E(y:) + Eleisa)

L’espérance non conditionnelle sert a calculer des prévisions a long terme d’une variable,
soit sa moyenne a long terme. Sachant par ailleurs que la moyenne d’une série stationnaire est

constante, on peut écrire :

E(yi11) = p+ 61 E(y:)
puisque :
E(g) = E(gr41) =0, Vi

Il en résulte que :
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Nous nous intéressons maintenant a la prévision a court terme de y;,;. L’espérance condi-
tionnelle nous donne alors une prévision supérieure a I’espérance non conditionnelle. L’espérance
conditionnelle prend en effet compte de toute I'information disponible jusqu’au temps t. Elle
suppose que toutes les variables sont connues et fixées jusqu’a cette période. On peut donc

écrire :
Ei(yir1) = po+ 01 E(ye) + Er(err) = 1o+ oy

y; est en effet connu au temps t et n’est donc pas aléatoire. Par ailleurs ;1 est inconnu a la

période t. Son espérance conditionnelle est donc nulle.

x Pour introduire les notions de variances conditionnelle et non conditionnelle, nous au

recourons au processus autorégressif suivant :

Y = P1Yi—1 + &

ol g ~ N(0,0?%)

Nous supposons également que y est une série stationnaire, c¢’est-a-dire que A est inférieur a

1. En vertu des calculs antérieurs nous pouvons écrire la variance conditionnelle comme suit :

ve(ys) = Eiys — Ei(y))* = o

Pour calculer la variance non conditionnelle, nous recourons a 1’équation qui relie y; au
décalage de I'innovation. Pour établir cette relation, nous exprimons ’équation de y; comme

suit :

Yi(1 — L) = &

ou L désigne l'opérateur de retard. En multipliant les deux c6tés de cette expression par

(1— L)™' on obtient :
ye=(1—o1L) e
et en utilisant une propriété bien connue de 'opérateur de retard, on a :

Yr = €t + Q16421 + ¢%€t—2 + .+ Ol n — oo
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La variance non conditionnelle est donc égale a :
v(ye) = o*(1+ 7 + 1 + ..)

L’expression entre parenthéses est une progression géométrique de raison ¢?. La variance non

conditionnelle de g, se simplifie donc comme suit :

0_2

1 — ¢t

v(y) =

La variance non conditionnelle est donc différente de la variance conditionnelle.

2.1.2 )  Présentation du modéle ARCH/GARCH

Pour abordre ce type de modele, on introduit la notion de filtration qui représente 1’infor-

mation disponible comme suit :

Soit (§2, F, P) un espace de probabilité, dont on consideére une filtration F; (une collection
croissante de sous-tribus de F', i.e Fy C F}, Vs < t). Un processus X, est adapté a une filtration

F;, si pour tout X; est Fi-mesurable.

De plus, la filtration naturelle associée a un processus X; est par définition la famille de
sous-tribus F; = 0(X,, s < t), ou F; est la plus petite tribu rendant mesurable les applications

w — Xs(w), pours < t.

Définition 2.3. [Modéle ARCH(1))
Un modeéle X; est dit autoregressif conditionnellement hétéroscédastique d’ordre 1 qu’on note

par ARCH(1), s’il admet [’écriture suivante :
Xt = €tht

dont la variance conditionnelle h? = E[X?|Fy_1] satisfaite pour tout t € Z et oy > 0,1 > 0,

des constantes données :
2 2
ht = Qg + Oélthl

ot () un bruit blanc : suite de variables aléatoires (i.i.d), centrée et réduite.

On suppose souvent que les variables £, sont indépendantes de la filtration F;_y et que h;y dépend

de Xt'
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Propriété 2.4.
Le modéle ARCH(1) admet les propriétés suivantes :

1. ’U(Xt‘thl) = + Oéle_l = h‘t2
2. U(Xt) = Oy + OélU(Xt_l)
3. E(Xt|Ft_1) - 0

Démonstration.
Il suffit d’appliquer la décomposition de la variance et la variance conditionnelle comme suit :

pour tout X, € .2 :

v(Xi|Fo1) = E[X?|Fi] + B[X|F o ]?
v(Xy) = v(E[X| Fi1]) + Elo(X¢|Fio)]

1.
v(X|Fi—1) = EleX (g + a1 X2 ) |Fi1] — Eleihy| Fi_1)?
= Ele]|Elog + on X7 |Fi1] — E(ey)*Elhy| Fi—]?
= E[Oz() + &1X152_1|Ft_1] -0
= Qg + OélXtQ_l
= h?
2.

v(Xy) = v(E[Xy| Fy1]) + Elv(X¢|Fiy)]
v(0) + E(ag + n X} )

= Q) + Oéﬂ)(Xt_l)

Sous-hypothese de stationnarité (i.e : v(X;) = v(X;-1)), ce qui implique que :

(&%)

v(Xy) =

]_—041

Pour que cette variance non-conditionnelle existe, il suffit donc que : a;y €]0,1]
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E(X{|F;—1) = E(ethi|Fi—1)
= E(e|Fi_1)
= hE(gr)
=0

car : h; est mesurable par rapport a la tribu F,_1, et €, est indépendante de F,_1, et E(g;) = 0.

Cette propriété signifie que le processus ARCH X; qui peut s’apparenter a un processus de
bruit blanc (faible), ce qui explique notamment que 1’on spécifiera des erreurs de modeles sous
la forme ARCH. On retrouve alors toutes les propriétés de modeles établies sous la propriété
de bruit blanc des erreurs. Mais cette propriété signifie en outre que le processus ARCH X, est

non conditionnellement homoscédastique.

Propriété 2.5.

Les auto-covariances conditionnelles du processus Xy ARCH(1) sont nulles. C’est a dire que :

COU(Xt,Xt+k|Ft_h) = 0, Yh Z 1, k Z 1

Démonstration.

Cette propriété s’obtient de la maniére suivante :

COU(Xtth+k’Ft7h) = E(XtXt+k|Ft7h) - E<Xt’Ft7h)E(Xt+k’Ft7h)

L’absence de corrélations entre les valeurs d’un processus ARCH est une caractéristique
tres importante de cette famille de modele, qui les rend utiles pour modéliser certains séries

financiéres.
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Propriété 2.6. [Moment centré d’ordre 4|
Les modeéles ARCH permettent d’avoir des processus avec des queues de distribution plus épaisses.

Le moment conditionnel centré d’ordre 4 du processus (Xi)iez vérifie :
E(X}|F1) = 3(a0 + an X7 4)?

sous [’hypothése 3a2 < 1, le moment non conditionnel centré d’ordre 4 du processus (Xy)iez est

égal a :

3ag(1+ o)
(1—-3a2)(1 —ay)

E(X}) =

le kurtosis non conditionnelle associée au processus ARCH(1) est égale a :

1—a?
1—3a2

= 3( ) >3

Démonstration.
On a: Xt = gtht

et on sait que si une variable X centré et suit une loi normale alors :
BE(X*) = 3[B(X*)]* = 3(v(X))
donc :
B(X}|Fim1) = 3[E(X7|F-1)]* = 3(a0 + an X{p)?
e Sous I'hypothése 302 < 1, on a :

BIX}] = BIE(X!|F 1)
= BEBBE(X7|Fi1)’] = E[3(a0 + en X(,)?]
=3F(af + a2 X} | + 20000 X2 )
= 3lag + i B(XL)) + 20000 E(XZ )]

043041 ]

= 3[ag + i X}, +2
[ag + a1 X, + 1— ay

d’apres la stationnarité implique :

3ad(1+ aq)
(1—aq)(1—3a?)

BX/] =
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d’apres les résultats obtenus précédemment, on obtient :

K 3ag(1+ o) 1= 2041)2
(1 =3a1)(1 — ) ad
1—a?
= >3
1—3a2

Toute ces propriétés peuvent étre généralisées du cas d'un processus ARCH(p).

Remarque

Le kurtosis d'un processus ARCH est toujours supérieur a 3, la loi non conditionnelle d’un
processus ARCH est donc une loi de distribution a queue épaisse, est donc plus aplatie qu’une

gaussienne, on dit que cette distribution est leptokurtique.

Modéle ARCH(p)

Définition 2.7.
Un processus (Xy)iez est défini comme étant un processus ARCH(p) s’il vérifie I’équation

sutvante :

Xt = Stht

h? = Q) + Zzpzl OéiXE_i = + a(L)th

ot g > 0,0 >0,i=1,...,p et L est l'opérateur retard tel que a(L) =S¥, o L'
(e¢): désigne une suite de variables aléatoires indépendantes, identiquement distribuées(iid),

centrée de variance unité

Propriété 2.8.
La variance conditionnelle du processus X, ARCH(p) défini par I’équation précédente est non

constante dans le temps et vérifie :

1—af hy2
O(Xy|Fyop) = a0<1—70q> T Xy, vt

C’est la propriété centrale des processus ARCH, le processus X; posséde une variance condi-

tionnelle qui dépend du temps.

Démonstration.

On sait que F(X;|F;_p,) = 0, des lors v(Xy|Fy_p,) = E(X?|Fi_p)
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Considérons le processus X7 défini par la relation X2 = ap + oy X2 | + & ol & est un bruit

blanc faible. Par itération successive, on a :
2 2 h 2 h—1 h 32
Xi=a(l+ar+aj+..+af)+e+ae1+ajeio+ ...+ ep1 + 4 X7,

En considérant I'espérance conditionnelle de chacun de ces membres, il vient :

E(X2|F_y) = aof ) + Z A E(ei—j| Frmp) + oV E(X] | Fion)
Puisque par définition du bruit blanc e;, on a : E(g;_;|Fy—;) =0,j = 0,..., h—1 et par définition
E(X? ,|Fi—n) = X7, , on obtient :

1—ozh

v(X¢|Fyon) = 040(1 —

)+a1X3h, Vi

Remarque

Lorsque h tend vers 'infini, ces variances conditionnelles convergent vers la variance non condi-

tionnelle, et ’on retrouve alors la formule de la propriété 2.2.1 :

. . 1 iL h y2
v(Xy) = lim o(X|Fip) = lim ao(T— al) X, =

— (7))

Modéle avec erreur ARCH

Nous allons regarder les propriétés de (X), processus autorégressif, dans le cas ou (g;) n’est
plus un bruit blanc. On suppose que le résidu admet une représentation autorégressif de type

ARCH (p) :

p
g = zthy avec ht2 =aqay+ Z ozisf_i
i=1

ou z; est un bruit blanc faible.
On a un modele qui décrit a la fois 1’évolution de ’espérance conditionnelle et la variance
conditionnelle du processus X; dans le temps. Envisageons le cas le plus simple d'un processus

de type AR(1) avec erreur ARCH(1) :

Xi=p+0Xi1+e, |oi<1
& = 2/ Qg + (115%_1
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Dans ce cas, les résidus satisfont les principales propriétés étudiées précédemment.
On peut, en outre, en déduire un certain nombre de conclusions. On peut montrer tout d’abord,

que l'espérance conditionnelle de X; vérifie :
E(Xy|Fp) = p+ 01 B(Xy1|Fiop), Vh>1

ce qui montre que les prévisions non linéaires de X; s’obtiennent comme les prévisions linéaires
d’un processus AR(1). Plus généralement :
h
1 — ¢y

X = Ml Y + ¢?Xt7h +er+ e + .+ ¢?715t7h+1

En effet ;

Xe=p+ o1 Xeq +e
=p+ o+ 1 X0+ e2) + &
= (14 ¢1) + @1 Xy + d1e4-1 + &

= (1 +¢1+¢7) + Xy 3+ dler o+ dreg1 + &

=p(l+o+d7+ ..+ )+ X+ O e o+ PrE T &

1— o _
= Ml ¢1 + Cb}th—h + ¢If 16t—h+1 + .+ oiE &
— 1

En prenant ’espérance conditionnelle de deux cotés, on obtient :

1— ¢t
1—¢

E(Xy|Fiop) = p + $1 X

De méme fagon, on peut montrer que la variance conditionnelle de X; dépend du temps. En

effet, on montre qu’elle dépend du processus €7 , de la facon suivante.

Propriété 2.9.

La variance conditionnelle du processus AR(1) avec erreur ARCH(1), X3, s’écrit :

T Iy (NS O
X, | FE_ ) = _
U( t| th) l_al[l_qb% al(a1—¢%)]+al[a1— %]t—h
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Démonstration.
_ - o
v(X¢| Fyn) —U(Ml b1 + 1 Xo—p F e+ Pre—1 + +¢1 Et—h+1|Fion)
:U(5t|Ft—h)+¢1 (erc1|Fion) + o+ 61" V(e | Fron)
hfj -
- 3 Pl el
e e e
_1_a1[1_¢% al(al_ %)]—i_al[al_ %]5t7h

On en déduit que les intervalles de prévision, d’horizon h fixé, d'un modele AR(1) avec
erreurs ARCH(1) seront d’autant plus larges que la variabililité est grande, contrairement au

modele AR(1) ou les intervalles de prévision dépendent de h mais pas de t.

Propriété 2.10.

Si h , k deux nombres entiers tel que h > 0 et k > 0, on peut écrire la covariance comme suit :

Cblf I Qﬁh Oé?ﬁb’f 0/11 - Qﬁh h ik 04? - Qb%h 2
X, X Fi 4| = — —_
conl(Xe, Xrsa) Frer] = oo H) (=) = an( (L2 (=00 aaf (=T et ,
Démonstration.
1 - Cblf h h—1 - }11+k h+k
COU[(Xt, Xt+k>|~Ft—h] = COU[(/L]_ gb + ¢1Xt—h +é&+ ...+ le Et—h+1, ,U/ﬁ + Q§1 Xt—h + Etrk
— P — P

o A ey ) [ Fy)
= COU[(Et + ...+ ¢llz—1€t_h+17 Ettk + ...+ ¢h+k_1€t_h+1)|Ft_h]

= ¢]fvar(5t|Ft,h) + O 20ar(es 1 |Fion) + o + 00" Dvar (e pia | Fion)

—¢1Z¢ €t ]’Ft h)

h—j
=¢’fz¢?<ao<11‘_o‘;l>+a? )
¢k h—1 aligh ol h—1
= Z¢ o Z¢1 o1’ + afdlely 3 oo’
_ £ o g o ot
—ao<1_a1><1_¢%>—a0<1_a1><a1_¢%> o (2 1_¢2>t_



2.1. Modeles ARCH/GARCH

Modéles ARCH généralisées : GARCH

Pour de nombreuses applications, I'introduction d’un grand nombre de retards p dans 1’équa-
tion de la variance conditionnelle du modele ARCH(p) est nécessaire pour tenir compte de la
longue mémoire de la volatilité qui caractérise certaines séries monétaires et financieres. Ce
nombre important de parametres peut poser des problemes d’estimations. Dans cette perspec-
tive, une extension importante, le modele autorégressif conditionnellement hétéroscédastique
généralisé (GARCH), est suggérée par Bollerslev [1986]. Cette approche exige moins de pa-
rametres a estimer que la formulation ARCH(p) pour modéliser les phénomenes de persistance
des chocs, il présente les mémes propriétés et les mémes fondements que le processus ARCH.
Disons que la seule différence se situe au niveau de la définition telle que La variance condi-
tionnelle de la variable étudiée est déterminée par le carré des p termes d’erreur passés et des

q variances conditionnelles retardées.

Définition 2.11.
Une variable X; suit un processus GARCH(p,q) si :

Xy = ethy
avec

p q
hi =0+ X+ Bihi
i=1 j=1

ot gy ~ N(0,0?%), avec les conditions ag > 0,0 > 0,0 = 1,....pet 5; > 0,5 = 1,...,q satisfai-

santes pour garantir la positivité de hy

Tout comme le processus ARCH(q), le modele GARCH(p,q) présente aussi une moyenne

conditionnelle et une moyenne non conditionnelle nulle. C’est a dire que :

BE(X,) =0
E(Xy|F—p) =0

Comme précédemment, le modele GARCH(p,q) est également stationnaire au second ordre.

Cela nécessite alors que I'inégalité suivante soit respectée :
p q
dait+) B<1
i=1 j=1

38)
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et dans ce cas, la variance non conditionnelle est constante dans le temps et se définie par :

&%)

1= (o i + X921 8))

v(Xy) =

Remarque

Dans le cas ou >0, o + Z?:l B; =1, on dira alors que le processus GARCH (p,q) est intégré,
et on parlera de processus IGARCH (p,q). Cette dénomination peut se justifier par I'existance

d’une racine unité dans la composante autorégressive.

Tandis que la variance conditionnelle se présente de la facon suivante :

p q
B(XP|Fip) = hi = a0 + Yo Xi + ) Bihi

i=1 j=1

Enfin, on remarque tout comme pour le modele ARCH(q), les auto-covariances conditionelles

du processus GARCH(p,q) sont nulles.

2.2 )  Extentions des modéles ARCH/GARCH

Les processus ARCH ont donné lieu a de nombreuses extensions dans la littérature statis-
tique. Dans cette section, nous présentons quelques processus de type GARCH développés qui

sont tres utilisés dans le domaine de la finance.

2.2.1 ) Modéle GARCH-M

Engle-Lilien-Robbins (1987) ont proposés des modeles GARCH-M (General Autoregrs-
sive Conditional Heteroskedasticity in Mean) ou la variance conditionnelle est une variable
explicative de la moyenne conditionnelle. Ces processus semblent ainsi plus adaptés a une des-
cription de l'influence de la volatilité sur le rendement des titres ce qui parait assez réaliste

pour les cours boursiers.

Définition 2.12.
Un processus y; satisfait une représentation du type GARCH-M(p,q) linéaire s’écrit sous la

forme suivante :
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Y = i[)tb + (Sht + & = .I'tb -+ (5’0(&}‘th1) + &

e = 2/l 2 id(0, 1)
avec E(g|Fi1) =0 et v(eFio1) = v(y| Fio1) = by

2.2.2 ) Modéle IGARCH

Le modele IGARCH (Integrated General Autoregressive Conditional heteroskedastic) cor-
respond au cas d’une racine unitaire dans la variance conditionnelle. C’est un modele qui ca-
ractérisait par un effet de persistance dans la variance, c¢’est- a-dire qu'un choc sur la variance

conditionnelle actuelle se répercute sur toutes les valeurs futures prévues.

Définition 2.13.

Un processus X, satisfait une représentation IGARCH(p,q) si et seulement si :

P q
U(Xt|ﬂ_1) = th = + ZaiXtQ—z’ + Zﬁjhf—j
i=1 j=1
avec
ap>0,0>0,1=1,...,pet ;20,5 =1,...,¢q

et

p q
Doty Bi=1
i=1 j=1

2.3) Modele ARCH/GARCH asymétriques

La symétrie des modeles GARCH est en contradiction avec plusieurs études sur les séries
temporelles de cours boursiers qui mettent en évidence une corrélation négative entre le carré
des innovations de la date présente et les innovations passées. Pour pallier ce probleme, diverses
paramétrisations de la variance conditionnelle ont été proposées. L'une des formulations la plus
naturelle est d’introduire 'asymétrie en spécifiant la variance conditionnelle en fonction des

composantes positives et négatives des innovations passées.
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2.3.1) Modéle EGARCH

Il s’agit d’'un modele log-linéaire présenté par Nelson (1991) lors d'une étude sur les renta-
bilités des actifs financiers. La spécification porte sur le logarithme de la variance conditionnelle

et permet ainsi d’éviter les contraintes de positivités sur les coefficients a; et 3;.

Définition 2.14.

Un processus Xy satisfait une représentation EGARCH(p,q) si et seulement si :

X = et\/hj

log(hy) = g + Z ig(ge—i) + Z Bjlog(hs—;)

i=1 j=1

ot le résidu normalisé z, est un bruit blanc faible et la fonction g(.) vérifie :
9(er—i) = Oer—i + V(|er—i| = Eler-i])

Si l'on pose a; = Oay; et b; = ya; la variance conditionnelle de X; peut se réécrire sous la forme :

p p q
10g(ht) = Qo+ Z A;€¢—i + Z bi(|5t—i|_E|5t—i’) + Z Bj 1Og(ht—j)

i=1 i—1 j=1

2.3.2 ) Modéles GARCH a seuil : TGARCH

Dans cette formulation GARCH a seuil, introduite par Zakoian (1990), la forme quadratique

de la variance conditionnelle remplacé par une fonction linéaire par morceaux.
Définition 2.15.

Un processus TGARCH (p,q) s’écrit :

Xt - Etht
h = a0+ Sa(of Xis — oy X)) + S Bihi
=+ a+(L)Xt+ —a (L)X + IB(L)h?
ou :
X" = max(Xy,0)

X, = min(X3,0)



2.4. Processus ARCH/GARCH et mémoire longue

Dans la mesure ot la spécification ne porte pas sur un carré mais sur ’écart type condition-
nel, il est possible de supprimer les contraintes de positivité des coefficients. La suppression de
ses contraintes permet de prendre en compte les phénomenes d’asymétrie précédemment décrits

concernant la volatilité.

2.4 ) Processus ARCH/GARCH et mémoire longue

2.4.1)  Processus FIGARCH

Lorsque la décroissance exponentielle est trop rapide pour se conformer a celle observée
sur la fonction d’autocorrélation, les modeles précédents ne sont pas adaptés. Avec le processus
FIGARCH, Baillie, Bollerslev et Mikkelsen (1996) présentent une modélisation qui autorise une
décroissance seulement hyperbolique des autocorrélations, et donc a priori intéressante lorsque
I’on observe des corrélations non nulles pour des ordres élevés.

Rappelons qu'un processus GARCH(p,q) peut s’écrire :
2 ¢ 2 ! 2
op = o+ Y X+ Bihi;
i=1 j=1

olt o7 est la variance conditionnelle avec les conditions ag > 0, a; > 0,4 =1,...,p et 3; > 0,

j=1,...,¢q

Un processus GARCH(p,q) peut en outre s’interpréter comme um processus ARMA (m,p)

avec m = max(p, q), sur le carré des innovations. Ainsi en posant :
u = X7 — o}
on déduit de I’équation précédente, la formulation suivante :

1 —a(L) = B(L)XF = ao + [1 = B(L)]u

Par conséquent, lorsque le polynome retard [1 — a(L) — B(L)] contient une racine unitaire,

le processus GARCH devient un processus GARCH intégré, noté IGARCH(p,q) :

m(L)(1 = L)X} = ag + [1 = B(L)]u
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ot w(L)=[1-a(l)-A(L)1-L)"

Les processus FIGARCH constituent un cas intermédiaire entre les processus GARCH et les
processus IGARCH et se déduisant de la relation précédente en remplagant I'opérateur (1 — L)
par (1 — L)4 ou d paramétre d’intégration fractionnaire. Ainsi, un processus FIGARCH(p,d,q)

s’écrit :
w(L)(1 = L)'X? = ag + [1 — B(L))w

les racines des polynomes [1 — B(L)] et (L) étant a 'extérieur du disque unité.

2.5 )  Estimation de processus ARCH

Les modeles avec erreurs hétéroscédastiques peuvent étre estimés généralement de trois
facons :
e Estimateurs de la classe du Maximum de Vraisemblance (MV).
e Estimateurs du Pseudo Maximum de Vraisemblance (PMV).
e Estimateurs en deux étapes.
Nous présenterons ici seulement la méthode du maximum de vraisemblance.

Considérons un modele GARCH(p,q) définit comme suit :

Y, = f(Xu;0) + &

o7 =hi = a0+ X7 qigi; + X0 Bihi
On pose :
Z; — (17 5?_17 ceey 8?—])7 h/?_17 ceey h/%_q)

I
W = (Oéo,OZl, "‘7&p’/61’ "'75(1)

Soit # € © ot # = (b',w') et O est un sous ensemble compact d'un espace euclidien tel que &,

a des moments d’ordre deux finis.

Désignons par 6y la vrai valeur des parametres.

On peut récrire I’équation de la variance conditionnelle comme suit :
2 _ /
hi = Z,w



2.5. Estimation de processus ARCH

La log vraisemblance, pour un échantillon de T observations, s’écrit :

LT(Q) = ;ﬂz_:llt(e)

ou

1 1e?
I,(0) = —=loghy — =+
t( ) 9 0g 2 hy
La maximisation de la log vraisemblance par rapport aux parametres «, et b nous permet

décrire les conditions du premier ordre :

a _ 1 8ht(i_1)

ow - 2ht87w ht
O _ exXe | 1p Ohe(Sf _
ob T ht + th Bb(ht 1)
et le hessien donné par :
Ol (£ _1).0,[ L 0h] _ L 0hohe
Ow.0w — \ht ow' L2h Ow th Ow dw' ht
0% XXy | Lo dhy sy e o (1) 011 O]
db.0b' hi 2h7 0b b \hi hZ  0b h ov' L2h? 8b

ol

Ohe _ q Ohi—j
Ow Zt—i_zj:lﬁj Ow

Ohy __ D q Ohy—;
G =22 Xy g+ 2 By

La matrice d’information de Fisher relative a b, notée I, s’obtient en prenant 1’espérance

conditionnelle du hessien. Les deux derniers termes sont nuls car h; est entiérement une fonc-
2
tion du passé et en remplacgant le terme Z—tt par sa valeur espérée de 1, on obtient la matrice

d’information :

1 & XX,

I==>) F ¢
72 P,

t=1

+ L%aht]
. 2hn2 Ob OV

avec, pour un modele GARCH(p,q) :

Ohy __ q ‘ahtfj
w Zt + Zj:l 6] Ow

o v q Ohy—j
871; =2 10X + Zj:l 53' 8tb .




2.6. Rappel sur le test ARCH

-iéme

Soit 8@ le vecteur des parameétres estimés apres la i itération. 0+ est donné par :

‘ . L ol ol ol
Pl — o) 4 . TN
M Frae) 2 a0

ou % est évalué en ), \; est un multiplicateur.

Weiss(1982) a montré que l'estimateur du maximum de vraisemblance 7 est un estima-
teur fortement convergent de 6, et asymptotiquement normal de moyenne 6, et de matrice de

variance-covariance dépendant de la loi conditionnelle de &;.

2.6 ) Rappel sur le test ARCH

Rappelons que le test ARCH a été introduit par Engle (1982). On considere la série Y;

générée par le processus suivant :

O(L)Y; = O(L)ey

2 p 2
op =0+ 2o (ugy;

L’hypothése nulle testée est celle d’homoscédasticité : a; = ........ = oy, = 0 contre I'hypo-
these alternative d’hétéroscédasticité conditionnelle : au moins un coefficient «; (i=1,...,p) est
différent de 0. Si 'hypothese nulle est acceptée, la variance conditionnelle est constante. En

revanche, si 'hypothese nulle est rejetée, les résidus suivent un processus ARCH(p).

La mise en oeuvre du test est simple et peut s’effectuer en trois étapes.
e Ftape 1 : On estime I’équation de la moyenne, on récupere les résidus estimés €; et 1’on
calcule la série des &>
e FEtape 2 : On régresse &,> sur une constante et sur des p valeurs passés (seuls les retards
significatifs sont conservés).
e Etape 3 : On calcule la statistique TR? ou T est le nombre d’observations et R? est le
coefficient de détermination associée a la régression de I’étape 2.
Sous I'hypothese nulle d’homoscédasticité, la statistique T'R? suit une loi de Khi-deux a p
degré de liberté. La regle de décision est :
* SiTR? < X%p), I’hypothese nulle est acceptée : il n’existe pas d’effet ARCH.
* Si TR? > X?p), on rejette 'hypothese nulle est en faveur de I’hypothese alternative

d’hétéroscédasticité conditionnelle.



Simulations et Applications

Introduction

Pres avoir étudier dans les chapitres précédents, les concepts de base des séries tem-

porelles et leurs représentations. En particulier les caractéristiques des processus

ARCH et leurs estimation. Dans ce chapitre, nous faisons des simulations des mo-

deles GARCH et une application simple d'une série financiere par la méthodologie de Box et

Jenkinz afin de choisir le modeéle approprié pour les données.

3.1 )  Simulations

3.1.1) Quelques simulations de processus GARCH(p,q)

La simulation des modeles ARCH/GARCH se fait a 'aide de garchSim(.) de package fGarch.
Quelques simulations du processus GARCH(1,1)
Le modele a simuler est défini par garchSpec(.), il doit étre donné sous forme de liste, les noms

des composantes de la liste indiquant le type de modele. Dans ce contexte, nous étudierons
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3.1. Simulations

4 séries qui simulent un modele GARCH(1,1) selon les données mentionnées dans le tableau

suivant ot nous avons adopté un cas g; ~ N(0,1).

Séries Qo 1 15} n
A 0.5 0.15 0.8 200
B 0.5 0.35 0.6 200
C 0.5 0.8 0.15 200
D 0.5 0.04 0.91 200

TABLE 3.1 — Séries GARCH a simuler

Dans la suite, nous affichons les figures qui illustrons les séries précédentes :

Série A SerieB
5w A s =3
S o g =
' T T T 1T 11 ! ' T T T T T
2020-04-01 2020-10-01 2020-04-01 2020-10-01
Time Time
Série C SérieD
= 5
% = - % 0
ol T 1T T 17 11 T 1 1T 1T T
2020-04-01 2020-10-01 2020-04-01 2020-10-01
Time Time

FIGURE 3.1 — Graphiques des séries GARCH simulées



3.1. Simulations

Série A Seérie B
= <3 2 o3
m o 3 o —
o T T T 1T 11 o T T T T 1T 1
2020-04-01  2020-10-01 2020-04-01  2020-10-01
Time Time
Série C SérieD
m : m E :
5 & 2 5 -
w — e w o
T T T 1T 1T 1 o T T T T T 1
2020-04-01  2020-10-01 2020-04-01  2020-10-01
Time Time

FIGURE 3.2 — Variance conditionnelle h; des séries GARCH simulées

Serie A Serie B
o 1 — o -
a —] a f—
o« T 1T 17T 7 71 R A B s e
2020-04-01 2020-10-01 2020-04-01 2020-10-01
Time Time
Série C SéerieD
2 -3 2 o3
an — @ —]
L] [ [ I
' T 1T 17T 7 11 ' T 1T 1T 17T T 11
2020-04-01 2020-10-01 2020-04-01 2020-10-01
Time Time

FIGURE 3.3 — Processus bruit blanc ¢; des séries simulées



3.1. Simulations

apres les graphiques, on remarque que certains séries ont des grandes variations a savoir la
série A et D a I'inverse de B et C qui sont caractérisées par des faibles fluctuations, ce résultat
peut étre interprété par la valeur de parametre S qui est plus grand dans A et D, petit pour B

et trop petit pour C.

3.1.2 )  Simulation d’un processus avec erreur ARCH

simuler 300 observations dont le processus est défini par :

Xt:6+€t

&t = Zt\/h: Zr bb(O, 1)
hy = 0.2 +0.8¢7

X
- WMWM\MWM
A
L] o —
e
& = -
P
o
m ™
E —
D o
“ . IMMMLMMM
o
[
w7
5::._ p—
(i
o
I I I [
2020-01-01 2020-04-01 2020-07-01 2020-10-01
Time

FIGURE 3.4 — Série simulée par un modele avec erreur ARCH(1)



3.2. Applications

3.2) Applications

Notation : On note la série des prix mensuels de pétrole par (ST).

3.2.1 ) Analyse préliminaire de la série ST

La série (ST) contient 528 observations (01/1974; 12/2017, données mensuelles)

+ Représentation graphique de la série (ST) :

représentation grahique

120
|

prix

20 40 60 80

I I I I
1980 1990 2000 2010

time

FIGURE 3.5 — L’évolution de la série (ST) entre (1974-2017)

Nous remarquons du graphe un non stationnarité, caractérisée par un accroissement de la
variabilité par rapport au temps et aussi un risque d’avoir une légere tendance a la hausse ainsi

qu’une possible saisonnalité. Tout cela va étre vérifié par le test ADF.



3.2. Applications

+ Examen du Corrélogramme de la série (ST) :

ACF ACF Partiel
oo
w | (=T
L]
u _
. S o
< 3 £ -
. c o (TR
5 _
o =
“““““ L]
T T 11 ' T T 1
0.0 1.5 0.0 15
Lag Lag

FIGURE 3.6 — Le corrélogramme de la série (ST)

L’analyse du corrélogramme simple et corrélogramme partiel de la série ST nous indique
préalablement que la série est non stationnaire, puisque la fonction d’autocorrélation ne décroit

pas de maniere rapide.

* Traitement de la stationnarité :
* Test de la racine unitaire (Dickey-Fuller)
On va appliquer le test de Dickey-Fuller sur la série ST ;
A Taide de logiciel R, on estime par la méthode MV les parametres des modeles [1], [2] et [3].



3.2. Applications

Augmented Di ckeg,}—F-u;I ler Test
alternative: stationary

Type 1: no drift no trend

lag ADF p.wvalue
[1,] 0 -0.285 0.562
[2,] 1 -1.182 0.256
[3,] 2 -1.021 0.314
[4,] 3 -0.891 0.380
[5,] 4 -0.758 0.408
[6,] 5 -0.802 0.392

Type 2: with drift no trend
lag  ADF p.wvalue

[1,] 0 -1.28 0.602
[2,] 1 -2.33 0.197
[3,] 2 -2.13 0.277
[4,] 3 -1.96 0.343
[5,] 4 -1.79 0.410
[6,] 5 -1.85 0.387

Type 3: W'itf-1 drift and trend
lag  ADF p.wvalue

[1,] 0 -1.84 0.6431
[2,] 1 -3.31 0.0692
[3,] 2 -3.02 0.1474
[4,] 3 -2.79 0.2426
[5,] 4 -2.55 0.3448
[6,] 5 -2.65 0.3038

Mote: in fact, p.value = 0.01 means p.value <= 0.01

FIGURE 3.7 — Estimation du modele (01,02 et 03) de "ST"

x Test de racine unitaire :
Hy:¢=0vs Hi: ¢ #0
On rejette Hy si |DF.y|> |DFiq| ou bien p-value < 5/
Dans les trois modeles on a :
p-value > 57, on accepte en conséquence 1’hypothése nulle de racine unitaire, c¢’est-a-dire notre
série ST est intégrée d’ordre 1.
D’apres les résultats obtenus par le test de (Dickey-Fuller), on conclut que la série (ST) est non

stationnaire de type DS.

3.2.2 )  Différenciation de la série ST

Dans ce cas, on va procéder de la maniére suivante :

DST = ST, — ST,



3.2. Applications

xAnalyse du graphe et le corrélogramme de la série DST :

Graphe de DST ACF PACF
o ]
o _| — ]
- [}
o | =+
o =
o
(2]
e
G
% L z S5
- = Y T
i [}
o
[}
8 1
T T T 1 T T T 1
1880 2010 0o 1.0 20
Time Lag Lag

FIGURE 3.8 — La représentation graphique et le corrélogramme de la série DST

La série semble stationnaire car les observations varient autour de leur moyenne.
On remarque a partir du corrélogramme que la série DST est stationnaire (On voit que la
fonction d’autocorrélation converge rapidement vers 0). On peut confirmer ce résultat par 1’ap-
plication du test de Dickey-Fuller sur la série DST.
*x Estimation des modeéles ADF :



3.2. Applications

Augmented Dickey-Fuller Test

alternative: stationary

Type 1: no drift no trend
Tag ADF p.wvalue

[1,] 0 -12.82 0.01

[2,] 1 -12.320 0.01

[2,1] 2 -11.74 0.01

[4,] 3 -11.43 0.01

[5,] 4 -9.88 0.01

[6,] 5 -10.486 0.01

Type 2: with drift no trend
Tag ADF p.wvalue

[1,] 0 -12.82 0.01

[2,] 1 -12.29 0.01

[2,1] 2 -11.74 0.01

[4,] 3 -11.43 0.01

[5,] 4 -9.88 0.01

[6,] 5 -10.486 0.01

Type 3: with drift and trend
Tag ADF p.wvalue

[1,] 0 -12.81 0.01

[2,] 1 -12.28 0.01

[z,] 2 -11.72 0.01

[4,] 3 -11.42 0.01

[5,] 4 -9.85 0.01

[6,] 5 -10.45 0.01

Mote: in fact, p.value = 0.01 means p.value <= 0.01

FIGURE 3.9 — Estimation du modele de "DST"

Test de racine unitaire :
Hy:p=0vs H : ¢ #0
On rejette Hy si |DF.y|> |DFiq| ou bien p-value < 5/.
On a : p-value < 5/, on rejette en conséquence I’hypothese nulle de racine unitaire, c¢’est-a-dire

notre série DST est intégrée d’ordre 0.

3.2.3 )  La méthodologie de Box-Jenkins

Maintenant on va suivre la méthodologie de Box et Jenkins.

+ L’identification du modéle :

Cette étape est effectuée par le biais de I'étude des fonctions d’autocorrélation et autocor-
rélation partielle de la série DST. Retournons sur le corrélogramme simple et partiel de la série
DST, on remarque que les deux ACF et PACF contiennent des pics significatives, cela nous a

permet de proposer plusieurs modeles.



3.2. Applications

La fonction auto.arima de package "forcast' propose comme meilleur modele le modele
ARMA(2,1).
+ L’estimation et les tests de validation de modele ARMA(2.1) :

Apres avoir identifié I'ordre du processus ARMA, il convient d’estimer les parametres du
modele, puis de vérifier a partir d’'un certain nombre de tests statistiques que I’estimation du
modele est valide.

a. Estimation de modele ARMA(2.1) :

Coefficient(s):
Estimate std. Error T value pri=|t|)

arl 1.34033 0.0977 12.712 = 2e-16 ##*
ar2 -0.50355 0.04966 -10.139 <= 2e-1g ##%®
mal -0.78434 0.10385 -7.553 4.26e-14 ww=®
signif. codes: 0 “#%%* Q.001 “**° 0.01 *#° 0.05 *." 0.1 * " 1

FIGURE 3.10 — Estimation du modele ARMA(2,1)

b. Validation du modeéle

b.1. Le test de student des parametres :

Selon les résultats de 'estimation présentés ci-dessus, les coefficients sont significativement

différents de zéro. Les modeles ou les p-values sont supérieurs a 5/ seront écartés.

Remarque

Si un des parametres ne soit pas significativement différent de 0 alors le modele sera rejeté.

» Au regard des résultats d’estimation, on constate que le modele ARMA(2,1) est un bon
modele dans la mesure ou le coefficient est significativement différent de zéro.

b.2. Les tests sur les résidus :



3.2. Applications

Graphe des résidu ACF PACF

1.0

0.5

0.6
I
I

res1
ACF
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|
Partial ACF
0.0a
|

TTT 111 TT 111
01 25 01 25

Index Lag Lag

FIGURE 3.11 — Le graphe et le corrélogramme des résidus

x Test de Ljung-Box :

BoX-Pierce test

data: resl
¥-squared = 0.014987, df =1, p-value = 0.9026

FIGURE 3.12 — Les résultats du test de Ljung-Box

On a:
p-Value= 0.90 > 0.05 : Donc on accepte I’hypothese nulle, Absence d’autocorrélation du résidu,

ce qui implique qu’il peut étre assimilé & un bruit blanc. Alors le modele est valide.

* Test de normalité :

Histogramme du résidus :



3.2. Applications

Histogram of res1
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FIGURE 3.13 — L’histogramme des résidus du modele estimé

Nous testons les hypotheses suivantes :
Hy : vy =0 (symétrie) et vy = 0 (aplatissement normal)
*x Test de Skewness :
On a : v; = —0.35, Donc on rejette 'hypothese de la symétrie des résidus
* Test de Kurtossis :
On a : v9 = 6.45, Donc on rejette I'hypothese de I’aplatissement normal

* Test de JB :

Jarque Bera Test

data: resl
¥X-squared = 928.87, df = 2, p-value < 2.2e-186

FIGURE 3.14 — Résultat du test de Jarque-Bera

On a p-value < 57, Donc on rejette ’hypothese de normalité des résidus. Donc la distribution

des erreurs est un bruit blanc non gaussien.



3.2. Applications

+ Application de la modélisation Autorégressifs Conditionnellement Hétéroscé-

dastiques :

ACF

08

04

0.0

ACF

Partial ACF

PACF
=
[ ]
3
(]
o™
(]
= W--h-o---
= MMJMH
S T M
S FTTTTT
0 10 25
Lag

FIGURE 3.15 — Le corrélogramme des résidus carrés 2

Plusieurs termes de 'autocorrélation partielle sont significativements différents de zéro, on

retient un nombre de retards p pour réaliser un test ARCH. On corrobore ce test par celui du

multiplicateur de Lagrange.

* Test ARCH :

Nous appliquons le test ARCH mentionné au chapitre précédent. Les résultats sont présentés

ci apres :

order
[1,] 4
[2,] 8
[3.] 12
[4,] 16
[5,] 20
[6,] 24

LM
234,
106.

65.
44,
34.
27.

[T T B T o I
B Wi OO

Lagrange-Multiplier test:

p.value
. 00e+00
. 00e+00
.16e-10

. 28e-05
.45e-02
.18e-01

F1IGURE 3.16 — Résultat du test ARCH



3.2. Applications

Alors, on accepte 'hypothese alternative d’hétéroscédasticité conditionnelle en faveur de

I’hypothese d’homoscédasticité.

3.2.4 )  Estimation des modéles GARCH sur les résidus du mo-
déles ARMA

Error analysis:

Estimate 5td. Error t wvalue Pr(=|t])
omega 0.009428 0. 008671 1.413 0.158
alphal 0.412752 0.059442 6.944 3. B2le-12 www
betal 0.713303 0.029843 23.902 <« 2e-16 #¥*

FIGURE 3.17 — Estimation du modele GARCH(1,1)

Error Analysis:

Estimate std. Error T value Pri=|t]|)
omega 2.1989 0.2268 9.696 <« 2e-1f5 #w¥
alphal 1.0000 0.1393 7.180 6.96e-13 #w¥

FIGURE 3.18 — Estimation du modele ARCH(1)

3.2.5 ) Validation du modéle

a. les critéres du choix de modéle

GARCH(1,1) ARCH(1)
AIC 3.729594 4.461028
BIC 3.753992 4477222
SIC 3.729529 4.460999
HQIC 3.739148 4.467368

TABLE 3.2 — La table des critéres

d’apres ces criteres, le modele GARCH(1,1) est plus adéquat.



3.2. Applications

b. Validation graphique :

gnorm - QQ Plot gnorm - QQ Plot
< - 5
< E
o 7 4 D o o
= =
S © S o -
O €]
L e P o o ¥
O [el ]
5 c 5 §
w 1 m T s
‘I.:' = ‘I.:' i
NEEEEE NEEEEE
3 0 2 30 2
Theoretical Quantiles Theoretical Quantiles

FIGURE 3.19 — QQ plot du modele GARCH(1,1) et ARCH(1)

On remarque que les points représentés sur le graphe QQ plot du modele GARCH(1,1) sont
bien alignés, ils forment un nuage de point linéaire. Cependant pour le graphe QQ plot du
modele ARCH(1), les points ne sont pas bien alignés.

La figure (3.19) nous montre que notre série des résidus est bien ajustées par un processus

GARCH(1,1).

Alors, 'application de la méthodologie de Box-Jenkins nous a conduit a retenir un processus

ARMA(2,1) avec erreur GARCH(1,1).



Conclusion

E travail est juste une petite introduction des modeles ARCH/GARCH et comment
les modéliser en utilisant les commandes du Logiciel R. On a donné quelques outils
de base de la théorie des séries temporelles pour présenter ses phénomenes ainsi les

modeles ARCH permettent de prendre en compte des faits stylisés inhérents a la volatilité.

Dans la partie pratique : apres avoir différencier notre série, nous avons suit la méthodologie
de Box et Jenkins : estimation et validation des modeles condidats, la commande auto.arima
basé sur des criteres (AIC, SC,...) nous a aidé de déterminer le ARMA(2,1) comme meilleur

modele.

Par ailleurs, la modélisation ARMA se révele insuffisante pour notre série a cause de non
normalité des résidus, cette série risque d’étre caractériser par une dynamique non linéaire et
une volatilité variable au cours du temps. Ce conditionnement nous a amené a entamer une
modélisation non linéaire (les modeles Autorégressif Conditionnellement Hétéroscidastique) qui

nous a donné un modele ARMA (2,1) avec erreur GARCH(1,1).
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Le programme sous R :
1. Simulation des modeles ARCH/GARCH
library (fGarch) ;
# pour lancer le package fGarch #
specl=garchSpec(model=list(omega=0.5, alpha=0.15, beta=0.8), cond.dist="norm") ;
# La spécification du madele GARCH #
archsiml=garchSim(extended=TRUE, specl, n=200) ;
# La simulation du modele GARCH pour n=200 #
plot(archsim1) ;
# tracer le graphe du archsiml #
e pour un modele avec erreur ARCH :
library(fGarch) ;
spec2=garchSpec(model=list(mu=6, omega=0.2, alpha=0.8, beta=0), rseed=397) ;
archsim2=garchSim(extended=TRUE, spec2, n = 300) ;
plot(archsim2) ;
2. Etude empirique des modéles ARCH/GARCH
library(aTSA) ;
library(tseries) ;
library(el071);
library(fGarch) ;
data=read.table(file=file.choose(), dec=".", sep=";", header=TRUE) ;
# référer la table des données d’apres 'excel #
y=datal[, 2];
ST=ts(y, start=c(1974,1), end=c(2017,12), frequency=12);

# transformer la a une série temporelle #

64



Annex

plot(ST, main="représentation grahique", col="blue", xlab="time", ylab="prix");
# tracer le graphe de la série ST #

acf(ST, main="ACF");

# tracer les autocorrélations de la série ST #

pacf(ST, main="ACF Partiel");

# tracer les autocorrélations partielle de la série ST #

adf.test(ST) ;

# On doit vérifier la stationnarité d’apres I'application du test de Dickey-Fuller (ADF) #
DST=diff(ST) ;

# L’application de la méthode de différenciation sur la série non stationnaire ST #
plot(DST, main="Graphe de DST", col="blue") ;

# tracer le graphe de la série DST #

acf(DST, main="ACF");

# tracer les autocorrélations de la série DST #

pacf(DST, main="PACF");

# tracer les autocorrélations partielle de la série DST #
adf.test(DST) ;

# On doit appliquer ADF pour confirmer la stationnarité de DST #
mod=estimate(DST, p=2, d=0, q=1, intercept=FALSE) ;

# Estimation du modele obtenu #

summary(mod) ;

# L’affichage des caractéristiques statistiques du "mod" #
RES=mod$residuals ;

# La série des résidus #

plot(RES, main="Graphe des résidus", col="blue");

# tracer le graphe de la série RES #

acf(RES, main="ACF");

# tracer les autocorrélations de la série RES #

pacf(RES, main="PACF");

# tracer les autocorrélations partielle de la série RES #
Box.test(RES, type="Box-Pierce");

# tester I'autocorrelation des résidus #

hist(RES) ;

# tracer 'histogramme de la série RES #

skewness(RES) ;
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# calculer le coefficient d’asymétrie #

kurtosis(RES) ;

# calculer le coefficient d’applatissement #
jarque.bera.test(RES) ;

# tester la normalité des résidus #

EPS=RES>

# calculer le carré des résidus #

acf(EPS, main="ACF");

# tracer les autocorrélations de la série EPS #
pacf(EPS, main="PACF");

# tracer les autocorrélations partielle de la série EPS #
arch.test(mod)

# appliquer le test ARCH #
garchll=garchFit(formula = ~ garch(1, 1), data=RES, include.mean=FALSE) ;
# L’éstimation du modele GARCH(1,1) #
summary(garch11)

# afficher les caractéristiques statistiques de garch11 #
plot(garchll)

archl=garchFit(formula = ~ garch(1, 0), data=RES, include.mean=FALSE) ;
# L’éstimation du modele ARCH(1) #
summary(arch1)

# afficher les caractéristiques statistiques de archl #

plot(archl)



