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Résumé

En concevant les mathématiques comme un graphe, ot chaque sommet est un do-
maine, la théorie des probabilités et 1'algebre linéaire figurent parmi les sommets les plus
connectés parmi aux autres. Or leur réunion constitue le coeur de la théorie des matrices
aléatoires. Cela explique peut-étre la richesse exceptionnelle de cette théorie tres actuelle.
Dans ce travail, nous nous sommes intéressés a cette théorie, ses propriétés et ses appli-
cations.

A cet effet, dans un premier temps, nous avons présenté quelques notations et définitions
fondamentales concernant les ensembles gaussiens.

Dans un deuxiéme temps, nous avons parlé sur un autre ensemble des matrices aléatoires.
aussi les processus matriciels.

On termine notre travail par une application, on a utilisé la technique de perturbation
pour trouver les équations différentielles stochastiques des valeurs propres et vecteurs

propres pour le systéeme de Wishart.

Mots-clés : Matrice aléatoire; matrice de Wigner ; les ensembles gaussien (E.G.O,
E.G.U.); matrice de Wishart; les processus matriciels; les processus de Wishart; les

valeurs propres; les vecteurs propres; E.D.S. matricielle.



Abstract

By conceiving mathematics like a graph, where each top is a field, the theory of
probability and the linear algebra appear among the tops most connected to the others.
However their meeting constitutes the heart of the theory of random matrix. Perhaps
that explains the exceptional richness of this very current theory. In this work, we were
interested in this theory its properties and its applications.

For this purpose, initially, we presented some fundamental notations and definitions con-
cerning the Gaussian ensembl

In the second time, we have speking on another ensemble of random matrix. that’s Wisart
ensemble, and also matrix processes.

we completes our work by an application, we used the Perturbation technique to find the

stochastic differential equations of eigenvalues and eigenvectors for Wishart system.

Key words:  Random matrices; Wigner Matrix ; Gaussien ensembles (O.G.E, U.G.E);
Wishart matrix ; Matrix processes; Wishart processes; eigenvalues; eigenvcters; Matrix

S.D.E..
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INTRODUCTION CENERALE

Les sources historiques de la théorie des matrices aléatoires sont multiples. Parmi les
plus connues, on trouve les travaux du statisticien Wishart dans les années 1920-1930 lors
de la naissance de la statistique mathématique, les travaux de Goldstine et Von Neumann
dans les années 1940-1950 lors de la naissance de l'informatique et de ’analyse numé-
rique, les travaux de Wigner, Mehta, et Dyson dans les années 1950-1960 en physique
nucléaire, a la jonction entre mécanique quantique et mécanique statistique. Il y a ensuite
les travaux de Marchenko Pastur, Girko, Bai, et Silverstein. dans les années 1960-1980,
puis une multitude de travaux plus modernes, balayant un spectre étonnamment vaste
incluant opérateurs de Schrodinger, physique statistique, systemes intégrables, systemes
de particules en interaction, algebre d’opérateurs et théorie des probabilités libres de Voi-
culescu, topologie et combinatoire, combinatoire additive et graphes aléatoires, polyndémes
orthogonaux, équations différentielles de Painlevé, problemes de Riemann-Hilbert, ana-
lyse harmonique, théorie des nombres et hypothese de Riemann, analyse géométrique de
grande dimension, analyse numérique, classification statistique, théorie du signal et ana-
lyse d’images, etc.

La motivation originelle de Wishart était d’étudier la matrice de covariance empirique des
échantillons gaussiens multivariés. Cette matrice de covariance empirique est une matrice
hermitienne aléatoire semi-définie positive, appelée aujourd’hui matrice de Wishart.

Plus récemment Girko utilisé la technique des perturbations pour donner les équations
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différentielles stochastiques des valeurs propres et des vecteurs propres pour un processus
matriciel.

L’objet de ce travail est d’utiliser le calcul stochastique matriciel et plus particulierement,
le calcul d’Ito, matrice qui permet de trouver les équations différentielles stochastiques
satisfaite par un processus matriciel.

Notre mémoire est composée des trois chapitres, On commence le premier chapitre qui
contient I'ensemble de Wigner et les deux ensembles gaussiens (GOE)(GUE).

Dans le second chapitre a été consacré a une autre l’ensemble des matrices aléatoires,
ensemble de Wishart et 1’étude du calcul stochastique matriciel ainsi que les processus
matriciel.

Dans le dernier chapitre on applique la technique de perturbation pour trouve les équations

différentielles stochastiques des valeurs propres et des vecteurs propres d’un processus de

Wishart.



CHAPITRE 1

INTRODUCTION A LA THEORIE DES MATRICES
ALEATOIRES

Dans certaines études probabilistes en physique, en informatique, ou dans d’autres
branches des mathématiques, il arrive que I'on étudie simultanément plus d’une variable
aléatoire.

Par exemple, dans le cadre du théoreme central limite, on est amené a étudier une suite
de variables aléatoires. Dans le cadre de I’étude de loi jointe, on peut étre amené a étudier
simultanément un nombre fini de variables aléatoires, mais il arrive également, par exemple
dans le cas d’étude de spectre d’atomes lourds en physique, que 1’on soit amené a étudier
un ensemble fini de valeurs propres, que ’on étudie non pas comme un vecteur de variables
aléatoires, mais qu’on représente sous la forme d’une matrice : on étudie donc une matrice

aléatoire.

1.1 Ensemble de Wigner

La théorie des matrices aléatoires a connu un nouvel essor dans les années 50 par les
travaux de Wigner en physique nucléaire. Dans la théorie quantique, les niveaux d’énergie
d’un systeme atomique sont les valeurs propres d’un opérateur hermitien sur un espace

de Hilbert : I’'Hamiltonien du systeme. Lorsque le systeme atomique est complexe, ces
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niveaux d’énergie ne peuvent pas étre étudiés explicitement. Wigner a alors eu l'idée de
modéliser I’'Hamiltonien d’un tel systéme par une matrice Hermitienne aléatoire de grande
taille.

Soit :

My, -+ Mn

)

une matrice aléatoire de taille N x N ou My, ..., My sont variables aléatoires
soit (A1,...,An) les valeurs propres associées de la matrice M (sont ordonnées de sorte)
Définition 1.1.1. (Matrice de Wigner) : Une matrice hermitienne aléatoire My de taille

N est une matrice de Wigner si :

e Les parties réelles et parties imaginaires des (My);; sont (iid), ont une moyenne

nulle et une variance égale a % (pouri < j).

e Ses coefficients diagonauz sont (iid), ont une moyenne nulle et une variance 1.

Ils sont indépendants des coefficients non diagonaux.

1.1.1 Loi spectral et convergence des valeurs propres

L’idée de Wigner était d’étudier le comportement des valeurs propres de la matrice
lorsque la dimension N de cette matrices tend vers 'infini, pour ce on s’intéres a la loi

uniforme sur le spectre.

Définition 1.1.2. Le spectre d’une matrice M est l’ensemble de ces valeurs propres et se

note Sp(M)

Définition 1.1.3. : On appelle loi spectrale d’une matrice aléatoire My la mesure :

L —igj O
YONSUN

ot : 0y, représente la mesure de Dirac

(=}
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Théoreme 1.1. Soient (W;;,1 < i < j) des variables aléatoires réelles indépendantes
telles que (Wyj,1 < i < j) ont méme loi symétrique et de variance 1, admettant un moment
d’ordre 4+« pour un certain o > 0. et les Wy; ont méme loi satisfaisant E{(W})?} < oo.
Soit Wy une matrice N x N telle que (Wy);; = Wij,1 <i<j <N.

Alors la plus grande valeur propre de Wy converge presque surement vers 2 quand

N — +oo.

Démonstration. On a le lemme suivant :

lemme 1.1. (1) Soit X une variable aléatoire telle que E(|X|?) < oo alors

ST 2mP(1X]>27) < 00

m=1
+

(2) N—+o00 4 ‘\/;/N

nales positives.

= 0 presque surement, ou W;; sont des variables aléatoires diago-

(3) Soit X une variable aléatoire telle que E(|X|*T®) < +oo, pour un certain o > 0.

Soit (On)n>1 la suite définie par

O (3 ) 20+ 27+

Alors
37 22P(|X| > Gym+12%) < 400
m>1
(4) Soit
1
ar(N) = E(NTr(M?V’f)>

_1
Alors pour tout € > 0, pour N suffisamment grand et tout k < §,°

ou dy = ()7 276+
k
a1 (N) < (1 +€) > al(N)ag—(
1=0

Démonstration. Voir [4] O

Soit 0 < € < 1. soit f. une fonction positive continue bornée a support dans [2 — €; 2]

strictement positive sur [2 — 3¢;2 — §]. sur un ensemble de probabilité 1,

N
W
Ve >0, + Zfe(/\,(TN)) converge vers [ fo(z)use(dz) > 0.
et donc, pour N suffisamment grand, A,,q.( \r) >2—e.

On peut donc en déduire
Wy

VN

lim inf  Aj.( ) > 2.
N—+o00
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Nous allons maintenant démontrer que presque surement,

lim sup /\max(%) < 2.

N—+oco \/N o

Nous allons tout d’abord démontrer que nous pouvons remplacer les éléments diagonaux

de la matrice Wy par des zeros.

On défini Wy par : W)y = (War)y 7

(W) =0 sinon
On a :
Amaz Wuy = sup 7N1’7I‘
() m,||z—1<\/N(W >) _
N )ij N)ii 2
= sup T;T; + x;
x,||zl{; }/N ! z,: VN !

(Wn)ij Wi

sup { r;x;} + max

2 llzl|=1 z]: vN i VN
- +

)\m(w(W—\/%) + max \/%

IN

IA

On a donc presque surement

—) < 1 )\mam =)
SqrtN) - N—1>I-r&—loosup (\/N)

. sup A (

W
I1 suffit donc de démontrer que presque surement lim sup )\max(—N) <2
N—+o00 N
Nous allons maintenant démontrer que nous pouvons tronquer les éléments hors diagonale
de la matrice Wy. Définissons Wy en posant pour i # j, (Wy)i; = (WN)Ul\(WN)UE&N\/N

ou

sy = (s
et (WN)ij =0.
D’apres Lemme(3),

Z P(|W12| > 52m+12%) < +00

m>1

Soit
Ay = {3N > 2% 3(6,5) € {1,..., N}2i < j,|(Wy)i| > 6xVN}

On a Ay C Ay donc P(NAg) = klim P(Ayg).
—00
De plus

P(A;) <P(Wy = Wy; pour N grand)
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P(Ax) =P( U {IW;| > onVN})
=I( Uk U 1 U N{|Wz‘j| > onV N}

o0

< kIP’( U U {IWyl > énVN})

m= 2m < N<2mHl 1<i<j<N

o0

<> P U U {IWyl > damn27})
m=k 2m<N<2m+1 1<i<j<N
<SP U Wyl > 6ma22})
k

m= 1<i<j<am+1

<y 2XmEDP(|Wig| > Gymi127)
m=k

On en déduit donc que klim P(A) = 0 puis P(4;) < P(Wy = Wy, pour N grand) = 1.
—00

La suite de la preuve va donc consister a démontrer que presque surement,
li A My) <2 1.1
Nl—r>Ic1>o sup maa:( N) = ( )

o My = .

Donc on utilise la Méthode des grandes traces :

Nous avons pour tout £ > 1 et tout € > 0,

P(Amm(MN) > 2(1+e)) < IP’(TT(M?V'“) > 22k(1+6)2k> E(Tr(M2)) (1.2)

D ——
= 22k(1 4 )2k
En permettant a k£ de tendre vers l'infini avec IV, un choix judicieux de ky nous donnera

1

E(Tr(MyN)) <
2. i (1 3 i (M) < oo

permettant de conclure par le lemme de Borel-Cantelli que presque surement

]\}1_{1(1)0 SUp Aoz (My) < 2(1 4 €). (1.1) en découlera alors aisément.

Il s’agit donc d’estimer E(Tr(My™)) pour un choix judicieux de puissance ky tendant
vers l'infini avec N. Cette méthode est appelée Méthode des grandes traces.

On commencer la preuve de (1.1) : soit € > 0. soit S une variable aléatoire suivant la loi

du demi-cercle de variance 1 :

1
pse(dz) = %\/4 — le[_m](dx)

Soit X, = /1 + €S. X suit la loi du demi-cercle de variance 1 + ¢
1
fhse(dx) = m\/ 4(1+€) — 221y 172 2179 (d2)
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En utilisant la relation de récurrence de nombre de catalan satisfaite par les moments
pairs de S, on déduit aisément que la suite {aj }r>0 des moments pairs de X,
(i.e ar = E(X?*)) satisfait

*
ag =1

k

*

Gp = (L+€) ) _ajai .
1=0

Onaal=1=ay(N)eta(N) <1< (l+¢€) =aj. Dapres Lemme (4), il existe N(e) tel
1
que VN > N(e), pour tout k < 0,7,

ar1(N) < (L+¢€) ;al(N)ak,l(N)

Soit 1 < k < d,?, supposons que VN > N(e) pour tout p < k,a,(N) < a
Alors

B *

k
ar1(N) < (1+¢€)> aja;,
1=0
_1
On obtient donc par récurrence que YN > N(e), pour tout k < d5°,

ar(N) < ay,

Or aj, = [ pse(dr) = grazg l-ayireayimg (1) y/4(1 + €) — 2%(dr) < 2vT+6)*
Donc VN > N(e), pour tout k < 52,

ar(N) < 227(1 4 €)*.
Nous obtenons donc d’apres (1.2), VN > N(e), pour tout k < 52,

P(Amae(My) > 2(1 +¢€)) < (14+e)* < NI +e) "

22k(1 + 6)Qk:

_1
Choisissons ky tel que 10ngN — +oo et VN > N(e), ky < 52,

Alors pour N grand N (1 + €)% < exp(—Cky), et

> P(Amaz(My) > 2(1 4 €)) < +o00.

1.1.2 Théoreme de Wigner

Le théoreme suivante a été dégagé par FEugene Wigner dans les années 1950.

10
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Théoréme 1.2. : Soit (W;;,1 <i < j) des variables aléatoires indépendantes telles que
E(W;;) =0 pour tout 1 <1i < j et E(|W;;|*) =1 pour tout 1 <i < j
On suppose de plus que
Vk, sup E(|Wyl*) = Oy, < +o0.
irj

Soit Wy une matrice N x N symétrique telle que (Wy);; = Wi; pour tout 1 <i < j < N.
alors presque surement, la mesure spectrale Ly converge étroitement vers la loi du demi-
cercle ps. définie par :

1
pse(dx) = %\/4 — x21_9 9)(d)

c’est-a-dire : presque surement, pour tout fonction f continue bornée,

tim [ f()Ly(dz) = [ f(@)pelde).

N—+400

La loi du demi-cercle est aussi appelée loi semi-circulaire ou encore loi de Wigner.

Démonstration. 1l existe plusieurs preuves du théoreme de Wigner, vous pouvez consulter
les référence [4], [14] O

FIGURE 1.1 — Un histogramme de la répartition des valeurs propres d’une matrice symé-
trique aléatoire 4000 x 4000, composée des variables aléatoires i.i.d. normales standards.

En rouge : la loi du demi-cercle.

Remarque 1.1.1. Les valeurs propres d’une matrice étant des fonctions continues des
N

entrées de la matrice, pour toute fonction f continue, [ f(z)Ly(dz) = % > f()\z(‘:/v—]%))
i=1

est bien mesurable.

Remarque 1.1.2. Si plus généralement E(|W;;|?) = 02 (au lieu de 1), avec probabilité 1,
pour toute fonction continue bornée,
1 N WN 1 N WN
SN Y = S a2 )y Oo/ o scdx:/xg‘c’)dm
N;ﬂ &) N;ﬂ (Tox)) v [ Hlomuselde) = [ (@) (dr)
ot 119 est la loi du demi cercle de moyenne nulle et de variance o® et admet pour densité :
(

) (d 1
Hse ( ZL‘) = 1[_20720} (.’I?)\/de

dr 27102

11
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1.2 Principaux ensembles des matrices aléatoires

1.2.1 Loi des matrices aléatoire

I s’agit de donner la densité P(M) d’une matrice aléatoire M pour les ensembles

gaussien

lemme 1.2. Tous les invariants d’une matrice M de taille N x N sous les transformations

de similarité unitaire A :

M— M = AMA™ (1.3)

peut étre exprimée en termes des traces de N premiéeres puissances de M.
En fait, la trace de la j-éme puissance de M est la somme des puissances j de ses valeurs

propres \g, k=1,2,.... N, de M :
Tr(M’) = Z X, = P; (1.4)
k=1

lemme 1.3. Si trois fonctions fi(z); k= 1,2,3 sont continues et dérivables et satisfont
a l’équation
filzy) = f2(z) + f3(y) (1.5)

alors ils sont nécessairement de la forme aln(x) + by, k = 1,2,3 avec by = by + b3

Démonstration. En différenciant (1.5) par rapport a z, nous avons :

’

yfi(zy) = fo(x)

Par intégration par rapport a y ceci donne :

(o) = foe) Infy) + —9(a) (1.6

ou g(x) est une fonction arbitraire.

En remplagant f;(zy) de (1.5) en (1.6), on obtient :

f3ly) = xfo(z) In(y) + g(z) — fo(x) (1.7)

Donc le coté gauche de (1.7) doit étre indépendant de z. Ce qui est possible uniquement
si:

zfolz) = aetg(x) — fo(z) = bs
C’est uniquement si :

fo(x) = aln(z) + by = g(x) — bs

12
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ou a, by et b sont des constantes arbitraires.
Maintenant (1.7) donne :
f3(x) = aln(y) + bs
Enfin (1.5) donne
filzy) = aln(y) + bs + b,

Nous allons montrer le théoréme suivant qui donne la forme de la densité P(M)

Théoréme 1.3. (Porter et Rosenzweig) Dans les ensembles de matrices aléatoires, la

densité P(M) admet l’expression suivante :
P(M) = exp(—aTr(M?) + bTr(M) + c)

ot a est un réel positif, b et ¢ sont des réels quelconques.

(1.8)

Démonstration. Nous examinons d’abord les conséquences de l'indépendance des diffé-

rentes composantes de M.

Considérons un exemple de transformation particuliere Ty, définie par :
M—Ty(M)=M =UMU*

ou U est une matrice dépendant d’'un parametre # donné par :

[ cos® sinf 0 --- O]
—sinf cos@ 0 --- 0
U= 0 0 1 -~ 0
0 0 0 D1

Dans ce cas la matrice U est orthogonale, symplectique et unitaire.

La différenciation de (1.9) avec M =UMU—'=UMUT, par rapport & 6 donne :

oM’ oU T ouT  oU T M ouT
g0~ ag MU T UMD = 5g U M+ MU,
Nous déduisons :
oM’

=AM + M'A=MA-— AM'

00
ou A=U%" et AT = —A

Nous obtenons :

0 —1 0 0
R 0
oU
A=UZ—=10 0 0 0
a0
0 0 0 0)

13
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Soit M = (M;;) une matrice aléatoire de l'espace gaussien de fonction de densité

H 1 % H I1 % (1.12)

) j<k ) j<k

car nous avons qu’elle est invariante sous la transformation 7y pour toute U matrice
unitaire. La dérivée de log P(M) par rapport a 6 est nulle car M ne dépendant pas de 6.

C’est a dire : )
1 0 fka 0M
>

2k -0 (1.13)
@)z Fr) OMY 89

Ecrivons cette équation explicitement pour le cas unitaire. les équations (1.11) et (1.13)
donnent :
( AM'+ M'A) =0

1o
Z

(@),j<k fkj) aMkJ

1 0 1 of@
- Z (@) fk] AM,-F Z m)fk,](a)M/A:()
(a),j<k fk] aMk] (a),j<k fkj GM,W

ona P(AM) = P(AM’) ce qui donne :

Z 1 Ofiy > 1O
T i) oMY (orgn 185 OMLY
ce qui implique :
1 a (O‘)
Z (o) fklj(a (MA AM) 0
(a),i<k fk:j aMk]
[Myy —My 0 ]
MA— My, —le 0
M’VLQ - nl O O_
[~ My — My — Moy, |
AM — My, ]\/{12 M,
0 0 0 |
Donc
2M; —Myy 4+ My My -+ My, |
—Mi1 + Moy —2M;, —Mz -+ =M,
MA— AM = M3o M3z, 0 0 = Gjk
L Mn2 - nl O 0 i

14



1.2. Principaux ensembles des matrices aléatoires

Comme M est hermitienne, alors M’ est aussi hermitienne, ce qui donne G, matrice

hermitienne symétrique Pour j < k, nous obtenons la matrice particuliere :

-2M{)2 _Mfl + Mg2 Mgy --- Méxn_
0 2MY, My, - MY
GW=10 0 0 - 0
0 0 0 0 |
D’ou de(1.13) nous obtenons
1 ofY

>

)<k i) OMS)

G =0

Remarquons que ij = 0 pour 7 > 3, par suite :

1 ofY 1 oy o, ! a1y 0

{( © A @ T 70 51,0 0] (0)(M — Ma, )} (1.14)
11 aM f22 a*]\422 f a

" 1 orY o 1 Y o

+ A — M

,;, 70 oM i) oMy w)

- 1 afsy) w 1L afsy) (1)
3 (= mm Ma + e Mi)

=3 (1) aMm far, OMy,,
=0

ol le premier terme correspond aux éléments diagonaux, le second et le troisieme corres-
pondent aux éléments parties réelles et parties imaginaires des éléments hors diagonaux.
Les accolades du coté gauche de I’équation (1.14) dépendent de variables aléatoires ap-
partenant a des ensembles disjoints et sont mutuellement indépendantes et leur somme
est égale a zéro. Donc chacun terme doit étre une constante. En effet pour simplifier
si on prend Zy, Zs, ..., Z,, des variables aléatoires indépendantes non centrées telles que
W+ Zo+ ..+ Zy=0alorson a Z; = ¢y, Zy = ¢a, .y Zy = ¢y (Montrons cela par récur-
rence : pour m = 2, Zy + Zy = 0 alors Z; = —Z, comme elles sont indépendantes donc
7 = ¢, 4y = —cq. On suppose que cela est vrai pour k : Pour Z1+Z5+...+ 7, = 0 implique
iy =c1, by =Coy..; Zy=cp:Pourk+1lona: Z1+Zo+ ...+ Zky1 =0=U14+ Z1 =0
avec U; et Zyq des variables aléatoires indépendantes. Par suite U; = kiet Zxy1 = ky.

D’ou le résultat.

Ainsi
LoLoofy 11 oon
M) Y oM) My 1) oMy
1 1 afy 1 1 ofY

1 o 1 1 1
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1.2. Principaux ensembles des matrices aléatoires

Par exemple :

1 aflk: M(;? _i afzk 0
2

My = C (1.15)
flk: aMlk 8M2k

En divisant les deux cotés de(1.15) par Ml(k)Mék), nous obtenons

1 ofY 1 1 0 f2(0) 1 cl?
M@ 7@ T 20 5,00 3,0 T (0 30 (1.16)
AR oMY MY ) oM M 1k Mog
On définit les trois fonctions suivantes fi(z) = C’,E,O)x, fa(z) = fl(lo) ;Aj;lfo)x
57
fz= f(lo) Mf;(’vo)x donc
1 o
Mm@ = 770 1,0
My My " M) My
X 1 ) 1 0 fl(,‘? 1
2 pum—
MY Y oMy M)
1 1 oY 1
Jsl—m) = 0
My" fy) 0My) My

Comme les v.a My, et My, sont réelles gaussiennes on déduit de la relation précédente :
Va,y, fi(xy) = fa(z) + f3(y), Par le lemme (1.3) on conclut que fi(x) = aln(x) + by

pour k = 1,2,3. Mais fi(z) = C,Eo’x = aln(z) = by, fo(z) = fr = aln(x) = by et
f3(z) = vy = aln(z) + bs. Donc nécessairement C’,go)oz = by = 0 et aussi du lemme on a

by = by + b3 = 0 et donc by = —bs. Par suite :

1 1 959 11 afy
M ) omy) My fy) oMy

by + b3 =

ou encore en choisissant by > 0 :

1 1 0 f(o) 11 afY
0 0 0 0
MG R omy M) £ oM

—by = b3 = = cste = —2a

ou a est une constante positive avec a = %2

Dot o o
0 0
/ s = —2a M OM}) et J 2 = —2aMy) OMy)
9 1k d 2k

Ce qui donne par intégration par rapport a Ml(g) de la premiere équation :
S (M) = exp[—a(My)))

Pour les deux autres crochets de(1.14), leur résolutions donnent des solutions similaires.
Maintenant, les éléments hors diagonaux s’expriment comme des carrés dans ’exponen-

tielle et vu que les invariants s’expriment en termes de traces des puissances de M

16



1.2. Principaux ensembles des matrices aléatoires

(Lemme (1.2)).
La densité P(M) est une exponentielle contenant des traces de M au plus de puissance

deux car :

P(M) = [[ expl—a(M) [[[-a(M)?

i<j i<j

P() = [Texp(-a(4:)") [T exp(-a(347)) T][=a(M5")

1<J 1<j

P(M) = T exp[—a(M 7] [T explal(M) + (M)

i<j
[
Dans qui ce suit on note H,, = H hermitien (n, F) 'ensemble des matrices hermi-
tiennes de taille N x N a coefficients dans F = R, C ou H (le corps des quaternions réels)
que l'on munit du produit scalaire (X,Y) — Tr(X,Y).

On définit une loi de probabilité sur Hl, par :

Py(dsM) = P(M € dgM) = [Pnﬁ(M)dﬁM] = [ exp(—yTr(M?))dgM|  (1.17)

1
Cnp
Ou 7y est un parametre positif, dgM est la mesure Lebesgue sur H,, associée au produit

scalaire, et C), g est un parametre de normalisation pour avoir une loi de probabilité :
Fs
s = [, exp(oTodar) = (7"

1 siF=R
oﬁN:dimRHn:n—t—gn(n—l),ﬁ:

2 siF=C
Cette loi de probabilité nous permet de définir I'espace probabilisé (H,,; P) tel que :

g =1, (H,; P) est appelé 'ensemble Gaussien orthogonal, notée GOE.
p =2, (H,; P) est appelé 'ensemble Gaussien unitaire, notée GUE.

Ce sont les ensembles introduits par Wigner pour la théorie des spectres nucléaires.
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1.2. Principaux ensembles des matrices aléatoires

1.2.2 Ensemble gaussien orthogonal (GOE)

L’ensemble gaussien orthogonal (GOE) est caractérisé par des matrices M gaussien
réelles symétriques : (M = MT ou M7 est la transposée de M) et :
M= T[] dMy (1.18)
1<i<j<N
ou di; M est la mesure de Lebesgue sur les matrices réelles symétriques S,,.
Une matrice symétrique M est diagonalisable en base orthonormée, elle peut donc s’écrire
M = OAOT ou A = (A1,..., \n) est la matrice diagonale des valeurs propres réels de M

et ott O est une matrice réelle orthogonale (ie O = O~1)

Définition 1.2.1. L’ensemble gaussien orthogonal (GOE, f = 1) est un sous ensemble

de Sy des matrices symétrique réelles tel que :

1. la probabilité P(M) tels que : Py(dy M) soit changement de base orthogonal :
M — OMO™! pour tout O € O,, ; O,, l’ensemble des matrices orthogonal.

2. Indépendance statistique des coefficient M;;(1 <i<j<n):
— les matrices M et M' = OMO™", ont méme densité : P(M)d,M = P(M")d, M’
— la densité P(M) est un produit des fonctions, dont chacun dépend d’une seule

variable :

P(M) = Hfij(Mij) (1.19)

i<j
1.2.3 Ensemble gaussien unitaire (GUE)

L’ensemble gaussien unitaire ou Gaussian Unitary Ensemble (GUE, 5 = 2) correspond
au cas le plus général des systemes non invariants par renversement du temps. La matrice
M, de taille N x N, est coefficients complexes et hermitienne : M* = M (ou M* dénote
le conjugué hermitique de M).

dyM = ﬁ dMy; [T d(Md(v) (1.20)

i=0 i<j
ol d(Mi(jQ)) et d(MZ-(jl)) ont respectivement la partie réelle et la partie imaginaire de M;; et
dy M est la mesure de Lesbegue sur les matrices hermitiennes H,, : M étant hermitienne,on

a on a en effet M;; réel et My; = M (ou I’étoile indique la conjugaison complexe)
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1.2. Principaux ensembles des matrices aléatoires

Toute matrice hermitienne M est diagonalisable en base unitaire, elle peut donc s’écrire
M =UAU* ou A = diag()\, ..., \n) est la matrice diagonale des valeurs propres de M et

ott U est une matrice unitaire (ie U* = U™!).

Définition 1.2.2. L’ensemble gaussien unitaire (GUE, 5 = 2) est une sous ensemble de

H, Uensemble des matrices hermitienne tel que :

1. La probabilité Py tels que : Py(doM) soit changement de base unitaire :

M — UMU! pour tout U € H,,

2. Indépendance statistique des coefficient M;;(1 <i <n), MY et

(2

Mi(jl) (1 < i < j < n) quiconstituent les coefficients libres de la matrice hermi-
tienne M :

— les matrices M et M' = UMU™", ont méme densité :P(M)dyM = P(M')dyM'
— la densité P(M) est un produit des fonctions, dont chacun dépend d’une seule

variable :

P(M) = anz<Mu) H fz‘(g(‘))(Mi(io))fz‘(‘l)(Mi(il)) (1-21)

1<i<j<N
Effectuons le changement de variable suivant dans(1.17)
| ®¢ ||: M — UMU *pourU € H,
dy est une isométrie :
| @p(M) ||*=Tr(UMUTUMU™Y) = TrM? =|| M ||?

Donc | det @y | =1.

D’autre part :
exp(—yTTUMU *UMU ™) = exp(—yTrM?) = exp(M?)

Donc P est bien invariante sous [’action du groupe unitaire.

1.2.4 Mesure de Haar : distribution uniforme

Mesure de Haar sur le groupe unitaire

On considere le groupe %y des matrices complexes unitaires U de taille N x N, soit
U* = U~ 1l existe une unique mesure de probabilité uniforme sur les matrices unitaires
elle est appelée mesure de Haar, on la notera p(dU). En théorie des matrices aléatoires,

I'ensemble des matrices unitaires U distribuées suivant la mesure de Haar p(dU) est
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1.2. Principaux ensembles des matrices aléatoires

appelé ensemble unitaire circulaire. On peut également le définir de la facon suivante qui
est équivalente. On écrit la matrice unitaire U sous la forme U = VIV ou V et W sont
des matrices unitaires (un choix possible est par exemple V' = U et W = 1 mais beaucoup

d’autres choix sont possibles). On définit alors 6Q la matrice de coefficient d) par :
U+ 6U = V(1 4 i6Q)WsoitdU = idQWieidQ = VIsUW™ (1.22)

car V et W sont unitaires.
Comme U, V et W sont unitaires et que U = VIV, Q est hermitienne : Q* = Q. On définit
I'élément de volume v(dU) sur la spheére comme mesure plate sur Q,
soit v(dU) = dQ = [1; dQi [T, ; AR ;.
On peut montrer que cette mesure v(dU) ne dépend pas du choix des matrices unitaires
V et W. Une fois normalisée, v(dU) est donc la mesure uniforme sur le groupe unitaire,
la mesure de Haar :
N ~ ~ ~
p(dU) = Cyo(dU) = Cy [T d€2; T dR€;S€; (1.23)
i=1 i<j
ot idQ) = V*dUW* avec U = VW On notera que les matrices hermitiennes ont bien le
bon nombre de parametres indépendants pour caractériser les matrices unitaires.
En effet, une matrice unitaire U est caractérisée par la contrainte U*U = 1, ce qui impose
N? relations sur les parties réelle et imaginaire des coefficients de U (car U*U est hermi-
tienne).
Pour caractériser U, on a donc besoin de 2N? — N2 = N? parametres réels, comme pour
les matrices hermitiennes.
Un choix particulier intéressant est celui ou V= U et W = 1. Dans ce cas, on a
i0Q = U*6U. On peut donc écrire en général
N ~ ~ ~ ~
p(dU) =Cn [[d% T  dRQ;SQu060 = USU (1.24)
i=1 1<i<j<N

Si on note dQ = U*SU, ie i6Q2 = 692, Q représente la matrice des coordonnées angulaires

de U.
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1.2. Principaux ensembles des matrices aléatoires

Mesure de Haar sur le groupe orthogonal

On considére le groupe des matrices réelles orthogonales O, telles que OT = O~1. il

existe une unique mesure de probabilité uniforme sur les matrices orthogonales, elle est
appelée mesure de Haar, on la notera u(dO).
On introduit la matrice des parameétres angulaires 6 = OT5O. O est orthogonale donc
Q est antisymétrique : 6Q7 = —5Q Une matrice orthogonale O est caractérisée par la
relation OTO = 1, ce qui fait W contraintes (car OTO est symétrique), donc restent
N=N(N+1) _ N(N-1)

5 = ——— parametres libres. La matrice réelle antisymétrique §2 est aussi carac-

o N(N-1 N N P . .
térisée par % parametres De fagon similaire au cas unitaire (1.24), on peut montrer

que :

p(dO) = Cy [] dS; (1.25)

1<j

ot 6Q = 0760

1.2.5 Densité des valeurs propres et fonctions de corrélation

On considéré une matrice aléatoire M de taille N x N réelle symétrique (resp de taille
N x N hermitienne), de la loi P(M) :
P(M) = exp(=TrV(M)) avec V(x) = asz®* + ... + a1x + ag
Le "potentiel" V' (z) est un polynome de degré 2k < N (le degré du polynéme doit étre
paire pour que la mesure P(M) soit normalisable). aq est une constante de normalisation
telle que [ P(M)dM = 1 sur I'ensemble de matrices considéré (resp. hermitien, symé-
trique).
La matrice M est diagonalisable en base orthonormé et ses N valeurs propres \; sont

réelle, et distribuées suivant la densité de probabilité jointe :

P(AL, s An) = Ba(B, V) exp(— Z V) TTIN = Al (1.26)

1<j
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1.2. Principaux ensembles des matrices aléatoires

1 siMT = Mréelle symétrique

2 siMT = Mhermitienne

(3 apparait de fagons naturelle dans la distribution des valeurs propres (1.26).
En effet, ici P(M) ne dépend pas de  mais [ apparait dans la distribution P(Aq, ..., A,)

comme la puissance du déterminant de Vandermonde

AN = H(Aj —\i) =det(Xh

pour les ensembles gaussiens usuels (GOE, GUE), on a par définition
P(M) = exp(—aTrM? +bTrM + c)
on trouve donc :

P(A, s A) = Bo(B) exp(—= ZV NILIxN =X 17

1<j

La constante de normalisation B, (/) telle que P(Aq, ..., \,,) soit une densité de probabilité

peut étre déterminée (dans le cas des ensembles gaussiens) par le calcul d’une intégrale

de Selberg :
I D+ Y
2m)z I TA+%)

Définition 1.2.3. La densité moyenne de valeurs propres est donnée par :

By (B) = (1.27)

1 N
pn(A) = NZ <O(A=N) >
i=1
Ou < ...>= [...P(\,..., \n) [1dN\; indique la moyenne sur les configurations de valeurs
propres \;

Remarque 1.2.1. 1. La quantité py(N)d\ représente la probabilité pour une valeur

propres de se trouve dans 'intervalle [A\i; A + dA]

2. Le nombre moyenne de valeurs propres des l'intervalle [\j; A+ d\] est donc donnée
par Npn(X)dA

3. La densité py(N\) est par définition la distribution marginale d’une valeur propre

(densité de probabilité d’une valeur propre) :

+o0o
/ / PO o an)dAas oo A (1.28)

cette densité est normalisation a 1
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1.2. Principaux ensembles des matrices aléatoires

Définition 1.2.4. La densité a deux points est définie par :
1
2N :75 S(A = X)X =\

Remarque 1.2.2. La densité a deux points moyenne est la distribution marginale de

deuz valeurs propres :
+o0 +oo
< 25N / / POLN, Agy ooy An)d g dy
Définition 1.2.5. On appelle fonction de corrélation a deuzx points la quantité

Ro(AX) = N(N = 1) < o (A, X) >
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CHAPITRE 2

[’ENSEMBLE DE WISHART ET PROCESSUS MATRICIELS

Dans ce Chapitre, on donnée 'espace de probabilité filtré (€2, A, (F;)i>0, P) muni d’une
filtration (F3)¢>o satisfaisant les condition habituelles. €2 est un ensemble, F est une tribu
contenue dans l'ensemble P(£2) des parties de € et P est une mesure de probabilité sur la

tribu F.

2.1 L’ensemble de Wishart

Les matrices de Wishart constituent un autre ensemble des matrices aléatoires voisin
des ensembles gaussiens, elles ont été introduites initialement en statistiques, et repré-
sentent des matrices de covariance des données statistiques. elles jouent en particulier un

role tres important dans la technique dite d’analyse de composent principal (ACP).

2.1.1 Analyse en composantes principales (ACP).

La technique de ACP permet de réduire la dimensionalité d’'un échantillon de données
statistiques tout en gardant un maximum d’informations sur les caractéristiques de ces
données, c.a.d sur leurs corrélations. Elle permet de comprimer et classifier des données.
Cette technique s’applique a des domaines treés variés comme le traitement d’images, la
génétique, la finance,...

Soit C' une matrice symétrique positive. On peut donc décomposer C' de la maniere sui-
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2.1. L’ensemble de Wishart

vante :

C =0A0"

avec A diagonale d’éléments les valeurs propres \; > Ay > ... > A\, > 0 et O matrice
orthogonale (i.e. OO = I). (vy,...,v,) sont les vecteurs propres associés a les valeurs
propres .

Cette décomposition est la clef de la Analyse de composantes principales (PCA).

Si I'on visualise les données comme un nuage de p points dans un espace de dimen-
sion N, ’ACP permet de projeter ce nuage sur un espace de dimension plus petite, en
utilisant seulement les premieéres composantes principales. Dans ce nouveau systeme de
coordonnées, la plus grande variance des données correspond a la premiere coordonnée,
la deuxieme plus grande variance a la deuxieme coordonnée...etc

Plus précisément, les Composantes Principales sont les vecteurs propres de C'. La premiere
composante principale est le vecteur propre v, associé a la plus grande valeur propre A;.

Ces quantités s’expriment de la fagon suivante :

AL = MaTyjo)j=1{CV, V) = Mmaz =1 3 (3 Xiwvi),
k i

V1 = argma gy =13 (Cv, v) = argmax{v:||v||:1}<Xtv, X').

Ainsi, v; est la combinaison linéaire (qui met des poids sur les individus) de norme L?
égale a 1 qui possede la plus grande variance empirique. Un autre fagon plus géométrique
de visualiser le vecteur vi— est de procéder de la facon suivante :
- 2 ¢ 2 2
la quantité > || X || — (X0, X'0) = 3 || X kl]* = (X 4, 0)
k=1 k=1
mesure la somme des carrés des distances des points a la droite de direction v. Ainsi le

vecteur vy est celui qui minimise cette distance.

Exemple 2.1.1. Supposons que l'on ait n = 2 individus/ stocks de marché financier et
p = 12 caractéristiques/rendements journaliers. Le vecteur vy mazimise la somme des

projections orthogonales sur la droite de direction v;.
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2.1. L’ensemble de Wishart

Individu 2

y Individn 1

FIGURE 2.1 —

Les composantes suivantes sont définies de maniere analogue itérative-ment en proje-

tant sur le complément orthogonal des précédentes composantes. Ainsi,
>\2 = MAaTy | vy:||v]|=1 <CU7 U>7

Vg = argmax{y Lv,:|jv|j=1} (Cv, v).

I’ACP consiste ensuite a ne considérer que l'information provenant des N premiers vec-
teurs propres ou [N < n et est souvent beaucoup plus petit que n c’est a dire a remplacer
C par ‘]ZVII v vt
i=
L’ACP est particulierement utile lorsqu’il y a une forte séparation entre les valeurs propres.
Si par exemple \; est beaucoup plus grande que A\, on peut espérer que la corrélation
entre les éléments considérés s’explique principalement par ce biais la. C’est le cas par
exemple lorsque I'on considere des données financieres, ou v; représente le marché.
Autre point de vue (probabiliste) : On peut appliquer 'ACP a la vraie matrice de
covariance Y (au lieu de la matrice de covariance empirique C) : ¥ = O'A*O" ou
A" = (¢1,..,b,) et A¥ matrice diagonale de diagonale A > ... > A\> on a :
n
Yi= ;(@J@cﬁb

(Rappelons que Y] est la premiere colonne de la matrice X)) Calculons la variance de
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2.1. L’ensemble de Wishart

(1, Yi)ou -
Var((¢, V1)) = E((¢. 11)°)
- E(; P(1) Xia1p(k) Xi1)
= ¢'Se
Ainsi, sous la contrainte ||¢|| = 1, en prenant ¢ = ¢;, on maximise la (vraie) variance que

I'on peut obtenir, et cette variance vaut A¥. Ainsi, en décomposant les premiers vecteurs
propres sur la base canonique, on obtient les combinaisons linéaires des coefficients de Y;

(de norme L? égale a 1) qui expliquent le plus la variance de Y.

2.1.2 Matrice de Wishart

Définition 2.1.1. : Soit By une matrice N X p tq ((Bn)ij)1<i<ni<j<p Sont des variables
aléatoires(iid) de la loi N'(0,X)

Alors :
My = By By
est une N x N matrice de Wishart.
e Pour le modele de Wishart la mesure empirique puy = %Zg\il 0y, des valeurs

propres de My converge vers la loi de Marchenko Pasteur de parametre ~.

Théoréme 2.1. (Loi de Marchenko-Pastur)

Soient A1, ..., A\n les valeurs propres de My = ByBjyy et uy = % Zf\il 0y, est la mesure de
probabilité.

Supposons que N — +00 et p — 400 avec % — ce[0,1].

Alors pn converge presque surement vers la mesure de probabilité p ou p admet pour

densité

Vi@ — (1= vo2)((1L+ )2 - 2)

2wcx

p(dz) =

Cette densité a différents comportements suivant la valeur de v En particulier, si ¢ = 1,

alors (1 —+/c) = 0 et le bord gauche du spectre vaut 0 et la densité s’écrit :

1 Vo — 22 1 Az — 22
p(dx) = —71956[074](61@ =
2T T 2 T

Dans ce cas, le bord gauche a une asymptote en 0. Lorsque ¢ < 1, le bord gauche s’annule

en racine carrée comme le bord droit.
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2.1. L’ensemble de Wishart

Notons que plus ¢ est petit i.e. p grand par rapport a N, plus la loi limite est resserrée

autour de 1.

=1
2
=112

FIGURE 2.2 — Densité de marchenko-pastur pour déférents valeurs de ¢

Ce théoreme nous dit que dans le régime asymptotique ou /N et p sont du méme ordre de

grandeur, il est normal d’avoir des valeurs propres assez grandes (autour de (1 4 4/c) qui

est strictement plus grand que 1 et qui vaut méme 4 dans le cas ¥ — 1). Cela contraste

P

avec le cas ou p > N, ou C' converge vers la matrice identité.

2.1.3 La loi de Wishart et distribution des valeurs propres

Laloi de Wishart est une loi de probabilité associée aux matrices aléatoires symétriques

définies positives. Elle fiit introduite par Wishart (1928).

Définition 2.1.2. La matrice aléatoire My = BynBj suite une loi de Wishart avec N

dégrée de liberté et ¥ la matrice de covariance, cette loi écrite My ~ W, (N, ).

Pour N < p, la fonction de densité de probabilité de My est :

Tr(X~'My)]

ou I'y(a) est la fonction multivariée telle que :

p(p—1)
T4

[T rla+ (- )

=1

[y(a) =
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2.2. Processus matriciels

Proposition 2.1.1. (i) pour My ~ W,(N, %) et Spxm), S MnS ~ Wp(N, S'ES).
(7t) pour My ~ W,(N,%), E(My) = NX.

(1i1) si My et My are indépendant et satisfait My + My = M ~ W, (N, %) et
My ~ W,(Ny, %) alors My ~ W, (N — Ny, %)

Proposition 2.1.2. Une matrice de Wishart My = ByBy ou By est de taille N X p
avec p > N a N valeurs propres \; pour 1 <i < N.

Ces valeurs propres sont réelles positives, qu’elles sont distribuées selon la loi jointe :

N B Nt1)—
P(AL, - Av) = Zypexp(L£ D X) [[ A2 e II 1N =17
PR

1<j

ol Zn p est une constante de normalisation et ot 5 = 1 dans le cas ot By est a coefficients

réels, 8 =2 dans le cas ou By est a coefficients complexes.

2.2 Processus matriciels

2.2.1 Processus stochastique d-dimensionnel
Définitions :

Définition 2.2.1. Un processus stochastique X = (x;)ier est un famille de variables

aléatoire X; indexée par un ensemble T
Remarque 2.2.1. (i) En générale T =R ou R, et on considére que le processus est
indexé par le temps t.
(i1) Si T est un ensemble fini, le processus est un vecteur aléatoire.
(1ii) Si T = N alors le processus est une suite de variable aléatoire.
(iv) Plus généralement quand T' € 7, le processus est dit discret.
(v) Pour T € RY, on parle de champ aléatoire (drap quand d = 2).

(vi) Un processus dépend de deux paramétres Xi(w) dépend de t(en générale le temps)et
de laléatoire w € ).

(vit) pour t € T fixzée, w € Q — Xy (w) est une variable aléatoire sur l’espace de
probabilité (0, F,P).

(viii) Pour w € Q fixé, t € T — Xy(w) est une fonction a valeurs réelles, appelée

trajectoire du processus. C’est un enjeu que de savoir si un processus admet des

trajectoire mesurables, continues, dérivables ou encore plus réguliéres.
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2.2. Processus matriciels

Définition 2.2.2. (Filtration)

Une filtration sur un espace de probabilité (0, F,P)est un famille (F;)i>o de sous tribus
telle que pour s <t, on a Fs C Fy

Si on considére un processus (X¢)i>0, on considére souvent la filtration canonique qu’il
engendre : F* = o(Xs : s < t);t > 0. Dans ce cas, il est utile d’interpréter une fil-
tration comme une quantité d’information disponible a une date donnée : F} représente
linformation véhiculée par le processus X jusqu’a la date t. Une filtration est P-compléte

pour une mesure de probabilité P st Fy contient tous les événements de mesure nulle, ie.

N={N € F tel que P(N) =0}C Fo

Définition 2.2.3. (Temps d’arrét)
Une variable aléatoire T a valeur dans [0,+00] est un temps d’arrét si pour tout t > 0 on

a {T <t} € F.

Définition 2.2.4. (Le Mouvement Brownien)

Soit B = {By;,t > 0} un processus issu de 0 et a valeurs dans R.

On dit que B est un mouvement Brownien s’il vérifie l'une des deux conditions suivante
(équivalentes) :

(a) B est un processus gaussien centrée et de fonctions suivante E[BsBy| = s At

(b) B est un processus d accroissements indépendants et stationnaires tel que

By ~ N(0,1) pour tout t >0

Définition 2.2.5. (Martingale)

Un processus M = {My;t € T} est uneF; -martingale (resp. sous-martingale, sur martin-
gale) si E[M,] < oo,Vt € T, M est Fi-adapté¥s,t € T,0 < s <t:E(M;/F,) = M p.s
(resp : > My, < M,). Si M est une martingale (resp.sous-martingale, sur-martingale),

alors Uapplication t € T. t — E(X) est constante (resp. croissante, décroissante).

Définition 2.2.6. (Martingale local)
Un processus stochastique matriciel M est appelé martingale locale, si chaque entrée de M
est une martingale locale, i.e : s’il existe une suite croissante de temps d’arrét strictement

monotones (T,)nen, Tn 2> 00 tel que (Miat, )iy est une martingale pour tout 4, j

Définition 2.2.7. (L’intégrale d’Ito)
n—1

Soit ¢ = Zakl[tk,tk+1](t) un processus en escalier, l’intégrale stochastique de ¢ est
k=0

définie par

n—1

t
L(g) = /0 0dB, + 3 ar(Bing,s, — Bing, )it > 0
k=0
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2.2. Processus matriciels

I:e— L*Q,C([0,T)))
On considere l'opérateur linéaire :

p — 1(¥)
défini par :

t
L(y) :/O 0.dB,,0 <t <T

e est dense dans M?*(0,T), on peut alors prolonger I de maniére unique en une application
linéaire continue I dé nie sur M?(0,T) d valeurs dans L*(Q,C([0,T])) Cette application

sera également notée :
¢
It(SO) = /0 psdBs
La formule d’It6 est 1'outil de base du calcul stochastique.

Définition 2.2.8. Un processus d’Ito est un processus de la forme
t d ]
X = X, +/ a(s)ds + Z/ ©i(s)dBY
0 —Jo

— ou X, est une variable aléatoire Fo-mesurable, de carré intégrable ‘E[XZ] < +o00

— a est un processus adapté intégrable sur tout[0,T] : [ | a(s) | ds < 400

— B = (BW, ..., BY) est un mouvement brownien standard dans R? d composantes
indépendantes

— o = (¢, ..., %) sont des vecteurs des fonctions adaptés vérifiant :

T
[ lals) |2 ds < +o
0

— Le terme (fOT a(s)ds)po s’appelle la partie a variation finie du processus X.

— Le terme (fOT go(s)st)t>0 s’appelle la partie martingale locale du processus X .
Théoréme 2.2. (Formule d’It6) Soient f : R — R une fonction de classe C?. Alors :
t / 1 t 1"
FX0) = F(X0) + [ F(xaX.+ 5 [ F(X)ax.

Si X, un processus d-dimensionnel X', ..., X? et f : RP — R de classe C?, Alors

1 P\ __ 1 p z ! af 1 P i
FOXL o XP) =F(XGs o XE) + D0 (X1, ..., XP)dX!
i—170 a(L’Z

t 32f

1 p
§i,j:1 0 al’lal’]

(X2, .oy XD)AXY

Démonstration. voir [2] O
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2.2. Processus matriciels

Equations différentielles stochastiques

Les équation différentielles stochastique ont été d’abord étudiées par It6 sur 'intégrale
stochastique.
Soit (€2, A, (F)i>0,P) un espace probabilité filtré, soit (B;)t > 0 un
Fi-mouvement brownien standard et soit 0 : Ry X R — Ret b: Ry x R — R des

fonction mesurables.

Définition 2.2.9. Une équations différentielles stochastique est une équation de la forme :

Définition 2.2.10. Une solution pour 'EDS (2.1) est une processus (X, t > 0) continue
adapté. tq :
fyo(s, Xs)%ds < 0o [y |b(s,X,) | ds < oo ,p.s et que :

t t
Xo= Xo+ [ ols, X)dBo+ [ b(s, X,)ds
0 0

Théoréme 2.3. Soient T' > 0 et b,o : [0,T7] x R — R soit des fonction mesurable
(continue).

On suppose qu’il existe une constante k > 0 tq pour tout t € [0,T],z,y € R :
|o(t,z) —olt,y) |+ [0t x) —b(t,y) |[<k|z—yl,[olt,z)][+]bE ) |<k(+|z])

Supposons que E(| £ |*< 00).
Il existe alors une unique solution (Xt > 0) telle que Xy = & De plus, pour tout t,
B(supsepory | X5 [?) < 00

Remarque 2.2.2. Dans l’énoncé du théoréme (2.3), | . | désigne la norme euclidienne.

En plus, pour tout réel T > 0, il y a unicité de solution pour I’EDS sur [0,T].

2.2.2 Processus matriciels

Dans ce qui suit on considéré Q@ = Cy(M,,) I'espace des fonctions continues (wy);egr+ a

valeurs dans l’ensemble des matrices carrées M,, satisfaisant wy = 0 et (€2, A, (F;)i>0, P)

Définition 2.2.11. ( Mouvement Brownien Matriciel)
Un Mouvement Brownien Matriciel B dans M,, ,(R) est une matrice composée de mou-
vements Browniens réels indépendants, i,e :B = (BY);; od BY sont des mouvements

Browniens indépendants et uni-dimensionnels 1 <i<n, 1 <j57<p
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2.2. Processus matriciels

Proposition 2.2.1. Pour tout 0 < s <t <o0, ona :
E(BY — BY|Q,) =t — s.
E(—(BY — B9)|9.) = —(t — s).

Définition 2.2.12. (L’intégral d’Ité)
Pour tout o € M*°(0,T) on définit l'intégral d’Ité par

T .
I(a) = /0 a,dBY = Zgj Bi_, —BY).

3 .
ot § € LP(SYy;),j =0,...,N — 1. et (/0 asdB;])(KKT est une martingale.

Dans le théoréme ce dessus on utilisée les notation de Einstein.

Théoréme 2.4. (Formule d’It6) Soit ¢ une fonction de classe C* sur M,, de telle sorte
que Opatp, 0%, o € C(M,). Soit X = (XY) un un processus d’Ité6 matriciel sur [0,T]

xP 9 xPa

avec
XP = XD / Qg (5)ds + / B74(s)dBH

ol g € MY(0,T) et Y] € M?(0,T). Alors pour chaque t € [0,T], on a :

t
o(X)) — p(Xo) = / Durop(X.,) pq(u)dB’“l
[ [Ourp (X)) + 50X BB ()]
Remarque 2.2.3. Notons que cette formule reste valide si X n’est pas une matrice carrée.

Corollaire 2.1. La formule d’intégration par partie suivante a lieu :
d(XPIX]™™) = dXPIX]™ + XPUX]™ + dXPd X

Démonstration. Formule d’It6 appliquée avec p(z,y) = zy, donne
Op(XTIX™)
Ox

3g0 XPCIan
+ (PP gy

8290 quan o

= X" aP(t)dt + X" (H)d B + XPla™ (t)dt + XPUETT(t)dBE 4 SR (t) Bmm (t)dt
— dXPIX 4 XPUAXT 4 B(E) B (L) dt

Dp( XX
—_—
oy
Dp( X7 X™)
y

d(xpx™) = ( aPi(t) + ™ () ) dt

w"(t))dBy!
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2.2. Processus matriciels

Définition 2.2.13. On définit lintégrale de Stratonovich o pour deuz processus d’Ito
matrices X etY :
XodY = XdY + ;dXdY

ou dXdY est le produit matriciel classique.

Proposition 2.2.2. Soient X, Y et Z des processus matrices d’It6. Alors on a :

(1) La formule d’intégration par parties :

A(XY)=XdY +dY X +dXdY (2.2)
(ii)
AXY)=dX oY + X odY (2.3)
dXo(YZ)=(dXoY)oZ (2.4)
YZodX =(YoZ)odX (2.5)
et
(XodY)' =dyT o Xx™ (2.6)

YT désigne la transposée de la matrice Y .

Démonstration. (i) Pour 4,5 € I,nona:
d(XY)7 =d( Y X*YH)
k

=Y d(x*yM)
k

=D (dX*YM + XFAYR 4+ dX*YH)
k

= (dXY)9 + (XdY)7 + (dXdY)V

d’ou
d(XY) =dXY + XdY + dXdY

(ii) Par un calcul simple, on trouve
1 1
dX oY + XodY =dXY + §dXdY—|—XdY+ §dXdY

= dXY + XdY +dXdY
— d(XY)

iX o (XZ) = dX(Y Z) + ;dXd(YZ)

1
= dX(YZ) + dX(dY Z +YdZ).
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2.3. Processus de Wishart

D’autre part
(dX oY)o Z = (dXY + ;dXdY) o7
= dX(YZ) + ;dXdYZ + ;<dXYdZ + ;dXdeZ)
—dX(YZ) + ;dX(dYZ +YdZ).
d’'ou (2.4) L’égalité (2.5) se démontre de la méme maniere.
La formule(2.6) provient de la définition de 'intégrale de Stratonovich et du fait

que

(dXdY)T =dyTax”

2.3 Processus de Wishart

Les Processus de Wishart ont été présenté par Jhon Wishart, et les a employés dans
biologie pour étudier des données expérimentales perturbées.Il sont également appelés
parce que leurs lois marginales suivent des distribution de Wishart.

Récemment, une grand attention a été prétée a processus de Wishart pour des applications

dans les finances et pour modeler la Matrice de Covariance.

2.3.1 Le carré de Bessel

Le processus Carré de Bessel est le cas unidimensionnel du processus de Wishart et

I'un des procédés les plus importants de diffusion.

Définition 2.3.1. Soit x > 0 et 0 > 0, ’équation différentielle stochastique :
dXt = 2\/XtdBt + odt XO =T

admet un unique solution fort, on appelle ce processus un "carrée de Bessel" de dimension

§ et l'on note Q% sa loi.

Théoréme 2.5. Soit :

est une équation différentielle stochastique unidimensionnel, ou b,6 : R — R sont des

fonction continues et B un mouvement brownien unidimensionnel.
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2.3. Processus de Wishart

Supposons qu’il existe des fonctions croissantes p, K : [0, +00] — [0, +00] tq :

16(6) =)l < p(l& —nl), Y&, neR (2.8)
/01 p~2(u)du < +o0
et
[6(§) —b(n)| < K(I€ = n[), V&, neR (2.9)

/01 K (u)du

En suite, l'unicité chemin est valable pour (2.7).
Démonstration. Voir[13] O

Théoréme 2.6. (Théoréme de Comparaison)

Considérons deuz équations différentielles stochastiqus :
dX} = o(X})dBt +b" (X})dt, dX} = o(X7?)dBt + b*(X})dt

que les deux remplissent l'unicité cheminaire et soient b*,b? deuz fonctions borel bornées
tq bt > b2 partout et l'un deux est globalement lipschitz. si (X', B) est une solution de
la premier, et (X2, B) est la solution de la deuxiéme équations différentielle stochastique.
(X1, X? définie sur le méme espace de probabilité), para port au méme mouvement brow-

nien B et si X > X2 alors :
pIX) > X2 teR =1
Démonstration. Voir[13] O

Théoréme 2.7. (Ezistence et non-négativité du processus carré de Bessel)

Pour 6 > 0 et xg > 0, il existe une unique solution fort et non négative X de :
¢
X, =20+ 2/ X,dB, + 6t (2.10)
0

sur lintervalle [0, +o0]

De plus, si 6 > 2 et xg > 0 la solution X est positive comme sur [0, +00]

Démonstration. Nous montrons avec le théoreme (2.5) que unicité cheminaire est valable
pour 'EDS :
dXt = 2\/ ’Xt’dBt + 5dt, XO = 29 (211)
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2.3. Processus de Wishart

de puis |v/z — V2| < /|2 — #/| pour tout z, 2’ > 0, nous avons ca :

21\/1€l = /Il < 211 = Inll < 2/1€ = nl = p(I€ = nl), V& n e R
avecp(u) = 24/u

/1 () du =+ [ Lgu = (2.12)
o (wdu =g | - du = 0o .

évidence, donc il existe une unique solution fort pour (2.11)

Ensuite nous montrons que notre solution ne devient jamais négative : d’abords considé-
rons le cas ) = 0 et §' = 0, évidemment X' = 0 est note unique fort solution dans ce
cas.

Deuxieme, considérer un arbitraire x(l) >0etd >0.

D’aprés ce qui précédé, nous avons un unique solution fort X?2, le théoréme de comparai-

son empirique que :

pIX? > X5t e Ry p[X7 >0, t e Ry =1

et donc Xf est non négative pour tout t presque surement par conséquent, nous pouvons
jeter le |.| dans (2.11) et X? est également I'unique solution fort de (2.10)

enfin on montré que pour 6 > 2, le set 0 est polaire c’est-a-dire : P(infs: X, =0 < 00) =0
pour toutes les valeurs unitaires xo > 0 ,par conséquent dans ce cas I'unique solution fort

X est positive pour tout ¢t € R,. O

2.3.2 Les processus de Wishart

Soit X; un processus stochastique de dimension ¢ qui définie comme solution de ’équa-

tion différentielle stochastique suivante :
dX; = \/ X;dB; + \/ X, dBl + 61,,dt, Xo = x (2.13)

ou X est a valeurs dans 'espace S des matrices symétriques positives de taille m, B est
une matrice brownienne § x m et BT est sa transposée.
On appelle processus de Wishart de dimension ¢ une solution de (2.13) et on note par @Q°

sa loi, qui est bien définie grace au.

Théoréme 2.8. -1 Sid € [m—1,m+1], alors (2.13) posséde une unique solution en
los.

-5 Si 6 > m+1, alors (2.13) posséde une unique solution fort dans S;
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2.3. Processus de Wishart

-iii Le processus de la valeur propre {\;(t),t > 0,1 < i < m} ne se heurte jamais c-d-d
presque surement on a : A\i(t) > ... > A\p(t), VE > 0 D’ailleurs, si § > m + 1 alors
Am(t) > 0 pour tout t > 0 presque surement, et les valeurs propres satisfaites a

I’équation différentielle stochastique :

0= 2 T+ 5+ 5 MO

ki 7N k(1)
Ai(t)

= 2¢/\i(t)dBi(t) +{6—m+1+2k§w}dt (2.14)

tq : (B1, ..., Bm) sont des mouvement brownien indépendant

- Si6>m—+1 alors :
d(det(X;)) = 2det(X;)\/tr(X; )dB(t) + (6 —m + 1) det(X)tr(X; 1)dt  (2.15)

et
d(log(det(X,))) = 2\/tr(X; HdB(t) + (§ —m + Dtr(X; Hdt (2.16)
ou B ={B(t),t > 0} une mouvement brownien.

-v Pour tout © € S,

Q [exp(—tr(©X,))] = (det(I + 215@))_76 exp(—tr(z(I +2t0)7'0))
= exp(—tr(%))(det([ + 225@))_7(s exp(itr(m(] +2t0)71))
(2.17)
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CHAPITRE 3

APPLICATION

Dans ce chapitre on donne les EDS régissant le spectre de carré BB d'un n x p
matrices de mouvements browniens indépendants.
Soit B(t) une matrice n X p de mouvements browniens indépendants, commengant en
position B(0). Nous souhaitons étudier ’évolution des valeurs propres et des vecteurs

propres du matrice carrée BT B.

3.1 EDS des valeurs propres et vecteurs propres

Définition 3.1.1. On définir la premier instant de collision des valeurs propres par

7 = inf{s/Xi(s) = A\;(s)pour un couple(i, j)}
Dans ce qui suit, soit ¢t < 7.
Théoréme 3.1. Soit
X(t) = B(t)" B(t) oi B(t) = (By(t)) (3.1)

est un n X p mouvement brownien p-dimensionnelle commengant en position D = (D;;).

on suppose D tel que X(0) = DTD a p valeurs propres distinct
)\1(0) > )\2(0) > > )‘p<0)
alors a chaque instant t, X (t) aura avec probabilité 1, p valeurs propres distinctes

Al(t) > /\Q(t) > > )\p(t)
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3.1. EDS des valeurs propres et vecteurs propres

et le processus \i, ..., A\, satisfait l’équation différentielle stochastique
Ai(t) + Mg (t
dNi(t) = 20/ N(t)(dvi (1)) + ndt + > Md(t) (3.2)
(1) — Ak

ki Vi

ot (vq, ...,v,) sont des mouvements browniens indépendant.

Définition 3.1.2. La matrice logarithme stochastique A de H est la solution de I’EDS

sutvant :

1
dA=H" odH = H"dH + 5dHTdH (3.3)
Proposition 3.1.1. La matrice H des vecteurs propres satisfait ’EDS matricielle suivant

dH = H((dA) + = (dA)(dA)) (3.4)

1
2
Démonstration. Soit dA = H"dH + 1dH"dH
En multipliant les cotés de cette équation par H et en ajoutant %dH dA, on trouve :
1 1 1
HdA + E(dH)(dA) =dH + EH(dH)T(dH) + i(dH)(dA)

d’une part on :

;(H(dH)T(dH) + (dH)(dA)) = 5 (H(dH)"(dH) + (dH)(H" (dH) + ;(dH)T(dH)))

N =D —

(H(dH)" +dHH")dH. (3.5)
D’autre part on a :
0=dl =d(HH") = HdH" + dHH" + dHdH"

d’ou
HdH" + dHH" = —dHdH"

on remplace dans (3.5)

;<H(dH)T(dH) + (dH)(dA)) = —;deHTdH =0

qui entraine que

dH = H((dA) + L(dA)(dA)) (3.6)

[]

Remarque 3.1.1. 11 est facile de vérifier que dX, = dBTVX + VXdB + nldt. On
appliquée la formule d’intégration par partie :
dX; = d(B'B)
= dB"B + B"dB + dB"dB
= dB"VX + VXdB + nldt
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3.1. EDS des valeurs propres et vecteurs propres

Proposition 3.1.2. Les éléments X;;(t) de la diagonale de X (t) sont régis l’e.d.s :

dX3(t) = 2/ Xu(t)dBi(t) + ndt

ot B, ..., 3, sont des mouvements browniens indépendants.
En particulier, cette équation montre que les X;; termes de la diagonale sont des processus

de carrés de Bassel.

Démonstration. On a
dX; =Y dBl B, +Y BLdB, + > dBLdB,
p p p

wp p

d’une part :
Y dBLdB, = dB,dBy,
p p
== 5pp5ii Z dt
p
= ndt
d’une autre part : pour trouver la partie martingale de d.X;; on calcule dX;;dX;

ip ip ip ip

dXudX; = (D dBLBu + > BidByi+ > dBLAB,) (Y. dBLB, + > BhdB, + > dBLdB,;)
p p p p p p
= (Y dBLBy,+ Y BlhdBy) (> dBjB, + Y BldB,)
p p p p

=4 Z By, Bp;dt
p
d’ou
ou i, ..., B, sont des mouvements browniens indépendants. O

Corollaire 3.1. On supposons que I’EDS des valeurs propres est vraie. Alors, on a les

équations différentielles stochastiques suivantes : Pour t < Ty = inf{t : det(X(t)) = 0}

(1)
d(tr(X(t))) = 2¢/tr(X(t))dv, + n*dt (3.8)

(2)
d(det(X (1)) = 2det X (£)\/tr(X (£)~1)dn, + det X (¢)tr (X (£))dt (3.9)

(3)
d(log(det(X (t)))) = 2y/tr(X (#)~V)dn, — tr(X (t)"1)dt (3.10)

41



3.1. EDS des valeurs propres et vecteurs propres

(4)

d(det(X (1)) = 2r(detX (t)) \/tr(X ()~V)dn, +r(2r — 1)(det X (t)) tr(X (t)"')dt
(3.11)

ou v et n sont des mouvement Brownien réel.

Démonstration. (1) En utilisant la formule (3.7), on obtient :
d(tr(X(t))) = d(3_ Xi(t))
et d’apres la formule d’Ito
A(tr(X(1)) = Y dXa(t)

= > (2y/Xu(t)dB; + ndt)

d’autre part, comme la variation quadratique de tr(X) est 4 Z Xii(t)dt = 4tr(X (t))dt
Alors :
d(tr(X (1)) = 24/tr(X (t))dy; + n’dt
(2) On adet(X(t)) =[] M
On utilise la formufe(B.Q) et par la formule d’It6, on obtient

d(det(X () =Y T] wdXi + = Z IT Aedhid;

i k#i 1753 k#£i,k#j

detX det X (t)
= — ———dNid\;
=2 At g % By

Rappelons que dA\;d)\; = A/ J);%-dt il en résulte que :

d\;
)\i

d(det(X(t))) = detX(t)>

7

= det X (t 22 +detX 0>+ [+Z

k#i

/\+)\k

}dt

SilrEai - s T G

z i ki k

= ntr(X —l—ZZ( /\E)\k)

i k#i i

=ntr(X ") = (n = Dir(X ") +23° %

= tr(X (1))
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3.1. EDS des valeurs propres et vecteurs propres

1

= 0.
Ai — Ak

On peut facilement vérifier par récurrence que Z Z
i k#i
La variation quadrathue de detX est alors égale a :

A(detX (1))? D ——=——=0;dt = 4det X (t)*tr(X (t)")dt. d’o le résultat.
[N \/_Z \/>

Pour obtenir les équations (3.10),(3.11), il suffit d’appliquer la formule d’It6 et

utiliser la variation quadratique de detX.

]

Théoréme 3.2. Avec les méme hypothéses que dans le Théoréme(3.1), X(t) peut étre

diagonalisée via une transformation orthogonale H(t) :
H®'X () H(t) = A(t) = diag(Ni(t)) (3.12)

par conséquent, les vecteurs propres satisfont I’équation

n=% H“““)J s ()

k#j
M(t) + ()

1
~ 3 2 5 )

ou {Bi;,1 < i < j < p} est une famille de mouvements browniens tous indépendant et

indépendant du processus (A1, Aa, ..., Ap).

Démonstration. Preuves de Théorémes

(a) (Preuve de théoreme(3.1))
Soit {B;j,1 <i < n,1 < j < p} une famille de mouvements browniens indépen-
dants. Nous avons

(dBkZ) (dBl]) = 5k15ijdt

et puisque

|dX = dB” B + B"dB + nldt| (3.13)

On a

(BT(dB))U((dB kl - ZBTdBm (Z ngpoz)
p
= ; ByidBy;) (Zp: d By Bpr)
= Zp:(BpidBpj)(dBpkBpl)
= Z Opp0ji Byi Bpidt
P
= Ok Z B;Bpldt
p

= Xy0,,dt
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3.1. EDS des valeurs propres et vecteurs propres

d’autre part :

(dX,;)(dXw) :[ (dB"B),, (BTdB)ij+(dBTdB)ij] [(dBTB)kl+(BTdB)lir(dBTdB)M
= (dB"B);;(dB" B), + (dB" B);;(B"dB)y,
+ (B"dB);(dB" B), + (B"dB);(BTdB)y
(ZdBT j)(>_ dByy, Byr) + (ZdBT pi Zkadsz)

p

ZBTdB ZdB,Z;, 1) ZBTdB S kadepl)

Z dByi By;) Z d By By) + Z dByi By;) Z Byrd Byi)
P P

Z szdBpJ Z dB ) + (Z BpidBpj) (Z BpkdBpl)
P P
- (Z pi BpiOppOjk + Z 0 Bpidppit + Z i Bpi0ppojk + Z 5pp5ﬂ>d
:(Z @HZ ZZ+ZB k+ZBw w01 dt

= ( jléik + Xjkéil + Xil(sjk: + Xik(;jl)dt
doncsii=# jona:

(dXi))(dXi;) = (dXy5)°
= (X0 + Xji0sj + Xij0ji + Xiidjg)dt
= (X + Xj;)dt

sii=j

On sait que les valeurs propres (\;(t)1<i<p) de X (¢) ce sont des semi-martingales.

D’apres la formule (3.12) on appliquons l'intégral de Stratonovich on trouve :

dA=dH" o (XH) + H" o d(X H)
= (dH"oX)oH +H" o(dX o H+ X odH)
=(dH" o X)oH+ H" odX oH+ H" o X odH

d’ott en posant AN = H odX o H,
d’ou

dA = (dHT o (HAHT))o H +dN + H” o (HAHT) o dH
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3.1. EDS des valeurs propres et vecteurs propres

et d’apres la formule(2.3) et le fait que (ZY 0odX = Z o (Y 0dX)) ,on obtient :

dA=dN +dH" o HA+ H'HAH" o dH

=dN +dH" c HA+ AH" o dH

=dN +dH"oHo A+ Ao H' o dH

=dN —dAoA+AodA
Comme les éléments diagonaux de la matrice A o dA — dA o A sont nuls, alors on
a d\; = dN;; et 0 = dN;j + (A — \j)dA;j, si i # j Ainsi, sur {t < 7}.

1

Ai — A
Comme dN = H'dX H + $(H"dXdH + dH"dX H), il résulte alors que la partie
martingale de dN est égale & la partie martingale de H'dX H donnée par :

dN;jdNy = (HYdX H)i;(HT dX H) g
- Z Hpiprquj Z Hp’kpr’q’Hq’m
p,q p’,q’

= Z Hpinij’qu’m[(qu’épp’ + qu’épq’)dt + (qu’(qu’ + pr’(sqq’)dt]

0,0 ,q’

= Z ququ’ qg'm Z Hpinkdt + Z ququ’Hp’k Z Hpinmdt
4,9’ P q,p p
+ Z Hpi Xpg Hym Z ququdt + Z Hyi X Hpre Z ququdt
p,q’ q pp’ q
= Nj Y HpiHppdt + Ajy Y HpiHpmdt + iy > HyjHopdt + Ay, > Hyj Hgmdt
P D q q

= [Ajm0it + Ajiliom + A0y + A0y dt (3.15)
d’ou
ANy dNj; = 44;;0;;dt = 4X;0;dt
passent maintenant a la partie de variation finit dF' de dX est
dF = nd;jdt + dQ (3.16)
tq dQ = §H"dXdH + 3dH"dXH

D’autre part, on a :
(deA>’LJ == Z dNipdApj
P

1
p#j Aj = Ap
1
=Y [Bipdt Ay + 0yt Ay + Gyt Ay + 6t Ay,
p#j 7 P
1
5 e+ A0y

p#j
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3.2. Temps de collision

Par suite
AN+ A
dQ = [Z)\‘_)\p}ldt (3.17)
p#i i T

Il résulte des formules (3.15) et (3.16) que :

N\ = 2/ Nidvi(t) + dF (3.18)

Le Théoreme (3.1) est alors prouvé.

(b) Preuve du théoreme (3.2)
On a d’apres la proposition (3.1.1) dH = H(dA + 5(dA)(dA)) Alors les éléments
dH;; sont défini par :

1
k k
On sait que dA4;; = ﬁdNij, i # j, et d’apres la formule (3.15) on a :

ce qui implique que

ou (f) un mouvement Brownien matriciel.

Calculons maintenant (dAdA);; on a :

(dAdA);; = dA;,dA,,
p

1 1
-~ dN;
D AN =N

AN,

PFLPFE]
= > | : i+ )]t
p£i,pt] (/\i - Ap)()‘p B )‘j)

Le Théoreme(3.2) est prouvé.

3.2 Temps de collision

Les démonstrations des Théoremes (3.1) et (3.2) ne serait pas complet si nous ne

prouvions pas que 7 = +00

Corollaire 3.2. 57 a l'instantt = 0, les valeurs propres de X sont distinctes Ay < ... < Ay,

alors le premier temps de collision T = +oo (ps).
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3.2. Temps de collision

Démonstration. La encore nous suivrons la méthode suivant : on trouve une fonction
réelle Y, définie sur D = {(X;1, X, ..., X,) € RP/X; > Xy >, ....,> X} avec des dérivées
continues et telles que U(t) = U(Mi(t), A2(t), ..., A\p(t)) est une martingale locale, infinie

lorsque deux valeurs propres coincident. Nous avons vu que

ou m; est une martingale.
Appliquons la formules d’'Ttd & U(t), on obtient :
oU oU 1 0*U
= dm; dF + =) ———(dX\;)(d)\; 1

comme (d\;)(d\;) = 4X;0;;dt, U(t) est une martingale locale si la partie de variation finie

de (3.19) est nul :

A+ A U
(n+I§Ai_Ap)+2;WAi_o (3.20)

k oU
2 o

1

Pour k = 2, (3.20) est

Oy 20y OU oyt o U PUy (3.21)

oz \! z—y/ Oy y— 8x2+3y2
sur D = {(z,y) € R*/z > y}.
Il est naturel de chercher des solution U (x, y) de (3.21) qui sont des fonction de la différence
x — y, nulle si il exits un collision.

Alors laisse
Ulx,y) = flx—y) et z=x—y
(3.21) devient
2f"(z) + f(2) =0

dont la solution sur ]0, +oof est
f(z) =alogz+b
Alors

U(r,y) = log(r —y)

une solution de (3.21). il est alors naturel et facile de montrer que

U(zy,...,xp) = Y log(z; — z;)

1<j

est la solution de (3.20) sur D. par conséquent

Ut) = UM(t), .. (1) = 3 _log(Ni(t) — A(t))

1<j
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3.2. Temps de collision

qui est continue sur [0, 7[ et telle que
lmU(t) = —o0

est aussi une martingale locale sur [0, 7] donc c’est une transformation temporelle de
mouvement brownien.
Nous pouvons maintenant suivre 'argument suivant : Si ((¢) est sur [0, 7] la fonction

inverse de

o = [ 3 () ®

i gt N
B(t) = U(((t)) est un mouvement brownien sur [0, (U)(¢)[ 7 < +o00 impliquerait
lim B(t) =limU(t) = —
ity B = Hmu(t) = oo

ci qui est impossible si B(t) est un Mouvement brownien. Par conséquent 7 = +o0 ps. [
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CONCLUSION

La théorie des matrices aléatoires, initialement introduite par Wigner dans le
contexte de la physique nucléaire, elle est devenue et reste aujourd’hui encore un domaine
de recherche tres actif aussi bien en mathématiques, en physique...etc.

Pendant notre travail, nous avons étudie les lois de probabilités dans les ensembles (G.O.E),
(G.0.U) et I’ensemble de Wishart dans chaque cas nous avons expliciter les formules des
densités des ces matrices et des valeurs propres. On peut également donne les équations
différentielles stochastique des valeurs propres et des vecteurs propres pour un proces-
sus de Wishart défini a I'aide d’'un mouvement Brownien matriciel par la technique de

perturbation et la formule d’intégration par parties matricielle.
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