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NOTATIONS

Nous utilisons les notations suivantes tout au long de ce travail.

N
N x N

I’ensemble des entiers naturels ;

le réseau (ou plan combinatoire) ;

I'ensemble {1,2,...,n}, pour n € N;

égalité par définition ;

une partition de n, pour n € N;

la partition conjuguée de \;

une forme gauche des partitions;

la langueur de \;

la multiplicité de la part ¢ dans \;

I’ensemble de toutes les partitions de n;

I’ensemble de toutes les partitions de n, dont toutes les parts dans K ;
I’ensemble de toutes les partitions de n, dont toutes les parts dans K
telles que ces parts sont distinctes;

I'ensemble des chemins de but p = (k,n) et de source (0,0);
le cardinal de Pn];

le cardinal de Pg[n];

le cardinal de Pk «[n];

diagramme de Young;

diagramme de Young gauche;

tableau de Young;

le contenu de T';

le poid de T';

le nombre de tableaux de Young standard ;

équerre associée a une case (i, j), d'un diagramme D ;

la longueur d’'une équerre;;
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chemin dans le réseau N x N;

le mot associé au chemin ~;

une permutation de [n];

I’espace de tous les polynomes symétriques;;

I’espace des polynomes symétriques homogenes de degré k ;

la fonction symétrique mondmiale associée a la partition A ;

la fonction symétrique élémentaire de degré k ;

la fonction symétrique élémentaire associée a la partition \;

la série génératrice pour ey ;

la fonction symétrique complete de degré k ;

la fonction symétrique compléte associée a la partition \;

la série génératrice pour hy ;

la fonction symétrique somme de puissance de degré k;

la fonction symétrique somme de puissance associée a la partition \;
la série génératrice pour py ;

la fonction de Schur associée a la partition A ;

la factorielle montante de x d’ordre n;

la factorielle montante de x, de coefficient o et d’ordre n ;

la factorielle descendante de x d’ordre n;

la factorielle descendante de x, de cofficient o et d’ordre n ;

le nombre d’arrangement de [k] dans [n];

l'orbite de ¢ € [n] pour une permutation ;

coefficient binomial ﬁlk), ;
coefficient multbinomial k,(nnilk), ;
coefficient bi*nomial ;

nombre de Stirling de premiere espece non-signé;
nombre de Stirling de premiere espéce signé ;

nombre de Stirling de deuxieme espece ;

nombre de Lah ;

I'ensembles des toutes les G-partitions partielles de [n];
réseau de Dowling ;

polynome caractéristique du réseau de Dowling ;
nombre de Whitney de premiere espece ;

nombre de Whitney de deuxieme espece ;

g-analogue d’un entier n;

g-factorielle d'un entier n ;

g-factorielle montante ;

g-factorielle descendante ;
|

Le coefficient g-binomial : ﬁ ;

Le coefficient g-bi*nomial ;




nombre ¢-Stirling de premiere espece;;

nombre ¢-Stirling de deuxieme espece;;

nombre ¢g-Whitney de premiere espece;;

nombre g-Whitney de deuxieme espece;;

la fonction symétrique élémentaire généralisée ;

la fonction symétrique complete généralisée ;

la fonction symétrique somme de puissace généralisée ;
le poids de pavage T';

partie entiere inférieure de x.




TABLE DES MATIERES

Introduction

1 Partition d’entier et Fonctions symétriques
1.1  Partition d’entier et tableau de Young . . . . . . . . .. ... ... ...
1.1.1 Enumération des partitions . . . . . . . ... .
1.1.2  Série génératrice . . . . . ...
1.1.3 Diagramme de Young . . . . . . . . .. ...
1.1.4 Tableaude Young . . . . . . . . . . . ...
1.1.5 Formule des équerres . . . . . . . . ...
1.2 Cheminsderéseau N x N . . . ... ... . oo
1.3 Fonctions symétriques . . . . . . . ..o
1.3.1 Fonctions symétriques monoémiales . . . . . . . .. .. .. ... ..
1.3.2  Fonctions symétriques élémentaires . . . . . . . . . .. .. ...
1.3.3 Fonctions symétriques completes . . . . .. ... .. ... ... ..
1.3.4 Fonctions symétriques somme des puissances . . . . . . . . . .. ..

1.3.5 Fonction de Schur . . . . . . . . . . . ..

2 Suites remarquables et leur analogue

vi

10

11

12

13

13

15

18

23

26



TABLE DES MATIERES vii

2.1 Comptage et dénombrement . . . . . . . . ... ... 26
2.1.1 Définitions et outils de bases . . . . . . .. ... 26
2.1.2  Coefficients binomiaux . . . . . . . . ... ... L. 29
2.1.3  Coefficients multinomiaux . . . . . . .. .. .. ... ... ... .. 30

2.2 Suites remarquables . . . . . ..o 31
2.2.1 Les nombres de Stirling . . . . . ... ... 31
2.2.2 LesnombresdeLah . . . .. ... ... ... ... ... 38
2.2.3 Les nombres de Whitney du réseau de Dowling . . . . . . ... .. 41

2.3 g-Analogues des suites remarquables . . . . .. ... 44
2.3.1 Coefficients ¢g-binomiaux . . . . . . . .. .. ... L. 44
2.3.2  Les nombres ¢-Stirling . . . . .. .. ... 46
2.3.3 Les nombres ¢-Whitney . . . . ... ... 0oL 49

3 Une généralisation des fonctions symétriques classiques 51

3.1 Fonctions symétriques généralisées . . . . . . . . . . . ... ... ... ... 51

3.2 Les fonctions symétriques généralisées en termes des fonctions symétriques
classiques . . . .. L 60

3.3 Les interprétations combinatoires des fonctions symétriques généralisées . . 66

3.4 Applications . . . . ... 69
3.4.1 Coefficients bi*nomiaux . . . . . . . . .. ... L. 69

3.4.2 Coefficients ¢-bi*nomiaux . . . . . . . .. ... L. 71




1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

2.1

2.2

3.1

3.2

3.3

3.4

TABLE DES FIGURES

Diagramme de Young et Diagramme de Ferrer associés a la partition A =

(4,4,2)1). o oo 7
Diagramme de Young conjugué de A = (4,4,2,1). . . ... ... ... ... 7
Diagramme de Young de A\ = (4,3,2,1) et son diagramme transposé. . . . 8

Diagramme de Young associé a A = (5,4,3,2) et Diagramme de Young

associé a = (4,2,1). . . . .. 9
Diagramme de Young associé a la forme gauche (5,4,3,2)\ (4,2,1). . ... 9

Tableau de Young semi-standard associé a la partition A = (4,4,2,1) a

valeurs dans [11]. . . . . .. oL 10
Leréseau N X N. . . .. .. oo 11
Un chemin allant de (0,0) & (9,4).. . . . . . . .. ... . .. 12
Une 3-permutation de [8]. . . . . . .. ... 28
Triangle de Pascal . . . . . . . . . . . o 30
Les six chemins de (0,0) a (4, 2) associés a Ef)(?)). ............. 66
Les quatre chemins de u a v associés a H§2)(3). ............... 68
Un pavage du poids et son chemin de réseau associé. . . . . ... .. ... 68
Les quatre pavages associés a H§2)(3) ...................... 69

viil



Table des figures

ix

3.5 Les six chemins du réseau de (0,0) a (4,2). L’exposant de ¢ dans le poids
de chaque chemin est donné par le comptage du nombre des cases qui sont

en dessous et a droite des chemins. . . . . . . ... L.




2.1

2.2

2.3

2.4

2.5

2.6

3.1

LISTE DES TABLEAUX

Les nombres de Stirling de premiére espéce non-signés. . . . . . . . . . .. 32
Les nombres de Stirling de deuxieme espece. . . . . . . ... ... L. 36
Les nombres de Lah. . . . . . . .. .. ... .o 39
Table des valeurs de m ............................. 45
q
Table des premieres valeurs de ¢ (n, k). . . . . . .. ... L. A7
Table des premieres valeurs de S,(n, k). . . . . . . . ... L. 48
Triangle des coefficients bitrinomiaux (2)2 ................... 70



INTRODUCTION

Un des blocs fondateurs des fonctions symétriques moderne fut 'introduction en 1995
(voir [15]). Dans la théorie des fonctions symétriques, on opére avec un grand nombre de
variables indéterminées, et sont liées de pres au groupe symétrique S, qui est le groupe
des permutations de {1,2,...,n}. Les fonctions symétriques se situent dans le domaine de
lq combinatoire ou la motivation principale est le calcul de certaines identités issues des

mathématiques discretes ou de la physique, a I'aide des objets combinatoire.

La combinatoire énumérative est la branche qui s’intéresse au structures discretes, et
en particulier elle étudie les configurations de collections finies d’objets, les combinaisons

d’ensembles finis et leurs dénombrements, voir par exemple [5, 9].

Ce mémoire est situé a l'intersection de la combinatoire et la théorie des fonctions
symétriques. L’intersection entre les fonctions symétriques et la combinatoire est a double
sens. D’une part, les résultats de nombreux problémes d’énumération s’expriment sous
forme de développement de fonction symétrique dans une base judicieuse. D’autre part,
des problemes difficile d’algebre nécessitent le calcul de semblables plus en détail, nous
allons voir que les bases des fonctions symétriques sont naturellement indexées par les

partitions d’entiers.

L’objectif de ce mémoire, est de faire un survey sur une extension des fonctions symé-
triques classiques : la fonction symétrique élémentaire, complete et somme de puissance.
En particulier, savoir la généralisation de certaines relations classiques, et I’étude de I'in-
terprétation combinatoire de ces fonctions symétriques généralisées (les travaux de Ahmia
et Merca dans [2], et de Bazeniar et al. dans [3]).

En fait, la fonction symétrique élémentaire généralisée E,gs) a d’abord été suggérée
par Bazeniar et al. [3]. Fu et Mei [11], Grinderg [13] ont indépendamment introduit la

fonction symétrique généralisée E,gs). Grinderg a noté cette fonction par G(s, k) et appelée
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et Ua

la fonction symétrique de Petrie pendant que Fu et Mei utilisaient la notation hf]

référée comme une fonction symétrique homogene tronquée.
Ce mémoire est réparti sur trois chapitres.

Le premier chapitre, regroupe les notions des partitions d’entiers, le tableau de Young,
les chemins dans un réseau N x N pour coder des structures combinatoires, ainsi les

fonctions symétriques classique et la relation entre eux.

Un deuxieme chapitre introductif des concepts et notions de base de la combinatoire
énumérative. Nous rappelons quelques outils et techniques de comptage combinatoire
tels les combinaisons, les permutations, les arrangements, les listes,.... Nous présenterons
certaines suites remarquables liées aux fonctions symétriques élémentaire et complete, et

on étudie le g-analogue de ces suites.

Au dernier chapitre, nous considérons une généralisation des fonctions symétriques élé-
mentaire et complete a partir de leurs fonctions génératrices, on généralise certaines rela-
tions classiques impliquant des fonctions symétriques (élémentaire, compléte et somme de

) peuvent étre

puissance). On montre que les fonctions symétriques généralisées E,gs) et H ,ﬁs
exprimées en termes des fonctions symétriques classiques, et nous considérons quelques
interprétations combinatoire pour ces fonctions symétriques. Comme application, on utili-
sons la fonction symétrique élémentaire généralisée pour interpréter les coefficients bi*nomiaux
et leurs analogues par les chemins de réseau, motivés par cette interprétation on montre

la relation de symétrie pour les coefficients ¢g-bi*nomaux.




CHAPITRE 1

PARTITION D’ENTIER ET FONCTIONS
SYMETRIQUES

Nous commengons ce mémoire par ce chapitre dans lequel on présente quelques défini-
tions de partitions d’entiers, tableau de Young, et chemin de réseau. Ensuite nous exposons
certains éléments de base de la théorie des fonctions symétriques, en fait avec I'introduc-
tion de la fonction de Schur, et son interprétation combinatoire. Pour plus d’informations
voir [1, 5, 10, 15, 20, 22].

1.1 Partition d’entier et tableau de Young

Définition 1.1.1. Soit n € N, une partition de n est une suite décroissante finie d’entiers
positif notée par X = (A1, Mg, ..., \) vérifiant :
A=A >l = Ay,
k

=0

0l A1, Ao, ..., \p sont les parts de .

On appelle la longueur de A le nombre des parts de A notée par [(\) = k. Si A est une

partition de n, on écrit A 4 n.

Définition 1.1.2. Si A a m; parts de taille i, on écrit encore \ par A\ = 11272 .nm",

avec m; est la multiplicité de la parts i dans X\, donc :
m; = m;(A\) = card{j, \; = i}.

3
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On désigne par P[n] I'ensemble de toutes les partitions de n et on a :

Pl0] = {0},
Pl1] = {1},
P2] = {2, 11},
P[3] = {3,21, 111},
Pl4] ={4,31,22,211, 1111},
P[5] = {5,41,32,311,221,2111, 11111},
On note p(n) le nombre des partitions de n, et on a les premiéres valeurs de n données
par :

n (012345 6 7 8 9 10 11 12 13
pm) |1 1 2 3 5 7 11 15 22 30 42 56 77 101

1.1.1 Enumération des partitions

Définition 1.1.3. Soit K un sous ensemble de N*, pour chaque p(n) on considére [’en-
semble P[n] des partitions de n dont toutes les parts sont dans K. Le cardinal de Pg[n]

noté par px(n).

Exemple 1.1.1. On choisit I égal au sous-ensemble des entiers impairs :

I={2k+1/k € N}.

Prlt] = {1},

Pr(2] = {11},

Pi[3] = {3, 111},

Prl4] = {31,1111},

Prl5] = {5,311, 11111},
[6] = {

Remarque 1.1.1. 1. On considére aussi l'ensemble Px [n], de toutes les partitions
de n, dont toutes les parts dans K telles que ces parts sont distinctes.

On note alors pi +(n) le nombre des éléments de cet ensemble.

2. Dans le cas K = N*, on trouve Ax[n], Uensemble des toutes les partitions de n,
telles que les parts des partitions sont distinctes.

On note px(n) le cardinal de cet ensemble.
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1.1.2 Série génératrice

A chacune famille des partitions on associe une série génératrice :

1). P(z) = nijop(n)z" (toutes les partitions).

2). Pr(z) = nio pr(n)z" (parts dans K).

3). Pi(z) = né) px(n)z" (parts distinctes).

4). Pr2(z) = nijopK,#(n)z” (parts distinctes dans K).

Théoreme 1.1.1. Soit K C N*, alors on a
1
Pe(z) =1l 7= Prz() = [T +25).

keK keK

Preuve. Soit K = {ky, k2, ...}, alors
1).

H 1_Zk; :(1+Zk1+22k1—i-...)'(l_'_zkl+Z2k1_|_...>...
keK
= Z anklzn2k2 ...
Zni<oo
= pr(n)z".
n>0

les x™*i signifient qu’on a pris n; fois une part de taille ;.

2). On montre la seconde formule de fagon similaire. Dans le développement du produit
[Teex (1 + 2%), on prend 2* dans le facteur (1 + z*) si la part k apparait dans la
partition, sinon on prend le 1. On a donc au plus une part de chacune des tailles

apparaissant dans K.

Dans le cas K = N*, on trouve le résultat suivant.

Corollaire 1.1.1. On a,

P(z) = H 1k Pi(z) = H(l + 2F).

k>1 k>1

Proposition 1.1.1. L’énumération des partitions en parts impaires et [’énumération des

partitions en parts distinctes sont égauz, c’est a dire py(n) = px(n).
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Preuve. On peut les démontrer par le calcul suivant sur les séries génératrices.

i)p;a(Z)Z" =(1+2)(1+ 221+ 21 +2")

1—22\ [1—=2%\ [1—25) [1-28
:<1—z> (1—22> <l—z3> <l—z4>”'
1
=)= 1=
1 1 1
1—21—231—25

= ipl(z)z”.

D’ou par identification, on trouve

pi(n) = pz(n).

1.1.3 Diagramme de Young

Définition 1.1.4. Un diagramme est un sous-ensemble fini D = {(i1,71), .-, (in, Jn)} de
N* x N*. Les éléments de D sont appelés les cases de D. Une case (i,7) d’un diagramme

correspond a un carré unitaire dans le plan N* x N*,

Définition 1.1.5.

1). On appelle diagramme de Young de taille n associé a une partition de n, le dia-
gramme de l(\) lignes ayant \; cases cadrées a gauche dans la i-éme ligne. On peut
écrire :

YA ={(,j) e Nx N, 1<i<I(Net1<j <N} (1.1)

2). Si les points sont utilisés d la place des cases, alors le diagramme obtenu s’appelle

diagramme de Ferrer.

Exemple 1.1.2. Soit A\ = (4,4,2,1) une partition de 11, avec l(\) = 4, on a son dia-

gramme de Young et de Ferrer :

Y(A) ={(1,1),(1,2),(1,3), (1,4),(2,1),(2,2),(2,3),(2,4), (3,1), (3,2), (4, 1)}
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° ° ° °
° ° ° °
° °
°
(a) Diagramme de (b) Diagramme
Young. de Ferrer.

FIGURE 1.1 — Diagramme de Young et Diagramme de Ferrer associés a la partition \ =
(4,4,2,1).

Définition 1.1.6. Soit A = (A1, ..., \,) une partition. On définit la partition conjuguée N
par
N, = card{j,\; = i}.
En fait, la partition conjuguée a notation multiplicative,

1AM—A29A2=As (k‘ _ 1)>\k—1—)\kk>\k_

Graphiquement, la partition conjuguée X' d’une partition est la partition dont le dia-
gramme est la transposition du diagramme de \ (i.e le diagramme obtenu par réflexion

dans la diagonal principale), et on définit le diagramme conjugué :

Y(X) =A{0,4), (0,5) € YV} (1.2)

Exemple 1.1.3. Soit la partition X = (4,4,2, 1), avec le diagramme de Young de la figure

1.1, dont le diagramme transposé suivant :

FIGURE 1.2 — Diagramme de Young conjugué de A = (4,4,2,1).

Selon la Figure 1.2 la partition conjuguée de A\ = (4,4,2,1) est la partition N =
(4,3,2,2).

Définition 1.1.7. Une partition )\ est dite autoconjuguée, si le transposé de son dia-

gramme de Young est le diagramme lui méme.

Exemple 1.1.4. La partition A = (4,3,2,1) est une partition autoconjuguée.
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FIGURE 1.3 — Diagramme de Young de A = (4, 3,2, 1) et son diagramme transposé.

Ordres partielles sur les partitions

L’ensemble des partitions admet trois ordres partiels.

— Ordre d’inclusion : Une partition p est contenue dans une partition A, si le
diagramme de Young de la partition A contient le diagramme de Young de la
partition p. Cela signifie que si A = (A1, Ao, -+ ) et u = (pq, pto, - - - ) alors A; = p;.
On note par C l'ordre d’inclusion sur les partitions.

— Ordre de dominance : On dit qu’une partition A domine une partition pu, si
A+ A < g+ -+ g On écrit A < p lorsque A domine p.

— Ordre lexicographique : On écrit A < p sila premiere différence non nulle p; — \;

est positive.

Définition 1.1.8. Une forme gauche est un couple (X, p) de partitions tel que p C A
notée par A\ u. Le diagramme gauche d’une forme gauche est la différence ensembliste

des diagrammes de Young de X et de u, et on écrit :

YA\ ) = {0,5), (i, 5) € Y(N)et (i,7) ¢ Y (1)} (1.3)

Remarque 1.1.2. On peut étendre la définition de la transposition da des formes gauches

par :

YA\ w)) =A{0,4), (i,4) € Y(Met (i) ¢ Y ()} (1.4)

Exemple 1.1.5. Soient A = (5,4,3,2), u = (4,2,1) deux partitions, alors on peut repré-

senter le diagramme de la forme gauche (5,4,3,2)\ (4,2,1) comme suit :
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(a) Diagramme de Young (b) Diagramme de

associé a . Young associé a .

FIGURE 1.4 — Diagramme de Young associé & A = (5,4, 3,2) et Diagramme de Young
associé a p = (4,2,1).

FIGURE 1.5 — Diagramme de Young associé a la forme gauche (5,4,3,2) \ (4,2,1).

1.1.4 Tableau de Young

Définition 1.1.9. Un tableau de Young d’une partition A d valeurs dans [n] est une

fonction
T:Y(X\) — [n],

(i,5) = T(i,j) = Ti.

Un tableau de Young est construit a partir du diagramme de Young tel que ses cases

sont remplies avec des éléments de l’ensemble [n|, il est indexé par :
T={T(i,j),1 <i <IN, 1<j <A} (1.5)

Définition 1.1.10.  1). Un tableau de Young est dit semi-standard, si les nombres
placés dans ses cases sont en ordre croissant pour chaque ligne, et strictement

croissant pour chaque colonne, c’est a dire :
T(,j)<T@+1,j) et T(,j)<T(@j+1).

2). Un tableau de Young est dit standard, s’il est semi-standard et chaque élément de

[n] apparait exactement une fois dans le tableau.
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Définition 1.1.11. 1). Soit T un tableau de Young, on définit le contenu ¢ de T par :
oT)=1m2m2. .. (1.6)

ot les m; sont les multiplicités de 'entier i dans T.

2). Soit T un tableau de Young, on appelle poids de T et on note x* le monéme dont

l’exposant de x; est égale ou nombre d’occurrence de [’entier dans T.

ol =l (1.7)

Exemple 1.1.6. Soit A = (4,4,2,1) une partition de 11, alors le tableau de Young semi-

standard associé 4 \ a valeur dans [11] est

112 (3 1|6
31414 |8
SN )
T1:9

FIGURE 1.6 — Tableau de Young semi-standard associé a la partition A = (4,4,2,1) a

valeurs dans [11].

Définition 1.1.12. Un tableau de Young gauche est obtenu en remplissant les cases du

diagramme gauche correspondent.

1.1.5 Formule des équerres

Il existe une méthode tres simple pour calculer le nombre des tableaux de Young

standard notée par f*.

Définition 1.1.13. On appelle équerre associée a une case (i,7) l'ensemble notée par
H, ;, qui contient la case (i,7) ainsi que les cases du diagramme qui se trouve en dessous

ou a droite de la case (i,7). On écrit alors :

Hij=A{(i,7),j" =2 i} U{({@,j),7 > i}. (1.8)

On désigne par h;; la longueur de l’équerre partante de la case (i,j), c’est a dire
hij = Hy;].

Théoréme 1.1.2. [19] Soit n € N et \ une partition de n a k parts, alors le nombre des

tableaux de Young standard de \ noté par f* est donné par :
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1). Formule de Frome-Robinson-Thralle :

n!

= . 1.9
[1i; hi; (19)
ot le produit porte sur toutes les cases du diagramme de Younyg.

2). Formule de déterminant :

1
A=l ———|. 1.10
Pl (1.10)

ot le déterminant est de type k X k, et % =0sir<0.

1.2 Chemins de réseau N x N

Définition 1.2.1. Le réseau (ou plan combinatoire) N x N est l’ensemble des points a

coordonnées entiéres positives (ou nulles) du plan cartésien, comme illustré d la Figure
1.7.

(0,0) I

FIGURE 1.7 — Le réseau N x N.

Définition 1.2.2. Un chemin v dans le réseau N x N est une suite

Y= (p17p27 "'Jpn)u

des points p; = (z;,v;) dans N x N, avec

Di + (1,0)
Pit1 =
Di + (O’ 1)’

pour 0 <1 < n—1. Le point py est la source du chemin, et le point p, est son but.

On dénote simplement par Py, I'ensemble des chemins de but p = (k,n) et de source

(0,0).

On dit que le chemin est de longueur n. Autrement dit, il est constitué de n pas,
chacun allant du point p; au point p;.;.
Si pit1 = pi + (1,0) on dit qu’on a un pas horizontal.

Si pir1 = pi + (0,1) on dit qu'on a un pas vertical.
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Exemple 1.2.1. Figure 1.8 donne [’illustration d’un chemin de longueur 13 allant de
(0,0) d (9,4).

‘EE).-I}

(0,0) N

FIGURE 1.8 — Un chemin allant de (0,0) a (9,4).

Les chemins dans Py ,, sont ceux qui contiennent & pas horizontaux et n pas verticaux.
En général, un chemin est donc une suite de pas verticaux et de pas horizontaux. On peut
le coder sous la forme d’un mot sur I'alphabet {x,y} avec z dénotant un pas horizontal,
et y un pas vertical. Plus explicitement, le mot associé au chemin v = (py, pa, ..., pn) est

le mot w(y) = wowy -+ - wp_1, obtenu en posant

x st (pi,piv1) estun pas horisontal,
Ww; =
y st (pi,piv1) estun pasvertical.

Ainsi le chemin de la Figure 1.8 correspond au mot xyyrxryyrrrar.

1.3 Fonctions symétriques

Définition 1.3.1. Soit Z[xy, xs, ..., x,] Uanneau des polynémmes en n variables indeter-
minées a coefficients entiers. Un polynomme de cet anneau est dit symétrique, si pour tout

permutation o de {1,2,...,n} on a :

of(x1,.20) = [(Toq), ooy Tom)) = f(21, -0, Tn)- (1.11)

On dénote A, le sous-anneau de Z|xy, T2, ..., ], formé de tous les polyndomes symétriques,
et pour tout k > 0 soit A* ensemble de tous les polynomes homogénes symétriques de

degré k, y compris le polynome nul. On a alors :

Ay =P AL (1.12)

k>0

L’espace A® des polynomes symétriques homogénes de degré k, admet comme base les

familles des fonctions symétriques classique.
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1.3.1 Fonctions symétriques mondémiales

Définition 1.3.2. Soit A = (A1, \a, ..., A\x) une partition de m. La fonction fonction sy-

métrique monomiale correspondante est
ma(n) := my(xy, 2, ..., Tp) :Zx?11~--xl’-\:, (1.13)

ot la somme est pour toutes les permutations distinctes des entrées de la partition.

1.3.2 Fonctions symétriques élémentaires

Définition 1.3.3. Soit k € N*, on appelle fonction symétrique élémentaire ex(n), la

fonction définie par

er(n) = ep(xy, ..., zp) = > Tiy Ty - Ty, = Myary(n), (1.14)

1<i1<io<...<ip<n

avec : eg(n) =1, et ex(n) =0 si k >n ou k <O0.
Pour toute partition X = (A1, Aa, ..., \i) d’un entier positif, on définit ex(n) par
ex(n) = ey (n)ex,(n) - - ey, (n), (1.15)
si \ s’écrit sous la forme multiplicative A = 1"™12™2 ... " alors ey(n) = e/ (n)ey?(n) - - -
Exemple 1.3.1. Pour k=3, n=4 on a
e3(x1, g, T3, T4) = T1T2x3 + T1XoTa + T1T3Ly4 + ToT3T4.

Chaque monome de cette fonction peut étre représenté dans un tableau de Young semi-

standard comme suit

3 4 4 4

2 2 3 3

1 1 1 2
T1X2X3 T1T2T4 T1X3T4 ToX3T4

Cas particulier

On peut montrer d’'une autre fagcon qu'une fonction symétrique est élémentaire, s’il

est possible de I’écrire sous la forme d’un polynéme de degré n, c’est a dire

(x —z1)(x —29) -+ (¥ — ) =0,
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a n racines réelles ou complexes x1, T, ..., x,. Si on développe le membre de gauche, on
trouve :

" — e 2" epr™ % — e3P 4 -+ (—1)", = 0,

ou e; sont des polynémes en fonction des x; qui représentent des fonctions symétriques

élémentaires.

Proposition 1.3.1. Soit k > 0, alors on a

ex(n) =ex(n —1) + zpep_1(n —1). (1.16)
Preuve. On a
ex(n —1) + apep1(n —1) = > TiyTi * ** T, + Tn ) Tiy Liy =~ * Ty,
1<ii<io<...<ip<n—1 1<i1<io<...<ip_1<n—1
—= Z x’ilxiz e xik _|_ Z ':Eill'iz PP %‘k_ll'n
1<i1 << .. <ty <n—1 1<i1<19<... <l _1<n—1
= Z Ty Lo =+ * Ty, + Z LiyLig ** Ty Tn
1<i1<i2<... <l 1<t <n 1<i1<i2<...<tp_1<n

= Z Tiy iy« * Ty,

1<i1<io<.. . <ip_1<ip<n

= ex(n).

Proposition 1.3.2. La série génératrice pour eg(n) est

n

E(t) = ep(n)th = T (1 + z:). (1.17)

k>0 =1

Preuve. Montrons par récurrence sur n.
Pour n=2on a:

f[(l +a;t) = (1 + 21t) (1 + wot)

=1+ (21 + 22)t + T, 791>
= 60(2) + e1 (Q)t -+ €2(2)t2

= i 6k(2)tk.

k>0

Supposons que la propriété est vraie pour n

n

et = TJ(1+ a4t),

k>0 i=1
et montrons que la propriété est vraie pour n + 1

n+1

dep(n+ 1)t = T+ i)

k>0 i=1
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On a

n+1

[+ i)

i=1

|

s
I
—

(14 2it) (1 + zppat)

er(n)t* (1 + zpi1t)

x>
WV
[=}

ek(”)tk + Tpy1 Z €k(n)tk+l
k>0

ex(n)t" + 21 Y e (n)t
k>0

(ex(n) 4 Tnyrep_1(n))t*

Il I
x> x>
WV Vv
o [=}

x>
WV
[=}

ex(n + 1)tg.

x>
WV
=}

La preuve est complete. [

1.3.3 Fonctions symétriques completes

Définition 1.3.4. Soit k € N*, on appelle fonction symétrique compléte hy(n), la fonction
définie par

hi(n) == hg(xy, ..., Tp) = Z my = Z Tiy Ty -+ - iy (1.18)

A=k 1<i1 <2 <. <ip<n
ot : ho(n) =1, hi(n) =e1(n) et hg(n) =0 si k <O0.
Pour toute partition X = (A1, A, ..., \iy) d’un entier positif, on définit hy(n) par
ha(n) = hy, (n)hy,(n) - -~ hy, (n), (1.19)
si \ s’écrit sous la forme multiplicative A = 1"12™2 ... " alors hy(n) = h{" (n)h3?(n) - - -
Exemple 1.3.2. Pour k=3, n=2 on a
hy(z1, 29) = x5 + 2iT9 + 2175 + 75,

Chaque monome de cette fonction peut étre représenté dans un tableau de Young comme

suit

12121 T1X1T2 T1X2X2 XoX2T9

Proposition 1.3.3. Soit k € N* |, on a

hi(n) = he(n — 1) + z hg_1(n). (1.20)
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Preuve. On a :

hk(n — 1) + xnhk,l(n) = E TiyTiy *** Ty, + Ty E : LiyLig =+ Tiy_4

1<i1 <9< < <n—1 1<y <ie << 1<

- E Lijy Ly * Ly, + L1 Ly L1 Tn
1<iy <ig < i <n—1 1<ig <o <. .<ig—1<n

= L1 Lig T, + Tjy Tiy Lip_1Tn
1< <o < Sip— 1< <n. 1< <ie<..<ig— 1<

= l‘ilxiz .Tik
1< << i1 < <N

= hy(n)

Proposition 1.3.4. La série génératrice pour hy(n) est

n

H(t) =Y he(n)t" = J[(1 — zit)~". (1.21)

k=0 i=1
Preuve. Montrons par récurrence sur n. Pour n =2 on a :

> hi(2)tF = ho(2) + ha(2)t + ha(2) + - - -

k>0
=1+ (21 + z2)t + (2] + 2120 + 23> + - -
=(l+azt+a3+ )L +at +a3t’+-+)

= (Z(%t)k) (Z(ﬂf?t)k)

k>0 k>0
1

1

H?:l(l — xt)

Supposons que la propriété est vraie pour n

n

Z hy(n)t* = H(l —xit)7h

k>0 i=1

et montrons que la propriété est vraie pour n + 1

n+1
S hi(n+ 1)t = J[ (1 —at) "
k>0 i=1

On a
hi(n+1) = hg(n) + xp1he_1(n + 1),
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alors
> hi(n+ D)t" =3 (hi(n) + zprhe—i(n+ 1))t
k=0 k>0
—th t +xn+12hk1n+1)
k>0 £>0
= he()t" + 21 > b (n+ 1)
k>0 E>1
= Z hk t + Tt Z hk n + 1)tk+1
k>0 E>0
=" hy(n)tF + o1t > hy(n+ 1),
k>0 k>0
donc

Z hi(n + 1)tk - xnﬂtz hi(n + 1)tk = H(l —xit)7

k>0 k>0 i=1

ce qui équivalent a

S i+ 1tk = M=) :
k>0 (1 - CUn—i—lt)
n+1
= H (1 — .Tit)_l
i=1
D’ou le résultat. [ |

Les liens entre les fonctions symétriques élémentaires et completes sont donnés dans

la proposition suivante.

Proposition 1.3.5. ).

H)E(—t) = 1. (1.22)
2). Pour tout k > 1, on a
k
> (=D ey, = 0. (1.23)
r=0

Preuve. 1). Par la proposition 1.3.2 et la proposition 1.3.4.
2). On a

On pose k = j + r, on obtient

H Z Z erhkrk

k>0 k=j+r

k
= Z Z(—l)’”eThk,rtk

k>07r=0
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D’autre part, on a

H(t)E(-t) = 1.
Par identification, on trouve
k
Z(—l)kerhk,r =0, pour k > 1.
r=0
[ |
Théoréme 1.3.1. [17] Soit {a,}n>0 et {bn}nso deuz suites tel que
Y (=) *arbn_r, = o, (1.24)

k>0

ol 0, est le symbole de Kronecker défini comme suit :

1 n=k,

671,](2:
0 n#k.

Alors
t tn
D (tl ot t”) <b1> L (bn) . (1.25)
a0 ¢+ 2tg+tntn=n byl bo bo
et
bi = Z (—1)"+t1+t2+---+tn (tl +o Tt t") (al>t1 ... <a">tn ) (1.26)
bo t1+2to+--+ntp=n b,y tn Qo

ou

tid )\ ()]
ti, ey tn ti!l-t,!

Corollaire 1.3.1. Soit k,n deux entiers positifs, les fonctions symétriques ex(n) et hy(n)

sont liées par

ek = Yo (St <t1 Tt t’f) Bt Rl (1.27)
t14+ 2o+ +kty=k LSRR 72
et
he= > (SD)FTTEEL (tl ot tk>e§1 ek, (1.28)
b1+ 2yt +hty =k t1, .o Tk

1.3.4 Fonctions symétriques somme des puissances

Définition 1.3.5. Soit k € N*, on appelle fonction symétrique somme de puissance p(n),

la fonction définie par

pe(n) = pi(z, .y zn) = Y af =my(n). (1.29)




1.3. Fonctions symétriques 19

Pour toute partition X = (A1, Aa, ..., \i) d4un entier positif, on définit
pa(n) = px, (n)pay(n) - pa (1), (1.30)
st \ s’écrit sous la forme multiplicative A = 1"12™2 ... " alors py(n) = pi" (n)py?(n) - - -

Proposition 1.3.6. [15] La série génératrice de la fonction symétrique pr(n) est

re1_ (1)
k;p n)t = Hi (1.31)
De plus, on a ®
E'(t
P(—t) = E) (1.32)

Preuve. On a

=3 pi(n) )k = fotk—l -3 gtk

k>1 k>114>1 =21 k>1
1
=Zwi2<wit>’“ =2 -y
i>1 k>1 i>1 1_ it i>1 dt —x;t
d
—l = —logH(t
_ H’( )
CH(t)

et on a aussi

) = S (0 = Y = 3 o1+

k>1 i1 z>1

Z log(1+ z;t) = ;ilog IT (1 + 2t) = jtlogE(t)

dt i>1 =1
_ E(1)
CE(t)

Les liens entre les fonctions symétriques élémentaires, completes, et somme de puis-

sance sont donnés par :

Proposition 1.3.7 (Formules de Newton). Soit n € N*, on a

1).

= prhn_k. (1.33)
k=1
ne, = Z(—l)’"’lpken,k. (1.34)
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3).

n n

Po = (1) kephpr = > (—1)" Fkhyen_y. (1.35)

k=1 k=1

Preuve. 1). On écrit la relation (1.31) sous forme H'(t) = P(t)H (t)
k>1 r>0 k>1r>0 r>0k>1
On pose n =k + r, alors
POHM) =Y > prhait™ =" prhoit™ "
n>1n=k-+r n>1k=1
D’autre part on a
Pt)H() = H'(t) =Y nht"" = nh,t""
n=0 n>1
D’ou par identification

nhy, = Z Prhn—k,
k=1

2). De fagon analogue on démontre la relation (1.34) a partir d’écrire (1.32) sous forme
E'(t) = P(—t)E(t).
3). Nous commengons avec le produit

H'(t) _ E'1)

ipktk =tP(t) :tH(t) :tE(t)

k=0

En regardant la définition de E(t) et H(t), nous observons également

n

E(—t)=]](Q —at)=H(t)"".

i=1
Cela signifie que

tP(t) =tH' (t)E(—t) = tE'(—t)H(t).
En utilisant le produit de deux séries génératrices, on arrive a

n

tH' (H)E(—t) = (Z k:hktk) (Z ektk(—l)k) =Y <Z(—1)”kk‘hkenk> t"

k>0 k>0 n>0 \k=0

et

tE' (—t)E(t) = (kz kektk(—l)k_1> (kz hktk) = ZO (li(—l)’f—lkeken_Z) t".

D’ou par identification, on trouve

n n

DPn = Z(_l)k_lkekhn—k = Z(—l)"_kkhken_k
k=1 k=1
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Remarque 1.3.1. Les identités (1.23), (1.33) et (1.34) peuwvent s’exprimer comme des
relations entre déterminants.

D’abord (1.23) implique le systéme :

h1 — €1 = 0

hg—hlel—f—eg =0

hk — hk_lel + hk_geg + -+ (—1)n61 = 0.

Considérons ces identités comme un systéme de k équations et k inconnues —eq, es,

—es,...,et résolvons le systeme a aide des déterminants. On obtient la solution suivante :
hy 1 0

Do hp 1 0

h hoy hy 1 0 --
€L = 5 2 ! = d@t(h1+i_]‘), (136)

hk hk,1 . e h2 hl

avec la convention que hy, =0, si k < —1.
Par dualité, on trouve

]’Lk = d€t<61+i_]‘), (O < Z,j < TL) (137)

Pour les deux relations (1.33) et (1.34), on obtient finalement que

h1 1
2hy  hy 1
pr=(=1""3hs hy hy 1 , (1.38)
khy  hip— hy  hy
p —1
P2 p1 —2
1 -3
hy = — p3 P2 N 7 (1.39)
k!
Pk—1 Pk—2 - - D1 —n+1
P Pk—1 - P2 Y4
€1 1
262 €1 1
pr=|3e3 e e 1 ; (1.40)

kep, e€e,_1 . -+ €3 e
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et

y41 1
D2 P12

1 3

ep = — b3 P2 P . (1.41)

kN . L
Pk—1 Pk—2 - -+ p1 n—1
Pt DPk-1 - 0 D2 P

Théoréme 1.3.2 (Formule Girard-Waring). [17] Soit {an}n>0 €t {Sn}n>0 deux suites
telles que
ay 1

2@2 ay 1

(—1)n8n = 3&3 ag aj 1 (142)
na, ap-1 . e Q2 Ay
et
S1 1
S9 S1 2
3
(~)pla, =| 2 7 (1.43)
Sp-1 Sp2 . =+ S n—1
Sn Sn—1 . s So S1

alors on peut écrire ces déterminants sous forme développée, qui est la source de la formule
de Girard-Waring

tFtogd-ot, — 1)
Z (_1)t1+t2+---+tn< 1ttt ) ail . atn7 (144)

%= AN n

t1+2to++ntn=j

et
) 1 S\ /S92 S ti
o= > (—1)t1+t2+"'”]() () 22 (1.45)
’ t14+2t2++jt;=7 tl'tz' s t]' 1 2 7

Corollaire 1.3.2. On peut exprimer les fonctions symétriques somme de puissance
pr = pr(n) en termes des fonctions symétriques élémentaires e, = eg(n) (respectivement

en termes des fonctions symétriques compléte hy = hg(n)), i.e.

(—L)fthttateting (tl ity 4o+ tn) tito Lt

Pr = Z

t1+2ta+-+ntn=k

n

efte---em, 1.46
t1+t2++tn t17t2>“'7tn b ( )

P = Z

(1)t Hhtitting, (tl ity 4o+t
t 2ty bt =k 1Tl

AR >h§h§ht (1.47)
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Les identités concernant les fonctions symétriques élémentaires (respectivement complétes)

peuvent de méme étre inversées, amenant a :

1 1 t1 D2 to Dk ty
—(—1 k 1 tittottty & () <) . <) . 1.4
er, = (1) Z (=1) tlta) ) \ 1 2 k (1.48)

{142t +-+kt=k

- Yt ()G (8) e

t142to+-+ktp=k
Théoréme 1.3.3. [15] Soit A\, i deux partitions de longueur au plus égale d p, supposons

que leurs conjuguées N, u' soient de longueur au plus égale a q. Alors
det (P, —pu—iti)1<ij<p = det(ex—u—i+j)1<ij<p- (1.50)

En particulier

det(h,—i+j)1<ij<p = det(ex—ivj)i<ij<p- (1.51)

1.3.5 Fonction de Schur

Définition 1.3.6 (Définition combinatoire de la fonction de Schur).  Soit A une partition
de k telle que I(\) < n. La fonction de Schur est définie par

sx(n) := sy(r1, T2, ...y Ty) = ZxT, (1.52)
T

ot la somme est sur tous les tableaux de Young semi-standard de la partition \.

Exemple 1.3.3. Les tableaux de Young semi-standard de la partition A = (2,1) d valeurs

dans [3] sont

2 3 2 3 3 3 3

1] 1 1] 1 1] 2 1] 2 113 2| 2 213

Alors la fonction de Schur associée sera :
2 2 2 2 2 2
5(21)(3) = 122 + w3 + X521 + T X223 + XZT1 + TZX3 + LT3,

Proposition 1.3.8. [19/ La fonction de Schur est une fonction symétrique homogéne de

degré k.

Théoréme 1.3.4 (Déterminants Jacobi-Trudi ). Soit A = (A1, Mg, ..., \x) une partition.
On a

$x = |ha—ivji<ijn, (1.53)
et

Sx = |exi—ijl1<ij<m, (1.54)

oun =1\, etem=1(\N), hg=ey=1 et hy =e, =0 pourn < k.
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Preuve. Pour la preuve voir ([19]. page 158). |

Remarque 1.3.2. Si A= (k) et A= (1%), on a

say(n) = he(n) et sary(n) = ex(n).

Autre Définition de la Fonction de Schur

Définition 1.3.7. Soit A = (A1, A1, ..., \x) une partition avec |\| < n. on peut associer d

n’importe quelle partition un alternant, qui est le déterminant
aris = 20" icijens (1.55)

ot d = (n—1,n—2..1,0). En particulier, pour \ la partition zéro, nous avons le

déterminant de Vendermonde

as = |77 hcijen =[] (@i —ay). (1.56)

1<i<j<n
Théoreme 1.3.5. Soit A une partition de longueur n, alors

Ax+5

(1.57)
Qg

Sx = Sx(x1, Tay ooy ) =

Preuve. Soit e la fonction symétrique élémentaire de 1, ..., Zp_1, Tpp1, ..., Tn, €t s0it

E,(t) la série génératrice

la relation (1.22) donne
1

- 1—513']{25'

H(t)E.(—t)

Considérons alors une suite (b;)1<i<, d’entiers positifs et déterminons le coefficient de ¢

dans les deux membres de 1’équation précédente. On obtient

n—1
S (1 =t
r=0

on poser =n—7j
> by (1) el = af.
j=1

Soit F la matrice n X n dont la k-iéme ligne est donnée par

n—1_(k k) (k
(<-1> e (el el >),
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et H la matrice dont la m-iéme colonne, H ;, s’écrit

t
H,’i = (hbi—n—&-la hbi—n+27 ceey hlh) .

Alors la derniere identité peut se récrire comme le produit de matrices HE = (m%)

En prenant le déterminant de chaque membre, on obtient

[H||E| = |z

Lorsque b = §, il en résulte que |E| = |z} 77| = as, donc

b;
|y —n+jlas = |y
Avec b; = \; +n — j, cette identité devient |hy,_jti|as = arys.

D’apres Théoreme 1.3.4 | on obtient

Ax+6
as )

S\ —




CHAPITRE 2

SUITES REMARQUABLES ET LEUR
ANALOGUE

Dans ce chapitre, nous exposons quelques notions introductives a la combinatoire énu-
mérative, nous présenterons certaines suites remarquables liées aux fonctions symétriques
élémentaire et compléete, et a la fin on donne le g-analogue de ces suites. Les principales

références utilisées pour la rédaction de ce chapitre sont [6, 7, 8, 14, 16, 21, 18, 12].

2.1 Comptage et dénombrement

2.1.1 Définitions et outils de bases

Factorielle montante

Soient & un nombre réel et n un entier positif, la factorielle montante (croissante) de
x d’ordre n notée 2™, est définie par
_ zz+1)---(x+n—-1) n>0,

= (2.1)
1 n = 0.

On appelle factorielle montante de z, de coefficient o (a € N), et d’ordre n notée (z|a)™,
le polynéme
rx+a) - (z+(n—1)a) n>0,

(z]a)™ = (2.2)
1 n=20.

26
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Factorielle descendante

Soient x un nombre réel et n un entier positif, la factorielle descendante (décroissante)

de x d’ordre n notée x2, définie par
)

z(r—1)---(z—n+1) n>0,
R GRS ) 0
1 n = 0.

Et de coefficient o donnée par

(2]a)® = rz—a) - (z—(n—-1)a) n>0, (2.4)
1 n = 0.

Remarque 2.1.1. 1). On peut exprimer la factorielle montante en fonction de la fac-

torielle descendante comme suit

2). Pourx =1 dans l’équation (2.1), ou pour x = n dans (2.3), on obtient la factorielle

classique 1™ = n™ = n!.

Arrangement

Soit [n] = {1, ...,n}, on appelle arrangement de k éléments, toute suite de k éléments
distincts de [n]. Ou encore, ayant deux ensembles [k] et [n] (k < n), un arrangement est

une injection de [k] dans [n].

Le nombre d’arrangements (d’injections) de [k] dans [n] noté A, x compté par la fac-

torielle descendante, on écrit

Any = (n)E. (2.5)

Lorsque k = n le terme dédie est "permutation” (bijection).

Permutation

Soit n € N. On appelle permutation toute bijection o de [n| dans [n]. Une permutation

o, peut étre représentée par une forme matricielle

Le nombre de permutations de I'ensemble [n] est nl.
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Exemple 2.1.1. Soit la permutation og

1 2 3 45 6 7 8

o= .
38416 275
On appelle orbite de ¢ € [n] 'ensemble des images de ¢, obtenues en appliquant suc-

cessivement la permutation o sur I'élément ¢, {o?(¢), p € N}, que 'on note parfois O,.
Si I'image par la permutation o est lui méme i.e, o(t) = ¢, on dit que ¢ est un point
fixe. Dans I’exemple précédent I’élément 7 est un point fixe puisque o(7) = 7, et 'orbite
de lélément 1 est O; = {1,0(1) = 3,0%(1) = 4}. Remarquez que O; = O3 = Oy. Ces
éléments {1, 3,4} pris dans cet ordre, forment un cycle noté (1,3,4) ou chaque élément

est 'image du précédent par o (1 est I'image de 4, 3 est I'image de 1 etc.). A partir d’une

orbite a p éléments, on peut constituer (p — 1)! cycles

On peut écrire une permutation o comme un produit de cycles,
08 = (17 37 4)(27 87 57 6)(7)7

cette représentation est appelée écriture en cycles. Nous conviendrons d’appeler k-permutation

toute permutation ayant k cycles.

§ v 6 o &

ZJ

FIGURE 2.1 — Une 3-permutation de [8].

Partition et partition en listes

Une part P de [n] est un sous-ensemble non vide de [n]|. Une partition 7 de [n] est une
famille de parts Py, ..., P, disjointes, deux a deux, telles que Ule P, = [n].

Si I'union des parts n’engendre pas [n] on dit que P est une partition partielle de [n].

Exemple 2.1.2. Soit l’ensemble [3] = {1, 2,3}, les partitions de [3] sont

{23 {2333 ({L3M{2) {{2.3H1}} {{1.2,3}}.

Une liste L de [n] est un sous-ensemble non vide ordonné de [n] . Une partition en

listes de [n] est une famille de listes /1, ..., £}, disjointes deux & deux telles que U*_, ¢; = [n)].
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Exemple 2.1.3. Soit l’ensemble (3] = {1,2,3}, les partitions en listes possibles de [3]

sont :

{1123 {1132 {324y {213} {234} {[312]}
{12081y {1218y {1L3012]y {18:2]12]y {12,3](1)} {[3,2]11)}

{[1J[2][3]}

Aussi, nous conviendrons d’appeler k-partition (respectivement k-partition en listes)

toute partition de [n] en k parts (respectivement k listes).

2.1.2 Coefficients binomiaux

Soit £ un ensemble fini de cardinal n € N. On appelle combinaison de k£ € N éléments
de E toute partie de E a k éléments. On note (Z) le nombre de combinaisons de k
éléments d’un ensemble contenant n éléments. Les coefficients (Z) sont appelés coefficients

binomiaux dont la formule explicite est donnée par

n\ n! _nfﬁ
K] T Wlm—R) &

Ces coefficients apparaissent dans le développement de (z+y)"™ appelée relation du bindéme

de Newton, ou x et y sont des nombres réels ou complexe

(x+y)" = i (Z) aFynr, (2.6)

k=0

Remarque 2.1.2.  1). & est la seule partie de E a 0 éléments, donc (8) =1,

E est la seule partie de E a n éléments, donc (Z) =1
2). Si k> n, il ne peut y avoir des parties de k éléments d’un ensemble en contenant
n, donc si k > n, (Z) =0.

Proposition 2.1.1 (Formule de Pascal). Le coefficient binomial satisfait la relation

de récurrence d’ordre deux suivante :
n n—1 n—1
= + . 2.7
Preuve. Discutant le cas de la n-iéme personne : si elle est sélectionnée (choisie), il reste
a choisir £ — 1 autres personnes depuis n — 1 personnes restantes. Ainsi, nous avons (Zj)
facons de le faire. Sinon, elle n’est pas sélectionnée et donc on choisit k individus parmi

les n — 1 restants. Ce qui se fait de (”;1) facons. [ |

Proposition 2.1.2 (Formule de Vandermonde ou Chu-Vandermonde). Le coeffi-

cient binomial satisfait la relation suivante :

() =506") &
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Preuve. Soient A et B deux ensembles tel que |A| =n, |B|=m et ANB = &,
on a alors |[AU B| =n +m.

On a ("J];m) est le nombre des sous-ensembles de ’ensemble AU B a k éléments. On

choisi un certain élément j de I'’ensemble A, et les k — j éléments restants de I’ensemble
B, puis on considere toutes les situations possibles pour j = 1,...,k, on obtenons le
résultat. |

A partir de la formule de Pascal nous pouvons construire le triangle de Pascal

1 9 36 8 126 126 84 36 9 1
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

FIGURE 2.2 — Triangle de Pascal

Remarque 2.1.3. Le nombre des monomes dans la k-éme fonction symétrique élémen-

taire a n variables ex(n) est exactement le coefficient binomial (Z)

Ainsi

en(1,1,.,1) = (:) (2.9)

nfois

Remarque 2.1.4. Le nombre des monomes dans la k-éme fonction symétrique compléte

d n variables hi(n) est exactement le coefficient binomial (”Hlj_l).
Ainsi _—
n+K—
hi(1,1,...,1) = . 2.10
ey = (T 210)
nfois

2.1.3 Coefficients multinomiaux

Soient n € N, et ky, ko, ...,k € N tel que k1 + ko + - - - ky = n, le coefficient multinomial

(k1 k: kt> est le nombre de partitions ordonnées d’un ensemble de taille n en t sous




2.2. Suites remarquables 31

ensembles S, 5,,...,.5; de tailles respectives ki, ko, ..., k;, dont la formule explicite est

donnée par

n n!
T AR 2.11
<k1ak2a"'7kt> kl'kg'kt' ( )

Ces coefficients apparaissent dans le développement de (x14x2+- - -+x;)"™ appelée formule
du multinéme de Newton

n
e AP S (RPN T S
ki4kot--ki=n 1y 2y -eey vt

ou 1, T, ..., xy sont des nombres réels ou complexe.

2.2 Suites remarquables

2.2.1 Les nombres de Stirling

Nous les trouvons sous différentes notations, les plus courantes sont ¢(n, k) pour les
nombres de Stirling non-signés, s(n, k) pour les nombres de Stirling signés et S(n, k) pour

la deuxiéme espece.

Les nombres de Stirling de premieéere espece

Définition 2.2.1. Les nombres de Stirling de premiére espéce (non-signés) c(n, k) comptent
le nombre de k-permutations de [n]. Ils apparaissent comme coefficients du développement

de la factorielle montante (x)"

n

()" =" c(n, k). (2.13)

k=0
Les nombres de Stirling de premiere espéce signés sont liés au développement de la facto-

rielle descendante (x)™

n

()2 =" s(n, k)z". (2.14)

k=0
Remarque 2.2.1. Les nombres de Stirling de premiére espéce signés et non-signés sont

ltés par la relation suivante :
s(n, k) = (=1)"c(n, k). (2.15)

Propriétés 2.2.1. 1). Les nombres de Stirling de premiére espéce non-signés ont une

relation de récurrence triangulaire d’ordre deux
cnyk)=cln—1,k=1)+ (n—De(n — 1, k), (2.16)

avec ¢(n, k) =0 pour n < k, ¢(n,0) = d,0.
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2). Ils satisfont aussi une relation de récurrence verticale

cn+1,k+1) = zn:c(n,i) (;) (2.17)
i=k

Preuve. 1). Envisagions a former une k-permutation de [n], il existe exactement deux
fagons de procéder. La premiere fagon contient toutes les permutations dans les-
quelles le nombre n est un cycle lui méme, et les autres n — 1 nombres sont parti-

tionnés en k — 1 cycles, alors il y a ¢(n — 1,k — 1).
Dans le deuxieme type, le nombre n n’est pas un cycle lui méme, et les autres n —1
nombres sont partitionnés en k cycles, et alors le n est inséré immédiatement apres

certain nombre 7 dans l'un de ces k cycles. En total, on a (n — 1)e(n — 1, k).

2). En partitionnant les permutations [n+1] & k+1 cycles. Il y aura donc (?) méthodes
pour choisir les n — i nombres qui a i-permutations, et il y a aussi ¢(i, k) méthodes

pour partitionner les ¢ nombres restant a k cycles supplémentaires.

A partir de la formule de récurrence (2.16) nous obtenons un tableau des valeurs de

¢(n, k), pour les premiers nombres n et k

n/k |0 1 2 3 4 ) 6 7 8
0 |1
1 10 1
2 10 1
3 10 2 3
4 10 6 11 6 1
5 |0 24 50 35 10 1
6 |0 120 274 225 85 15 1
7 10 720 1764 1624 735 175 21 1

TABLE 2.1 — Les nombres de Stirling de premiere espece non-signés.

Série génératrice

Proposition 2.2.1.  1). La relation (2.13) est une série génératrice ordinaire des nombres

de Stirling de premiére espece.

2). La série génératrice exponentielle double des nombres de Stirling de premiére espéce

est
1

>3 el k)y’“f: == (2.18)

n=0 k=0
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3). La série génératrice exponentielle des nombres de Stirling de premiére espéce est

i c(n, k)“:;r; = (_kll) In*(1 — ). (2.19)

Preuve. 1). Montrons par récurrence sur 7.

2). On a la fonction génératrice exponentielle double des nombres de Stirling de pre-

miere espece signés est

> 5 sttty = 3 (st k)
n=0 k=0 n=0 \k=0
IS
- [
= n!
v y) "
= x
n=0 n
= (14
D’autre part, Uapplication de (2.15) donne
Z Z c(n, k)y Z Z )ykxf,
n=0 k=0 n=0 k=0 n:
Z Z s (_x')
n=0 k=0 n
1—x)™Y
B 1
Ty
3). De la relation (2.18), on obtient
o o0 n 1
Ry = ———
nZ::Okz:;)C(n’ )y n' (1 _ x>y
=(1—x)"
— cap((—y) In(1 — )
N EIE),
= k!
= (~1)ff (1= 2)F
= k!
On aura donc - (1)t
" (= &
nzzoc(n, k)ﬁ = In"(1 — x).
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Formes explicites

Théoréme 2.2.1. Une forme explicite des nombres de Stirling de premiére espéce est

donnée par :
1

quyzz > (2.20)

e 7;1 ce Zk .
Proposition 2.2.2. Le nombre de Stirling de premiére espéce est une spécialisation de la

fonction symétrique élémentaire

c(m k) = en 1(1,2,m— 1), (2.21)
h ctnyn— k) = ex(1,2,..n — 1), (2.22)
Preuve. On a
kzijoc(n, n— k)t = é(—l)ks(n, n— k)t
- é(—w—ks(n, k)ank
- (v sty (S

D’ou par identification
c(n,n—k)=ep(1,2,....,n—1).

Si on pose k' = n — k, on obtient
cn,k) =enr(1,2,...;n —1).

La preuve est complete. [ |

Les nombres de Stirling de deuxieme espéce

Définition 2.2.2. Les nombres de Stirling de deuziéme espéce S(n, k) comptent le nombre

de k-partitions de [n]. Ils apparaissent lors de ’expression du monéme x™dans la base des
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factoriels descendante {z%, k=0,1,....,n}

n

2" =" S(n, k)2k. (2.23)
k=0
Propriétés 2.2.2. 1). Les nombres de Stirling de deuziéme espéce ont une relation de

récurrence triangulaire d’ordre deuz,
Sn,k)=Sn—-1,k—1)+kS(n—1,k), (2.24)

avec S(n,0) = 00, et S(n, k) =0 pour n < k.

2). Ils satisfont aussi une relation de récurrence verticale

S+Lk+1) =3 @ S@i, k). (2.25)

i=k

Preuve. 1). La récurrence est vérifiée par le partitionnement des partitions de [n] en
deux types. Le premier contient toutes les partitions dans lesquelles I'entier n est
une part lui méme, et les autres n — 1 nombres sont partitionnés a k — 1 parts, alors
il y aura S(n — 1,k — 1) cas dans ce type. Dans le deuxieme type, dans lequel le
nombre n n’est pas une part lui méme, les autres n — 1 nombres sont partitionnés
en k parts, et alors il y a kS(n — 1, k) cas dans ce type. Donc, la somme des cas

est le nombre total des partitions de [n] en k parts.

2). En partitionnant les partitions de [n+1] & k+1 parts, il y aura donc (?) méthodes
pour choisir les n — ¢ nombres pour étre dans la méme part que le nombre n + 1,
et alors il y aura aussi S(i, k) méthodes pour partitionner les i nombres restant a

k parts supplémentaires.

A partir de la formule de récurrence (2.24) nous obtenons le Tableau 2.2 des valeurs

de S(n, k), pour les premiers nombres n et k.

Formes explicites

Proposition 2.2.3. Les formes explicites des nombres de Stirling de deuxiéme espéce
sont
(2.26)

et

S(n, k) = ij (_2“ <k> ", (2.27)
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n/k | 0 1 2 3 4 5 6 7 8
0 |1
1|0 1
2 |0 1
310 1
410 1 6 1
5 10 1 15 25 10 1
6 |0 1 31 90 65 15 1
710 1 63 301 350 140 21 1
8 |0 1 127 966 1701 1050 266 28 1

TABLE 2.2 — Les nombres de Stirling de deuxieme espece.

Séries génératrices

Proposition 2.2.4.  1). La série génératrice ordinaire associée aux nombres de Stir-

ling de deuzieme espece est donnée par

l’k

Z%Smﬁﬁﬁz(y_@“_an.“_k@.

(2.28)

2). La série génératrice exponentielle des nombres de Stirling de deuziéme espéce est

donnée par

0o " (ex _ 1)k
k)y— = ————. 2.2
3 sty = (229)
3). La série génératrice exponentielle double est
S0 3 S(n. k) yt = exply(e” — 1), (2:30)
k=0n=0 n:

Preuve. 1). Posons
fe(z) = S(n, k)z".
n=0

D’apres la relation de récurrence (2.24), on a
fe(@)=>_(S(n—1,k—1)+ kS(n—1,k)) z"
n=0

=z Sn—1k—12""+kx> Sn—1k)az""

n=0 n=0
=z S(nk—1)z"+kzd Snk)z"
n=0 n=0

= fr1(x) + kx fr_1(x),

on obtient donc
T

fi(@) = 1—kx

fkfl(x»
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On a -
folz) = Z S(n,0)z" =1,
n=0

x x?

M) = =5, 0@ = e A oy

et en général

ZL‘k

(1—2)1—2x)---(1—kx)

fi(z) =

2). Soit k € N, en utilisant la formule explicite (2.27), on aura :

o0 n

]
N
B
=
S |
[
hE
g2
S
=
S |

i
[e=)

n=~k

I
M8
| =

[e=]

I
I
]~
(]2
0
—_
~.
VR
o
N———
—~
o
|
=
8
~—
3

1 & AR\ & (k—)x)”
= — —1 g
1 & [k ,
_ _1)¢ (k—i)x
D ()
1 & Ak
- —1) x\k—1i
g (D)e
1 X
= g(e - 1)
3). D’apres (2.29), on a
0o 00 n 00 T k
S S(n, k)ﬂyk =y uyk
k=0 n=0 n! k=0 k!

= exp(y(e” —1)).

Proposition 2.2.5. Les nombres de Stirling de deuxiéeme espéce sont des spécialisation

de la fonction symétrique complete
S(n, k) = hy,_r(1,2,.... k), (2.31)

o
S(n+k k) = hie(1,2, ..., k). (2.32)
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Preuve. Soit k € N, on a

Par identification, on trouve
S(n, k) = h,r(1,2,.... k),
sion pose n’ =n —k on a

S(n+k, k) = ho(1,2, ..., k).

Lien entre les deux types de nombres de Stirling

Les nombres de Stirling de premiere espece s’expriment en termes des nombres de

Stirling de deuxiéme espéce par la relation suivante dite de Schlomilch.

k .
(n+2k\ n+k+i+1
kok) =S (=1 (" Sk +1,4). 2.33
c(n+k, k) ;}( ) <k+z>< b ) (k+1,19) (2.33)
Ils vérifient aussi les relations d’orthogonalités suivantes
Z(—l)"’ic(n,z’)S(i, k) = Z(—l)””'S(n, i)e(i, k) = O,
i=k i=k

les synonymes des relations d’inversion donné par :

Ay = ;(—1)"_kc(n, k)by <= by = ;(—1)""“5’(71, k)ay,

avec (an)net (b,), deux suites données.

2.2.2 Les nombres de Lah

Considéré comme les nombres de Stirling de troisieme espece, les nombres de Lah sont

introduits par le mathématicien Ivo Lah en 1995, nous utiliserons la notation L(n, k).
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Définition 2.2.3. Les nombres de Lah L(n,k) comptent le nombre de k-partitions en
listes de [n].

On peut définir aussi les nombres de Lah comme les coefficients de changement de base
entre la base {ZL‘E, k=1,...,n} et la base {z%, k=1,...,n}, c’est a dire

n

2" =" L(n, k)2k (2.34)
k=0
Propriétés 2.2.3.  1). Les nombres de Lah ont une relation de récurrence triangulaire
d’ordre deuz
L(n,k)=Ln—1,k—1)+(n+k—1)L(n—1,k), (2.35)

avec L(n,0) = 0,0, et pour n # 0 L(n, k) = 0 lorsque k € [n].

2). 1l y a une relation entre les nombres de Lah et les nombres de Stirling

Lin, k) = 3" c(n,i)S(i, k). (2.36)

n
i=k

De la relation de récurrence (2.35), on obtient le tableau des nombres de Lah suivant :

n/k|0 1 2 3 4 ) 6 7 8
0 |1
1 10
2 10
3 10 3 1
4 10 24 12 4
5 |0 120 60 20 )
6 |0 720 360 120 30 6
7 10 5040 2520 840 210 42 7
8 |0 40320 20160 6720 1680 336 26 8 1

TABLE 2.3 — Les nombres de Lah.

Théoréme 2.2.2. La forme explicite des nombres de Lah est donnée par

L(n,k) = Z:(Z:D (2.37)

Séries génératrices

Proposition 2.2.6. 1). La série génératrice exponentielle associée aur nombres de

Lah est donnée par

S Ln, k)f: - kll ( - )k. (2.38)

sk 1—=x
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2). La série génératrice exponentielle double associée auxr nombres de Lah est donnée

par

> > L(n,k) k y —exp(lxy ) (2.39)

k>0n=0

Preuve. 1). Posons

felz) =>_ L(n, k)%- (2.40)

n=k

D’apres la relation de récurrence (2.35) , on a

ZLnk—

n>k
= Z L(n, k;
n>=0
2
n>=0 n=0 :
Z n+1 ( )Z ( ) anrl
= L(n,k—1) +n+1+k-1 L(n,k
n=0 ( + ]') n>0 (n+ 1)'
Z n+1 Z ( )Z ( ) xn—f—l
= L(n,k— +x L(n, k + (k-1 L(n,k
n>0 ( + 1! n>0 n>0 (n+1)!
Z n+1 Z anrl
= L(n,k—1) + zfi(x -1) L(n ,
n=0 ( ]') n=0 +1)'
par conséquent
( hu(2) Z ( ) ot Z 2+
1—2)fi(x) = L(in,k—1 E—1) Lnk
‘ n>0 (”+1) n>0 (n+ 1)

Maintenant, nous dérivons les deux membres, on obtient

—fe(@) + (1 =) fi(z) = fimr(z) + (k = 1) fu(=),

donc
(1 —2) fi(z) + kfi(z) = for(2).

Multipliant par (1 — z)*~1, et en utilisant la formule pour f;_; on aura

k "
en intégrant les deux membres, nous obtenons

(1= 2) fula) = 7.

D’ou
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2). D’apres (2.38), on a

Remarque 2.2.2. Les relations (2.9) et (2.10) montrent que les nombres de Lah sont des

spécialisation des fonctions symétriques élémentaires et complétes

n! n!
Lin,k) = er-i(L L) = hea(L L 1), (2.41)
(n—1)fois (n—k) fois

2.2.3 Les nombres de Whitney du réseau de Dowling
Réseau de Dowling

Soit G un groupe fini d’ordre m. Une G-partition partielle de [n] est une famille

ap ={ap,,...,ap,} des fonctions «; : P, — G (ou P une partition partielle de [n]).

On note @/, (G) 'ensemble de toutes les G-partitions partielles de [n]. S’il existe g € G,
tel que ap, = gap,, on dit que ap, et ap, sont équivalents. La classe d’équivalence notée

ap,, donc x = {a@p,,ap,, ...,ap } I'ensemble des classes d’équivalences.
Un ensemble des classes x est dit plus fin qu'une autre x’ si :

— Chaque part de ' est une union de parts de x.
— Pour chaque part F; inclue dans P}, o; est équivalente a la restriction de o} au
domaine P;.

Cela donne un ordre partiel de I’ensemble de tous les ensembles des classes de G-partitions

partielles de [n], appelé réseau de Dowling (treillis) noté par @, (G).

Le polynéme caractéristique du réseau de Dowling Q,,(G) n’est que la factorielle des-

cendante généralisée

n—1

Py(z;m) = [[(z — 1 —mi) =m" <x — 1>n' (2.42)

i=0 m
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Les nombres de Whitney de premiére espéce

Définition 2.2.4. Les nombres de Whitney de premiére espéce notés wy,(n, k) sont les

coefficients de x* dans le polynéme caractéristique B,(z;m) :
=Y wp(n, k)z". (2.43)

Propriétés 2.2.4. Les nombres de Whilney de premiére espéce vérifient la relation de
récurrence suivante :

Wi (N, k) = w(n — 1,k — 1) + (m(n — 1) + Dwy,(n — 1, k), (2.44)

avec Wy, (0,k) = 0k, et wy(n, k) =0 pour n < k.

Séries génératrices

Proposition 2.2.7. 1). La série génératrice ordinaire associée auxr nombres de Whit-

ney de premiere espéce est donnée par

zi: Wp(n,n — k)xk — nl:[ (1= (1+mk)x). (2.45)

2). La série génératrice exponentielle double des nombres de Whitney de premiére es-

péce est
xz—1

S wm(n k)" = = (1+mz) = . (2.46)

n>=0 k>0

3). La série génératrice exponentielle des nombres de Whitney de premiére espéce est

-1
2" 1+mz)=In"(1+mz
Z wn(n, k) _ | )k'mk( ). (2.47)

Preuve. 1). Montrons par récurrence sur n.
2). En multipliant (2.43) par Z; et en sommant sur n, on obtient

S 5w (n, k)t Z(x—l) (mz)™

|
n>0 kO ! n>0 v~ M n:

= (1+m2)5 .

3). De la relation (2.46), on obtient

> wm(n, k)a" = = (1+mz) =

n=0 k>0

=1+ mz)%e:vp(%ln(l +mz))

= (1+mz)_W1 Z

k>0
(14 m2)m Ink(1 + mz)at
mbEk! '

2FIn*(1 + mz2)
mrk!

-3

k>0
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On aura donc L
2" (14+mz)=In"(1+mz)
2 wm(n k)= KmF '

n>k

Remarque 2.2.3. Pour m = 1 (G est le groupe trivial), les nombres de Whitney de

premiére espece se réduisent auxr nombres de Stirling de premiere espéce.
wi(n, k) =s(n+1,k+1). (2.48)

Proposition 2.2.8. Les nombres de Whitney de premiere espéce sont des spécialisations

des fonctions symétriques élémentaires données par :

Wy (n,n —k) = (=D)¥er(1,14+m,--- ,14+m(n —1)). (2.49)

Preuve. D’apres la relation (2.45), on a

kzn: Wy (n,n — k) = :1_[(1 — (1 +mk)z)
=3 (—1)fer(L,1+m, -, L+ m(n—1))a".
k>0

Par identification on trouve

Wy (n,n —k) = (=)*er(1,14+m,--- ,14+m(n —1)).

Les nombres de Whitney de deuxieme espéce

Définition 2.2.5. Les nombres de Whitney de deuziéme espéce notés W,,(n, k) peuvent

étre écrit comme des coefficients de polynome x™ tel que :

" = zn: (m — 1>kmka(n,k). (2.50)

k=0 ~ M

Propriétés 2.2.5. [16] Les nombres de Whitney de deuxiéme espéce vérifient la relation

de récurrence suivante :
Win(n, k) =Wy(n—1,k—1)+ (mk+ 1)W,,(n — 1,k), (2.51)

avec Wi, (0, k) = k0, et Win(n, k) =0 pour n < k.

Formes explicites

Proposition 2.2.9. Les nombres de Whitney du deuxiéme espéce vérifient lidentité sui-

vante :

Wia(n, k) = mik! S (1) (’“) (m(k — j) + )" (2.52)
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Séries génératrices

Proposition 2.2.10. 1). La série génératrice ordinaire associée auz nombres de Whit-
ney de deuzrieme espece est donnée par

ZL’k

2 Walnn =K)e" = G i e = (e O

2). La série génératrice exponentielle des nombres de Whitney de deuziéme espéce est

S W ) = & (Wf’f)”)k. (2.54)

[~ 7l
sk n! k! m

Remarque 2.2.4. Pour m =1, les nombres de Whitney de deuxieme espéce se réduisent

aux nombres de Stirling de deuxieme espece
Wi(n, k) =Sn+1,k+1). (2.55)

Proposition 2.2.11. Les nombres de Whitney de deuzieme espece sont des spécialisations

de la fonction symétrique compléte telle que

Wy(n, k) = hp_r (1,1 +m,--- 1+ m(k—1)). (2.56)

2.3 ¢-Analogues des suites remarquables

2.3.1 Coefficients ¢g-binomiaux

Définition 2.3.1. Le g-analogue d’un entier positif n est une expression f(n,q) telle que

lim f(n,q) =n. (2.57)

q—1

Par convention le g-analogue d’un nombre n est

1 —ag"
[n], = 1_qq =14q+--+¢"" (2.58)

Le q-factorielle d’un entier n, note [n],! égale d

[n]! = [n]g[n — 14+ [1, (2.59)

n

g €st donné par

Le q-factorielle montante |x]

a7 = flv(xﬂl]q)'“(fvﬂn—l]q) niO, (2:60)

Le q-factorielle descendante [x]7 est donné par

e — ff(fv —[Ug)---(z=[n=1]y) n>0, (2.61)
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Définition 2.3.2. Le coefficient q-binomial, appelé aussi polynome de Gauss, est défini

pour 0 < k < n, par

] k
m _ '[”]Q' = ["]q'. (2.62)
k q [Klg!n — K],! (k]!
Le coefficient q-binomial s’écrit aussi pour 0 < k < n, par
n Fon—i+ 4],
=1 —=1 (2.63)
[k] q g) [Z]q

Pour g =1, le coefficient g-binomial est le coefficient binomial classique.

Nous présentons quelques valeurs du triangle des coefficients q-binomiaux ci-dessous :

n/k |01 2 3

0 |1

1 |11

2 [1|1+4gq 1

3 1{14+q+q? 1+q+4¢° 1

4 L{14+qg+¢+¢ 1+q¢+2¢+¢ + ¢ l+q+¢+¢

5 L 14 g+ 4+ +¢ | 1+q+22 + 2 +2¢" + ¢ + ¢ | 1+ q+2¢°> +2¢> + - -

TABLE 2.4 — Table des valeurs de m )
q

Remarque 2.3.1. Les coefficients q-binomiaux aussi sont symétriques, c’est a dire :

mq - [n " kL, (2.64)

Proposition 2.3.1. Les coefficients q-binomiauz satisfont la relation de récurrence sui-
n n—1 sln—1
_ 2.65
q q q
Remarque 2.3.2. On peut déduire une autre relation de récurrence des coefficients q-

m S [Z _ ﬂ o [n k 11 ; (2.66)

Théoreme 2.3.1. La formule du binome de Newton pour les coefficients q-binomiaux est

vante :

pour 0 < k < n.

binomiauzx :

pour 0 < k < n.

donnée par

T+ )= a0 )] - (267
k=0 k=0 q

ainsit

(2.68)

ol N~ [prk-1)
: RS
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Proposition 2.3.2. Les coefficients q-binomiaux sont des spécialisation des fonctions sy-

métriques élémentaires et complétes

n —(k n— n—
[k] =4 (2)€k(1,q7q27---7q D= (1,4, 6% 4" "), (2.69)
q

Preuve. On a

ki_oq(?) m qu — :r;[;a +q"x).

D’apres Proposition 1.3.2, on a aussi

n _(k -
l ‘| :q (2)€k(17Qaq2a "'7q 1)'
q

Ainsi on a

q

— J’

D’apres Proposition 1.3.4, on aura

“In+k—-1 - e
Z [ L ‘| xk = Z hk(17Q7q27 e q l)l‘k'
q

k=0 k=0

Par identification, on obtient

r+k—1

L ] :hk(17Qaq2a“'7qn_l)7
q

et donc

n e

[J = hie(1,4,¢%, -, " 7).
q

2.3.2 Les nombres ¢-Stirling

Les nombres ¢-Stirling de premiére espéce

Définition 2.3.3. Le nombre q-Stirling de premiére espéce noté c,(n, k), est défini par

Zq cq n, k)[z]:. (2.70)
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Proposition 2.3.3. Le nombre q-Stirling de premiére espéce, satisfait la relation de ré-

currence suivante
conk)=cyn—1,k—1)+ [n—1],ci(n — 1, k), (2.71)
avec ¢4(0,0) =1, ¢,(0, k) =0, pour tout k > 0.

Il représente aussi le k-ieme coefficient du développement :

H( +1ily) = Z cyln, K)a* 272)

Nous présentons quelques valeurs du nombre ¢-Stirling de premiere espece ci-dessous :

n/k |01 2 3 4
0 1

1 0|1

2 |0]1 1

3 0| 1+¢q 2+q 1

4 |0 14+2¢+2¢*+¢ | 3+49+3P+¢> | 3+2¢+¢* |1

TABLE 2.5 — Table des premieres valeurs de ¢, (n, k).

Proposition 2.3.4. Les nombres q-Stirling de premiere espéce sont des spécialisation de

la fonction symétrique élémentaire :
cq(n, k) = en—i([1q, [2]g, s [0 — 1]4)- (2.73)

Preuve. D’apres la relation (2.72), on a

2 o(n, k)2 = H(sv Tl
- fgw i~ 1],)

D’ou par identification
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Les nombres ¢-Stirling de deuxieme espéce

Définition 2.3.4. Le nombre q-Stirling de deuziéme espéce noté Sy(n, k), est défini par
n k
2] =3 ql) 8y (n, k) [l (2.74)
k=0

Proposition 2.3.5. Le nombre gq-Stirling de deuxieme espéce, satisfait la relation de
récurrence suivante :
pour n =1

Sg(n,k) = Sy(n— 1,k —1) + [k],S,(n — 1, k), (2.75)

avec S,(0,0) =1, S,(0,k) = 0, pour tout k > 0.

1l représente aussi le k-ieme coefficient du développement :

k k o0

11 - > Sy(n, k)z". (2.76)

o — [ilgz B n—k

Nous présentons quelques valeurs du nombre ¢-Stirling de deuxieme espece ci-dessous :

n/k|0[1]2 3 4
0 1

1 |01

2 (0|11

3 |0]1]2+¢ 1

4 |0[1]3+3¢+¢*|3+2¢+¢*|1

TABLE 2.6 — Table des premieres valeurs de S,(n, k).

Proposition 2.3.6. Les nombres q-Stirling de deuxiéme espéce sont des spécialisation de

la fonction symétrique compléte :
S ) = B[y 25 s [H]): (2.77)

Preuve. D’apres la relation (2.76), on a
n k Z’k
> Sq(n, k)2t =[] ———
i=0

k=0 T — mq$

=§mmn%wmmm

ZiMMMﬁMw%W
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D’ou par identification

2.3.3 Les nombres ¢-Whitney
Les nombres ¢-Whitney de premiére espéce

Définition 2.3.5. Le nombre q- Whitney de premiére espéce noté wy, 4(n, k), est défini par

. {x—l]”

= mq (1, k)", 2.78
- ];Jw qa(n k) (2.78)

q

Proposition 2.3.7. Le nombre q-Whitney de premiere espéce, satisfait la relation de

récurrence suivante :

Wi g(n, k) = Wy q(n — 1,k — 1) + (m[n — 1], + D)w,,(n — 1, k), (2.79)
avec Wy, 4(0, k) = 00, et wy, (n, k) =0 pour n < k.

Proposition 2.3.8. [18] La série génératrice ordinaire associée aux nombres q- Whitney

de premiere espece est donnée par

kznj Wy (M, — k)™ = :ﬂ(1 — (1 +m[k],)x). (2.80)

Remarque 2.3.3. Pour m = 1, les nombres q-Whitney de premiere espéce se réduisent

aux nombres q-Stirling de premiére espéce.
wiq(n, k) =cn+1,k+1). (2.81)

Proposition 2.3.9. Les nombres q- Whitney de premiére espéce sont des spécialisation de

la fonction symétrique élémentaire :

Wy g(nym — k) = (=DFep(1, 14 [1ym, -, 1 +m[n —1],)). (2.82)

Les nombres ¢-Whitney de deuxiéme espece

Définition 2.3.6. Le nombre q-Whitney de deuziéme espéce noté W,, ,(n, k), est défini

par

=3 Wing(n, k)z*. (2.83)

q k=0

n[:c—lr n
m

m




2.3. g-Analogues des suites remarquables 20

Proposition 2.3.10. Le nombre q- Whitney de deuxiéeme espéce, satisfait la relation de

récurrence suivante :

Wing(n, k) = Wy o(n— 1,k — 1) + (m[n — 1], + )W, (n — 1, k), (2.84)
avec Wi, (0, k) = k0, et Wi (n, k) =0 pour n < k.

Proposition 2.3.11. La série génératrice ordinaire associée aux nombres de q- Whitney

de deuxieme espece est donnée par

n k

n,n— Ik = *
;;)Wm( k) (1= (1 + [0]gm)x)(1 = (1 + [Hgm)z) - - (1 = (L + m[k]y)z)

. (2.85)

Remarque 2.3.4. Pour m = 1, les nombres de Whitney de deuxieme espéce se réduisent

aux nombres de q-Stirling de deuxieme espéce
Wi 4(n k) =S,(n+1,k+1). (2.86)

Proposition 2.3.12. Les nombres q- Whitney de deuxiéme espece sont des spécialisations

de la fonction symétrique compléte :

Wi a(n, k) = ho(1,1+ [Lgm, -+ 1+ m[k],)). (2.87)




CHAPITRE 3

UNE CENERALISATION DES
FONCTIONS SYMETRIQUES
CLASSIQUES

Dans ce chapitre, on présente une nouvelle généralisation des fonctions symétriques
classiques a partir de leur série génératrice, ce qui permet de généraliser certaines re-
lations classiques impliquant les fonctions symétriques élémentaire, complete et somme
de puissance. Ensuite nous exprimons les fonctions symétriques généralisées E,ES), H ,§S>
et P,gs) en termes de fonctions symétriques classique et nous considérons leurs interpréta-
tions combinatoire. Finalement, en utilisant la fonction symétrique élémentaire généralisée
pour interpréter le coefficient bi*nomial et son g-analogue par les chemins de réseau et les

partions d’entier.

Tous les résultats donnés dans ce chapitre sont dus & Bazeniar el al. [3]. et Ahmia et
Mercal[2].

3.1 Fonctions symétriques généralisées
Définition 3.1.1. Soit s un entier positif, la fonction symétrique élémentaire généralisée
notée E,gs)(n) est définie par

EIE;S)(TL) = EIE:S)<CC1’ () xn) = Z x{\lléa e x)\n (31)

n
Mk
0<AT, A9, An <s

51
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ol E,(:)(O) = 1. E,gs)(n) =0sisn<kouk<DO.

Définition 3.1.2. La fonction symétrique élémentaire généralisée est définie comme étant

le k-iéme coefficient du développement :

n

T+ 2t + -+ (z2)*) = f: EP (n)t*, (3.2)
k=0

=1

et la fonction symétrique compléte généralisée notée H,gs)(n) est définie comme étant le

k-iéme coefficient du développement :

n

[T it 4+ (—at)) " = S HO (), (3.3)

=1

ou s est un entier positif.

Remarque 3.1.1.  1). Pours =1 dans (3.2) et (3.3), on obtient les séries génératrices

de la fonction symétrique élémentaire et compleéte.

2). Nous pouvons facilement écrire E,gs) en termes de fonctions symétriques mono-

miales

EP(n) = A% ma(n). (3.4)

De plus si s = k, on obtient
EP(n) = hy(n). (3.5)

Propriétés 3.1.1. Les fonctions symétriques élémentaires et complétes généralisées sa-

tisfont les relations de récurrences suivantes :

EP () =% xz;LE,ES_)j(n) (3.6)
j=0
et .
Y (n) =Y 2l HY (n). (3.7)
j=0

Définition 3.1.3. Soient k, s et n trois entiers positifs, on définit la fonction symétrique
P (n) par

Pk(s)(n) = Pk(s)<LU1, T2, ..., ﬂfn) = C](Cs)pk(‘%l,ﬂfg, ...,.’I?n>, (38)
ot
(®) (=1)*s si k=0[s+1],
Ck —

(=1)*1  sinon.

Proposition 3.1.1. La série génératrice de P,gs) est donnée par

> PI,ES)(n)tk_1 = ;i In 12[1(1 — it + - (—xit)*) (3.9)

k>1
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Preuve. Posons w;, = e¥™/* avec j = 1,2, ...,s — 1, on peut voir d’une part

s—1
L—t4 -+ (=) = (=1 [[(wys + 1)
j=1
s—1 t
= (—1)8_1 H CL)j7S (1 + )
j=1 Wj,s
s—1

= (=1 [ wjs (1 4 we—jst)
j=1

1:[ 14—%s ,

ol H}Z% wjs = (—1)*71. Et d’autre part

d. £ d
p InJJ(1 =t + - (—xt)*) " = In H H (1 + wjspamit) ™

=1 = lj 1

*ZZ ln (1+wjsrrzit)” !

11]1

_ Z Z —Wj s+1T;

i=1 j= 11+wz5+1$t

n
=-> Z Wit Y (—wyep1zit)"

i=1j=1 k=0
= —1 kt1 Wj g4+1T5 k1 tk
> (=1 s+
k>0 i=1j=1
=SSk ] (St )
k>1 j=1 i=1
= Z(_1>kpk(wl,s+1> W2 5415 +++9 ws,s+1)pk(n)tk_l
k>1
— Z Pk(s) (21, Ty ooy 2 )L
k>1

ou

s si k=0[s+1]
pk(wl,erla W2 5415 -+ ws,s+1) =

—1 sinon.
|
Les identités de Newton révisées
Théoréme 3.1.1. Soient k, n et s trois entiers positifs, alors
: (s
> (= i n)H,”;(n) = do - (3.10)

0

J
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Preuve. On a
S EI @) | [ HO M) = S (-1 E () H ()t
>0 >0 j>07>0
on pose k = j 4+ r, on obtient
S (-1YEP (n ST HO )" | = (=17 ES (n)H (n)t*
720 r>0 k=0 j+r=Fk
k
=3 Y WETmH(n)t
k>0 3=0
D’autre part d’apres les relations (3.2) et (3.3), on a
S (-1 By DS HPm)t ) =1.
§>0 r>0
Par identification on trouve
k 1 si k=0,
Z jE S) H(S) ( )
3=0 0 sinon,
d’ou le résultat. [ ]
Théoreme 3.1.2. Soient k,n et s trois entiers positifs, alors on a
1).
(5 : ) (1) B
kES (n) = S (-1)7 1P (n)Ey . (n). (3.11)
7j=1
k
kH (n) = 3 (=17 PP (n) HY, () (3.12)
j=1
- )
PO (n) = Yo (=17 E () B, (n). (3.13)
7j=1
Preuve. 1). D’aprés la relation (3.9), on a
d n
ZP )t = —In (1 — 2t 4+ + (—ait)®) !
k>1 dt =1
y -1
= " In [ S (=D)FEP (n)tk
dt k>0
— 3 (=DFEES (n)th
Sh—_ : (3.14)
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si on remplace ¢ par —t, on obtient
S kE (n)tt ! = (Z E,f)(n)t’f) (Z(—l)k_lPk(s)(n)tk_l) .
k>1 k>0 k>1

Maintenant, multipliant les deux membres par ¢, on obtient

Z /{E,(:) Z Z ] 1P )El(:) (n)tk+j

k>1 k>0]>1

—ZZ 1/ P (n) B (n)t*

k>1j=1

Par identification, on trouve

k
KES (n) =Y (=1L PP () EY (n).
7j=1
2). On a
Zpk(s)( tk 1 _ lIlH —f—(—l‘it)s)_l
k>1
ln }Y
“ats
-1
— | S kHO ) [ S HY ()|
k>1 k>0
donc

n) = S (1P PO HS, ().

Jj=1

3). Pour la relation (3.13), nous écrivons la relation (3.14) sur la forme

- (£ nson) (S atior)

k>1 k>1 k=0

donc
k

PP (n) =Y (—1Y GEP (n)HY ().

j=1
n

Remarque 3.1.2. Dans le reste de ce chapitre, on met par fois E,(f), H,gs) et P,gs) au lieu
de Eks) (n), H,gs) (n) et Py(n) pour simplifier ’écriture.

Théoreme 3.1.3. Soient k, s et n trois entiers positifs, la fonction symétrique somme de

puissance pg(n) et les fonctions symétriques généralisées E,(f) et H,gs), sont liées par

(-~ ttattit (t1+t2+~~~+tk) ﬁ (E(S))t"
(n) 42ttty =k t1+to+-+t t1,t2,...,lk i=1
Pk N S (=Dtattat+te <t1+t2+-~~+tk)

.es S
b1+ 2yt sto—k t1+to4-+t t1,t2,...,ts

(3.15)
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et
(—1)Htttattt (t1+t2+---+tk) ﬁ (H,(s))ti
42ttt = ty+to+o-+tk t1,t2,...,tk i1 ¢
pk(n) = (LRt ok (3].6)
2 tittat o ( t1tats )

t14-2t0+-+sts=k

Preuve. Nous écrivons (3.2) sur la forme de série logarithmique
In(l+2) = E S ltm, |t] < 1, on obtient

In (Z By (n)tk) =In f[(1 +ait + - (it))

= zn:ln(l +xit + -+ (zt)*)
55 ()
(—pm-t

I
]

n t t P
N e T e

m=1 m i=1t1+ta+ts=m sy ts
(—1)’”‘12":% 5 <t1+t2+~-+t5> )
A (@it)
mz=1 m i=1 k=m t1+to+-ts= t17t27 ...,ts
t1+2tg+-- stsfk
1 m—1 sm b to 4 ts
m21 k=m ti+to+---ts=m 1502y -4y bs

m
Z (1)t (751 iy 4o+ ts)p (n)t*
pu— k‘ .
k=1 ti+t2+-ts=m th+ta+ -+ s tista, o ts

D’autre part, nous avons

1) 1 m
(14 B = 3 EU 7 (5 g0
k>1 m>1 m k>0
m—1
- e

;_x

m k>1t1+t2+~~+t3m< by ta, st

>

ko1t fte=m P12

t1+1t+- —i—t)
+

(_1)1+t1+t2+“'+t5 <t1+t2_|_

1
ts )\t
ty,t2, ..., s ) H (E( )) t.

Par identification, on obtient

Z (_1)1+t1+t2+'~+ts <t1 7 ts)p (n)
ti+to+--ts=m t1+t2++ts tl,tg,...,t b

B (_1)1+t1+t2+..+t5 <t1 ttyg 4+ ts)
by ate=m 1 Fl2 A s

d’ou les résultats.

I ()"

t1,%2, ..., ts i—1

De la méme maniere, nous utilisons la relation (3.3) pour prouver la deuxiéme identité,
on obtient
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In (Z HY (n)tk) =In f[(1 + (—ait) + - (—ait)*)

= il(l + (—xit) 4+ .. (—l’it)s)fl
R e @(—xit)j)

=2 X TR L\ tute ety

(—1)tHtrttattts (tl +ty 4+ t5> k
pr(n)t
k>1t1+te+-ts=m

et

k>1 k>1t1+t2+-+ts=m i=1

(3.18)
D’ou le résultat. |

(—1)iHtattatetts (p gy 4o 4ot ()Y 4k
ln(l—i-ZH ) Z Z t1+t2++ts t17t27"'7t H(HZ )t

Théoreme 3.1.4. Soient k,s et n trois entiers positifs, les fonctions symétriques géné-

ralisées E, H\V et P\* sont liées par

P(s) B Z (_1)1+t1+t2+...+tk_k (tl o+ -+ tk> ﬁ (E(s ) (3 19)
kK .
t1+2to+-+kty=k titita+ -+t tiyta, sty i=1

et

12" (320

=1

-5

(_1)1+t1+t2+'--+tk'k (tl +ty 4o+ tk>
t1+2to++ktp==k 7t

t b byttt th,to, ...
Preuve. Nous utilisons (3.9), (3.17) et (3.18), on obtient

ZP n)th—t = tln [T =it +- - (—zit)*) "
i=1

k>1
) R £7T o 23 SRR o 70 WL N
=2 2 t1,to, oty H(H PAan

k>1t1+2to++kt=k ty+ty 4t

par identification, on trouve

>

t142to+---+ktpy=k

(—1)trittetotte ko (1) 4ty + - 4 1,
ty+tg+ -+t t,to, .t

Et

= (DR (k!

k>1
d
In E
()
(—1)MHhttetette o (p pdy 1) s k-1
:Z Z t17t27"' H(H ) :

k>1t1+2to++kt=Fk ti+ty+ -t iy
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Par identification, on obtient

P}gs) _ Z H (Ei(s))ti

(_1>1+t1+t2+"'+tk'k ty+ty+ -+t
bitta+ -+t ty,ta, ..., 1

t142to+-+ktp==k i=1
[ |
Corollaire 3.1.1. Soient k, s et n trois entiers positifs, alors
Z (— 1)1+ttt g (751 bty 4t t$> s si k=0[s+1], (3.21)
b2t gste—k 1Tl F s tista, .t —1 sinon. .

Proposition 3.1.2. Soient k,s et n trois entiers positifs, les fonctions symétriques gé-

néralisées B, H' et P\® sont liées par

(_1)k+t1+t2+---+t’“ k

ti
E)= > I1(~" (3.22)
t1+2t0+ - +htp—Fk 1t1t1!2t2t2! s k’tktk' i—1 ( )

et
1

k
(s) _
He = 2 1tig 12285 - o - ktat, H( ) ' (3.23)

t1+2to+-+ktp==k =1

Preuve. D’apres les relations (3.17), (3.18), (3.19) et (3.20), on a

) _1)k—1p(®)

n (Z H,gs)tk> =% Pthk et In <Z Elgs)tk> =3 %tk.
k>0 k=1 k>0 k=1

Considérant la série exponentielle exp(z) = k2>:o %’;, lz] <1,

on peut alors écrire

()
Z H,gs)tk = exp (Z PZ%)

k>0 k>1

1 Po N\
=3 [ Y kg
=om! (Z k

k>1

t;
o b ty +ty + - +tk> (s)
7n2>:0 m! t1+t2+Z&-tk m( ti,tg, .. 221_[1 ( )
bty 4 ) & (B
SPr- O SR AR )H( ) g

m=0 1M k>1 t+to+Ftp=m i
t1+2tg+-+stp=m

y ¥y 1 oAty b ﬁ P(S) -
(t1+t2++tk)' t17t27"'7tk i=1

k>1t14+2to+-+stp=k

1

k
_ )\ 1k
N Z Z 1t1t1!2t2t2! o ktktk‘ 121_{ (Pz ) t

k>1t14+2to+-+stp=k
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Par identification, on trouve

1 k t;
HY = 3 I (2%
12ttt =k 1t1t1!2t2t2! s ktktk| i—1 ( )
Et
s -1 k— 1P s)
k>0 k>1 k

RS I A O s
m>0m! i1 k

B tiyta, o ti

t1+to+-+tp=m i=1

ti
b+t + - +tk U“ﬂ)
S (e k)U( ¢

k=1 ti+to++tp=m
t1+2tg+-+stp=m

_ 5 1 b+t + - +tkﬁ HP(S "
(t1+t2++tk)| tl,tg,...,t 1 1

k>1t14+2to+-+stp=k

(_1)k’+t1+t2+“‘+tk k

)\ Lk
22: Z 1t1t1!2t2t2[ .. /{?tktk! 221_[1 (Pz ) t

t1+2ta++stp=k

Par identification, on obtient

(_1)k+t1+t2+-~-+tk k

t;
E,IE;S) — Z H PZ(S)
b2ttt k= Tt 120450 - ket ! 20 ( )

[
Proposition 3.1.3. Soient k, s et n trois entiers positifs, alors
EP(n) = e B () + B (0= 1) = 23 B, (0 =) (3.24)
et
1 (n) = (—) M HY () + HY (0= 1) 4 HD (0= 1), (3.25)

Preuve. D’apres (3.3), on a

Z Hks)(n)tk = H(l —xit+ -+ (—Ztit)s)_l
k=0 i=1
! S "
B (= 1)t

1+xn

alors

(1= (—zpt)*™ ZH(S) = (14 z,t) ZH,f) — 1)k,
k=0 k=0
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et donc
S 1Ok = S O
Z k(1) Z By~ (n)
k=0 k=0
B (= 1) = @B (= )
et d’apres (3.2), on a
> Bt =TI + it + -+ (it)°)
k=0 i=1
e}
= (14 apt + -+ (z,1)° Z EW(n — 1)tk
1 — s+1 00
= ( Z E (n—1)t
1—2z,t
alors -
(1 -zt Z EY (1= (2,t)") Y EP (0 — 1)t",
k=0
D’ou les résultats. [ |

3.2 Les fonctions symétriques généralisées en termes

des fonctions symétriques classiques

Dans cette section, nous exprimons les fonctions symétriques généralisées en terme des

fonctions symétriques classique.

Théoreme 3.2.1. Soient k et s deux entiers positifs, alors

ngs) = (—1)k Z m,\(w175+1,w275+1, ...,w8,5+1)h,\

Ak
L(N)<s

et

E]E;S) - (_1)k Z m)\(w178+1’w278+17 ---aws,s—i-l)e)\a

Mk
1(M)<s

ot wi s = e/ pour § =1,2, ... s

(3.26)

(3.27)
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Preuve. On a
> HI )t =TI — it o (—ait))
k>0 i=1
= [TTI( +wjsnizt)™ = [T T + wjsnrzt) ™
i=1j=1 j=1i=1
= [1 > (~wjsrn) ha(n)t*
i=1k>0
- Z (_1)jlHﬁmﬂsw{fsﬂwgiﬂ e 'Wg,ss+1hj1 hjy -+ h; t*
k>0 j1+j2;!;;0-i-js=k
= (—1)km,\(w1,s+1, W2 5415 - ws,s-i—l)h)\(n)tk
k>0 Ak
1(N)<s
et
> BTt =TI + it + - + (wit)*)
k>0 =1
= H (]_ — wj75+1x,-t) = H H(l — Wj’5+1l'it)
i=1j=1 j=11i=1
= 1> (—wjsr) er(n)t®
i=1k>0
= o Z ‘ (_1)j1+j2+m+jSW{?s+1W%?s+1 o 'ngsﬂ@jlejz BT R t*
k=0 ]1+]2I'2":‘Js:k‘
= (= 1) mA (W11, W25 1, o W g1 )7 (R)EE
D’ou les résultats. |
Corollaire 3.2.1. Soient k, s et n trois entiers positifs, alors
Z m,\(n) = (—1)k Z m)\(stJrl,WQ’erl, ...,ws,sﬂ)e,\(n). (328)
A 10
Théoréme 3.2.2. Soient k, s et n trois entiers positifs, alors
(s-1) Lk/s] ‘
B (n) = > (=1 ej(af, 25, ..., 2l ) hi—sj(n) (3.29)
§=0
et
o ksl
H' 7 (n) = > (=1)%h;(xf, 23, ..., 25 )er—si(n). (3.30)

J=0
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Preuve. D’apres (3.2) et (3.3), on a

Il
=

Z E,(f) (n)tk

k>0 i=1
n n 1
= [ = (z:t)
i:H1( (it) )g [ ai
= (=1Yej(x5,, a5, .y i)t hy(n)t”
>0 r>0

Z(—l)jej (25,25, ..., 25 ) h (n)t 7"

7j=0r=0
[k/s) '
= (—1)e;(x3, 23, ...,xi)hk_sj(n)tk
k>0 j=0
et
STHE )t =T = @it + -+ (—2t)* )
E>0 i=1
i L= (mmt)® i
= (=1)¥h(x5,, 25, ., )T e (n)t"
§>0 r>0
= Z(_l)sjhj(mia 73;;7 "'7xfz)er<n)t5j+T
j=0r=0
[k/s] ' i
= Z (=1)¥hj(x7, x5, ..., x,, )ep—sj(n)t".
E>0 j=0
D’ou les résultats. [ |

Corollaire 3.2.2. Soient k, s et n trois entiers positifs, alors

ksl
Yo (—Dej(af, a5, o a))hi—si(n) = (=1)" Y ma(wi i, wosit, oo wsspr)en(n) (3.31)

J=0

1N)<s
et
Wl )
Z (=1)¥hy(z], 25, ..., 27, Jex—sj(n) = (—1) Z AW 5415 W51, -5 Ws,s11) R (12).
7=0 z(ggs
(3.32)
Proposition 3.2.1. Soient k, s et n trois entiers positifs, et A = 1122 ... k' une partition
de k, alors
I S A
AWt 15 Wkt 1, oy Whfit1) = (_1)t1+t2+ +tk< ' " Qt " k) (3.33)
1,025 -4y Uk

Preuve. Si nous prenons s = k + 1 dans le Théoréme 3.2.2, on trouve

H]E;k) = €k,
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d’autre part d’apres Théoreme 3.2.1, on a

ey = Z(—l)kmx(wl,kﬂ, W2 k1« Wi ot 1) 0,
Nk

or dans chapitre 1 on a la relation

ex =y (=) (t tl()\) t )hm
1502y o0y Uk

AFE

donc

[(A
(=D ma(Wr 1, Wty o Whk1)x = Z(_l)kH(A)( " tk) "

Ak Ak 1,19, ...

en comparant les coefficients de h) des deux cotés de cette équation, on obtenons le
résultat. [ |

Proposition 3.2.2. Soient k, s et n trois entiers positifs, et A\ = 112" ... k' yne partition

de k, alors

mk(wl,kﬂ, W2 k41 vy wk7k+1) == (—1)1()\) <1 — l(k;\)> ( l()\) 7tk> . (334)

ty, to, ...
Preuve. Si nous prenons s = k dans le Théoreme 3.2.2, on trouve
H,gkil) = e + (—1)Fpy.
D’autre part d’apres Théoreme 3.2.1, on a
er = MA(WLks 1, Wo ki1, o Wrpr1)Pr — (—1)Fpy,

or dans chapitre 1 on a la relation

[(A
er = Z(_l)k‘+l()\) <t1 tz( ) tk) h)\

Ak

GO )
Pr=2 I <t1,t2,...,tk>m’

Ak

alors on peut écrire

)\;k MA(W1 Jo 1, W2 ket 15 oo, Whiet 1)

k+I(A I(N) (=1 I(A)
- Z(_D | )<t1,t2, ...,tk> - Z l(/\)<t1’t2’ "‘7tk> "

Ak AFE

_ k I(N)
— %(_1)1@“@) (1 — l(>\)> (tl,tQ, tk) ha,

en comparant les coefficients de h) des deux cotés de cette équation, on obtient le résultat.
[ |
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Proposition 3.2.3. Soit k > 2 un entier positif et soit A\ = 1122 ... k' une partition de
k avec (X)) < k — 2, alors

t1.(k—1) L(N)
I(\)?— l(A)) (tl,tg,...,tk) (3:35)

Preuve. Si nous prenons s = k — 1 dans le Théoreme 3.2.1, en trouve

AW 1y W2 1y oeey Wh—2 k1) = (—1)l(’\) (1 —

Hi2= 3" my(wipe1, Wokt1, s Whe2o—1) s

AFE
I(N)<k—2

d’autre part d’apres Théoreme 3.2.2, on a

H72 = e+ (=) 1pp_1h

=(=D" > (s (tl Tletooo t'f) B R
t1+2to+-+ktp=k li,to, .o

(_1>t1+t2+“'+tk—l‘(k _ 1)
ty byt

(—1)* >
t14+2ta+-+(k—1)tp=k—1

t t I A
% 1 ittt pitipte .. gl
t17t27"'7tk—1

= (—1)k Z (_1)t1+t2+--.+tk <t1 R O tk) htllh;2 N th
b2t Fhtp=k t1,t9, ...,
T D e KGR )
t1+2to+-+ktp=k tl —+ t2 e tk -1
t1>0

y th+to+ -+t —1
ty— 1,10, ..., tg

)htllhgz ... hl];k

= (=" Yoo (—phrheth (tl LR tk) hithiz ..t
t14+2to+-+ktp=k tiyta, sty

B (_1)k Z (—1)tttatte ¢ (k — 1)
a2t kte—k (1 F 2+t = D) (G + o+ - 4 Tk)

t1>0

><<1+2+ +k>hilh§2...hz€

tl’tQ, -.-,tk
ti(k—1) I(N)
— (=) —1’“)(1— ! )( ha-
= /\2412:( ) A2 =11 ) \titay o ty)
[ |
Théoreme 3.2.3. Soient k, s et n trois entiers positifs, alors
ks ) (s-1)
er(29, a5, 2y) = (1) D (1Y e;(n) Ep=) (n) (3.36)
j=0
et .
(0, 25, oy ) = (1)) ST (=1) Ry (n) H ) (n). (3.37)
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St k n’est pas congru a 0 modulo s alors

ks
(—D)F Y (~1Ye;(m B (n) =0
7=0
et i
(=)D S (= 1)y (n) HiSZY (n) = 0
7=0
Preuve. On a " ()
_ — (x;t)°
S ES Vit =] -
k>0 o1 Lt
et 1 ,
_ - +z;
HE 1)(n)tk = S h—
,; K 1;[1 14 (—xt)s

Ces relations peuvent étre réécrites comme suit :

n

[T —t) S BV (n)th = ﬁu — (z;t))®

i=1 k>0 i=1

et

ce qui équivaut a

k=0

> (1) fex(ai, a3, o, )t = ( (—1)j6j(n)tj) (2)1955_1)(”)757”)

on pose sk = j + r, on obtient

S (=)@, g, )t = 30 (= 1) ey (n) B (m)e".

k>0 k=0320

De la méme maniére on trouve

S (=D (a3, 3, ., ) = (Z(—l)khk(n)tk) (Z H;S”(n)tk) .

k>0 k>0 k>0
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3.3 Les interprétations combinatoires des fonctions

symétriques généralisées
Théoreme 3.3.1. La fonction symétrique généralisée E,gs) est interprétée comme une
fonction génératrice des poids des chemins de réseau entre les points u = (0,0) et v =

(k,n — 1), avec au plus s pas dans la direction horizontal.

Preuve. 1l est facile de voir que la fonction symétrique élémentaire généralisée est une
fonction génératrice des poids de chemin de réseau entre deux points. Pour chaque variable

,E:S) on associe un pas horizontal unitaire, et si nous supposons que chaque

unitaire x; dans F
chemin de réseau commengant par u = (0, 0), il se termine par v = (k,n — 1) avec au plus

s pas dans la direction horizontale.

Exemple 3.3.1. Les chemins de (0,0) d (4,2) associés a B\ (3) = 2222+ 22mom5 +ziri+

17313 + xlxgxg + 2373 :

X3 r3 I3
1 U1 1
Lo | T2 X2
Ty Ty Ty T1 Ty T1
U Uy U
xs3 xr3 I3 xr3 I3
U1 U1 1
Ty T3 i Ty To
X1 X1 |
o— o—
U Uy Uy

FIGURE 3.1 — Les six chemins de (0,0) & (4,2) associés a Ef)(B).

Théoréme 3.3.2. Soit k,n et s trois entiers positifs, alors

s ) iMoa(s
H )= 3 (SR e i (), (3.38)

Ak
X;={0,1}mod(s+1)

Preuve. D’apres la relation (3.3), on a

> Hks)tk =1 —zit + -+ (—zit)*)
k=0 i=1
— —Z — 1 — (= Zt — Zt ](S+1)
[ = 10— (at) X(ait)

=1 =1 j=1
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ﬁ(i Y. i s+ )

=1

.

Il
=

( Z ( 1)/\¢mod(s+1) (l’lt))\z)

Xi={0,1}mod(s+1)

_ Z Z (_1>k+22(:)‘g )\imOd(S+1)mA<n)tk.
k

-
A;={0,1}mod(s+1)

Remarque 3.3.1. Quand s est impair, nous avons
HYm)= Y ma(n). (3.39)
Ak
A;={0,1}mod(s+1)

Corollaire 3.3.1. [l existe une connexion entre toutes les partitions de k en parts congruentes

a 0 ou 1 modulo s+ 1 et les partitions de k en au plus s parts comme suit :

YA 3 mod(s
> (—1)2imo Xmedtt iy () = 37 M (W1, Wast s o Wesr)hae (3.40)

Ak k
X;={0,1}mod(s+1) L(N)<s

Soit Py, I'ensembles des chemins de réseau entre les points v = (0,0) et v = (k,n—1)
ol le nombre de pas dans la direction horizontale est congru a 0 ou 1 modulo s + 1. Pour
P = (p1,p2; -, Pnsk—1) € Py, nous considérons
n;(P) :=le nombre de pas horizontal modulo s + 1 au niveau i.
é

H®)-étiquetage qui attribue 1’étiquette pour chaque pas horizontal comme suit

L(p;) :=(le nombre de pas nord qui précédent p;)+1.

Théoreme 3.3.3. Soient n, k et s trois entiers positifs, alors

> oXFP si s impair,
. PEP;
Hi(n) = k’k pop
(=" ¥ (-D)" X" sinon,
PEP;

o XF :HixL(Pi)’ et P = ZZ’I'LZ(P)

Preuve. D’apres Théoreme 3.3.2, il est facile de voir que les fonctions symétriques géné-
ralisées H, ,ES) sont des fonctions génératrices des poids des chemins de réseau entre deux
points. Pour chaque variable unitaire x; dans cette fonction symétrique, nous associons un
pas horizontal unitaire, et si nous supposons que chaque chemin de réseau commencant
par u = (0,0) alors il se termine par v = (k,n — 1) ou le nombre de pas dans la direction

horizontale est égale a 0 ou 1 modulo s + 1. [

Exemple 3.3.2. Figure 3 montre ['interprétation de H:)(,Q)(S) par chemin de réseau o1

H?EQ)(S) = —1} — 75 — 3 + 217973
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v v T3 T3 T3y L2 v
Ty T T3 i
x
1 1 I
U U U U

FIGURE 3.2 — Les quatre chemins de u a v associés a Héz)(3).

Corollaire 3.3.2. La fonction symétrique élémentaire ex(n) est une fonction génératrice
des poids des chemins entre les points u = (0,0) et v = (k,n — 1) avec au plus un pas

dans la direction horizontale.

Soit 7,7, I'ensemble de tous les pavages d'un (n + k — 1)-ruban (un n-ruban est la

concaténation de n cellules) en utilisant exactement k carrés rouges et n — 1 carrés vert.
Soit aussi X“T = 27'25..25? le poids de pavages T, pour chaque 7" € 7T;}, nous
calculons wr = (wy,ws, ..., w,) comme suit :

1). Attribuez un poids a chaque carré dans le pavage. Un carré vert regoit toujours le
poids 1 . Un carré rouge recoit le poids z,,1 ou m égale au nombre de carrés verts

qui sont a gauche de ce carré dans le pavage.

2). Calculez wyr = (wy,ws,...,w,) en multipliant les poids z,,4+1 de tous les carrés

XTo | T2

rouges. Par exemple

x| 21

FI1GURE 3.3 — Un pavage du poids et son chemin de réseau associé.

Nous considérons

Ny (T) := le nombre de carré rouges successifs modulo s+ 1 apres le m-éme carré vert

qui précédent ces carrés.

Théoréme 3.3.4. Soient k,n et s trois entiers positifs, alors

. si s impair,
H (n) = e (3.41)
(-1 ¥ (=1D)9X%r  sinon,
TETkS’n

ou G = ZTGES,'IL nm(T)
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Preuve. Puisque la bijection entre les chemins de réseau et le pavage préserve les poids.
Alors, par Théoreme 3.3.2 il suffit d’associer un chemin de réseau a un (n + k — 1)-ruban,
en utilisant & carrés rouges successifs congruents a 0 ou 1 modulo (s + 1). Ce chemin de
réseau commence a partir de u = (0,0) et se termine par v = (k,n — 1) ou le nombre de
pas dans la direction horizontale est congru & 0 ou 1 modulo (s + 1) dont chaque carré
vert représente un mouvement d’une unité vers le haut et chaque carré rouge représente

un mouvement d’une unité vers la droite. [ |

Exemple 3.3.3. Nous donnons l'interprétation par pavage pour

HP(3) = —2% — 23 — 23 + 212075,

FIGURE 3.4 — Les quatre pavages associés a H§2)(3).

3.4 Applications

3.4.1 Coefficients bi*nomiaux

Les coefficients bi*nomiaux sont une extension naturelle des coefficients binomiaux

classiques. Ces coefficients sont définis de la maniere suivante :

Soient s > 1 et n > 0, deux entiers, pour un entier £ = 0,1,...,sn; le coefficient

bi*nomial (Z) est défini comme étant le k-ieme coefficient dans le développement
S

(1+x+x2+---+x8)”=z<n> ", (3.42)
k>0 k s

avec la convention que (Z) =0 pour k < 0 ou k > sn.
S

Interprétation combinatoire Le coefficient bi*nomial (Z) compte le nombre de ma-
S
nieres de distribuer £ boules dans n urnes de sorte que chaque urne contient au plus s

boules.

Propriétés 3.4.1. [4] Comme propriétés déja bien établies, on a :
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<Z> - <snn— k) (3.43)

2). La relation de récurrence longitudinale

(b= (0); (3.44)

3). La relation de récurrence diagonale

(Z) B ngo (;) (k Tm> o (3.45)

Remarque 3.4.1. Les coefficients bi*nomiaux, comme c’est le cas pour les coefficients

1). La relation de symétrie

binomiauz classiques, sont construits pour le triangle de Pascal connu sous le nom de

s-triangle de Pascal.

Pour illustrer la relation de récurrence longitudinale, nous présentons le triangle des

coeflicients bitrinomiaux.

n/kj0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
0 |1

1 ]1 1

2 |1 2

3 11 3 6 3 1

4 11 4 10 16 19 16 10 4 1

5> |1 5 15 30 45 51 45 30 15 5 1

6 [1 6 21 50 90 126 141 126 90 50 21 6 1

TABLE 3.1 — Triangle des coefficients bitrinomiaux (Z>2

Prenant (z1, z,...,z,) = (1,1,...,1) dans la relation (3.2) ou (3.6), nous obtenons les
————

nfois
deux résultats suivants :

Corollaire 3.4.1. [3] Les coefficients bi*nomiaux sont des spécialisations de la fonction

symétrique élémentaire généralisée E,ES)

EY(1,1,..,1) = (Z) (3.46)

Corollaire 3.4.2. [3] Pour 0 < k < sn, soient u = (0,0) et v = (k,n—1) deux points, le
nombre de chemins entre les point u et v avec au plus s pas dans la direction horizontale

est exactement le coefficient bi*nomial (Z) .
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Proposition 3.4.1. [/ Les coefficients bi* nomiaux s’expriment en termes des coefficients

binomiaur comme suit :

(0.7, 2 GG Gz e

. _ 27
ot a = exp( ).
_ 271
Preuve. Posons a = exp(77), on a alors

n n n s i
—1)k =2y i) k.
j1+j2+§~;+jsk <j1> <j2> <j5>( S ) '

Par identification avec la relation (3.42), on arrive au résultat. |

3.4.2 Coefficients ¢g-bi*nomiaux

Définition 3.4.1. Soit s € N*, le q-analogue de coefficient bi*nomial est défini comme

(s)
n AT T g () (—1yhg e (3.48)
] | aq a ; :
M jl+j2+z~;+js—k Ll]q qu qu

q

suit :

271

sTl) Ce coefficient s’appelle coefficient q-bi*nomial.

ot a = exp(
Remarque 3.4.2. Pour s = 1, on trouve le g-analogue du coefficient binomial q(g) m
w1 (@)
o,

q
qu’on noté [

Théoréme 3.4.1. [4] Le coefficient g-bi*nomial est le k-iéme terme du produit suivant :

n—1 sn (s)
[A+dz+-+(Fz)*) = m zF. (3.49)
j=0 k=0 q

Preuve. Comme

(1 4 33'2 4+t .Z‘S) — i:l(x _ CLT) pour a = ea;p(f%)a

alors
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oL+ o+ + (¢r))

- ﬁl(x —a) gz —a) - (¢" e —a")

—D)™ J[a™(1—a"2)(1—a"gz) (1 —a"¢" 'a)
r=1

D’apres la relation (3.48), on obtient

n—1 ns (s)
[+ dz+-+(d2))=> m ",

j=0 k=0

n
Prenant (xq, s, ...,2,) = (1,¢,...,¢" 1) dans la relation (3.2) ou (3.6), nous obtenons
le résultat suivant :

Corollaire 3.4.3. [3] Les coefficients q-bi*nomiauz sont des spécialisations de la fonction

symétrique élémentaire généralisée E( ) i.e.

(3.50)

SN
—~
—_
=
L)

Ju
~—
I
—
S
I
©

et

Preuve. La relation (3.49) donne

n—1 n—1
H(1+qjx_|_...+(qu)3):(1-1-1:_}_...4_ ) (l—l—q]'H:L’—}— —i—(qJ—HI)S) (3.53)
j=0 J=1
et
n—1

1:[(1+qj:1:+~ A (P2)) = (¢ -+(q”1x)s)7ﬁ(1+qj$+- 4 (¢’2)%), (3.54)
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qui deviennent respectivement

ns n(s) ns T — 1 (s)
Zlk] $k=(1+x+---+xs)2[ . ] (qx)*,

k=0 q k=0

k=0 q k=0 q
ainsi . "
ns n S L ns s L n 1 S .
xt = Z Z q [ ] x”,
k=0 [k]q k=0 (j—o k—J q
ns (s) ns s (s)
VA IR of oY i I
k=0 k q k=0 \j=0 k—3j q
Ce qui montre le résultat. [ |

Proposition 3.4.2 (Formule de Chu-Vendermende). [}/ Le coefficient q-bi*nomial

satisfait la relation suivante :

() &k (s) (s)
l” *]; m] =3 ) m lkm ] . (3.55)
=0

q J1q A

Preuve. D’apres la relation (3.49), on a

n—1 ns [,.7(s)
: , n
[T+ x4+ (d2)) = 1 2",
=0 o LK
J q
m—1 ) ) ms 'm ()
(I+qz+-+(2)) =) ] at,
- — | k
7=0 k=0 L q
n+m—1 (n+m)s (s)
. ) n+m
II O+dz+-+(d2))= > [ ] ",
- - k
7=0 k=0 q
Avec ces identités, 1’égalité
n+m—1 ] ) n—1 ] ) m—1 ) ]
II O+dz+-+ (@)= [[Q+ T2+ +(d2)°) [[A+dz+-- + (¢2)*),
j=0 =0 j=0
devient (ntm) (s) (s) ()
n+m)s s ns s ms s
A P [ Pt
> =] ) E
k=0 [ k q (k:() k q k=0 k q
En utilisant le produit de deux séries génératrices, on arrive a notre résultat. |
Remarque 3.4.3. Pour s =1 la relation (3.55) s’écrit
n+ml® _ k e [ Or oy 10
. P 1ol (3.56)
q J=0 J1q Jlq




3.4. Applications 74

Théoréme 3.4.3. [3] Soient n, k et s trois entiers positifs. Le coefficient ¢-bi® nomial est
la fonction génératrice en q du nombre des partitions d’entiers avec au plus k parts dont
il y a au plus s parts successives qui sont égales, et la plus grande part < n — 1 dans un

rectangle de taille k x (n — 1), c’est da dire

(s)
m = ¥ M (3.57)

q AC(n—1)k

0t A= (A1, Az, oo, M) tel que 0 < A\ < Ao <o <A <n—1, A\ # ANy pouri > 1.

Preuve. On utilise une interprétation par chemin de réseau associé. Chaque partition
s’inscrit dans un rectangle de taille k x (n — 1) est déterminée uniquement par un chemin
qui commence par le point (0,0) et se termine par le point (k,n — 1) défini dans le
Théoreme 3.4.1 et nous prenons simplement le poids de ce chemin comme le poids de sa

partition associée.

Exemple 3.4.1. Figure 3.5 montre l’interprétation combinatoire par partition et chemin

pour le cas den =3, s =2 et k = 2.

FIGURE 3.5 — Les six chemins du réseau de (0,0) a (4,2). L’exposant de ¢ dans le poids
de chaque chemin est donné par le comptage du nombre des cases qui sont en dessous et

& droite des chemins.

Corollaire 3.4.4. Le nombre q-binomial est la fonction génératrice du nombre de par-
titions entiéres avec au plus k parts, et la plus grande part égale au plus n — 1. C’est a
dire

mq =G > g (3.58)

AC(n—1)k
Proposition 3.4.3 (Relation de symétrie). Pourn >0 et s> 1, on a

(s) (s)
n sn(n—1) n
= gk . 3.59

SN —
q
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Preuve. Soit

[Z] = g7, (3.60)

[”J=ZM” (3.61)

ou
— w(P) est le poids de chaque chemin P de point (0,0) au point (k,n — 1) avec au
plus s pas dans la direction orientale.
— w(P’) est le poids de chaque chemin P’ de point (0,0) au point (sn —k,n — 1) avec
au plus s pas dans la direction orientale.
Supposons que :
— le poids le plus élevé est associé au chemin commengant par (0,0) et se terminant

. sn(n—1)
par (sn,n—1),ieq 2
— le poids total de la grille entre le point (0,0) et le point (k,n — 1) est g™~ Dk,

Par conséquence, pour chaque chemin P il n’existe que le chemin P’ ou

¢*F) = ¢ F (= Dkw(P)

Comme > p = > p/, alors d’apres Théoreme 3.4.1 et la relation (3.43) on obtient

(s)
n w(p! sn(n—l)_ n— —w
l ] =30 = 3 k()
q P’ P

sn—k
_ qis"@*“—(n—nk 3 ¢
P

(s)
_ ¢k [n] ,

k

q

n® e v
k sn —k . ’

Et ainsi

D’ou le résultat.
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