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Introduction

Une équation aux différences est une équation dont la variable est une suite qui

relie plusieurs termes d’une même suite. Les équations aux différences sont très impor-

tantes dans différents domaines scientifiques comme la biologie, la théorie du contrôle, la

physique, etc. Elles apparaissent dans la modélisation de plusieurs phénomènes réels.

Les équations aux différences non linéaires ont une forme simple mais il est un peu difficile

de déterminer la forme des solutions pour ces équations.

L’objectif de ce mémoire est l’étude de l’existence et le comportement asymptotique-

ment des solutions de quelques équations aux différences dans des espaces de Banach par

la technique du point fixe.

La méthode du point fixe consiste à transformer un problème donné en un problème de

point fixe.

Dans ce mémoire nous présentons dans le premier chapitre les notion nécessaires pour

la bonne compréhension de ce travail.

Ensuite dans le deuxième chapitre nous appliquons le théorème de point fixe de Schau-

der pour étudier l’existence et le comportement asymptotiquement des solutions de deux

équations aux différences non linéaires.

Le troisième chapitre est consacré à l’étude de l’existence et la périodicité des solutions

d’une équation aux différences non linéaire à l’aide du théorème de point fixe de Darbo.

On terminons ce mémoire par une conclusion.
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Notations

Dans ce mémoire on désignera par

R l’ensemble des nombres réels.

C l’ensemble des nombres complexes.

N l’ensemble des nombres naturels.

R+ l’ensemble des nombres réels positifs.

R∗+ l’ensemble des nombres réels strictement positifs.

Rn l’espace vectoriel de dimension n construit sur les corps des réelles.

Nn0 = {n0, n0 + 1, ...} où n0 ∈ N

|.| la valeur absolue.

N∗ l’ensemble des nombres naturels non nuls.
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Chapitre 1

Notations et préliminaires

Dans ce chapitre, nous présentons les notions nécessaires pour la bonne compréhension

de ce travail, nous commençons par donner un rappel sur les espaces métriques et les

espaces de Banach, ensuite nous présentons la notion de la mesure de non-compacité

et une relation de comparaison des suites. Nous terminons le chapitre par une section

réservée aux équations aux différences.

1.1 Espaces métriques et espaces de Banach

Définition 1.1.1. Soit X un ensemble non vide

1. On appelle distance sur X toute fonction d : X ×X → R+ vérifiant les propriétés

suivantes

(a) ∀x, y ∈ X2, d(x, y) = 0⇔ x = y.

(b) ∀x, y ∈ X ×X, d(x, y) = d(y, x),(symétrie).

(c) ∀x, y, z ∈ X, d(x, y) 6 d(x, z) + d(z, y), (inégalité triangulaire).

2. Tout ensemble X muni d’une distance d est appelé espace métrique et on le note

(X, d).
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1.1. Espaces métriques et espaces de Banach

Exemple 1.1.1. 1. Soit X un ensemble non vide. On définit la fonction d par

d : X ×X −→ R

(x, y) −→ d(x, y) =

0 si x = y

1 si x 6= y.

Alors d est une distance sur X, (c’est la distance discrète).

2. Soient X = Rn et x = (x1, ..., xn), y = (y1, ..., yn) ∈ Rn. La fonction

d : Rn × Rn −→ R

(x, y) −→ d(x, y) =

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)2

est une distance sur Rn, (c’est la distance euclidienne).

– Si n = 1 on obtient d(x, y) = |x− y|, (c’est la distance usuelle sur R).

Définition 1.1.2. Soient (X, d) un espace métrique, x0 ∈ X et r ∈ R∗+

(i) L’ensemble

B(x0, r) = {x ∈ X, d(x0, x) < r},

est appelé la boule ouverte de centre x0 et de rayon r

(ii) L’ensemble

B(x0, r) = {x ∈ X, d(x0, x) ≤ r},

est appelé la boule fermée de centre x0 et de rayon r.

Remarque 1.1.1. Soient (X, d) un espace métrique, x0 ∈ X et r, r′ ∈ R∗+, alors

1. B(x0, r) ⊂ B(x0, r).

2. Si r < r′, alors B(x0, r) ⊂ B(x0, r
′).

Définition 1.1.3. Soient (X, d) un espace métrique et (xn)n ⊂ X une suite et x0 ∈ X

(a) On dit que (xn)n∈N1 converge vers x0 si

∀ε > 0,∃n0 ∈ N, ∀n ∈ N, n ≥ n0, d(xn, x0) < ε.

(b) On dit que (xn)n∈N1 est une suite de Cauchy si

∀ε > 0,∃n0 ∈ N,∀m,n ∈ N, m > n ≥ n0, d(xn, xm) < ε.

2



1.1. Espaces métriques et espaces de Banach

Proposition 1.1.1. [4] Soient (X, d) un espace métrique et (xn)n ⊂ X une suite, alors

1. Si (xn)n∈N est convergente sa limite est unique.

2. Toute suite convergente est une suite de Cauchy .

Définition 1.1.4. Soient (X, d1), (Y, d2) deux espaces métriques, f : X → Y une fonction

et x0 ∈ X.

(a) On dit que f est continue au point x0 si lim
x→x0

f(x) = f(x0), c’est-à-dire

∀ε > 0, ∃ δ > 0, ∀x ∈ X, d1(x, x0) ≤ δ ⇒ d2(f(x), f(x0)) < ε.

(b) On dit que f est continue sur X si elle est continue en chaque point de X.

Définition 1.1.5. Soit f une application d’un ensemble E dans lui même. on dit qu’un

point x ∈ E est un point fixe de f si et seulement si f(x) = x.

Définition 1.1.6. Soient (X, d1) et (Y, d2) deux espaces métriques et f : X → Y une

fonction.

On dit que f est uniformément continue si

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x, x0 ∈ X, d1(x, x0) < δ ⇒ d2(f(x), f(x0)) < ε.

Remarque 1.1.2. Si f est uniformément continue, alors elle est continu.

Définition 1.1.7. Soient (X, d1) et (Y, d2) deux espaces métriques.

On dit que f est une isométrie si

∀x, x0 ∈ X, d1(x, x0) = d2(f(x), f(x0)).

Remarque 1.1.3. Toute isométrie est injective et uniformément continu.

Définition 1.1.8. Soient (X, d) un espace métrique et E un sous-ensemble de X. On

note par dE la restriction de d à E × E c’est-à-dire dE : E × E → R+.

Alors (E, dE) est appelé un sous-espace métrique de (X, d).

Définition 1.1.9. Soient (X, d) un espace métrique et E un sous-ensemble de X.

(i) (X, d) est dit complet si toute suite de Cauchy de X converge vers un point de X.

(ii) E est dit complet si le sous-espace métrique (E, dE) est complet.

Exemple 1.1.2. (a) Les espaces R et Rn sont complets pour la métrique usuelle et la

métrique euclidienne respectivement.
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1.1. Espaces métriques et espaces de Banach

(b) L’espace (X, d) où d est la distance discrète est complet.

Définition 1.1.10. Soit X un ensemble et τ est une famille de partie de X. On appelle

un espace topologique un couple (X, τ), vérifiant

(a) La réunion de toute famille d’élément de τ est un élément de τ.

(b) L’ intersection de toute famille finie d’éléments de τ est un élément de τ.

(c) X et ∅ appartient à τ.

Les éléments de τ s’appellent ouverts de X pour la topologique τ .

Définition 1.1.11. Soit (X, τ) un espace topologique et E ⊂ X. On appelle la fermeture

de E le plus petit fermé de X contenant E. On le note E.

Définition 1.1.12. Soit (X, τ) un espace topologique et E ⊂ X. On appelle la topologie

trace de τ sur E la famille τE définie par

τE = {G ∩ E,G ∈ τ},

telle que τE définit une topologie sur E.

Définition 1.1.13. Soient (X, τ) un espace topologique, E ⊂ X et x ∈ E. On dit que E

est un voisinage de x si

∃v ∈ τ tel que x ∈ v ⊂ E.

Définition 1.1.14. Soit (X, τ) un espace topologique. On dit que (X, τ) est un espace

séparé si

∀x, y ∈ X, x 6= y,∃v ∈ ν(x), ∃w ∈ ν(y), v ∩ w = ∅

Définition 1.1.15. Soient (X, τ) et (Y, σ) deux espaces topologiques.

– On appelle homéomorphisme de X sur Y toute fonction bijective f : X → Y, telle

que f et f−1 sont continues.

– On dit que X et Y sont homéomorphes si il existe un homéomorphisme de X dans

Y.

Définition 1.1.16. Soit (X, τ) un espace topologique séparé et E ⊂ X

(a) X est dit compact si toute famille d’ouverts de X, (V
α

) telle que X =
⋃
α

V
α
contient

une sous-famille finie (V
αi

), 1 ≤ i ≤ n vérifiant aussi X =
n⋃
i=1

V
αi
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1.1. Espaces métriques et espaces de Banach

(b) E est dit compact si le sous-espace (E, τE) muni de la topologie τE est compact.

Définition 1.1.17. Soit (X, τ) un espace topologique et E ⊂ X. On dit que E est relati-

vement compact si E est compacte.

Proposition 1.1.2. L’image d’un compact par une application continue est un compact.

Théorème 1.1.1. (Théorème de Heine) Soient (X, d), (Y, d′) deux espaces métriques et

f : X → Y une application. Si X est compact et f est continue, alors f est uniformément

continue.

Proposition 1.1.3. Soient (X, d) un espace métrique et E une partie de X. Alors E est

fermée si et seulement si toute suite convergente de E admette pour limite un point de E.

Théorème 1.1.2. Soient (X, d) un espace métrique complet et E une partie de X. Pour

que E soit complet il faut et il suffit que E soit fermé.

Définition 1.1.18. Soit (X, d) un espace métrique. On dit que (X, d) est précompact si

pour tout r > 0, X admet un recouvrement fini par des boules ouvertes de rayon r.

Théorème 1.1.3. Soit (X, d) un espace métrique. Alors (X, d) est compact si et seulement

si (X, d) est complet et précompact.

Définition 1.1.19. Soit X un espace vectoriel sur un corps K. On appelle norme sur X

toute fonction ‖.‖ : X → R+ vérifiant les propriétés suivantes

(a) ∀x ∈ X, ‖x‖ = 0⇔ x = 0.

(b) ∀λ ∈ K, ∀x ∈ X, ‖λx‖ = |λ|‖x‖, (homogénéité).

(c) ∀x, y ∈ X, ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖, (inégalité triangulaire).

(X, ‖.‖) est appelé espace vectoriel normé.

Exemple 1.1.3. 1. On définit la fonction ‖.‖ : Rn → R, par

∀x = (x1, ..., xn) ∈ Rn, ‖x‖ =
n∑
i=1

|xi|.

Alors ‖.‖ est une norme sur Rn.

2. Soit l∞ l’espace des suites réelles bornées tel que

x = (xn)n ∈ l∞ : sup
i∈N
|xi| <∞.

Alors la fonction ‖.‖∞ : l∞ → R avec ‖.‖∞ = sup
i∈N
|xi| est une norme sur l∞.
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1.1. Espaces métriques et espaces de Banach

Remarque 1.1.4. 1. (X, ‖.‖) est appelé espace vectoriel normé réel si K = R.

2. (X, ‖.‖) est appelé espace vectoriel normé complexe si K = C.

Proposition 1.1.4. Soient (X, ‖.‖) un espace vectoriel normé et x, y ∈ X. Alors

1. La fonction d : X ×X → R définie par

∀x, y ∈ X, d(x, y) = ‖x− y‖,

est une distance sur X.

2. La fonction x→ ‖x‖ est continue.

Définition 1.1.20. Soient (X, ‖.‖) un espace vectoriel normé et (xn)n∈N ⊂ X une suite

(a) On dit que la série
∑
n>1

xn est convergente (i.e
+∞∑
n=1

xn <∞) si

lim
n→+∞

‖Sn − S‖ = 0,

où (Sn)n =

(
n∑
i=1

xi

)
est la suite des sommes partielles de la série

∑
n>1

xn et dans ce

cas S =
+∞∑
n=1

xn est la somme de cette série.

(b) On dit que
∑
n>1

xn est absolument convergente si la série
∑
n>1

‖xn‖ est convergente.

Définition 1.1.21. Soit (X, ‖.‖) un espace vectoriel normé. On dit que (X, ‖.‖) est un

espace de Banach si (X, ‖.‖) est complet.

Proposition 1.1.5. Soit (X, ‖.‖) un espace vectoriel normé. Alors X est un espace de

Banach si et seulement si toute série absolument convergente est convergente.

Exemple 1.1.4. (a) L’espace (Rn, ‖.‖2) est un espace de Banach pour la norme

∀x = (x1, ..., xn) ∈ Rn, ‖x‖2 =

(
n∑
i=1

|xi|2
) 1

2

.

(b) (l∞, ‖.‖∞) est un espace de Banach.

Définition 1.1.22. Soient X un espace vectoriel et E une partie de X. On dit que E est

convexe si

∀x, y ∈ E, ∀λ ∈ [0, 1], λx+ (1− λ)y ∈ E.

Exemple 1.1.5. (a) Tout sous-espace vectoriel de X est convexe.

(b) Si E est convexe et a ∈ X, alors a+ E est convexe.
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1.2. Mesure de non-compacité

Proposition 1.1.6. Soient (X, ‖.‖) un espace vectoriel normé et r > 0. Alors la boule

ouverte Br = {x ∈ X, ‖x‖ < r} est convexe.

Définition 1.1.23. Soient (X, ‖.‖) un espace vectoriel normé et E ⊂ X. On appelle

enveloppe convexe de E, notée conv(E) l’intersection de tous les sous-ensembles convexes

contenant E.

Théorème 1.1.4. (Théorème de Schauder )[9] Soient (X, ‖.‖) un espace de Banach, E un

sous-ensemble non vide convexe et compact de X et A : E → E une application continue

sur E. Alors A admet au moins un point fixe dans E.

1.2 Mesure de non-compacité

Soit (X, ‖.‖) un espace de Banach. On note par M la famille de tous les sous-ensembles

bornés non vides deX et parN la famille de tous les sous-ensembles relativement compacts

de X.

Définition 1.2.1. [7] Une fonction α : M → R+ est dite mesure de non-compacité si elle

vérifie les conditions suivantes

1. La famille kerα = {D ∈M, α(D) = 0} est non vide et kerα ⊆ N .

2. D ⊆ B ⇒ α(D) ≤ α(B).

3. α(D) = α(D).

4. α(conv(D)) = α(D).

5. α(λD + (1− λ)D) ≤ λα(D) + (1− λ)α(D), ∀λ ∈ [0, 1].

6. Si {Dn} est une suite d’ensembles fermées de M tel que Dn+1 ⊆ Dn pour n =

1, 2, ... et lim
n→+∞

α(Dn) = 0, alors
+∞⋂
n=1

Dn n’est pas vide.

Théorème 1.2.1. (Théorème de Darbo )[8] Soient D ⊂ X un sous-ensemble non vide,

borné, convexe et fermé et α une mesure de non-compacité dans X. Soit A : D → D un

opérateur continu vérifie

α(A(V )) ≤ λα(V ),

pour tout sous-ensemble V de D, avec λ ∈ [0, 1[ est une constante. Alors A admet un

point fixe dans D.
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1.3. Relations de comparaison des suites

Lemme 1.2.1. [2] Soit X un sous-ensemble non vide et borné de l∞. On pose

Xn = {xn, x = (xn) ∈ X}, diamXn = sup
x,y∈X

|xn − yn|

et

µ(X) = lim sup
n→+∞

diamXn.

Alors µ est une mesure de non-compacité dans l∞.

1.3 Relations de comparaison des suites

Dans cette section, les suites considérées sont à valeur dans K = R ou K = C.

Définition 1.3.1. Soient (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites et vn 6= 0, ∀n ∈ N. On dit que

la suite (un)n∈N est négligeable devant (vn)n∈N si la suite (un
vn

)n∈N converge ver 0. On note

alors un = o(vn).

Remarque 1.3.1. Soit (un)n∈N une suite. Si la suite (un)n∈N converge vers 0. Alors

un = o(1).

Proposition 1.3.1. Soient (un)n∈N, (vn)n∈N et (wn)n∈N trois suites. Si un = o(vn) et

vn = o(wn), alors un = o(wn).

Proposition 1.3.2. Soient (un)n∈N, (vn)n∈N, (wn)n∈N et (tn)n∈N quatre suites

et wn 6= 0, tn 6= 0, ∀n ∈ N et soit (λ, µ) ∈ K2. Alors

– Si un = o(wn) et vn = o(wn), alors λun + µvn = o(wn)

– Si un = o(wn) et vn = o(tn), alors unvn = o(wntn).

1.4 Équations aux Différences

Dans cette section, on désigne par I une partie de R.

Définition 1.4.1. Soit (xn)n∈Nn0
une suite réelle, on définit l’opérateur de différence ∆

par

∆xn = xn+1 − xn, n ∈ Nn0 . (1.1)

Définition 1.4.2. En générale, on définit ∆r, r ∈ N1 par

∆rxn = ∆(∆r−1xn), n ∈ Nn0 .

8



1.4. Équations aux Différences

Proposition 1.4.1. On a les propriétés suivantes pour ∆

(a)
n−1∑
i=n0

∆xi = xn − xn0 , n ∈ Nn0 . (1.2)

(b)

∆

(
n−1∑
i=n0

xi

)
= xn, n ∈ Nn0 .

Démonstration. En utilisant (1.1) on trouve

(a)

n−1∑
i=n0

∆xi =
n−1∑
i=n0

(xi+1 − xi)

=
n∑

i=n0+1

xi −
n−1∑
i=n0

xi

= xn − xn0 .

(b)

∆

(
n−1∑
i=n0

xi

)
=

n∑
i=n0

xi −
n−1∑
i=n0

xi

= xn.

�

Théorème 1.4.1. (La règle de l’Hopital dans le cas discret )[1] Soit c ∈ R, (un)n∈N0 et

(vn)n∈N0 deux suites numériques, telles que

(a) vn > 0, ∀n ∈ N.

(b) ∆vn > 0, ∀n ∈ N.

(c) lim
n→+∞

vn = +∞.

Alors

lim
n→+∞

∆un
∆vn

= c⇒ lim
n→+∞

un
vn

= c.

Démonstration. 1. Soit lim
n→+∞

∆un
∆vn

= c, tel que c ∈ R. Alors

∀ε > 0,∃n1 ∈ Nn0 , c− ε <
∆ui
∆vi

< c+ ε, ∀i ∈ Nn1 .

9



1.4. Équations aux Différences

Comme ∆vi > 0, donc

(c− ε)∆vi < ∆ui < (c+ ε)∆vi, ∀i ∈ Nn1 ,

alors

(c− ε)
n∑

i=n1

∆vi <
n∑

i=n1

∆ui < (c+ ε)
n∑

i=n1

∆vi. (1.3)

En utilisant (1.3) on trouve

(c− ε)(vn − vn1) < un − un1 < (c+ ε)(vn − vn1).

En divisant par vn on obtient

(c− ε)vn − vn1

vn
+
un1

vn
<
un
vn

< (c+ ε)
vn − vn1

vn
+
un1

vn
. (1.4)

Mais lim
n→+∞

vn = +∞, alors

lim
n→+∞

un1

vn
= lim

n→+∞

vn1

vn
= 0.

En passant à la limite dans (1.4) quand n→ +∞ on trouve

∀ε > 0, ∃n1 ∈ Nn0 , c− ε ≤ lim
n→+∞

un
vn
≤ c+ ε.

On prend ε→ 0 dans cette dernière estimation on obtient

lim
n→+∞

un
vn

= c.

2. Soit c = +∞. Alors

∀ξ > 0, ∃n1 ∈ Nn0 ,
∆ui
∆vi
> ξ, ∀i ∈ Nn1 .

Comme ∆vi > 0, alors

∀ξ > 0, ∃n1 ∈ Nn0 , ∆ui > ξ∆vi, ∀i ∈ Nn1 ,

donc
n∑

i=n1

∆ui > ξ
n∑

i=n1

∆vi, ∀i ∈ Nn1 , n ∈ N, n > n1. (1.5)

En utilisant (1.5) puis en divisant par vn on obtient

un
vn
>
un1

vn
+ ξ

(
1− vn1

vn

)
, ∀n > n1.

En passant à la limite quand n → +∞ on trouve lim
n→+∞

un
vn
> ξ c’est-à-dire

lim
n→+∞

un
vn

= +∞.
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1.4. Équations aux Différences

3. Soit c = −∞, alors

∀ξ1 > 0,∃n1 ∈ Nn0 ,
∆ui
∆vi
≤ −ξ1, ∀i ∈ Nn1 .

Comme ∆vi > 0, alors

∀ξ1 > 0,∃n1 ∈ Nn0 ,∆ui ≤ −ξ1∆vi, ∀i ∈ Nn1 ,

donc
n∑

i=n1

∆ui ≤ −ξ1

n∑
i=n1

∆vi, ∀i ∈ Nn1 , n ∈ N, n > n1. (1.6)

En utilisant (1.6) puis en divisant par vn on obtient

un
vn
≤ un1

vn
− ξ1

(
1− vn1

vn

)
, ∀n > n1.

En passant à la limite quand n → +∞ on trouve lim
n→+∞

un
vn
≤ −ξ1 c’est-à-dire

lim
n→+∞

un
vn

= −∞.

�

Définition 1.4.3. Une équation de la forme

yn+k + p1(n)yn+k−1 + ...+ pk(n)yn = g(n), n ∈ Nn0 . (1.7)

avec pi(n), i ∈ {1, ..., k} et g(n) sont des fonctions réelles définies sur Nn0 et pk(n) 6= 0

pour tout n ∈ Nn0 s’appelle équation aux différences linéaire non homogène d’ordre k.

Définition 1.4.4. On appelle équation homogène associée à l’équation (1.7) l’équation

yn+k + p1(n)yn+k−1 + ...+ pk(n)yn = 0, n ∈ Nn0 .

Définition 1.4.5. Soit f : Ik+1 → I une fonction alors l’équation aux différences d’ordre

k + 1 suivante

xn+1 = f(xn, xn−1, ..., xn−k), n ∈ N. (1.8)

est dite non linéaire si elle n’est pas de la forme (1.7).

Définition 1.4.6. Une solution de l’équation (1.8) est une suite (yn)n∈N vérifie cette

équation.

Définition 1.4.7. Soient (yn)n∈N une solution de l’équation (1.8) et p ∈ N1.

– On dit que (yn)n∈N est p-périodique si yn+p = yn, ∀n ∈ N

11



1.4. Équations aux Différences

– On dit que (yn)n∈N est asymptotiquement p-périodique s’ il existe deux suites réelles

(un)n∈N et (vn)n∈N, telles que

(i) (un)n∈N est p-périodique.

(ii) lim
n→+∞

vn = 0.

(iii) yn = un + vn, ∀n ∈ N.

12



Chapitre 2

Application du théorème de Shauder

pour étudier le comportement

asymptotiquement des solutions de

quelques équations aux différences non

linéaires

Dans ce chapitre, nous allons appliquer le théorème de point fixe de Schauder pour

étudier le comportement asymptotique des solutions de deux équations aux différences

non linéaires dans des espaces de Banach.

2.1 Etude de l’équation ∆(rn−1∆xn−1) + anf (xn−k) = bn

Dans cette section on considère l’équation aux différences suivante [5]

∆(rn−1∆xn−1) + anf(xn−k) = bn, n ∈ N1 (2.1)

où k ∈ N, (rn)n∈N est une suite numérique réelle strictement positive, (an)n∈N1 et (bn)n∈N1

sont des suites numériques réelles avec an 6= 0,∀n ∈ N1 et f est une fonction réelle et ∆

est l’opérateur défini par (1.1).

Dans tout ce qui suit on pose Rn =
n−1∑
j=0

1
rj
, n ∈ N1

13



2.1. Etude de l’équation ∆(rn−1∆xn−1) + anf(xn−k) = bn

Lemme 2.1.1. Soient αn = |an|+ |bn| et βn = 1
rn

+∞∑
j=n+1

αj. Supposons que

+∞∑
n=1

Rn|an| <∞ et
+∞∑
n=1

Rn|bn| <∞, alors
+∞∑
n=1

βn est convergente.

Démonstration. On a
+∞∑
n=1

Rn|an|+
+∞∑
n=1

Rn|bn| =
+∞∑
n=1

Rn(|an|+ |bn|)

=
+∞∑
n=1

Rnαn

=
+∞∑
n=1

(
n−1∑
j=0

1

rj

)
αn

= α1
1

r0

+ α2

(
1

r0

+
1

r1

)
+ ...

=
1

r0

(α1 + α2 + ...) +
1

r1

(α2 + ...) + ...

=
+∞∑
n=1

(
1

rn−1

(
+∞∑
j=n

αj

))

=
+∞∑
n=1

βn−1.

Par conséquent
+∞∑
n=1

βn est convergent car
+∞∑
n=1

Rn|an| et
+∞∑
n=1

Rn|bn| sont convergentes. �

Lemme 2.1.2. Soit la suite (ρn)n∈N1 définie par ρn =
+∞∑
j=n

βj, alors lim
n→+∞

ρn = 0.

Démonstration. Soit Sn =
n∑
j=1

βj et S =
+∞∑
j=1

βj.

On a

lim
n→+∞

ρn = lim
n→+∞

+∞∑
j=n

βj

= lim
n→+∞

(
+∞∑
j=1

βj −
n−1∑
j=1

βj

)

= lim
n→+∞

+∞∑
j=1

βj − lim
n→+∞

n−1∑
j=1

βj

= S − S

= 0.

�
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2.1. Etude de l’équation ∆(rn−1∆xn−1) + anf(xn−k) = bn

Lemme 2.1.3. Supposons que f est une fonction continue sur R. Soient c ∈ R et a > 0,

alors il existe M > 1 tel que |f(t)| < M,∀t ∈ [c − a, c + a] et il existe n0 ∈ N tel que

Mρn < a, ∀n > n0.

Démonstration. On a f est une fonction continue sur R, donc

∀ε > 0, ∃a > 0, ∀c ∈ R, |t− c| ≤ a⇒ |f(t)− f(c)| < ε.

D’autre part on a

|f(t)| = |f(t)− f(c) + f(c)| ≤ |f(t)− f(c)|+ |f(c)| .

Donc

∀ε > 0, ∃a > 0, ∀t ∈ [c− a, c+ a], |f(t)| < ε+ |f(c)|.

On prend ε telle que ε+ |f(c)| = M et M > 1, alors

∃M > 1, ∀t ∈ [c− a, c+ a], |f(t)| < M.

En utilisant le Lemme 2.1.2 on trouve

∀ε > 0, ∃n0 ∈ N,∀n > n0, |ρn| < ε.

Donc si on prend ε = a
M

on obtient

∀n > n0,Mρn < a.

�

Lemme 2.1.4. Soit l’ensemble

T = {x ∈ l∞, x1 = · · · = xn0−1 = c et |xn − c| ≤Mρn, n > n0}.

Alors T est convexe, fermé et précompact.

Démonstration. 1. Tout d’abord montrons que T est convexe.

Soient x, y ∈ T et λ ∈ [0, 1], on pose z = λx+ (1− λ)y. Alors

Si n < n0 on a

z1 = λx1 + (1− λ)y1 = λc+ (1− λ)c = c

z2 = λx2 + (1− λ)y2 = λc+ (1− λ)c = c

...

zn0−1 = λxn0−1 + (1− λ)yn0−1 = λc+ (1− λ)c = c.

15



2.1. Etude de l’équation ∆(rn−1∆xn−1) + anf(xn−k) = bn

Donc z1 = · · · = zn0−1 = c.

Si n > n0 on a

|zn − c| = |λxn + (1− λ)yn − c|

= |λxn + (1− λ)yn − c− λc+ λc|

= |λ(xn − c) + (1− λ)(yn − c)|

≤ |λ(xn − c)|+ |(1− λ)(yn − c)|

≤ λ|xn − c|+ (1− λ)|yn − c|

≤ λMρn + (1− λ)Mρn = Mρn.

Alors

|zn − c| ≤Mρn, ∀n > n0.

D’où T est convexe.

2. Maintenant montrons que T est fermé, soit (Xm)m une suite de T qui converge

vers X, alors

{Xm1 = Xm2 = · · · = Xmn0−1 = c et |Xmn − c| ≤Mρn, n > n0}

et

∀ε > 0, ∃m0 ∈ N, ∀m > m0, ‖Xm −X‖∞ < ε.

Donc

∀ε > 0, ∃m0 ∈ N, ∀m > m0, ∀n ∈ N, |Xmn −Xn| < ε. (2.2)

– Si n < n0 on a

Xmn = c,

donc de (2.2) on obtient

∀ε > 0, ∃m0 ∈ N, ∀m > m0, ∀n ∈ N, |c−Xn| < ε.

On prend ε→ 0 on trouve

Xn = c.

– Si n ≥ n0, de (2.2) on obtient

|Xn − c| = |Xn − c+Xmn −Xmn| ≤ |Xmn − c|+ |Xn −Xmn|

≤ |Xmn − c|+ |Xmn −Xn|

≤Mρn + ε.
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2.1. Etude de l’équation ∆(rn−1∆xn−1) + anf(xn−k) = bn

Donc

∀ε > 0, ∃m0 ∈ N, ∀m > m0, ∀n > n0, |Xn − c| ≤Mρn + ε.

On prend ε→ 0 on obtient

|Xn − c| ≤Mρn,

donc X ∈ T, c’est-à-dire T est fermé.

3. Pour montrer que T est précompact il suffit de montrer que T ⊂ B(xc, a), où

B(xc, a) = {x ∈ l∞, ‖x− xc‖∞ < a} et xc = (c, c, ..., c, c, ...).

Soit y ∈ T , alors

{y1 = y2 = · · · = yn0−1 = c, |yn − c| ≤Mρn, n > n0},

mais Mρn < a, ∀n > n0, donc

{y1 = y2 = · · · = yn0−1 = c, |yn − c| < a, n > n0}.

D’autre part on a

‖y − xc‖∞ = sup
n∈N1

|yn − c|

= sup(|y1 − c|, |y2 − c|, ..., |yn0−1 − c|, |yn0 − c|, |yn0+1 − c|, ...)

= sup(0, |yn0 − c|, |yn0+1 − c|, ...)

< a.

Par conséquent y ∈ B(xc, a), c’est-à-dire T est précompact.

�

Corollaire 2.1.5. On a T est fermé dans un espace complet donc il est complet et comme

il est précompact et d’après le Théorème 1.1.3 on déduit que T est compact.

Lemme 2.1.6. Soient x ∈ T et

un =
1

rn

+∞∑
j=n+1

[ajf(xj−k)− bj], ∀n ∈ N. (2.3)

Supposons que f est continue sur R, alors
+∞∑
j=1

|uj| est convergente.
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2.1. Etude de l’équation ∆(rn−1∆xn−1) + anf(xn−k) = bn

Démonstration. On a

|un| =

∣∣∣∣∣ 1

rn

+∞∑
j=n+1

[ajf(xj−k)− bj]

∣∣∣∣∣
≤ 1

rn

+∞∑
j=n+1

|ajf(xj−k)|+
+∞∑

j=n+1

|bj|

≤ M

rn

+∞∑
j=n+1

|aj|+
1

rn

+∞∑
j=n+1

|bj|

≤Mβn,

comme la série
+∞∑
j=1

βj est convergente, alors la série
+∞∑
j=1

|uj| est convergente. �

Lemme 2.1.7. Soient c ∈ R, a ∈ R∗ et f une fonction uniformément continue sur

[c− a, c+ a]. On définit la suite A(x) par

(A(x))n =


c, n < n0

c−
+∞∑
j=n

uj, n > n0,
(2.4)

où (uj)j est la suite donnée par (2.3). Alors A(x) ∈ T pour tout x ∈ T et l’application

A : T → T est continue.

Démonstration. Pour n < n0, nous obtenons (A(x))n = c.

Pour n > n0, nous avons

|(A(x))n − c| =

∣∣∣∣∣c−
+∞∑
j=n

uj − c

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣−
+∞∑
j=n

uj

∣∣∣∣∣
≤

+∞∑
j=n

|uj|

≤
+∞∑
j=n

Mβj

≤Mρn.

Donc A(x) ∈ T, ∀x ∈ T.
Montrons maintenant que A est continue.

Soit x, z ∈ T tel que ‖x− z‖∞ < δ. Alors

∀n ∈ N, |xn − zn| < δ,
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2.1. Etude de l’équation ∆(rn−1∆xn−1) + anf(xn−k) = bn

mais f est uniformément continue sur [c− a, c+ a], donc

|f(xn)− f(zn)| < ε, ∀n ∈ N. (2.5)

Soit

vn =
1

rn

+∞∑
j=n+1

[ajf(zj−k)− bj] , n ∈ N. (2.6)

Alors

‖A(x)− A(z)‖∞ = sup
n>n0

∣∣∣∣∣
+∞∑
j=n

uj −
+∞∑
j=n

vj

∣∣∣∣∣
≤

+∞∑
j=n0

|uj − vj|.

En utilisant (2.3), (2.5) et (2.6) on obtient

|uj − vj| ≤
1

rj

+∞∑
i=j+1

|ai||f(xi−k)− f(zi−k)|

≤ ε
1

rj

+∞∑
i=j+1

|ai|

≤ εβj.

D’où

‖A(x)− A(z)‖∞ ≤
+∞∑
j=n0

εβj = ερn0 .

Donc A est continue. �

Théorème 2.1.1. Supposons que

+∞∑
n=1

Rn|an| < +∞ et
+∞∑
n=1

Rn|bn| < +∞

et que la fonction f soit continue. Alors pour tout c ∈ R, il existe une solution (xn)n∈N1

de l’équation (2.1) telle que

lim
n→+∞

xn = c.

Démonstration. On va appliquer le Théorème 1.1.4. On considère le sous-ensemble T

défini dans le Lemme 2.1.4 et l’application continue A : T → T définie par (2.4). Alors

d’après le Lemme 2.1.4 et le Théorème 1.1.3 T est compact et

∃x ∈ T,A(x) = x.
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2.1. Etude de l’équation ∆(rn−1∆xn−1) + anf(xn−k) = bn

Maintenant montrons que ce point fixe de A est une solution de l’équation (2.1) vérifie

lim
n→+∞

xn = c.

En utilisant la définition de A on trouve

xn = c−
+∞∑
j=n

uj,

avec (uj)j est la suite donnée par (2.3).

Donc

∆xn−1 = xn − xn−1

= c−
+∞∑
j=n

uj − c+
+∞∑

j=n−1

uj

= un−1. (2.7)

En utilisant (2.7) on obtient

∆(rn−1∆xn−1) = ∆(rn−1un−1)

= rnun − rn−1un−1

= rn
1

rn

+∞∑
j=n+1

[ajf(xj−k)− bj]− rn−1
1

rn−1

+∞∑
j=n

[ajf(xj−k)− bj]

=
+∞∑

j=n+1

ajf(xj−k)−
+∞∑

j=n+1

bj −
+∞∑
j=n

ajf(xj−k) +
+∞∑
j=n

bj

= −anf(xn−k) + bn.

D’où, (xn)n∈N1 est une solution de l’équation (2.1) et lim
n→+∞

xn = c. �

Lemme 2.1.8. Soient l l’espace des suites réelles, c, d ∈ R et (ρn)n∈N1 , (Rn)n∈N1 les suites

définies précédemment et soit

T1 = {x ∈ l, |xn| ≤Mρn, ∀n ∈ N}

S = {x ∈ l∞, |xn − (cRn + d)| ≤Mρn, ∀n ∈ N}.

Alors T1 et S sont homéomorphes.

Démonstration. il est clair que d : S × S → R, définie par

∀x, y ∈ S, d(x, y) = sup
n∈N
|xn − yn|,
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2.1. Etude de l’équation ∆(rn−1∆xn−1) + anf(xn−k) = bn

est une distance sur S.

On considère l’application F : T1 → S définie par

∀x ∈ T1, (F (x))n = xn + cRn + d.

– Montrons que F est une isométrie

On a

∀x, y ∈ T1, d(F (x), F (y)) = sup
n∈N
|(F (x))n − (F (y))n|

= sup
n∈N
|xn + cRn + d− (yn + cRn + d)|

= sup
n∈N
|xn − yn|

= d(x, y).

Donc F est une isométrie et d’après la Remarque 1.1.2 et la Remarque 1.1.3 on

trouve que F est injective et continue.

– Maintenant montrons que F est surjective.

Soit z ∈ S, on pose

xn = zn − (cRn + d),

donc

(F (x))n = xn + cRn + d = zn,

d’où F (x) = z et x ∈ l car l∞ ⊂ l.

D’autre part on a

|xn| = |zn − (cRn + d)| ≤Mρn,∀n ∈ N,

donc x ∈ T1, d’où F est surjective, alors F est un homéomorphisme de T dans S.

�

Lemme 2.1.9. S définie dans le Lemme 2.1.8 est compact et convexe.

Démonstration. De la même manière que la démonstration du Lemme 2.1.4, on peut

montrer que T1 est fermé et précompact.

En utilisant le Théorème 1.1.3 on trouve que T1 est compact, comme F (T1) = S et d’après

la Proposition 1.1.2 S est compact.

– Montrons que S est convexe.

21



2.1. Etude de l’équation ∆(rn−1∆xn−1) + anf(xn−k) = bn

Soient x, y ∈ S et λ ∈ [0, 1], alors

|xn − (cRn + d)| ≤Mρn, ∀n ∈ N (2.8)

|yn − (cRn + d)| ≤Mρn, ∀n ∈ N. (2.9)

Donc

|λxn + (1− λ)yn − (cRn + d)| = |λ(xn − (cRn + d)) + (1− λ)(yn − (cRn + d))|

≤ λ|xn − (cRn + d)|+ (1− λ)|(yn − (cRn + d)|.

En utilisant (2.8) et (2.9) on obtient

|λxn + (1− λ)yn − (cRn + d)| ≤ λMρn + (1− λ)Mρn = Mρn.

Donc λx+ (1− λ)y ∈ S et S est convexe. �

Théorème 2.1.2. Supposons que f est une fonction uniformément continue et bornée et

que les séries
+∞∑
n=1

Rn|an| et
+∞∑
n=1

Rn|bn| sont convergentes. Alors pour tout c, d ∈ R il existe

une solution (xn)n∈N1 de l’équation (2.1) telle que

xn = cRn + d+ o(1).

Démonstration. Comme dans la démonstration du Théorème 2.1.1, on considère l’ap-

plication A1 définie sur S par

∀x ∈ S,∀n ∈ N, (A1(x))n = cRn + d−
+∞∑
j=n

uj,

où (uj)j est la suite définie par (2.3).

On a f est uniformément continue donc

∃M > 1, f(t) < M,∀t ∈ R,

alors

|(A1(x))n − (cR + d)| =

∣∣∣∣∣
+∞∑
j=n

uj

∣∣∣∣∣
≤

+∞∑
j=n

|uj|

≤Mρn.
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2.1. Etude de l’équation ∆(rn−1∆xn−1) + anf(xn−k) = bn

D’où

∀x ∈ S,A1(x) ∈ S.

De la même manière que la démonstration du Lemme 2.1.7 on peut montrer que A1 est

continue.

En appliquant le théorème de point fixe de Schauder on trouve que

∃x ∈ S,A1(x) = x.

Maintenant montrons que ce point fixe est une solution de l’équation (2.1).

On a

xn = cRn + d−
+∞∑
j=n

uj, n ∈ N,

donc

∆xn−1 = cRn + d−
+∞∑
j=n

uj − cRn−1 − d+
+∞∑

j=n−1

uj

= c(Rn −Rn−1) + un−1.

Alors

∆(rn−1∆xn−1) = ∆(rn−1 [c(Rn −Rn−1) + un−1]).

En utilisant la définition de Rn on trouve

∆(rn−1∆xn−1) = ∆

(
rn−1

(
c

rn−1

+ un−1

))
= ∆ (c+ rn−1un−1)

= rnun − rn−1un−1, car ∆c = 0

= −anf(xn−k) + bn,

d’où (xn)n∈N1 est une solution de l’équation (2.1) et on a

xn − (cRn + d) = −
+∞∑
j=n

uj.

En utilisant le Lemme 2.1.6 on obtient

lim
x→+∞

(xn − (cRn + d)) = 0,

donc

xn = cRn + d+ o(1).

�
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2.1. Etude de l’équation ∆(rn−1∆xn−1) + anf(xn−k) = bn

Théorème 2.1.3. Supposons que les séries
+∞∑
n=1

|an|,
+∞∑
n=1

|bn| sont convergentes et que f

est une fonction bornée. Alors chaque solution (xn)n∈N1 de l’équation (2.1) satisfait les

conditions suivantes

1. Si lim
n→+∞

Rn = +∞ alors lim
n→+∞

xn
Rn

= c, où c est une constante réelle .

2. Si lim
n→+∞

rn = g 6= 0 alors lim
n→+∞

∆xn = d, où d est une constante réelle.

3. Si lim
n→+∞

rn = +∞ alors lim
n→+∞

∆xn = 0.

Démonstration. 1. Soit (xn)n∈N1 une solution de l’équation (2.1).

Tout d’abord montrons que la suite (rn∆xn)n∈N1 est convergente.

Soit m ∈ N tel que m > n, alors de l’équation (2.1) on a

∆(rn−1∆xn−1) + anf(xn−k) = bn, n ∈ N1,

donc
m∑

i=n+1

∆(ri−1∆xi−1) +
m∑

i=n+1

aif(xi−k) =
m∑

i=n+1

bi, n ∈ N1.

En utilisant (1.2) on obtient

rm∆xm − rn∆xn =
m∑

i=n+1

bi −
m∑

i=n+1

aif(xi−k),

alors

|rm∆xm − rn∆xn| <
m∑

i=n+1

|bi|+M
m∑

i=n+1

|ai|,

car f est bornée.

D’où la suite réelle (rn∆xn)n∈N1 est une suite de Cauchy elle est donc convergente.

Soit lim
n→+∞

rn∆xn = c, c ∈ R. En utilisant le Théorème 1.4.1 on trouve

lim
n→+∞

xn
Rn

= lim
n→+∞

∆xn
∆Rn

= lim
n→+∞

∆xn
Rn+1 −Rn

= lim
n→+∞

∆xn
1
rn

= lim
n→+∞

rn∆xn = c.

2. Soit lim
n→+∞

rn = g. Comme (rn∆xn)n∈N1 est une suite convergente. Alors

lim
n→+∞

rn∆xn = c⇒ lim
n→+∞

∆xn = lim
n→+∞

rn∆xn
rn

=
c

g
= d.

3. Soit lim
n→+∞

rn = +∞, donc

lim
n→+∞

∆xn = lim
n→+∞

rn∆xn
rn

= lim
n→+∞

1

rn
lim

n→+∞
rn∆xn

= 0× c

= 0.

24



2.2. Etude de l’équation ∆2xn = anϕ(xn+k)

�

2.2 Etude de l’équation ∆2xn = anϕ(xn+k)

Dans cette section on considère l’équation aux différences non linéaire suivante [3]

∆2xn = anϕ(xn+k), n ∈ N1, (2.10)

où k ∈ N, (an)n∈N1 est une suite numérique réelle et ϕ est une fonction réelle et ∆ est

l’opérateur défini par (1.1).

Lemme 2.2.1. Soit rn =
+∞∑
j=n

aj. Supposons que
∑
n≥1

n|an| est convergente, alors
∑
n≥1

rn est

absolument convergente et on a
+∞∑
n=1

rn =
+∞∑
n=1

nan.

Démonstration. On a
+∞∑
n=1

nan = a1 + (a2 + a2) + (a3 + a3 + a3) + (a4 + a4 + a4 + a4) + ...

= (a1 + a2 + a3 + ...) + (a2 + a3 + a4 + ...) + (a3 + a4 + a5 + ...) + ...

= r1 + r2 + r3 + ...

=
+∞∑
n=1

rn.

Et comme
∑
n>1

nan est absolument convergente alors
∑
n>1

rn est aussi absolument conver-

gente . �

Théorème 2.2.1. Supposons que
∑
n>1

nan est absolument convergente et que ϕ : R → R

est continue. Alors pour tout réel c et pour tout k ∈ N, il existe une solution (xn)n∈N1 de

l’équation (2.10) telle que

lim
n→+∞

xn = c.

Démonstration. Soient c ∈ R et a ∈ N1. De la continuité de ϕ sur R on trouve

∃M > 0, |ϕ(t)| < M, ∀t ∈ [c− a, c+ a].

Soit

%n =
∑
j>n

|aj|, n ∈ N. (2.11)
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2.2. Etude de l’équation ∆2xn = anϕ(xn+k)

En utilisant le Lemme 2.2.1 on obtient que la série
∑
n>1

%n est convergente.

On note par Rn la suite définie par

Rn =
+∞∑
j=n

%j. (2.12)

Donc

lim
n→+∞

Rn = 0.

C’est-à-dire

∃m ∈ N, MRn < a, ∀n > m.

Maintenant on considère le sous-ensemble

Γ = {x = (xn)n∈N1 ∈ l∞, x1 = x2 = · · · = xm = c et |xn − c| ≤MRn, ∀n > m}.

De la même manière que la démonstration du Lemme 2.1.4, on peut montrer que Γ est

convexe, fermé et compact.

D’autre part on a pour tout x = (xn)n∈N1 ∈ Γ,

|ϕ(xn)| < M, n ∈ N car Γ ⊂ [c− a, c+ a].

Alors la série
∑
j>1

ajϕ(xj+k) est absolument convergente.

Soit

un =
+∞∑
j=n

ajϕ(xj+k), n ∈ N.

Donc

|un| ≤
+∞∑
j=n

|aj|M = M%n. (2.13)

En utilisant la convergence absolument de la série
∑
n≥1

%n on trouve que
∑
j≥1

uj est absolu-

ment convergente.

Maintenant on définit la suite A(x) par

(A(x))n =


c, n < m,

c+
+∞∑
j=n

uj, n > m.

On a

Si n > m

|(A(x))n − c| =

∣∣∣∣∣
+∞∑
j=n

uj

∣∣∣∣∣ ≤
+∞∑
j=n

|uj|.
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De (2.12) et (2.13) on trouve

|(A(x))n − c| ≤M

+∞∑
j=n

%j = MRn.

D’où

(A(x))n ∈ Γ, ∀x ∈ Γ.

Donc on obtient l’application

A : Γ → Γ

x→ A(x),

et de la même manière que la démonstration du Lemme 2.1.7 on peut montrer que A est

continue.

En appliquant le théorème de point fixe de Schauder on obtient qu’il existe z ∈ Γ telle

que A(z) = z. Alors

zn = c+
+∞∑
j=n

vj, ∀n ≥ m,

où

vj =
+∞∑
i=j

aiϕ(zi+k), j ∈ N.

Donc

∆zn = c+
+∞∑

j=n+1

vj − c−
+∞∑
j=n

vj = −vn.

Ce qui implique

∆2zn = −vn+1 + vn

= −
+∞∑

j=n+1

ajϕ(zj+k) +
+∞∑
j=n

ajϕ(zj+k)

= anϕ(zn+k), ∀n > m.

Comme la série
+∞∑
j=1

vj est convergente et zn = c+
+∞∑
j=n

vj.

Alors

lim
n→+∞

zn = c.

�
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Remarque 2.2.1. Soit (zn)n une solution de l’équation (2.10), alors

∆2zn = ∆(zn+1 − zn)

= zn+2 − 2zn+1 + zn

= anϕ(n+ k).

C’est-à-dire

zn = 2zn+1 + anϕ(zn+k)− zn+2.

Théorème 2.2.2. Supposons que la série
∑
n≥1

nan est absolument convergente et

ϕ : R → R est une fonction bornée et uniformément continue. Alors pour tout x ∈ R et

k ∈ N, il existe une solution (xn)n∈N1 de l’équation (2.1) telle que

xn = cn+ o(1).

Démonstration. Soit c ∈ R. De la continuité de ϕ on trouve

∃M > 0, ϕ(t) < M, ∀t ∈ R.

Soient l l’espace des suites réelles et (%n)n∈N1 la suite définie par (2.11) et soit

Γ1 = {x ∈ l : |xn| ≤M%n, ∀n ∈ N}

S1 = {x ∈ l∞ : |xn − nc| ≤M%n, ∀n ∈ N}.

On considère l’application F : Γ1 → S1 définie par

∀x ∈ Γ1, (F (x))n = xn + nc.

De la même manière que la démonstration du Lemme 2.1.9 on peut montrer que Γ1 est

compact et convexe de l∞,

et de la même manière que la démonstration du Lemme 2.1.8 on peut montrer que Γ1 et

S1 sont homéomorphes.

Par conséquent, selon le théorème de point fixe de Schauder, chaque application continue

A: S1 → S1 a un point fixe.

Maintenant pour tous x ∈ S1 et n ∈ N, on définit la suite A1(x) par

(A1(x))n = cn+
+∞∑
j=n

uj.
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De la même manière que la démonstration du Lemme 2.1.7 on peut montrer que A(x) ∈ S1

et A est continue.

Donc il existe x ∈ S1 telle que A(x) = x.

Alors

xn = nc+
+∞∑
j=n

vj, n ∈ N,

donc

∆xn = (n+ 1)c+
+∞∑

j=n+1

vj − nc−
+∞∑
j=n

vj

= c− vn.

Alors

∆2xn = c− vn+1 − c+ vn

= vn − vn+1

=
+∞∑
j=n

ajϕ(xj+k)−
+∞∑

j=n+1

ajϕ(xj+k)

= anϕ(xn+k),

d’où (xn)n∈N1 est une solution de l’équation (2.10) et comme la série
+∞∑
j=1

vj est conver-

gente et

xn = nc+
+∞∑
j=n

vj.

Alors

lim
x→+∞

xn = nc+ o(1).

�

Théorème 2.2.3. Supposons que
∑
n>1

|an| <∞ et que ϕ : R→ R est une fonction bornée.

Si (xn)n∈N1 est une solution de l’équation (2.10), alors la suite (xn
n

)n∈N1 est convergente.

Démonstration. De (2.10) on a, ∀m > n

∆xm −∆xn =
m−1∑
j=n

∆2xj =
m−1∑
j=n

ajϕ(xj+k).
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Donc

|∆xm −∆xn| ≤M

m−1∑
j=n

|aj|.

Alors la suite (∆xn)n∈N1 est convergente et d’après le Théorème 1.4.1 on trouve

lim
n→+∞

∆xn = lim
n→+∞

∆xn
∆n

= lim
n→+∞

xn
n
.

�

Exemple 2.2.1. Soit l’équation

∆2xn =
4

9
xn+2, n ∈ N∗

On a la suite (xn)n = (3n)n est une solution de l’équation (2.10)

et

lim
n→+∞

xn
n

= lim
n→+∞

3n

n
= +∞.

Ici ϕ(t) = 4
9
t et cette fonction n’est pas bornée sur R, c’est-à-dire on ne peut pas appliquer

le Théorème 2.2.3.

Théorème 2.2.4. Si ϕ : R→ [ε,+∞) est une fonction non décroissante avec

ε > 0, an > 0, ∀n ∈ N et si
∑
n≥1

an = +∞. Alors chaque solution (xn) de l’équation (2.10)

vérifie

lim
n→+∞

xn
n

= +∞.

Démonstration. Soit (xn)n une solution de l’équation (2.10)

On a

∆(∆xn) = ∆2xn = anϕ(xn+k) > 0, ∀n ∈ N.

Donc (∆xn)n est une suite croissante.

De l’équation (2.10) on trouve

n−1∑
j=1

∆2xj = ∆xn −∆x1 =
n−1∑
j=1

ajϕ(xj+k)

donc

∆xn = ∆x1 +
n−1∑
j=1

ajϕ(xj+k).

Mais

ϕ(xn) > ε, ∀n ∈ N,
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alors

∆xn > ∆x1 + ε

n−1∑
j=1

aj.

D’autre part il existe m ∈ N tel que

∆x1 + ε
n−1∑
j=1

aj > 0, ∀n > m car

+∞∑
n=1

an = +∞,

d’où

∆xn > 0, ∀n > m.

Ce qui donne (xn)n est croissante pour tout n > m.

Soit n > m. Alors

∆xn = ∆x1 +
n−1∑
j=1

ajϕ(xj+k)

= ∆x1 +
m−1∑
j=1

ajϕ(xj+k) +
n−1∑
j=m

ajϕ(xj+k)

≥ ∆x1 +
m−1∑
j=1

ajϕ(xj+k) + ϕ(xm+k)
n−1∑
j=m

aj.

Donc

lim
n→+∞

∆xn = +∞

et d’après le Théorème 1.4.1 on obtient

lim
n→+∞

xn
n

= lim
n→+∞

∆xn = +∞.

�

Exemple 2.2.2. Soit

ϕ(t) =

0, t ≤ 0,

t2, t > 0.

On a la suite (xn)n∈N1 = (2−n) est une solution de l’équation

∆2xn = 2n−2ϕ(xn).

Mais

lim
n→+∞

xn
n

= 0.

Toutes les conditions du Théorème 2.2.4 sont satisfaites sauf ε > 0.
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Chapitre 3

Existence des solutions périodique

d’une équation aux différences non

linéaire dans un espace de Banach

Dans ce chapitre nous allons étudier l’existence et la périodicité des solutions de l’équa-

tion aux différences non linéaire suivante [6]

∆(rn∆xn) = anf(xn+1), n ∈ N (3.1)

où (an)n∈N, (rn)n∈N sont des suites réelles et f : R→ R est une fonction continue.

Théorème 3.0.1. Soit p ∈ N2. Supposons que

(rn)n∈N est p-périodique, (3.2)

p−1∑
i=0

1

ri
= 0, (3.3)

+∞∑
i=0

|ai| <∞ (3.4)

et

∃M ∈ R∗+, |f(x)| ≤M |x|, ∀x ∈ R, (3.5)

sont satisfaites. Alors il existe une solution asymptotiquement p-périodique de l’équation

(3.1) avec

un =
n−1∑
j=0

1

rj
et lim

n→+∞
vn = 0
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Démonstration. De (3.2) on trouve que la suite ( 1
rn

) est p-périodique.

Soit la suite définie par

ξn =
n−1∑
i=0

1

ri
, n ∈ N1.

Alors

ξn+p =

n+p−1∑
i=0

1

ri

=

p−1∑
i=0

1

ri
+

n+p−1∑
i=p

1

ri
.

En utilisant (3.3) on obtient

ξn+p =

n+p−1∑
i=p

1

ri

=
n−1∑
i=0

1

ri+p

=
n−1∑
i=0

1

ri
car (rn)n est p-périodique

= ξn,

d’où (ξn)n∈N1 est p-périodique.

Soit

Rn =

∣∣∣∣∣
n−1∑
i=0

1

ri

∣∣∣∣∣ , R = sup
n
Rn,

α0 =
+∞∑
i=0

|ai|, αn = (R + 2MRα0)
+∞∑
i=n

|ai|.

De la convergence de la série
∑
i>0

|ai| on trouve que

lim
n→+∞

αn = 0.

C’est-à-dire ∃n1 ∈ N tel que

αn ≤ α0, ∀n > n1. (3.6)

Soient N = {n1 + 1, n1 + 2, ...} et

B = {(xn)n∈N ∈ l∞, |xn| ≤ R + 2MRα0, n ∈ N} .
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Comme dans la démonstration du Lemme 2.1.4 on peut montrer facilement que B est un

sous-ensemble non vide, borné, fermé et convexe de l∞.

Maintenant on définit l’application H: B → l∞ par

∀(xn)n∈N ∈ B, (H(x))n =
n−1∑
i=n1

1

ri
−

n−1∑
i=n1

1

ri

+∞∑
i=n

aif(xi+1) +
+∞∑
i=n

aif(xi+1)
i∑

j=n1

1

rj
, n ∈ N

(3.7)

1. Tout d’abord, montrons que H(B) ⊂ B.

Soit x ∈ B. De (3.4), (3.5) et (3.6) on a

|(H(x))n| ≤

∣∣∣∣∣
n−1∑
i=n1

1

ri

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
n−1∑
i=n1

1

ri

∣∣∣∣∣
+∞∑
i=n

|ai||f(xi+1)|+
+∞∑
i=n

|ai||f(xi+1)|

∣∣∣∣∣
i∑

j=n1

1

rj

∣∣∣∣∣
≤ R + 2RM

+∞∑
i=n

|ai||xi+1|

≤ R + 2RM(R + 2MRα0)
+∞∑
i=n

|ai|

= R + 2RMαn

≤ R + 2RMα0.

D’où

H(x) ∈ B et H(B) ⊂ B

2. Montrons que H est continue.

Soit l’intervalle

I = [−R− 2RMα0, R + 2RMα0].

Comme f est continue donc elle est uniformément continue sur I.

Soit (xm)m∈N ⊂ B une suite telle que

lim
m→+∞

‖xm − x‖∞ = 0.

Alors

lim
m→+∞

sup
n∈N
|xmn+1 − xn+1| = 0,

avec

xm = (xmn )n∈N, x = (xn)n.

Mais B est fermé donc x ∈ B.
Alors

xmn , xn ∈ I, ∀n ∈ N.
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En utilisant la continuité uniforme de f sur I on obtient

lim
m→+∞

sup
n∈N

∣∣(f(xmn+1)− f(xn+1))
∣∣ = 0.

D’autre part on a pour tout n ∈ N

|(H(xm))n − (H(x))n| ≤ 2

∣∣∣∣∣
n−1∑
i=0

1

ri

∣∣∣∣∣
+∞∑
j=n

|aj|
∣∣(f(xmj+1)− f(xj+1))

∣∣
≤ 2Rα0 sup

j>n

∣∣(f(xmj+1)− f(xj+1))
∣∣

≤ 2Rα0 sup
n∈N

∣∣f(xmn+1)− f(xn+1)
∣∣ .

Donc

lim
m→+∞

‖H(xm)− H(x)‖∞ = 0.

C’est-à-dire H est continue.

3. Maintenant on va déterminer une mesure de non-compacité de B et H(B).

De la définition de B on trouve

diamBn = sup
x,y∈B

|xn − yn| = 4RMα0 + 2R

et

µ(B) = lim
n→+∞

sup diamBn = 4RMα0 + 2R.

De plus on a

diamH(Bn) = sup
x,y∈H(B)

|xn − yn| ≤ 4RMαn

et

µ(H(B)) = lim
n→+∞

sup diamH(Bn) = 0.

Alors pour tout k ∈ [0, 1[ on a

µ(H(B)) ≤ kµ(B)

et pour tout V ⊂ B on a

µ(H(V )) ≤ kµ(V ).

En appliquant le théorème de point fixe de Darbo on trouve que H admet un point

fixe dans B, c’est-à-dire

∃x ∈ B, x = (xn)n, xn = (H(x))n, ∀n ∈ N.

35



4. Montrons que ce point fixe est asymptotiquement p-périodique.

On a

xn =
n−1∑
i=0

1

ri
−

n−1∑
i=0

1

ri

+∞∑
i=n

aif(xi+1) +
+∞∑
i=n

aif(xi+1)
i∑

j=0

1

rj
, n ∈ N. (3.8)

On pose

un =
n−1∑
i=0

1

ri

et

vn =
+∞∑
i=n

aif(xi+1)
i∑

j=0

1

rj
−

n−1∑
i=0

1

ri

+∞∑
i=n

aif(xi+1).

D’après (3.2), (un) est p-périodique et de (3.4) on a

lim
n→+∞

vn = 0,

donc (xn)n est asymptotiquement p-périodique.

5. Pour compléter la démonstration du Théorème 3.0.1, il suffit de vérifier que la suite

(xn)n donnée par (3.8) est une solution de l’équation (3.1).

En utilisant (3.8) et les propriétés de ∆ on trouve

∆xn =
1

rn
− 1

rn

+∞∑
j=n

ajf(xj+1),

donc

rn∆xn = 1−
+∞∑
j=n

ajf(xj+1),

d’où

∆(rn∆xn) = anf(xn+1).

Alors (xn)n est une solution de l’équation (3.1).

�
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié l’existence, la stabilité et la périodicité de cer-

taines équations aux différences non linéaires dans des espaces de Banach.

Tout d’abord, nous avons présenté des notions préliminaires utiles pour comprendre le

reste de ce mémoire.

Ensuite, nous avons appliqué le théorème de point fixe de Schauder pour étudier l’exis-

tence et la stabilité de deux équations aux différences non linéaires dans un espace de

Banach [5], [3].

Enfin, nous avons présenté un résultat d’existence et de périodicité des solutions d’une

équation aux différences non linéaire [6]. Ce résultat est obtenu à l’aide du théorème de

point fixe de Darbo.
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