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Introduction générale

La théorie d’analyse non lisse jout un role crucial pour les problémes d’évolution sous I'appe-
lation "state dependent sweeping process", le "sweeping process" ou bien le processus de Rafle
en frangais a été introduit en 1971 dans un célébre exposé de J.J. Moreau. (J.J. Moreau, Rafle
par un convexe variable, Séminaire d’Analyse convexe de Montpellier, exposé 15 (1971) ). Ce

dernier a introduit et a étudié le probléme suivant qui est connu sous le nom de processus de

Rafle

—i(t) € Negw (ult) pp t € [0,T]
(SP)

u(0) = uy € C(0),
ot Ny (u(t)) désigne le cone normal, au sens de 'analyse convexe, a I'ensemble convexe C(t)
au point u(t), Ce type de probléme intervient dans beaucoup de domaines comme :
e controle optimal,
e médecine avec la modélisation de canaux de médicaments,
e modélisation de mouvements de foule, de circuit électrique,
e planification en économie, etc..
Notre objectif principal dans ce mémoire consiste a étudier une classe d’inclusion différentielle
avec des ensembles non convexe. Cette classe d’ensembles est appelée la classe des ensembles
uniformément prox réguliers ou r-prox réguliers.
De tels ensembles sont aussi dits positivement atteints, p-convexes, O(2)-convexes et proxima-

lement lisses dans [6], [13], [2] ,[11], et [3] respectivement.



Introduction générale

Soit H un espace de Hilbert réel et C' : [Ty, T|x H = H, (Ty < T) une application multivoque
a valeurs non vides et fermées. Dans [9], les auteurs ont obtenu un résultat d’équivalence quand
I'ensemble C'(t,u(t)) est r-prox régulier via des arguments d’analyse non lisse. Ils ont établit

que l'inclusion différentielle avec contrainte

(DN) —it(t) - Nc(t7u(t))(u(t)) ppteE [TO,T]

U(To) = Ug € C(TQ,UO),
ol Neu(ry) (u(t)) désigne le cone normal de Clarke a C'(t,u(t)) au point u(t) est équivalente a

I'inclusion différentielle sans contrainte

<)l

—u(t) € 7 0dcqany (u(t) p-p t € [To, T]

U(To) = Ug € C(T(),Uo),

(Da)

olt Ode(t,u()) (-) désigne le sous-différentiel de Clarke de la fonction distence desue)(-)-
De plus, il existe une fonction absolument continue non-négative ¢ : [Ty, 7] — R, et une

constante réelle : 0 < L < 1 tel que

|dea) (2) = dogsy (2)] < [C(E) = C(s) + Lz =y,
pour tout z,y,z € H et pour tout s,t € [Ty, T).

Le mémoire est composé comme suit. Dans le premier chapitre on rappelle les principaux
concepts concernant les sous différentiels et cones normaux pour les ensembles non convexes
ainsi que quelques résultats préliminaires que nous avons utilisé tout au long de ce travail.
Ensuite on donne quelques propriétés des ensembles uniformément prox réguliers ou r-prox

réguliers.

Dans le deuxiéme chapitre, nous rappelons un résultat clé concernant quelques propriétés
importantes de ces ensembles dont nous aurons besoin dans la suite.
Nous allons montrer un théoréme de réduction (|9)], Theorem 1) qui est un résultat d’équivalence

de I'inclusion différentielle avec contrainte (Dy) et I'inclusion différentielle sans contrainte (Dy).
7



Notations

Soit H un espace de Hilbert réel muni du produit scalaire (-,-), et de la norme associée ||-||.

On note par

B ou B(0,1) la boule unité fermée de H.

- dg(-) la fonction distance au sous ensemble S.

- 0(+,9) la fonction indicatrice de S.

- 0*(+,9) la fonction support de S.

- s.c.i semi-continue inférieurement.

- Jf le sous différentiel de f.

- Ng(x) dénote le cone normal, au sens d’analyse convexe, & S au point z.
- N§(z) le cone normal de Clarke a S en z.

- NE(z) le cone normal de Fréchet a S en .

- NZ%(z) le cone normal limitant a4 S en .

- NE¥(z) le cone normal proximal & S en z.

- ID abréviation de l'inclusion différentielle.



Chapitre 1

Préliminaires et résultats auxiliaires

Dans ce chapitre, nous rappelons des notions de base, quelques concepts de sous différentiels
(respectivement de cones normaux) pour des ensembles non convexe. Cette classe d’ensembles
est appelée la classe des ensembles uniformément prox-réguliers.

Pour plus de détails, on référe le lecteur a [II, 5].

e §(-, A) la fonction indicatrice de A, définie par

0 sizeA
d(z,A) =
+oo si z ¢ A.

e La fonction polaire de (-, A) appelée aussi fonction support de A, est la fonction 6*(-, A),

définie sur H par

0*(§,A) =sup (&, z), V€€ H.

T€A

e Soit S un sous ensemble fermé de H.

On note par dg(+), la fonction distance au sous ensemble S, i.e.,

dg(x) = ;relg |z —ul|,Vz € H.

Théoréme 1.1. Soit x un élément d’un espace de Hilbert H et C' un sous-ensemble conveze

9



Chapitre 1 Préliminaires et résultats auziliaires

fermé non vide de H. Il existe un unique point y € C' tel que
d =l|ly — x| = inf ||z — x|| .
o(x) = lly — 2l = inf |12

Ce point y est appelé la projection de x sur C' et noté Projc(x).

1l est caractérisé par l'inégalité variationnelle suivante

(y—x,y—2) <0 Vzel.

e On dit que la fonction f est semi-continue inférieurement (s.c.i) si pour tout = € H

f(x) <liminf f(y).

Yy—x

Définition 1.1. Soient X et Y deux ensembles non vides. Une multifonction ( ou multi-
application) F définie sur X a valeurs dans Y est une fonction qui a chaque élément x € X
associe un sous ensemble F(x) de Y, on note FF : X =Y ou F : X — P(Y), (P(Y) est

lensemble des parties de Y ).

Le domaine, le graphe et I'image de la multifonction F': X = Y sont donnés par
D(F) := Dom(F) ={z € X/F(x) # @},
gph(F) ={(z,y) € X xY/ z € D(F),y € F(z)},

Im(F) = melL)J(F)F(x).

1.1 Concepts d’analyse non lisse

Donnons dans ce qui suit quelques définitions classiques de différentiabilité. Nous citons entre
autres la dérivée directionelle, Gateaux différentiel et les définitions de tous les sous différentiels

et les cones normaux. Pour plus de détails, on référe le lecteur a |1, 5] [7], (8 [10].

10



Chapitre 1 Préliminaires et résultats auziliaires

1.1.1  Sous différentiabilité

Soit f: H — RU {400} une fonction semi-continue inférieurement (s.c.i), et soit  un point

de H ou f est finie.

e la dérivée directionelle généralisé de Clarke de f en z est donnée par

f(2; h) := limsup inf f(&+1th) — f(2)

, )
itz h—h t
t10

ot & =4 x veut dire & — z et f(£) — f(z).
e On dit que f est Gateaux différentiel en x si

1. La directionnelle en = existe dans toutes les directions, i. e.,

existe.

Vh € H,Df(z,h) = lim [z +1th) - f(z)

t—0 t

2. Df(x,h) est linéaire en h. L’opérateur D f(z,h) € H est appelé différentiel de Ga-

teaux de f en x dans la direction h.

e Le sous différentiel de f au sens d’analyse convexe au point x est défini par

O f(x) ={€ € H: (& h—x) < f(h) — f(x),Vh € H}.

Définition 1.2. Le sous différentiel d’une fonction f en un point x € domf est noté Of(x) est

I’ensemble de tous les vecteurs v € R? satisfaisant

fly) > flx)+ (v,y — ) + o(|ly — z||) lorsque y — =.

Lorsque f est différentiable en x, le sous différentiel se réduit au singleton, c’est a dire,

Of (x) = {Vf(x)}.

Plusieurs concepts de sous différentiabilité pour les fonctions non convexes ont été introduits

depuis le sous différentiel de Clarke. Le début est avec le sous différentiel de Dini.

11



Chapitre 1 Préliminaires et résultats auziliaires

Définition 1.3. Le sous différentiel de Dini est défini en termes de la dérivé directionnelle

inferieure de Dini f~(x;.) , il est défini comme suit :
Of :={§ € H;(§v) < f7(T50), Yo € H},
ot

Y e i s FE)—f(@)
f(zyv) = 11_{[(1)111f ; .

1.2 Sous différentiels

1.2.1 Sous différentiel de Clarke

On a déja vu que pour les fonctions convexes continues, le sous différentiel est défini en terme
de la dérivée directionnelle fT(x;-) ( voir Définition 1.4 [I]). Un nouveau concept de la dérivée
directionnelle est appelé dérivée directionnelle généralisée ( dit aussi, dérivée directionnelle de

Clarke) est donnée par

£ (3 1) o= i sup? &) = FE)

t10

Le sous différentiel de Clarke (ou bien gradient généralisé) de f au point x est défini par
O“f(z)={€€ H: (&h) < f(x;h),Vh € H}.
Par convention, quand f(z) est infinie on pose
0 f(x) = 2,

Notons aussi que 9° f(x) est un convexe fermé.

12



Chapitre 1 Préliminaires et résultats auziliaires

1.2.2 Sous différentiel de Fréchet

Définition 1.4. Pourxz € S, un élément £ € H est un vecteur normal de Fréchet de [’ensemble

S en x si pour tout réel € > 0, il existe un voisinage V de x tel que

(&, 2/ —x)y < €|l — x| pour tout ' € SNV.

Définition 1.5. Pour x € S, un vecteur £ € H est un sous gradient de Fréchet de f en x (f
est finie) si

pour tout réel € > 0, 1l existe un voisinage V' de x tel que

(€, —x) < f(2') — f(z) +€||l2’ — x| pour tout 2’ € V.

Définition 1.6. Le sous différentiel de Fréchet 8 f(x) de f en x( noté aussi par Of (x) ) est

I’ensemble de tous les sous gradients de Fréchet de f en x.

Par convention, quand f(z) est infinie on pose

0" f(z) = 2,

1.2.3 Sous différentiel limitant (Sous différentiel basique)

Une nouvelle approche de sous différentiel est définie par une limite en vue d’avoir des régle
de calculs plus précises. Ainsi, on défini le sous différentiel limitant O f(x) ou sous différentiel

basique ( ou sous différentiel de Mordukhovich) de f en € V' comme suit

ol f(z):={¢ e H;3x,, — 7,3, “y ¢ avec &, € OF f(z,)}.

1.2.4 Sous différentiel proximal

Le sous différentiel proximal 9% f(x) est Pensemble de tous les points € € H pour lesquels il

existe p > 0,8 > 0 tels que

(&, & —x) < f(£) — flx) + B4 — | ,VF € x + pB.
13



Chapitre 1 Préliminaires et résultats auziliaires

Remarquons que nous avons toujours
0" f(a) € 0 f ().
Par convention, quand f(z) est infinie on pose
0" f(z) = 0°f(2) = 2,

Notons aussi que o f(x) est un convexe fermé par contre orf () est un convexe pas nécessai-
rement fermé.

Si f est convexe, alors tous les sous différentiels coincident, i.e.,

0" f(x) = 0" f(x) = 0" f(x) = 0 f(w) = Df " ().
Remarque 1.1. Les inclusions suivantes sont toujours vérifiées :

0" f(x) C 0" f(x) € 0" f(x) C °f(x) (1.1)

1.3 CoOnes normaux

D’autres concepts de cones normaux pour les ensembles non convexes ont été introduits et
étudiés par plusieurs auteurs, nous citons entre autres le le cone normal de Clarke, le cone

normal de Fréchet, le cone normal de Mordukhovich et le cone normal proximal, ...etc...

Définition 1.7. On appelle cone normal d’un ensemble convexre S de H au point © € S,

I’ensemble définie par
Ng (z):={& € H;{{,2' —x) <0,Va’ € S}.

c’est a dire un vecteur £ est un vecteur normal de S a x si §& ne fait pas un angle aigu avec

chaque segment de ligne en S a partir de x.

Proposition 1.1. le cone normal ¢ A au point y € Na(y),( il s’agit du cone des normales

sortantes) est défini par

§€Naly) &y Aet (§y)=0"(§A)

syeAetledi(y,A).
14



Chapitre 1 Préliminaires et résultats auziliaires

FIGURE 1.1 — Exemple du céne normal
Une caractérisation en terme de cone normal est donnée par

y € Proja(z) &z —y € Na(y).

Précisons la relation utile par la suite entre le sous-différentiel et le cone normal du méme

nom.

e Soit x € S. On appelle cone normal de Clarke (resp. cone normal de Frécher, cone normal
limitant, cone normal proximal) & S au point z le sous ensemble N§(z) (resp. Ni(x), N&(z),
NZ'(z)) défini par

NS (z) = 0%(x,S) (resp. N&(z) = 0"6(x, S)
NE&(z) = 0%8(x, S), NE(z) = 0%6(x, 9))

e Notons que le cone normal proximal est aussi donné par

NE(z):={¢ e H /3a>0,zc Projs(z + af)},

ol
Projs(u) :=={y € S/dg(u) = |ju — y||}.
Remarque 1.2. Soit x € S. Si S est convexe alors

N§ (x) = Ns(y) = N§ (2).

Une caractérisation du cone normal proximal NI vérifiée globalement pour tout 2’ € S, nous

la citons dans la proposition suivante :
15



Chapitre 1 Préliminaires et résultats auziliaires

Proposition 1.2. Soit S un sous ensemble non vide fermé de H, pour tout x € S alors

Ni(x)={6€H3o>0:(&a —a)<o| 2 —x|* pourtout 2’ € S}.

La relation entre le cone normal proximal et le sous différentiel proximal de la fonction

distance est donnée par la proposition suivante.

Proposition 1.3. Soit S un sous ensemble non vide fermé de H et x € S. Alors
ofds (r) = NE (v) N B.
Définition 1.8. On appelle cone normal limitant a S en x [’ensemble
NE(x) = {€ € H,3(z,) € S, 3(&) © (NE (@) n = 2,6, — &},
Remarque 1.3. Siz € int S, alors NY(z) = Ni(z) = {0}.

Définition 1.9. L’ensemble de tous les vecteurs normaux de S en x est appelé cone normale

de Fréchet de S en x.

Notons aussi que pour x ¢ S on pose N&(z) = 0.

Proposition 1.4. Le cone normale de Fréchet de S en x € S est donné par

OFds(z) = NE(x)NBy et N&(x) =R, 0"ds(x). (1.2)

1.4 Propriétés des ensembles uniformément prox-réguliers

Introduction

Dans cette section, on présente une propriété d’ensemble plus faible que la convexité, autre-

ment dit, ensemble uniformément prox-régulier ou r-prox réguliers.

Le concept de prox-régularité uniforme a été introduit par H. Federer dans [6] en dimension
finie sous le nom d’ensemble "positively reached". Puis les ensembles prox-réguliers dans un es-

pace de Hilbert ont été considérés par A. Canino dans [2] sous le nom d’ensembles "p-convexes",
16



Chapitre 1 Préliminaires et résultats auxiliaires

et aussi par F. H. Clarke, R. J. Stern et P.R. Wolenski dans [3] en tant qu’ensembles "proximally
smooth". La notion de prox-régularité locale ainsi que la dénomination de prox-régularité pour
les ensembles dans un espace de Hilbert ont été introduites par R.A. Poliquin, R.T. Rockafellar

and L. Thibault dans [10].

Définition 1.10. Un ensemble S est dit r-proz-régulier, r €0, +o0] si la projection métrique

Projs(-) sur S est unique et continue sur le tube U,(S) (dit aussi élargissement) défini par
U (S)={r e H :ds(zx) <r}.

Si dimH < 400 alors S est dit uniformément prox-régulier si Projs(-) est unique sur U,(S).

Interprétation géométrique
L’ensemble S présente une propriété plus faible :
La projection sur un ensemble S r-prox-régulier est bien définie pour tous les points situés a
une distance suffisamment petite que la constante de prox-régularité.
Autrement dit, un ensemble S est r-prox-régulier si on peut faire "rouler" une boule de rayon

r continiment sur toute la frontiére 05S.

FIGURE 1.2 — Ensemble uniformément prox-régulier

Proposition 1.5. Soit r €]0,4+00], un sous ensemble S est r-prox régulier si et seulement si,

pour tout ¥’ € S et tout £ € NE(2")\{0} ,

B(w'—H"

¢
repr) s =0
7



Chapitre 1 Préliminaires et résultats auziliaires

autrement dit, si et seulement si, pour tout ¥’ € S et tout £ € N (2'),

1
<H§—H,x —:1:’> < —|lz—2|? pourtouta’ €8S.
r

Dans le cas particulier ot r = 400, on trouve que la r-prox-régularité de I’ensemble S avec
r = 400 correspond & sa convexité.
Remarque 1.4. Dans toute la suite nous allons noter par 0ds(z) le sous différentiel de la
fonction distance associé a un sous-ensemble non vide fermé uniformément r-proz-régulier de
H (sans préciser le nom car ils sont tous égau).
Comme une conséquence directe, pour les ensembles uniformément proz-réguliers, le cone nor-

mal proximal a S coincide avec tous les cones normaux contenus dans le cone normal de

Clarke en tout point x € S, c’est-a-dire,
NE(z) = NE(2) = NE(z) = NS (2), pour tout x € S. (1.3)
Dans la suite, on note

Ng(z) = NY(z) = NE(2) = N (z) = NS (), pour tout z € S.

1.5 Autres résultats de sous différentiel de Fréchet

Définition 1.11. Soit f une fonction sur un sous-ensemble ouvert U d’un espace normé X
dans l'espace normé Y. On dit que f est Fréchet différentiable en x € U s’il y a un opérateur

linéaire borné T, : X — Y tel que

fl+y) = fz) + Ty + [yl Ex(y),
ot E.(y) — 0 siy — 0.
Théoréme 1.2. [10] Pour un ensemble fermé S C H et tout point T € S Les propriétés
suivantes sont équivalentes :
1. S est r-prox-régulier a T.
2. dg est continument différentiable sur O \ S pour un voisinage ouvert o de T.

3. dg est Fréchet différentiable sur O\ S pour un voisinage ouvert O de T.
18



Chapitre 1 Préliminaires et résultats auziliaires

4. dg est Gateaux différentiable sur O\ S pour un voisinage owvert O de T et l'application

projection Projg est a valeur non-vide sur O .

5. d% est C'" sur un voisinage ouvert O de T. c’est-a-dire, Fréchet différentiable sur O avec

Uapplication dérivée D(d%)(z) : H = H est Lipschitzienne et donc continue sur x.

6. 1l existe r > O et un voisinage O de T tel que tout proximal non nul normal a S a tout

x sur S N O peut étre réalisé par une boule de rayon r.

7. Pour certains v > 0 et voisinage O de T la multi-application N§ est hypomonotone sur
0. ou

N&(z) NintB(0,r), siz € S.
Ng(x) =

0, SINOomn.

(Ici B(0, ) désigne la boule fermée de centre 0 et de rayon r.)

8. 1l existe A > 0 tel que :

x = Projs(u),x # u _
(u) =z = Projs(u') pour ' =z + X i
O<|u—=x| <A |u — x|

9. Projs est a valeur unique et fortement-faiblement continue sur un voisinage de .

10. S a la propriété Shapiro en T. Alors il y a un voisinage O de T sur lequel 'application
projection. Projs est monotone a valeur unique et Lipschitzienne donc continue avec
Projs = (I + N5)™! sur O pour certains r > 0, alors que D(dg) = [I — Projs]/ds sur
O\S. Ici I : H— H désigne Uapplication identité.

Si ensemble S est faiblement fermé par rapport a un voisinage (fort) de T (qui est
toujours le cas lorsque l’espace H est de dimension finie), alors on peut ajouter l’assertion

sutvante a l’ensemble des propriétés équivalentes :

11. L’application projection Projs est a valeur unique autour de X.

Lemme 1.1. [10] Soit S un sous-ensemble fermé non vide de H. Si d% est Fréchet différentiable
sur un ensemble ouvert O, ou de maniére équivalente dg est Fréchet différentiable sur O\ S,

alors application projection Projs est (a valeur unique et) fortement continue sur O.

Preuve. La dérivé de Fréchet de d% au point u est 2(u — projs(u)) c’est a dire

0" (d3)(u) = 2(u — projs(u)) = 2ds(u).
19



Chapitre 1 Préliminaires et résultats auziliaires

La fonction —d?% est égal a une fonction convexe moins le carré normal, on a

—dg(u) = sup{—|u — z[*}
z€eS

= sup{—(|ul® + |z[* = 2(u, z))}
€S
= —|ul? + sup{2(u, z) — |z[*}.
€S

D’autre part, on sait que la dérivé d’une fonction convexe est fortement-faiblement continue.
L’observation précédente alors implique que la dérivée de d% et donc Ps est fortement-faiblement
continue dans O.

Soit z, converge fortement vers z, ot x € S i.e xp — x pour tout x € S,

on a

D(dg(x)) — D(dg)(x),

de plus

| D(d5(wr))] = 2ds(zx) = |D(dg(x))| = 2ds (),

car dg est lipschitz donc est continue. D’ou la convergence faible et la convergence des normes;
¢a implique la convergence forte. 0
Proposition 1.6. [10/

On considere un ensemble fermé S C H un point T € S et un voisinage O de &, Les propriétés

sutvantes sont équivalentes :
1. dg est continument différentiable dans O\ S.
2. dg est Fréchet différentiable dans O\ S.
3. dg est Gateauz différentiable dans O\ S et Ps est non vide dans O.

4. Ps est a valeur unique et fortement-faiblement continue sur O.
Si l'ensemble S est faiblement fermé par rapport a O, alors on peut ajouter ce qui suit

a l’ensemble de propriétés équivalentes :

5. Ps est a valeur unique sur O.

Lemme 1.2. Siv € 07dg(u), alors 2ds(u)v € 07 d%(u).
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Preuve. Pour chaque €, on a (par définition d’un sous-gradient de Fréchet) :
(v, —u) < ds(z) —ds(u) + €|z —ul.
Pour tout x dans un voisinage de v on a :

(2dg(u)v,x —u) < 2dg(u)ds(x) — 2dg(u)ds(u) + 2ds(u)elx — ul
— dg(a)? — ds(u)? — (ds(x) — ds(w))? + 2ds(u)elz — ul

< dg(z)? — ds(u)? + 2ds(u)e|x — ul

On conclure que 2dg(u)v € 0Fd%(u). O

Lemme 1.3. (Lemma 5[3]) Soit u un point de H.
(a) On a les inclusions
ds(u)0Fds(u) = 0% (3d%)(u) et dg(u)0"ds(u) = 0¥ (3d%)(u).

(b) Sidgs est OF -sous-différentiable au point u, alors Projs(u) existe et

ds(u)0"ds(u) = 0" (3d%)(u) = u — Projs(u).
(c) Sids est OF -sous-différentiable au point u, alors Projs(u) existe et

ds(u)0F ds(u) = 8% (3d%)(u) = u — Projs(u).
(d) La fonction dg est Fréchet différentiable au point w € H \ S si et seulement si dg

OF -sous-différentiable en ce point. Dans ce cas
Vds(u) = 55 (u — Projs(u)).

(e) La fonction distance au carré d% est Fréchet différentiable au pointu € H si et seulement

si OF Fréchet sous-différentiable en ce point. Dans ce cas
VE(LdE(u)) = (u— Projs(u)).
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Chapitre 2

Réduction du processus de rafle & une
inclusion différentielle

sans contrainte

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous commencons tout d’abord par prouver une proposition importante
([9], Proposition 1 ) qui est un point clé de la preuve du théoréme de réduction ([9], Theorem
1) qui nous permet d’obtenir I’équivalence de l'inclusion différentielle avec contrainte

('DN) —ﬂ(t) € Nc(tu(t))(u(t)) ppte [TO,T]

U(To) = Ug € O(TQ,U()),

et I'inclusion différentielle sans contrainte

deuy(u(t)) pp t € [Ty, T

U,(To) =Ug € C(To,uO).
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2.2 Reésultats auxiliaires

Définition 2.1. un sous-ensemble S de H est appelé normalement Fréchet régulier en un point

x € S lorsque NE(x) = Ng(z).

Quelques propriétés importantes des ensembles r-prox-réguliers sont résumées dans la pro-
position suivante (|9], Proposition 1 ).
Proposition 2.1. Soit S un sous ensemble fermé non vide de H et soit r €]0,+oc]. Alors les
assertions suivantes sont équivalentes :

(a) L’ensemble S est (uniformément) r-prox-régulier ;

(b) Pour tout point x' dans élargissement ouverte {x € H : dg(z) < r}, L’ensemble
Projs(z') est un singleton et Uapplication Projs(.) est continue dans l’élargissement

ouverte ;
(c) L’égalité 0¥ ds(x) = dds(x) pour tout x € H satisfait ds(z) < r;

(d) La fonction distance dg(.) est continument Fréchet différentiable dans le tube ouvert

{reH:0<ds(x)<r};

(e) Le cone normal prozimal NZ'(.) satisfait la propriété d’hypomononicité,c’est-a-dire
(01 = w2, 1 — @2) > — |71 — 32%,
pour tout z; € S et v; € NE(x;) avec ||vi]| < r(i =1,2) .
Pour chaque x € H avec 0 < dg(x) < r, on remarque que la différentiabilité de Fréchet

de la fonction distance dg assure que

[Vds(z)] = 1.

Preuve Pour cette preuve nous aurons besoin des références suivantes |4 [5] [10].
a) = b) Soit S € H un sous ensemble fermé non vide , soit r €]0, +00], et soit
¥ e U (9)={r € H;ds(z) <r}.
On suppose que S est r-prox régulier.
D’aprés le théoréme la projection Projs(x’) est un singleton.
Montrons maintenant que I'application Projs(:) est bien définie sur U,(S) et, pour tout réel

positif r €]0, +oc], I'application Projg(-) est lipschitzienne sur U,.(.S).
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la démonstration se faite a travers des étapes.
Premiérement on veut montrer I’équivalence entre r-prox-régularité de I’ensemble S et 'inégalité

suivante :
Lo o]l [l

_§(T(I1) T(ZL‘Q))HZEI _'r2|| : (21)

(V1 — Vo, Ty — T9) >

En effet;

D’apreés la propositionI.5] 'ensemble S est r-prox régulier ssi
(L a2y < |z — 2|2V € S, (2.2)
o] 2r

On suppose que S est r-prox-régulier et on montre 'inégalité ([2.1)), alors
Soit 7; € S, et 0 # v; € NE(z;),i=1,2

On a

[[oa]]

2r(xq)

<U1,l’1 - JI2> > - ||l’2 - .T1||2,

et

v
(on = 2~ 2,

On additionne, on obtient

Lo Afoall oo

_g(T(IEl) r(m2))”x2 _$1|| : (23)

(V1 — Vo, T — o) >

Maintenant, on montre que 'inégalité (2.3) entraine la prox régularité de ’ensemble S.
Pour z,2' € S et v € NI (2'), il suffit alors de prendre v; = v, 2; = , 15 = 2’ et vy = 0 dans

I'inégalité (2.3) pour obtenir que

N> I
or
(00" =) < e’ = al?

D’ott ’ensemble S est r-prox-régulier.

On suppose que l'inégalité (2.3)) est satisfaite.
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On fixe chaque u; € H et y; € (I + NY)7'(u;) pour i=1,2, alors (2.3)) nous permet d’écrire

(Y1 — Yo, u1 — ug) = (Y1 — Y2, U1 — Uz + Y1 — Y1 + Y2 — Y2)
= (1 — Y2, 01 — Y2+ (u1 —y1) — (u2 — Y2))
= (y1 — Y2, Y1 — Yo) + (Y1 — yo2, (u1 — y1) — (u2 — y2))

L lur — | | |lue — vl 9 2
> —=( Myr = well” + llyr — vl
2 7"(1/1) T(yz)

Alors

M =l llue — el
27 (y1) 2r (1)

Fixons v > 1, pour chaque u; € H et y; € (I +yrByg N NL)™! avec i=1,2, 'inclusion

N llyr = wal*. (2.4)

(1 — Yo, w1 —ug) > (1

w; € Y + 7 (i) Ba N N (),
nous assure que
[ui = will < 7 (ys). (2.5)
On montre que
= w2ll < (1 =) Hlus — el
En effet
I'inégalité nous donne

lur — y1l] < A7 (y1)

ua — y2| < 7 (32)

or .
Hw =l 1
2 ) 2
Llus —yof 1
\5 r(y2) = 57

D’aprés ([2.4]), on trouve
11 ,
(Y1 — Y2, u1 —ug) > (1 — 37~ 57)”191 — ya|

= (1=l — el?
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or
lyr = v2lI” < (1 —7) " y1 — yo, ur — ua),
D’ou
lyr = yoll < (1 =) Hur — uall.

D’aprés Lemma 2 [5], 'application Ps est bien définie sur U,.(S), ou

Projg(u) = { Ps(u)}, pour tout u € U,(5)

et d’apres I'inégalité ([2.6)) on trouve

1

|1Ps(u) = Ps(u)]| < lu—w'll,  pour toutu,u’ € U,(S).

1

c’est a dire, Ps est Lipschitzienne sur U,(S) avec — comme constante de Lipschitz.

1—v

D’ot Projg(-) est continue sur U,.(S).

b = ¢) D’aprés la remarque |1.1on a
of f(z) C Of (x).
On suppose que = ¢ S et £ € d¥ds(z), alors o, > 0 tel que

ds(y) — ds(z) > (&,y — ) — olly — z|*,Vy € B(x,0)

on doit établir que le sous-gradient de dg(.)(c’est & dire ddg(.)) conduit au sous gradient

de d%(.) (c’est a dire 9d%(.))

En particulier d’apreés le lemme (Lemma 5[5])
¢ € ddg(r) = 2dg (7)€ € Od%(7)

On observe que

d3(y) — dé(z) = 2ds(z)(ds(y) — ds(x)) + (ds(y) — ds(x))*,Vy € H
26
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Donc pour tout y € B(z,d) on a

dg(y) — di(x) = 2ds(z)(ds(y) — ds(z)) + (ds(y) — ds(z))
> 2dg(x)(ds(y) — ds(x))
> 2ds(z)((§,y — z) — olly — *)
= (2ds(2)¢,y — z) — 2ds(2)olly — z|*
d’apres on obtient
2dg(x)¢ € O d(x)
et donc
0ds(z) € 0" ds(x),

d’ou

apds(l‘) = ads(ﬁ)

(¢) = (d) d’aprés le Théoréme (Théoreme 3[10]) pour montrer que dg(.) est continument
Fréchet différentiable, on montre que d%(.) est Fréchet différentiable a .

Pour tout v € H, la limite lorsque t — 0 de

2 (x+tv) —di(z) (ds(x +tv) — ds(z))(ds(z + tv) + ds(z))

tv tv

existe avec une convergence uniforme, Vo € S, et que sa limite est 2dg(z)(£, v), en effet
on a

ds(z +tv) + ds(z) conv.uoif 2ds(z),Yv € S, lorsque t — 0,

par conséquent la lipshitzité globale de la fontion distance dg(.),

dg(x + tv) - dS<I> counif <

; &, v), lorsque t — 0
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c’est a dire la limite ¢ existe et finie.
D’ou la continuité Fréchet différentiable de dg(.)

(d) = (e) Elle suit directement de la preuve des implications suivantes. De plus

On montre que

IVds(x)|| = 1.

On suppose que la fonction distance dg est Fréchet différentiable en u et d’aprés le lemme

1.3(Lemma 5[5])
U — Ps( )

VFdS( ) = To(0)

Donc, on obtient

F — Ps(u)
IVFds()]| = |*——a T5(0) |
_lu— Ps(w)]
lds ()]

_ llds(w)]
s (u)]

=1.

(d) < (a) d’aprés le Théoréme (Théoréme 3 [10]) on trouve l'équivalence.
(e) < (a) on commence par
(a) = (e) Montrons que NZ'(.) est hypomonotone

D’aprés la proposition ,on a S est r-prox-régulier si et seulement si

v
(— &
[[v]]”

1
—1) < §||a: —2'||*,va' € S,
or
- oo >_M _ /2vl S
(v,0 —27) 2 =Pl — 2", V2’ € 5.
Alors, pour i = 1,2, soit 0 # v; € NI (x;), et on a

v
o2y — ) < 1000y o,
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et
v
(vg, 11 — ) < H;H a1 — |,
et donc
v
a1 =) > 1,
et
v
(con,1 = z2) 2 A2, e
On additionne, on trouve (v; # 0)
[[oa]] + [lvall
(U1 — 2,71 — T2 - o7 T1 — 2o
Par conséquent si ||v;|| < r,7 = 1,2 alors
vy + ||V
(V1 — Vg, 11 — ) > —WH% — B

2r
> 2 . 2
= "o, |1 — 22|
= —lx1 — 22|
Ce qui montre que N 5 est hypomonotone sur S avec constante o = —1.

(e) = (a) On montre que I’ensemble S est r-prox-régulier.
Fixons # € S et v € NE(z) NBy. Pour 2’ € H et r €]0,+0c]. D’apreés la caractérisation du

cone normal proximal N (+), on a

veNE(z) <= (v,2/ —2) < o2’ — 2|, V2’ € S.

On voit que

lrv = (@' = 2)[I* = r?||v]|* = 2r(v, 2" — ) + |l — 2|,
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Par conséquent

si et seulement si

et donc

c’est a dire

Iroll* = [l — = + rof|?

= [rv—(z—2)|”

< |lrv— (&' —2)|*,Va' € S,

—2r(v,2’ —x) + ||/ — z|* > 0,Va’ € S,

—2r{v, 2’ —x) > —||2’ — z|?

2r{v, o’ —x) < ||’ — x|

Comme r > 0, on obtient

1
(v, —x) < ng’ — ||}, Va2’ € S.

Donc d’aprés la proposition [I.5, on en déduit que S est un ensemble r-prox-régulier.
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2.3 Théoréme de réduction

Soit H un espace de Hilbert réel et C : [Ty, T] x H = H une application multivoque & valeurs

non vides et fermées.

Notre objectif dans cette section est d’étudier la relation entre 'inclusion différentielle avec

contrainte

('DN) —?l(t) ~ NC(t,u(t)) (u(t)) p-p t e [TO,T]

U(To) = Ug € C(TQ,UO)

et 'inclusion différentielle sans contrainte

<)l

—?l(t) € —8dc(t,u(t))(u(t)) ppteE [To, T]

(Dy) 1-L

u(Ty) = up € C(Th,ug)
Pour cette étude nous aurons besoin des hypotheéses suivantes :
(A;) Tl existe une constante r €]0, +o0] tel que, pour tout ¢ € [Ty, T| et 2 € H, les ensembles
C(t,z) sont (uniformément) r-prox-régulier.
(As) L’ensemble C'(t,x) varie d’'une maniére absolument continue par rapport a t et continu-

ment Lipschitz par rapport a ’état z, c-a-d, il existe une fonction absolument continue

non-négative ¢ : [Ty, T] — R, et une constante réelle : 0 < L < 1 tel que

o) (2) — dogs,y) (2)] <) — ¢(s)| + Lz —yl,

pour tout z,y,z € H et pour tout s,t € [Ty, T7.

Théoréme 2.1. Supposons que les hypothéses (A1) et (As) sont satisfaites. Alors chaque so-

lution absolument continue u : [Ty, T] — H de (Dy) est une solution absolument continue de
(Dn).

Preuve. Soit u(.) une solution de 'inclusion différentielle sans contrainte (Dy).

D’apres (|1.2]) dans la proposition et ¢) dans la proposition on obtient

ddg(x) C Ng(x) pour tout z € S. (2.9)
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Alors il suffit de montrer que
u(t) € C(t,u(t)) pour tout t € [Ty, T1.

Puisque A(ljgn . I IC(t)|dt = 0, (car {(.) € L'([Ty,T],R), on peux fixer certains réels v > 0), tel
—>
que
2 [ < (2.10)
-1/, T, .
pour tous les ensembles Lebesgue mesurables A C [Ty, T satisfaisant A\(A) < 7.

On dénote pour tout r €]0, 4+00], U,(S), le r-tube ouvert autour de I’ensemble S impliqué dans

I'énoncé (d) dans la proposition c’est-a-dire :

U (S) ={zx e H:0<ds(z) <r}. (2.11)

Etape 1.

On considére T'— T < . On doit prouver que
u(t) € C(t,u(t)), pour tout t € [Ty, T,

ce qui justifiera que u(.) est une solution de (Dy) lorsque T'— Ty < 7. D’aprés I'hypothése (As),

la fonction donnée par

g(t) = dC(t,u(t)) (u(?)),

est absolument continue sur [Tp, T'], donc 'ensemble
Q:={t e [To, T]: ut) ¢ C(t, u(?))},
est ouvert dans [Tp, 7] car

Q={te[lh,T]: dC(t,u@))(“(t)) >0}

={t € [Ty, T] : g(t) > 0}.
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Notre objectif maintenant est de prouver que ’ensemble €2 est vide. On va raisonner par 1’ab-
surde, c’est a dire on suppose que Q # (). Comme Tj € €2, car on a d’aprés la condition initiale

de (Dy) que

u(Ty) € C(To, u(Ty)),

alors il existe un intervalle ouvert non vide ]a, 5[C Q tel que g(«) = 0. Il suffit de choisir pour
|, B[ toute composante connexe de QN|Ty, T'[= 0.
Soit s un point de Jov, 8] ott §(s),u(s), {(s) existent avec u(s) satisfaisant inclusion (Dy).

On sait que pour une application £(§) — 0, lorsque 6 — 0,

on peut écrire d’aprés le développement de Taylor
u(s +9) = u(s) + 6u(s) + de(9)

On doit établir que ¢(s) est inférieure ou égal a 0, et ¢a nous donne que g(s) est inférieure ou
égal & 0 qui est nous permet de conclure. Alors, pour certains 6 > 0 suffisamment petit, en

ajoutant et en enlevant les termes

sldo(stsuisray (u(s) +0u(s))]

et

[do(su(s)) (u(s) + 0u(s))]

|
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respectivement et d’aprés ’hypothése (As) on obtient

9(s) =

Slols +8) — g(s)

= Sdetsssatoran(uls + ) — dotouiop(u(s))]

= Sldogersatssa (uls) + 5s) + 52(6)) = et (u(5))

= Slotesaateson(uls) + 5i(s) + 8=(0))] = 5ldotossatsran (uls) + 5i(5))
4 5otersutoran (005) + 50(s))] = 5 ldetoaton(uls) +5i(s))

+ Sldegoaon(u(s) + 3i(s))) = Scauoey

= < [dtersatess (u(s) + 5i(3) + 8=(6) — deussuceray (u(s) + )]
%[do stau(s+6)) (U(8) + 0U(s)) — do(su(s) (uls) + 5u(s))]

%[dc (sau(s)) (U(8) + 01(5)) = s u(s)) (u(s))]

< e@)] + L5 luts +8) — u(s)] + 5lc(s + 6) = C(s)

S| =

[do(s,u(s)) (u(s) 4 0U(s)) — desusy) (u(s))]

On distingue deux cas :

1.Cas ot ((s) =

L’inclusion (D,) nous donne u(s) = 0, et donc on obtient de la derniére inégalité que

g(s) < 0. Ce qui garantit que pour tout ¢ €|a, g,

Ce qui est en contradiction avec Ja, S[C Q. Il en résulte que © = .

2.Cas ou ((s) # 0
On a u(s) vérifie (Dy) et u(s) ¢ C(s,u(s)).
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D’autre part la condition initiale u(Tp) € C(Tp, up) et 'hypothése (As), donnent

s u(s) (W(s)) < desugs) (w(To)) + llu(s) — u(To)

= do(su(s))(U(To)) — dory ) (u(To)) + |luls) — u(Th)|l

< [¢(s) = C(To)[ + Llju(s) — u(To)ll + [luls) — u(To)|

< (14 D)fluls) — u(To)ll + [¢(s) — ¢(To)]
=L+ L) [ a(r)drl+]| | ¢(r)dr]

To To

et comme

|la(s)]| < H%H, presque partout s € [Tp, T,

car u(.) est une solution de (D,) c’est a dire

i) € N dac oy (u(t)). pp t € (1.7,

alors, en utilisant

s

oo (u(s)) = (L+ L) i i(r)dr| + | i {(r)dr]|

<@+ [ Jatr))dr+ TS 1E(r)dr

To

<+ [ 1N ar+ [ jolar

1+L+1—L [°. .
< .
< = [ ko
<2 [\
1=z ), r)|dr.

ce qui entraine par (2.10) et par l'inégalité T'— Ty <

0 < dosu(sy(uls)) <,

ce qui assure que u(s) reste dans l'élargissement U, de I'ensemble S, c’est a dire,

u(s) € U, (C(s,u(s))).
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Par conséquent 1'uniforme prox-régularité de 'ensemble C(-, ) d’aprés I'hypothése (A;) et I'as-
sertion (d) dans la proposition [2.1jassurent que la fonction distance de(su(s)) (-) est continument
Fréchet différentiable en u(s).

Alors, 4(s) solution de I'inclusion (Dy) nous permet d’écrire

1-1L
¢ (s)]

w(s) € Ode(s,u(s))(u(s)), presque partout s € [Tp, T

et donc ga signifie que —(1 — L) IZEE;I est la dérivée de Fréchet en u(s) de la fonction desus) (),

c’est a dire.

—(1- L)% =V de(sus) (), (2.13)

et on a d’apres la proposition [2.]]

HVFdC(S,U(S))<-)H =1,

or

N ORI
|- (-0 =1,

ce qui combine avec le fait que

u(s) ¢ C(s, u(s)),

et ¢a implique que

or
Ji(s)) = 1N (2.14)
Sachant que
- dosu(s) (u(s) +0U(s)) — dosue)(u(s)) g
gt u(s) + 5@(33)6_ w(3) = V7 dos,u(sy (u(s)),
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c’est & dire

lim dc(s,u(s))(u(s) + 5U(S)) — do(syu(s))(u(s))

_ F
550 5a(s) = Vide(s,u(s) (uls)),

alors pour certain fonction n(d) — 0, on obtient d’aprés et

%[dC(s,u(S))(u(S) + 80(8)) = des,u(s)) (u(s))] = (VEde(sus) (u(s)), u(s)) +n(6)
u(s) .
=—(1—-L){(—=,u(s o
(1 )<|C(s)l (s)) +n(5)
la(s)|?
— - 5
g
i
—(1—L)-L=E )
(1= D5y 0
I SO
B R
—% +n(0)

Revenant a I'inégalité

(5) = 5(o(s+ )  g(s))

< [l=(@)[I + Llla(s) | +C(s)] + %[dC(s,u(s))(u(S) +0u(s)) = dosu(s) (u(s))]

on retrouve lorsque n(§) — 0, ||e(d)|| — 0,

() < LI+ (5] + ldoteato (u(5) + 8(5)) = deaty(ul)
< KL -

_ LK)+ (1 = Dg(s)] = 1¢(s)]
= 1-L

=0.

Par conséquent, pour presque tous s €|a, [, on a

9(s) <0,
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ce qui garantit que pour tout ¢ €], 3],

ce qui est en contradiction avec Ja, B[C 2. Il en résulte que Q@ = ().
Etape 2.
On considére maintenant la discrétisation suivante sur U'intervalle [T, T7.

Prenant un entier N tel que :
=R <y,
et soit la subdivision
To, Th,- -+, Ty =T de [To, T,
avec
ke {0,1,--- N},

ou
(T - Tp)

Ti =T+ k.

=

pour k =0,

il suffit d’appliquer ’étape I avec la restriction
u|[Tk—laTk] sur [Tk—laTk]

pour la solution de (D). En effet ;
Pour chaque

k=1,..,N

on désigne par u* la restriction de u(.) & [Ty_1, T3], c’est a dire
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k.
ur = U’|[Tk—17Tk]’

Pour mettre au clair ’idée nous considérons
ul [T07T1] — H

est une solution de l'inclusion différentielle sans contrainte

—it(t) € K9 9d ey, 010y (w!(t)) pour tout t € [Ty, Ty
Ul(To) = Ug € C(T(),Uo)

Puisque
Tl - TO < Y5

il résulte de I'étape I que u(.) vérifie
u'(t) € C(t,u'(t)), pour tout t € [Ty, T1].

On suppose que, pour chaque i =1,....k — 1, on a
u;(t) € C(t,u;(t)) pour tout t € [T;_1,T;].
en tenant compte des égalités
u N (Tpor) = w(Tho1) = uF(Tho1)
on voit que 'application

uk : [Tk—lka} — H,
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est une solution de l'inclusion différentielle

—ik(t) € KODde, o (b () pour tout ¢ € [Ty_y, Tk]
’U,k(kal) = uk_l(kal) € C(Tk,l,uk_l)

De I'inégalité
Ty — Th1 <7,

on peut appliquer a nouveau le résultat de I’étape I pour obtenir

uk(t) € C(t,uk(t)), pour tout [Tj_1T%],
on obtient alors par récurrence pour chaque £ =1,..., N que

uk(t) € C(t,uk(t)), pour tout [Ty_q, T}].
Ces inclusions peuvent étre reformulées en

u(t) € C(t,u(t)), pour tout t € [Ty, T

ce qui assure que u(.) est une solution de I'inclusion différentielle (Dy).

O

Théoréme 2.2. Supposons que l’hypotheéses (As) satisfaite et que les ensembles C(t,u(t)) sont

Fréchet normalement réquliers. Alors chaque solution absolument continue u(-) de (Dy) est une

solution absolument continue de (Dy).

Preuve Soit u(.) une solution absolument continue de (Dy) et soit ¢ €]0, T tel que u(.) et

¢(.) sont dérivables en t avec u(t) # 0.

La propriété Fréchet normalement réguliers de I'ensemble C(t, u(t)) i.e

Ng () = Ns(x),
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et l'égalité

nous donne

u(t) F
2o €9 dowa)- 2.15
l|l(t)]] C(t,u(t)) ( )

En effet, on doit montrer que

u(t) .
T < No iy (ult))

implique que

u(t)
“Ta €& dowuo (ult):
Soit
i
- [a(t)]] < NC(t,u(t))<u(t))a
alors
-y i) o o
—— = - — — —— 7 ’
Tl = Tl maG] € Br
et donc
i )
“Ta € Vet (@) N Ba(0,1) = 9% dequ (ult),
d’ou

)
[[a(t)|]
41
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D’autre part, on sait que si une fonction g € L*([Ty, T], R), alors

Jalg(r)|dr — 0, lorsque A(A) — 0.

Aussi, puisque u(.) est absolument continue, on a

[u®) —w(s)l = I [ a(r)drl]

Il suit directement de la définition du sous-différentiel de Fréchet, pour tout € > 0 et pour s < t

suffisamment proche de ¢, et (As) :

yu(s) = u(t)) < doguiy (u(s)) + ellu(t) —uls)|

= do(u(e)) (U(8)) — dosu(s)y (uls)) + ellu(t) —u(s)||

< Llfu(t) = u(s)ll +1¢(£) = C(s)] +ellu(t) —uls)],

ce qui signifie

u(t)  wu(t) —u(s) I u(t) — u(s)
t—s

()
mo s =

S t—

{ I+ |

(1) — u(s)

Alors, en prenant la limite pour s — ¢, on obtient pour tout € > 0

< [C(B)] + Lljat)]| + ellat)].
D’ou
()] < )]+ Lla)| + ellat)].-

En utilisant le fait que 0 < L <1 cestadire 0 <1 —-L <1,

donc lorsque ¢ tend vers 0, on obtient

la@ll < I¢)] + L],
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d’ou
(1= L)la)] < 1K),

or

: C(1)]

On observe que la derniére inégalité est satisfaite pour u(t) = 0, alors

[4G]
1-L

la(@)| < pour presque tout ¢ € [0, 7.

I1 découle de 'inégalité (2.15))

u(t) € —[[a(t)l10" de e (ult))
<)

c —ﬁaF deu(ey) (u(t)).
Donc
. (t
u(t) € MadC(t,u(t))(u(t))7
1-L
ce qui assure que u(-) est une solution de (Dy). Ceci termine la preuve . [

Le corollaire suivant est une conséquence directe des deux théorémes précédents.

Corollaire 2.1. On suppose que (A1) et (Ay) sont satisfaites. Alors une application absolument

continue u : [Ty, T| — H est une solution de (Dy ) si et seulement si ¢’est une solution de (Dgy).
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Conclusion

Ce travail est consacré a ’étude d’un résultat d’équivalence pour un probléme d’évolution
sous I'appelation " Reduction of state dependent sweeping process to unconstrained
differentiel inclusion", quand I'ensemble des contraintes C'(t,u(t)) est r-prox régulier.
On souligne le role de la propriété de la fonction distance associée & un ensemble prox-régulier
ainsi que la coincidence de tous les cones normaux contenus dans le cone normal de Clarke,

crivd, NE() = NE() =+ = NEC).
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