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1.4.2 Théorème de Lax-Miligram . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
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2.1 Problème de Dirichlet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.1.1 Formule variationnelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.1.2 Disque . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.1.3 Ellipse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.2 Problème de Stokes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.2.1 Formule variationnelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.2.2 Formulation mixte par l’utilisation de domaine fictif avec pénalisa-
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Notations

d : dimention de l’espace,

Ω : ouvert borné de Rd, généralement domaine physique ou domaine fictif,

Ωcal : domaine de calcul,

Ω̄ : l’adhérence de Ω,

Γ = ∂Ω : frontière de Ω,

p.p. : presque partout,

ε : paramètre de pénalisation (tendant vers 0),

h : pas du maillage,

dx : mesure de Lebesgue sur Rd,

(E,< ., . >) espace pré-hilbertien : espace vectoriel muni d’un produit scalaire,

Lp(Ω)={v :Ω→ R ; v mesurable et
∫
Ω
|v(x)|pdx <∞}, 1 ≤ p <∞ ,

‖ v ‖Lp(Ω)=
(∫

Ω
|v(x)|pdx

) 1
p

, 1 ≤ p <∞ ,

L2(Ω)={v :Ω→ R ; v mesurable et
∫
Ω
|v(x)|2dx <∞},

L2(Ω) : est un espace de Hilbert pour le produit scalaire < v,w >=
∫
Ω
v(x)w(x)dx; v, w ∈

L2(Ω),

‖ v ‖L2(Ω)=
(∫

Ω
|v(x)|2dx

) 1
2

,

L∞(Ω)={v mesurable dans Ω / ∃c ≥ 0 vérifiant |v| ≤ 0 p.p. sur Ω } ,

‖ v ‖∞= inf { c, |v| ≤ c p.p. sur Ω } ,

|α| =
d∑
i=1

αi , utilisé pour la définition des espaces de Sobolev,
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Notations

∂αv = ∂|α|v
∂α1x1...∂αdxd

,

Wm,p(Ω) : espace de Sobolev sur Ω défini par :

Wm,p(Ω) = {v ∈ Lp(Ω), ∂αv ∈ Lp(Ω), ∀α ∈ Nd, |α| ≤ m},

‖ v ‖Wm,p(Ω)=
(∫

Ω

∑
|α|≤m

|∂αv|p(x) dx
) 1
p

,

Hm(Ω) = Wm,2(Ω) = { v ∈ L2(Ω), ∂|α|v ∈ L2(Ω), ∀α ∈ Nd, |α| ≤ m} ,

H1(Ω) : espace de Sobolev d’ordre 1 sur Ω défini par :

H1(Ω) = {v ∈ L2(Ω); ∂v
∂xi
∈ L2(Ω), 1 ≤ i ≤ d},

dont la norme associée est :

‖ v ‖1,Ω= (v, v)
1
2
1,Ω =

(
‖ v ‖2

0,Ω +
d∑
i=1
‖ ∂v
∂xi
‖2

0,Ω

)
,

et de produit scalaire :

(u, v)1,Ω = (u, v)0,Ω +
d∑
i=1

(
∂u

∂xi
,
∂v

∂xi

)
,

H1(Ω) : est un espace de Hilbert pour le produit scalaire (., .)1,Ω ,

H1
0 = {∀v ∈ H1, v = 0 sur ∂Ω},

H ′ : l’espace dual de l’espace H,

|v|H1(Ω) : semi-norme sur H1(Ω), telle que :

|v|H1(Ω) =‖ ∇v ‖H1
0 (Ω),
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Notations

D(Ω) : espace des fonctions indéfiniment dérivables à support borné (espace des fonctions

test) .
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Introduction générale

Les méthodes des domaines fictifs sont de plus en plus utilisées, notamment pour les

problèmes d’interactions fluide/structure et plus généralement pour tous les problèmes

à frontière libre. Le principe de ces méthodes est de prolonger un domaine réel ouvert

régulier Ω (dans la suite d = 2) de bord Γ en un domaine D plus grand et de géométrie

simple appelé domaine fictif.

Parmi les méthodes de domaine fictif :

• Les méthodes de pénalisation, considérées comme faisant partie des méthodes de

domaines fictifs, ont été introduite depuis les années 1960 par V.K. Saul’ev [13] et

V.D. Kopčenov [7]. Le principe de ces méthodes de pénalisation afin d’ajouter un

terme de pénalisation au coefficient de diffusion utiliser une équation unique sur

le domaine Ωcal. Des travaux ont été faites dans le cas des équations elliptiques

scalaires avec des conditions aux limites de type Dirichlet, Neumann et Robin par

I.Ramière [10].

• Les méthodes de frontières immergées traitant des problèmes d’obstacle immergés

dans un domaine. Elles ont été introduites et développés par Charles S. Peskin

[9] dans le but de modélisation des écoulements sanguins dans les valves. Ainsi,

elles ont été utilisées pour résoudre les problèmes d’interaction fluide structure

que nous pouvons dire c’est le domaine le plus vaste dans la recherche scientifique

aujourd’hui, le fait qu’il regroupe de nombreuses spécialités.
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Introduction générale

• Les méthodes de multiplicateur de Lagrange qui sont des méthodes classiques pour

la résolutions des problèmes de domaine fictif, cette méthode s’applique à toute

recherche de minimum en présence de contraintes, l’idée est d’associer à chaque

contrainte un multiplicateur a priori indéterminé, il y a plusieurs méthodes encore

bien détaillé par M.Fabre [5].

Dans ce mémoire nous nous intéressons à la méthode de domaine fictif avec pénalisation

pour le problème de Dirichlet et le problème de Stokes.

Ce mémoire est composé de deux chapitres. Le premier est consacré à des notions

de base que nous avons utilisé tout au long de ce travail, concernant les vecteurs, la

divergence d’un champ vectoriel et la norme associée, quelques rappels sur les ensembles

et les fonctions convexes, les formules de Green et de la divergence, ainsi que le théorème

de Lax-Milgram et le théorème de Babushka-Brezzi à propos d’existence et d’unicité de

la solution.

Dans le deuxième chapitre, nous étudions l’application de la méthode du domaine fictif

avec pénalisation L2 et H1 pour le problème de Dirichlet suivant :
−∆u = f dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,

(1)

où f une fonction de L2(Ω) et u ∈ H1
0 (Ω).

Avec Ω le domaine réel (Disque ou ellipse) afin de calculé les estimations d’erreurs

entre les solutions exactes u et les solutions approchées uε,h après la présentation des

formulations variationnelles.

Ensuite, nous effectuons l’application de la méthode du domaine fictif pour les équa-

tions de Stokes

7



Introduction générale



−ν∆u +∇p = f dans Ω,

div u = 0 dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω.

(2)

afin de calculer les estimations d’erreurs relatives entre les solutions exactes u, p et les

solutions des problèmes pénalisé uε,h, pε,h (vitesses, pressions respectivement) après la

présentation de la formulation faible-mixte du problème de Stokes et la formulation mixte

par l’utilisation de domaine fictif avec pénalisation H1. De plus, pour valider nos résultats,

des exemples numériques ont été donnés où les calculs numériques ont été élaborés via le

ligiciel ”FreeFem++”.
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Chapitre 1

Concepts de base et résultats

préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons des notions de base de l’analyse convexe, quelques

formules de Green et de la divergence et concernant l’existence et l’unicité de la solution

avec les théorèmes de Lax-Milgram et de Babushka-Brezzi.

1.1 Notations

Soit H un espace de Hilbert réel séparable muni du produit scalaire 〈·, ·〉, et de la

norme associée ‖·‖.

1.2 Ensembles convexes

Définition 1.1 :

Un sous ensemble C de H est dit ensemble convexe si pour tout

u, v ∈ C : λu+ (1− λ) v ∈ C ∀λ ∈ [0, 1] .

Nous appelons enveloppe convexe (resp. enveloppe convexe fermé) de C, et on note co (C)
(resp. co (C)), le plus petit ensemble convexe (resp. ensemble convexe fermé) contenant

C.

9



Chapitre 1 Concepts de base et résultats préliminaires

Remarque 1.1 :

En général, co (C) n’est pas un ensemble fermé. De plus, si C est convexe alors co (C) = C

est réciproquement. D’autre part, si C est borné (resp. compact) alors co (C) est borné

(resp. compact).[11]

1.3 Fonctions convexes

Nous considérons les fonctions ϕ telles que ϕ : H −→ R ∪ {+∞}.

Nous appelons l’épigraphe de la fonction ϕ, l’ensemble noté par :

epi (ϕ) = {(u, λ) ∈ H × R/ϕ (u) 6 λ} .

Nous notons par

dom (ϕ) = {u ∈ H/ϕ (u) < +∞}

le domaine de la fonction ϕ. Si dom (ϕ) 6= ∅ alors la fonction ϕ est dite propre.

Définition 1.2 :

La fonction ϕ est dite convexe si pour tout u, v ∈ H avec ϕ(u) < +∞ est ϕ(v) < +∞,

nous avons

ϕ (λu+ (1− λ) v) 6 λϕ(u) + (1− λ)ϕ(v) ∀λ ∈ [0, 1] .

La fonction ϕ est dite strictement convexe si l’inégalité ci-dessus est stricte.

Remarquons qu’une fonction est convexe si son épigraphe est une partie convexe de

H × R.[11]

1.4 Existence et unicité de la solution

Dans cette section, nous rappelons des notions de base par rapport à la norme et des

théorèmes principaux concernant l’existence et l’unicité de la solution.
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Chapitre 1 Concepts de base et résultats préliminaires

Soit d ∈ N, d ≥ 1. Dans cette section nous travaillerons avec des champs vectoriels de

fonctions v,u,w : Ω→ Rd (Ω ⊂ Rd), que nous noterons

v = (v1, ..., vd), où vi : Ω→ R(i = 1, ..., d),

Pour un tel champ, nous écrirons les opérateurs vectoriels associés de la manière sui-

vante :

div v =
d∑
i=1

∂vi
∂xi

,

∇v =


∇v1

...

∇vd

 =



∂v1
∂x1
, ..., ∂v1

∂xd

...

∂vd
∂x1
, ..., ∂vd

∂xd

 et ∆v =


∆v1

...

∆vd

 .

La norme d’un champ vectoriel u dans un espace de Hilbert H1(Ω)d se note :

‖u‖H1(Ω)d :=
 d∑
j=1
‖uj‖2

H1(Ω)

 1
2

.

Si ui est un champ scalaire dans l’espace H1(Ω) alors par la définition de la norme

H1 :

‖∇ui‖L2(Ω) :=
 d∑
j=1

∥∥∥∥∥∂ui∂xj

∥∥∥∥∥
2

L2(Ω)

 1
2

≤ ‖uj‖H1(Ω) .

Théorème 1.1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) [1]

• Avec des sommes :

Soient u et v ∈ Ω (Ω ⊂ Rd) . Alors :

d∑
k=1
|ukvk| ≤

(
d∑

k=1
|uk|2

) 1
2
(

d∑
k=1
|vk|2

) 1
2

.

• Avec des intégrales :

Soient f, g ∈ C([0, 1],R) . Alors :

1∫
0

|fg| dx ≤

 1∫
0

|f |2 dx


1
2
 1∫

0

|g|2 dx


1
2

.
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Chapitre 1 Concepts de base et résultats préliminaires

• Dans un espace de Hilbert :

Soit (E,< ., . >) un espace pré-hilbertien .Alors,pour tous u, v ∈ E,

| < u, v > | ≤‖ u ‖E‖ v ‖E .

Théorème 1.2 (Inégalité de Hölder) [3]

Soit Ω un ouvert de Rd. 1 ≤ r ≤ ∞, 1 ≤ s ≤ ∞ et 1 ≤ t ≤ ∞ tels que (1
r

+ 1
s

= 1
t
). Alors

∀f ∈ Lr(Ω),∀g ∈ Ls(Ω), f.g ∈ Lt(Ω)

et

‖ f.g ‖Lt(Ω)≤‖ f ‖Lr(Ω)‖ g ‖Ls(Ω) .

Remarque 1.2 :

Cette inégalité devient l’inégalité de Cauchy-Schwarz pour r = s = 2 et t = 1.

Théorème 1.3 (Inégalité de Poincaré) [1]

Soit Ω un ouvert borné de Rd. Alors, il existe une constante C > 0 (dépendent de Ω) telle

que : pour tout fonction v ∈ H1
0 (Ω) , nous avons :

‖ v ‖L2(Ω)≤ CΩ ‖ ∇v ‖L2(Ω)

Remarque 1.3 :

Une inégalité de Poincaré est une inégalité qui permet de controler (estimer) la norme L2

d’une fonction par la norme L2 de son gradiant.

Théorème 1.4 (Théorème de Riesz) [3]

Soit H un espace de Hilbert de produit scalaire (., .)H et de norme ‖ . ‖H . Alors, pour tout

f ∈ H ′,∃!u ∈ H tel que < f, v >H′,H= (v, u)H ∀v ∈ H .

De plus, ‖ f ‖H′=‖ u ‖H .

1.4.1 Formules de Green et formule de la divergence

Nous donnons quelques rappels utiles par la suite.

Ω un ouvert borné de Rd, soient v, w ∈ H1(Ω) et soient v,w ∈ H2(Ω).

Formules de Green :

12



Chapitre 1 Concepts de base et résultats préliminaires

∫
Ω

∂v

∂xi
w dx =

∫
∂Ω

vniw dσ −
∫
Ω

v
∂w

∂xi
dx

a) Pour tous champs scalaires v, w réguliers, on a

−
∫
Ω

(∆w)v dx =
∫
Ω

∇w · ∇v dx−
∫
∂Ω

∂w

∂n
v dσ, (1.1)

où n est la normale unitaire extérieure à Ω

b) Pour tous champs vectoriels v,w réguliers, on a

−
∫
Ω

∆w · v dx =
∫
Ω

∇w : ∇v dx−
∫
∂Ω

∂w

∂n
· v dσ, (1.2)

avec ∇w : ∇v =
d∑
i=1

d∑
j=1

∂wi
∂xj

∂vi
∂xj

.

c) Soit Ω un ouvert régulier de Rd et p : Ω̄→ R une fonction de classe C1 et v : Ω̄→ Rd

un champ vectoriel de classe C2. Alors

∫
Ω

∇p · v dx = −
∫
Ω

p · div v dx+
∫
∂Ω

(pn) · v dσ, (1.3)

oú n = (n1, ..., nd) est le vecteur normal unitaire à ∂Ω.

Formule de la divergence :

Pour tout champ vectoriel v régulier, nous avons

∫
Ω

div v dx =
∫
∂Ω

v · n dσ, (1.4)

où n est la normale unitaire extérieure à Ω

Nous notons par ‖·‖X (resp. ‖·‖Y) la norme sur X (resp. sur Y).

1.4.2 Théorème de Lax-Miligram

Définition 1.3 :

Soit a : X× X→ R une forme bilinéaire. Nous disons que

1) a(u, v) est continue sur X si :

Il existe M > 0 ∀u, v ∈ X tel que |a(u, v)| ≤M ‖u‖X ‖v‖X .

13



Chapitre 1 Concepts de base et résultats préliminaires

2) a(u, v) est coercive sur X si :

Il existe α > 0 tel que α ‖v‖2
X ≤ a(v, v).

3) a(u, v) est symétrique si :

∀u, v ∈ X, a(u, v) = a(v, u).

Théorème 1.5 (Théorème de représentation de Lax-Milgram)[2]

Soit a : X × X → R une forme bilinéaire, continue et coercive sur l’espace de Hilbert X
et soit L : X→ R une forme linéaire continue sur X. Alors, il existe un unique u ∈ X tel

que l’équation a(u, v) = L(v) soit vérifiée pour tout v de X, c-à-d :

∃!u ∈ X ∀v ∈ X, a(u, v) = L(v) (1.5)

Si on suppose de plus que la forme a est symétrique, alors l’élément u est caractérisé

comme étant l’unique élément de X qui minimise la fonctionnelle J : X → R définie par

J(v) = 1
2a(v, v)− L(v) pour tout v de X, c’est-à-dire :

∃!u ∈ X, J(u) = min
v∈X

J(v) (1.6)

1.4.3 La théorie de Babushka-Brezzi

Soit X et Y deux espaces de Hilbert et deux formes bilinéaires

a : X× X→ R

b : X× Y→ R.

Etant donné f ∈ X′, nous cherchons (u, p) ∈ X× Y tels que

a(u, v) + b(v, p) =< f, v >X′,X ∀v ∈ X (1.7)

b(u, q) = 0 ∀q ∈ Y. (1.8)

Théorème 1.6 [8]

Nous faisons les hypothèses suivantes :

1) La forme a(u, v) est continue sur X :

Il existe M > 0 ∀u, v ∈ X tel que |a(u, v)| ≤M ‖u‖X ‖v‖X .

14



Chapitre 1 Concepts de base et résultats préliminaires

2) La forme a(u, v) est coercive sur X :

Il existe α > 0 tel que α ‖v‖2
X ≤ a(v, v).

3) La forme b(v, q) est continue :

Il existe N > 0 ∀v ∈ X ∀q ∈ Y, tel que |b(v, q)| ≤ N ‖v‖X ‖q‖Y .

4) La forme b(v, q) satisfait la condition ’inf-sup’ :

Il existe β > 0, tel que inf
q∈Y
q 6=0

sup
v∈X
v 6=0

b(v, q)
‖v‖X ‖q‖Y

≥ β.

Alors le problème (1.7),(1.8) admet une unique solution (u, p) ∈ X× Y .

Corollaire 1.1 :[6]

Soit Ω un ouvert borné de Rd. Alors :

L’opérateur div est un isomorphisme de V ⊥ sur L2
0(Ω)

15



Chapitre 2

La méthode du domaine fictif avec

pénalisation

2.1 Problème de Dirichlet

Nous nous proposons dans cette partie d’appliquer la méthode de domaine fictif pour

le problème de Dirichlet qui nous permet de simplifier la prise en compte de domaine de

géométrie complexe.

Soit Ω un ouvert de R2. Nous considérons le problème de Dirichlet suivant :
−∆u = f dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,

(2.1)

où f une fonction de L2(Ω) et u ∈ H1
0 (Ω).

2.1.1 Formule variationnelle

Nous supposons que u ∈ H2(Ω). En multipliant l’équation de Laplace (2.1) par une

fonction test v qui s’annule sur le bord ∂Ω et en intégrant sur Ω et après nous utilisons

16



Chapitre 2 La méthode du domaine fictif avec pénalisation

la formule de Green, nous obtenons le problème suivant :
trouver u ∈ H1

0 (Ω) tel que

∫
Ω
∇u · ∇v dx =

∫
Ω
fv dx ∀v ∈ H1

0 (Ω).
(2.2)

Nous définissons la forme bilinéaire a : H1
0 × H1

0 → R et la forme linéaire continue

F : H1
0 → R :

a(u, v) =
∫
Ω

∇u · ∇v dx.

F (v) =
∫
Ω

fv dx.

Théorème 2.1 Il existe une unique solution u ∈ H1
0 (Ω) telle que a(u, v) = F (v) ∀v ∈

H1
0 (Ω).

Preuve.

1) Continuité de a(., .) :

Soient u, v ∈ H1
0 (Ω) , nous avons :

|a(u, v)| = |
∫
Ω

∇u · ∇v dx|

≤
∫
Ω

|∇u · ∇v| dx

C−S ≤‖ ∇u ‖L2(Ω)‖ ∇v ‖L2(Ω)

= |u|H1(Ω)|v|H1(Ω).

Donc la forme bilinéaire a est continue avec M = 1 comme constante de continuité.

2) Coercivité de a(., .) :

Soit v ∈ H1
0 (Ω), nous avons :

17
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a(v, v) =
∫
Ω

(∇v)2 dx

=‖ ∇v ‖2
L2(Ω)

= |v|H1(Ω).

Donc la forme bilinéaire a est coercive avec α = 1 la constante de coercivité.

3) Continuité de F (., .) :

Soit v ∈ H1
0 (Ω), nous avons :

|F (v)| = |
∫
Ω

fv dx|

≤
∫
Ω

|fv| dx

C−S ≤‖ f ‖L2(Ω)‖ v ‖L2(Ω)

I.Poincaré ≤ CΩ ‖ f ‖L2(Ω) |v|H1(Ω).

De plus, H1
0 (Ω) est un espace de Hilbert. Alors, le théorème de Lax-Miligram assure

l’existence et l’unicité de u (solution de problème (2.2)).

Soit D un ouvert de R2 tel que Ω ⊂ D, Ω2 = D\Ω, Γ = ∂Ω, soit f une fonction définie

de D à valeur dans R, maintenant nous allons résoudre un problème de pénalisation L2

[14] avec un coefficient de pénalité 0 < ε < 1, qui est équivalant à la forme suivante :


trouver uε ∈ H1

0 (D) tel que

∫
D
∇uε · ∇v dx+ 1

ε

∫
Ω2

uεv dx =
∫
D
fv dx ∀v ∈ H1

0 (D).
(2.3)
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Un autre exemple d’application de la méthode de domaine fictif avec pénalisation H1

de (2.2) est de :
trouver uε ∈ H1

0 (D) tel que

∫
D
∇uε · ∇v dx+ 1

ε

∫
Ω2

(
uεv + ∂uε

∂x1
∂v
∂x1

+ ∂uε
∂x2

∂v
∂x2

)
dx =

∫
D
fv dx ∀v ∈ H1

0 (D).
(2.4)

Théorème 2.2 (Theorem 2.1 dans [14])

Soit D un domaine rectangulaire et Ω un domaine régulier. Il existe des solutions uniques

u et uε pour (2.2) et (2.4), respectivement, et nous avons les estimations suivantes :

‖uε − u‖1,Ω ≤ Cε, (2.5)

‖uε‖1,Ω2
≤ Cε. (2.6)

Nous donnons aussi un théorème concernant la régularité des solutions pour les pro-

blèmes de pénalisation H1

Théorème 2.3 (Theorem 3.1 dans [14])

Soit D un domaine rectangulaire et Ω un domaine régulier. Soit uε ∈ H1
0 (D) la solution

du problème de pénalisation H1 (2.4) pour f ∈ L2(Ω). Si Γ ∈ C3 et ∂D lipschitz alors

nous avons

uε|Ω ∈ H2(Ω), uε|Ω2 ∈ H2(Ω2),

‖uε − u‖1,Ω ≤ Cε, (2.7)

‖uε‖1,Ω2
≤ Cε. (2.8)

2.1.2 Disque

Dans cette partie nous considérons Ω un disque inclus dans le domaine D, tel que

Ω =
{

(x1, x2) ∈ R2|
√
x2

1 + x2
2 ≤ 2

}
, et D c’est le carré qui est defini par

D = {(x1, x2)| − 3 < x1 < 3,−3 < x2 < 3}. Nous mettons f = 4 dans (2.1) nous obtenons

le problème suivant :


−∆u = 4 dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,

(2.9)
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La solution exacte de (2.9) est u = 4− x2
1 − x2

2.

n

n

1

2

Ω

Ω

Γ

2

D

Figure 2.1 – Domaine de calcul

Nous avons calculé les erreurs relatives avec la norme L2(D) par la pénalisation L2 et

nous avons utilisé la méthode des élements finis P1, avec plusieurs valeurs de ε et de h, (où

h =
√

2/k (k = N/6), pour N = 30, 60, 120, 300, 600, et de générer une grille N ×N dans

le carré D) nous obtenons les résultats qui sont représentées par la Figure 2.2. Ensuite,

nous avons utilisé la pénalisation H1 et nous avons calculé l’erreur relative avec la norme

H1(D), la Figure 2.3 représente ces résultats.
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Figure 2.2 – Disque : pénalisation L2 et l’erreur relative avec la norme L2(D)(
‖uε,h−u‖0,D
‖u‖0,D

)
avec échelle logarithmique
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Figure 2.3 – Disque : pénalisation H1 et l’erreur relative avec la norme H1(D)(
‖uε,h−u‖1,D
‖u‖1,D

)
avec échelle logarithmique

Remarque 2.1 :

Nous pouvons voir à travers la Figure 2.2, si nous diminuons le terme de discrétisation

h nous remarquons que l’erreur ne diminue pas et parfois elle augmente. Ce phénomène,

nous pouvons l’expliquer par le fait que l’erreur avec la pénalisation L2 dépend de h, mais

aussi de ε (voir Théorème 3.3 dans [12]).

2.1.3 Ellipse

Dans cette partie nous considérons Ω une ellipse dans le domaine D qui à la même

définition comme dans la section du cercle, tel que Ω =
{

(x1, x2) ∈ R2|
√
x2

1/4 + x2
2 ≤ 1

}
.

Nous mettons f = 2.5 dans (2.1) nous obtenons le problème suivant :


−∆u = 2.5 dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,

(2.10)

La solution exacte de (2.10) est u = 1− x2
1/4− x2

2.
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n 1

2n

Ω 2

D

Ω

Γ

Figure 2.4 – Domaine de calcul

Nous avons fait les calculs identiques à la section précédente du disque mais au lieu de

prendre un disque nous avons pris une ellipse, les résultats sont dans les figures suivantes :
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Figure 2.5 – Ellipse : pénalisation L2 et l’erreur relative avec la norme L2(D)(
‖uε,h−u‖0,D
‖u‖0,D

)
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Figure 2.6 – Ellipse : pénalisation H1 et l’erreur relative avec la norme H1(D)(
‖uε,h−u‖1,D
‖u‖1,D

)
avec échelle logarithmique

Nous observons pour l’ellipse (Figure 2.5 et 2.6) le même phénomène que dans l’exemple

précédent pour le disque, voir la remarque 2.1.

2.2 Problème de Stokes

L’équation de Stokes permet de décrire un fluide visqueux coulant lentement dans un

lieu étroit ou autour d’un petit objet,

Dans cette partie nous allons nous intéresser au problème de Stokes suivant : pour Ω

un ouvert de R2, étant donné une fonction f : Ω → R2 , on veut trouver des fonctions

u : Ω→ R2 et p : Ω→ R telles que

−ν∆u +∇p = f dans Ω,

div u = 0 dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω.

(2.11)

Le vecteur u représente le champ de vitesse du fluide. La fonction scalaire p est la pression

qui lui est associée. Nous considèrons encore le champ de force f agissant sur la frontière et

le coeffficient de viscocité cinématique ν (ν > 0). Ici nous nous intéresserons uniquement

au cas des fluides incompressibles, régi par l’équation div u = 0.
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2.2.1 Formule variationnelle

Nous supposons que f ∈ L2(Ω)2 , u ∈ H2(Ω)2 et p ∈ H1(Ω) . Nous multiplions la

première équation par un champ vectoriel v dans l’espace des fonctions tests (D(Ω))2 et

nous intégrons. Le problème devient :

−ν
∫
Ω

∆u · v dx+
∫
Ω

∇p · v dx =
∫
Ω

f · v dx ∀v ∈ (D(Ω))2.

En utilisant les formules de Green (1.2) et (1.3) avec d = 2, l’expression devient :

∫
Ω

(ν(∇u :∇v)−p div v) dx+
∫
∂Ω

((−ν(∇u)n) ·v+(pn) ·v) dσ =
∫
Ω

f ·v dx ∀v ∈ (D(Ω))2.

De plus, afin de simplifier le problème variationel, nous cherchons une fonction s’annulant

sur ∂Ω . Nous définissons ainsi

V := H1
0 (Ω)2.

Concernant la pression, puisque l’équation de Stokes n’en fait intervenir que les dérivées,

nous sommes poussés à imposer une condition sur p qui nous fixe la constante d’intégration

afin de garantir l’unicité d’une telle pression. Nous choisissons à cet effet l’espace des

fonctions de carré sommable à moyenne nulle

Q = L2
0(Ω) := {q ∈ L2(Ω)\

∫
Ω

q dx = 0}.

Par l’équation d’incompressibilité, divu = 0, nous la multiplions par une fonction scalaire

q : Ω→ R dans l’espace Q et nous intégrons. Nous obtenons

∫
Ω

q div u dx = 0 ∀q ∈ Q.

Finalement, en définissant les formes bilinéaires a : V × V → R et b : V ×Q→ R :

a(u,v) := ν
∫
Ω

∇u :∇v dx, (2.12)

b(v, q) := −
∫
Ω

q div v dx, (2.13)
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ainsi que la fonctionnelle linéaire F : V → R :

F (v) :=
∫
Ω

f · v dx,

Nous obtenons la formulation variationnelle suivante :



Trouver u ∈ V , p ∈ Q tel que

a(u,v) + b(v, p) = F (v) ∀v ∈ V

b(u, q) = 0 ∀q ∈ Q.

(2.14)

Théorème 2.4 Il existe une unique solution (u, p) telle que a(u, v)+b(v, p) = F (v) ∀v ∈
V .

Preuve.

1) Continuité de a(., .) :

Soient u,v ∈ V , nous avons :

| a(u,v) |= |ν
∫
Ω

∇u :∇v dx| ≤ ν
2∑

i,j=1

∫
Ω

|∂ui
∂xj

∂vi
∂xj
| dx

C−S ≤ ν
2∑

i,j=1
‖ ∂ui
∂xj
‖L2(Ω)‖

∂vi
∂xj
‖L2(Ω)

≤ ν
2∑
i=1
‖ ui ‖H1(Ω)‖ vi ‖H1(Ω)

≤ ν ‖ u ‖V ‖ v ‖V ,

Donc la forme bilinéaire a(u,v) est continue avec M = ν comme constante de continuité.

2) Coercivité de a(., .) :

Soit v ∈ V , nous avons :

a(v,v) = ν
∫
Ω

∇v :∇v dx = ν
2∑
j=1

∫
Ω

∇uj · ∇uj dx.
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Vérifions dans un premier temps que la forme bilinéaire

aj(v, v) =
∫
Ω

∇uj · ∇uj dx

=‖ ∇vj ‖2
L2(Ω) .

est coercive. En effet,grâce á l’énégalité de Poincaré :

‖ vj ‖2
V≤ (1 + C2

Ω) ‖ ∇vj ‖2
L2(Ω) .

Où CΩ est la constante de Poincaré. Par conséquent,

aj(v, v) ≥ 1
1 + C2

Ω
‖ vj ‖2

V .

Donc aj est coercive avec α = 1
1+C2

Ω
> 0 la constante de coercivité . Puisque

a(v,v) = ν
2∑
j=1

aj(v, v) ≥ ν
2∑
j=1

α ‖ vj ‖2
V≥ να ‖ v ‖2

V

Donc la forme bilinéaire a est coercive avec να la constante de coercivité.

3) Continuité de b(., .) :

Soient u ∈ V , q ∈ Q , nous avons :

|b(u, q)| = | −
∫
Ω

qdiv u dx| ≤
2∑

k=1

∫
Ω

|∂uk
∂xk

q| dx

C−S ≤
2∑

k=1
‖ ∂uk
∂xk
‖L2(Ω)‖ q ‖L2(Ω)

≤
( 2∑
k=1
‖ uk ‖2

V

) 1
2 √

2 ‖ q ‖L2(Ω)

≤ γ ‖ u ‖V ‖ q ‖Q ∀u ∈ V, q ∈ Q.

Donc la forme b est continue avec γ =
√

2 la constante de continuité .

4) On peut finalement montrer (voir [6], [4]) que les espaces V et Q vérifient la propriété

suivante :

∃β > 0 tel que ∀q ∈ Q ∃v ∈ V,v 6= 0 : b(v, q) ≥ β ‖ v ‖V ‖ q ‖Q .
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Soit

V = {v ∈ H1
0 (Ω)2; div v = 0} ⊂ H1

0 (Ω)2

grâce au corollaire 1.1 nous avons :

div : V ⊥ isom−−→ L2
0(Ω)

v 7−→ div v.

Soit q ∈ Q, donc ∃!v ∈ V ⊥ tel que :

div v = q,

d’après la continuité de (div)−1 nous avons :

‖ div v ‖L2(Ω)≥ c ‖ v ‖H1(Ω)2 ∀v ∈ V ⊥,

donc

‖ v ‖H1(Ω)2≤ 1
c
‖ q ‖L2(Ω) (∗)

Par conséquent

(q, div v)
‖ v ‖H1(Ω)2

= (q, q)
‖ v ‖H1(Ω)2

=
‖ q ‖2

L2(Ω)

‖ v ‖H1(Ω)2
,

(∗) =⇒ 1
‖ v ‖H1(Ω)2

≥ c
1

‖ q ‖L2(Ω)
,

donc

(q, div v)
‖ v ‖H1(Ω)2

≥‖ q ‖2
L2(Ω) c

1
‖ q ‖L2(Ω)

≥ c ‖ q ‖L2(Ω) ,

d’où

(q, div v) ≥ c ‖ q ‖L2(Ω)‖ v ‖H1(Ω)2 ∀q ∈ Q,

Soit w = −v ∈ V ⊥ ⊂ H1
0 (Ω)2,

(q,−div w) ≥ c ‖ q ‖L2(Ω)‖ w ‖H1(Ω)2 ∀q ∈ Q,
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nous avons :

(q,−div w) = −(q, div w),

−(q, div w) = b(w, q).

De plus, H1
0 (Ω) et L2

0(Ω) sont des espaces de Hilbert. Alors, la théorie de Babushka-Brezzi

assure l’existence et l’unicité de (u, p) (solution de problème (2.14) ).

2.2.2 Formulation mixte par l’utilisation de domaine fictif avec

pénalisation H1

Soit D un ouvert de R2 tel que ΩS,ΩF ⊂ D, et D = ΩS ∪ ΩF

D

n
S F

n
F

S

Figure 2.7 – Domaine de calcul

Maintenant nous allons résoudre un problème par la méthode de domaine fictif avec

pénalisation H1 avec un coefficient de pénalité 0 < ε < 1, soit

uε : D → R2 , pε : D → R , uε = 0 sur ∂D

28
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Donc notre problème est : trouver (uε, pε) ∈ H1
0 (D)2 × L2

0(D) tel que

∫
D

2µε(uε) : ε(w) dx−
∫
D

(∇ ·w)pε dx+ 1
ε

∫
ΩF

(uε ·w +∇uε : ∇w) dx

=
∫
D

f ·w dx ∀w ∈ H1
0 (D)2 (2.15)

−
∫
D

(∇ · uε)q dx = 0 ∀q ∈ L2
0(D) (2.16)

où ε(uε) = 1
2

(
∇uε + (∇uε)T

)
et ε(w) = 1

2

(
∇w + (∇w)T

)
.

2.2.3 Calcul des erreurs

Lorsque nous calculerons des problèmes avec solutions exactes, nous vérifierons le

résultat en calculant les erreurs relatives entre les solutions exactes u et p et leurs ap-

proximations uε,h et pε,h.

Pour la pression p, l’erreur absolue se fera pour la norme L2 :

‖pε,h − p‖L2(D) =
∫
D

(pε,h − p)2 dx

 1
2

.

Comme u se trouve dans un sous espace de Sobolev de type H1(D)2, nous allons estimer

l’erreur absolue pour la norme correspondante, c’est à dire

‖uε,h − u‖H1(D)2 =
( 2∑
i=1

∥∥∥uiε,h − ui∥∥∥2

H1(D)

) 1
2

où ∥∥∥uiε,h − ui∥∥∥2

H1(D)
=
∥∥∥uiε,h − ui∥∥∥2

L2(D)
+

2∑
j=1

∥∥∥∥∥∂uiε,h∂xj
− ∂ui
∂xj

∥∥∥∥∥
2

L2(D)
.

Finalement, nos erreurs relatives sur u et p seront calculées de la manière suivante :

Er(u) =
‖uε,h − u‖H1(D)2

‖u‖H1(D)2
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et

Er(p) =
‖pε,h − p‖L2(D)

‖p‖L2(D)

Nous considérons ΩS un petit carré dans le domaine D, tel que ΩS = {(x1, x2) ∈ R2 | 0 <

x1 < 1, 0 < x2 < 1}, et D c’est le grand carré qui est défini par D = {(x1, x2) ∈ R2 |

−1 < x1 < 2,−1 < x2 < 2}. Nous mettons f = (f1, f2) dans le problème (2.11) tel que

f1 = 256x2(x2 − 1)(2x2 − 1)(12x2
1 − 12x1 + 2) + 256(12x2 − 6)x2

1(x1 − 1)2 + x2 − 0.5

f2 = −256x1(x1 − 1)(2x1 − 1)(12x2
2 − 12x2 + 2)− 256(12x1 − 6)x2

2(x2 − 1)2 + x1 − 0.5

La solution exacte de (2.11) est :

u1(x1, x2) =− 256x2(x2 − 1)(2x2 − 1)x2
1(x1 − 1)2

u2(x1, x2) =256x1(x1 − 1)(2x1 − 1)x2
2(x2 − 1)2

p(x1, x2) =(x1 − 0.5)(x2 − 0.5)

Nous avons calculé les erreurs relatives avec la norme H1(D) pour le u et L2(ΩS)

pour le p par la pénalisation L2 et nous avons utilisé la méthode des éléments finis P2

par rapport à u et P1 par rapport à p, avec plusieurs valeurs de ε et de h, (où h =
√

2/k

(k = 10, 15, 20, 25)) nous avons obtenu les résultats suivant qui sont représentés par la

Figure 2.8 pour u et la Figure 2.9 pour p. Après, nous avons utilisé la pénalisation H1 et

nous avons calculé l’erreur relative avec la norme H1(D) pour le u et L2(ΩS) pour le p,

les Figures 2.10 et 2.11 pour u et p respectivement représentent ces résultats :
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Figure 2.8 – L’erreur relative (Er(u)) avec la pénalisation L2 avec échelle logarithmique.
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Figure 2.9 – L’erreur relative (Er(p)) avec la pénalisation L2 avec échelle logarithmique.
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Figure 2.10 – L’erreur relative (Er(u)) avec la pénalisation H1 avec échelle logarith-

mique.

31



Chapitre 2 La méthode du domaine fictif avec pénalisation
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Figure 2.11 – L’erreur relative (Er(p)) avec la pénalisationH1 avec échelle logarithmique.

Nous observons pour le problème de Stokes (Figure 2.8) le même phénomène que dans

l’exemple précédent (Figure 2.2, 2.5).

A partir des résultas que nous avons trouvé pour les problèmes de Laplace et du

Stokes, nous conclurons que nous pouvons faire les calculs à partir du domaine fictif (où

nous faisons la pénalisation) ou à partir du domaine réel.
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Conclusion Générale

La méthode de domaine fictif est une méthode permettant une résolution rapide et

simple du problème étendu sur le domaine fictif, dans ce travail cette méthode a été testées

avec succès, nous essaierons dans le future d’appliqué cette méthode pour résoudre des

problème plus compliqué d’un certain phénomènes physique (en mécanique des fluide,

électromagnétisme, biologie...).
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