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Introduction

La compréhension des phénomeénes du monde réel de notre technologie est aujourd’hui en
grande partie basée sur les équations aux dérivées partielles qui modélisent de nombreux phéno-
meénes (problémes de la mécanique, de la physique, etc.). Nous rencontrons de telles équations
dés qu’on s’intéresse a des questions de modélisation en physique, en mécanique du solide et des
fluides. En particulier, pour les mathématiciens, les méthodes numériques sont le seul moyen
de simuler ou de modéliser les phénomeénes que nous observons, de les interpréter et de les

comprendre.

L’adaptation de maillage est maintenant utilisée dans la plupart des discrétisations par élé-
ments finis, puisqu’elle permet de retrouver la méme précision & moindre cotit grace au choix
d’une triangulation appropriée. La construction de cette triangulation repose le plus souvent
sur des estimations a posteriori, plus exactement sur leur forme locale : les indicateurs d’erreur.
Un premier calcul sur un maillage grossier permet en effet d’associer a chaque élément de la
triangulation un "indicateur" que l'on peut calculer exactement & partir des données et de la
premiére solution discréte. Le raffinement s’effectue alors localement en fonction de la taille de

ces indicateurs. Différents types d’indicateurs ont été proposés et étudiés.

On s’intéresse ici plus particuliérement aux indicateurs dits "par résidu" initiées par Babuska
et Rheinboldt (voir [2], [3]), et détaillées par Verfiirth. En particulier, ces indicateurs sont

optimaux pour un grand nombre d’équations, au sens précisé dans |7].

L’objectif de ce travail est d’estimer 'indicateur d’erreur par "résidu", pour cela nous décrivons
I’équation du résidu pour 'erreur et nous démontrons les estimations d’erreur a posteriori pour

le probléme de Stokes.

Il y a deux fagons d’estimer 'erreur due a la discrétisation, estimation a priori ou estimation a

posteriori :
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Les estimations d’erreur a priori sont des estimations qui fournissent des bornes sur ’écart de
la solution approchée u; a la solution exacte u. En effet, ces estimations d’erreur permettent
de justifier théoriquement la convergence de la méthode numérique. Par contre, comme la
régularité de la solution exacte u est en général inconnue, cette analyse ne permet pas le calcul

de la norme de cette solution et par suite ne permet pas le controle de I'erreur.

L’estimation d’erreur a posteriori est ’analyse qui satisfait plusieurs objectifs. En premier lieu,
elle controle globalement l'erreur de discrétisation du probléme posé. De plus, cette analyse
permet d’utiliser les ressources informatiques d’une maniére convenable et efficace. En effet,
I’avantage de l'analyse a posteriori est de fournir des bornes explicites sur l'erreur entre la
solution numérique wuy, et la solution exacte u dés que la solution approchée est connue. L’analyse
a posteriori peut fournir des critéres d’arrét qui garantissent le controle global de ’erreur. Par
conséquence, une étape importante sera de concevoir des estimations d’erreur a posteriori en
distinguant les erreurs de linéarisation et de discrétisation. Ce type d’analyse a été initialisé

pour une certaine classe de problémes linéaires.
Ce mémoire est structuré de la fagon suivante :

Dans le premier chapitre, nous rassemblons les notions et les résultats que nous utilisons
fréequemment tout au long de ce manuscrit. Nous donnons des bréves définitions de quelques es-
paces fonctionnels, notamment, les espaces de Sobolev. Ensuite, on rappelle un résultat abstrait
pour les problémes mixtes comme le probléme de Stokes aussi la condition ’inf-sup’ continue.
Puis, nous donnons des bréves descriptions de la méthode des éléments finis ensuite nous don-
nons un résultat d’approximation abstrait et la condition ’inf-sup’ discréte pour notre probléme.
Dans la derniére section de ce chapitre, nous présentons les propriétés de ’analyse a posteriori
résiduel, notamment, la fiabilité et 'efficacité. Puis, nous regroupons les outils de I’analyse, c’est
a dire, les fonctions bulles et les inégalités inverses locales qu’on utilise pour montrer 'efficacité

de I'analyse.

Au deuxiéme chapitre, nous commencons par 1’étude de I’équation du probléme de Stokes,
ol nous allons introduire la formulation variationnelle et nous montrons que le probléme varia-
tionnel est bien posé puis nous vérifions I’'équivalence entre le probléme continu et le probléme
variationnel, ensuite nous donnons un résultat d’existence. Dans la deuxiéme partie, nous nous
intéressons a la discrétisation de notre probléme c’est a dire on présente le probléme discret

puis un résultat pour 'existence et ['unicité de la solution avec sa stabilité.

Dans le dernier chapitre, nous présentons dans la premiére section 1’estimation d’erreur a

priori entre la solution exacte u et la solution approchée u;. Dans la deuxiéme section, nous
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nous intéressons a ’estimation d’erreur a posteriori ot nous écrivons I’équation de "résidu" pour
Perreur. Et, on définit 'indicateur d’erreur "par résidu". On montre que cet indicateur vérifie
la propriété de fiabilité et d’efficacité. Enfin, nous déduisons que 'optimalité de l'indicateur

assure l’équivalence entre 'erreur et 1’estimateur d’erreur a posteriori.



Chapitre

Préliminaires

Dans ce chapitre, on rappelle les notions de base utilisées tout au long du mémoire. En
particulier les définitions et les propriétés fondamentales des espaces de Sobolev classiques et

les outils de la méthode des éléments finis. Nous présentons aussi quelques concepts utilisés.

1.1 Espaces Fonctionnels

Les notations utilisées dans ce mémoire pour les espaces de Sobolev sont classiques. Les
démonstrations des propriétés indiquées figurent en particulier dans les ouvrages de références

suivants : Adams [1], Dautray et Lions [13]|, Grisvard [14] et Lions et Magenes [17].

Dans ce qui suit, d est un entier positif représentant la dimension de I’espace dans lequel on
se place. Le symbole 0 suivi d’'un nom d’ouvert, désigne sa frontiére. La définition suivante est

nécessaire pour caractériser la géométrie des ouverts que 'on consideére.

Définition 1.1.1. En dimension d > 2, un ouvert borné 2 de R? est dit lipschitzien ou & fron-

tiere lipschitzienne si pour tout point @ de 0X, il existe un systéeme de coordonnées orthogonales
d d—1

(Y1, -, Ya), un hypercube U* = []] — a;, a;| et une application lipschitzienne ®* de []] — a;, a;|
i=1 i=1
dans | — %, %[ tels que :
QNU® ={(y1,--,ya) €U® yq > P%(y1, .-, Ya-1)},
NNU® ={(y1,..,yq) €U% yg=D%(y1,...,Ya-1)}

Cette propriété signifie que la frontiere coincide localement avec le graphe d’une fonction lip-

schitzienne. Elle sera satisfaite par tous les ouverts considérés dans ce mémoire. Tout ouvert
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borné convexe de R? est également & fronticre lipschitzienne (voir Grisvard [14, Corollaire

1.2.2.3]).

Dans la suite, on note  un ouvert borné lipschitzien de R?. On note  le point générique de
Q, et (x1,...,24) ses coordonnées. Finalement, on utilise la mesure de Lebesgue dans R¢, que
I’on écrit soit dx soit dxq, ..., dz,.

On rappelle que D(Q2) désigne 'espace des fonctions indéfiniment différentiables & support
compact dans €, et que D(Q) désigne I'espaces des restrictions & Q des fonctions indéfiniment
différentiables & support compact dans R%. Le dual D’(2) de D(2) est 'espace des distributions
sur §2. On introduit également C°(Q) I’espaces des fonctions continues sur Q2. On note maintenant

L?(2) I'espace des fonctions v mesurables telles que

/1)2(213) der < +oo.
0

C’est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

On note || - ||r2(q) la norme
1

0]l 2@y = (/ () d)”.

Q
On sait que I’espace L?(Q2) contient les deux espaces D(£2) et D(2) comme sous-espaces denses,
et que Pespace L?(f2) est contenu dans I'espace D’'(f2). Le produit de dualité entre les espaces
D(Q) et D'(Q) étant alors une extension du produit scalaire dans L?(§2). La théorie des distri-
butions (voir Schwartz [20]) permet de définir, pour les fonctions de L?(Q2), des dérivées d’ordre

quelconque a valeurs dans D'(2).

Définition 1.1.2. Pour tout entier m > 0, on définit l’espace de Sobolev H™(S)) de la fagon
sutvante :

H™(Q) = {v e L*(Q), 0"v € L*(Q), Ya € N?, |a| < m},

munt de la norme

el = [ 3 @) do)’ (1)

|| <m
Définition 1.1.3. Soit m un entier positif. On note HJ*(Q2) l'adhérence de [’espace D(Q2) dans
lespace H™(X).

L’espace HJ*(2) est donc un sous-espace fermé de H™(£2).
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Définition 1.1.4. On définit l'espace L3(Q) de la fagon suivante :

%«nz{peL%m7[gdm:0L

muni de la norme
1

Il z20) = (/QpQ(:c) dm)i.

La caractérisation de I'espace LZ(€) est pour I'unicité de la solution sur cet espace.

La caractérisation des espaces HJ"(2) s’effectue au moyen du théoréme de traces, que 'on
trouve démontré dans Grisvard [14]. On rappelle que l'ouvert € étant lipschitzien, il existe en
presque tout point de la frontiére 0€), un vecteur unitaire normal & 0f) et dirigé vers 'exté-
rieur de €2, que l'on note m. Si les composantes de n s’écrivent (nq,...,ng), on désigne par 8%

L e 8 0
I'opérateur de dérivée normale ny ey T T Nz

Corollaire 1.1.1. (Formule de Green) Soit Q) un ouvert borné régulier de classe C'. Pour
toute fonction u de H*(Q2) et toute fonction v de H'(Q), on a la formule de Green :

_ /Q Au(a)o(z) de = /Q Vu() - Vo() dw_/ o

—(x)v(x) do. 1.2
@) (1.2
Définition 1.1.5. Soit m un entier positif. On note H="™(Q2) le dual de HJ'(2) et on le munit
de la norme dual :

fiv
| fllg-m@) = sup o) ,
veH () 0|5 (@)

ou (-, ) désigne le produit de dualité entre HJ'(2) et son dual.

Lemme 1.1.2. Soit v € L*(). Pour 1 < i < d, on peut définir une forme linéaire continue

v dans H=Y(Q) par la formule
8951-
ov B 0 "
< s> /Qv(a:)axi(a:) dw, Vo H(Q). (1.3)

1.2 Reésultat abstrait pour les problémes mixtes

Dans ce paragraphe, nous construisons un cadre abstrait bien adapté a la solution des pro-

blémes variationnelles elliptiques comme le probléme de Stokes, voir [15].

Soient X et M deux espaces de Hilbert munis de normes || - || x et || - || s respectivement. Et
soient X’ et M’ leurs espaces duales correspondants. On note (-, -) les crochets de dualité entre

X’ et X. On introduit deux formes bilinéaires continues

a( ) Xx X =R et b(-,-): Xx M—R



1.3. Méthode des éléments finis

On considére le probléme variationnel suivant : Etant donné f € X', on cherche le couple

(u,p) € X x M tel que

Vv € Xa CL(U, ’U) + b(U,p) - <f7 U>X’,X7

(1.4)
Vg € M, b(u, q) = 0.
On introduit le noyau de la forme bilinéaire b(-, -)
V={uelX, VqeM, blu,q)=0}. (1.5)

La continuité de la forme bilinéaire b(+,-) implique que V' est un sous-espace fermé de X. Par
conséquent, si (u,p) est solution du probléme (1.4), alors u est solution du probléme réduit
suivant

Trouver u € V' tel que

a(u,v) = (f,v), YveV.

Théoréme 1.2.1. On suppose que la forme bilinéaire a(-,-) est V-elliptique ,i.e.
Il existe une constante a > 0 tel que a(v,v) > a|jv||}, Yo € V. Alors, le probleme (1.4) est
bien posé si et seulement si la forme bilinéaire b(-,-) satisfait la condition ’inf-sup’ suivante

1l existe 3 > 0 tel que
b(v, q)
sup
vex [|vllx

> Bllglla,  Vae M (1.6)

Remarque 1.2.1. La condition (1.6) est souvent appelée "la condition inf-sup”, quelques
auteurs 'appelent aussi "la condition de BabuSka-Brezzi", le courant actuel semble utiliser

l’expression "LBB condition" qui veut dire : la condition de Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi.

1.3 Meéthode des éléments finis

Dans cette section, on présente les notions de base et les principaux outils de la méthode des

¢léments finis. On référe a [6] pour plus de détail.

Définition 1.3.1. Une triangulation de Q est un ensemble fini T;, de sous-ensembles K de Q

vérifiant les propriétés suivantes

(i) On a

ii) chaque élément K de T, est un polygone ou un polyédre connexe fermé de R d’intérieur
(it) chag polyg poly

non vide a frontiere lipschitzienne,
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(111) lintersection de deux €léments distincts de Ty, est soit vide soit un sommet, un coté ou

une face entiére de ces deux éléments.

Dans la plupart des cas, les triangulations sont composées de triangles ou de quadrilatéres
convexes en dimension d = 2, de tétraédres ou de parallélépipédes rectangles en dimension

d=3.

Soit hi le diameétre de K. Il est d’usage que 'indice h de T, représente le maximum des hg,

KeT,.

Définition 1.3.2. (Triangulation conforme) On suppose que le bord OS2 est polygonal (si
N = 2) ou polyédral (si N = 3). On dit qu’une triangulation T, sur OS2 est admissible ou
conforme, si l'intersection entre deux éléments est soit vide, soit un sommet, soit un coté entier

ou une face entiére.

Définition 1.3.3. Une famille de triangulations (Ty,)n est dite réguliere s’il existe une constante
positive ¢ telle que, pour tout h

(i) en dimension d = 1, pour tous éléments K et K' de T, ayant une extrémité commune, le
rapport :—Ij est inférieur a c,

(ii) en dimension d > 2, pour tout élément K de Ty, le rapport Z—}’j est inférieur a c, ol pg

désigne le diametre de la plus grande sphére contenue dans K .

Définition 1.3.4. On appelle coordonnées barycentriques A\j, 1 < j < d+ 1, d'un point x =
(zi)1<i<a de RY par rapport auz d + 1 sommets a; non contenus dans un méme hyperplan, la
solution (unique) du systéme linéaire suivant

d+1

Yoaigh =1z, 1<i<d,

J=1
d+1

YN =1,
=1

ow les a;j sont les coordonnées du point a;.

Notation 1.3.1. Pour tout entier k > 0, on définit Pr(R?) comme [’espace des polynémes sur
R? & valeurs dans R de degré total < k et Py(K) défini par lespace des restrictions a K des

fonctions de ’ensemble Py,(R?).

On introduit quelques notations supplémentaires.

Notation 1.3.2. A une triangulation Ty, on associe l'ensemble &, des cotés d = 2 ou faces
d = 3 des éléments de Tp,. On désigne par &) l'ensemble des éléments de &, qui ne sont pas

contenus dans 0. Dans ce qui suit, h, désigne le diameétre de n’importe quel élément e de &},.
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Notation 1.3.3. Pour une triangulation T;, et tout élément K de Ty, on note Ex 'ensemble
des cotés d = 2 ou faces d = 3 de K et EY 'ensemble des éléments de Ex qui ne sont pas

contenus dans 0f).

On référe a [6, Lemme 2.7, chap XI| pour la démonstration du lemme suivant.

Lemme 1.3.4. Pour tout élément K de Ty, et tout élément e de Ek, il existe un opérateur Ry .
de Uespace Py, ,(e) de polynomes de Pryq—1(e) s’annulant sur de dans Pyiq—1(K) tel que,

pour tout élément ¢ de Py, ;(e),

(i)

o(x) dans e,
Rrep(x) =
0 sur OK \ e,
(11) on ait l’estimation
1
Riceplm ) + hig Riepllizim) < ¢ he o). (1.7)

On présente les propriétés des opérateurs de projection orthogonale qui sont démontrées en

détail dans [6]. On introduit les espaces
X;? = {’Uh € H&(Q)d VK € T, 'Uh|K S Pk(K)d},

Mh = {ph € Lg(Q) Vi e 77“ ph’}( c Pl(K)}

Notation 1.3.5. On note 11, l'opérateur de projection orthogonale de L*(Q) sur l’espace M,

pour le produit scalaire associé a la norme || - || 12(q)-

Théoréme 1.3.6. Pour tout entier m, 1 < m < k + 1, il existe une constante ¢ positive ne

dépendant que de m telle que, pour toute fonction v de H™(2), on ait
H’U—HhUHLQ(Q) S ChmH'UHHm(Q) (18)

Notation 1.3.7. On note H,ll’o Uopérateur de projection orthogonale de HJ(Y) sur lespace X

pour le produit scalaire associé a la semi norme | - | g1 (q).

Théoréme 1.3.8. Pour tout entier m, 1 < m < k+ 1, il existe une constante c¢ positive ne

dépendant que de m telle que, pour toute fonction v de H™(Q2) N Hy (), on ait

|U — Hfll’olel(Q) <c hm_IHUHHm(Q). (19)
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1.4 Reésultat d’approximation abstrait et condition ’inf-sup’

discréte

Cette section est consacrée a l'approximation du probléme variationnel abstrait présenté dans

la section 1.2. On référe a [15] pour plus de détail.
On note h le paramétre de discrétisation qui tend vers 0.

Soient Xj, et M) deux espaces de dimension finie tels que X;, C X et M, C M. On définit

I'espace de dimension finie analogue a I’espace V' défini dans (1.5)
Vi = {un € X, b(un,qn) =0, Vgn € Mp}.

On introduit maintenant le probléme approché du probléme (1.4)

Trouver (upn,pn) € X, X M), tel que

Yo, € X, a(up, vp) + b(vn, pr) = (f, vn) x,x,
Van € My, b(un, qn) = 0.

(1.10)

Théoréme 1.4.1. Supposons qu’il existe une constante o > 0 telle que
a(vp,vp) > o ok, Vo € V.

St il existe une constante f* > 0 telle que

b
sup (Um Qh)

o 28" llanllv, Yan € My, (1.11)
v €Xp, ”UhHX

alors Uespace Vi, # 0 et il existe un unique py, dans My, tel que (up,pn) est Uunique solution du

probléme (1.10). De plus, il existe une constante positive C' ne dépendant que de o*, * tel que
B B < . _ . B '
= wnllx +lp = pallar < C (inf ffu—villx + inf lp = al)

Lemme 1.4.2. (Lemme de céa) On a la majoration d’erreur a priori entre la solution wy, du

probleme variationnel et la solution du probleme discret uy, ;

M
| —unl|r) < — sup  |Ju—vnllp (@),
& ypeH (w)

ou M et o sont les quantités qui interviennent de la continuité et la coercivité de a(-,-).

10
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1.5 Outils de analyse d’erreur a posteriori

Dans cette partie, on référe a [6] pour les détails et les démonstrations des propriétés.
Supposons que l'on ait & résoudre numériquement le probléme suivant : trouver u dans un
espace de Banach X tel que A(u) = f. Si h désigne le paramétre de discrétisation on va donc

chercher une solution wu;, de 1'équation A(u,) = f dans un sous-espace de dimension finie X},

de X.

Les estimations d’erreur a priori fournissent des bornes sur la différence entre la solution

exacte u de X et la solution approchée u;, dans la norme (ou semi-norme) || - || x sous la forme,
lu—unllx <™ Hullgm@), VYme N~ (1.12)

Ces estimations sont utilisées afin de justifier théoriquement la convergence de la méthode
numérique employée. De plus, la constante générique ¢ qui apparait dans l’estimation (1.12) est
soit inconnue, soit difficile & estimer. La difficulté la plus importante est que la norme || - || gm

n’est pas calculable, simplement parce que la solution exacte u est inconnue explicitement.

Pour pouvoir développer une méthode adaptative, on va avoir recours a des estimations

d’erreur a posteriori.

Définition 1.5.1. On appelle estimation d’erreur a posteriori, une estimation de la forme,

||U—Uh||X S Cn(hauhaf)a (].].3)

ot ¢ est une constante réelle positive indépendante du parameétre h caractérisant la précision du
maillage. La quantité n(h,up, f) est appelée estimateur d’erreur a posteriori, et ne dépend que

de la solution approchée uy, du maillage Ty, et de la donnée f (le second membre de ’équation).

On attribue a un estimateur d’erreur a posteriori, certaines propriétés qui attestent de sa
qualité. Ainsi, il doit satisfaire les trois propriétés suivantes :
e Propriété de fiabilité. Une premiére propriété que doit vérifier un estimateur d’erreur a

posteriori est de satisfaire ’estimation
lu = unllx < e n(h,un, f) + H, (1.14)

ol H; est une quantité ne dépendant que du second membre et des conditions de bord du

probléme.

L’estimation (1.14) s’interpréte comme une propriété de fiabilité puisqu’elle garantit que

Verreur ||u — up||x est effectivement controlée par I'estimateur d’erreur a posteriori.

11
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e Adaptation de maillage. Un estimateur d’erreur a posteriori doit donner des informations
sur la distribution locale de I'erreur. Il doit pouvoir étre localisé, par exemple sur chaque élément

du maillage sous la forme,

o )= (3 niw,uh,f));. (1.15)

KeTh

Alors on dit que les quantités {nx (h, up, f)}xer, sont des indicateurs d’erreur locaux.

e Propriété d’efficacité. Pour qu’une procédure de raffinement adaptatif de maillage soit

efficace, il faut que les indicateurs d’erreur locaux obéissent & ’estimation,

Nk (hyun, f) < eollu — upl|a, + Hax(hy f), (1.16)

ou A désigne Iespace des restrictions des fonctions de X a un voisinage fixé de K et Ho k (h, f)

ne fait intervenir que h et les valeurs du second membre f sur ce méme voisinage.

Définition 1.5.2. Une estimation de l’erreur a posteriori par une quantité n(h,uy, f) dépen-
dant du parameétre de discrétisation h, de la solution discréte u, et des données f est dite

optimale si elle satisfait la propriété de fiabilité (1.14) et la propriété d’efficacité (1.16).

Remarque 1.5.1. Le critere d’optimalité assure [’équivalence entre [’erreur et [’estimateur
d’erreur a posteriori. Ce critére permet donc d’assurer numériquement le bon comportement

des indicateurs d’erreur a posteriort.

Pour minorer localement ’erreur par les indicateurs d’erreur locaux, nous aurons besoin des

fonctions bulles satisfaisant certaines propriétés.

Définition 1.5.3. Soit \;, 1 < j < d+ 1, les coordonnées barycentriques associées a K.

1. La fonction bulle i est un élément de Pyy1(K), définie sur une maille K par :

d+1

v = (d+ )" N
j=1

2. Pour tout élément e de &, on désigne par V. la fonction bulle sur e égale au produit des d

coordonnées barycentriques associées aux sommets de e

12



1.5. Outils de I'analyse d’erreur a posteriori

Lemme 1.5.1. Les fonctions bulles vérifient les propriétés suivantes :

Vg =0 sur 0K,
e =0 sur W, =9(KUK'),

VK || Loy = [|YellLeqwn) = 1,

0<¢. <1

Nous donnons a présent certaines inégalités inverses, lesquelles sont systématiquement uti-
lisées pour établir la minoration locale de l'erreur, c’est-a-dire une estimation locale du type
(1.16). L’idée principale consiste a majorer successivement chacun des termes intervenant dans

la définition de I'indicateur local ng (h, up, f).

Proposition 1.5.2. Soit (T,)ns0 une famille réguliére de triangulations sur Q et conforme dans
le sens de la Définition 1.3.2. Alors pour tous v € Pr(K) et v, € Pi(e), avec e € Ek, on a les
méqgalités suivantes :

¢ orllza < kvl < ¢ ol o, (1.17)

1
¢ |[vell2ee) < [ vellz2e) < € [Jvellz2e)- (1.18)

Proposition 1.5.3. Pour tout entier m positif ou nul, il existe une constante ¢ ne dépendant

que de k telle que l’on ait pour tout d-simplexe K
m—d d
VU € Pk(K), ‘Ule(K) S C pK 2 h[Q(||UHL2(K)~ (1.19)

Corollaire 1.5.4. On suppose la triangulation Ty, réguliere dans le sens de la Définition 1.3.3.
Pour tout entier m positif ou nul, il existe une constante ¢ ne dépendant que de k telle que l’on

ait pour tout d-simplexe K

Vv € Pr(K), |vlam@) < ¢ h"[[v]|zex)- (1.20)

On désire finalement construire un opérateur de régularisation, appelé aussi opérateur de
projection locale tel qu’introduit par P. Clément [11]. Dans ce but, on note a;, 1 < i < N} les

neeuds qui appartiennent a §2.

Définition 1.5.4. On définit ['opérateur 1:[2 par
Ny

ﬁgv = Z(Wﬂ))(ai)SOia

i=0
a valeurs dans X)), ot m; est un opérateur de régularisation dans un voisinage de a; construit

par projection locale (opérateur de projection orthogonale de L*(K;) sur Pp(K;)).

13



1.5. Outils de I'analyse d’erreur a posteriori

Notation 1.5.5. Pour tout triangle K de Ty,
e on note Ak 'union des éléments de T}, partageant au moins un sommet avec K.

e ['ensemble A, désigne 'union des éléments de T, dont l'intersection avec e est non vide.

Théoréme 1.5.6. Pour tout entier m, 1 < m < k+ 1, il existe une constante c¢ positive ne
dépendant que de m telle que, pour tout élément K de T, et pour toute fonction v de H™(A)

s’annulant sur Ag N OS2, on ait
lo = TRl 2y < ¢ WR[0]am(ar),

et

o = 0| (s < € W vl miag)-

Corollaire 1.5.7. Pour tout entier m, 1 < m < k 4+ 1, il existe une constante ¢ positive ne
dépendant que de m telle que, pour tout élément K de Ty, et tout coté (d = 2) ou face (d = 3)

e de K non contenu dans OS2, et pour toute fonction v de H™(A.) s’annulant A, N OS2, on ait

. 1
|lv — H2U||L2(e) <ch) ? |/U|Hm(AE).

14



Chapitre

Equations de Stokes et sa discrétisation par

éléments finis

Ce chapitre est consacré a 1’étude de 1’équation de Stokes. Premiérement, on s’intéresse a
écrire la formulation variationnelle puis & démontrer I’équivalence entre le probléme aux limites
et le probléme variationnel et ensuite s’assurer de I'existence et I'unicité de la solution avec sa
stabilité. Dans la deuxiéme section, on va discrétiser par la méthode des élément finis notre

probléme.

2.1 Probléme continu

Soit € un ouvert borné lipschitzien de RY, d = 2 ou 3, de frontiére 9. On considére le

probléme de Stokes suivant :

—vAu+Vp=f dans(),
divu =0 dans (2, (2.1)

u=20 sur 0f).

Les inconnues sont le champs de vitesse w et la pression p. La constante v > 0 représente le

coefficient de viscosité du fluide. La donnée f représente la densité des forces.
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2.1. Probléme continu

2.1.1 Formulation variationnelle

Supposons que f appartient & H~1(Q)? et soit (-,-) les crochets de dualité entre H1(Q)?
et H}(Q)?. On multiplie la premicre ligne de (2.1) par une fonction test v de H}(Q)? et la

deuxiéme ligne par une fonction test ¢ de L2(), il vient que

(—vAu,v) + (Vp,v) = (f,v),
/ q(x)div u(x)dx =0,
Q

grace au le lemme 1.1.2, on obtient

I//QVU(:I:) : Vo(z)de — /Qp(a:)div v(x)dx = (f,v),

(2.2)
/Qq(:c)div u(x)dx = 0.
On introduit les formes bilinéaires suivantes :
a(u,v) = V/QVU(CE) :Vou(x)de et b(v,p) = —/Qp(:v)div v(x)dx.
La formulation variationnelle correspondante au probléme (2.1) s’écrit :
Trouver (u,p) dans H}(Q)? x LE(Q) telle que
Yo € H3(Q)  a(u,v) +b(v,p) = (f,v), 23

Vg € Lg(9), b(u,q) = 0.

Proposition 2.1.1. Le probleme variationnel (2.3) et le probléme aux limites (2.1) sont équi-

valents dans le sens ot
(i) toute solution (w,p) dans HE(Q)? x L3(Q) de (2.1) est solution de (2.3).

(17) toute solution (u,p) de (2.3) est solution de (2.1) au sens des distributions.
Preuve. La propriété (7) est déja démontré dans la partie précédente.

Pour prouver (i), on prennent (v,q) dans D(Q)? x D(Q) C HL(Q)? x L3(Q) dans (2.2), en

appliquant la relation (1.3) sur la premiére équation, il vient que

Vv € D(Q)?, (—vAw, v)prayap@y + (VD, ) pyipm)e = (F V)o@ by,

Vg € D(Q), /Qq(a:)dz'v u(x)dx = 0.
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2.1. Probléme continu

Donc

(—vAu + Vp,v)pray @y = (F, V)p@ap@e, Vv € D(Q)?

ceci implique que

—vAu + Vp = f dans D'(Q)“.

Et de la deuxiéme relation on a div u = 0 dans Q. Puisque w € H} ()% on a u = 0 sur 9.

2.1.2 Existence et unicité de la solution
Dans cette partie, nous sommes en position de présenter le résultat d’existence de la solution
du probléme (2.3).

Théoréme 2.1.2. Pour tout f € H'(Q)?, il existe une unique solution (u,p) € H () x

L3(Q2) du probleme (2.3). Cette solution vérifie ’estimation suivante
(Julmy + IPll2)) < el Flla-1@)p- (2.4)

Preuve. e On applique le Théoréme 1.2.1 sur le probléme de Stokes.
On rappelle 'espace

V ={v € H;(Q)7, Vg € L§(Q), b(v,q) = 0}

qui est caractérisé par

V ={ve H Q) divv=0},

il est clair que a(-,-) est V-elliptique .i.e, pour tout v € V, a(v,v) = I/\vﬁ{l(md-
Montrons maintenant la condition ’inf-sup’ (1.6). Soit ¢ € L2(Q), d’apres [[15], corollaire 2.4],
il existe une fonction v € V= telle que H}(Q) =V @ V=L, et tel que :

divv=q et |'U|H1(Q)d <c ||q||L2(Q).

On obtient de cette propriété

(¢, div v) HQH%%Q) 1
= > —lqllz2 (-
HY(Q HY(Q
Ve |Vlm@a
Par suite,
q,div v
sup g, div v) > B lqll 20,

veHL(Q)d |’U|H1(Q)d
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2.2. Discrétisation par éléments finis

avec [ = % > 0.
Par conséquent, d’aprés le Théoréme 1.2.1, il existe une unique solution (w,p) € H (Q)%x L3(£)

de probléme (2.3).

e Pour montrer 'estimation (2.4), on pose v = u dans la premiére ligne de (2.2), et grace a la

coercivité de la forme a(-,-) et 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve

V|u|§ll(ﬂ)d = a(u,u) = (f,u) < | flla—@pelvlm e
d’ou
1

D’autre part, on utilise la condition ’inf-sup’ et I'inégalité (2.5), il vient que pour tout v non

nul

Blvlay@yallpllrze) < b(v,p)
= (f,v) —a(u,v)
S NFll -1 @ |v]a @)y + v|w| g )| v| g o)
< (1 F 102 + [wlm @) 0] g @)

< N flla-ra|v] g e,

par conséquent,
C/
Pl 2() < 8 [ £l =102 (2.6)

De (2.5) et (2.6), on trouve

(Jul g + pll2@) < el Flla-1()

oﬁc:(}/—i—%).

2.2 Discrétisation par éléments finis

Dans cette partie, on s’intéresse a la discrétisation par la méthode des éléments finis pour

I’équation de Stokes puis on étudie 'existence et I'unicité de la solution discréte et sa stabilité.
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2.2. Discrétisation par éléments finis

2.2.1 Probléme discret

On suppose maintenant que le domaine € est un polygone ou un polyédre. Soit (75), une
famille réguliére de triangulations (par des triangles ou des tétraédres), h désignant le plus
grand diamétre des éléments K de 7T,. Pour un entier £ > 1 et un élément K de 7, on définit

I'espace Py (K) des polynémes de degré total < k sur K. Puis on pose

X}? = {’Uh S Hé(Q)d VK €Ty, 'Uh‘K € Pk<K)d},
My, = {pn € L§{(Q) : VI € Th, pulx € PI(K)},
ot XPC H} M) et M, C L3(9).
Le probleme discret est construit par la méthode de Galerkin comme suit

Trouver (uy,pp) € Xy X My, tel que

Vo, € X, a(ug, vy) + b(vs, pr) = (f,vn), 2.7)

Yaq, € My, b(uh, qh) =0.

Qui équivalent & :
Trouver (uy,pn) € X)) x M, telle que

Yoy, € X}, V/QVuh(m) : Vo (x)dx —/ph(:z:)dz'v vp(x)dx = (f,vp),

Q

Yqn, € My, / qn(x)div up(x)dx = 0.
Q

2.2.2 Reésultat d’existence

Théoréme 2.2.1. Pour tout f € H=Y(Q)? si la condition “inf-sup’ discréte est satisfaite, le
probléeme (2.7) admet une solution unique (uy,pp) € Xy X My. De plus, cette solution vérifie
[’estimation suivante

(Junl e + lonllz2) < e lf L1,

ou ¢ est une constante positive indépendante de h.

Preuve. e On a X} C H}(Q)? et M), C L(Q) sont des espaces de Hilbert de dimension finie.
Dans le cas du probléme de Stokes, on a lellipticité de a(-,-) sur tout espace Hg ()% Donc
en particulier sur 'espace Vj, = {v), € X}, div v, =0; VK € Ty, vilx € Pe(K)?}.

e La condition ’'inf-sup’ discréte étant supposée vérifiée, démonstration ici se fait de maniére

similaire qu’au cas continue. |
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2.2. Discrétisation par éléments finis

Remarque 2.2.1. Il faut faire attention au choix des espaces d’approzimation X} et M, pour

la vitesse vy, et la pression pp. Ils doivent étre choisis de telles sorte que la condition “inf-sup’

discréte soit satisfaite.
En effet, dans la démonstration précédente de la condition “inf-sup’ discréte, ’existence d’un
v, € Vit tel que : div vy, = qp,, impose que le polyndme vy, doit étre d'un degré supérieur a celui

du polynome qy,.
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Chapitre

Estimation d’erreur a priori et a posteriori

Dans ce chapitre, on s’intéresse a estimer ’erreur entre la solution exacte u et la solution

numérique u; avec deux fagons d’estimation : estimation a priori et estimation a posteriori.

3.1 Estimation d’erreur a priori

Commencons par un premier résultat pour 'approximation de w dans V}. Ce résultat est a

rapprocher du Lemme de Céa pour les problémes elliptiques.

Proposition 3.1.1. Soit (u,p) € HL(Q)? x L3(Q) la solution du probléme variationnel (2.2)
et u, € XP la solution approchée déterminée par (2.7). Alors, il existe une constante C>0

mdépendante de h telle que

\'u, - uh\m(g)d < C ( an ]'u, - 'wh\m(g)d + an ||p — qhHLQ(Q)). (31)

'LUh,GVh thMh

Preuve. On a

a(u,v) +b(v,p) = (f,v), Yve Hij(Q)"~

D’autre part
a(uh,vh) = (f,’Uh), V’Uh - Vh.

On prend alors v = v, € V,, dans la premiére relation, il vient que
a(u,vy) +b(vp,p) = (f,vn), Vv, €V,

on voit que

a(w,vy) + b(vy, p) = (F,vn) = alup, vy), Yo, €V,
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3.1. Estimation d’erreur a priori

ceci donne
a(u — up,vy,) = —b(vp,p).
Et comme b(vp, q,) = 0, Yo, € Vi, Vg, € My, on aura

a(u — up,vy) = —b(vs,p) + b(vh, qn)
= _b(vhap - qh)7 VQh € Mh' (32)

Soit wy, € Vj,, on a

a(wy, — up,vp) = a(w, —u,vy) + a(u — uy, vy)

= a(wy, —w,vp) — b(vp,p —qn),  Vgn € M.
En tenant compte de la continuité de a(-,-) et de b(-, ), il vient que
a(wy, —up,vp) <c \Uh\Hl(Q)d(’wh - u’Hl(Q)d +[lp - CIhHLQ(Q))>
on prend vy, = wy, — uy, et en utilisant la coercivité de a(-, -), on obtient
viwy, — uhﬁ{l(g)d <v|u-— wh|H1(Q)d”wh - uh|H1(Q)d + ¢ |wy, — Uh|H1(Q)dHP - qhHL?(ﬂ),
donc

C .
[wy, — wn| gy < (;) <|wh — |y + inf [|p— Qh||L2(Q))- (3.3)

gnEMp,

On utilise 'inégalité triangulaire suivante

|u — uh|H1(Q)d < \wh - u|H1(Q)d + |'wh — ’U,h‘Hl(Q)d, Yw;, € Vj,

on obtient
[w — up[ 1) < C ( inf |u—wplpoe+ inf |lp- %HL?(Q)).
wpeEV) qrnEMp,
Ceci donne le résultat de la proposition. [ |

Remarque 3.1.1. La proposition 3.1.1 est valable sans la condition 'inf-sup’ discréte et ne fait
appel qu’a la continuité des formes a(-,-) et b(-,-) ainsi qu’a la coercivité de a(-,-) (ce qui est

suffisant pour assurer l'existence et 'unicité de 'approximation uy, € V}).

Lemme 3.1.2. Soit la condition "inf-sup’ discréte vérifiée alors l'espace My, vérifie la propriété
suivante

dim M;, = dim V.
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3.1. Estimation d’erreur a priori

Preuve. On considére {y;,i = 1,--- ang} et {¢;,i = 1,--+ Ny, } des bases de X} et M,
respectivement (voir [19], Section 4.4). Soit B € My, xn, la matrice définie par Bj; =
h

b(i, ;). On rappelle que
dim X} = dim Ker(B) + dim Im(B).

Si on note U = (u;," -+ ,un_,) le vecteur associé a u € Vj, ot les (u;) sont les coordonnées de
h

u dans la base (g;), on a
u eV, <= b(u,qh) =0, Vq,€ M,

ng
=1

N

x5

<1:>Z:uzb(spzaqzbj):o? \V/j: 7"'aNMh
=1

< BU =0

<= U € Ker(B).

Par conséquent

dim Vj, = dim Ker(B).

Par ailleurs, puisque X)) = V;, ® V;, on a dim X? = dim V, + dim V;.
On obtient ainsi dim X} = dim V}, + dim V- = dim Ker(B) + dim Im(B), d’ot 'on déduit que

dim V;- = dim Im(B).

De plus, dim My, = dim Ker(B*) + dim Im(B*). Or dim Ker(B*) = 0 car la condition ’inf-
sup’ discréte est vérifiee. On obtient donc dim M, = dim Im(B*). Puisque dim Im(B*) =

rang (B*) = rang (B) = dim Im(B), on en obtient
dim M, = dim Im(B).
Par une combinaison, on obtient
dim Vi- = dim Im(B) = dim M,

Un deuxiéme résultat pour l'estimation d’erreur entre u et u;, est donné dans la proposition

suivante.
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3.1. Estimation d’erreur a priori

Proposition 3.1.3. On suppose que X} et My, sont tels que la condition inf-sup’ discréte

(1.11) soit vérifice. Alors, il existe une constante C' > 0 indépendante de h telle que

an |’U, - ’LUh|H1(Q)d S C an |’U, - vh|H1(Q)d- (34)
whrEVR v EXY

Preuve. La démonstration se fait en plusieurs étapes.

— On va d’abord montrer que pour tout z; € V;1, il existe g, € M, tel que
b(vn, qn) = /szh Vo, dx, Vv, € Vi (3.5)
Pour v, € X =V, @ Vhl, on a vy =7y + 8, avec r, € Vy, S, € VhL et on obtient
b(vn, qn) = b(Th, qn) + b(Sn, an) = b(sn, qn),
et comme zj, € V.-, 7, € Vi, on a b(ry, qn) = fQ Vz,:Vr,dx =0, et donc
/QVzh Vo, dx = /QVzh . Vrhd:l:—l-/QVzh : Vs, dx = /szh : Vs, dx.

Par ailleurs, on a

dim M), = dim V;*,

de sorte que (3.5) est un systéme linéaire carré. L’unicité implique l'existence. Vérifions
'unicité de g, € My, tel que (3.5) soit vérifie. Supposons qu'il existe ¢}, g7 € M, vérifiant
(3.5). Alors, on a

b(vn, qy) = b(vn, 1), Vo, €V,

Par la condition inf-sup discréte, il existe v, € X7, vy, # 0 tel que

B lonlmallan — aillrz@) < blvn, g — q;) =0

et par conséquent on a q,ll = q%.

— On montre que pour tout z, € VhL :
b(zn, qn) 2> B*|znlm@pallanllz),  Yan € M. (3.6)
Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a
b(vn, ) < |znlm @y vnlmi@pe,  Yon € X3
Et d’aprés (3.5), en prenant v, = z;, on a

b(2h, an) = |2al7p (e,
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3.1. Estimation d’erreur a priori

d’ou

b(zp,
b(’Um(Jh) < M

< |Zh|H1(Q)d |'Uh‘H1(Q)d, Vv, € X,(l]

En utilisant la condition inf-sup discréte, on obtient

b(v ) b(z ,
B*Mlanll L2y < sup (01, 4n) < (2 Qh)7
2 TonTnne < Pl

ce qui prouve (3.6).
— Soit wy, € XP. Comme X =V, & V;- alors on a la décomposition wj, = vy, + 2j avec

vy, € Vi, 2z, € Vi-. De plus, nous avons
b(zn, qn) = b(wp, — vn, qn) = b(wn, gn) — b(Va, qn) = b(wh, qn),
car b(vn,qy) = b(u, qy) = 0, on aura
b(2zn, qn) = b(wn, qr) — b(w, qn) = b(wy, — u, qr).
Grace a la condition 'inf-sup’ discréte (3.6) et par la continuité de b(-, -), il vient que
B znlm@illanll 2@ < clwn — ulmoyllanl2@),  Van € My,

par conséquent

<
6*

Par ailleurs, comme v), = wy, — 2, et d’aprés la relation (3.7) ceci implique

Vzh S X,?, |Zh|H1(Q)d < |'wh - ’U,|H1(Q)d. (37)

u — Uh|H1(Q)d = |u —wp + Zh‘Hl(Q)d

< "U; — wh|H1(Q)d + ’Zh’Hl(Q)d
C
ﬁ*
< C”U, - wthl(Q)d, Yw,, € X}? (38)

< |u—wh|H1(Q)d + |wh—u|H1(Q)d

D’ou l'estimation cherchée.

Le résultat suivant est pour l'estimation d’erreur sur la pression p.

Proposition 3.1.4. On suppose que X} et M, sont tels que la condition ’inf-sup’ discréte

(1.11) soit vérifiée. Alors, il existe une constante C>0 indépendante de h telle que

b — prll e < C (|u — £ inf [lp— qhnm(m). (3.9)

anEMp,
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3.1. Estimation d’erreur a priori

Preuve. On a

a(u,v) + b(v,p) = (F.v), Vo€ HI(Q), pe LA(Q),
a(wn, vn) + b(vn, pn) = (f,vn), Yon € Xy, pn € M.
Pour tout v, € Xg, en soustrayant les deux équations, on trouve
a(u — up, vy) + b(vy,p — pr) =0,
qui est équivalent a,
a(lu — up,vy) = =b(vn,p—pn), Yo, € X,?.
Grace a la condition ’inf-sup’ discréte on a pour tout g, € My, il existe wy, € X}, wy, non nul

et par la continuité de a(-,-) et b(-,-), on obtient

B lwn| g yellpn — anll 2@y < (wn, pr — qn)
b(wp, pn — p) + b(wn, p — qn)

I
2

(u — up, wy) + b(wpy, p — qn)
< vlu — up| g yalwnl gy + ¢ [wnl g @allp — anll 2@
Par conséquent,
B*|lpn — qhHL2(Q) <v|u-— uh|H1(Q)d +cllp— QhHLQ(Q)7

et, en utilisant I'inégalité triangulaire suivante
1P = prllze) < llp = arllze) + o — anllz2@)-
On conclut

1= pullzz < C (|u — wnlpye + inf [Ip— qhnm(m).
qn €My,

Corollaire 3.1.5. Soit (u,p) € H}(Q)? x L2(Q) la solution de (2.2) et (up,pn) € X x My,
la solution approchée déterminée par (2.7) tels que la condition “inf-sup’ discrete soit vérifiée.

Alors, il existe une constante C' > 0 indépendante de h telle que

”U, — Uthl(Q)d + Hp - thLQ(Q) < C < an ]u - ’Uh’Hl(Q)d + an Hp — QhHL2(Q)>- (310)

vEX) qn€Mp,

Preuve. Pour montrer cette corollaire on va utiliser les résultats précédents, alors

d’apres la proposition 3.1.4, nous avons

1= pullzzy < C (|u — oy + inf [lp— qhnm(m),
qn €My,

26



3.2. Estimation d’erreur a posteriori

on ajoute le terme |u — wp|g1(g)e sur les deux membres de cette inégalité, il vient que

[u — wp| g1y + [P — allz2) < (14 O) |u — up| gy +C m}\]i 2 = anll 2
qn€Mp

en insérant 'inégalité (3.1) dans ce dernier, on trouve

|u — ’U,h|H1(Q)d + Hp — thLQ(Q) S C an |’LL — wh’Hl(Q)d —+ (1 + C) an ||p — Qh“L?(Q);

wp eV qnEMyp,

Par une combinaison de l'inégalité (3.4), on obtient facilement

[u — up| gy + [P = prllzo)+ < C ( inf lu—vpgiqe + inf [[p— Qh||L2(Q)>-

vEX) qnE€Mp

Sous les hypothéses précédentes, on a le résultat d’estimations d’erreurs suivant :

Théoréme 3.1.6. On suppose la solution (u,p) du probléme variationnel (2.2) appartient a

[H™ Q) N HY(Q)]? x H™(K), alors pour tout 1 < m <k + 1, on a lestimation suivante

u — wn| e + [P = pull2@) < C P (Julgm iy + 12)lam©), (3.11)

ot C' est un constante positive indépendante de h.

Preuve. D’aprés le corollaire 3.1.5, on a la majoration suivante

[u — up| gy + [P = prllz)+ < C ( inf lu—vpgiqe + inf [[p— Qh||L2(Q)>-

vEX) qrnEMp,

En choisissant explicitement que v;, = H,ll’ou et q, = Ilp, on aura

[u — wp| g1 ye + [|p — pallr2) < C (|U - H;{OU|H1(Q)d +[lp — th||L2(Q))~
En utilisant les estimations (1.8) et (1.9) sur cette derniére inégalité, on trouve la majoration
désirée (3.11).
|

3.2 Estimation d’erreur a posteriori

Nous présentons dans cette section comment calculer la borne inférieur de I’erreur a posteriori
et la borne supérieur du probléme de Stokes. Pour cela, nous introduisons les théorémes suivants
afin de trouver une majoration de l'indicateur d’erreur 1. Désormais, nous supposons que la

donnée f appartient a L?(2)4.
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3.2. Estimation d’erreur a posteriori

3.2.1 L’équation du résidu pour l’erreur

Dans cette partie notre but est d’exprimer une équation du résidu pour 'erreur. On utilise

I'orthogonalité de Galerkin dans la premiére équation de (2.7), on trouve comme suit
a(u — up,vy) +b(vy,p—pn) =0, Yo, € X},

et d’autre part,
b(u,q) =0, Vg e Li(Q).
Pour tout (v,q) € H} ()4 x L3(2), on a
a(u —up,v) +b(v,p — pr) = a(u — up, v — vy) + b(v — Vi, P — pp)
= (Z(U,’U - ’Uh) + b(lv - ,Uhap) - a’(uhv vV — ’Uh) - b(’U - vhaph)a
et
b(u —up, q) = —b(un, q).

Par la définition des formes af(-,-) et b(-,-), il permet d’écrire
a(w — uy, v) + b(v, p — pn) /f (v —vp)(x)dx — a(un, v — vy) — b(v — vy, pp)
/ f(x) (v—v,)(x dw—y/Vuh V(v —vp)(x)de
+ /Qph(:z:)div (v — vp)(x)dx.

Et par la décomposition du triangulation de €2 pour tout K de 7}, nous avons

alw — wy,v) + b(v,p — pr) (/f (v — o) () dz

KeTy
— 1// Vuy(x): V(v —vp)(x)de + /Kph(a:)div (v — vh)(w)da:>, (3.12)

par ailleurs, on a

b(u — up, q Z/dw up(x)q(x)de.

KeTy

En appliquant la formule de Green (1.2) sur le deuxiéme et le troisiéme terme du membre a

gauche de (3.12) pour tout K, il vient que

a(u —up,v) + b(v,p —pp) (/ f(x) (v —v,)(x)dz

KeTy

y /K Sugla) (v =vi)(@)de+ [ Von(a) - (0= v)(e) do
— / (VO un — prg)(T) - (Vv — 'vh)(T)dT), (3.13)
oK
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3.2. Estimation d’erreur a posteriori

oll ng désigne le vecteur normal unitaire extérieur a K.

Dans ’équation (3.13), I'intégrale sur 0K s’écrit comme une somme d’intégrales sur les éléments
e de &k, ces éléments se repartissent en deux parties :

e ou bien e est contenu dans 02 et I'intégrale sur e est nulle, car v et v, s’annulent sur 0f).

e ou bien e est contenu dans la frontiére de deux éléments K et K’ et au total, la quantité &

intégrer sur e s’écrit comme
(VOnun — g )(T) - (v — vp)(T) + (VO un — prngr)(T) - (U — v3)(7)
= [VOnun — ppng|(T) - (v —vp)(7), (3.14)

oll [V0n, up, — prng] désigne le saut (vOp up — ppnik) + (VOn ., Un — PpMgr).

En insérant la relation (3.14) dans ’équation (3.13), on trouve

o= wn )+ - ) = Y [ (F+vdun - V(@) (v - v)(@)da
KeT, VK

- % Z /[VanKuh — prni](7) - (v — vy)(7)dT.

665?{ €
A partir de cette équation, nous allons majorer 'erreur en fonction des normes appropriées de
f+vAu, — Vpp, [VOnun — prng| et div uy,. La difficulté est que la fonction f peut étre

compliquée a calculer, pour éviter cet inconvénient, on fixe un entier ¢ > 0 et définit I’espace
Zyp ={ f, € L*(Q)% VK € Ty, TFrk € Pu(K)? },

et nous introduisons une approximation de la donnée f par f, dans ZZ, on trouve

0w — )+ bwp—p) = 3 ( [0 - vl

KeTh

+ /K (Fi+ v, — Vpi)(@) - (v — v) (@) da

_ % 3 / W0t — prm)(7) - (v — vh)(T)dT)

eeé'?{ ¢

(3.15)

De plus, pour tout g dans L2(Q)

b(u —up, q) = — Z /Kdz'v (u — up)(x)g(x)dx = Z /Kdiv up(x)q(x)de. (3.16)

KeTy KeTy

Pour montrer la fiabilité et D'efficacité de l’estimation d’erreur a posteriori, nous posons

U= (u,p),V=(v,q) €Y =H}Q)?x L(), et définissons la forme A(-,-) comme suit
AU, V) = a(w, v) + b(v, p) + b(u, q)

:1//Vu:V'vdw—/pdiv'vdw—/qdivudm. (3.17)
0 0 0
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3.2. Estimation d’erreur a posteriori

Théoréme 3.2.1. La forme A(-,-) vérifie la condition ’inf-sup’ suivante

AU,V
VUE€Y, sup 0. V) > BIU ||y (3.18)
vey [[VIly
Preuve. Soit U = (u,p) €Y,
on a
u, g p,l
[Ully = |ulmi@y + |Ipllr2@) = sup . 9) + sup (p. )

ger—1(@) |9l 1) ZEL%(Q)HZHLQ(Q)‘
Or, pour tout couple (g,1) € H~1(2)4 x L3(Q). Il existe unique couple V = (v,q) € Y solution
du probléme de Stokes.
—vAv+Vq =g dans (,
—div v =1 dans 9, (3.19)
v =0 sur 0N.

Notons que la solution V' = (v, ¢) du probléme de Stokes (3.19) dépend continument du couple
(g,l) d’aprés [15]. En effet, nous avons

IVly = [vlm@)ye + gl 2@
< C (llgllzr-1a + 1l 2())- (3.20)
Comme § 4 § < 2 (ZT*;), on obtient

Uy <2 sup (wo)+ @)
(e @dxr2@ 19l -1 + ([l r20)

(3.21)

on construit la forme bilinéaire A(-,-) du probléme (3.19), et en remplagant (3.20) dans l'in-

égalité (3.21), on trouve

AU,V
WUl < 2C sup ALY
vey  IVIly
D’ou la forme A(U, V') vérifie la condition ’inf-sup’. |

-Le probléme (2.3) est équivalent au probléme suivant : Trouver U dans Y tel que
vVey, A(U,V):/f-'vdaz.
Q
On voit aussi que le probléme (2.7) est équivalent a : Trouver U, dans Y, = X} x M, tel que

YV, € Yh, A(Uh,Vh) = / f"l)hdiL‘.
Q

Alors, pour tout Uy, = (up,pp) dans Yy, et (v,q) € Y on a

A(U—Uh,V):V/V('u,—uh):Vvda:—/(p—ph) divvdw—/qdiv (u—wup) de (3.22)
0 Q 0

30



3.2. Estimation d’erreur a posteriori

et pour tout ¢ € L(Q), on a

/ q div (u —up)de = — / q div uy, dz. (3.23)
Q 0

Nous obtenons alors en combinant les relations (3.15) et (3.23) dans I’égalité (3.22) I’équa-

tion du résidu pour ’erreur suivante;

AU V) = T ( [ 0@ o) @)ia

KeTy,

4 /K (£ + vAu, = Vpi)(@) - (v - vy)(@)da

. 1
—|—/ q(x)div up(x) de — 5 Z /[V@nKuh —pingl(T) - (v — ’Uh)(T)dT). (3.24)
K e€&d ¢
Nous définissons en premier lieu I'indicateur d’erreur de discrétisation par la définition sui-

vante

Définition 3.2.1. Pour tout élément K de Ty, l'indicateur d’erreur est défini par

1 1 .
Nk = hKHfh—FVAuh—VthL2(Q)d+E Z hé H[z/(?nKuh—phnK]HLz(Q)d+ HdZU ’u,hHL2(Q), (325)

eeg%

ot f,, est une approxvimation de f dans ZZ.

Nous prouvons les deux propriétés de fiabilité et d’efficacité de I'indicateur d’erreur dans

les théorémes 3.2.3 et 3.2.2 suivants;

Théoréme 3.2.2. Soient (u,p) € HL(Q)? x LE(Q) une solution du probleme (2.2) et (wp, py) €
X% My, une solution du probléeme discret (2.7), on suppose que la donnée f dans L*(Q)%. Alors,

il existe une constante C' indépendante de h tel que

N|—=

|w — wn| (o) + [Ip = prll2@) < C( > (0 +hillf - fh”i%[()d)) : (3.26)
KeT,

Preuve. On applique 'inégalité de Cauchy-Schwartz sur I’équation (3.24) pour tout V €
H} ()% x L3(2) et tout v;, € X, nous obtenons

AU-U, V)< ) ((Hf — Frll2gya + 1 Fn + vAuL = Vil r2(0)) [0 — vl 22s0)0
KeT,

1 .
3 Z |[V0n s un — prreic]|| 2oy |V — Vil L2(e)e + [|div uhl\m(K)HqHLz(K)),

665?{
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3.2. Estimation d’erreur a posteriori

nous appliquons la condition 'inf-sup’ (3.18) et en remplagant U par U — Uy, tel que

|U = Unlly = |u —un|graye + |[p — Pall22(0), on trouve la relation suivante

BIU = UillyIVIly < > ( If = Fulleeoys + 1 Fn + vAw, = VoullL2)) |v = a2y
KeTy

1 .
3 3 Mntn = pucllzscllo = oulls + v wnlzz el )
ec&d

On choisit v, = ﬁ%v, d’aprés le Théoréme 1.5.6, il vient que
v — H2”||L2(K)d < chi|v]mage,
et du Corollaire 1.5.7, nous avons
. 1
H’U — H%”HLQ(e)d S C h? |U‘H1(Ae)d7
tels que Ag et A, sont introduits par la Notation 1.5.5, alors

BIU = UnllyIVIly < e <hK(”f — Fullrzyt + 11 F 1 + vAw, — Vpull 2 0) [0] g a e
KeTh

LS B0~ d|v\H1(Ae>d+||dwuhum(m||q||m<m).
6650

En appliquant I'inégalité de Holder, on obtient

1
B0 = Ul IVl < ¢ (3 I = Fullauos + 1+ 0w = Tinllizis)’)

KeTh,
X < Z |v|?{1(AK)d>

KeTy

[NIES

+<le Z Z hel| [V un — prn] |7z ) < Z Z v[7r(a.) )

KEWL 6650 KEWL 6650
1 1
. 2 2 2 2
+( Z |div uhHL2(K)) ( Z Hq”L2(K)) 5
KeTy, KeTy
et comme

2
(If = Full2ra + 1 Fn+vAun = Vpull2e)” <2 (1 = FullZeeya + 11 Fn+vAu = VDull72 1))
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3.2. Estimation d’erreur a posteriori

on aura

N

BIU = Unlly[VIly <c ( D Wi CIF = Fallzgen + 15+ vAus — Vphlliz(md))
KeTy,
1

2
(3 Wliiau)

KeTy,
1 1
1 3 3
(32 X nllotnan— il ) (3 ofias)
KETh ccel. KETh, cc€l.
1 1
2 2
; ( S |div uhn%z(m) (Z ||q||%zm) |
KeTy, KeTy,

donc,

BIU = UllyIVIly <e > ( W (I F = FullZage + 1 Fa + vAuL — V2o 00)

KeTy,
1
S B0 pinall e)d) (X oty K)d)
665?( KeTy
: :
+ ( Z |div uh”%%K)) ( Z HQH%Q(K))
KeTy, KeTy
Alors
} )
BHU—UthHVIIYSc<Z (0 + Wl f — Fallace )) (Z ol 3 ||q||i2(K)) |
KeTy, KeT, KeT,

grace a l'inégalité a® + b*> < (a + b)? appliquée sur le dernier terme, et en rappelant qu’un
méme élément de T;, n’est contenu que dans un nombre fini (borné indépendamment de h) de

Ak, on obtient

BIU = Unly IV ]y < c(z (2 + R\F — FullZe K)d>) (|v|H1(md+||q||Lz<m).

KeTh
En divisant les deux membres cette derniére relation par la valeur ||Vly = |[v|g1 () + ¢/l 220

nous trouvons la majoration souhaitée.

Théoréme 3.2.3. On suppose la donnée f du probleme (2.1) dans L*(Q)?. Pour tout élément
K de Ty, Uindicateur d’erreur nx vérifie la majoration suivante
K < (Ju = s + 10 = pllze + Y Pl f = Fullizeos) (3.27)
REWK

ol wr est 'union des triangles partageant au moins un coté (d = 2) ou une face (d = 3) avec

K.
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3.2. Estimation d’erreur a posteriori

Preuve. Le principe de cette propriété est de majorer chaque terme de l'indicateur d’erreur,
pour cela en prenant v, = 0 dans ’équation du résidu (3.24), nous avons que

VVveY, AU-U,V)= Z (/K(f — ) (@) - v(x)dx + / (fy, +vAu, — Vpp)(x)v(x)de

KeTh K

— % Z /[V@nKuh — ppnk|(T) - v(T)dT +/

6659( ¢ K

q(x) div uh(a:)da:). (3.28)

La preuve se fait en trois étapes.
» Nous commengons par majorer le terme hgl|f), +vAu, — Vpp| r2(x)a, on choisit successi-

vement dans ’équation précédente, v est égal 4
b

(fr +vAu, — V) sur K,
0 sur Q\ K,

Vg =

ol g désigne la fonction bulle sur le triangle K, et on a Vi = (vg, qx) tel que gx = 0.

La fonction vg est & support contenu dans le triangle K qui s’annule sur 0K, donc le terme

/ WO, n — () - vi (7)dr = 0.

De (3.28), on obtient

D AU-Un Vi) = (/K(f—fh)(w)'UK(fL‘)der/

KeTn KeT, K

<fh+uAuh—Vph><m>-vK<w>dw),
donc

AU~ Uy, Vie) = /K (F - F)(x) - vxc(@)de + /K (1 + vhw, — Vpu)(@) - vx(@)da.

Et d’aprés (3.16) et (3.17), on obtient
/ (fn +vAu, — Vpp) () vg(x)de = u/ V(u —uyp)(x) : Vogde
K K

+ /K(p — pp)(x)div v (x)dx — /K(f — fu)(x) v (x)de,

on écrit vg explicitement dans le membre & gauche
/ (fy +vAuy, — Vpp)* () vk (z)de = V/ V(u —up)(x) : Vog(x)de
K K

n /K (b — pi)(@)div vx(@)dz /K (F - fu)(@) v ()da,

ceci est équivalent a

I(fy, + vAu, — VPh)wlé(”i?(K)d =V /K V(u —up)(z) : Vogde + / (p — pr)(x)div vy (x)dx

- /K (F - Fu)(@) - vx(@)de,
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3.2. Estimation d’erreur a posteriori

I'inégalité de Cauchy-Schwarz implique
(), + Aup — Vph)wiﬂiamd < vl — wpl g gye Vi e + e [P — prll 2o | vk o
+ 1 = Frllzzcoallvr | zegoa-
On utilise I'inégalité inverse (1.17), on aura
cl|fn+vAuy — Vpull2ye < ||(f + vAuy, — Vpn)t? | 22y
ce qui donne
cllFp + vAuy = Vpull 1o s <vlw—wnlg | vielme + ¢ [ = pall ez [vr] g s
+ |f = Frllezayellvrl Lz
De l'inégalité (1.20), il vient que
V| iy < e b Jokl p2 gy,
et, on a
lkllzeya = (£ + vAuL = Vpr) x|l 2(00e < [ f + vAuL — Vi 2y

Donc

|'UK|H1(K)d S C hl_(1||vK||L2(K)d S C” h'l_(IHfh + VA'U/h - vthLQ(K)d.
Nous obtenons, alors
I+ vAuy = VpulFaea < ¢ hidlu = wnl i oyl £+ vAwL — V| 20y
+ chidllp = pulleeao | F 4+ vA®L — Vil 250
+ N = Fullezayell £+ vAUL — Va2,

en divisant les deux membres par || f;, + vAwu, — Vpul[12(x)a, on trouve

c|fn 4+ vAw, — Vppl 2o < e b (Ju — wnlmgos + 10— pullrzae) + ¢ F = Full e

En multipliant cette derniére inégalité par hy, on obtient

hicl| Fr + vAu, — Vil 2oy < ¢ ((Jw = wnl gy + 10— pull2)) + b llF = Fullzaoa)-
(3.29)

1
» Par ailleurs, on calcule une estimation pour le terme 5 Z h2 /[V@nK'u,h—phnK](T) v(7)dT.
ec&Y ¢

Pour une aréte e, soient K et K’ les éléments de T}, qui contiennent e et soit V = (v, 0), on

remplace v par v, dans I’équation (3.24) avec

Rn,e([ljanﬁuh - phn/@]we> K€ {K7 K,}a

Ve =

0 sur Q\ (K U K’),
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3.2. Estimation d’erreur a posteriori

ou . désigne la fonction bulle sur l'arréte e, et la fonction [¥0,, u, — ppng|te s’annule sur de
de sorte que v, s’annule sur (K U K') et R, . é¢tant I'opérateur de relévement défini comme

dans le lemme 1.3.4, et on a

% Z Z /[VanKuh — png|(T) - ve(T)dT = % Z Z /[V@nnuh — ppn)(T) - ve(T)dT

KeTh el ¢ RE{K,K'} ec&) €

N 1/ [V O, — 1] (7) - v (T)dT

2
- / (V0. ttn — a2 (7 (7)dr

e

Pour tout k € {K, K'}, en remplacant la relation précédente dans ’équation (3.24), il vient que

[V = ity = —AU - UV Y ( [ = 50@) v (@yte

re{K,K'}

+ /R(fh +vAu, — Vpp) () - ve(m)dm),

qui est équivalent a

lon = i oge = Y (=0 [ Viw - w)(@) s Vo)

re{K,K'}

- /(p — pn)(x)div v (x)dx + /(f — f)(@)  ve(x)de

K

+ /(fh + vAuy, — Vpp)(x) - 've(a:)d:v).

K

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

1
[0, wn — prmve]e H%z(e)d = Z (V|U = Un| 1wy Vel mieya + [P = pallr2o) Vel i ()
RE{K K"}

+ 1 = Frlleyallvell 2y + 1 Fn + vAw, — VPhHLQ(n)dHUEHLQ(n)d)v
d’aprés l'inégalité l'inverse (1.18), on voit que

1
¢ |[[VOn, un — prnell|L2(eyr < N[VO0n, un — prmes]é || L2 (o)

_1
|’UE|H1(n)d + h;1||ve||L2(n)d < che *||[vOn, un — Ph”a]”m(e)da

ceci implique

_1
| [v0n, wn — phnn]HZL?(e)d <c Z (he lu— uh|H1(m)d||[Vannuh - phnn]¢e|’L2(e)d
re{K,K'}

_1
+ he Hp - thLQ(m) H [Vanmuh - phnﬁijHL?(e)d
_1
11 = Full o 0n, un — pam o o

_1
+ hhe ? Hfh + vAuy, — Vph||L2(,€)d||[V8nK'u,h - ph’nn]iﬁeHLQ(e)d).
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3.2. Estimation d’erreur a posteriori

Comme 0 <1, <1 d’aprés lemme 1.5.1, on aura

[V 0n, wh — Prtve]tell 2e)e < ¢ ||[V0n, wn — prmve || L2 (eya,

on trouve

_1
VO wn — pamellFaa < ¢ > (he *lu — wnl oy || [V On, un — prme]l| 2oy
ke{K,K"}

_1
+he *[p = pull 2oy | [ On, wn — prms] | L2y

_1
+ hihe * | f = Fulle2geyall [VOn, wn — prmve] L2(e)a

_1
—+ hnhe 2 ||-fh + VA’U/h - VthLz(,{)dH [V@nnuh - phn,{} ||L2(e)d) y
1
en divisant sur ||[vOn, wn — pai]| r2()e et en multipliant par 2¢, on obtient

1
he || [vOn, wn — phnk]||L2(e)d <c Z (|U - uh|H1(f€)d +lp — thL?(n)
ke{K,K'}

+ |l f = Frll 2o + 10+ vAu, — Vph”L?(ﬁ)d)-

En utilisant (3.29) pour majorer le dernier terme dans I'inégalité précédente, on trouve

1
he ||[vOn, un — phnk]”L?(e)d <C Z (|u - uthl(n)d +|lp — ph”L?(n) + hellf — fh||L2(H)d>a

ke{K,K'}

en passant a la somme sur e € £%, il vient que

Z h2 || y(‘)nk'u,h Pr1 ||L2 ()@ < C Z Z (|u - ’U,h|H1(,i)d + ||p _thLZ(H)

ec&d ectd ne{K,K'}

Fhlf - thLz(K)d). (3.30)

» De plus, pour majorer le dernier terme ||div w12k de I'indicateur, nous prenons ¢ = gx
dans (3.16) tels que

divu, sur K,
Ik =
0 sur '\ K.

Alors, il vient que

/ gx(x)div (u — up)(x)dx = —/ gk (x)div up(x)dz,
K K
en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve la majoration suivante

|div wp|| 22y < ||div (w —wp)| 22y < € |u — wp| g e (3.31)

En combinant des relations (3.29), (3.30) et (3.31), on trouve 'estimation cherchée.
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3.2. Estimation d’erreur a posteriori

Remarque 3.2.1. Par une combinaison des deux propriétés de fiabilité et d’efficacité prouvée
dans les théorémes précédentes (3.2.2 et 3.2.3), on obtient 'optimalité de I’estimation d’erreur

a posteriori pour l'indicateur au sens de la Définition 1.5.2 .
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié 1’équation de Stokes en décrivant une formulation va-
riationnelle correspondante puis en proposant une discrétisation par la méthode des éléments
finis. Ensuite nous avons écrit ’équation du résidu pour I'erreur. Ainsi, nous avons proposé une
famille d’indicateurs d’erreur par résidu et nous avons validé ’estimation d’erreur a priori et a
posteriori entre les solutions des problémes exacte et discret puis 'optimalité des estimations

d’erreur.
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