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Résumé

Nous étudions dans ce travail I'existence et la régularité des solutions d’une équation du type
onde de la forme :

1
Oub — po i div(p— gradp) = 0 dans ]0,T[x€,
0

avec des données initiales appropriées dans un domaines €2 du plan et T" > 0 donné. Les
fonctions py et ¢y, indépendantes du temps, sont constantes par morceaux. Elles présentent
des sauts le long d'une ligne brisée > qui coupe la frontiere de €) transversalement. On étudie
la régularité de la solution de part et d’autre de X et on analyse son comportement singulier

au voisinage des points singuliers de .
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INTRODUCTION

La théorie des singularité des problemes elliptiques a suscité l'intérét de plusieurs cher-
cheurs. En effet, ils s’intéressent depuis longtemps au comportement de la solution au voisi-
nage des singularités géométriques.

Une étude tres détaillée de la théorie des singularités des problemes elliptiques du second
ordre a été menée par P. Grisvard [9].

La solution variationnelle u € H} () du probléeme de Dirichlet pour le laplacien :

—Au = [ dansQ,

u = 0 surl,

est réguliere (de classe H?) dans le cas ol la frontiere I' est réguliere.

Supposons que {2 est un domaine plan a frontiere polygonale et que €2 a un seul coin
rentrant de mesure w > 7 a lorigine défini par 0 < # < w dans les coordonnées polaires

(r,6). La solution u admet la décomposition
u=1u,+cS,
ol
o u, € H?(Q) est la partie réguliere dont le comportement n’a pas été affecté par la

présence des coins,

e ¢ S est la partie singuliere, S -appelée fonction singuliere- est explicitement donnée par
x T
S=rw sin(— 0),
w
et ¢ est une constante appelée coefficient de singularité qui dépend seulement de la donnée f.

Nous nous intéressons dans ce travail a la propagation d'une onde sonore a travers un



milieu hétérogene. Nous supposons que ce dernier est bidimensionnel constitué d’une partie
fluide et d’une partie solide ou bien de deux solides élastiques de caractéristiques physiques
différentes. Les deux milieux occupent des régions séparées par une interface non réguliere

dans le sens qu’elle présente des angles.

Nous nous placons dans la situation ou les caractéristiques de chacun des milieux sont
constantes et dans le cadre de la théorie linéarisée. Les équations linéaires qui régissent ce
phénomene écrites en variables d’Euler ou de Lagrange sont les mémes et conduisent aux
systemes suivants :

Dans les liquides, I'état du milieu physique est décrit par une pression acoustique p et une
vitesse acoustique u. La conservation de la masse et de la quantité de mouvement et I’équation
d’état donnent :
Op+ podivu =0,
(Pr) S po Oyu + grad p = 0,
p=cip,

ou 0 désigne la dérivation par rapport au temps, div et grad les opérateurs différentiels
usuels de divergence et du gradient. py et ¢y correspondent respectivement a la densité et la
vitesse d’amplitude infinitésimale du fluide au repos. Ces deux fonctions sont indépendantes

du temps.

Le systeme d’équations aux dérivées partielles (Py) est valable de part et d’autre de I'in-
terface. Il faut par la suite lui ajouter (en plus des conditions initiales et éventuellement aux
limites) des conditions de transmission a travers l'interface pour tenir compte des quantités
physiques (pression ou équivalent, composantes de vitesses, composantes de contraintes . ..)
qui doivent étre continues a travers cette interface. Nous ne reviendrons pas ici sur la modé-
lisation du probleme que l'on peut trouver dans P. Germain [4] et [5] et B. Poirée [13], [14]
et [15].

Le plan de ce travail est le suivant :
1) Dans le premier chapitre, on rappellera les définitions des espaces utilisés en équations
aux dérivées partielles et quelques résultats de traces inspirés de P. Grisvard [7].
2) Dans le deuxieme chapitre, composée de trois paragraphes, on étudie la régularité de la
solution du probleme stationnaire en pression.
3) Le dernier chapitre sera consacré a I’étude de I'existence et de la régularité de la solution

du probleme d’évolution d’acoustique en pression.



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre, on rappelle les notions de base utilisées tout au long du mémoire. En
particulier, les définitions et les propriétés de base des espaces de Sobolev usuels lorsqu’ils
sont définis sur des polygones. Pour les preuves des propositions et des théoremes énoncés
dans ce chapitre, le lecteur peut consulter par exemple [1, 2].

1.1 Notations

e Soit €2 un sous-ensemble ouvert de R" de point générique (x1, s, ..., z,). On note par
D(Q) (resp. D(Q)) I'espace de toutes les fonctions indéfiniment continument différentiables
et a support compact dans € (resp. 'espace des restrictions a 2 des fonctions de D(R")).
On note aussi par 0; la dérivé partielle par rapport a la variable x;,1 < i < n et pour tout

a = (ag,a,....,a,) € N" on a 9% = 071 052...09".

e On note D'(2) l'espace des distributions sur € comme étant I'espace dual de D(€2),

c’est-a-dire I'espace des formes linéaires continues sur D(£2).

1.2 Reégularité des domaines

Définition 1.2.1. Soit Q un ouvert de R™. On dit que sa frontiere I' est lipschitzienne ou que
Q) est lipschitzien (resp. de classe C*) si pour tout x € T, il existe un voisinage V de x dans

R™ et des nouveaur axes de coordonnées orthogonauz {y1,y2, ..., yn} tels que

1. 'V est un hypercube dans les nouveauz axes de coordonnées :

V= {(y17"'7yn)a —ay < Y; < aj, 1 S j S n}



1.3. Rappels sur les espaces de sobolev H*({)

2. Il existe une fonction lipschitzienne (resp. de classe Ck) v, définie dans
V' ={(y1, - Yn-1), —a; <y; < a;,1 <j<n-—1}

et telle que
(U
(W)l < 5 pour tout y = (y1,...90n) €V,
ANV ={y= " v) €V, yu < 0¥},
PNV ={y=0\y) €V, y =)}

En d’autres termes, dans un voisinage de z, la frontiere I' est le graphe de .

1.3 Rappels sur les espaces de sobolev H*(())

Définition 1.3.1. On note H*(Q2) l'espace des distributions u définies dans ) telles que

1. 0°u € L*(Q) pour |a| < m lorsque s = m est un entier positif.

2. ue H™(Q) et
le} A 2
[ [ g,
QJa |z —

y’n+2a

pour |a| = m lorsque s = m + o est non entier et positif avec m entier et o la partie

fractionnaire de s, 0 < o < 1.

On munit H*(2) de la norme (naturelle)

1/2
|w|[ma = Z / |0%u(z)|*dx dans le cas 1 et
laf<m 7St
1/2
Jullso = | [Jull}q+ lgm/Q/Q |8%L’Ef)__y’2jgg(y)|2dxdy dans le cas 2.

Proposition 1.3.1. H*(Q2) est un espace de Hilbert pour la norme || - ||s.q-
Définition 1.3.2. H(Q2) note l’adhérence de D(Q2) dans H*(S2).
Remarque 1.3.1. Hj(Q2) est un espace de Hilbert pour la norme || - ||sq, car H{(2) est un

sous-espace fermé de H*(S)) donc complet.

Définition 1.3.3. Pour s < 0, H*(Q2) est le dual de Hy*(2).



1.4. Résultats de densité

Théoréme 1.3.1 (Inégalité de Poincaré). On suppose que Q) est un ouvert borné quelconque

de R"™. Alors il existe une constante c¢(£2) qui ne dépend que du diamétre de Q) telle que

n 1/2
(1.1) llulloo < c(€2) (Z ||81u||(2m) pour tout u € Hy ().
i=1

Corollaire 1.3.1. Soit 2 un ouvert borné de R™, on a :

n 1/2
“Wmﬁ*“+§“D<ZN@W&J pour tout u € HE(Q),
=1

ot ¢(QY) est la constante de l'inégalité de Poincaré.

Lemme 1.3.1. D(Q) est dense dans D(A, L*(Q)) tel que :
D(A,L*(Q) ={v e L*(Q)| Av € L*(Q)}

munit de la norme

1/2
v ([ollge + 1AvIGq)

Définition 1.3.4. On note H*(Q) le sous-espace de H*(Q) des fonctions u dont le prolonge-

ment w par zéro en dehors de Q appartient a H*(R™).
Remarque 1.3.2. Si le domaine ) est a frontiére lipschitzienne, la Définition 1.3.4 est équi-

valente a

0%u

(1.2) ﬁmw:{ueﬁam\ eL%mJM:n&,

[

ot p(x) désigne la distance de x a la frontiére I' de Q, et s = m + o pour un entier m et
o € [0, 1] (voir Corollary 1.4.4.10 dans [6]). Par conséquent, on peut définir une norme sur
H5(Q) par

1/2
0%u(z)|?

|a|=m

1.4 Reésultats de densité

Nous rappelons ici les principaux résultats de densité. Remarquons que les résultats n’ont

été établis que dans le cas d'un domaine a frontiere lipschitzienne.

Théoréme 1.4.1. Soit Q un ouvert de R™ a frontiere lipschitzienne. Alors D(Q) est dense
dans H*(S2) quel que soit s > 0.



1.5. La géométrie polygonale

Théoréme 1.4.2. Soit Q un ouvert de R"™ a frontiére lipschitzienne. Alors D(2) est dense
dans H*(Q) quel que soit s > 0.

Théoréme 1.4.3. Soit Q0 un ouvert borné de R"™ a frontiére lipschitzienne. Alors D(S2) est
dense dans H*(Q2) quel que soit s € [0,1/2], autrement dit H*(Q) = H{(Q).

1.5 La géométrie polygonale

Nous allons donner dans ce paragraphe les notations concernant les domaines polygonaux
de R?. Nous appelons "polygone du plan” un domaine 0 C R? & frontiere lipschitzienne et
polygonale (ce qui exclut un domaine contenant une fissure ou coupure). La frontiere I' est
constituée des segments I';, 7 = 1,..., N ol les I'; sont deux a deux disjoints. On note S; le
sommet commun aux aretes I'; et I';;; qui forment I'angle w; vers I'intérieur de (2. Enfin,
n; désigne la normale orientée vers I'extérieur de €2 et 7; la tangente dans le sens direct. Il
est clair qu'un domaine polygonal vérifie les conditions de la Définition 1.2.1 puisque chaque

aréte I'; peut étre représentée par une fonction f : x +— ax + b, f est lipschitzienne car :

[f(z) = f(y)| = lal|z —y].

Fonctions ayant une singularité isolée
Nous donnons ici un critere qui permet de vérifier si ou non une fonction appartient a un

espace de Sobolev donné.

Proposition 1.5.1. Soit 2 un polygone du plan. Supposons que 0 € T'. Soit V un voisinage
de 0 tel que
VNQ={(z,y) =7r(cosf,sind)| 0 <r < R,a <0 <b},

pour un réel positif R et b— a < 2m. Soit enfin u une fonction régulicre dans Q\{0} qui

coincide avec 7*p(0) dans VNQ, ¢ appartenant a H* (|a,b[). Alors, quel que soit s < sq, on

a
(1.4) we H(Q) st a>s—1,
(1.5) ug H°(QY) st a<s—1 et r%(0) & Rz,vy],

ou Rlz,y| désigne l'anneau des polynomes en coordonnées cartésiennes x et y.



1.6. Rappels sur les espaces de traces dans un ouvert polygonal

1.6 Rappels sur les espaces de traces dans un ouvert polygo-

nal

Considérons un ouvert polygonal §2 de frontiere I' = Uévzlfj ;oul’jpour yj=1,2,..., N
est un segment de droite d’extrémités S; et S;41 (en convenant que Sy = S1). Un tel ouvert
est au mieux lipschitzien. Cela est une source de difficultés pour définir les espaces de traces
sur I" des fonctions de H*(£2) des que 'on a s > 3/2. En effet, il n’y a pas de procédé simple
permettant de définir de maniére globale les espaces du type H*~'/2(T"). On est donc amené
a considérer ces espaces de traces comme des sous espaces du produit : vazl Hs=1/ 2(T;)qui

lui est bien défini d’apres le paragraphe précédent :

Définition 1.6.1. On note HY/?(T') I’espace des fonctions f € L*(T) telles que

|f (@) — f)P?
(1.6) /F/Fwds(x)ds(y) < +o0.

Cet espace est justement 1'espace des traces sur I' des fonctions de H'(2) :

Théoréme 1.6.1. L’application trace u — ujr qui est bien définie sur C*>°(2) se prolonge par
densité en un opérateur linéaire continu surjectif, v, de H'(Q) sur HY*(I') dont le noyau
est lespace H}(Q).

Afin de mieux caractériser I'espace des traces H'/?(T ), on considere la restriction é cha-
cune des arétes I'; des éléments de H'(£2). Comme chaque T'; est un ouvert de R, la restriction
fi = fir, d'un élément de H'/*(T') appartient a H'/*(T';) au sens de la Définition 1.3.1.

Au voisinage des sommets, les éléments de H'/?(I") satisfont certaines conditions de raccord

qui sont précisées dans la proposition suivante.

Proposition 1.6.1. La fonction f appartient a HY/*(T) si et seulement si f; € HY?(T;) pour

tout j et si en plus (pour e assez petit)

(17) | 100 = @)L < o0 ¥1<G <N,

ou, la notation x;j(4+0) (resp. x;(—0)) désigne le point de I';1y (resp. I';) a distance o du

sommet S;.

On peut dire que la condition (1.7) exprime le fait que les fonctions f; et f;1; se raccordent

en \S; en un sens faible, et on écrit, pour alléger les notations,

fj = fj—',—l cn Sj.



1.6. Rappels sur les espaces de traces dans un ouvert polygonal

Enfin, on introduit encore 'opérateur linéaire continu surjectif de H*(Q) sur HY/%(T';) qui

définit la trace d’une fonction sur I'; par

(1.8) Yiu = (YW,

Corollaire 1.6.1. L’application u — {yu}}_, est linéaire continue surjective de H'(Q) sur

N
le sous-espace de [ HY*(T';) défini par les conditions de raccord :
j=1

(1.9) YU =yju en S;, Vji=1,N.
Traces des éléments de H™((2)

La situation se révele plus compliquée si on s’intéresse aux traces des fonctions appar-
tenant a 'espace H™(£2) pour m > 1. Dans la suite, nous n’aurons besoin de donner un
sens a ces traces que si m = 2. Ainsi, nous allons caractériser ’espace des traces dans ce cas
spécifique et nous renvoyons a [9] pour un entier m quelconque.

Considérons dans un premier temps les traces d'une fonction de H?(€) sur une seule

arete I';.
Proposition 1.6.2. Soit Q0 un polygone du plan. Alors, quel que soit 7, l'application
U = {’YJ‘U, ’Yjanju}a

qui est définie pour u € C*(Q) se prolonge de fagon continue en une application linéaire et
surjective de H*(Q) sur H**(T';) x HY?(T;).

On est maintenant en mesure de caractériser de facon complete 'espace des traces de
H?() :

Théoréme 1.6.2. L’image de H*(Q)) par l'application
u — {gj, hj}j'vzl

ot l'on a posé g; = yju et hy = v;(0y,u), est le sous-espace de

N
[T E%(T)) x HY/* (1),
j=1

10



1.7. Le lemme de Lax-Milgram

défini par les conditions de raccord

(1.10) 9i(85) = gix1(5;) VI <j <N,
(1.11) g; = —cos(wj)gjy +sin(wj)hj en S; V1< j<N,
(1.12) hj = —cos(wj)hji1 —sin(w;)gj,, en S; V1< j<N.

1.7 Le lemme de Lax-Milgram

Définition 1.7.1. Soit E un espace de Hilbert réel. Une application

a(,): ExE — R

(u,v) — alu,v),

est une forme bilinéaire sur E si elle est linéaire par rapport a chacune de ses deux variables.

Définition 1.7.2. On dit qu’une forme bilinéaire a(-,-) : E x E — R est

1. Continue sur E X E s’il existe une constante C' > 0 telle que
| a(u,v) |[< C|lu|l||v| Yu,v € FE.
2. Coercive (ou E-elliptique) sl existe une constante o > 0 telle que
a(v,v) > aljv|)? VveFE.

Lemme 1.7.1 (Lemme de Lax-Milgram). Soient :

(i) E un espace de Hilbert réel de produit scalaire (-,-) et de norme || - ||.

(ii) Une forme bilinéaire (u,v) — a(u,v) continue sur E x E.

(iit) Une forme linéaire L continue sur E.

On suppose que la forme bilinéaire a(-,-) est E-elliptique alors le probléme variationnel sui-
vant :

P) Trouver u € E tel que
a(u,v) = L(v) Vv eEE,

admet une solution unique u € F.

1.8 Une formule de Green sur un polygone

Rappelons d’abord les formules de Green usuelles qui sont valides dans tout domaine

lipschitzien borné suivant Necas [12] :

11



1.8. Une formule de Green sur un polygone

Théoreme 1.8.1. Soit ) un ouvert borné de R™ de frontiere lipschitzienne I'. Alors pour
u,v € H'(Q), on a :

(1.13) /v@iudx:—/u@ivdx+/7u7vnida.
Q Q r

Ici, n; désigne la i éme composante du vecteur normal a I' orienté vers lextérieur de €.

Par conséquent, sous les mémes hypothéses sur €, on a la demi-formule de Green

ov

/uAvd$+/Vqudx:/'yu’y<—> do Yu € H'(Q) et ve H*(Q),
Q Q r on

ainsi que la formule de Green

B ov ou 9
/QuAvdx—/QvAudx—/F’yu’y<an) da—/rfyv’y<an) do Yu,v € H*(Q).

Théoréeme 1.8.2. Soit Q) un ouvert borné de R" de frontiére lipschitzienne 9S). Alors pour
u € H(div,Q) etve H(Q) on a :

(1.14) /divuvdx = —/qudx—l— (u.n,v)aq,
Q Q

tel que
H(div,Q) = {u € L*(Q)";divu € L*(Q)} .

Proposition 1.8.1. Soit v € D(A, L*(Q)). Alors, on a

(1.15) (u, Av)g = (v, Ao = D {(4500,0,75u)-3/2,~ = (503 YO, ) 172,75

J

quel que soit u € HX(Q) telle que vju € H32(T;) et YjOn, U € HY2(T'}) pour 1 < j < N,
ot (-, ) _g/2.~ (resp.(-,-)_1/2,~) désigne le produit de dualité dans H=32(T;) x H¥*(T;)
(resp. HV2(T;) x HY2(T})), et (-,-)q désigne le produit scalaire dans L(52).

Proposition 1.8.2. Soient Q0 un ouvert de R™ et Q = Q. UQ_ une décomposition de Q) telle
que :
1. Q4 est un ouvert de R™ de frontiere lipschitzienne I'4.

2.0, N0 =0et Q. NQ_ =13 (on note ne la normale orientée vers lextérieur de
Qq).

On suppose que v € HY(QF) telle que vy = v_ sur ¥ ( vy représente la restriction de v sur

Q). Alors v e HY(Q).

12



1.8. Une formule de Green sur un polygone

Lemme 1.8.1. pour toute fonction u € H*(2), on a lestimation suivante :
(1.16) 1Aullog < V2lull20,

par conséquent A est un opérateur continu de H?*(QY) dans L*(9).

Proposition 1.1. Soit v € H'(Q) et Av € L*(Q)). Alors, lapplication
V> 70,0

qui est bien définie pour les fonctions de H*(SY) permet un prolongement unique et continu

en une application de [’espace
E(A, L*(Q)) :{U c H'(Q)|Av € Lz(Q)},

dans I:j_l/Q(Fj). De plus, on a
N
(1.17) (Av,u)g = —(Vu, Vu)q Z VO, 05 ViU 172,

quel que soit u € H'(Q) tel que vyju € FIl/z(Fj) pour tout 1 < j < N.

13



CHAPITRE 2

PROBLEME STATIONNAIRE

2.1 Position du probleme

On s’intéresse a 1’étude de la régularité de la pression p, solution du probleme (Pp), qui

devient par élimination de la vitesse u

( 1
Oup — po c2 div(—grad p) = 0 dans Q x ]0, T[, T > 0,
Po

p(0,2) = po(x) dans €,
atp(ovx) = pl(x) dans Q7
| p = 0 sur 90x]0,T],

Po, p1 sont des données que 1'on précisera ultérieurement et 9€) désigne la frontiere de €.
Afin de faciliter ’étude, on se place dans le cas d’un quadrilatere convexe ) dont Ia frontiere

rencontre Y suivant des angles droits comme le montre la figure suivante :

14



2.1. Position du probléme

On notera dans la suite par :
O=0Q, U, USUQ_;
00 =Ty,
0, =¥ UXuly;
0N_ =3 UX Ul
> = 31 U2 est 'interface dont le point singulier est placé en O.
w désigne 'angle intérieur de €2, au sommet O .
po est une fonction constante par morceaux valant par dans €2 et p, dans €2_.
On suppose : pg, py > 0 et pg # pg -
Nous nous intéressons a la singularité générée par un point anguleux de . Cette sin-
gularité est indépendante des données py et p; deés que l'on s’intéresse a des solutions p
suffisamment régulieres.

L’étude du probleme (Pf,)" nécessite d’abord 1’étude de probleme stationnaire associé suivant :

1
(P, —div(%gradp) = f dans Q,
L

p =0 sur 012,

avec ’hypothese f dans L?(2) pour assurer I'existence et 1'unicité d’une solution variation-
nelle p dans H} (). Cette solution p n’est pas dans H?(Q2) en général, et notre but est de
donner de maniere précise la structure de cette solution.

La solution p € H}(Q) de (Pr)” vérifie

(

1
—— Apy = fi dans L?(Q.),

Po
=0sur I'y,
(2.1) D+ +
P4+ =p-sur X,

10 1 Op_
T& + __L:O sur X U X,
pg Onge py On

ou py et fi (resp. p_ et f_) sont les restrictions respectivement de p et f a Q4 (resp. Q_).
ny (resp. n_) désigne la normale a ¥ orientée vers I'extérieur de €2 (resp. £2_), on note [v]x

le saut de v a travers I'interface X,
W]z = (vy —v-)s.

La derniere équation de (2.1) est entendue au sens de H~/2(%).
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2.2. Formulation variationnelle du probléme stationnaire

2.2 Formulation variationnelle du probléeme stationnaire

Une solution de (2.1) se raccorde en valeurs a travers l'interface X et s’annule sur le bord
de Q. Ainsi, nous somme amenés naturellement & rechercher la solution dans Hg ().

Comme py € H'(24), alors d’apres la premiere équation de (2.1), p+ € E(A, L*(Q1)) et on a

‘Z/ x Apividx_/fvdx Yo € HY(Q).
Qi Q

Po +

De plus, du fait que v € Hy(Q2), on a (vy)r, =0 € HY2(Ty); et (v4)e = (v2))m € HY2(S).

On est alors en mesure d’appliquer la formule de Green (1.17), d’ou

1 1 1
- Apivydr = . Vpy Vo de — <an+p+av+\2> 1/2,~)
Po Q4 Po Q4 pO
et ] 1
- — Ap_v_dr = — Vp_Vu_dx — —<8 _p—,v_ ‘g> 1/2,~5
Po Ja_ Po Ja_ Po

En tenant compte des conditions de transmission, on trouve :

1 1
_Z/ _iApiUidx:/—VpVde
T Jat o Q Po

Ainsi la formulation variationnelle du probleme stationnaire est :

Trouver p € Hi(Q) tel que

(Po)
a(p,v) = L(v) Yv € H}(Q),

ot pour tous p,v € Hi(Q)
1
a(pav) - (p_vp7 VU)Q et L(U) - (f? U)Q-
0

Réciproquement, si p € Hj(2) est solution de (P,,), on a en particulier pou tout v € D(£2;)

1
a(p,v) = Z( —0ips, Ov)a,
i—1 Po

2
1

= —+ E Oip+, Opv) D'(Q4),D(04)
Po =1

1
= __+<Ap+7U>D’(Q+),D(Q+)
0

= (fyv >D/Q+ D(Q4)>

16



2.2. Formulation variationnelle du probléme stationnaire

ce qui donne

1
(2.2) — —Apy = fy dans D'(Q).
Po
Comme f, € L?(Q,), cette équation est vérifiée dans L*(€), ), donc presque partout sur €.

De méme, en choisissant v dans D({2_), on obtient

(2.3) — %Ap_ = f_ dans Q_,

Po
d’out la premiere équation de (2.1). La deuxiéme et la troisieme équation de (2.1) sont satis-
faites car p € H} ().
Pour vérifier la derniere équation de (2.1), on applique la formule de Green (1.17) a la
formulation variationnelle (F,,). On obtient en tenant compte de (2.2) et (2.3)

alors

1

1
(2.4) <(p—03n+p+ + Oan_Pf)\EaU+|z>—1/2,~ =0 Yove Hy(Q).

p

~ Ny
Soit h € HY*(X), alors (h,0,...,0) € [[ HY*('}) et les conditions de raccord (1.9) sont
j=1
vérifiées, d’aprés le Corollaire 1.6.1 (appliqué a 0, et Q_ séparément) il existe v; € H*(£2,)

et vy € H'Y(Q) tels que (v1)x = (va);x = h, (v1)r, = (v2);r_ = 0. En posant v = v; dans
Q, et v = vy dans _, il résulte alors de la Proposition 1.8.2 que, v € Hj(f2). Ceci nous

permet d’écrire (2.4) comme suit :
(=0n_py + —0u_p-)ss h)-1p2~ =0 Vhe H/(X),
Po Po

d’otut la derniere équation de (2.1). En résumé, on vient de démontrer la

Proposition 2.2.1. Une fonction p telle que px € H'(Q4) est solution du probléme station-

naire (2.1) si et seulement si p solution du probléme variationnel (P,,).

Proposition 2.2.2 (Existence et unicité de la solution variationnelle). Pour tout f € L*(Q),

le probleme (P,,) admet une solution unique p € Hg ().

Preuve. Pour tous p,v € H}(Q), on a par 'inégalité de Cauchy-Schwarz

alp.o)l < [ o) Vple)Vota)| do
1

1
< max (—, —) [plio o]
Po  Po
1 1
< max (=, —) plha ol
Po  Po

17



2.3. Régularité en dehors du point singulier de I'interface

d’ot la continuité de la forme bilinéaire a(-, ) sur Hy(Q) x Hg ().

D’autre part,

a(v,v) = /Q pio(a;)(w(x))?dx

11,
2 m1n<_+7_—)|v|1,52>
Po  Po

. 1 1
> min <—+, —,)C(Q)HUH%W
Po P

0 0

grage I'inégalité de Poincaré (1.1), d’ott la H} (Q)-ellipticité de af(-,-).
Finalement, on a par 'inégalité de Cauchy-Schwarz

A\

(L) < [l fllocllvlloc
< | fllosllvlle;

d’ott la forme linéaire L est continue sur H} ().

On conclut grace au lemme de Lax-Milgram. O

2.3 Régularité en dehors du point singulier de I'interface

2.3.1 Régularité au voisinage d’un point régulier de X

La régularité H? a I'intérieur de 2, ou 2_ est bien connue [6]. Tout revient alors & étudier
p dans un voisinage d’un point de ¥ qui ne contient pas le point singulier O et des points
anguleux de 0€2. On considere par exemple un point M de 3.
Soit ¢ une fonction C*° a support compact au voisinage de M, paire par rapport a y et égale
a un pres de M.
On considere alors ¢ = pp, prolongement de ¢ p par zéro a R? tout entier. Alors g est solution
de

—div(pigrad q) = f1 dans R?,
0

avec po = pg (resp. po = py ) dans R? (resp. R?) et f; € L*(R?).

D’apres [11], la restriction ¢, de ¢ & R% est dans H?*(R%) et la restriction ¢_ de ¢ & R? est
dans H?(R%). Ainsi, la solution p de (P)" ne présente pas de singularité autre que le saut
de la dérivée normale sur ..

18



2.4. Régularité au voisinage du point singulier de l'interface

2.3.2 Régularité au voisinage des points anguleux de I’y et des points

anguleux de I'y N X

La régularité H? au voisinage des sommets de € est une conséquence de notre choix. En
fait, les angles de 2 en ces sommet sont inférieurs a 7 et les conditions aux limites choisies
sont celles de Dirichlet.

La régularité H? de part et d’autre de ¥ au voisinage d'un des points P ou @ peut étre
obtenue par la méthode des réflexions apres localisation qui nous permet de nous ramener
a la situation du paragraphe 2.3.1. Par suite, les singularités sont localisées au voisinage de

I'origine O. En conclusion nous avons :

Proposition 2.3.1. Soit V' un voisinage de l'origine O. Soit p, (resp. p_) la restriction de
p, solution variationnelle du probléeme (Pr)", a Qy (resp.Q_). Alors py € H*(Qy — V) et
p_ € H*(Q_-V).

2.4 Régularité au voisinage du point singulier de I'interface

L’étude de la régularité de la solution au voisinage du point anguleux de ¥ sera faite en

utilisant la technique des estimations a priori développée par Grisvard [8].

2.4.1 Estimation a priori pour les solutions régulieres

Définition 2.4.1. On définit l’espace des solutions réguliéres du probléme (P,,) de la maniére

sutvante :

W z{p = (p,p-) € H* Q) x H*(Q);pajp, = 0, (py—p-)jm =0 et

g, =0 i:1,2}.

W est un sous-espace fermé de H%(€2, ) x H*(Q_) pour la topologie associée & la norme :

Pl = I+, p ) = P+l + -l )-

On notera que si p = (p;,p_) € W alors :
e p € H}(Q) grace a la Proposition 1.8.2.

1 1 1
) —div(—gradp> € L*(Q) puisque —div(—grad pi> = ——Apy € L*(N).
Po Po Po
Définition 2.4.2. On note W° le sous-espace de W formé des fonctions p nulles a l’origine.

La proposition suivante [3, Proposition 4.1] permet de préciser les espaces des traces des

fonctions p = (py,p_) de W ainsi que ceux de leurs dérivées normales sur ; et Y.
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2.4. Régularité au voisinage du point singulier de l'interface

Proposition 2.4.1. L’application T :

ap-‘r ap— |2 ) (6p+ ap

p= (er?pf) — ((p+‘217p7|21>7 (p+‘227p*|22)7 (an+|217 on an+’227 an: ‘ZQ))?

est linéaire, continue et surjective de WO sur le sous-espace de H¥2(X,) x H3/2(%,) x
HY2(31)% x H32(3,)2 formé des triplets (g1, g2), (hi, hy), (hi, hy) tels que :

1 1
—hi{ + —hi = 0sur Xy,
Po Po
1 1
—h3 + —h3 = 0surX,.
Po Po

Remarque 2.4.1. Introduisons une fonction oy € D(R?) a support dans 0, qui vaut 1 au
voisinage de l'origine O et qui ne dépend que de r, distance a l’origine O.

On vérifie facilement que oo € W. De plus, on peut écrire tout élément p de W sous la
forme :

p=p(0,0) po+p avec pe W

Ainsi, l'espace des traces des fonctions de W est celui des traces des fonctions de W° aug-

menté de l’espace engendré par celles de ¢y.
Dans la suite, on aura aussi besoin de la proposition suivante :

Proposition 2.4.2. Pour tout p e W, on a :

1 1 1 2 I X N e
—|Ap Qdm—{—/ —|Ap_|Pdx = — ‘ dx
/m e o=\l | e Dudy
1 *p_|* |- " |0%p- |
+ = P 5|+ i b dz.
po Ja_ \| Ox 0y? 0xdy
Preuve. Voir la preuve de la Proposition 2.2.2 de [10]. O

Finalement nous avons le

Théoréeme 2.4.1. [] existe une constante C' > 0 ne dépendant que des diameétres de §2, et 2_

et de la densité py telle que :

(2.5) Ipllw < C([AP+ 20y + [|AP-[lL2()) VP € W.
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2.4. Régularité au voisinage du point singulier de l'interface

Preuve. Soit p € W. Posons

1
——Apy dans Q,
Po

1
——Ap_ dans Q_.
Po

Alors p est solution variationnelle du probleme :
.1
—div(—grad p) = f € L*(Q),
Po
p € Hy(Q).

i.e. p est solution de

1
/—Vvad:E:/fvdx pour tout v € Hy(S2).
Q Po Q

En particulier, pour v = p, on obtient :

1
/—|Vp|2dac:/fpdx.
Q Po Q

Alors

11 9
min(—, —) [[Vplloq < [[flloo IPlog
Po  Po

ce qui donne par application de I'inégalité de Poincaré (1.1)

o101
min(—, —) [Vplgq < (@) [1floq Veloq
Po  Po

donc
a|[Vpllgg < (@) [[flloq < (Bl APo0,
1 1

ot = min(—, —) et B = max(—, —).

o Po  Po o Fo
Ainsi

c(Q)p

(26) 19lna < (S22) 188koo.

On en déduit en utilisant encore une fois I'inégalité de Poincaré que

27) IPlus < @I ¥plua < @ (2 ) Iaplon
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2.4. Régularité au voisinage du point singulier de l'interface

Il en résulte de (2.6) et (2.7) que

A AN
ol + 19010 < @' () 1anla + (@2 (£) 1801
d’ou
6 2
(25) ey < @1+ (2 lplie

La majoration de la semi norme d’ordre 2 de p est obtenue en utilisant la proposition 2.4.2.

En effet, on a

1 2 1 2 1 o b+ o b+ éﬂpi 9
l8pelia, + = 18p e =30 (u 5x Ios + 15,5 . +21 55 3. )

0 0 +

Donc

1 (9 P+ 8 P+ 82pi 2 1 1 9
> (152 B, + 1 G R + I B ) < 804, + 18-
<p (HAPJr”(Q),Q+ + ||Ap—||g,ﬂ,) .

Alors

9*p 9*p 9*p B
29 3 (1 . 155 o, + g5 in, ) < 5 (1891, + 100 a ).

. : 2
On est maintenant en mesure de majorer ||p||;;,. En effet :

Il = lplfa + > > 10%p.t -

+ |a|:2

En utilisant (2.8) et (2.9), on obtient :

B

Ipll7 < <C(Q)2(1 +¢(Q)?) (E) LB

a) (HAP+||3,Q+ + ||Ap—“3,9_) :

Par conséquent

5 o 172
ot < 2 (@ + @)+ ) (18pelos, + 18- oa. )

ce qui acheve la démonstration. O
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2.4. Régularité au voisinage du point singulier de l'interface

Considérons l'opérateur différentiel d’ordre 2, noté L, défini par

L: W — LX) x L)
1

1
(py,p-) ¥ L(py,p-) = (—FApy, —Ap_).
Po Po

Proposition 2.4.3. L est un opérateur injectif a image fermée.

Preuve. Soit p € W tel que Lu = 0, alors Apy = 0, ce qui permet de conclure grace a
I'inégalité (2.5) que
[p+ll20, = [Ip-[l20- =0,

par conséquent p, = p_ = 0.
Montrons maintenant que Im(L) est fermée dans L*(Q,) x L?(Q_). En effet, soit (p™) une
suite de W telle que Lp,, converge vers (vy,v_) dans L*(Q) x L?(Q_). Ceci implique que

1
(— ApT) converge vers vy dans L*(Qy), donc (ApT) est une suite de Cauchy dans L?(£24.).

0
On déduit alors de I'inégalité (2.5) que (p7') est une suite de Cauchy dans H?(Q4) qui est
complet, ainsi (p7') converge dans cet espace. Soit

p+ = lim p dans H*(Qy).

m— 00

Comme l'opérateur de Laplace A est continu de H?(Q2y) dans L?(Q4) (Lemme 1.8.1),

1 1
(— Ap'T) converge alors vers (— Apy) dans L?*(Q ). Par conséquent vy = (—Apy) d’apres
0 0 0
I'unicité de la limite.

Il reste & vérifier que p. € W. En effet, il est clair que px € H?(Q.). D’autre part, grace a
la continuité de I'application :
P+ = {P+py > Onypxyr, } de H?(Qy) dans H*?(T'x) x H'?(T'+) (Proposition 1.6.2), on a :

(2.10) <p$|Fi> converge vers pip, dans H32(Ty),
(2.11) (p5) converge vers py s dans H3*(%),
(2.12) et (8nip;”|2) converge vers J,, pys; dans HY2(%).

Tenant compte de (2.10) et du fait que Pip, =0 (pt € W), on obtient py ., = 0.
D’autre part, (2.11) avec la continuité de p™ a travers l'interface (me = pﬁ”m) permet de

conclure que pi |y, = p_s.

Finalement on a (—0,,py + —0,_p-);z = 0 grace a (2.12) et la condition de transmission
Po Po
1 1
(00, )i = (——=0,_p")s,
Py + Po |
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2.4. Régularité au voisinage du point singulier de l'interface

vérifiée par pl' puisque pT' € W. n

2.4.2 L’espace N

L’objectif de cette section consiste en I’étude du supplémentaire orthogonal de Im(L)
dans L?(Q2,) x L?(Q2_). Pour cala, on notera : R = Im(L) et N = (Im(L))* son orthogonal
dans L*(Q,) x L?(2_). Par définition

1 1
(2.13) N = {qi € L*(y) | p—+<Q+,AP+)Q+ + pf(q,,Ap,)Q_ =0 Vpy € W}
0 0

On notera aussi

D(L, L*(Q)) = {g= € L* () | Age € L*(Q1)},

le domaine d’extension maximale de I'opérateur L. Dans la suite, on aura besoin du résultat

suivant qui permet de donner un sens a la trace des éléments de D(L, L*(24)).

Lemme 2.4.1 (Prolongement de ’application trace pour les éléments de D (L, L*(Q))).
L’application trace vy, définie par

(2.14) v (4, q-) = ((qihpi,[qhz?(pg oy, oo an_)z)

pour (qy,q_) € D(Q,)xD(Q_) se prolonge par continuité en une application de D(L, L*(Q4))
sur
HY2(Dy) x HV2(2) x H32(%).

De plus, on a la formule de Green

1 1 1 1
—+(Ap+a Q+)Q+ ——+(p+, AQ+)Q++__(AP—7 Q—)Q, ——_(p_, AQ—)Q,
0 Po Po Po

(2.15)

1 1 0q. 1 0q_
E qt, —O0n 1) —172.~— ¢z, anp+> 12~ ((—5—+—=—)in, P+)-3/2.~
— 0 + / 4| po / +3n+ Py On_ | /

pour toute fonction p € W qui vérifie la condition
(C) (anip:t>|Fi S ﬁ1/2<ri)7 (an+p+)|2 S ﬁl/Z(Z) et <p+)|2 S ﬁ3/2(2)

Preuve. Voir Proposition 2.3.2 dans [10]. O
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2.4. Régularité au voisinage du point singulier de l'interface

Proposition 2.4.4. Soit (¢;,q_) € N alors :

(Ags =0 dans D'(Qy),
g =0 dans H-Y2(Iy),
qr —q_- =0 dans Iflfl/Q(Ei), i=1,2,
1 0qy n 1 0q_

— — = =0 dans H32(%,), i =1,2.
(pg Ony— py On (=

(2.16)

Preuve. Soit (q;,q_) € N alors ¢» € L*(Q) et pour tout (p,,p_) € W, on a:

1 1
— | Apyg+— | Ap_qg =0
Po Jay Po Ja_

Comme D(21) x D(Q_) C W, on a

1 1
—+/ Apygr+— [ Ap_qg =0 V(py,p)€D(Qy) x D).
Po Jay Po Ja_

En particulier, si py = 0 on trouve

1
—— Apf q- = 0 vp* € ID(Q*%
Po Ja_

qu’on peut aussi écrire

%(Q—, Ap-)p oy =0 Yp- € D(Q.),
puisque ¢_ € L*(Q_). Ceci implique que Ag_ = 0 dans D'(Q2_).
On montre de maniere similaire que Ag, = 0 dans D’(€2,). D’ou la premiere équation de
(2.16). De plus, (q+,q-) € D(L,L*(24)). Ceci permet de donner un sens a la trace de ¢y
(resp. ¢_) sur I'y et & (resp. I'_ et &) en tant qu'éléments de H=Y2(T',) et H-Y/2(2) (resp.
HY2(T_) et H2(X)).
Etant donnés ¢ € H32(X) et 1y € HY2(I'y), le Théoreéme de trace 1.6.2 implique

I'existence d’un relevement py € H?(Q1) tel que

(2.17) P+, =0, 8nipi\1“i =91, Prx =, anipi\z =0.
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2.4. Régularité au voisinage du point singulier de l'interface

Il est clair que (py,p_) € W, ce qui permet d’appliquer la formule de Green (2.15) :

1 1 1 1
—+(AP+7Q+)Q+ - _+(p+7 AQ+)Q+ + —_(AP—aQ—)Q, - __(p—7 AQ—)Q, =
Po Po Po Po
1 1 0q, 1 0q_
(e, =V4)-1/20 + ((—5— — )12 ) —3/2,~5
Zi: Po / psOny  py on_ /

tenant compte de (2.17). Comme Agy = 0 et p. € W, les intégrales sur Q. s’annulent ce

qui donne

1 1 O0qy 1 0q_
S (g =) 1o+ (it =), ) gan = 0.
- <q:t7 p(:)t ¢i> 1/2, + <(p8— an+ + pa an_)|2 90> 3/2,

En faisant varier 14 et ¢ dans HY2(I'.) et H32(X) respectivement, on obtient la deuxieme
et la quatrieme équation de (2.16).

D’autre part, d’apres le Théoreme de traces 1.6.2, étant donnés ¢,y € f[l/z(Z), il existe
p+ € H*(Q.) vérifiant :

pi|1"i = 07 anipiu"i = 07 pi\z = 07 an.;_er‘E =@, an_pf|2 = 1/}7
. .. 1 1 )
la fonction 1 est choisie telle que —v = ——¢, de sorte que p. € W. Appliquons la formule

Po Po
de Green (2.15), on obtient

1 ~
(lq)=, p—+90>71/2,~ =0 Ve H?Y),
0

d’ou la troisieme équation de (2.16). O

Proposition 2.4.5. Soit V' un voisinage quelconque de l'origine O et Qs = Q\V. Si(qe,q ) €
N, alors gy, € H2(Qy).

Comme dans la Proposition 2.4.1, nous allons étudier ¢ = (¢, ¢_) élément de N au

voisinage d'un point M de ¥; ou X5 et des points P et @ :

a) Régularité au voisinage d’un point M de ¥; ou >,
Considérons par exemple un point M de Y. Soit une fonction ¢ € D(RY) valant 1 au voi-
sinage de M. On suppose que le support de ¢ est contenu dans un rectangle R centré en M

ne rencontrant pas I' U ¥;. On suppose de plus que ¢ est paire par rapport & .
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2.4. Régularité au voisinage du point singulier de l'interface

2
Q
Q. e
Po ¢
w M Ry
R_| %

Posons ¢ = ¢ q restreinte au rectangle R. Alors ¢ est nulle au voisinage de OR.
Notons Ry = RN Q4.

Montrons que gy = g, € H?*(R.). Pour cela on définit dans R, les fonctions :

Ry

@ = q(x,y) — q(z, —y),

et ] ]
Po Po

Par calcul direct, ¢ est solution d’un probleme de Dirichlet de la forme :

Aqp =g € H'YRy),

(F1)
g1 =0 sur OR, ausens de H Y2(OR,).

Soit s; € H}(Ry) la solution variationnelle du probleme (P). Alors ¢; — s; est dans L?(R,)

et vérifie :
Al —s1) =0 € D'(R),

g1 —$1 =0 sur OR,.

On en déduit que ¢; — s; = 0 (Grisvard [8]). On vérifie de méme que g, est solution d’un

probleme meélé :

Ap =g, € V',

Go = 0sur OR, N,
9

92 _ 0 sur OR, N3,
on

ou V' est le dual de V = {p € H'(Ry),ppr.no, = O} i

En raisonnant comme pour ¢;, on en déduit que ¢, € V. Par suite, g, € H'(R,).

On montre de méme que ¢_ = gr, € H*(R_). Comme ¢, = gsur 9RyNX, ona g e H'(R).
Ceci étant, on vérifie que g; € L*(Ry). Donc ¢, € H*(R_). De méme q_ € H*(R_).

b) Régularité au voisinage du point ()
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2.4. Régularité au voisinage du point singulier de l'interface

L’étude de g = (¢4, q_) au voisinage de @) repose sur le principe des réflexions.

En effet, on considere une fonction g € C*(R?) a support au voisinage de @ et valant 1 pres

de Q.
On considere encore une fois ¢ = g dans un rectangle R contenu dans €2 et dont un coté

est porté par I'y.

Q- pg CS_ Yo

Par réflexion, on prolonge ¢ au rectangle double obtenu a partir de R par une symétrie par
rapport a 7. On utilise & cette étape les résultats du cas a) pour conclure que ¢ est H? par

morceaux au voisinage de ).

c¢) Régularité au voisinage de 1’origine O

Au voisinage de 'origine, Q0 et _ sont décrits en coordonnées polaires (r, ) par
Qp={(r0):0<ret0<6<w},

et
Q_={(r0):0<retw<6<2r}.

Soit Dy le disque de R? de centre 0 et de rayon 1
Dy={(r,0):0<r<let0<6<2r}.

Un élément ¢ de N est solution, en coordonnées polaires, de

9 19g. 119g 19,10
(2.18) =y o2y d

Ay S Ds.
ar " po Or r po Or 7"2(90(p06’8) 0 dans Do

Cette équation aux dérivées partielles nous amene a utiliser la méthode de séparation des va-

riables. En effet, on pose : ¢(r,0) = R(r)y(#), ce qui donne 1'équation différentielle homogene
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2.4. Régularité au voisinage du point singulier de l'interface

suivante

RO R+ SR )+ e

ce qui nous conduit au probleme de Sturm-Liouville :

L /— ! ans 7[;
~(7@# ) =@ o

(2.19)

p € H'(]0, 27]);

La notation ” ' 7 désigne la dérivation par rapport a 6. Nous pouvons supposer que la fonction

densité py dépend uniquement de 6 ; elle vaut :

pg pour 8 €]0, wl,
po(0) =4~
po pour 8 €|w, 27].

Lemme 2.4.2. Soit H l’espace de Hilbert L*(]0,2n[) muni du produit scalaire

(2.20) (o) = [ —gelonii6)do.

L’opérateur A de domaine

o) ={pe o | (o )< P},

défini par

Yo € D). Ap = -ml0) 3y ().

est autoadjoint, positif et a résolvante compacte.
Preuve. Voir Lemme 2.3.8 de [10]. O

Proposition 2.4.6. Les valeurs propres (\) dépendent uniquement de w, p§ et py et vérifient :
0=X<1/4< XA <1< A< A3--- < M\ — F00,
elles sont données par l’équation caractéristique :
(05 + po)*sin® VA = (pf — pg )? sin®(m — w)VA = 0.

Les fonctions propres ¢ associées auz valeurs propres Ap forment un systéme orthogonal
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2.4. Régularité au voisinage du point singulier de l'interface

complet de L*(]0,2x[) c’est a dire :

21
/ gok(ﬁ)cpl(e)dé = C’kélk
0

Preuve. Le probleme de Sturm-Liouville (2.19) est équivalent au systeme suivant :

(

¢L(0) + Ap1(0) =0 dans ]0,w],
©"(0) + \p_(0) =0 dans Jw, 27|,
0+(0) = p_(2m),
p1(w) = p-(w).
po ¢4 (0) = pg ¢’ (2m),

|00 ¥ (W) = pg el (w),

ol ¢ (resp. ¢_) est la restriction de ¢ sur |0, w| (resp. |w, 27]).

Ce probleme admet une solution générale de la forme
0+ (0) = A* cos(VA) + BEsin(V\).

Les conditions de transmission se traduisent par un systeme linéaire d’ordre 4 dont le déter-

minant, noté F(\), est donné par

1 0 —cos(2mVA)  —sin(27V/A)
cos(wv/\) sin(wv/\) — cos(wv/A) — sin(wv/\)

0 Po pd sin(2mV ) —pd cos(2mV/N)

—pg sin(wvA) py cos(wVA)  pg sin(wvA)  —p cos(wv/X)

F()) =

= (pg + o) sin® TV — (pf — pg ) sin®(m — w)V/A.

On se propose d’étudier les zéros de F'. Pour cela et sans perdre en généralité, on suppose
05 >y et 0 <w <.

Il est facile de voir que F'(A) > 0 pour tout A €]0,1/4[ et F(1/4).F(1) < 0. On en déduit
alors grace au théoreme des valeurs intermédiaires qu’il existe A; €]1/4, 1] tel que F'(A;) = 0.

L’unicité de A provient de la contraction forte de la fonction :

g(x) = — arcsin((g;%) sinz(m —w)) VA €|1/4,1].
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2.4. Régularité au voisinage du point singulier de l'interface

Pour tout k£ de N nous avons :
F(k) = —(p§ — py)?sin?(kw) < 0,

F(k+1/2) = (pg +py)° = (pg — po)?*sin’*(k +1/2)(m —w) > 0,
F(k+1) = — (o5 — p sin(k + 1)) < 0,

ce qui implique d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires que F' admet au moins deux
racines distinctes dans 'intervalle [k, k + 1].

Pour la démonstration du deuxieme résultat de la proposition, notons d’abord que 'opéra-
teur non borné associé au probléme de Sturm-Liouville (2.19) est autoadjoint, positif et a
résolvante compacte (voir [10, Lemme 2.3.8]). Ainsi le résultat désiré est une conséquence

directe du théoreme spectral des opérateurs autoadjoints a résolvante compacte. O

Théoreme 2.4.2. Un élément q de N peut étre décomposé sous la forme :

Q(Ta 9) - er(rv 6) + QS(rﬂ ‘9)7

avec :
qr(r,0) = ag + Z arY o (0) € H'(Dy).

K>1
qs(r,0) = byr~V o (0) € L3 (Do) — H(Dy).

ag, ay et by sont des constantes réelles. Les coefficients A\, sont solutions de [’équation carac-
téristique de la Proposition 2.4.6.
De plus, la suite (ay)y vérifie :

Z \a; < +00.

K>1
Preuve. Pour tout r > 0 fixé, q(r,0) élément de N, est dans H'(]0,2x[). On conclut alors
que pour un r fixé de lintervalle ]0,1[, ¢(r,0) € D(A), ceci nous permet de considérer
q(r,0) comme une application de |0, 1] dans l'espace D(A), qui associe a chaque r €0, R|
I'application ¢(r,0) € D(A).
Alors 'équation (2.18) peut étre écrite comme suit :
9 1dg. 119q 1

+ -———— —Aq =0dans D.

(2.21) E(%E rpoOr 12

Puisque ¢(r,0) € D(A) C L*(] — w_,w,[), on peut alors le développer en série de fonctions

31



2.4. Régularité au voisinage du point singulier de l'interface

propres normalisées (&) de 'opérateur A, on a :
ekl / k1
q(r,0) = ¢, (0 Z vk (r)px(0) dans Dy,
k>0

ou

1 S|
'Uk(r) = (QT(0)7 SOk’) = m/o po—w)qr(ﬁ)gok(é) do.

L’équation (2.21) devient alors :
W) + 1 S o 0)a0) — = S uklr) Aga(6) =0,
£ r r
>1 k>1 k>1

ce qui implique

Z <vk”(7“) + %vk’(r) — le/\kvk(r)) wr(0) = 0.

k>1

1
Comme (. )x, est un systeme orthogonal complet de L?(]0, 27[), 'équation div(—grad ¢) =
Po
0 donne alors : . X
o)+ o) = S =0 Yk EN,

La notation 7’ 7 désigne la dérivation par rapport a r. Cette équation différentielle admet

une solution générale de la forme
vg(r) = agrV 4+ ber VM Yk > 0,

vo(r) = ap + blogr pour k=0.

ou ay et by pour k£ € N* sont des constantes réelles.

D’une part, on a vg(r) = (¢,-(0), ), alors
on(r)* = I(q (9
1
" T ||4'/ O
1

= | SDk H4/ UT(e)pO(Q) df x /0 SOk(e)Po(@) do
1 2
| <Pk | / 00(9) do x| o |
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2.4. Régularité au voisinage du point singulier de l'interface

on en déduit que

1 1 1 27 1 1
vr2rdr§—// v (r, 0 rdrdd = ——|v||2 . < oo.
[ o< o [ e Ton 2 oo

D’autre part, on a
vg(r) = aprV M 4 bV,

ce qui implique
vi(r) = a2 P 4 b T2V 4 20,0y,

d’ou

1 1 1
/ vi(r)rdr = a} / P2Vt g 4 b; / P2V g 4 20, by
0 0 0

On pose :
1 1
I —ai/ P2Vt g ot I, = bz/ P2Vt gy
0 0

L’intégrale I; est convergente car \; >-1, et l'intégrale I, est convergente si A\, < 1, on en
déduit que by = 0 pour k > 1.

D’autre part, soit ¢ € D(R?) & support au voisinage de 0 ne dépendant que de r telle que
©(0) # 0. Il est facile de vérifier que ¢ € W. Par suite

1
/ div(—grad ¢)q = 0.
Do Po

En utilisant la formule de Green on obtient :

2m T2 1 1 1
/ / —VeVqrdddr= b<—+w + —(27 — w))w(O) =0,
o Jr PO Po Po

ainsi b = 0.

On obtient ainsi la décomposition :

q(r,0) = blr_mgol(g) +ag + Z akrmgpk(é’).
K>1

Comme ¢(1,6) € H'(]0,27x[), on a :

Z Az < 400,

K>1
et par suite ¢,(r,0) € H'(Dy). O

Revenons finalement a I’étude de la régularité de la solution p de (Pr)".

Considérons une fonction de troncature ¢ € D(R,) valant 1 au voisinage du sommet O.
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2.4. Régularité au voisinage du point singulier de l'interface

Corollaire 2.4.1. L’ensemble N est de dimension 1.

Preuve. La fonction ¢ (r,0) = r~V>1 ¢, (#) ¢(r) vérifie

1
—div(—grad ¢;) = g dans ),
(P) (perad o)
g1 =0 sur 0f2.

En effet, q1i|Fi =0, de plus ¢ — g7 =7 VM¢(r) (¢ (0) — 7 (0) = 0 sur ¥, et

peOny  pydn_ pf dy  pg Dy
1 Oqf dr  0Oqi db 1 Oq; dr  Oqi db
= ( (_1_+_1_) (T et 2
or dy 00 dy or dy 00 dy

107 1 0g L 9qf | 104

)

=<%>< ol (6)+ —Oso1<>>sine>
o) - 0 LA O D,

- <%>(—%wr<o> 4 (0)sin0)
e s

= 0.

On a :
) + L ) + ol 1 g
oV

g ()R (6) + 26 () 7"8 oi(0)
= AdrVMpu(0) + S(r)A(r VM pi(6)) + 2VOV (1 )p(0).

Et on a 7~V g, (6) est harmonique de part et d’autre de 3, alors
Agi = Agbr‘mgokw) + 2V¢V(r‘m)gpk(0),

donc

1
——iAqu =g dans Q.
Po

Ceci montre que ¢; est solution du probleme stationnaire (2.1) avec f = g.
g étant dans L%(€Q), il existe alors une solution faible U € H} () solution de (P).

34



2.4. Régularité au voisinage du point singulier de l'interface

Par conséquent :
1
—div(—grad (s —U)) =0 dans €,
Po

¢ —U=0 surdf.

Posons S* = ¢; — U appelée fonction singuliere duale. Elle est non nulle puisque ¢; €
L*(Q) — Hg(Q) alors que U € HY(Q).

Soit ¢ € N et q(r,0) = bir YV p1(0) + ag + 3 jesq arrY @1 (0) son développement dans Dy
donné par le Théoreme 2.4.2. Vérifions que ¢ — by S* € HY(Q). En effet :

la fonction de troncature ¢ vaut 1 au voisinage de 'origine donc S* —byr—v*1p,(8) € H(Dy),

on obtient :
q(r,0) —aog— > ayr¥ M ep(0) = —(bi(S* — Vg (0) — )
k>1
= —bl(S* —r /\1@1(9» + bls*,
alors
q(r,0) —ap — Z aprYM — by S* = —by(S* — VM (6)),
k>1
d’ou
(2.22) q(r,0) —ag — Zakrm — b,.S* € H'(Dy).
k>1
D’apres le Théoreme 2.4.2, on a
(2.23) ao+ Y aprY™ € H'(Dy).
k>1
D’apres (2.22) et (2.23), on trouve
(224) q — bl S* e Hl(D()),

comme ¢ — by S* € N, il résulte alors d’apres la Proposition 2.4.5 que ¢ — by S* € H*(Q).

D’autre part comme g — by S* appartient a N, ¢ — by S* vérifie
.1 .
—div(—grad (¢ — b; S*)) =0 dans Q.
Po
Par suite ¢ — b; S* = 0 c’est a dire que g = by S™.

Donc N est de dimension 1 et est engendré par S*. [
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2.4. Régularité au voisinage du point singulier de l'interface

2.4.3 Décomposition de la solution variationnelle

Lemme 2.4.3. La fonction singuli¢re S(r,0) = V1 p(0) ¢(r) est solution du probléme suivant

1 _
- x AS:‘: - Sj: c D(Qi),

Po
S:t|Fi =0 surl'y,
Sl =0 sur X,
1 0S5, 1 05_

— —— =0 sur X.
po Ony — py On-

Théoreme 2.4.3. Soit p la solution variationnelle de (P,,), il existe un nombre réel ¢ tel que
p=p.+cS e Hy(Q).

Preuve. D’apres la Proposition 2.4.3, L(W) est un sous-espace vectoriel fermé de L*(Q) x
L*(2_). On peut alors décomposer I'espace produit de Hilbert L?(2,) x L?(Q_) en la somme
directe de L(W) et de son orthogonal N qui est engendré par la fonction (S%,5%)

L(Q) x L* Q) =L(W)® N
=L(W) & [(57,57)].

Pour (fy, f) € L*(924) x L*(Q_), il existe p¥ € W et un nombre ¢ unique tels que :

1 1
(fe. f2) = (—p—+Ap;h —p—_Ap;) +c(S%,8%).
0

0

D’apres le Lemme 2.4.3, on en déduit que

1 1 _ 1 1
(f+7 f—) = (___t,-Ap:_) ___Apr ) + C(_+AS+, —_AS_%
Po Po Po Po
1
d’autre part (fy, f-) = ——Aps donc
Po

Apy = A(pE +¢Sy),

Soit w = p — (p, +¢S) € H}(Q), alors w est solution du probleme de transmission

1
—div(—grad w) =0 dans 2,
Po

w=0 sur 0f).

Ce probleme admet une solution variationnelle unique qui n’est autre que la solution nulle.

36



2.4. Régularité au voisinage du point singulier de l'interface

Par suite w =0, d’'ou p = p, +¢S.
En résumé, on a

Théoreme 2.4.4. Le probleme stationnaire

1
—div(p—grad p)=f dans(,
0

p=0 surdf,

admet une solution variationnelle unique p € H} () pour toute fonction f € L*(Q).

De plus, il existe une constante c telle que :
p(r,0) = p.(r,0) + ¢ S(r, ).

Avec p. = (pf,p;) € W et S(r,0) = VAL ©(0) o(r).
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CHAPITRE 3

ETUDE DU PROBLEME D’EVOLUTION

Revenons a notre probleme d’évolution

1

(attp —poch div(p—gradp) =0 dans$x]0,T7,
0

(P.) p(0,x) = po(z) dans (2,

Op(0,2) = pi(r) dans,

(p=0 surdQx]0,T].

Pour montrer I'existence et I'unicité d’une solution du probleme (Pr)’, nous allons utiliser

la méthode classique de Hille-Yosida pour des opérateurs maximaux monotones (voir Brésis

2]).

3.1 Réduction d’ordre

On commence par se ramener a un systeme du premier ordre, on procede de la maniere

suivante :

dp
On pose : %

= v, le probleme (Pp)’ s’écrit alors :

(atp —Uv= Oa
1
v — po 2 div(—gradp) =0 dans Q x ]0, T,
Po
p(0,2) = po(x) dans €,
(v(0,7) = pi(z) dans €.
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3.2. Existence, unicité et régularité de la solution

Posons : P = (p) et Py = (p0> de sorte que (Ppr)" devient :
v p

1

P+ AP =0 dans Qx]0,T7,
P(0,z) = Py(x) dans ,

0 -1
(1)

1
ot A est 'opérateur —pg c3 div<p—grad>.
0

(PL)//

avec

3.2 [Existence, unicité et régularité de la solution

On définit Pespace de Hilbert H = H} () x L?(Q) que 'on munit du produit scalaire :

1 1 1

P _ ~Vp V . :

(P,Q)n = Y41 Chdx‘i‘/ p1Q1d$+/ 2]92(]2d37
Q Po Q Po ¢y Q Po Gy

P2 qz
En utilisant les propriétés de pg et cg, on vérifie facilement que ce produit scalaire induit sur

pour tous P = P et Q= <QI éléments de H.

H une norme équivalente & la norme usuelle de H}(Q) x L*().

On pose
1
D(A) = {p e HY(Q); A, = div(p—gradp) € LQ(Q)} ,
0

muni de la norme :
HPH%(A) = lpllsa + VoI5 o + 125150

On considérera alors A comme un opérateur non borné dans H de domaine
D(A) = D(A) x H}(Q) C H,

tel que: A:D(A) C H— H et

—P2 _
A b1 _ ) 1 _ b2 ’
D2 —pPo Cy dlv(%grad p1) Apy

pour tout (py,p2) € D(A).

Lemme 3.2.1. A+ Id est un opérateur mazimal monotone.
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3.2. Existence, unicité et régularité de la solution

Preuve. i) On commence par montrer que A + Id est monotone.

En effet, on a pour tout P = Prl) ¢ D(A)

P2
1 1 1
(AP, P)y + (P,P)y = — | — Vp1 Vpadx — / 5 D1 Ppadx — / div(—grad p;) pedx
Q Po Q Po ¢y Q Po

1 1 1
+/—!Vp1\2d:c+/—2 p?d$+/—2 pada
Q Po Q Po Gy Q Po Cy

Appliquons la formule de Green (1.14), on trouve

1 1 1
/ div(—grad py)pede = — | — Vp1.Vps dz + (—Vp1.n, p2)an
Q £o Q Po Lo

1
== — Vplvp2 dl’,
Q Po

car po = 0 sur 0€2. Ceci donne

1
(AP, P)y + (P, P)ys = / LV Pda + / (12 = pr po +13) da
Q

Q Po

1 ) 1 1 >3,
= [ = d —py — °2 1 d
ey S (RO

>0

)
Po Cy

Y

donc A + Id est monotone.
ii) Montrons maintenant que A + 2/d est surjectif.

En effet, il suffit de trouver P € D(A) solution de 1'équation AP + P = F, ou F = <f>
g

donné dans H, ceci équivaut a :

—p2 +2p1 = f,

o1
—po C? dlv(p—grad p1) +2p2 = g.
0

On élimine py par multiplication de la premiere inégalité par 2 et en additionnant les deux
égalités, on obtient :
1 4 1
—div(—Vp1) + —5p1 = —5(g + 2f).
(Po ) Pocy /7003( )

Multiplions cette équation par une fonction test p’ € Hg () et intégrons sur €2, on trouve

1 4 1
— / div(—Vp)p' de + | —sp1p de = / — (g +2f)p dz.
Q Po Q PoC Q PoC
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3.2. Existence, unicité et régularité de la solution

En utilisant la formule de green (1.14), on obtient :

1 1 4 1
— Vp Vp'de — (— Vpi.n,ploa + | —5pip'de = / — (g +2f)p'de.
Q Po Po Q Po¢ 0 Q PoCp

Comme p' = 0 sur 02, on en déduit que :

1 4 1
(3.1) — Vp Vp'de + | —pip'de = / — (g +2f)p'dz, vp' € Hi(9).
Q Po Q PoC o Q PoCy

Or, pour py, ps € Hj(2), on a :

1 4
— Vp Vp'de + | —pip'de
Q Po Q Poco

1 1
< max( )“lelQ“p HlQ
,0 P

0 0
T dmax(— L Ipilhalsl
max —— P1l1,QllP (1,0
P(T(Cg)z Po (00)2
< (max(—, ) + 4 mex(—r L bl
= (max - max Pifl1,QllP [l1,0
o5 Po pd (c§)? po (o )?

< Clenl,QHp HLQ?

4
d’out la continuité de la forme bilinéaire (p1,p’) — fQ — Vp1 Vy'dr + fQ 2 ——ppde.

De plus, cette forme est coercive puisque

1 1 1
[ oclvpds s a [ e 2 min(, D)@ o
Q Po Q PoC 0 Po Po
grace a I'inégalité de Poincaré (1.1).
D’autre part,
— (g9 +2f)p'dz| < max( g+ 2flloellp e
a PoCY po (cg)? Py (cg)?

< Cllg + 2flloallp'll.0;

1
ce qui entraine la continuité de la forme linéaire p’ — fQ W(g +2f)p'dz.
0

Le lemme de lax-Milgram permet d’affirmer I'existence et I'unicité de p; € D(A) solution de
(3.1). py s’obtient de 'identité p; = 2p; — f d’ou le résultat. ]

Théoréme 3.2.1. Pour tout (po,p1) € D(A) x HL(Q), le probléme (Pr)" admet une solution

et une seule p telle que

p€C[0,T;W &R S)NCH([0,T]; Hy(2)) N C*([0, T]; L*(2)).
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3.2. Existence, unicité et régularité de la solution

En plus, p peut étre décomposée comme suit :
p(x,t) = pp(z,t) + C(t) S(x),

avec p,(t,z) € C°([0, T); W) et c(t) € C°([0,T)).

Preuve. On a d’apres le Théoreme 3.3.1 de Hille-Yosida : Pour tout (pg, p1) € D(A) x Hg (),

le probleme (Pr)” admet une unique solution P telle que

P eC0,7],D(A)NC(0,T)], H).

On a
v v e CO([0, ], Hy(R)),
et
b <p> € (0,71, H) p € CH([0,T), HY(Q)),
v v € CH[0,T], L*(2)).

0
Comme v = a—]t), on en déduit que p € C*([0,T], L*(Q2)), et on a d’apres le Théoreme 2.4.4,
p e C[0,T;W ®R S), dou le résultat. O
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APPENDICE

3.3 Théoreme de Hille-Yosida

Définition 3.3.1. Soit H un espace de Hilbert muni du produit scalaire (-,-)g et soit A :
D(A) C H — H un opérateur linéaire non borné. On dit que :

A monotone si
(Au,u)g >0 Yu € D(A),

A maximal monotone si de plus Im(A+ 1) = H i.e.
Vfe H JueD(A) tel que Au+u=f.

Théoréme 3.3.1 (Hille-Yosida). Soit A un opérateur mazimal monotone dans un espace de
Hilbert H. Alors pour tout ug € D(A) il existe une fonction

u € C°([0,T),D(A)) N C ([0, T, H)

unique telle que

d
d—z+Au:O sur [0, 7],

3.4 Théorie spectrale des opérateurs autoadjoints a résol-

vante compacte

Soient F et F' deux espaces de Hilbert réels dont les normes et les produits scalaires sont

notés H : HEa (‘> ')Ev H ) HFv (‘» )F

Définition 3.4.1. Un opérateur A linéaire borné de E dans F est dit compact si et seulement

st l'une des assertions équivalentes suivantes est satisfaite :
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3.4. Théorie spectrale des opérateurs autoadjoints a résolvante compacte

1. L’image par A de Bg(0,1) est d’adhérence compacte.

2. De toute suite (uy,) bornée dans E, on peut extraire une sous-suite (uy,) telle que la
suite (Auy, ) converge dans F'.

On note IC(E, F) l’ensemble des opérateurs compacts de E dans F.
Définition 3.4.2. Soit A : D(A) C E — F un opérateur dont le domaine D(A) est dense
dans E. On appelle adjoint de l'opérateur A l'opérateur A* : D(A*) C F' — E défini par :

D(A*) ={v e Ftelquedw € E; (v, Au)r = (w,u)g Vu e D(A)},

A*v = w.

Par définition, on a toujours
(v, Au)p = (A"v,u)g Vu € D(A),Vv e D(A").
Définition 3.4.3. On dit qu’un opérateur A : D(A) C E — E est symétrique si :
(Au,v)p = (u, Av)g Vu,v e D(A).

Définition 3.4.4. Un opérateur A : D(A) C E — E de domaine dense est dit autoadjoint si
A = A*, cela signifie que l'on a a la fois D(A) = D(A*) et Au = A*u pour tout u € D(A).

La deuziéeme condition peut étre remplacée par la symétrie de 'opérateur A.

Remarque 3.4.1. 57 A : E — E est un opérateur borné, alors A est autoadjoint si et seule-

ment si A est symétrique.

Définition 3.4.5. Un opérateur A : D(A) C E — F est dit fermé si son graphe
Gr(A) ={(u, Au); ue D(A)}

est fermé dans E X F.
Lemme 3.4.1. Soit A: D(A) C E — E un opérateur autoadjoint. Alors A est fermé.

Théoréme 3.4.1. Soit A: D(A) C E — E un opérateur symétrique tel que Im(A+ 1) = E.

Alors le domaine de A est dense dans E et A est autoadjoint.

Soit A: D(A) C E — E un opérateur fermé de domaine dense.

Définition 3.4.6. L’ensemble résolvant de A, noté p(A), est constitué de tous les nombres
A € C tels que A — NI est une bijection de D(A) sur E avec un inverse borné. Si A € p(A),
Vopérateur Ry(A) = (A — X )™! est appelé la résolvante de A au point . La famille des

opérateurs Ry(A) est appelée la résolvante de A.
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3.4. Théorie spectrale des opérateurs autoadjoints a résolvante compacte

Définition 3.4.7. On appelle spectre de A et on le note o(A), le complémentaire de p(A)
dans C.

Définition 3.4.8. \ € 0(A) est dite valeur propre de A, si l'opérateur A— X n’est pas injectif
i.e. Ju € D(A),u# 0; Au = Au, u est appelé vecteur propre associé a la valeur propre \.

L’ensemble des valeurs propres est appelé spectre ponctuel.

Définition 3.4.9. Un opérateur A : D(A) C E — E est dit borné inférieurement s’il existe

une constante positive c telle que :
(Au,u)p +cllul| >0, Vu € D(A).

Remarque 3.4.2. [l est évident que tout opérateur A positif i.e. Yu € D(A) (Au,u)p >0

est borné inférieurement.

Définition 3.4.10. On dit que le systéme orthonormé S = (e ), (i.e. ||en]|r =1 et (én, em)p =
0 pour n # m) est complet dans E ou qu’il forme une base hilbertienne de E si le sous-espace
vectoriel engendré par les (ey,), est dense dans E.

Théoréme 3.4.2. Soit A € K(E) un opérateur autoadjoint positif et injectif . Alors A admet
une suite de wvaleurs propres strictement positives décroissant vers 0 et il existe une base

hilbertienne de E formée de vecteurs propres associés.

Définition 3.4.11. Soit A : D(A) C E — E un opérateur non borné. Alors A est dit a
résolvante compacte si : p(A) # 0 et

VA€ p(A), (A-X)'eK(E).

Théoréme 3.4.3. Un opérateur A : D(A) C E — E est a résolvante compacte si et seulement
s’il existe A € p(A) tel que (A— N~ € K(E).

Théoréme 3.4.4. Soit A: D(A) C E — E un opérateur autoadjoint borné inférieurement et
a résolvante compacte. Alors il existe une base hilbertienne de E, {w,, € D(A); m > 1}, et

une suite de réels (Ay,)m>1 telles que :

lim A, = +oo,
m—r+00

Aw,, = A, m=12,....
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