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Notations

Symbole
R
H

Description

R U {—o0, +00}.

Espace de Hilbert muni de produit scalaire < .,. >

Espace vectoriel normé

Dual de 'espace E

Boule unitée ouverte de H

Boule unitée fermé de H

=x+1B , boule ouverte de centre x et de rayon r

Enveloppe convexe de C

Enveloppe convexe fermé de C

Sous différentiel de f au point T

Sous différentiel de Clarke de f au point =

Sous différentiel proximal de f au point =

Cone normal de S au point =

Cone normal de Clarke de S au point T

Cone normal proximal de S au point =

Domaine effectif de la fonction f

Domaine effectif de la multi-application F'

Epigraphe de f

Projection sur S

Espace des fonctions continue de I vers H muni de la norme
Jo(®)lloe = sup{l2()ll; € I}

= C([—a,0], H), espace des fonctions continues de [—a, 0] dans H
= (T (t)x)(s) == x(t + s),s € [—a, 0], opérateur défini de C([—a,T], H) dans C,
Espace des fonctions Lebesgue intégrable de [a, b] dans H muni de la norme
1l sy my = Jo 1)l

Convergence forte

Convergence faible

Presque par tout

Cest a dire



Introduction

Le processus de Rafle consiste a trouver une trajectoire ¢t € [0,7] — x(t) € C(t) qui
satisfait le probléme de Cauchy suivant
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ot Ney(x(t)) est le cone normal de ensemble des contraintes C(t) au point z(t) dans
le sens d’analyse convexe. Cette inclusion différentielle peut étre interpréter de la facon
suivante : le point z(t), soumis au champ de force F'(¢,z(t)), doit rester dans ’ensemble

mobile C(t).

En 1972, J. J. Moreau a introduit le probléme de "processus de Rafle" dans le cas ou
les ensembles C'(t) sont supposés convexes et avec F' = 0 (Voir [20], [21]). Plusieurs amélio-
rations ont été apportées sur le probléme de "processus de Rafle". Nous citons les travaux
de C. Castaing, T. X. Duc Ha et M. Valadier [10] ainsi que ceux de C.Casting et M.D.P.
Monteiro-Marques |11] ot les auteurs résolvent ce probléme en supposant une hypothése
de croissance linéaire sur la perturbation F' et C(-) était supposé Hausdorff-continu. Une
importante amélioration fut apportée pour contourner ’hypothése de convexité des en-
sembles C(t) grace a la notion d’ensemble prox-régulier. Plusieurs travaux traitent le
processus de rafle par des ensembles prox-réguliers. Le cas sans perturbation a été tout
d’abord traité par G. Colombo, V.V. Goncharov |14], H. Benabdellah |4] et ensuite par L.
Thibault [23], G. Colombo et M.D.P. Monteiro- Marques [15] dans le cadre d’un espace
de dimension finie. Dans le cadre d’un espace de Hilbert de dimension infinie, le probléme
perturbé a été étudié par J. F. Edmond et L. Thibault [16].

L’objectif de ce mémoire; d’'une part est d’étudier les ensembles uniformément prox-
réguliers, et d’autre part de détailler un article de Myelkebir AitaLioubrahim [1] intitulé
"On noncompact perturbation of nonconvex sweeping process" . Le but principal de ’au-
teur était d’étudier 'existence de solutions pour "le processus de Rafle" du premier ordre
avec un ensemble des contraintes non convexe gouverné par une perturbation non com-
pacte.

Notre travail est composé de trois chapitres. Le premier est consacré a un rappel d’ana-
lyse non lisse, des notions et des définitions de base avec quelques résultats fondamentaux
qui nous seront utiles dans la suite.
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Dans le deuxiéme chapitre, nous étudions les ensembles uniformément p-prox réguliers et
nous donnons quelques propriétés fondamentales qui caractérisent ce type d’ensembles.
Le troisiéme chapitre est consacré a I’étude d’existence de solutions du processus de Rafle
du premier ordre suivant

@(t) € —Npy(x(t) + F(t, T (t)z)  p.p sur [0,7];
z(t) = @(t) Vt € [—a,0];
z(t) € C(t) Vte|0,7],

ol Ng(t)(x(t)) est le cone normal proximal de 'ensemble C(t) au point z(t), C(-) est
uniformément prox-régulier compacte et F'(-, -) est une application a valeurs non convexes
non compactes, Lebesgue mesurable par rapport a la premiére variable et Lipschitzienne
continue par rapport a la deuxiéme variable avec une application de retard 7T ().



Chapitre 1

Notions de bases et résultats

préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons des notions de base, quelques résultats fondamen-
taux sur la convexité des ensembles et des fonctions et des théorémes de compacité. Une
partie de ce chapitre est consacrée a I’analyse non lisse. Pour plus de détails sur ces deux
sections se référer a [3].

Dans les deux premiéres sections de ce chapitre, E désigne un espace vectoriel normé
et ' son dual topologique muni de la norme

[fller = sup [{f, )]

2€B|e|<1

1.1 Ensembles convexes

FIGURE 1.1 —

Soient les ensembles A, B, C, D, E, F, G définis sur un plan usuel, on remarque que
pour tout deux points x et y des A, B et C' le segment [z, y] est inclus dans ces ensembles.

5
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Mais dans les ensembles E/, F' et (G cette propriété n’est pas toujours vérifiée. Les ensembles
qui ont vérifiés cette propriété sont appelés des ensembles convexes.

Définition 1.1. Soient x, y deuzx points de E. Le segment entre x et y noté [z,y| est
défini par

Définition 1.2. Un sous ensemble K de E est dit convexe si et seulement si pour tous

x,y € K, le segment [x,y] est inclus dans K, i.e.,

[K est un ensemble convexe ] & [V:E,y e K,Vtel0,1],tz+ (1 -ty € K].

Exemple 1.3. Si on prend E = R? l'ensemble K = {(z,y) € R*/x +y > 0} est un
ensemble convere de R? car si on prend v = (x1,y1), y = (22,y2) deuz éléments de K el

t €[0,1], alors
reK & ax +y >0,

ye K& xo+1yy >0,

et par suite

tr + (1 —t)y = (twy, tyr) + (1 — 1)z, (1 — t)y2)
= (tzy + (1 — t)zo, tys + (1 — t)y),

comme
try + (L =tz +tyr + (1 = )y = t(z1 + 1) + (1 = ) (22 + y2) = 0,

donc
tr+(1—ty e K,

d’ou la convexité de K.

Exemple 1.4. L'ensemble K = {(x,y) € R?/z* + y* = 1} n'est pas conveze de R? car si
1
on prend v = (1,0), y = (0,1)et t = 5 alors
1 1 11

tr+ (1 -ty = (5,0) + (0, 5) = (5, 5):
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1 1
comme (5)2 + (3)?

1
2) b # 1, on conclut donc que tx + (1 —t)y ¢ K et par suite K nest

pas convere.

Exemple 1.5. (Cylindre de révolution)
Le cylindre circulaire droit C = {x € R"", z,., € R, 22 + ... + 22 < 1} est conveze de

R, En effet, soient x et y deuz éléments de C et soit t € [0,1], on a

(tzy + (1= )y)? + oo + (tzn + (1 — O)yn)? _t2zx + ( Zyz+2t 1—t ny

<t22x + ( Zyl+2tl—t|2x2yZ

d’aprés linégalité de Cauchy-Schwarz on trouve

((tzy + (1 —t)yn)? + oo 4 (tz, + (1 — t)y)? < 2 Zx2 +(1— t)Qny

+2t(1 —t) Z:U ny

i=1
<+ (1 -t +2t(1—t)
= 1.

Exemple 1.6. Soit (E, || - ||) un espace normé. Toutes les boules (fermées,ouvertes) sont
des ensembles convezes. En effet, la boule fermée B(xq,7) de centre xq et de rayon r est

définie dans E par
B(z,7) = {z € E; ||z — ol <7}

Soient x,y € B(xg,7) et t € [0,1], montrons que tx + (1 —t)y € B(xq,7). Pour ce but, il

suffit de montrer que

|lxo —tx — (1 —t)y| < r.

[tz + (1 =)y — ol = [te — txo — (1 = t)zo + (1 = £)y]|
< lt(z = w0) = (1 = £)(y — o)
<tz = ol + (1 = )lly — ol
<tr+(1—1t)r

<r.

Donc B(xg,r) est conveze.
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Proposition 1.7. Une combinaison linéaire de convexes est un convezxe.

Démonstration. Soient C et Cy deux convexes, 1,29 € C1, y1,2 € Co, A € R et

t €[0,1], on a
txy+y1) + (1 =t) (2 +y2) =tay + (1 —t)za + tys + (1 — t)ya € Cy + Cy,
et
tAry + (1 — t)Azg = Atz + (1 — t)xe) € NCh,

ce qui montre que (C] 4+ Cs) et AC sont convexes. [ ]

Proposition 1.8. Si C, Cy et Cs sont des convexes alors on a
(1) pour tout A € Ry \(Cy + Cy) = AC + ACy,
(2) pour tous A,y € R, (A+ p)C = AC + uC.

Démonstration. (1) Evident.

(2) Linclusion (A + u)C C AC' + uC' est facile. On montre que A\C + uC C (A + p)C.
Le cas ou A = p = 0 est trivial.
Supposons que 'un des coefficients n’est pas nul. Soient z, x5 € C, alors

A Iz
ATy + pre = (A + 1 + Z),
o ”1M2.( M)(AJrul )\+M2)
d’aprés la convexité de C' on obtient

ol
—— 1 +
(A+u$1 A+

.1'2) e C.

Proposition 1.9. Toute intersection d’ensembles convexes est conveze.

Démonstration. On note G = (] K; avec K; sont des ensembles convexes de E. Pour
icl

montrer que G est convexe, il suffit de montrer que pour tous x,y € G et tout ¢t € [0, 1],

tr + (1 —t)y € G. Soient x,y € G, t € [0, 1] alors, pour tout i € I, z € K; et y € K;, et

par suite
tr+ (1 —t)y € K;,
pour tout ¢ € I et donc

tr+(1—t)ye N K,

i€l
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ce qui montre que
tr+ (1 -ty € G,

d’on la convexité de G. ]

Remarque 1.10. L’union d’ensembles convexres n’est pas forcément convexe. En effet,

prenons
By = B((0,0),1) = {(z,y) € R?, 2% +y* < 1},
et
By = B((3,0),1) = {(z,y) € R?, (x — 3)? + y* < 1}.

Il est clair que (0,0) € By et (3,0) € By, d’ou (0,0), (3,0) € ByUBy mais si nous prenons

t= > on trouve que

1 1 3
5(070) + 5(370) - (570) ¢ Bl U BZ:

d’ou B1 U By n’est pas convexe.

Proposition 1.11. L’intérieur et l'adhérence d’un convere C est un conveze.

Démonstration. (1) Soient z, y € C alors il existe r > 0 tel que B(z,r) C C et
B(y,r) C C. Ce qui montre que
tB(z,r)+ (1 —t)B(y,r) C C.
Comme
tB(z,r)+ (1 —t)B(y,r) = B(tx + (1 — t)y,r),
alors
B(tx + (1 —t)y,r) C C.
Par conséquent
tr+(1—t)y e C.
Ce qui montre que C' est convexe.
(2) Soient x, y € C donc il existe deux suites (z,,) et (y,) d’¢léments de C telles que
lim z, = x,

n—aoo

et
lim vy, =y.

n—aoo
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Alors (1 —t)z, + ty, € C car C est convexe. D’autre part, on a

(1—t)r+ty=(1—1) lim z, +¢ lim y,

n—o0 n—oo

= lim {(1 — t)z, + ty,},

n—oo
d’ou
(1—tz+tyeC,

ce qui montre que C' est convexe.

1.1.1 Enveloppe convexe

Définition 1.12. Soit A une partie de E. On appelle enveloppe convexe de A notée Co(A)
lintersection de tous les ensembles converes contenant A.
L’enveloppe convexe Co(A) est évidemment un convexe contenant A, et c¢’est le plus petit :
Si C' est un convexe contenant A, il contient donc Co(A).
Exemple 1.13. 1) A={a,b} alors Co(A) = [a,].

2) A ={a,b,c} alors Co(A) est le triangle abc.

Définition 1.14. (Combinaison conveze)

Pour toute famille finie x4, ..., x, de points de E et tout systéme A1, ..., \, de réels positifs

ou nuls avec Y N, = 1, le point Y \jx; s’appelle une combinaison conveze des points
i=1 i=1

L1y oeey Ty

Proposition 1.15. L’enveloppe convexe de A est l'ensemble de toutes les combinaisons

convezes finies d’éléments de A, i.e.,

Co(A) :={> tix;j,n>1,2;, € Ajt; >0,> t; =1},
=1 i=1

7

Proposition 1.16. Soit C' un convexe de E. Pour toute famille finie x1, ..., x, de points
n n

de E et tout systéeme A1, ..., A\, de réels positifs ou nuls avec > N\; = 1, le point > \jx;
i=1 i=1

appartient a C.

Démonstration. On procéde par récurrence sur n. Pour n = 1, ¢’est évident. Supposons

n

maintenant que c’est vrai jusqu’a l'ordre n — 1 et considérons le point > A\;x;, ou les x;
i=1

sont dans C'.
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Si A, =1, alors les autres coefficients sont nuls et donc il n’y a rien & démontrer.

n—1 n—1 A,
Si A\, <1,alors A\, + >\ =1don Y A\ =1-—X\, >0, donc si on pose t; = ——
=1 i=1

1=\

n—1 n—1

on trouve »_ t; =1d’ou z = > t;z; appartient a C' et donc A\, z, + (1 — \,)z € C grace
i=1 i=1

a la convexité de C. |

1.2 Fonctions convexes

Définition 1.17. On appelle domaine effectif (ou simplement domaine) d’une fonction

f: E — R Uensemble

dom(f) :={zx € E; f(z) < o0}.

Définition 1.18. La fonction f : E — R est dite conveze si pour tous x, y dans dom(f)
et tout A € [0,1], on a

fOz+ (1= Ny) < Af(z) + (1 =N f(y).
Exemple 1.19. Si (E,||.||) est un R-espace vectoriel normé, la fonction
f:E—R
z— fz) = =],
est conveze sur R. En effet, soient v,y € E et t € [0,1], on a
[tz + (1 =t)y) = [[tx + (1 = 1)y|
< tllzlf + (1 =)yl
=tf(x) + (1 =1)f(y).

Exemple 1.20. Soit E un espace vectoriel et soit a : E x E — R une forme bilinéaire
symétrique et positive (a(u, u) > 0pour tout u € E) Alors la fonction f: E — R définie

par f(u) = a(u,u) pour tout u € E est conveze. En effet, posons
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d’ot
JOu+ (1= X)) < Af(u)+ (1= N)f(v),

pour tous u,v € E et A € [0, 1].

Remarque 1.21. 1) La somme de deuz fonctions convezes & valeurs dans RU{+oo}

est convexe.

2) Soit f : E — RU {400} une fonction convere et soit ¢ : R — R U {400} une
fonction convexe croissante sur f(E)\ {+oo}. Alors la fonction p o f définie par

wo f(x) =p(f(x)) six € dom(f) et (po f)(x) =+oc0 si x & dom(f) est conveze.

Définition 1.22. Soit f : E — R U {+o0}. Alors son épigraphe est le sous ensemble de
E x R défint par

epi(f) = {(z,t) € Ex R: f(z) < t}.

1l s’agit donc de l’ensemble des points de [’ensemble produit E X R qui sont situés au

dessus du graphe de f (voir Figure 1.2).

__

FIGURE 1.2 —

Théoréme 1.23. Soit f : E — R. Alors, f est conveve si et seulement si epi(f) est

convere.

Démonstration. Supposons , en premier lieu, que f est convexe, alors pour tous (x,t)

et (y,\) dans I’épigraphe de f et tout p € [0,1], on a

fluz + (1 —p)y) < pf(x)+ (1 —pw)fly)
< pt+ (1 —pA,
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et par suite
(ha + (1 — py, pt + (1 — p)A) € epi(f),
ce qui montre que

plx,t) + (1= )y, A) € epi(f).

Réciproquement, si on suppose que epi(f) est convexe, alors pour tous z, y € dom(f)
et tout € [0,1] on a (z, f(z)) et (y, f(y)) € epi(f), en utilisant le fait que epi(f) est

convexe on trouve que

p(x, f(z) + (L= p)(y, f(y) € epi(f),
d’ou
(pr + (1 =y, pf(z) + (1 — p)f(y)) € epi(f),

par conséquent

flpz + (1= py) < pf(z) + (1= @) f(y),
ce qui montre que f est convexe. |

Définition 1.24. Soit C' une partie non vide de E, on définit sa fonction indicatrice par

0, zeC,
To(r) =
+oo, x¢C.
Remarque 1.25. o dom(7¢) = {z € E,7¢(x) < 400} = C,
e epi(7e) = {(z,t) € E X R,7¢(x) <t} = C x [0, +o0],

e la fonction indicatrice est conveze si et seulement si C' est convere.

Définition 1.26. Soit f : E — R, on dit que f est sous additive si pour tous x, y dans
dom(f), on a

flx+y) < fl@)+ fy).

Et on dit que f est positivement homogéne de degré k si pour tout = dans dom(f) et tout

A>0, 0na

faz) = N f(2).
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Définition 1.27. On appelle fonction support de C C E qu’on note o(-,C) la fonction
définie de E dans R par o(¢,C) = sup(€, x).
zeC

La fonction support de C' vérifie les propriétés suivantes
e o(-,C) est convere méme lorsque C' ne lest pas.

e o(-,C) est positivement homogéne de degré 1, i.e.,
o(a,C)=ao(&,C), Ve E, Ya>D0.
Théoréme 1.28. Pour tout sous ensemble non vide S de E, on a
Co(S)={x € BV € E' (2 z) <o(z,9)}.

Lemme 1.29. (Inégalité de Jensen)

Soit C un ensemble conveze et f: C — R une fonction conveze. Soient x1, To, .., Tn, N
n

points appartenant ¢ dom(f) et ay, ...,y des coefficients réels positifs tels que > a; =1

i=1
alors

n

f( > Oéil’i) < Zn: i f ().
i=1 i=1
Démonstration. On fait un raisonnement par récurrence. Pour n = 1 et n = 2 la pro-
priété est vraie.

Supposons maintenant que la propriété est vraie pour n et montrons qu’elle est vraie pour
n+ 1.

Soient xq, ..., Tpy1 (n + 1) points de C' et ay, ..., a1 des coefficients réels positifs tels

n+1
que > . a; =1

e Siqa,.; =1, Alors il n’y a rien a démontrer.

® Si a,y1 < 1, on définit y par (3. ay)y = > auwy, on pose = > a; et t; = —,
i=1 i=1 i=1 H
n
alors Y t; = 1 et par conséquent d’aprés la convexité de C on trouve que y =

=1
n

a.
ST —x; € C, grace a '’hypothése de recurrence pour n = 2 on trouve que
i=1 M

n+1

f( Z aixi> = f(uy + Qg 1Tpg1)
i=1

< uf(y) + an f(Tng).
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on obtient donc

1.3 Semi-continuité

Définition 1.30. Une fonction f : E — R définie sur un espace topologique E est dite
semi-continue inférieurement (s.c.i) en xy € E si pour tout réel r < f(xg) il existe un
voisinage V' de xq tel que r < f(x) pour tout x € V.

La fonction f est dite semi-continue inférieurement sur une partie C de E si f est semi-

continue inférieurement en tout point de C.

Définition 1.31. Une fonction f : E — R définie sur un espace topologique E est dite
semi-continue supérieurement (s.c.s) en xo € E si pour tout réel v > f(xo) il existe un
voisinage V' de xq tel que r > f(x) pour tout x € V.

La fonction f est dite semi-continue supérieurement sur une partie C' de E si f est semi-

continue supérieurement en tout point de C.

Remarque 1.32. f est continue si et seulement si [ est a la fois semi-continue supé-

rieurement et semi-continue inférieurement.

La semi continuité inférieurement (resp. la semi-continuité supérieurement ) peut aussi
étre introduite en utilisant la notion de limite inférieure (resp. Limite supérieure) d’'une
fonction. Pour cela on donne la définition suivante

Définition 1.33. Soit f : E — R une fonction définie sur un espace topologique E.

1. La limite inférieure de f en xg € E est définie par
liminf f(z) ;== sup inf{f(z):z€V,x #x} €R.
=0 VeV(xo)

2. La limite supérieure de f en xog € E est définie par

limsup f(z) := inf sup{f(z): 2 € V,z #z} € R.
T—x0 Vev(zo)
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V(o) est ensemble des voisinages de xg.

Proposition 1.34. Une fonction E — R définie sur un espace métrique E est semi-
continue inférieurement (resp. semi-continue supérieurement) si et seulement si

f(zo) < liﬁgi{gff(xn) (resp. f(zo) > liin_ilip f(xn)>
Définition 1.35. Soit E un espace normé et f : E — R, on dit que f est localement
lipschitzienne en T si et seulement sl existe un voisinage V de T et une constante L > 0

tels que

[f(x) = f(y)| < Lllz —yl],

pour tous x,y € V.

1.4 Sous différentiels

Nous commencons cette section par quelques concepts classiques de différentiabilité
(dérivée directionnelle, dérivée directionnelle de Clarke, ...). Pour plus de détails voir [7].
Dans cette section, on désigne par E un espace vectoriel normé, f : F — R et T € dom(f).
Définition 1.36. (Dérivée directionnelle)

La dérivée directionnelle de [ au point T dans la direction v € E est donnée par

/(= T f(f+hv)—f(§)
f'(@v) = lim h ’

si la limite existe.

Définition 1.37. (Dérivée directionnelle de Clarke)
Supposons que f est localement lipschitzienne en T. La dérivée directionnelle au sens de
Clarke de f au point T dans la direction v € E notée f°(Z,v), est définie par

f°(z,v) = limsup fla+to) = J(@)

)
r—x,t—0 t

ot x est un vecteur de E et t un scalaire positif.

Proposition 1.38. Supposons que f est localement lipschitzienne de rapport k au point

T. Alors,

a- La fonction v — fO(T,v) est finie, positivement homogene, sous additive sur E, et

satisfait
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|fO®z,v)| < K|jv|]| VYvekE.

b- La fonction (z,w) € E? — fO(T,v) est semi-continue supérieurement au point

(T,v), et la fonction v fO(T,v) est k-lipschitzienne sur E.

c- [0z, —v) = (= f)°(T,v) Vv € E.

Démonstration. Comme f est localement lipschitzienne au point T on obtient alors,

pour t > 0 assez petit et pour z suffisamment proche de T

RLARURS Pt

pour tout v € E. Ce qui nous donne
£, v)| < Ko,

pour tout v € E et par conséquent fO(Z,v) est finie.

Maintenant soit A > 0, on a

[z +thv) — f(z)

f°(z, \v) = lim sup

z—x,t—0 t
i s £ 00) = f @),
r—x,t—0 At

posons t' = At, alors

fo(fy Av) = A limsup fx + 1) — f(2)

/
z—T,t'—0 t

= )‘fo(fa U)'

Soient v,w € E

(%, v+ w) = limsup [z 4+t +tw) — f(x)

)
z—x,t—0 t

comme la limite supérieure de la somme est bornée par la somme des limites supérieure

on obtient

oz, v +w) < limsup flotto+tw) = flz+ tw) + lim sup flo+tw) = fz) :

z—T,t—0 t z—x,t—0 t

Puisque le terme = + tw converge vers x lorsque ¢ — 0 on obtient

oz, v+w) < fOz,0) + Oz, w),



1.4. Sous différentiels 18

ce qui établit (a).
Maintenant, soient (x;);en, (v;)ien deux suites convergentes respectivement vers T et v.

Pour chaque i € N, par définition de la limite supérieure, il existe y; € E tel que

1
ti >0, |lyi — @il + 6 < =,
i

et
f0<xi>vi) . % < [y + tﬂ;:) — f(y:)
_ Syt to) = fly) | Syt t) = flyi + )

En tenant compte de ’état lipschitzien, on voit que le dernier terme est majoré par

kllv; — v||, prenons donc la limite supérieure quand i — 400, on obtient

limsup fO(z;, v;) < fO(z,v),

i—00

ce qui montre la semi continuité supérieure de f°(x,v). Finalement, soient z,v € E, on a

fx+to) = f(y) < flo+tw) = fy) + kv —wllt,

pour x prés de T et pour t > 0, en divisant par t, et en prenant la limite supérieure pour

r — T et t — 0 on trouve que

@) < fO@,w) + kv —wl,
si on commute u et w dans l'inégalité précédente on obtient

@ w) < fO@,0) + kllv—wl,
et par suite

1fO@,0) = £, w)] < kv —wl],

ce qui affirme (b).

Pour montrer (¢) on calcule

%z, —v) = limsup flx —tv) = f(z)

7
rx—x,t—0 t
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posons u = x — tv, on obtient

P2 —0) — timsup =D ) = (=H@)

z—x,t—0 t

= (_f)o(f> U)'

Ce qui achéve la démonstration. [ |

Définition 1.39. (Sous différentiel d’une fonction conveze)
Le sous différentiel Of (T) d’une fonction convexe f en T est l'ensemble des & € E' tels

que

f(x) = (@) = ({2 —T),

pour toult v € E.

Exemple 1.40. Soit f : E — R définie par f(x) = ||z||. Le sous différentiel de [ au
point 0 est égal & la boule unitée fermée de E, i.e., 0f(0) = Bpr.
En effet, soit £ € 0f(0), alors

<&r—0><|z|, VxekE,

et
—<&r>=<& -2 —0><| —z|| =z, Vr e E,
d’ot
| <&zx>|<|z|,VzeE
donce
1€l e = S < ﬁxﬁ > 1,
i,e &€ Bp.

Soit maintenant ¢ € B

<&r—0>=<&x>
< €1l ]l

< [l = 1lofl,

et par suite £ € Of(T), donc Of(0) = B.
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Proposition 1.41. Le sous différentiel Of(T) est un ensemble convere fermé.

Démonstration. Soient &;,&; deux éléments de df (7). Pour tout « € E, on a

<&, -7 ><Z f(x) — f(@),

et

<&, -7 >< f(r) - f(@)

Soit « € [0, 1], en multipliant la premiére inégalité par «, la deuxiéme par (1 — «) et en

sommant, on obtient
<o+ (1 — o),z —7 >< f(x) — f(T),

donc oy + (1 — )& € Of (7).
Soit maintenant &, € Jf(T) tel que &, converge vers £ dans E’. On veut montrer que

¢ € 0f(z).
On a &, € 0f(T) alors, pour tout x € E, on a

(n,x —T) < f(x) — f(T) Vn €N,

par passage a la limite quand n — oo on obtient

lim (&, 0 = 7) < lim (f(2) - f(@)),

n—oo

donc
(lim &, ~7) < fl2) — f(2),
d’ou
(.2~ 7) < J(x) ~ /(D)

et par conséquent, £ € f(T) et donc Of(T) est fermé. Ce qui achéve la démonstration. W

Définition 1.42. (Sous différentiel de Clarke)
Le sous différentiel de Clarke d’une fonction localement Lipschitzienne en® € E est défini

par
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°f(T)={¢ € E:<&v>< fo%7,v), YveEE}.
Proposition 1.43. Soit f une fonction k-lipschitzienne en T. Alors,
o°f(x) C B(0,k).

Démonstration. D’aprés la Proposition 1.38, et la définition du sous différentiel de

Clarke on a
<nv>< fOT,v) < kv,
pour tout n € E’, donc on aura
<n,v><klv|, Vv € E,
ce qui nous donne

9C f(z) € B(0, k).

Théoréme 1.44. Si [ est une fonction continiment différentiable au voisinage de z,

alors
0“f(z) = {f'(2)},
et si f est une fonction convere semi-continue inférieurement avec x € dOHDI(f), alors

o f(x) = Of (x).

Définition 1.45. (Sous différentiel proximal)
Le sous différentiel proximal d’une fonction localement Lipschitzienne en © € FE, est
Uensemble OF f(T) de tous les éléments & € E' tels qu’il existe deux constantes réelles

positives o > 0 et § > 0, vérifient
<&z —-T>< f(z) - f(T) +ollz — TP,

pour tout x € B(T, ).
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Remarque 1.46. Soit f une fonction localement lipschitzienne en T € E. Alors, on a

toujours
of f(z) c 0% f(z).

Si [ est convexre continue alors

0" f(x) = 0° f(z) = 9f (@)

1.5 CoOnes normaux

Définition 1.47. Soit (E,d) un espace métrique et soit A une partie de E. Pour tout

u € FE on note

da(u) := inf d(u, a).

acA
Définition 1.48. (La distance de Hausdorff)
Soit (E,d) un espace métriqgue complet, on note par K(E) l’ensemble des compacts de E.

Soient A, B € K(FE), l’écart entre A et B est défini par

e(A, B) = supdg(a).

a€cA

La distance de Hausdorff entre A et B est définie par

H(A, B) := max(e(A, B),e(B, A)).

Propriétés 1.49. (Propriétés élémentaires)
1) e(A,0) =00 si A=1.
2) e(b,B) =0.
3) e(A,B)=0< AC B.
4) e(A,B) <e(A,C)+e(C,B), pour tout C € K(E).
5) HA,B) =0« A=B.
Définition 1.50. Soit H un espace de Hilbert et soit A C H. Pour tout x € H donné, le

sous ensemble de A noté et défini comme suit

Proj,(z) ={a € A:dyx = ||z —al]},
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s’appelle l'ensemble des points de meilleure approximation de x par rapport a A. On dit

aussi que Proj,(x) est la projection de x sur A.

Remarque 1.51. Afin d’éviter que Proj,(x) soit systématiquement vide pour certains x,

on suppose que A est un fermé de H.

Proposition 1.52. Si S est convezre fermé d’un espace de Hilbert H, alors la projection

est unique ( dans ce cas on la note Pg) et les deux assertions suivantes sont équivalentes
1) vy eS|z =Ps(x)]| < llx—yl, vz € H,
2) Vye S : (x— Ps(z),y— Ps(z)) <0,Vz € H.

Remarque 1.53. Soit 2’ € Projg(x), alors on peut écrire 2’ € S et ||z —2'|]* < ||z —y])?

pour tout y € S. Il est facile & montrer que pour tout x € H on a
/ 3 / / / 1 /112
x' € Projg(z) & x GSet(x—x,y—x>§§Hy—xH VyesS.

En effet, soient x € H et y € S alors
lz = ylI* =llz — 2" — (y — 2)||*
={@—2' - (y—2)z -2 - (y—2))
=(x—ax—2)Y+{y—2y—2)—2& -2 y—2)
= |lo =2’ + fly — 2’| = 2(x — 2’,y — 2)
<z —yl? + lly — 2’| = 2(z — o',y — &),

donc

1
(o -y —a) < glly = ||
Définition 1.54. On dit qu’un sous ensemble 2 C E est un cone si \x € § pour tout

x € Q et pour tout A > 0.

Définition 1.55. (Céne normal)
Soit S un sous ensemble convere d’un espace vectoriel normé E, et T € S. Le cone normal

a S enT est défini par

Ng(@):={veFE :<v,x—T><0 VzeS}
Remarque 1.56. i) Un vecteur v est un normal de S en T, i.e., v € Ng(z) si v ne
fait pas Uangle aigu avec chaque segment de ligne en S a partir de T.
i) Par convention si T ¢ S, Ng(T) = (.

iii) On a toujours {0} C Ng(T).
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Exemple 1.57. H=R, S=[0,1],z=0et T =1,
Ns(0) =] — 00, 0].
Ng(1) = [0, +o0l.

FIGURE 1.3 —

Exemple 1.58. H =R? S = {1} x [0,1], 7= (1,0) et T = (1,1),
Ns((1.0)) =R x R~.
Ns((1,1)) =R x RT.

FIGURE 14 —

Proposition 1.59. Soit S un sous ensemble conveze fermé de E, si y = Projg(z). Alors

y= (I + Ng)~*(z), donc

[[ 4+ Ns()]7" = Ps(.).
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Démonstration. Soient x,y € E tels que y = Pg(x), on a

y=Pszx) o<z —y,c—y><0 VeeS
&2 —y € Ns(y)
< x €y+ Ns(y)
< x € I+ Ns|(y)
Sy =[I+Ns|'(2).

Proposition 1.60. Soit f une fonction convexe définie sur un espace de Hilbert H et

T € dom(f) alors

Of(T) = {€ € H,(§ — 1) € Nei)(T, [(T)) }.
Démonstration. Soit £ € H tel que (€ — 1) € Neyip) (T, £(T)) alors
((€=1),(z,A) = (7, f(T)) rxr <0,
pour tout (z,\) € epi(f). Donc
<&rx—T>+< -1, A= f(T >r<0, V(x,\) € epi(f). (1.1)
On veut montrer que
<&x—T>< fz) - f(T),

on distingue deux cas

e Si z ¢ dom(f) alors f(x) = +oo et donc le résultat est trivial.

e Si x € dom(f) alors f(z) < 400 et donc (x, f(x)) € epi(f), prenons (x,\) = (z, f(z))
dans (1.1), on obtient

&z —T)+ (-1, f(z) - f(Z)r <0,
d’ou
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ce qui montre que £ € Of(T).
Soit maintenant £ € 0f(7) alors < {,2 — T >< f(z) — f(Z) pour tout z € H. Donc

(€=1), (@A) = @ f@)) gy = (& —T) + (-1, A =
=<&r—-T>-(N—f(T

<<§r—1>—(f(x) - f(T))
<0.

=
=
=

et par conséquent (§ — 1) € Nepicp) (T, f(T)). [
Proposition 1.61. Pour tout s € S, o(x,S) =< x,s > si est seulement si x € Ng(s).

Définition 1.62. (Céne tangent de Clarke)
Soit E un espace vectoriel. On appelle cone tangent de Clarke de S au point T noté TS(T),

l’ensemble défini par

T5(Z) = {v € E : d°(Tp, v, S) = 0}.

Définition 1.63. (Céne normal de Clarke)
Soit E un espace vectoriel normé. On appelle cone normal de Clarke de ’ensemble S au

point T qu’on note N§(T), l'ensemble défini par
NE(E) = (TS(D)° = {€ € B : (6,9) < 0,y € TE(@)}.
Remarque 1.64. 1. 51 S est convexe, alors
N§(7) = {€ € B - (£,) < 0,¥y € S} = Ns(@).

2. Le cone normal de Clarke de l'ensemble S au point T et le sous différentiel de

Clarke de la fonction indicatrice de [’ensemble S au point T coincident.

Définition 1.65. (Céne normal prozimal ) Soit S un sous ensemble non vide d’un
espace de Hilbert H, et soit x € S. Le cone normal prorimal de S au point T est donné

par
NL(z):={¢ € H,3a > 0:z € Projs(z + af)}
={¢ € H,Ja > 0:ds(x+ af) = |||}
Remarque 1.66. SiT ¢ S, le cone normal prozimal est indéfini.

Proposition 1.67. Le cone normal proximal admet la caractérisation analytique suivante

p <(p>x_f> < O'H.T—EHQ,
v € Ng(z) < Jo,0 > 0 tels que -
Vee(z+0B)NS

& o = o(p,T) tel que (p,x —7T) < ollz —Z||>, VzeSs.
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Démonstration. Nous commencons par la premiére caractérisation. Supposons que ¢ €

NI (z). Alors,

0 € NJ(T) & ds(T + ap) = all¢l|, pour un certain a > 0
Slztap - < ||T+ap —2|?), VreS
& 7+ apl* + 17" = 2@ + ap,7) < |7+ apl” + [|2]]* — 2(Z + ap,z), VzeS
2T +ap,x—7) <|z||* - ||Z||?, VresS
& 2(z,2) = 2|7))* + 2a{p, 2 = T) < ||z|* — ||7|*, VzeS
& 20(p,x —7) < ||z||* + ||Z||* — 2(x,T), VxES
1
& lpo-T) < 5 lo—7), Vres,
ce qui montre la premiére caractérisation en posant 0 = —

200
Montrons I’équivalence entre les deux caractérisations du cone normal proximal. Suppo-

sons qu’il existe o > 0 et § > 0 tels que
<QO,ZE - j> < O'”l’ - E||27
pour tout x € SN (T +6B). Soit maintenant x € S de sorte que ||z —Z|| > §. On distingue

donc deux cas

1. Si ||z —Z| > 1, donc
[zl = N1zl < llz = 2| < [l — ="
Alors

(0,2 —7) < |lollllz — ||

< llell (el + 111

< llell(l=ll = Izl + 2IZIl)

< llell ([l = Izl + 2lIz1)

< llell(ll= —=I1* + 2)1zl))

< llel(lz = ZII* + 2|[z|ll= — ZI*)
(

= llell (1 + 2l [z — 7"

2. Si ||z —7Z| <1, alors 0 < ||z — || < 1, pour un certain 6 > 0. Ce qui montre que
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1 1
ng —T|| > 1et 5 1. On obtient donc

(o2 =) < lllllx — =]
< llell (lll + 1Iz1)

< llel e — 71+ 2/)
< el (=4 o))
< ||so||<§||x ~ = + 2l
< ol (BT g =7
<lells +2||x||>””65—”””2
< 21 4 2pze - 712

Prenons donc @ = max(o, ||¢||(1 + 2||Z|), ng”( 1+ 2||Z]))) pour que
(p,x —T) <7z — IHQ, Vr e S.

L’implication inverse est évidente.

Proposition 1.68. Soit S un sous ensemble non vide fermé d’un espace de Hilbert H et

soit x € S. Alors,
ords(z) = NE(z) N B.

Démonstration. Soit x* € 0Pdg(x), alors il existe 0 > 0 et 6 > 0 tels que

<a* 2 —x><o|lr — 2| +ds(2') —ds(z) Vo' €x+0B

< ollr" — z||* + ds ().

En particulier, pour tout ' € SN (z + 0B) on a
<zt —x><ollr — x|

ce qui montre que z* € N5(x).

D’autre part, on sait que
8pdS(ZL‘) C E,

d’ou
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z* € NE(z) N B,
et donc
oPds(z) C NE(z) N B.

Pour montrer la réciproque, on fixe z* € NE(z) avec |z*|| < 1, il existe alors o > 0 et

0 > 0 tel que
<a* 2’ —x ><ollz' — x|,

pour tout 2’ € SN B(x, ).

Prenons v = min(1, 5) et fixons z € B(z,) puis choisissons y, € S tel que
ly: = 2Il < ds(2) + ||z — =[|* .
D’aprés le choix de y, on trouve que gy, € B(z,). En effet,

ly: — =l < lly: =zl + ||z — |
< Iz = 2[I* + ds(2) + |2 — «f
<llz=all+llz =l + Iz — ]|
< 2+ lz = z[Dllz — |
<3|z — ]

<3y <4,
et donc

<ztz—rz>=<ay.—cr>+<z,z—y, >
< olly. — )" + [lys — 2lll|="]
< olly. — |* + ds(z) + ||z — z|?
<90z — z|* +ds(2) + ||z — 2|
< (90 — )|z — 2|]* +ds(2) — dg(x).

ce qui montre que z* € Odg(x) d’on

NE(z) N B = 0Pds(x).
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Remarque 1.69. Si l'ensemble S est convexe, alors tous les cones cités ci-dessus coin-
cident

Ns(z) = N§(@) = N§ (@).

1.6 Théorémes fondamentaux d’analyse fonctionnelle

1.6.1 Théorémes de Compacité
Les résultats que nous allons énoncer sont pris de la référence [2].

Théoréme 1.70. (Théoréme d’Ascoli-Arzéla) Soient E un espace de Banach et I un
intervalle de R. Soit C(I, E) lespace des fonctions continues de I dans E muni de la

topologie de la convergence uniforme sur les sous intervalles compacts de I. Alors, le sous

ensemble A de C(I, E) qui satisfait

i) A est équicontinu i.e.,
V:E6[,V5>0,E|77>0/Vf€A,Vy€[,|x—y| <n= ||f($)_f(y)|| <g,

i) Yt eI, A(t) = {x(t), x € A} est précompact,

est précompact dans C(I, E).

Théoréme 1.71. (Conséquence du théoréme d’Ascoli-Arzela)
Considérons une suite de fonctions absolument continues xi(.) de l'intervalle I de R dans

un espace de Banach E qui satisfait
i) Yt €I, {xx(t)}x est un sous ensemble relativement compact de E,

i) il existe une fonction positive C(.) € L'(I, E) telle que pour presque tout t € I
[z (@B < C ).
Alors, il existe une sous suite noté aussi xy(.) convergeant vers une fonction abso-

lument continue x(.) de I dans E au sens suivant
1) zx(.) converge uniformément vers x(.) sur les sous-ensembles compacts de I,

2) x,(t) converge faiblement vers '(.) dans L'(I, F).
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1.6.2 Topologie faible

Pour plus de détails on peut se référer a [9].
Définition 1.72. Soient E un espace de Banach et f € E', considérons l'application
o B—R
r— @p(x) = (f, ),
on appelle topologie faible sur E, notée o(E, E'), la topologie la moins fine rendant conti-

nues toutes les applications (¢¢)fep-

Notation : Etant donnée une suite (Zn)nen de E, on désigne par x,, — z la conver-
gence de x, vers z pour la topologie faible o(E, E').

Proposition 1.73. Soit E un espace de Banach, soit (x,)nen une suite de E. Alors, on
a les propriétés suitvantes

1. x, = x pour o(E, E') si et seulement si (f,x,) — (f,x) pour tout f € E'.

2. Si x, — x fortement, alors x, — x faiblement pour la topologie faible o(E, E').

3. Si x, — x faiblement pour o(E, E"), alors (||x,||)nen est bornée dans E et
|z]| < liminf ||z,].
n—0o0
4. Si x, = x faiblement pour o(E, E') et si f, — [ fortement dans E' alors
<fn7 SC> — <f7 LIZ’>
Corollaire 1.74. (Lemme de Mazur) Soit E un espace de Banach. Soit (x,), une

suite qui converge faiblement vers x dans E. Alors, il existe une suite (y,), avec chaque

Yn combinaison convexe des {xy, k > n} qui converge fortement vers x dans E.

1.7 Multi-application

Pour plus de détails sur cette section voir [12].

1.7.1 Définitions générales

Définition 1.75. Une multi-application (ou application multivoque) F d’un espace X vers
un espace Y est une correspondance qui associe a tout élément x € X un sous ensemble
F(z) de Y. On notera F : X — P(Y), (P(Y) est l’ensemble de parties de Y ). Les

notations F: X — 2Y et F': X =Y sont aussi utilisées dans la littérature .
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Définition 1.76. Le domaine, le graphe et limage de la multi-application F : X =Y

sont donnés par
Dom(f)={r e X : F(x) # 0},
Gr(F)={(x,y) e X XY :y € F(x)},

Im(F)= U F(x).

w€Dom(x)
Remarque 1.77. Soit X un espace topologique.
a) Une multifonction F : X — P(X) est a valeurs fermées (resp. convezxes) si F(r)
est fermé (resp. convexe) pour tout x € X.
b) F est dite bornée sur les bornés si l’ensemble
F(A) = U F(z),
est borné dans Y pour chaque sous enseihble A € Py(X), ot Pp(X) est l’ensemble

des parties bornées de Y.

Définition 1.78. Soit F : X =Y une multi-application, on appelle sélection de F toute
application f : X — Y vérifiant

f(x) € F(z), VYxeX.

Définition 1.79. Soit X et Y deux ensembles et F': X — P(Y) une application multi-
voque, B un sous ensemble de Y .
1) L’inverse F~1 de F est lapplication mullivoque de'Y dans X définie par la relation

| re F Yy eye F(r) & (z,y) € gr(F).

Fy) ={z € X;y € F(a)} = {z € X;(z,y) € gr(F)}.
2) L’image inverse de B par F notée F~'(B), est définie par
FYB)={rx € X;F(z)N B # 0}.

1.7.2 Continuité des multi-applications

Définition 1.80. (Continuité au sens de Hausdorff)
Sotent X et Y deux espaces métriques, F' : X = Y wune multi-application a valeurs
compactes. On dit que F' est H-continue ou continue au sens de Hausdorff, si et seulement

si, pour toute suite (x,) de X qui converge vers xo, on a

lim H(F(x,), F(zo)) = 0.

n—oo
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Définition 1.81. (Scalairement semi-continue supérieurement)
On dit qu’une multi-application F' : X =Y est scalatrement semi-continue supérieure-
ment si, pour tout & € X, la fonction réelle uw — o(F(u),§) est semi-continue supérieure-

ment.

1.7.3 Mesurabilité des multi-applications

Définition 1.82. Soit Q2 un ensemble, X une famille de parties de 2, i.e., X C P()). La

famille X est une tribu (on dit aussi une X-algebre) sur Q si X vérifie
1-0eXx Qe X,

2- X est stable par union dénombrable, i.e., pour toute famille dénombrable (Ap)nen C
Y, ona |J A, €X,

neN
3- X est stable par intersection dénombrable, i.e., pour toute famille dénombrable

(A)nen C X, 0ona () A, € X,

neN
4- 2 est stable par passage au complémentaire, i.e., pour tout A € X, on a A° € X

(on rappelle que A° = Q\A).

Définition 1.83. Soit (J, %) un espace mesurable, X un espace métrique et I' : J = X.

On dit que I' est X-mesurable st pour tout ouvert V de X, on a
I'V)y={tegJ:Tt)NV #0} €.
Lemme 1.84. Soient H un espace de Hilbert, Q) un sous ensemble non vide de H, et Soit
F :la,b] x Q = H une multi-application & valeurs fermées non vides qui satisfait
e Pour tout x € Q, F(.,x) est mesurable sur [a,b],
e pour tout t € [a,b], F(t,.) est continue au sens de Hausdorff sur €.
Alors, pour toute fonction mesurable x(.) : [a,b] — §, la multi-application F(.,x(.)) est

mesurable sur |a, b].

Lemme 1.85. Soient H un espace de Hilbert, G : [a,b] = H une multi-application
mesurable et y(.) : [a,b] — H une fonction mesurable. Alors, pour toute fonction positive
mesurable r(.) : [a,b] — RT, il existe une sélection mesurable g de G telle que, pour

presque tout t € [a,b], on a

lg(t) =y < d(y(t), G()) + r(t)-

Pour la démonstration des Lemmes 1.84 et 1.85 voir [24].



Chapitre 2

Les ensembles uniformément

prox-réguliers

Les ensembles uniformément prox réguliers sont initialement définis en 1959 par Fede-
rer dans R" sous I’appellation "Positively Reached sets ". Cette nouvelle notion d’ensemble
non convexe a fut étendue aux espaces de Hilbert par R. T. Clarke, R. J. Stern et P. R
wolenski en 1998 [13| puis par R. A. Poloquin, R. T. Rochafllar et 1. Thibault [22] en 2000,
et trés récemment dans les espaces de Banach par F. Bernard, L. Thibault et N. Zlateva [5].

Cette classe d’ensembles est une généralisation de la convexité, elle introduit la notion
géométrique suivante : on peut rouler une boule de rayon p continiment sur toute la
frontiére d’'un ensemble S p-prox-régulier.

Elle est équivalente a la propriété suivante : la projection sur S, Projg est une application
continue en tout point a distance dg < p.
Dans ce chapitre H est un espace de Hilbert.

Tout d’abord, nous rappelons la définition de
Le p-élargissement de S

S(p) = {x € X;ds(x) < p},
le p-tube ouvert autour de S
Us(p) = {r € X;0 < ds(z) < p},
et 'ensemble des points de distance p a .S

Ds(p) = {w € X:ds(x) = p}.

Définition 2.1. Soit S un ensemble fermé de H et p €]0,+00]. On dit que l’ensemble
S est uniformément p-prox-régulier si pour tout x € S, et pour chaque v € Ng(m') avec

lv]] <1 on a

34
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x € Ps(z + tv),

pour tout nombre réel positif t < p.

Voici une autre définition de la prox-régularité

Définition 2.2. Pour p €]0, +00], un ensemble S est uniformément p-proz-régulier, si et
seulement st chaque normale proximale non nulle a S peut étre réalisée par une boule de

rayon p, ¢a signifie que

pour tout @ € Settout € NY(T)ona

(P1) 1
(o a— %) < o [lo 72
1€]] 2p
. o1
Remarque 2.3. 1) Pour tout x € S, nous faisons la convention — = 0 pour p = +00

et donc

S p-prox-régulier < S convere .

2) Les deux définitions précédentes sont équivalentes. En effet,
fitons x € S et v € Ni(x) N B, pour tout z' € H on a pour tout nombre réel positif
t<p
|z +tv — /|| = 3||v]|? — 2t <v,2’ — x> +|2' — z|]?,
par conséquent
|z +tv—z||* < ||+ tv—2/||* V2’ €S,
si et seulement si on a
<v,x —x>< le’ — .
Ce qui montre que v € P(x + tv) si et seulement si cette derniére inégalité est

vérifiée.
Exemple 2.4. 1) L’union de deux ensembles proz-réquliers n’est pas proz-réguliére,

2) Uintersection de deuzx ensembles proz-réguliers n’est pas prox-réqulier,

3) H\B(0,p) est proz-réqulier.

La proposition suivante résume certaines conséquences importantes qui nous seront
utiles dans la suite
Proposition 2.5. [22/

Soit S un sous-ensemble fermé non vide de H et x € S, les assertions suivantes sont

satisfaites



36

(i) Soit p €]0,+00], si S est uniformément p-prox-régulier alors pour tout x € S avec
ds(xz) < p on a Ps(z) existe et est unique. De plus
Pdg(x) = 0°dg(x).
(i1) Soit p €]0,+00] et p' €]0,p|, si S est uniformément p-proz-régulier alors le sous
ensemble

S(p') ={x € Hyds(x) < p'} est (p— p')-proz-régulier.
Pour la démonstration on peut se référer a [17], [18] et [19].

Théoréme 2.6. Soit S un sous-ensemble fermé non vide de H et p €]0,400], alors les
assertions sutwantes sont équivalentes

(a) L’ensemble S est p-prox-régulier.

(b) Pour tout v € Ni(x) N B, tout nombre réel positif, t < p, on a

x = Py(z +tv).
(¢c) Pour tout z; € S,v; € NE(2),i=1,2 on a
(V1 — Vg, k] — T9) < %(@ + @)Hxl — x9|2.

Démonstration. e(a) < (b) : Cette équivalence est facile a vérifier car il n’est pas
difficile de voir que z = Projg(z + tv) lorsque = € Projg(z + t'v) pour un certain t' > ¢.
o(a) = (c) : Soit v; € Ni(x;) avec i = 1, 2. Comme S est p-prox-régulier, alors par

définition on a

v
< U1,T1 — T >2> —H 1 21 — 222,
P
et
v
< =V, Ty — Xy > —MH% — z|%,
2p

en additionnant les derniéres inégalités on trouve (c).
e Montrons maintenant que (¢) = (a), pour z,2’ € S et v € Ni(z), il suffit de prendre

v =v, 1 =, xo = &' et ve = 0 dans I'inégalité de (c¢) pour obtenir (a). [ |

Remarque 2.7. Généralement, nous avons N&(x) C N§(x). Cependant, pour un en-
semble S p-prox-régulier, d’apres la Proposition 1.68 le cone normal prozimal & S coincide
avec tout les cones normaux contenus dans le cone normal de Clarke en tout point x € S,

i.€.,

N§(w) = Ng(x),
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pour tout ensemble S uniformément p-prox-régulier. Dans ce cas, on a

Ns(x) = Ng(x) = Ng(z).

Proposition 2.8. Soit S un sous ensemble p-proz-régulier de H avec p €]0, +00| et soient

z,x' € H. Six —a' € Ng(2') et ||z —2'|| < p (resp. ||z — 2’| < p), alors
x’ € Projg(z) (resp. 2’ = Ps(z)).

Démonstration. Supposons que z — z’ € Ng(2') et ||z — 2| < p. La non vacuité du
cone normal proximal montre que ' € S. En utilisant la définition de la prox-régularité

et le fait que z,2” € S on obtient

1
<z—ay—a >< —lz—2 |y -2
2p

1
< Z 12
< Sly -1,

et ceci montre que 2’ € Projg(x) d’aprés la Remarque 1.53.
Si en plus ||z — 2'|| < p, alors

ds(x) < [l — 2| < p,

d’aprés la Proposition 2.5 on obtient

Lemme 2.9. Soit u un point de H.
a) On a l’égalité
ds()ds ) = 07(33)(u).
b) Si 0Pds(x) # 0. Alors ps(u) existe et
ds(u)0Pds(u) = O (583(w) = {u — Ps(u)}.

Démonstration. a) Supposons que le membre gauche de (a) est non vide et fixons
v € OPdg(u), par définition du sous différentiel proximal, il existe un nombre réel o > 0

et § > 0 tels que pour tout y € B(u,d) on a

<o,y —u><ds(y) —ds(u) + olly —ul,



38

multiplions cette inégalité par dg(u), on obtient
<ds(u)v,y —u >< dg(y)ds(u) — ds(u)? + ods(u)|y — ul|*

Observons que le deuxiéme membre de cette inégalité est égal a

Lo L 1 2 2

SR(y) — 2 — 5(ds(y) — ds(u)? + ods(u)ly — ull,
on obtient donc pour tout y € B(0, )

Lo Lo 2

< ds(w)o.y —u>< L)~ sd(u) + ods(w)ly — ol

d’ou
Lo
ds(u)o € () (w),

et donc

ds(u)Pds(u) C 8p(%d§)(u).

1
Maintenant, soit v € 8p(§d§)(u) et supposons que u ¢ S. Il existe un nombre réel o > 0
et § > 0 tels que pour tout y € B(u,d) on a

1

() + oy — ull,

1

ce qui nous donne

. B) - B o :
S LY TS > 2ds<uf + asa vl
= ds(y) - dstu) + B BD o Egy e
< dsy) = ds(u) + 5l — .

alors
8p(%d§)(u) C dg(u)vds(u).

Cette inclusion reste vraie pour u € S car pour u € S, il est facile de montrer que les

deux membres de 'inégalité sont égaux a {0}.
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1 1
b) Supposons que 8p(§d§)(u) est non vide. Soit v € f)p(Qd?g)(u). Donc d’aprés le Théo-
réme 11 dans [6], Projg(u) # (). Choisissons o > 0 et § > 0 tels que pour tout y € B(0,§),

on a
Lo Lo 2
< vy —u>< odgly) - 5dg(u) +olly —ul”

Pour tout w € Projg(u) on a

1 1
<oy —u>< Sy —wl = Sllu—wl? + olly - ull

— 1
pour tout y € B(0,6) et par conséquent v € 87’(§||. —w|*)(u) = {u — w}. Ce qui montre

1
que 'ensemble {u — Projg(u)} est un singleton qui est égal a 0p(§d§)(u), et d’aprés (a)

on trouve que Ps(u) existe et
1
07 (5d3)(u) = ds(u)d"ds(u) = {u —ps(u)},

lorsque 0Fdg(u) # 0, ce qui achéve la démonstration. [ |

Proposition 2.10. Soit S un sous-ensemble fermé non vide de H, les propriétés suivantes

peuvent étre ajoutées a la liste des équivalences dans le Théoréme 2.6.

1) Pour tout u € dom(ddg) et tout v € OPdg(u) on a
ds(u)+ < v,7 — u >< 21p||x _ P2, VreSs. (2.1)
2) Pour tout u € ddg et tout v € Pdg(u) on a
<oz —u>< 2—1p||x _ Pyw)|%, Vzes. (2.2)
8) Pour tout x € S et tout v € NI(x)N B on a
<v,u—z><dg(u)+ %HPS(U) —z||?, Vu € dom(Ps). (2.3)
4) Pour tout x € S et tout v € NE(z)N'B on a
<vu—zx>< dg(u)—k%(dg(u)—k |lu—=|))?, Yue€ H. (2.4)
Démonstration. Rappelons que 9?dg(u) = N%(u) N B pour tout u € S. Supposons que

S est p-prox-régulier, alors pour tous z,2’ € S et v € NF on a

1
(v.0' —2) < ool — (25)
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Fixons u € Dom(9”ds) et v € O¥dg(x). D’aprés la Proposition 2.5, Pg(z) existe. Si on

suppose que u ¢ S alors d’aprés (b) du Lemme 2.9 on a v = (x — Ps(z)) et

donc m
ds(u) = [[u — Ps(w)|
= e = PP
- <%, u— Ps(u)>

=< v,u— Ps(u) >,
par conséquent

ds(u)+ < v,z —u>=<wv,u—ps(u) >+ <v,x—u>
=< v,z — pg(u) >,

1 —
comme v = —————(u — Pg(u)) € NE(x) N B, alors d’aprés (2.5) on a
[ = Ps(u)] °

ds(u)+ <v,x —u>=<wv,x — Ps(u) >
1
— — P 2
< 5l = Ps(w)l
En utilisons le fait que ||v|| = 1, on obtient (2.1).
e D’aprés (2.1), on a
1 2
ds(z)+ < v,z —u>< 2—“3: — Ps(z)]?,
p
pour tout x € S. Par conséquent
1 2
<v,z—u>< |z = Ps()|* ~ ds(@),
p
et puisque dg(x) > 0 alors

1 2
<v,x—u>< —|z—ul.
2p

Ce qui donne (2.2).
e Soient x € S, v € NY(z)N B. Pour tout u € dom(Ps), alors d’aprés la prox-régularité
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de S et le fait que ||v]| <1 on a

<v,u—z>=<v,u— Ps(u) >+ <v,Ps(u) —z >
1
de@*j%WWW%W)—xw

1
<dﬂw+§#mﬂw—xw

d’on (2.3).
e Supposons que (3) est satisfaite et fixons * € S et v € NE(z) N B, pour chaque

u € dom(Ps), on a

1Ps(u) = || < |[Ps(u) = ul| + [lu - z|

= ds(u) + [lz —ul,

d’aprés (2.3) on obtient
1 2
< vu—a > dg(u) + o (ds(u) + = ul?),
)

pour u € dom(Ps). Grace au Théoréme de Lau dans |17]|, qui nous donne la densité de

dom(Ps) dans H, on trouve que
1 2
<vu—z >< ds(u) + 2—<d5(u) 4l — )
p

pour tout x € H. [ |

Lemme 2.11. Soit S un ensemble fermé non vide de H, p > 0 et u ¢ S(p), alors
ds(u) =p+ ds(p) (u) (2.6)

Démonstration. Comme Pensemble {u € S : Projg(u) # (0} est dense dans H\S(p)
d’aprés [11] et comme les fonctions dg et dg(,) sont continues, il est clair de montrer (2.6)
seulement pour u ¢ S(p) qui satisfait Projg # ). Fixons un tel point u et fixons p dans S
tel que dg(u) = ||Ju — pl|. Posons

_ RV
Pt (o)

Remarquons que x € S(p). En effet,

TP (u—p),

u—pll
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d’oll
|z —pl| = p,

et donc
inf ||z — p|| < ||z — p|| = p.
inf llo —pl| < flz —pl =p
Montrons maintenant que x € Projg,)(u). Considérons y € S(p), i.e., ds(y) < p, et fixons
un nombre positife . On peut choisir y. € S satisfaisant
1y —vell < ds(y) +e < p+e,

par conséquent

ly —ull = [lye — ull = lye —yll = inf [y —ul| —p—¢
ye €S
>ds(u) —p—¢

> lu—pl—p—c¢

d’autre part, on a

p
Hu—xHZHU—p—m(u—p)H
p
=|(1——)(u—p
0 - =l
p
=(1- u—pj,
(1= =l
donc
|u— 2| = [[u—pl - p, (2.7)

et par suite
ly —ull = lu—pl| —p—e=[u—2z|—e
Ce qui montre que
s () = flu — ]| <.

Puisque cette inégalité est vraie pour tout € > 0. Alors, en faisant tendre ¢ — 0 on

obtient

ds(p) () = [lu—z|.
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Comme u € S(p)? on obtient donc que
ds(p) () = [u — x|,
d’ott x € Projg(,)(u) et d’apreés (2.7) on a

dspy(u) = lu —z| = flu —pll = p
= ds(u) — p.
Ce qui achéve la démonstration de ce lemme. |
Proposition 2.12. Dans la premiére définition de la proz-régularité on peut remplacer

le cone normal proximal par le sous-différentiel proximal de la fonction distance, i.e.,

pour® € Setf € Pds(T), ona

(P2) 1
(,x —7) < 2—||a; — ||, pourtoutx € S.
P

Démonstration. e Pour £ =0 : trivial.

e Pour £ #0
(P1) = (Pa).
Soit 7 € S et £ € dPds(T). Donc d’aprés la Proposition 1.68, on obtient ¢ € NI (Z) et
comme
(e =) < golle =7,
alors

o—7y < I e
2p
1 _
< olle — 7%
p

car £ € OPdg(T) C B ce qui montre que (Py) est satisfaite.
(P2) = (P1). :

Soit T € S et £ € NI (7). Alors, el € 0Pdg(T) et donc d’aprés (Ps) on a

E o m < L
(1™ =) < golle 7

pour tout x € S. Ce qu’il fallait démontrer. |
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Théoréme 2.13. Soit S un sous ensemble non vide fermé de H ? et soit p > 0. Supposons
que S est uniformément p-proz-régulier. Alors, la propriété suivante est satisfaite

(
pour tout x € H, tel que dg(x) < p ettout{ € OPdg(z),
(Ps) ona

o —z) < —

= m”x/ — x||? — ds(x), pourtoutr’ € H avec dg(x') < p.

\

Démonstration. Etape 1 : Montrons en premier lieu que,

Pourtout x € Settout &€ dPdg(x), ona
2
(P)" {2’ —=) < ;||$’—$||2+ds(x/)a
pour tout ¥’ € H avec dg(x') < p.

Fixons x € S et £ € 0Pdg(z). Fixons aussi z € H satisfaisant dg(z) < r. Comme S est

uniformément p-prox régulier, on peut trouver y, € Ps(z) # 0, i.e., y, € S et

Iz = gell = ds(2). (2.8)

Alors,
1y — ll < lly= — 2l + [z — =[] < 2[|z — ],

et donc d’aprés (P,), Uinégalité ||€]] < 1 et (2.8) on trouve que
1
< gl - z[* + &l — 2|
2
< ;||z —z||* + ds(z) — ds(z).

Ce qui montre (Ps)".

Etape 2 : D’aprés (ii) de la Proposition 2.5, pour chaque 0 < o’ < p le sous ensemble S(p')
est uniformément (p — p’)-prox régulier. De plus, pour tout v’ € H, on peut démontrer
facilement qu’on a dg(,(u') < p—p' si et seulement si dg(u') < p. En effet, si on suppose

que dg(yy(u') < p—p, alors il existe z € H avec dg(z) < p' et |[u' — z|| < p— 0/, et donc
ds(u') < ds(2) + [lu" = 2] < p.

Supposons maintenant que dg(u’) < p. Dans le cas ot 2’ € S(p'), on peut écrire dg()(u') =

0 < p—p'. Dans le cas o v’ € S(p’), on utilise le Lemme 2.11, on trouve que

ds(py(u') = ds(u') = p' < p—p,
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et donc I'équivalence entre les deux inégalités, par conséquent la propriété suivante est

satisfaite

Pourtoutx € S(p'), ettout§ € 0Pdg(yy(u)
(Py)
<£7 r' — .%'> <

= p/||x’ — z||? + ds(p)(u) Pour tout v’ € H, avec dg(u') < p.

Fixons maintenant x € H avec dg(z) < p et tout £ € Pdg(x).
On distingue deux cas :

Cas 1 :Si x € S, alors d’aprés (P;), pour tout ' € H avec dg(z') < p, on a
2
(£, 2 — ) < ;Hx'—fCHerds(fC') — ds(x). (2.9)

Cas 2 : Observons tout d’abord que § € 0Pdg(,)(2’). En effet, D’aprés le Théoréme 4.1

et le Théoréme 4.3 dans [8] on a
Pds(z) = N2, (@) N [l = 1} € Py (),

et donc pour ¢ fini dans 0Pdg(x), on trouve que { € 0dg(y) (). Par (Py), pour tout 2’ € H

avec dg(z') < p on a

<€7$/_-T> S

Sl =l dsn ().

Par conséquent, pour tout 2’ € H satisfaisant dg(z’) < p et 2’ € S(p'), i.e., p/ < ds(2') <

p. En tenant compte du Lemme 2.11, on trouve que

(€2'—z) < l2” — @||* + ds(2) — ds(z).

p—r

Fixons maintenant ' € H satisfaisant dg(z’) < p et 2’ € S(p), alors (P;) nous donne

&y—x) < ly — x|, (2.10)

p—1r
avec y € H et dg(y) < p/. En accordant a ||£|| = 1, choisissons u € H avec [|ul| = 1 et tel
que (§,u) = 1. Posons t := dg(z) — dg(z’) > 0. Alors, 2’ +tx € S(p'). En effet,

ds(l’/ + tl’) < dg(l’/) +t= ds(l’) = p.
De plus, d’aprés I'inégalité (2.10)

(&, —x) = (&, 2" +tu—1x) — (£ tu) (2.11)

<

|2’ + tu — z||* — t. (2.12)

p—r
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Remarquons que

2"+ tu — || < [l — [ + ¢

< 2|z — z|.

On en déduit donc d’aprés (2.12) que

(€2" —a) < 2" — @|* + ds(2) — ds(z).

p—r
Alors, d’aprés (2.9), (2.10) et la derniére inégalité, on trouve que, pour tout z € H avec

ds(x) < p et tout £ € OPdg(x)

(€2 —x) < l2” — 2||* + ds(2') — ds(2),

p—r
pour tout 2’ € H avec dg(z') < p. Prenons la continuité des deux membres de 'inégalité en

compte, on peut remplacer dg(z’) < p par dg(z) < p. Ce qui achéve la démonstration. W
Proposition 2.14 (18). Soit S : I — R une multi-application & valeurs non wvides.
Supposons que les hypotheses suivantes sont satisfaites

1. Soit p > 0, S(t) est uniformément p-prox-réqulier, pour tout t € I,

2. il existe une fonction absolument continue v : I — R telle que
|dsqy(z) — dsan(@)| < |o(t) —o(t)] Vit el (2.13)

Alors, pour 0 < 6 < p donné, la propriété de fermeture du sous différentiel proximal de la
fonction distance est satisfaite.

Pour tout t € I et T € S(t) + (p — 0)B, tels que x, — T, t, — T avec t, € I et
&n € g,y () avee & — &, on a

€ € 0Pdgy(T).
Autrement dit, OPdgsq est scalairement semi-continue supérieurement.

Démonstration. Fixons f € I et T € S(¢) + (r — p)B. Comme x,, —  on obtient alors
pour n assez grand, z,, € B(7, é_l>

D’autre part, comme S(t) est uniformément p-prox-régulier, on peut choisir un point
y € S(t) avec dg)(T) = ||y — 7. Alors, pour tout n assez grand on peut écrire d’apres

(2.13)

st () — ds (@) < [o(t) = v@)] + 120 = 71
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et donc la continuité de v donne pour n assez grand

ds(t,)(2n) < dg@y(@) + |v(tn) —v(E)] + (|2, — 7] + |7 — Y]
)
< 1
Szt (p—9)
_,_9
=p=5<p

Par conséquent, en appliquant la propriété (Ps) dans le Théoréme 2.13 avec &, € 0Pdgs,,)(Tn),
on obtient

8

m““ — 2 |? + dse,) (W) — s (T0), (2.14)

<§n; U — xn> S

pour tout u € H avec dg,)(u) < p. Cette inégalité reste valable pour tout u € B(T,d)

)
avec 0 < 0’ < 1 puisque pour un tel u on a

o 9
st (1) < 0= T + 17 = 2l + dsy (@) < 7+ 5 +7 = p,

Par conséquent, d’aprés la continuité de la fonction distance par rapport a (¢, x), et par

passage & la limite lorsque n — 400 dans 'inégalité (2.14) on obtient

_ 8 —
Cu—7) < —————llu—7I° + ds (u) — ds)(T),
p — ds)(T)
pour tout v € B(Z, ). Ce qui assure que & € OPdgq)(T). [ |

Comme nous l'avons mentionné précédemment, la prox-régularité implique 1’équiva-
n ntr ones normaux. Voici une autre pr ition concernan one norm
lence entre les cones norma Voic e autre proposition concernant le céne normal
proximal d’un ensemble uniformément prox-régulier.

Proposition 2.15. Soit S un sous ensemble fermé de H. Si S est p-prox-régulier, alors

le graphe du cone normale proximal NE(.) est fortement x faiblement fermé.

Démonstration.  On suppose que S est p- prox-régulier et on fixe x, 2’ € S.

Soit (), une suite de S qui converge vers z et (v,), une suite de NP(z,) qui converge

faiblement vers v. Alors par la définition de la prox-régularité, pour 5 = sup ||v,|| < +oo,
n

on a

< vp, ' —x, > < — z,|?

el
ool
B

< 2’ =zl

par passage a la limite on obtient
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<, —ax >< ﬁ”x’ — x|?,
2p

et donc v € NE(x), d’ot le résultat .



Chapitre 3

Résultat d’existence de solutions pour
le processus de Rafle non convexe

perturbé

Dans ce chapitre, on veut montrer I’existence de solutions pour I'inclusion différentielle
non convexe suivante

x(t) € —Nc(t)(x(t)) + F(t,T(t)z), p.p.te]0.7],
z(t) = ¢(t) Vit e [-a,0],
z(t) € C(t) Vte|0,T],

ot C(t) est non vide, non convexe, uniformément p-prox-régulier avec une perturbation F'
qui est une multi-application non convexe, non compacte, intégrable mesurable par rap-
port & la premiére variable et Lipschitzienne continue par rapport a la deuxiéme variable,
et une application de retard 7 (¢), dans un espace de Hilbert H.

Pour cela, considérons les deux hypothéses suivantes
(H1) Soit C' : [0,b] = H une multi-application a valeurs compactes non vides qui
satisfait les conditions suivantes

(a) Pour chaque t € [a,b], C(t) est p-prox-régulier pour un certain p > 0 fixé,
(b) Il existe une fonction absolument continue v : [a,b] — R telle que

Ao (@) — ey ()| < Jot) = v(s)],
pour tout € H et pour tous s,t € [a, b],

(He)  Soit F': [a,b] x C, = H une multi-application & valeurs non vides fermées qui
satisfait les conditions suivantes

(i) Pour chaque ¢ € C,,t — F(t,1) est mesurable,

(ii) il existe une fonction m(.) € L'([a,b],RT) telle que, pour tout t € [a,b] et pour
tous Y1,y € C,, on a

49
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H(F (), F(t42)) < m(®) s = vl

(iii) Pour tout sous-ensemble borné S de C,, il existe deux fonctions gs(.) et ps(.) €
LY([0,0], RT) telles que pour tout ¢ € [0,b] et pour tout ¢ € S on a
IEE D) = sup [lyll < go(t) + ps(O)[[¢ ]| -
yeF(t.y)

Théoréme 3.1. Soit H un espace de Hilbert, supposons que les hypothéses (Hi) et (Hsz)
sont satisfaites, alors pour tout p € C, tel que (0) € C(0), il existe T > 0,7 > 0 et une

fonction absolument continue, x(.) : [—a,T| — H telle que x(.) est solution du probléme

&(t) € =New(z(t)) + F(t,T(t)z) ppt €[0,T],
z(t) = ¢(t) ,Vt €[—a,0],
x(t) e C(t) ,Vt €]0,T).

De plus,

[N < o))+ g(t) + pO)(l¢lle + ) ppt €[0,T7.

Démonstration. Fixons ¢ € C, tel que ¢(0) € C(0) .
Soient 7 > 0 et g(.),p(.) € L*([0,b], RT) tels que

IFE ) < g(t) +pOY ]l Y(t,¥) € [a,8] x Balep, 7). (3.1)

Soit T7 > 0 tel que

| (o4 200l + 1)+ 0]t < int (5. 53, (3.2)

Pour € > 0, nous fixons

n(e) = sup {7 €]0,¢] ‘ /t2 (lo(s)] + 29(s) + 2p(s) (¢ ll1o0 +7))ds) | <&, (3.3)
et [[p(t1) — p(t2)|| <esifti —taf < 7},
et posons
T = min {Tl, %n(g), b}. (3.4)

Nous utiliserons le lemme suivant pour montrer notre résultat d’existence
Lemme 3.2. Si les hypothéses (Hi) et (Ha) sont satisfaites. Alors, pour tout n € N* et

pour tout y(.) € L'([0,T], H), il existe une fonction continue x,(.) : [—a,T] — H, des
fonctions étagées 0,,(.), 0,(.) : [0,T] — [0,T] et f,(.) € L*([0,T), H) telles que
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o fu(t) € F<t, (T(0,())) n), ( t)) € C(0,(t))  pour tout t € (0,77,

o [[fu(t) —yt)] < d( 0, (t))x ))) + l pour tout t € [0,T],

o (&,(t) — fu(t)) € —=Ng C@E (1) ( ( A1) pour presque tout t € (0,77,

o [lzn(t) = fu@l < |00+ g(8) +pE)(r + [[ellc)  pour presque tout ¢ € [0,T].

Démonstration. Fixons n € N* et soit y(.) : [0,7] — H une fonction mesurable,

considérons une suite (P,), de subdivisions de I'intervalle [0, 7]

Pn:{O:tg<t7f<...<t;?<...<t§n:T},

T
ou tf = i2—n, 0 < i < 2™ Fixons x,(s) = ¢(s) pour tout s € [—a,0]. Posons xj = ¢(0) €

C(t8). D’aprés le Lemme 1.85, il existe une fonction fi € L([0, 7], H) telle que

fot) € F(t, T(0)xn)

et

175 (&) =y < d(y(t), F(£, T(0)zn)) + L

n

pour tout ¢ € [0,¢}]. En utilisant (#;), on trouve que

[degey) (2 + Jif J3(5)ds) = oy (e + Jif fi(s)ds)| < [oer) = v(eg)|

donc
¢y ¢y
et (25 + | 505)08) < dec (i + A (6)as) 4 10() ()|
to

< inf |y —ap + /fo ds||+|v ) —v(ty)]

yeC(ty)

<ot~ + [ Syl + olet) — ot
0

ty ty
< [Imelds+ [ s
ty ty

0 0

< / (9(5) + p(3) @ ]loo)ds + / o(s)ds

n
0

= [ () + 2l + 16 s,
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(9(s) + p(s)ll@lloc + [0(s)])ds

(9(s) + p(s)llell + [i(s)[)ds

IA

T
< (29(5) + 2p(s)lplloo + [0(s)])ds
<f{l 2y <?
2°2 2
<P,

et puisque C' est uniformément p-prox-régulier, alors d’aprés la Proposition (2.5), on a
. .
Projegm (xo + fta} 13 (s)ds) £ 0,

choisissons donc un point z7 dans Proj,n <xg + f;? f(?(s)ds>. Notons que : z} € C(})
0

et

o

= (a6 + | fi(s)ds)

T

t
‘ — dogy) (o + /t  fi(s)ds)
0

t

< [ (006) + oMol + 16660 s

n
0

On remarque que

[#F = @(O)[| = fl27 — g

ty 24
et —ab - [ s [ s
124 g

st—ai— [ g+ | [ e

w?—@&ﬁ[hﬁ@MﬂH+/fHﬁ@M%-

0 t

IN
3
3

IN

¢

/tl (9(8)+p(5)\|<ﬂ\|oo)ds+/ (9(5) + p(s)||plloo) ds.

n n
0 tO

IN

/1 (29(s) + 2p(s)|l¢lloe + |0(s)])ds

ty

inf {g,g

IN

T
S_J
2

et donc 27 € B((0),r). Posons maintenant
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Tp(t) =z + M(l’? — g — f;? fi(s)ds) + ft% fo(s)ds vt € [tg, 7],
ou
= Jo ([6(s)| + 9(s) + p(s)(r + llloc))ds, ¥t € [0,T].

Donc pour tout ¢ € [tg, 7], on a

l2n(t) = (O} = llzn(t) — 25

0o+ a((;) __O;t; / fo dS . fo )
a(t) — a(ty)

<

+ /fo (s)ds
tg

s + [ 53()]as

a(t) —a(ty) ﬁ”{)‘/
o) —altg) o [,
< Syt [

0

on a

7“+H90Hoo)+|@(8)l)d8—/00 (9(s) +p(s)(r + [lell) + [0 (s)]) ds

\N

)+ llelloo) + |0(s)]) ds.

Et par suite
lea(t) = 2(0)]] < alt) — altg) + / 12 (s)ds
= [ (6061 + ) + gl + s + [ 1506

0

< [ (as)+ 206)r + ) + 1)) | (066) + 9ol s

0 0

< /tn (29(s) + 2p(s)(r + ll¢lloo) + [0(s)])ds.

0

< / " (20(5) + 20(5)(r + lplloe) + [9(5)]) s

ce qui montre que x,,(t) € B((0), g) pour tout ¢ € [t§,t7].
Maintenant, nous estimons || (7 (t7)z,)(s) — ¢(s)| pour tout s € [—a,0].

. - . r
o Si —t7 < s <0, alors tf + s € [0,t}], utilisons le fait que |s|] <t} < T < 77<§>, on
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obtient
(T (t7)20) (s) = ()|l = [|zn(t? +5) = ¢(s)]|
< [z (ty +5) — @(0)|| + [le(s) = (0)]]
ST
-2 2

oesi —a<s< —t}, alors t] + s € [—a,0] et

| (7)) () = 6s)| = |

= |lo(t? +5) - w(S)H
<r,

o (th 4+ 5) — H

d’ou
T (t")x, € B, (gp(.), r) .

On répéte ce processus pour construire les suites (fi"(.))z_, («);, qui satisfont pour tout

0 <7< 2" —1 et pour tout ¢ € [t7, 1] les assertions suivantes

fr0) € F(LT(1)20), 75 € Ct). ol € CED N B0 1), (39
alt) € B(o(0), 1), T()an € Bulip(), ), (3.
147 = w0l < (o), F (6 T)e) + - (3.7
T, € ProjC(t?H) (ggf + /nm fi”(s)dg), (3.8)

it (ot [ o) < [ (001 0+ 000+ lell)as, @9

at) — a(t’?)

2

(tﬁ_l) _ O[(tln 'L+1 /Z f / f (310)
Maintenant nous définissons les fonctions ,(.), 0,,(.) : [0, T] — [0, T] et f.(.) € L*([0,T], H),

2a(t) = 2 +

pour tout ¢t € [t7,¢7,,] comme suit

On(t) = 141, 0(T) =T, fult) = f1(t),

et pour tout t €]t ¢ ]

0,(t) = t7, 0,,(0) = 0.
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La fonction x,(.) est absolument continue. En effet, pour tout 0 < i < 2" — 1 et tous

t,s € [th,tr ] tels que s < t,on a

p(t) — xp(s) = + alt) = (t?)? x, — ) —/ (s ds /f” Yds — x!

a(tf) — a(t})
_ CY(S) — a(tn) ZL‘ n— ZL‘ _ fn / fn

a(ty,) — at)) tn

o (= [« L

a(t) ~ as .
= = [ el

altiy) —a(t})

1
Tipn — T = fi'(s)ds

n
ti

[z (t) = zn(s)]| <

Alors les relations (3.1) et (3.9) nous donnent

J0(8) = a(s)]| < at) = al) + [ (o(r) + p(r) ] + ) dr
= [ )+ el + 1)+ 5()dr + [ (o) + 6l + )l

d’ou .
[#n(t) — 2 (s)|| < / (29(1) + 2p(T) (¢ lloo +7) + [0(T)] ) dr. (3.11)
En additionnant, on trouve que cette inégalité est valable pour tout ¢, s € [0,7] tel que

s < t et par conséquent z,(.) est absolument continue.

Remarquons que pour tout 0 < ¢ < 2" — 1 et pour presque tout ¢t € [t},¢7,,], on a

Tn(t) = m a(t) : (m?ﬂ —al — i f.”(s)ds) + fult), (3.12)

£

Mmf“@@@?—ﬁ—/%7mma+nm—n@H

et ot - / fis)ds]|.

i+1

en utilisant (3.9), on obtient pour presque tout ¢ € [0, 7]

[0 (2) = fa(®I < @(t) = [0(s) + g(s) + p(s)(r + [[¢lloo)]-

D’autre part, par construction on a f,(t) € F(t, T (0,(t))x,) et

1) =y} < dy (@), f(£, TO())zn)) + L

n
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pour tout t € [0,7]. D’aprés (3.8), on a pour presque tout ¢ € [0, 7]

Uit
71 € Projogn (27 + f1(s)ds),
&
et par suite
- (xiJrl — T fi (s)ds) = Nc(t;b+1)<~"7i+1)-
&

D’autre part, de la relation (3.12)

(1) — ot
a(t)

tn (6]
wiy — @i — Ju " [ (s)ds =

donc

—(an(t) — fn(t)) € Ng(thl)(ﬂﬂ)-

Et puisque C' est p-prox-régulier alors NZ(-) = N¢(+) donc

(#n(®) = fa() € =Ny 5, ) (@nOn(1));

ce qui achéve la démonstration. [ |

Revenons maintenant a la preuve du Théoréme 3.1
D’apreés le lemme 3.2, on peut définir par induction les suites (f,.(.)).>1 € L*([0,T7], H),
(@( Dzt € C([=a, T}, H) et (0a(.))nz1, (0(.))nz1 € S((0,T1,[0,T]) ot S([0,T].[0,T))
est l'espace des fonctions étagées définies de [0, 7] & valeurs dans [0, 7] tels que

(1) fult) € F(t, T(0n(t)20), 2, (0,(t)) € C(0,(t))  pour tout ¢ € [0,7],

) [ (6) = Fal®)] < A(u(0). F(t. (@02 + 1)) + ——  pour tout t € 0,7)

(3) (2n(t) — fu(t)) € —N(;@n(t))(fﬁn(?n(t))) presque pour tout t € [0, 77,

(4) llan(t) = fu (DI < [0@)] + 9() +p()(r + llelleo)  presque pour tout ¢ € [0, T1.
Pour tout ¢ € [0,77, il existe 0 <7 < 2" —1 tel que t € [t, ¢}, ,]. Par I'hypothése (1), on

a

do) (zn(t)) — deg (2a (1)) < llza(t) — za ()],
donc

dog) (zn(t)) < dog (Ta(t])) + [lza(t) — za ()],
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par (3.11)
deo) (2a(t)) < / (Io(s) + 29(s) + 2p(s) ([l plloc + 7)) ds + v (t) — v(E)]-

2

Le terme droit de I'inégalité converge vers 0 quand n — +o0, i.e.,
dew(zn(t)) = 0 quand n — +o0,

En utilisant la compacité de C(t), et le fait que deg(2n(t)) — 0 lorsque n — oo, on
trouve donc que {z,(t),n > 1} est relativement compacte dans H .

De plus, d’aprés (4) on a

a O] = I £2ON] < l2a(t) = fu(®)l]
< [o@)]+9(t) +p®)([[@lloo + 1),

d’ou
l&n ()] < [0@)] + g(@) + p(E)(llllec +7) + [ fa ()]
< o)+ 9(t) + p) (el +7) + 9(t) + p(E) [0l
< o))+ 29(t) + 2p()([l¢lo + 1),
par suite

[En (@) < l0(8)] +29(t) + 2p() (¢l +7)  p.p-t €[0,T].

Alors, d’aprés le théoréme d’Ascoli-Arzela, on peut extraire de (z,(.)), une sous suite
notée aussi (x,(.)), qui converge uniformément vers la fonction absolument continue z(.)
sur [0, 7). De plus, @,(.) converge faiblement vers i(.) dans L'([0,T], H).

Comme x,(s) = ¢(s) sur [—a, 0], alors on peut évidement dire que z,(.) converge unifor-
mément vers x(.) sur [—a, T, si on étend x(.) de telle sorte que z(.) = ¢(.) sur [—a,0].
Remarquons que 7, (,(t)) converge uniformément vers z,(t) sur [0, 7). en effet,

Pour tout ¢ € [0,7] on a

120 (0 () — 2Ol < Nl2n(On()) = 2a(O)l + |2a(t) — 2()]

B (1)
< /t (191 + 29(s) + 2p(s) (el + 7)) ds + [|lza(t) — 2(®)]],

le terme droit de cette inégalité converge vers 0 lorsque n — 0o, d’oil z,,(6,(t)) converge

vers z(t) quand n tend vers co. Comme dey(2n(t)) — 0 sur [0,7], on conclut que
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z(t) € C(t) Vtel0,T].
D’autre part, pour tout t € [0,7] et y € C(t), on a d’aprés (H;)
e,y () — dew (y) < [o(@a(t) — o(t)],

donc

d’ont

De la méme maniére, on obtient

sup  do (y) < [0(0a(1) — v(t)],

yeC(0n(t))

par conséquent

H(C(0a(1)),C(#)) < [0(0n(t)) — v(t)],

alors C'(6,,(t)) converge vers C(t).
Maintenant on veut montrer que 7 (6,,(t))z, converge vers T'(t)z dans C,.
Tout d’abord, nous définissons la continuité modulaire d’une fonction (.) définie sur un

intervalle I de R par

w(@ () 1) = sup { V() = ¥(s)l:s,t € Lls =t <} .

Soient € > 0 et t,t' € [0, T], supposons que 0 < ' —t < n(g) Par (3.3) et (3.11), on a

l2n () = 2a (8] S/t (lo(s)] + 29(s) + 2p(s)(|¢lloo + 7)) ds,

<

Y

DO ™

par conséquent

w(an(), 0, Tn(35)) <

DO M
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Pour ¢,t" € [—a,0] tels que |t —t[ < n(5) on a aussi par (3.3)

lo(t) = eIl < 3,

donc

5 €
), —a,0 —-)) < —.

wle(). a0l ) < 5

Maintenant, soit ¢ € [0, 7], 6,,(t) converge vers t, il existe alors nyg € N tel que pour tout

n>mng, |0.(t) —t] < n(g) Donc, pour tout n > ng

[0 (6 (t) +5) = 2n(t + s)|| < sup {\!Ixn(Hn(t) +5) = au(t +5)ll,s € [—a,0],¢ € [0, T],]0n(t) — t] < n(

=w(z(.),[~a, T, 77(%))

d’ou
T (0n(t)zn) — T (#)2n|lco = sup |2, (0,(t) + 5) — 2, (t + 8)|| < e.

Par conséquent || 7 (0, (¢))x, — T (t)z,|| converge vers 0 lorsque n tend vers co. De plus,
comme x,(.) converge uniformément vers x(.) sur [—a,T] alors T (t)x, converge unifor-

mément vers 7 (t)z sur [—a, 0], on déduit donc que

T (0,(t))x, converge vers T (t)z dans C,. (3.13)

D’autre part, de (1) et (2)

||fn+1(t) - fn(t)H < d(fn<t>’ F(t, T(9n+1(t))xn+1)) + nL—}—l
1

< A(F (T 0)2). P T Oor (B)7s1) + -
< H(P(T00(0)2,), P T (O)tnin) +
<O T On()n — T Onsr (£))Zni1 oo + %H

d’apreés (3.13)

[T(0n ()20 = T (Oni1 () Zns1lloc — 0,
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donc

| fos1(t) — fn(®)]] = 0 quand n — +oc.

Ce qui montre que (f,(t)),>1 est une suite de Cauchy dans H et par suite (f,(.))n>1
converge vers f(t).

De plus, d’aprés (1) on a

d(f(t), F(t, T(t)r)) < d(falt), F(t, T(t)7)) + 11 £(t) = fu(®)]
< @) = fa@ll + H(F T (0n(t))20), F (2, T (1))
< 1£(t) = £l + mOT (0u(t)) 20) = T (#)7]

comme f,(t) — f(t) alors
d(f(t), F(t,T(t)z) =0,
d’ott
f(t) € F(t, T(t)a),
et puisque F' est a valeurs fermées, on conclut que
f(t) e F(t, T(t)z) Vte[0,T).

D’aprés (3) et (4), on a

(1) = Ful0) € =N 5, ) (@ 0(0) NGV,
et grace a la Proposition 1.68

(#a(t) — fu(t)) € Ao [B,(1))2.,(8.(1)). (3.14)

Comme —i, + f, converge faiblement dans L'([0,T], H) vers (—2 + f), alors d’aprés le
lemme de Mazur on a

& € Co{—2,+ f;,q > n}, (3.15)

tel que &, converge fortement dans L'([0,T], H) vers —i + f.
Par extraction d’une sous suite, on peut supposer que &, converge vers —& + f presque
partout, d’ou l'existence d'un ensemble Lebesgue négligeable N C [0,7T] tel que pour

chaque t € [0, TN\, &,(t) converge fortement vers —i(t) + f(¢) dans H. Par conséquent
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—i(t) + f(t) € N Co{—ig(t) + fy(t).q > n}.
D’aprés (3.14), pour tout n € N, tout ¢ € [0, T\ IV et pour tout y € H, on a

<y, —an(t) + fult) >< U(Z/v d(t)@dc(gn(t))(xn(gn(t)))>,
et par (3.15), pour chaque n € N et tout ¢ € [0, TN\N

<y, &(t) ><sup <y, —z,(t) — f,(t) > Yk > n.

q>n

Passons a la limite, on trouve que lorsque n — +o00
(y, —(8) + £()) < sup (y, —d4(t) + £,(1))
q-n
< supor (1, 4(00d, 5 (70 (1))

q>n

< inf sup a(y, &(0ddy (5 ) (a:n(én(t))))

nog>n

< limsup o (y, o'z(t)(?dc (5.0) (zn (én(t)))> :

n—oo

En utilisons le fait que le sous différentiel proximal de la fonction distance est scalairement

semi-continue supérieurement, on obtient

(g, =i (t) + 1(1)) < o (g, a(t)ddory (+(1)) )
ce qui nous assure que

—&(t) + f(t) € a(t)0dewx(t) C New(z(t)).
Par conséquent

(#(t) = £(t)) € =Newa(t),
et comme f(t) € F(t,T(t)z), on obtient
i(t) € —=Newa(t) + F (¢, T (t)x).

Finalement, pour presque tout t € [0, 7],

x(t) € —NC(t)QZ(t) + F(t,T(t)I).
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Pour tout ¢t € [0,T],z(t) € C(t). Ce qui achéve la démonstration du théoréme.



Conclusion

Dans ce mémoire on a présenté un résultat d’existence pour le processus de Rafle du
premieru ordre avec une perturbation a valeurs non convexes non compactes et avec un
retard dans un espace de Hilbert. Notre approche emploie des propriétés appartenant a
la classe d’ensembles prox-réguliers ainsi que des techniques de théorie de compacité et
de topologie faible.
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