République Algérienne Démocratique et Populaire
Ministere de I’Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique

Université Mohammed Seddik Benyahya-Jijel

Faculté des Sciences Exactes et informatiques
Département de Mathématiques

Mémoire

de fin d’étude pour l'obtention du diplome de
Master
Spécialité Mathématiques Appliquées
Option EDP et Applications

Theme

Etude comparative des différents schémas numériques pour le
probleme de Stokes

Presenté par :
Boussoufa Oussama

Devant le jury :

Dr. Y. Dalkh Université Mohamed Seddik Ben Yahia. Présidente
Dr. H. Benhassine Université Mohamed Seddik Ben Yahia. Encadreur
Dr. A. Zazoua Université Mohamed Seddik Ben Yahia. Examinatrice

Promotion 2019/2020




Remerciement

Un Grand Merci a ma Mere,
Mon Pere,
Toute la Famille,
Mon Prof. Encadreur H.Benhassine

et a Tous Les Profs. qui m’ont enseigné durant mon parcours universitaire.

ii



Table des matieres

1 Formulation faible et problemes du point-selle

1.1 Les équations de Stokes . . . . . . . . .. ...
1.2 Formulation faible . . . . . . . . . . ... ...
1.3 Problemes du point-selle . . . . . . ... ... ... L.
1.3.1 Formulation du probleme . . . . . . . . ... ... ... ... ...
1.3.2  Analyse du probleme . . . . . ... ... L
1.3.3 Approximation de Galerkin . . . . . .. ... ... ... ... ...

1.4 Application au probleme de Stokes continu . . . . . .. ... ... ... ..

Schémas numériques relatifs a la stratégie des couples compatibles

2.1 Quelques résultats d’approximation par la MEF . . . . . . . .. ... ...
2.1.1 Eléments finis triangulaires . . . . . . . . . . ... ... L.
2.1.2  Eléments finis quadrangulaires . . . . . . . . ... ... ...
2.1.3 L’opérateur de Clément . . . . . . . . . .. ... ... ... ....

2.2 Conditions suffisantes de convergence . . . . . . . . . .. .. ... .. ...

2.3 Techniques de vérification de la condition de compatibilité . . . . . . . ..
2.3.1 L’astucede Fortin. . . . . ... ... ... .. ... ... .....
2.3.2  Technique des macroéléments : un cas particulier . . . .. ... ..
2.3.3 Technique de décomposition du domaine . . . . . . ... ... ...

2.4 Quelques éléments stables . . . . . ... Lo
2.4.1 Elément de Crouzeix-Raviart :Pse/Py . . . . . ... ... ..,
2.4.2 L’élément quadrangulaire Qo/Py . . . . . . . .. ...
2.4.3 L’élément de Taylor-Hood :Py/Py . . . . . .. . .. ... ... ...

iii

0 N O &~ = =~



2.4.4 L’élément de Crouzeix-Raviart non conforme :PN¢/Py . . . . . .. 11

2.4.5 Les éléments de Scott-Vogelius :Py/Pr—1 . . . . . . . . ... 48

2.5 Formulation algébrique du probleme discret . . . . . . .. ... ... ... 52

3 Schémas numériques relatifs a la stratégie de stabilisation 54
3.1 Préliminaires . . . . . . . . . .. 54
3.2 Méthodes de stabilisation . . . . . . . . .. ... ... 56
3.2.1 Laméthode GLS . . . . . . . . . ... ... ... .. .. ...... 58

3.2.2 Laméthode SUPG . . . . . .. .. .. .. ... ... ... ..., 63

3.2.3 La méthode DWG . . . . . ... ... .. ... .. ... ...... 64



Introduction

Les équations de Stokes régissent les écoulements lents des fluides incompressibles. L’ap-
proximation des solutions de ce systeme d’équations a fait 'objet de nombreuses recherches

et les résultats proposés dans ce mémoire n’en représentent qu’'une partie tres limitée.

La méthode des éléments finis sera notre méthode adoptée afin d’approximer les so-
lutions et parmi les formulations faibles (équivalentes) déja existantes, on considerera la
formulation vitesse-pression. Dans le chapitre 1, on verra que cette formulation fait partie
de la classe des problemes du ”point-selle”. On montrera I'importance de la condition ”inf-
sup” qui va jouer un role essentiel au niveau continu et discret. Le plus grand intérét de
cette condition est qu’elle permettra de construire des schémas de discrétisation bien posés
et dont les solutions convergent optimalement. Dans le chapitre 2, on présentera quelques
éléments finis "mixtes” stables pour ’approximation du probleme de Stokes, notamment
I’élément de Crouzeix-Raviart, Taylor-Hood et les éléments de Scott-Vogelius. Les résultats
de stabilité et de convergence seront démontrés pour la plupart de ces éléments. A la fin,
on mettra le point sur des résultats assez récents [16] montrant I'impact de la contrainte

de la divergence nulle sur la simulation.

Enfin, au troisieme chapitre, on verra comment construire des schémas numériques repo-
sant sur des discrétisations de Galerkin généralisées et permettant d’échapper a la condition
inf-sup, il s’agit des méthodes de stabilisation. Une propriété intéressante relatives a ces
méthodes est que la famille des éléments finis mixtes ayant un ordre d’interpolation égal
seront permis et mémes favorables, contrairement au cas de la formulation vitesse-pression

ou ces éléments sont instables.



Chapitre 1

Formulation faible et problemes du
point-selle

Dans ce chapitre, on rappellera brievement la définition du probleme de Stokes d’un
point de vue physique et mathématique. Ensuite, puisque la méthode des éléments finis est
considérée, on s’intéressera a la formulation variationnelle dite ”mixte”, qui va nous amener
vers un cadre abstrait et plus général : celui des problemes du point-selle pour lesquels le
probleme de Stokes ne représente qu’'un cas particulier.

Le théoreme principal de ce chapitre, établi par Brezzi-Babuska, va assurer 1'existence et
I'unicité des solutions de ce type de probleme et ensuite la stabilité et la convergence des
solutions des problemes discrets associés. Apres, on donne un théoreme de régularité (en 2

et 3 dimensions) qui sera important pour les résultats de convergence.

1.1 Les équations de Stokes

Soit 2 C R",n = 2,3, un ouvert borné rempli par un fluide. Notre objectif n’est pas
d’établir les équations de Stokes mais seulement de rappeler leur signification physique et

mathématique. D’abord, on définit quelques notions relatives a ses équations.

e La vitesse : soit x € () et considérons la particule du fluide se déplacant a travers x



au temps .

u(x,t) dénote la vitesse de la particule en x au temps ¢ (voir 1.1).

trajectoire du fluid

FIGURE 1.1 — Représentation du vecteur vitesse.

e La pression : si S est une surface dans le fluide et n le vecteur normal unitaire

sortant choisi, alors
la force (de pression) a travers S par unité de surface = —p(x,t)n.

La fonction p(x,t) est appelée pression.
e La masse volumique désignée par p(x,t) est la masse par unité de surface, i.e. si

m(W.,t) est la masse de la région du fluide W au temps ¢, alors

m(VV,t):/Wp(x,t)dV.

Si p = constant, alors m(W,t) = m(W) = p - volume(W).
e L’incompressibilité et ’homogénéité : soit W une région du fluide (voir fig 1.2).
On dit qu'un écoulement est incompressible si pour toute sous-région W on a :
volume(W;) = / dV = constant en ¢,
Wi
c-a-d, la masse volumique est constante en suivant le fluide. On peut aussi montrer

I’équivalence suivante :
Le fluide est incompressible ssi divu = 0.

On dit que le fluide est homogene si p est constante dans ’espace. Clairement, pour

un fluide incompressible homogene on a p(x,t) = constante.



fluide en écoulement

FIGURE 1.2 — W, est I'image de W apres un temps t.

e La viscosité dynamique d’un fluide notée v, qui est la propriété inverse de la
fluidité, est la caractéristique de la résistance du fluide au glissement ou a la
déformation. Elle exprime les forces de frottement (tangentielles) qui s’opposent di-

rectement a 1’écoulement. On supposera par la suite que v est constante.

Les équations de Navier-Stokes décrivant 1’écoulement d’un fluide incompressible ho-

mogene visqueux ont la forme suivante :
ou

— —divly(Vu+Vu)]+(u-Viu+Vp=f xeQt>0,
By iv [v( )+ ( ) p (1)

divu = 0.
Le terme f représente les forces volumiques s’appliquant sur le fluide. Dans le cas d’un
écoulement stationnaire, i.e. dyu = Oyp = Op = 0, les équations (1.1) deviennent
—vAu+p(u-V)u+Vp=f1,

divu = 0.

(1.2)

On définit le nombre de Reynolds comme le quotient

U|L
g UL
v

ou U est une vitesse caractéristique du fluide et L est une longueur caractéristique (ex. le
rayon de la sphere dans laquelle le fluide s’écoule). Ce nombre est en fait considéré pour

déterminer les équations ”similaires” et pour faire les modeles expérimentales [7]. Lorsque



R < 1, le terme non linéaire (u - V)u est négligé et les équations suivantes

—vAu+ Vp = f dans (),
(1.3)
divu = 0 dans €2

constituent une bonne approximation pour (1.2). Ce sont les équations de Stokes sta-

tionnaires incompressibles. Par la suite, on considerera le probleme de Stokes suivant :

—vAu+ Vp = {f dans (),
divu = 0 dans €2, (1.4)
u=0 sur 0f.

C’est un systeme d’EDPs linéaires avec une condition au bord de type Dirichlet homogene.

Dans tout la suite, f sera (au moins) dans I'espace H~1(Q)".

1.2 Formulation faible

Dorénavant, notre domaine d’étude {2 sera un domaine polygonal ou polyédrique. Ce qui

supposera que le théoreme de trace et la formule de Green

/@Ddivwdx:—/vw-wda:—i—/ Yw-nds Vi€ HY(Q),Yw € H'(Q)"  (1.5)
Q Q o9

seront valides.

I1 est bien connu que le probleme (1.4) admet la formulation variationnelle suivante :

Trouver u € Vg, tel que V/ Vu:Vvder = (f,v) Vv e Vy, (1.6)
Q
ot Vi = {v € H} ()" : divv = 0 dans Q}.

Le théoreme de Lax-Milgram appliqué a (1.6) assure l’existence et I'unicité de la solution

u € V.
Le probleme discret associé s’écrira sous la forme :
Trouver uy, € Vaivp tel que / Vuy, : Vvpde = (£,vy) Vv, € Vi s, (1.7)
Q



ou Viyivn C Vain est un sous espace de dimension finie.

Cette approche, bien quelle est séduisante pour la théorie, est loin de I’étre d’un point
de vu pratique pour deux raisons : d’abord, c’est tres difficile de trouver une famille de
sous espaces {Vgiy p} qui est suffisamment "riche” pour permettre d’approximer u par une
fonction uy, € Vi n. Le deuxieme inconvénient est la difficulté de construire une base de
Viiv,n, pour formuler le systeme linéaire associé a (1.7).

En d’autres termes, c’est tres difficile d’approcher la solution u par des fonctions a diver-
gence nulle!.

Pour ces raisons, on considerera une autre formulation faible équivalente et qui sera plus

facile a gérer lors de ’analyse numérique.

Remarquons que p n’apparait dans le probleme (1.4) qu’avec son gradient. Par conséquent,
si (u,p) est solution, ce sera aussi le cas pour (u,p + c¢) , Ve € R. Afin d’éviter cela, on

supposera que p est a moyenne nulle sur €.

On s’intéresse maintenant a la formulation faible du probleme. Supposons que u, p et
f sont régulieres (de classe C?(Q) par exemple). En "multipliant” la premicre équation de

(1.4) par une fonction v € H}(£2)", nous obtenons apres intégration par parties :

V/Vu:VVda:—/pdivvdxz(f,v).
Q Q

Maintenant, on multiplie la deuxiéme équation par ¢ € L3(f2) et on intégre sur 2. On

obtient :
/ gdivudxr =0,
Q

ou L§(Q) := {q € L*(Q) : [, qdx = 0} est le sous-espace de L*(Q) des fonctions & moyenne

nulle dans 2.

1. Néanmoins, dans le chapitre 2, on donnera un exemple et on discutera l’avantage, dans certains cas, des méthodes ayant cette
propriété.



On a donc la formulation faible suivante :

( Trouver (u,p) € H}(Q)"x L2(Q) tel que

y/Vu:Vvda:—/pdivvdxz(f,v) Vv € Hy(Q)™, (1.8)
Q Q '

7\

/qdivud:z: =0 Vg Li9Q).
Q

Réciproquement, soit (u, p) solution de (1.8). En prenant v € C°(2)" dans la premiere

équation et en dérivant au sens des distributions, il vient que
—vAu+Vp=f  dans (.

De plus, puisque div u € L3(Q2) et d’apres la deuxieme équation de (1.8), divu est ortho-
gonal & tous les éléments de L2(Q), alors divu = 0. La condition you = 0 est triviale 2.

La formulation variationnelle (1.8) est dite mixte.

1.3 Problemes du point-selle

La formulation mixte du probleme de Stokes rentre dans le cadre général des problemes

du point-selle que nous allons présenter ci-apres.

Soit V et @ deux espaces de Hilbert munis des normes || - ||y et || - ||o respectivement.
Avant d’entamer notre étude, on rappelle la définition de I'opérateur transposé et quelques

de ses propriétés.
Définition /Proposition 1.1. Soit B € Z(V, Q") un opérateur linéaire continu. On peut
lui associer un autre opérateur BT € £(Q, V"), appelé opérateur transposé, défini par :

(B"q,v)vv = (Bv,q)go YveV,VgeQ.

De plus, on a :

1) |1Bllgw.q) = 1B z@v) -
2) B est inversible ssi BT est et dans l'un des deuz cas, on a (BT)™! = (B71)T,

2. g est l'opérateur trace.



3) les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) Im(B) est fermé dans @',

i) Im(BT) est fermé dans V",

ii1) Im(B) = (ker(BT))po,

i) Im(B") = (ker(B))jol,

ot ker(B)por :={g € V' : (9,v) =0 Vov € ker(B)} est le polaire de ker(B).

1.3.1 Formulation du probleme

Soit a(-, ) : VXV — Ret b(-,-) : VXQ :—> R deux formes bilinéaires et v, > 0 les
constantes de continuité respectives associées.

Les problemes dits du point-selle considérés ont la forme suivante :

Trouver (u,n) € VxQ tel que
a(u,v) +b(v,n) = (l,v) YveV, (1.9)
b(u,p) = (o, p)  Vp €@,

onleVetoed.

Afin de simplifier ’étude, on réécrit le probleme (1.9) sous la ”forme opérateur”. Soit
donc A e Z(V,V') et Be Z(V,Q") deux opérateurs définis par :

(Au,v) = a(u,v) Yu,v €V, (1.10)
(Bu, ) =b(v,pu) YveV,VueQ. (1.11)

On note BT € £(Q, V') I'opérateur transposé de B, c-a-d :
(B i, v) = (B, i) = b(v, ). (1.12)
Le probleme (1.9) est donc équivalent a

Au+BTp=1 dans V’,
Bu=o0 dans Q'

(1.13)



1.3.2 Analyse du probleme

Afin d’analyser le probleme (1.13), on introduit le sous-ensemble suivant :

Vi={v eV b u) = {o,u YVueQ}.

En particulier,
VO={v eV :b,pu) =0 Yu e Q} =ker(B).

I1 est clair que si (u,n) est solution de (1.13), la composante u sera, a fortiori, solution du

probleme suivant :
Trouver u € V7 tel que a(u,v) = (I,v) Yo eV (1.14)
L’objectif est d’introduire des conditions convenables afin d’avoir la réciproque.

Lemme 1.2. Les trois assertions suivantes sont équivalentes :

a. Il existe une constante B > 0 t.q. la propriété suivante soit satisfaite :
Ve Q3 eV, avee v £0: b(v, 1) > Bllollv ulo; (1.15)

b. Lopérateur BT est un isomorphisme de Q dans V°,. De plus,
pol

BT, v
1Bl = sup 2 5 gy vue @ (1.16)
vEV,v£0 [vllv

c. L’opérateur B est un isomorphisme de (V°)* dans Q'. De plus,

Bu,
1Bullg = sup B
HEQ,u#0 ||ﬂ||Q

> |vlly Yo e (VO (1.17)

Preuve. On montre I’équivalence entre a. et b.

D’apres la définition de BT, les deux inégalités (1.15) et (1.16) coincident.

Montrons que a. implique que BT est un isomorphisme de @ dans Vpooz-

De (1.16), il en découle que BT est injectif de @ dans son image I'm(B7T) avec un inverse
continu, donc I'm(BT) est un sous-espace fermé de V' et le point 3) de la Proposition 1.1
implique que I'm(B") = V). D'ott le résultat,

On passe maintenant a I’équivalence entre b. et ¢. Nous allons identifier V;)Ool avec l'espace

8



dual de (V9)*.

Soit g € ((V?)1)". On lui associe la forme linéaire § € V' satisfaisant la relation

(g,v) = (g, TvoyL(v)) Vv eV,

0

ou m(yoy. dénote la projection orthogonale de V' dans (VL. Clairement, g € V2, et on

P
peut vérifier que 'application linéaire g — § est une isométrie bijective entre ((V°)1) et

Vi, Par conséquent, BT est un isomorphisme de @ dans ((V°)") satisfaisant la relation
1
-1
1B evpr < 5
si et seulement si B est un isomorphisme de (V°)+ dans @’ satisfaisant la relation

1B~ 2(q.voyr) <

s

[]

Il est facile de voir que la condition (1.15) est équivalente a supposer 'existence d’une
constante 8 > 0 t.q.
inf sup M > .
neQu#0 vevazollvllvliple
D’ou I'appellation condition inf-sup pour (1.15).
On termine ce paragraphe par ce théoreme d’existence et d’unicité pour les problemes du

point-selle.

Théoréeme 1.3. (Théoréme de Brezzi-Babuska) Supposons que :

1. la forme bilinéaire continue a(-,-) est coercive sur l'espace V', c-a-d
Ja > 0:a(v,v) > alv)? Yoe VO (1.18)

2. la forme bilinéaire continue b(-,-) satisfait la condition inf-sup (1.15).

Alors,

1. pour tout L € V' et 0 € Q)', il existe une unique solution u pour le probléme (1.14),

2. il existe une unique fonctionn € Q telle que (u,n) est l'unique solution du probléme (1.9),

3. les estimations suivantes sont satisfaites :

a+y
B

1
ully < = el + loller| (1.19)



1
il < 5 | (1 + 2 e+ X2 o] (1.20)

Preuve. La coercivité de a(-, -) assure I'unicité de la solution du probleme (1.14). Montrons
I'existence. Comme (1.15) est vérifiée, le point c. du Lemme 1.2 montre qu’il existe une

unique fonction u® € (VO)* telle que

Bu? = o, (1.21)

; 1
[u”lv < E”U”Q" (1.22)

Posons @ = u — u’ € V. Le probleme (1.14) est donc équivalent a
Trouver @€ V°t.q. a(@,v)={,v)—a(u’,v) YveV (1.23)

A ce stade, le Théoreme de Lax-Milgram assure l’existence et 'unicité de la solution u du

probleme (1.23) et 'estimation

I .
lllv < = (v + M llgr) -

Tenant compte de (1.22), on obtient

- 1 ol
fall < (1 + Jlolle ) (1.21)

L’existence et 'unicité de la solution du probleme (1.14) est une conséquence directe de
I'existence et 1'unicité de la solution de (1.23). L’estimation (1.19) résulte de (1.22), (1.24)
et de l'identité u = u + u°.

On s’intéresse maintenant a la composante 7).

Comme (1.23) est équivalent a
(Au—1,0) =0 YveV°

alors Au—1 € Vp%l. Donc on peut exploiter le point b. du Lemme 1.2 et conclure qu’il existe
un unique 1 € @ tel que :
Au—1=—B"n, (1.25)

1
Inlle < BHAU = ly (1.26)

10



Donc (u,n) est 'unique solution de (1.9). De plus, I'inégalité (1.26) implique que

1 v 1
Nllo < =||4]| nllullv + v < s llullv + s -
Inle < FlAlzwyyllly + il < Fllllv + Flly

L’estimation (1.20) découle de I'inégalité ci-dessus et de I'estimation (1.19) déja démontrée.
]

1.3.3 Approximation de Galerkin

On s’intéresse a l'approximation de Galerkin pour le probleme (1.9). Soit donc V}, et @,
deux sous-espaces de V' et () respectivement de dimensions finies. Le probleme discret est
tout simplement :

Trouver (up,nn) € Vi xQy, tel que
a(up, vp) + b(vp, M) = (I, vn) Vo € Vi, (1.27)
b(un, pn) = (0, ptn)  Vpn € Q.

De maniere analogue a la section précédente, on introduit 1’ensemble

Viy ={vn € Vit b(vp, ) = (0, ) Vin € Qn}

Le théoreme suivant assurant ’existence, I'unicité et la stabilité de la solution du probleme (1.27)

est une conséquence directe du Théoreme 1.3.

Théoréme 1.4. (Existence, unicité et stabilité) Supposons que :

1. la forme bilinéaire continue a(-,-) est coercive sur ’espace V), c-a-d
Jay, > 0 alvp,vn) > apllonll} Yo € V2 (1.28)

2. la forme bilinéaire continue b(-, -) satisfait la condition de compatibilité discréte suivante :

il existe B, > 0 t.q.

Vun € Qn, vy, € Vi, avec v, # 0 2 b(vp, pn) > Bullvnllv ] enllo- (1.29)

Alors, pour tout | € V' et 0 € @', il existe une unique solution (up,np) € V xQ pour le

probléeme (1.27) satisfaisant les estimations suivantes :

ap + 7y
Bn

1
lunllv < o 12y + lofler (1.30)

11



1 g y(en +7)
e < 5- | (1 2 ) i+ 22D . 13

Lorsque ayp,,B, sont indépendantes de h, les deux estimations ci-dessus donnent les

résultats de stabilité désirés.

Remarque 1.5. (Les pressions instables) La condition inf-sup (1.29) est inévitable
pour assurer l'unicité de la composante ny, de la solution du probleme (1.27). En effet,

supposons qu’elle n’est pas vérifiée, c-a-d

VB >0 ,3ug € Qn, g #0: blun, ug) < Bllusllellonlly  Yon € Vi

En remplagant pg par pg/||psl|, un argument de compacité implique lexistence d’un pj €

Qh? Iu;z # 07 tel que
b(vh,,u;‘l) =0 VYo, € V.

Par conséquent, si (v, nr) est solution du probléeme(1.27), (up, nn,+Tp;) le sera aussi pour
tout T € R. Les fonctions p; sont appelées modes instables ou, dans le cas du probleme de
Stokes, pressions instables. Cette non unicité de la solution donne naissance a des instabi-
lités numériques. Pour cette raison, un bon choix du couple (Vy, Q) est celui qui garantit la
condition(1.29) avec By, indépendant de h : ces couples sont dits stables ou compatibles.
C’est pour cela que la condition (1.29) est souvent appelée condition de compatibilité.
Afin d’éviter le piége des pressions instables, deux stratégies pour le probleme de Stokes se
dégagent :

1. Stratégie des couples compatibles : elle consiste a chercher les couples (Vi, Q)
pour lesquels la condition de compatibilité est vérifice.

2. Stratégie de stabilisation : ca consiste a modifier convenablement le probléme discret

afin d’échapper a la condition de compatibilité.

Théoréeme 1.6. (Estimation de type Céa)
Sous les hypothése des Théoréme 1.3 et 1.4, les solutions (u,n) et (up,nn) des problemes

(1.9) et (1.27) respectivement satisfont les estimations d’erreurs suivantes :

g 7 . o .
uU—u <1+ — 1+— ) inf |lu—wv + — inf — ) 1.32
o=l < (14 2) (14 2) i Juollv + 2 inf o= allo. (13

h vRLEVR

12



v v 5\ . ) 5y ) .
— < — (14— 1+ — | inf [|u—wv + {14+ =+ inf — )
=l < 2 (14 2) (14 ) inf o= unly+ (1454 0t o pmlo
(1.33)

Preuve. Etape 1.
Soit vy, € Vi, vi € VI, up, € Qp. En prenant v = vy, dans (1.9)y, il vient que

a(u, vn) + b(vn, n) = a(un, vn) + b(va, nn)-
Ensuite, en additionnant et en soustrayant les quantités a(vy,v;) et b(vp, p1s), on obtient
a(un — Vg, v) + b(0n, Mh — pn) = alu — vy, vn) + b(vn, n — ).

On choisit v, = up, — v} € V2. En utilisant la définition de V)| la coercivité de a(-.-) et la

continuité des deux formes, on trouve
Jun =il < o (il = il + lin = nllo)
Comme vi € V), uy, € Qy, sont arbitraires, il suffit de tenir compte de I'inégalité triangulaire
lu = unlly < llu—vhllv + llun —villv

pour avoir

lu = wnlly < (1+ l)
an

Etape 2. On montre maintenant les estimations(1.32) et (1.33).

inf fJu— ofllv + — inf |ln—
1n u —v —_— 1n — .
0 hilv ap 1hEQn T HrllQ

Vp&Vy

1. La condition (1.29) permet d’utiliser la version discrete du Lemme 1.2. Soit v, € V.

D’apres le point ¢. du Lemme 1.2, on sait qu’il existe un unique z, € (V}?)L tel que

b(zn, ptn) = b(u — vy, pp) Yy € Qp,
lznllv < 2-llw = vallv-

Alors, la fonction v;, = 2z, + vy € V)7, De plus,

)
e =il < flu=wnlly + v < (1 ; @) ot = vallv-
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L’estimation (1.32) résulte de cette inégalité et de I’étape 1.
2. Pour tout uj € @Qp, la condition inf-sp (1.29) implique que

1 bUh, hy — Hh
I — pnllg < = sup i)
/BhthVh,’U;ﬁéo ||Uh||v

(1.34)

Or, en soustrayant (1.27); de (1.9); et en additionnant et soustrayant b(vp, i), on obtient

b(vp, mp, — pn) = alu — up, vi) + b(vn, 1 — ).

En utilisant cette identité dans (1.34) et tenant compte da la continuité de a(-,-) et b(-,-),
il vient que |
B (Yllw — unllv +6lln — pnllQ)  Yun € Qn.

L’inégalité triangulaire et I'estimation (1.32) déja démontrée implique (1.33). O

17n — pnlle <

1.4 Application au probleme de Stokes continu

A présent, nous allons simplement appliquer le Théoreme 1.3 de la section précédente

afin de montrer que le probleme de Stokes (1.8) est bien posé.

Pour ce cas particulier on a

V = Hy(Q)" : a(u,v) = V/ Vu: Vvdz,
Q
Q= Lj(®) : b(v,q) = — / gdivvdx.
Q
De méme,
VO ={ve HjQ)":divv = 0}
et

Vi ={9€ H Q) :(g,v)=0 VvveV’}
Les deux formes bilinéaire a(-, -), b(+, -) sont continues :

. b(v,q) < v

a(u,v) < vlulolvia 1.0llqllo.0-
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Comme la forme bilinéaire a(-,-) est clairement coercive sur V( et non seulement sur V),

il suffit de vérifier la condition inf-sup

inf sup b(v.9) > 06, (1.35)
1.0

1€LF(Q) vemi(Q)n lallo.allv]

ou f > 0. On verra par la suite que la condition (1.35) est une conséquence du Lemme
suivant [14] :
Lemme 1.7. (Lemme de De Rham)
Si f € HY(Q) est telle que (£,v) =0 Vv € VO, alors il existe p € L*(Q) unique a une
constante additive pres telle que

f=Vp.
Remarque 1.8. 1. Le Lemme précédent est équivalent a dire que l’opérateur gradient
V: L*Q)\R — V), est bijectif.

2. Puisque L3(S2) est orthogonal dans L*(Q) a lespace des fonctions constantes, on a

lalo. = infllg +cloo = lldllz@e Vo € Lo(©).

Donc, LE(Q) peut étre identifié via cet isomorphisme isométrique avec L*(2)\R.

Le corollaire suivant est une conséquence directe des Lemmes 1.2, 1.7 et de la remarque

ci-dessus.

Corollaire 1.9. Ces assertions sont équivalentes et satisfaites :
1. la condition inf-sup (1.35) est vérifiée,

2. Vopérateur V est un isomorphisme de L§(Q) dans V),
3. Uopérateur div est un isomorphisme de (V°)*+ dans L3(2).

Preuve. Puisque le gradient est 'opérateur transposé de —div, I’équivalence découle du
Lemme 1.2. Il suffit donc de montrer une des assertions ; on montre la deuxieme.

D’apres le Lemme 1.7 et la Remarque 1.8, On sait que V € X(L%(Q),V;Bﬂ) est bijectif.

Alors, comme LZ(Q) et Vp%l sont des espaces de Banach, le Théoreme d’isomorphisme de
Banach implique que V est un isomorphisme.

Noter que dans 3. on a identifié (L3(Q)) avec L3(). O
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Dans le cas particulier du probleme de Stokes, le Théoreme 1.3 prend la forme suivante :

Théoreme 1.10. Soit Q2 un ouvert polygonal ou polyédrique. Pour toute fonction
fe H-Y(Q)", le probléme de Stokes (1.4) admet une unique solution (u,p) € HE(Q)" xL3(9).
De plus, il existe une constante C' = C(v, ) t.q.

lulli.a + IPlloe < Clfll-1.0- (1.36)

On termine cette section par un théoreme de régularité. Lorsque 2 est régulier (de
classe C? par exemple), les résultats de régularité sont trés nombreux [13]. Lorsque €2 est

seulement polygonal, on a ce résultat [11],[17] :

Théoréme 1.11. Soit Q un ouvert polygonal ou polyédrique convezxe et f€ H™(Q)",
m = —1,0. Alors, la solution (u,p) du probleme de Stokes (1.4) satisfait

(u,p) € [Hm+2(Q) N H&(Q)}n X [Hmﬂ N Lg(Q)} . (1.37)
Dans le cas bidimensionnel, on a l’estimation suivante :
[allmiz.0 + [Plmire < Cllfllmo. (1.38)

Remarque 1.12. [11] Notons qu’en 2D on a un meilleur résultat de régularité. Par
exemple si f € HY(Q)? et que tous les angles de Q sont < 2w /3 (c’est le cas pour un
rectangle ou un carré), alors

(u,p) € H3(Q) xH*(Q).
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Chapitre 2

Schémas numériques relatifs a la
stratégie des couples compatibles

Dans les 3 premieres sections de ce chapitre nous allons présenter les résultats permettant
d’exploiter les estimations de type Céa démontrées dans le chapitre précédent. Les espaces
discrets (Vj, @Qn) seront des espaces d’éléments finis standards dont on présentera les pro-
priétés d’approximation dans la premiere section. Ensuite, dans la 2°™¢ section, on verra
que ce choix d’espaces discrets va en fait mener vers les résultats de convergence désirés
pour le probleme de Stokes. Dans la section 4, on s’intéressera aux quelques éléments finis
mixtes stables les plus populaires pour lesquels tous les résultats de convergence seront

acquis.

2.1 Quelques résultats d’approximation par la MEF

Dans cette section, on rappelle quelques notions basiques relatives a la méthode des
éléments finis et on présente des résultats classiques et non classiques d’approximation

nécessaires pour ’analyse des schémas numériques par la suite.
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2.1.1 Eléments finis triangulaires

D’abord on rappelle quelques définitions telles intoduites dans P.G. Ciarlet [8] :
e n-simplexe : un 2-simplexe (resp. 3-simplexe) est un triangle (resp. un tétraedre).
e Elément fini triangulaire : un élément fini dans R"™ est un triplet { K, P, ¥}, ou K est
un n-simplexe (appelé élément), P est un espace (de dimension N) de polynomes définis
sur K et X est un ensemble de formes linéaires {¢;, 1 < i < N} définies sur 'espace P et

telles que
N
p=Y ¢ilp)pi  VpEP (2.1)
i=1

avec {p;}1<i<ny une base de 'espace P.
e Triangulation réguliere : on pose
hix = diametre de K, h = [rgleaTxh h i
et
px = sup{diametre de la bouleB : B C K}.

Soit {75}, une famille de triangulations de , i.e. pour tout h, 7 est une partition de Q

par des n-simplexes. On dit que {7}, est réguliere si h — 0 et s’il existe o > 0 t.q.

h
K <5 VK €T, Vh
PK

Dorénavant, par abus de langage, on dira que 7T}, est réguliere lorsque la famille {7} le
sera.

e Elément de référence : c’est le n-simplexe unité K dans 'espace de référence (21, .., Tp).
Tous les éléments K € T, sont affine-équivalents a K , i.e. il existe une application affine

inversible F : K — K telle que
FK(f) = Bg2 + by

et
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ou By est une matrice inversible, bx est un vecteur colonne et a;,a;,1 <1 < n+ 1, sont

respectivement les sommets de K et K. De plus, on a les majorations suivantes :

hk ~ hz
1Bl < —, Byl < % (2.2)
PR PK
La norme || - || est la norme matricielle subordonnée a la norme euclidienne.

e Coordonnées barycentriques : les coordonnées barycentriques AX d’un point z € R®

par rapport au sommets a;,1 < i <n+ 1, de K sont définies par

n+1
MK e P, Z)\ZK =1, M(a;)=0d; pourl<i,j<n+l1.
1=1

Une propriété intéressante de AKX, i = 1,n + 1, est qu’elle s’annule sur le coté (ou la face)

opposé a aj.
Le Lemme suivant sera utile par la suite.
Lemme 2.1. /8] Soit K un n-simpleze. Pour tout m >0, siv € H™(K), alors
vVi=vo K € Hm(f()
et on a les estimations suivantes
[0],, 7 < Ul Br ™| det(Bg)| ™ Plolwx Yo € H™(K), (2.3)
[Vl i < Col| BRI det(Bi)| [0, V0 € H™(K), (2.4)

ou C1,Cy sont deux constantes positives ne dépendant que de m et n.

On s’intéresse maintenant aux résultats d’approximation par la méthode des éléments

finis. On commence par ce résultat général [8] :

Lemme 2.2. Soit T;, une triangulation réguliere et k, m deux entiers tels que 0 < m < k+1.
Soit T € X(H""H(I?), Hm(f?)) un opérateur préservant l’espace Py des polynomes de degré
inférieur ou égal a k :
Tp=p Vpé€E Py
Sime L(HYK), H"(K)) est un autre opérateur défini par
T =n0 Yve HT(K),
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alors, il existe une constante C' indépendante de h telle que
v — 70|k < CHFY ol g Yo € HMY(K). (2.5)

Définition/Proposition 2.3. (Treillis principal)
Soit K un n-simpleze et a;, 1 < i < n+1, ses sommets. Tout polynome de [’espace Py, k > 1,
est déterminé de maniére unique en précisant ses valeurs sur l’ensemble

n+1 n+1

Ti(K) = {z = Zaiai : Za = 1,05 €{0,1/k, ..., (k—1)/k,1}}

appelé treillis principal d’ordre k pour le n-simplexe K.

FIGURE 2.1 — Treillis principaux d’ordre 3 : les e représentent les points de T5(K).

Considérons les espaces des éléments finis standards
X;={vn €C(Q): vy € P,VK € T}, k>1, (2.6)
XF = XFnH) Q). (2.7)
L’opérateur d’interpolation standard I, € .Z(H?(2) N H(Q), X;f) est défini par :
() ik € Pr, Ihv(a) =v(a) VK € Ty, Va € Ti(K).
Lemme 2.4. [8] Soit T}, une triangulation réguliere et k > 1. On a l'estimation suivante :
v — Iyl < Ch*ul Yo € HMYQ) N HY(Q),

ou C > 0 est une constante indépendante de h.
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On définit 1'espace des éléments finis discontinu MF comme suit
My = {qn € L*(Q) : qui € Pr. VK € Ty} (2.8)

Lemme 2.5. /8] Pour tout k > 0, l'opérateur de projection-L? orthogonale
pn: L2(Q) — MF satisfait l'estimation suivante :

|079 < C'hk|v|k79 Vq € Hk(ﬂ),

v — prv

avec C' > 0 une constante indépendante de h.

2.1.2 Eléments finis quadrangulaires

On ne traite ici que le cas bidimensionnel. Le cas tridimensionnel est une simple générali-
sation. La plupart des notions relatives aux éléments finis triangulaires restent sans grande

modification. On se concentre donc sur ce qui est spécifique au cas quadrangulaire.

On considére maintenant une ”triangulation” 75, de Q par des éléments quadrangulaires
convexes. Soit K un élément de 7T, dont les sommets sont a;,1 < 7 < 4. De maniere

analogue au cas triangulaire, on pose

hx = diametre de K , h = maxhg
KeTy,

et

PK = 21r£1_i£14{diam\etre du plus grand cercle inscrit dans S;},
_,L_
ou S; est le triangle de sommets a;_1, a;, a;+1 (avec ag = a4). On dit que la triangulation
Tr, est réguliere si h — 0 et si

h
J0>0, -X<o VKEeET,,Vh
PK

L’élément de référence est cette fois-ci le carré unité K =[0,1] x[0,1].
Pour tout k£ > 0, on note Q. 'espace des polynomes de degré inférieur ou égal a k par
rapport a chaque variable. Il existe une application inversible Fx € Qq (IA( ) telle que

FK(K)zKetFK(di):ai ,1§i§4,
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a4 as as

K a
a4 2

ou les a;,a;,7 <1 <4, sont les sommets de K et K respectivement.

De maniere analogue au cas triangulaire, on définit les espaces d’approximation
XM= fon, € C(Q) vk € Qu(K), VK € Ty},
XM= xFnEl ),

olt Q(K) = {q = GoFg' : g € Qu(K}.
On définit 'opérateur d’interpolation standard I, € £ (H?*(Q)NH}(Q), )O(}[Lk]), k > 1, comme
sult
Liw=1TI0 Yve H*Q)NHNQ),
ol

A~

2(K) n Hy(Q) — Qu(K),
Io(a) =0(a) Va e Ty(K).

)~
Sy

Lemme 2.6. [8] Soit T, une triangulation réquliére et k > 1. On a lerreur d’interpolation

suvante :
v — Iywlio < Ch*ula Yo € HY Q) N HY(Q),

avec C' > 0 une constante indépendante de h.

On s’intéresse maintenant & l'opérateur p, de projection-L? orthogonale sur 'espace

discret suivant ou les fonctions sont Py, par morceaux (et non Qj par morceaux) :

My = {qn € L*(Q) : qui € Pu,VK € Tp}
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Lemme 2.7. [14] Soit T, une triangulation réguliére et k > 1. L’opérateur py de la

projection-L? orthogonal sur M}’f satisfaut

|()7Q < Chk|q‘k7g Vq € Hk(Q)

lg — pra
2.1.3 L’opérateur de Clément

Nous allons maintenant définir un opérateur d’interpolation 7, ayant les mémes pro-
priétés d’approximation que l'opérateur [, mais qui peut travailler sur des fonctions beau-

coup moins régulieres.

Soit 75, une triangulation de Q par des n-simplexes. On pose Nj, = le nombre de nceuds a;
dans T}, et on note {¢; }1<i<n, U'ensemble de fonctions de base de X associées & {a;}1<i<n, ,

i.e. pi(a;) = d;;, ou d;; est le delta de Kronecker.

Définition 2.8. (Macroélément)
Pour tout 1 < 1 < Ny, le macroélément A; est ’ensemble de tous les éléments K € Ty,

contenant a;, 1.e.

Ai:{KEEZCLiGK}.

Il y a un nombre fini de configurations possibles pour les A;. De plus, le nombre

d’éléments K contenus dans chaque A; est borné par un nombre M indépendant de h

(voir [2)).
'

FIGURE 2.2 — (& droite) un macroélément, (& gauche) le macroélément de référence correspondant.
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Définition/Proposition 2.9. (Macroélément de référence)
~ ~ ~ M ~ ~
A chaque A; correspond un A; de référence tel que A; C B(0,1) et A; = ‘UlKj’ ot K;
]:
sont des n-simplexes. De plus, il existe une application continue inversible Fa, : A; — A,

t.q.

F

AR ffj — K est affine pour tout 1 < j < M.

On définit maintenant notre opérateur rj, € £ (L?(Q2), X¥) par une projection-L? locale.
Soit v € L?(Q). Pour tout 1 < i < Np,, on note p; la projection de & sur I'espace Pk(ﬁi),
ie.

pen@)e [(-ppi=0 vpend)
A
L’opérateur rj, est défini par

Np,
TRV = Zﬁl(dz)@l
i=1
On donne enfin l'erreur d’approximation pour l'opérateur de Clément [2] :

Lemme 2.10. Soit Tj, une triangulation régulicre de Q0 et m,l deux entiers tels que
0<m<I<k+1. Alors,

v = rpvl|ma < C’hl_m||v||179 You € HZ(Q),

avec C' > 0 une constante indépendante de h.

2.2 Conditions suffisantes de convergence

Rappelons 'approximation de Galerkin pour le probleme de Stokes :
Trouver (up,pn) € VixQp t.q.
a(up, vi) +b(vi,pr) = (£, vi) Vv € Vi, (2.9)
b(up,qn) =0 Vagn € Qu,

ouVy C Vet @QnCQ et les formes bilinéaires a(-,-) et b(-,-) sont définies comme dans la

section 1.4. On va utiliser le Théoreme 1.6 pour montrer le résultat de convergence suivant :
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Proposition 2.11. Supposons que les hypotheses suivantes soient satisfaites :

1. la condition inf-sup discrete est uniformément satisfaite, i.e. [y est indépendant de h,
2. il existe deuz sous espaces denses ¥V C HH(Q)™ et 2 C LE(Q) pour lesquels il existe deux
applications Sy : V' — Vj, et R, : 2 — @y, telles que

lim |ShU — U|17Q =0 Wve 7/,
h—0
lim [|[Rrg — qlloo =0 Vqe 2.
h—0

Alors,

lim u — — lim ||]p — -
hinolu up|1.0 hli)nOHp prlloa =0,

ot (u,p) est la solution du probléme de Stokes continu.

Preuve. D’une part, puisque ¥ et 2 sont denses dans V' et () respectivement, on peut

trouver deux suites (v, )nen, (¢n)nen convergeant vers u et p respectivement :

Jm Ju—vafie= lim_ [lp—gufoe=0. (2.10)
D’autre part, on a
inf |u— w10 < |u—Shonlia < |u—uvnl1.0+ [Shon — vnl1a, (2.11)
v EVY
qigg lp = anlloa < |lp — Ragulloo < llp — anllo.q + | Rngn — @ullo.o- (2.12)
h h

Le résultat découle du Théoreme 1.6, de (2.10)- (2.12) et des propriétés d’approximation
de Sy, et Ry, ]

Soit M}, C L*(€) un sous-espace de dimension finie tel que Q; = M,NLE(2). Considérons
maintenant les hypotheses suivantes :
Hypothése H1. Il existe un opérateur S, € Z((H*(Q2) N HL(Q))",V},) et un entier [ tels
que
v — Spvlia < Cih"V]mia YV € (H™H Q)N H(Q)" ,1<m<],

Hypothése H2. Il existe un opérateur Ry, € .Z(L*(Q), M) tel que
lg — Buglloo < C2h™(qlma Vg€ H™(2) ,0<m <1,
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Hypothese H3. L’hypothese 3 est la condition inf-sup discrete uniforme.

Théoréme 2.12. Sous les hypothéses H1,H2,H3, le probléme discret (2.9) admet une

solution unique (up,py) convergeant vers (u,p), i.e.

lim (ju —un|1.0 + [P = pallon) = 0. (2.13)

h—0
De plus, si (u,p) € H™ Q)" xH™(Q), 1 <m <, alors

[ —upfi0 + 1P = prllog < CA™ (Julnir0 + [1pllme) (2.14)

ou C' = max{Cy, Cy}.

Preuve. Comme la condition inf-sup discrete est satisfaite et que la forme bilinéaire af(-, -)
est coercive sur Hg(2)", on sait que le probleme de Stokes discret admet une unique solution

(up, pr) € VipxQp. De plus le Théoreme 1.6 assure que
lu—wlio+llp—pulloe <C < inf Ju—wvp[1,0+ inf |p— CIh||0,Q> : (2.15)
viL,EV) ah€Qn

Remarquons maintenant que si I'opérateur Ry, n’injecte pas L3(Q2) dans Qy, il suffit de le

remplacer par l'opérateur R, défini par
— 1
Rnq = Rpq — @ / Rpqdr Vg e L*(Q).
Q

Dans ce cas, Ry, € Z(L*(Q),Qy) et pour tout ¢ € L3(f), on a

|1Rrg — qlloo = ggﬂg||§hq —q+ cllog < |Rrg — qllo.0-

Donc, si on suppose que (u,p) € H™(Q)"x H™(Q), les hypothéses H1-H2 impliquent

que

inf |[u—vp|io <|u—Spuulia < Cih™ulni 0,
vihEV)

inf [p—qnloo < |p— Ruplog < Coh™|plma.
qr€Qn

L’estimation (2.14) découle de (2.15) et des deux inégalités ci- dessus.
Afin de montrer (2.13), on applique la Proposition 2.11. On sait que H?(2) N H}(Q) est
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dense dans Hi(Q) et que HY(Q) N LE(Q) est dense dans L3(Q). De plus, les hypotheses
H1-H2 assurent que

lim |Spv — v =0 Yo € H*(Q)N Hy(5),
h—0

loo =0 Vqge HY(Q)NL3Q).

li _
hgymw q

[]

Le Théoréme 2.12 donne des conditions qui assurent que |u — upl1.0 = O(R™) et donc,
a fortiori, ||u — up|loo est au moins du méme ordre. Nous allons établir un théoreme per-
mettant d’améliorer erreur d’approximation dans L?(Q)". Pour ce but, on va utiliser le

fameux argument d’Aubin-Nitsche pour le cas des formulation mixtes [14].

Théoreme 2.13. Supposons que :

1. Q est convezxe,

2. les hypothéses (H1) — (H3) sont satisfaites,

3. la solution (u,p) du probléme de Stokes appartient & H™(Q) xH™(Q),m > 1.

Alors, on a Uestimation-L? améliorée suivante :

lu—upfloe < CR™(Ju

1.0+ [Iplloq)-

Preuve. L’astuce d’Aubin-Nitsche consiste a considérer la solution (ug, pg) du probleme

de Stokes suivant :
—vAug + Vpg =g dans (),

divug =0 dans €,
ug; =0 sur 09,

ot g € L*(Q)". On peut montrer I'estimation suivante [14] :

[u—uplloo < C(Jlu—wlio+ ||p — pallogn) (2.16)
0,Q> )

Puisque 2 est convexe et g € L?(Q2)", le Théoreme 1.11 assure que (ug, pg) € H*(Q)"x H(Q).

X sup

inf |ug — vpli0+ inf [|pg —aqn
geLg(Q)anHO,Q <VhEVh| ® | QhEQhH ®

ou C' = max{r, 1}.
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Ensuite, des hypotheses (H1) — (H2) on obtient

inf [ug —vil10 < Cihluglho ,  inf [[pg —anlloge < Cohlpglia. (2.17)
ViREV), an€Qn

Or, on sait que le Théoreme 1.11 assure aussi ’estimation suivante

lugl2.0 + llpglle < Clgllog, (2.18)

alors, en combinant (2.16), (2.17) et (2.18) on aura

[u—uglloe < Ch(Ju—up|i0+ [P —prllon)-

Le résultat découle de 'estimation (2.14). O

2.3 Techniques de vérification de la condition de compatibilité

Lors de I'analyse des schémas numériques dans la section 2.4, on aura besoin de quelques
techniques qui facilitent la vérification de la condition de compatibilité :

b
sup (Vha qh)

> B llgn
VREVR ‘Vh’LQ

0.0 Van € Qn. (2.19)

Trois techniques sont présentées ici.

2.3.1 L’astuce de Fortin

Il s’agit de donner une condition nécessaire et suffisante.

Proposition 2.14. La condition de compatibilité (2.19) est satisfaite si et seulement
s’il existe un opérateur Up € L (H(Q)", V) tel que
1. Ilp est B-compatible, i.e.

b(IIpv, qn) = b(v,qn)  Yan € Qn, Vv € Hy ()", (2.20)
2. il existe une constante Cp indépendante de h telle que
Hpviio < Cplvia Vve Hi(Q)". (2.21)
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Preuve. 1. Supposons Iy existe. De (2.20), on a pour tout ¢, € Qy,

I1
Sup b(qu}z) Z Sup b( FV, Qh) _ Sup b(v7q}1>

vreVi [Vilie " vemir 1Mrvline  vemion Mrv

19
Maintenant, tenant compte du fait que (H}(Q)", L2(Q)) vérifie la condition inf-sup conti-

nue 'avec une constante notée 5%, I'inégalité (2.21) implique

b 1 b *
Sup (Vh7 Qh) > sup <V7 Qh) > 6_
vieVi Vil = Cryepiop [Vle — Cr

C’est la condition (2.19).

lanlo.0-

2. Réciproquement, supposons (2.19) vérifiée.
Soit v € HE(Q)", comme divv € L3(Q)’, le Lemme 1.2 assure l'existence d’un élément de
Vi, (unique dans (V!)*) quon note I1pv tel que
b(Ipv,qn) = b(v.qn)  Van € Qn

et

|HFV 1,9,

< 1 v
12 S
ie. p € L(Hi()" Vy) et satisfait (2.21) avec Cr = 1/8. ]

Remarque 2.15. 1. Afin de construire l'opérateur Il g, il suffit de trouver deux opérateurs
Iy, [y € L(H ()™, Vy,) vérifiant

|H1V|17Q < 01|V|179 Vv € H&(Q)n, (222)

|H2(I — Hl)vll,Q S 02|V‘1’Q Vv € H&(Q)n, (223)

/ div(v —av) g =0 Vv € Hy(Q)", Y, € Qp, (2.24)
Q

ou les constantes C1,Cy sont indépendantes de h. Ensuite, l'opérateur 1lp satisfaisant
(2.22)- (2.24) sera défini comme suit

pv =Iv + T (v — IIv).

2. On peut remarquer que dans la partie 1 de la preuve précédente on n’a pas utilisé le
fait que V}, est un sous-ensemble de H}(Q)™. Dans ce cas, si on remplace dans la Propo-

sition 2.14 la norme | - |1.q par une norme (discréte) définie sur Vi, Cela va permettre

1. voir section 1.4
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de vérifier la condition inf-sup pour les méthodes mon conformes juste en cherchant

Uopérateur 1.

2.3.2 Technique des macroéléments : un cas particulier

Cette technique introduite par R.Stenberg 2, consiste a réduire, sous certaines conditions,
la vérification de la condition inf-sup en un probleme algébrique ”local”. Elle est basée sur
la décomposition de la triangulation 7 en des macroéléments, ou chaque macroélément est
la réunion d’élément adjacents.

Pour notre part, on ne s’intéresse qu’au cas particulier ou tous les macroéléments sont les

éléments de Ty,

Considérons les espaces discrets suivants :
Voxk ={veHy(K)": v=wyg,weV,},
Qox ={q€ L§(K) :q=px,p € Qn},
Nk ={q€ Qox: /quivvda: =0,Vv e Vo i}
On a alors le résultat suivant
Proposition 2.16. Si le couple (V},, M},) est compatible, ou

My ={q€ L§(Q) : qi € Py VK € Tp},

alors :
Nk ={0} VK € T, = le couple (V}, Q) est compatible.

2.3.3 Technique de décomposition du domaine

L’intérét de cette technique est de montrer que la validité de la condition inf-sup locale

assure la condition globale.

2. voir [5, page 482]
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—_ N
Proposition 2.17. [3] Supposons que 2 = le,‘, N > 1. Pour tout i =1, N, on pose
Vh(QZ) = {Vh €V, : vy, =0 dans Q\QZ}

Supposons de plus que :

1. la condition de compatibilité est satisfaite par les couples (Vi,(€%), Qnjo,) avec les constantes
Bi

2. le nombre m > 0 des €2; qui s’intersectent est fini.

Alors, la condition (2.19) est vérifiée avec la constante = 1/y/mmin (f;).
i=T,N

Noter que q € Qyq, ssi q est la restriction d’une fonction de Q.

Maintenant, on est en mesure de présenter quelques éléments finis mixtes stables qui

existent dans la littérature.

2.4 Quelques éléments stables

Avant de s’intéresser aux éléments stables, nous allons mettre en évidence le fait que V},

et (, ne peuvent étre choisis arbitrairement.

La méthode la plus simple qu’on puisse imaginer pour approximer le probleme de Stokes
est de prendre V}, étant 1’espace des fonction continues P; par morceaux et () I'espace des
fonctions discontinues Py par morceaux.

Malheureusement, ce couple est en général instable. En effet, soit {2 un domaine carré et
considérons une triangulation uniforme avec un pas égal a 1/N, N > 1 (voir fig. 2.3).

On peut montrer facilement qu’il y a 2(N — 1)? degré de liberté pour I'espace Vj, (car les
vy, € Vj, s’annulent sur le bord) et 2N2 — 1 degrés de liberté pour Qy, (car les ¢, € @, sont

a moyenne nulle). Ce qui implique que la contrainte

b(up,qn) =0 Van € Qp (2.25)

inclut 2N? — 1 équations indépendantes avec 2(N — 1)2 inconnus. Donc, 'unique uy, € V},

vérifiant (2.25) est uy = 0. C’est ce qu’on appelle un phénomene de verrouillage sur la
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FIGURE 2.3 — Maillage triangulaire uniforme d’un carré.

vitesse.

Il existe d’autres couples (V3, @) pour lesquels les pressions discretes sont discontinues.
D’une maniere générale, les couples définis par des espaces polynomiaux identiques (Py/ Py, Py/ Ps,
(QQ1/Q1... etc) sont instables.

En jetant un coup d’ceil sur la condition de compatibilité (2.19), on voit que plus I'es-
pace V}, est "riche” et plus la probabilité que (2.19) soit satisfaite est grande. Mais il est
déconseillé que V), soit trop riche par rapport a (J car ceci peut donner des propriétés
d’approximation non équilibrées. C’est le cas pour I’élément stable P, — Fy pour lequel la
vitesse uy, est convergente d’ordre 2 pour la norme H(Q) (Ju — uy|1.0 = O(h?)), alors que

qn est convergente d’ordre 1 dans L*(Q) (||p — pullo.a = O(h)).

Par la suite, le domaine () sera un polygone.

2.4.1 Elément de Crouzeix-Raviart : P}/ P,

FIGURE 2.4 — L’élément de Crouzeix-Raviart : les  dénotent les degrés de libertés de la vitesse discrete et les o
dénotent celles de la pression discrete.

Cet élément, introduit dans [10], est un enrichissement de 1’élément stable P,/ Py donnant
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des propriétés d’approximation bien équilibrées. Soit 7 une triangulation de Q et K € Tj,.

Considérons 'espace polynomial suivant
PRI(K) = [Py + AFAF AL P2

L’élément de Crouzeix-Raviart consiste a approximer la vitesse par des fonctions continues

Phulle par morceaux et la pression par des fonctions discontinues P; par morceaux, i.e.
Vi = {v € [C(Q) N HJ(Q)]* : vy € PR VK € T},
Qn={qn € L3(Q) : qnr € P1 VK € Ty}

Les degrés de libertés relatives a la vitesse sont choisis comme suit

les valeurs de v sur le treillis principal Th(K) (2.26)

et l'intégrale [, vdz.

Lemme 2.18. [14] Tout polynéme p € PYUe(K) est déterminé de maniére unique par (2.26).
De plus, la restriction de p sur un coté quelconque de K dépend seulement des degrés de

liberté définies sur ce coté.

On définit P'opérateur d’interpolation local mx qui & tout v € H?(K)? lui associe
I'unique polynéme de PY¢(K) ayant les mémes degrés de liberté (2.26) que v sur K.

Notre opérateur d’interpolation global est défini par
Tk =gV VK € Tp.
Le Lemme 2.18 et le Théoreme d’injection de Sobolev impliquent que
™ € L([H*(Q) N Hy (Q)]%, Va).
De plus, il est facile de voir que mx est invariant par les transformations affines, i.e.

TKV = TRV,

et qu’il préserve 'espace P

xk(p) =p Vp€E P
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Donc, le Lemme 2.2 assure I’hypothese H1 :
v —mvlia < ChF| Ve W € [H Q) N HI (A k=1,2.
De méme le Lemme 2.5 assure la deuxieme hypothese H2 :

00 < Ch¥lalee Vg€ HYQ),k=1,2.

g — pryg

Proposition 2.19. (Stabilité)

Si la triangulation Ty, est réguliére, alors le couple (Vi,, Q) est compatible.

Preuve. Afin de vérifier la condition de compatibilité, nous allons construire un opérateur
de Fortin comme indiqué dans la Remarque 2.15. A cet effet, on prend II; comme étant
I'opérateur de Fortin de 1’élément stable P, — Fj.

La Proposition 2.14 implique que
v < Clvlia VYV e Hj(Q)? (2.27)
/Qdiv(v —ILv)de =0 Vv HH Q)% (2.28)
Afin de définir I'opérateur Iz, on note by x := MEAXAE et on introduit I'espace
By ={vp € Vi : vy =b3xFPy VK €Ty}
L’opérateur Iy : H}(2)? — Bs est défini comme suit :
Hovig = (1, 0) b3, €R, (2.29)
/Kdiv(sz—v)q dr =0 Vqe€ P(K),VK € Tj. (2.30)

Le systeme linéaire (2.30) contient 3 équations avec 2 inconnus! Mais en tenant compte de

la Remarque 2.15 et de I’équation (2.28), on voit qu’il suffit de définir I sur I'espace

VO = {veHg(Q)Q:/divvdxzo VK € Ty}
K

et comme [, div bs g dz = 0, alors I'équation dans (2.30) out ¢ = constant est trivialement

satisfaite. IIyv est donc défini de maniere unique par (2.30).
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Il ne reste qu’a montrer que [IIyv); o < C|v|iao Vv e V.
Grace a la formule de Green, 1’équation (2.30) est équivalente a
/ [lov - Vgdx = / qdivvdr Vqe P(K)
K K

ou bien

v
/aibg,de:/xi—”dx i=1,2. (2.31)
K kO

En utilisant un changement de variables et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a pour tout
i=1,2,

|cvi |fK$laUl dz| |fK§lavl di|
;| = =
' fK b3,k dx fK 3de
ov;
< Cl||$z||0K|| : ||0K
S 02|6Z’1j€7

ot Cp = (ff( bg’f{) |Zi]ly % est une constante indépendante de K et h.

Maintenant, en appliquant deux fois le Lemme 2.1 et les estimations (2.2), on obtient :

Mavlix < Cipg'| det(B)| 2 [Mav], ¢
< Copi | det(By)"*91, &

< ng—ﬂ det(Bg)|"?| det(Bg )|
K

La régularité de 7; donne le résultat. ]

Toutes les hypothese des Théoremes 2.12 et 2.13 sont donc vérifiées.

Théoreme 2.20. Supposons que la triangulation T; est réguliére et que la solution du
probleme de Stokes satisfait (u,p) € H*Y(Q)2 xH*(Q), k=1,2. Alors,

h* ( ).

De plus, si €2 est convexe, on aura
lu = uplloo < Coh™ (Julir10 + [|pllk0)- (2.32)
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Les constante Cy, Cy étant indépendantes de h. Lorsque (u,p) € HL(Q) xLE(Q), on a seule-

ment la convergence.

Remarque 2.21. (L’élément de Crouzeix-Raviart tridimensionnel)

Le schéma numérique tridimensionnel n’est pas une simple généralisation du cas bidimen-
stonnel.

Considérons l’espace polynomial suivant :

4

BF;5 .= {Z Q; bgypi n;, o; € R}
i=1

ot bs r, est la fonction bulle cubique associée a la face F; de K, i.e. by g, := \jA\p N, 7, Kk, L # 1.
n; est le vecteur unitaire normal a F;. Cette fois-ci, l'espace définissant Vi, sur chaque
élément est

PYUe(K) = [Py + MMNENNE P + BFE;.
Les espaces d’approzimation correspondant a l’élément de Crouziex-Raviart tridimensionnel

sont les suivants

Vi = {vi € [C(Q) N HJ (V] : vy € PYIE(K) VK € Th},

Qn={qn € L§() : qux € Pi VK € Tp}.
La condition de compatibilité pour le couple (Vi, Qr) se démontre exactement comme dans
le cas bidimensionnel (mais en remplacant 1y par lopérateur de Fortin de l’élément de

Bernardi-Raugel [5, page 493]). L’analogue du Théoréme 2.20 en 3D reste valable sauf
(2.32).

2.4.2 L’élément quadrangulaire Q,/P

On s’intéresse maintenant a I'un des éléments les plus populaires pour I'approximation
du probleme de Stokes. Soit 7;, une triangulation de Q par des quadrangles convexes et

K € T),. Les espaces discrets correspondant sont constitués par des fonctions continues Qo
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FIGURE 2.5 — (& gauche)l’élément Q2 — P; bidimensionnel et (& droite) I’élément tridimensionnel correspondant.

par morceaux pour la vitesse et des fonctions discontinues P; par morceaux :

Vi, ={vp, € [C(ﬁ) N H&(Q)]Q D VplK € Qs VK €T},
Qn={q€ L) : qux € P, VK € Tp}.

Les Lemme 2.6 et 2.7 assurent les hypotheses H1 et H2 avec [ = 2. Reste a montrer la

condition de compatibilité. On aura besoin du Lemme suivant [5, page 473]
Lemme 2.22. Lorsque la triangulation Ty, est réguliére, I’élément QQ2/ Py est stable.

Proposition 2.23. (Stabilité) Si T}, est réguliére, alors le couple (Vy, Q) est compatible.

Preuve. On utilise les notations de la sous-section 2.3.2 et on applique la Proposition 2.16.
Tenant compte du Lemme 2.22, on sait que pour vérifier la condition de compatibilité, il
suffit de vérifier la condition des macroéléments Ng = {0}.

Soit K € Ty, et qn, = ap + azx + ayy € Ng. On note b(z,y) la fonction bulle bi-quadratique
sur K, ie. b(z,y) = EoFgl(aﬁ,g)), ot b = 2y(1 — 2)(1 — g) et Fg est la transformation
définie dans la sous-section 2.2.2.

On pose vy, = (a;b(x,y),0) qu'on peut montrer facilement qu’il appartient a Vj g. De plus,

O:/ qhdivvhdxdy:/ th-vhdxdy:—ai/ b(x,y) dz dy.
K K K

Ce qui implique que a, = 0. De la méme maniere, on trouve a, = 0, et puisque ¢, est a

moyenne nulle sur K, on aura ¢, = 0. []
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Théoréeme 2.24. Supposons que Ty, est réguliere et que la solution du probléme de Stokes
satisfait (u,p) € H1(Q) xH*(Q), k = 1,2. Alors,

lu—wlio+p—prllog < Cr1h*(|ulerio + [Plk0)-

De plus, si €2 est convexe, on aura
la = wpflon < Coh* ([ulerra + [Ipllk.0)- (2.33)

Les constante C,Cy étant indépendantes de h.

Lorsque (u,p) € H}(Q)xL3(2), on a seulement la convergence.

Remarque 2.25. (L’élément )3/ P, tridimensionnel)
En considérant une triangulation par des hexaedres convexes, on définit les espaces discrets

suivants :

Vi, = {Vh S [C(ﬁ) N H&(Q)]S D ViK€ Qy VK € E},
Qrn={q€ L) :qux € P VK € Tp}.

La démonstration des hypothéses H1, H2 et H3 est une simple généralisation de la version

bidimensionnelle correspondante et on a les mémes résultats de convergence sauf (2.33).

2.4.3 L’élément de Taylor-Hood : P,/ P,

FIGURE 2.6 — (& gauche) 1’élément de Taylor-Hood bidimensionnel et (& droite) I’élément correspondant en 3D.

On arrive maintenant au tres populaire élément de Taylor-Hood. C’est le premier membre
de la grande famille " Taylor-Hood” [5]. Les vitesses discréetes sont continues P, par mor-

ceaux et contrairement aux cas précédents, les pressions discretes sont continues P; par
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morceaux. Les espaces discrets sont donc définis par :
Vi ={Vi = {vn € [COQ)NHy(Q : vy € P VK € Tp},
Qn={q€COQNLIQ) :qnux € 1 VK € Tp}.

Les degrés de liberté de la vitesse sont les valeurs sur le treillis principal To(K), K € Ty,.

L’opérateur d’interpolation standard I;, du Lemme 2.4 assure I’hypothese H1 :
Iy € Z([H*(Q) 0 Hy ()], Vi),
v — Ivlio < CRFvka Vv e [HY Q)N H () k=1,2.

De méme, l'opérateur de Clément assure I’hypothese H2 :

rn € L(L*(Q),Qn),
00 < Chlglia Vg€ HY(Q).

g — g

On s’occupe maintenant de la condition de compatibilité. La démonstration, établie par
D.Boffi [3], s’appuie sur la Proposition 2.17 et sur un résultat établi par R.Verfiirth [20]
affirmant que la condition inf-sup modifiée suivante :

div vy, dx
inf sup fQ £ h

(2.34)
nEQnv,eVy, [V

lo.2lgnl10
implique la condition inf-sup classique (remarquer que g, et vy échangent de normes). Il
faut noter qu’afin de montrer (2.34), il suffit de montrer que Vg, € @y, il existe v, € V,,
tel que

— / vi, - Vapdz > Ci||Vap[§ o, (2.35)
Q

[Villoe < Col[Vanlloo- (2.36)

C1,Cs sont deux constantes indépendantes de h.

Proposition 2.26. (Stabilité) Soit T;, une triangulation régulicre de Q contenant au

moins trois triangles. Alors, le couple (Vi, Qp) est compatible.

Preuve. Comme déja indiqué, on utilisera la Proposition 2.17. L’idée consiste a considérer,

pour tout h, une décomposition de €2 par des sous-domaines chaqu’un contenant exactement
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trois triangles et ensuite vérifier la condition (2.34) sur chaque sous-domaine. Il est facile
de voir que le nombre des sous-domaines qui s’intersectent ne peut dépasser deux.

. I I I . N , ;.
Soit a Ub Uc un sous-domaine quelconque et fixons un systeme de coordonnées cartésiennes

tel que ' Ub Uc soit comme dans la fig. 2.7 gauche. Les coordonnés des sommets du triangle
b sont : B = (0,0),D = (1,0),E = (a, 7).

BJ

o

FIGURE 2.7 — Sous domaines composés de trois triangles
. . N / . o, . .
On peut se limiter au cas ou b est le triangle unité via la transformation affine :

:U/:J;+ay, (2.37)

Yy =Y,
qui a un jacobien égal a 7 (et donc n’influence pas sur la formule (2.34)). On notera A% g
la coordonné barycentrique du triangle a qui s’annule sur le coté AB (définitions similaires
pour A%z et A4 p). Par un abus de notation, on note ) = a UbUc et Qnj0,»> Va(£;) par
Q1 et V} respectivement.

Pour p € @, quelconque, on construit vy, € Vj sur chaque triangle de {2 comme suit :

vi(z,y) = (vi(z,y), va(z,y)),

v1(m,y)‘a = _J/\%B)‘?LXEHVPHQQ?
dp
) = =)\ )\a a
02(1’ y)\a AB Aan
b b b oy OP
Ul(l”y)\b = 0 X\gpp Aol Vplloo — )\ED)\EB%a
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dp
vy (, y)|b = —)\ D)‘BDa T)‘I)E

op
'Ul(xay)|c = C’)\CD8
v2(, y)|c = —TABcAen I Vpllog;

ol o et 7 sont choisis égaux a £1 afin que les expressions suivantes soient positives :

dp dp

H = ool [ Mgt + [ Moot ) (2.38)
0p ¢ Jp

K =199l ([ Neoboge + [NocNengt ). (2.39)

D’abord, on observe que v;, € Vj. En effet, vy est un polynome de degré 2 par morceaux
et s’annule sur 0f2. De plus, la continuité des dérivées partielles de ¢, sur les interfaces E B
et ED et les propriétés relatives aux coordonnées barycentriques assurent la continuité de
vy, sur Q.

L’inégalité (2.36) se démontre facilement. Afin de vérifier (2.35), montrons que
—/vh-Vpda::O:>Vp:O.
Q

On a

—/V.de—/av @2+H+ /)\b)\b @QHbX’ @2+
Qh p —aABAan bEDEBax EDBDay
. e [0\’
+//\Bc>\cp<£>

Donc, si on suppose que — fQ vy - Vp =0, on aura

Z—S—O dans a,
dp Op
—=—=0 d b
oy~ oy ans

%—0 dans ¢

H=K-=0.
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Tenant compte de ces équations et du fait que Vp est constant, il vient que Vp = 0 dans

Q. O]

Remarque 2.27. Dans [3], il n’est pas démontré que les constantes Cy, Cy sont indépendantes
de h et des géométries de a et c. Pour qu’il en soit le cas, il suffit que les dimensions des
triangles a et ¢ soient indépendantes de h. On utilise la propriété suivante :

Si Tp, est réguliere et K, K' sont deux triangles adjacents, alors hx < chyr (0 est la
constante de régularité, voir sous-section 2.2.1).

On note B la transformation (2.37). Remarquons que B injecte l’élément de référence b
dans b et donc les estimations (2.2) sont valables.

D’une part, on a :

JAE| = |BHAE)| <|B'IAE
hy
Py

hs
< V20t < V202
Py

<

hy

D’autre part,
A E = [|B(AE)| < || B||[|AE]
_ o Pb
= [AB| = [BITMAE| = =pu
b/

> h !/
- h , b

> > !
Z Py Z 9
En effectuant le méme raisonnement avec les autres cotés de a et ¢, on aura montrer que
1
S <8< V202, (2.40)

ou S est un coté quelconque des triangles a et c, ce qui implique que Cy est indépendante
de h et de a et c.

De méme pour la constante Cy ; des calculs directes montrent que
o> < 3/2+ 1a)IVelg 0, Ilvall® < (3/2+ DIV 0-
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Or, de (2.40) on obtient :

De méme pour |c|. On a donc

2
o
oo < (3+ E)I/QHVP

v l0.0-

Remarque 2.28. Strictement parlant, afin d’avoir un sous-domaine comme dans la figure
2.7 droite, il faut considérer 4 transformations affines : une translation, une rotation, une

transformation assurant que |B E'|| =1 et la derniére c’est (2.37).

Les Théoremes 2.14 et 2.13 donnent le résultat de convergence suivant :

Théoréme 2.29. Supposons que Ty est une triangulation réquliére contenant au moins
trois triangles et que la solution du probléme de Stokes satisfait (u,p) € H™ Q)2 xH™(Q),

m = 1,2. Alors, on a

lu—wilio+ llp = prllog < CL"(Julmiro + [[Pllmg)-
Si de plus Q) est convexe, on aura

[u = wiloa < Coh™ ([ubnri0 + [Pllme): (2.41)

Les constantes C1, Cy étant indépendantes de h.

Lorsque (u,p) € H}(Q)?xL3(2), on a la convergence.
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Remarque 2.30. (L’élément de Taylor-Hood tridimensionnel)
Le cas tridimensionnel est une généralisation directe. Pour une triangulation de Q par des

tétracdres, les espaces discrets sont donnés par

Vi, = {Vh S [C(Q) N H&(Q)P  VhK ebP VKe 771},
Qn={q€ LYQ) :qux € Pi VK € Tp}.

Contrairement au cas bidimensionnel, la stabilité est assurée sous une restriction sur la
triangulation [4] :

Si Ty, est une triangulation régulicre de Q par des tétraédres et que tout élément contient
au moins un sommet dans ), alors le couple (V3, Q) est compatible.

Sous cette restriction supplémentaire sur Ty, le Théoréme 2.29 reste valable sauf (2.41).

2.4.4 L’élément de Crouzeix-Raviart non conforme :PN°/F;

FIGURE 2.8 — L’élément de Crouzeix-Raviart non conforme

Voila un élément pas comme les autres. Il est dit non conforme car il n’obéit pas a
I'inclusion V, C Hj(Q)2.
Soit une triangulation 7, de Q par des triangles. Les vitesses discretes sont linéaires par
morceaux et les valeurs aux milieux des cotés des triangles sont choisies comme degrés de
liberté (voir fig.2.8); ceci va assurer la continuité seulement en ces points. Les pressions

discretes sont constantes par morceaux. Les espaces d’approximation sont donc :

Vi=A{vh: vy € PlNc VK € Ty, vy, s’annulle sur les points milieux appartenant a 02},

Qh:{QhEL(Q)(Q) th|K€P() VKEE}
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On définit sur I'espace V} la norme discrete

1/2
1,h = (Z |Vh%,K> .

KeT,

Vi

Puisqu’on s’intéresse a une méthode non conforme, on doit définir le probleme perturbé et

les formes bilinéaires discretes associées. Pour ce fait, on pose :
ah(-, ) VipxV, — R

(uh, Vh) — Vv Z Vuy, : Vv, dx
KeT, 7 K

bh<-, ) ZVhXQh — R
(Vi qn) — — Z / gpdiv vy, dzx.
K

KeTy,

Dans cette partie, on suppose que f € L?(2)". Le probléme discret a la forme :

)
Trouver (up,pr) € Vi, xQ), tel que

-

an(p, vp) + bu(vVa, pp) = / f-vy, Vv,eV,
Q

L on(un, qn) =0 Vau € Qp.

Proposition 2.31. Soit T, une triangulation réguliére. Alors, le couple (Vi,, Q) vérifie la

condition inf-sup discrete uniforme.

Preuve. Considérons l'opérateur d’interpolation locale suivant :
i HY(K)? — PNY(K)
/ﬂ'KVdS:/VdS 1<i<3 . (2.42)
Fi Fi

ol Fj est le coté du triangle K opposé au sommet a;, 1 <7 < 3.
Pour chaque composante d'un polynéme de PYY(K), les fonctions de base associées aux

points milieux b; g des cotés F; sont donnés par :
e =1-2\F 1<i<3.
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Puisque

/ olds = (/ ds) 0ij
Fi Fi

I'équation (2.42) détermine mxv(b; i) par :

sz_vds
fFidS

On montre maintenant que 'opérateur 7, défini par

WKV(bZ"K): ,1 SZS?)

ThV|K = TKV Vv € H&(Q)Q

est un opérateur de Fortin.

L’opérateur 7, est B-compatible. En effet, la formule de Green implique que :

3
/divavdac:/ WKV'ndS:Z/ TV -nds

3
:Z/ v-nds:/ divvdr Vv e H(Q)>2
i=1 7 Fi K
De plus, comme mgp =p Vp € P, le Lemme 2.2 implique que
|7TKV — V’LK < C‘V|17K Vv € H&(Q)2

En appliquant 'inégalité triangulaire, on obtient

Tk v g < |Trxv —V]|ix + V1K
< C|vlix + |V x

<(1+0O)|vhx Vve H&(Q)?

En tenant compte de la définition de la norme | - |1, on obtient
[TV < Clvli,

avec C' une constante indépendante de h. O

Puisque la condition inf-sup est vérifiée et que la forme ap(-,-) est clairement coercive,

on peut montrer que le probleme discret admet une unique solution et on a l’estimation
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suivante [5, Proposition 5.5.6] :

]u — uh|17h + ||p — tho’Q < Cl( inf ]u — Vh’l,h + inf ||p —qp 079) + Eh(u,p), (2.43)
vREVL ah€Qn

ou le terme de consistance

Butup) = sup ol {antuv) + utvip) = [ £ovide
vVhEVL Q
< Coh(lulz,0 + [Ipll0)-

Les constantes (', Cs étant indépendantes de h.
Remarquons maintenant que nx € Z(H?*(K), H'(K)) et comme 7x préserve l'espace
Py, le Lemme 2.2 assure l’estimation suivante
|V — 7TKV|17K < Ch|V|27K Vv € HQ(K)2. (244)
De plus, le Lemme 2.5 assure que

00 < Chllgllie Vg€ HY(Q). (2.45)

g — pnyl

En tenant compte des estimations (2.43)-(2.45) et en généralisant l'argument d’Aubin-
Nitsche au cas des méthodes non conformes (voir [10]) on obtient le résultat de convergence

suivant :

Théoréeme 2.32. Supposons que Ty est une triangulation réguliere et que la solution du
probléeme de Stokes satisfait (u,p) € H*(Q)2xHY(Q). Alors, on a

[u— sl + llp = prlloe < Cih(julzo + [pllLe)- (2.46)
Si de plus ) est convexe, on aura
la —upflo0 < Coh*(Julan + [|pll,0)- (2.47)

Les constantes C1, Cy étant indépendantes de h.

Lorsque (up,p) € HYH(Q)2xL3(), on a la convergence.

Remarque 2.33. (L’élément tridimensionnel correspondant)

Soit Ty, une triangulation par des tétracdres. Les espaces discrets sont définis comme suit

Vi={vn: vk € PlNC VK € Ty, vi, s’annulle sur les barycentres des faces appartenant a 0N},
Qn="{an € L§(Q) 1 qyrx € Py VK € Ty}
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Encore une fois, la condition de compatibilité se démontrent exactement comme dans le cas

bidimensionnel et le Théoreme 2.32 reste valable sauf (2.47).

2.4.5 Les éléments de Scott-Vogelius : P,/ P,

On présente ici une famille d’éléments finis stables pour lesquels les vitesses discretes
sont continues P, par morceaux, k > 4, et ayant la propriété d’avoir une divergence nulle.
Les pressions sont discontinues P, 1 par morceaux et avec une contrainte sur les sommets
"singuliers”.

Afin de définir I’espace approximant la pression, on a besoin de définir la notion de sommet
singulier.

Soit 7;, une triangulation de €. Posons
Sp = {z : x est un sommet de T},

Tn(z) = {K € Ty : z est un sommet de K}.

Soit z € Sj, et supposons que Tp,(z) = { K1, Ko, ..., Ky }. Si z € 0€2, on numérote les triangles
tels que K7 et Ky aient un coté sur le bord. Dans le cas ot z est un sommet intérieur, les
triangles sont numérotés d’une facon que K;, K;,1 partagent un c6té pourt=1,.... N — 1

et K1, Ky soient adjacents. On note ; I’angle du triangle K; au sommet z et on définit
r) max{ |01 + 0y — 7|, ...|0N_1 + On — 7|, |ONn + 01 — 7|} si 2 € Q,
A
max{|0y + 6y — 7|, ...|0n_1 + On — 7|} si z € O

Définition 2.34. (Sommet singulier) Un sommet z € S), est dit singulier si I'(z) = 0.

Il est non-singulier si I'(z) > 0. L’ensemble des sommets non-singuliers est noté par
S; = {x € S), : « est non-singulier}

et on pose S} = Sp\S}.

On peut voir clairement que 'unique fagon pour que z soit singulier est que tous les

cOtés sortant de z se trouvent sur deux lignes droites (voir Fig.2.9).
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FI1GURE 2.9 — Exemple de points singuliers. les cotés en pointillé dénotent les cotés sur le bord.

On peut maintenant définir les espaces discrets de Scott-Vogelius pour k > 4 :

Vi ={vL €CQ)NHyQ)?:vyx € Py VK €T},
Qn={q€ LY : qx € Po1 VK € T, Ai(q) =0 Vz e S},

ou
N

Aj(a) =Y (=D g, (2)-

i=1
En fait, c’est la contrainte A7(q) = 0 Vz € 87 qui va assurer que les vitesses discretes

vérifient la propriété suivante [15] :
Lemme 2.35. Pour tout k > 1, on a

divV, C Qp. (2.48)

Une conséquence directe du Lemme précédent est que les fonctions de V}, sont exactement
a divergence nulle dans L?(Q). En effet, la deuxiéme équation du probléeme de Stokes
s’écrit

/qdivvhdx =0 VqeQ@y,
Q

i.e. div V}, est orthogonale & Qj, dans L?*(€2). Le Lemme 2.35 permet de conclure.
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Afin d’énoncer le résultat de stabilité, on a besoin de la définition suivante :

o) max{|sin(0; + 6s), ...| sin(On_1 + On)|, | sin(On + 01)|} si z € Q,
A

max{|sin(6; + 62)|,...| sin(On_1 + On)|} si z € 9.
On pose
Omin, = Min O(z2).

zeS}

Proposition 2.36. [15] (Stabilité) Supposons que Ty est réquliére. Alors, pour tour k >

4, le couple (Vi,, Q) est stable et la constante de la condition inf-sup est donnée par

B=1/ (O (@;n + 1)) : (2.49)

ou C' est une constante qui dépend seulement de la constante de régularité, k et de €.

De T'identité (2.49), on voit que la constante de compatibilité dépend de min ©(z). On
2€S;

sait de plus que O(z) s’approche de 0 lorsque z est ”presque singulier”. Donc, afin d’assurer
la stabilité des éléments de Scott-Vogelius, on supposera l'existence d’une constante 6 > 0
telle que

Omin = 0 pour tout h.

Nous allons maintenant nous intéresser a une propriété importante relative aux éléments

de Scott-Vogelius (et qui reste valable pour tout (V4, Q) tel que divV, C Q).

Lemme 2.37. [16] Soit Tj, une triangulation réguliére, (up, pp) la solution du probléme de
Stokes discret relative au espaces de Scott-Vogelius et ppp la projection-L? orthogonale de

p sur Q. Alors, on a les estimations suivantes :

lu—upl10 <2(1+4Cp) inf |[u—upli0, (2.50)
vrReEV)
v
1P — prplloe < Zlu— w1, (2.51)
v
1P = pullog < llp — prplloge + B|u —w10. (2.52)

La constante Cp est la constante de continuité de l'opérateur de Fortin associé au couple
(Vi, Qr) (voir Proposition 2.1/).
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Remarque 2.38. Malgré le fait que les éléments de Scott- Vogelius nécessitent une attention
particuliére lors de la construction du maillage (pas de point presque singuliers), ils ont
l'avantage important de donner une majoration de ’erreur de convergence pour la vitesse
discrete qui est indépendante de la pression et de la constante (3, ce qui est un grand
avantage lorsque le terme inf ||p — qulloo prend largement le dessus sur inf |u — vyl q
ah€Qn vpeV),
ou lorsque [ est trop petit. Noter que cette propriété ne peut étre vérifiée pour aucun
des éléments stables déja étudiés. En effet, dans les schémas d’approzimation présentés

précédemment, lerreur |u — uy|1.0 dépendait de la pression p et de la constante (3.

Afin de mieuz voir l'influence de la pression continue sur la convergence de la vitesse
discréete, on considére l'exemple suivant [16] : considérons le probleme de Stokes avec
v=10=1[0,12% et f= (0,Ra(l —y+3y*))T, ou Ra > 0 est un parameétre. On peut
vérifier que u = 0,p = Ra(y® — y?/2 +y — 7/12) est la solution du probléme. Remarquons
que seule la pression dépend du parametre Ra. Malgré cela, appliquant les méthodes des
éléments finis mixtes standards, on peut clairement voir linfluence de ce paramétre sur la
convergence de la vitesse discréte ! (voit figure 2.10). On voit que la vitesse discréte est loin
de s’annuler méme lorsque Ra = 1. Ce phénomeéne n’apparait pas pour les couples (Vi, Qp)
vérifiant (2.48).

Taylor-Hood 5/ P

U —__ -
itk e
E -
1 P—— X
- E I —.N-—\_\_\_*_\_
= 1f [ T—
== e
F o0t f— T
T Fle—4 ma=: . 1o || 48 Rast S
10 Ha—+ Ra=1m *] __Ué_ || #—= Ra=im0 TR ]
il W Ha _-f. __'9—-___&_‘_ ] 10 | % Ra .'f. "
- E-8 Ra =i T 5 |[|EB Ra=i
n n " " " H -_U n n n " " N " ]
o 1 2 3 4 5 & 7 o 1 2 3 4 5 b T
Miveau de raffinement du maillage Miveau de raffinement du maillage

FIGURE 2.10 — Représentation des erreurs d’approximation de la vitesse discréte pour (& droite) 1’élément de
Crouzeix-Raviart non conforme et (a gauche) 1’élément de Taylor-Hood [16].
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Maintenant, le théoreme de convergence suivant découle du Lemme 2.37, des résultats

d’approximation de la sous-section 2.1.1 et de 'argument d’Aubin-Nitsche.

Théoreme 2.39. Supposons que Tp, une triangulation réguliére et que la solution (u,p) du
probléme de Stokes satisfait (u,p) € H™(Q)xH™(Q),1 < m < k + 1. Alors, pour tout
k>4, ona:

lu—upli0 < Cih™ Um0,
Ip = prllog < C2h™ ([ulmiro + [Ipllm.a)-
Si de plus ) est convexe, alors
lu—wlloe < Csh™ Hulme.
Les constante Cy,Cy et Cg sont indépendante h.

Lorsque (u,p) € HY(Q)?xL3(2), on a la convergence.

Les éléments de Scott-Vogelius ont des analogues tridimensionnels [21], mais ils ne seront

pas abordés dans ce mémoire.

2.5 Formulation algébrique du probleme discret

Dans cette section, on s’intéresse au systeme linéaire associé au probleme de Stokes
discret. Soit {¢;}i<i<n et {@;}i<j<nr les fonctions de base des sous-espaces V}, et @y, res-

pectivement. Les solutions discretes se décomposent sous la forme :

u,(x) = Zui%‘(x) ,  pu(x) = ij¢j(x)7

ol u;,pj € R.
Il est facile de montrer que le probleme de Stokes discret équivaut au systeme linéaire
suivant
A BT| |U F
S = = , (2.53)
B 0 P 0
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ot A € RV*N B € RMXN gont les matrices associées respectivement aux formes bilinéaires

a(-,-) et b(-,-) et sont définies par :
A= lag] = lalej )] B = [by] = [b(j, ¢)]-
U et P sont les vecteurs inconnus :
U= [uh<isy P =Ipjligian
Le second membre est donné par
F =[{f, ¢i)|i<i<n.

Comme la matrice A est symétrique, la matrice S 'est aussi.

On peut aussi montrer les équivalences suivantes :

la matrice S est inversible <= la condition inf-sup est vérifiée

<= ker BT = {0}.

Remarque 2.40. Pour l’élément de Crouzeiz-Raviart non conforme, les matrices A et B

sont définies comme suit :

A = aij] = lan(psei)] B = [bij] = [ba(p;, ¢4)].
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Chapitre 3

Schémas numériques relatifs a la
stratégie de stabilisation

On présentera dans ce chapitre trois techniques de stabilisation les plus populaires pour
le probleme de Stokes. Tous les schémas numériques relatifs a ces méthodes sont obtenus
en considérant des approximations de Galerkin généralisées, c-a-d que les espaces discrets
restent des sous-espaces de dimensions finis, mais les formes bilinéaires et linéaires associées
au probleme variationnel seront modifiées en y ajoutant des termes dépendant du maillage.

L’objectif principal des ces méthodes est d’échapper a la condition inf-sup.

3.1 Préliminaires

Soit (X, || - ||x) un espace de Hilbert, L(-,:) : XxX — R une forme bilinéaire et

G() : X — R une forme linéaire.

Définition 3.1. On dit que la forme bilinéaire L(-,-) est faiblement coercive s’il existe une
constante positive C' telle que :

L
L0

> Cllul|lx Yue X (3.1)
ve X, v#£0 ||U||X

et

L
sup (v, v) >0 VYovelX.
uexuzo |[ullx
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On a I'équivalent du Théoreme de Lax-Milgram suivant :

Théoréme 3.2. [1] Supposons que la forme bilinéaire L(-,-) est continue et faiblement

coercive et que la forme linéaire G(-) est continue. Alors, le probléme variationnel
Trouver u € X tel que L(u,v) = G(v) Yv € X, (3.2)
admet une unique solution u € X. De plus,
Jullx < £l
U ~ )
t=C

ou C' est la constante définie dans (3.1).

Soit X, C X un sous-espace de dimension finie et considérons le probleme discret as-
socié :

Trouver uy € X, tel que Ly (up,vy) = Gr(vy) Yoy € Xy, (3.3)

ou L; et GGj, sont des formes bilinéaires et linéaires définies sur X x X} et Xj. On a alors

le théoreme :

Théoréme 3.3. Supposons que le probléme continu (3.2) admet une unique solution et
que :

1. Lp(+,+) : Xpx Xy — R est une forme bilinéaire continue et faiblement coercive :

Ly(un,vn) < CPllup||x||onllx  Yun, v € Xp,

Ly (up, vy
sup Linun, vn) > Cllup|lx  Vup, € X, (3.4)
R EXp,vp 0 [|vnllx
et I
sup M >0 Vo, € X},

uneXpunz0  ||unllx
2. Gp(+) : Xj — R est une forme linéaire continue,
3. le probléme variationnel approché (3.3) est consistant, i.e. la solution du probléeme
continu (3.2) est aussi solution du probléeme (3.3).
Alors, le probléme (3.3) admet une unique solution up, € X, et on a l'estimation d’erreur

sutvante : L

Ol
U— U < |1+ — inf ||up —o .
| nllx < < Cﬁl) o2, Trun = vnllx
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Preuve. L'existence et 'unicité de la solution du probleme (3.3) est une conséquence
directe du Théoreme 3.2.

Puisque le schéma défini par (3.3) est consistant, alors
Lp(u,vp) = Lyp(up,vp)  Yop € Xp. (3.5)
Soit v, € X, pour lequel le supremum dans (3.4) est atteint. On a donc d’une part
Ly(un = vn,vn) > O3 [lup, — va|x [|on] x-
D’autre part, la continuité de Ly(-, ) et (3.5) assurent que
Ly(un = vnyvn) = La(u — vp, vn) < CFllu — v x[|on x-

En combinant les deux inégalité précédentes, on obtient
h

||uh—vh||X < —1h||u—vh||X Yy, € X},
Cs
Il suffit maintenant d’appliquer l'inégalité triangulaire pour avoir

lv = unlx < [lu = onllx + [Jun — onllx

Ct
< 1—|-—h ||U—Uh||x Yo, € X;,.
02

[]

Nous allons maintenant aborder la technique de stabilisation pour le probleme de Stokes.

3.2 Meéthodes de stabilisation

Soit T}, une triangulation de Q par des n-simplexes, des quadrangles ou par des hexaedres.
Dans toute la suite on supposera v = 1 et f € L?(Q)".
On définit 'espace polynomial
Pi(K) si K est un n-simplexe,

Ri(K) =
Qr(K) si K est un quadrangle ou un hexaedre.
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Considérons aussi les espaces d’éléments finis suivants
Vi ={veH(Q)":vig € R(K) VK € T,} ,k>1,

Qn=1{q€ L) : qx € R(K) VK € T,} ,1>0,
ou

Qn={q€CQ)NLIY) : qx € R(K) VK €T} ,1>1

On aura besoin par la suite de la norme discrete suivante :

1/2
lalln == (Z h%lvqlg,K> :

KeTy

Lemme 3.4. (Deux inégalités inverses)

Supposons que Ty, est réquliere. On a les inégalités suivantes :

lalln < Cllallon Vg € Qn, (3.6)

Cr Y hillAvillg s < villg  ¥va € Vi, (3.7)
KeTy,

ou C,C; > 0 sont deux constantes indépendantes de h.

Il est facile de voir que le probleme de Stokes discret peut s’écrire de maniere équivalente

sous la forme :

Trouver (up, pr) € VaxQy tel que

a(uh, Vh) + b(Vh,ph) + b(uh, qh) = / f-vy,dr \V/(Vh, qh) € Vi xQy. (3.8)
Q

L’idée est maintenant de modifier (3.8) afin d’avoir une discrétisation de Galerkin généralisée
vérifiant les hypotheses du Théoreme 3.2. Clairement, si on réussit a le faire, la condition

inf-sup pour le couple (V},, Q1) ne sera pas nécessaire : on aura donc stabilisé le probleme.

Considérons les formes bilinéaires discretes modifiées :

Lo (@, pi; Vi, @n) = a(n, Va)+b(Va, pr)+b(un, qn) =5 > hi(—Aup+Vpn, —aAvi+Van)o.x
KeTh
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et les formes linéaires associées
Gn(vh,qn) = (£, vi) =6 > hi(f, —alAvy + Vap)ox,
KeTy

ot (+,-)o.x dénote le produit scalaire de L?(K), o € {—1,0,1} et § > 0 est le parametre de

stabilisation. Les problemes stabilisés considérés dans ce chapitre ont la forme

Trouver (up,pr) € Vi xQ), tel que
Lun(an, pr; Vi, qn) = Gu(Vas qn) Y (Va, qn) € Viex Q. (3.9)

Remarque 3.5. En écrivant (3.9) sous la forme?

a(up, vi) + b(vi, ) + b(n, gn) = > hic(—Awy + Vpy — £, —aAvy + Vap)ox = (£ vh),
KeTn

on peut identifier le terme ajouté afin de stabiliser le probleme. De plus, lorsque la solution
(u,p) du probléme de Stokes continu est suffisamment réguliere, on sait que le terme —Au+
Vp — f s’annule presque partout dans €), ceci assure que les schémas numériques définis

par (3.9) sont tous consistants.

Ci-apres, on va présenter trois variantes de la technique de stabilisation qui découlent
toutes de (3.9).

3.2.1 La méthode GLS

Cette méthode (Galerkin Least-squares method), qui est peut étre la plus populaire,

consiste a prendre aw = 1 dans (3.9), i.e. le probleme discret est le suivant

Trouver (uy, € Vi xQp tel que
(an, pr) n X Qn q (3.10)

L%, iy Vi, an) = G9% (Vi an)  Y(Vi, qn) € VioxQn,

ou

L3 (an, P Vi g1 2= @, Vi) (Vi i) +b(Wh, ) =8 Y Bic(—Auy+Vpn, —Avi+Vay)o x
KeTy,

1. (-,-) dénote le produit scalaire de LZ(Q)™

58



et

Gng(Vha qn) =: (£, vp) =4 Z hi (£, —Av), + Van)o.x-
KeTn

Considérons 'espace polynomial

S(K) P,(K) si K est un n-simplexe (rappelons quen est la dimension de (),
Q2(K) si K est un quadrangle

On définit ’espace des éléments finis
Sp={veHy(Q)": vk € S(K) VK € T, }.

Considérons maintenant les deux hypotheses suivantes
(i) Sy, C Vp,
(ii) Qn C C(Q) (et donc [ > 1).

Nous allons a présent vérifier les conditions d’application du Théoreme 3.3.

Lemme 3.6. (Continuité) Il existe une constante C' > 0 indépendante de h telle que

1/2

ls 1/2
L}gz (w,p;v,q) <C (M%Q + HPHSQ) (’V’%Q + HQHS,Q) V(u,p), (v,q) € Vi xQh.

Afin montrer la coercivité faible, on a besoin du résultat intermédiaire suivant [12] :

Lemme 3.7. Supposons que l'une des deux hypotheses (i), (ii) est satisfaite. Alors, il existe

deux constantes C,Cy > 0 indépendantes de h telles que

b
sup (Vi, D)

> Cillplloo — Collplln VP € Q. (3.11)
vrEV) |Vh

1,0

Lemme 3.8. (Coercivité faible) Supposons que l'une des hypotheses (i), (ii) est satisfaite
et que 0 < 6 < Cp. Alors, il existe une constante C' > 0 indépendante de h telle que pour
tout (u,p) € Vi, xQp, on a

L% (u, p; v,
sup h( PV, q)

> C(lulio + lIpl§ )" (3.12)
varevix@n (V[T + llallg o)/ L 0,

Preuve. Noter qu’afin de montrer la coercivité faible 2, il suffit de trouver deux constantes

2. Noter que la forme bilinéaire Lils(-; -) est symétrique et donc il suffit de montrer (3.12).
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', C" > 0 pour lesquelles : Y(u,p) € VipxQp,3(v,q) € Vi, xQp tel que
LY (u,p; v, q) > C'(

(
Soit (u,p) € Vi, xQp. L'inégalité (3.7) implique que

l
Ly (a,psu,—p) = [uff g — 6 Y hil|Au|g « + dllpll7
KeTy,

> (1= 0C )[ufi g+ dlpll5. (3.15)

5.0)s (3.13)
0a)- (3.14)

Soit wy, € V3, pour lequel le supremum (3.11) est atteint et tel que |w|i o = [|p|lo.o. Tenant
compte de la bilinéarité de L,glls(-; 1), de I'inégalité de Cauchy-Schwarz et du Lemme 3.7, il

vient que

LY (u, p;-w,0) = L{"*(u,0; —w, 0) + LI (0, p; —w, 0)

> —|uf1owlio+ (divw,p) =6 Y hi(Vp, Aw)ox
KeTy,

1/2
> —|ufio|wlio + (divw, p) (Z hK|Vp|0K> (Z DI AW)I[G 1

KeTy, KeTy,
> —[uliolw|ia + Cil|plloalw|ie — Ca|lpllalWwlia — Cs|lp|r|w|ie

pll6. — (C2 + C3))

ou on a appliqué I'inégalité (3.7) dans 'avant derniere ligne.

Maintenant, pour tous 71,y > 0, 'inégalité de la moyenne géométrique-arithmétique :
1 [(a®
ab < 3 <— +7b2> Ya,b,y >0
Y

implique que

—1 C C

Is . 2 71 7203 2 3 2

w02 i+ (G- 3 - 20 bl - 20 619
= —Cyluli g+ Cs — Cs|lpll;.-

Il suffit de prendre 71, 72 suffisamment petits pour que C5 := Cy — & — 72703 > 0.
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On pose ensuite (v,q) = (u — ew, —p), avec € > 0. On a
Li*(u,p;v,q) = Lj*(w,pyu — ew, —p) = L (u, p;u, —p) + eL§ " (u, p; —w, 0).
Pour conclure, les inégalités (3.15) et (3.16) assurent que

LI (u,p;v,q) > (1= 6C; — eC)|uf2 g + Cs|pll o + (6 — €Cs)|Ipl}
> C?(|“|%,Q + ||p||39),

ot on a pris 0 < € < min{dC; ', (1 — 5C;'C; 1)}

I1 ne reste donc qu’a montrer l'inégalité (3.14). Il suffit de voir que

%,Q <|u

iQ"‘ lq| %,Q+€2|W|%,Q+ ||p||(2m

|v
= |ulio+ (1 +)lplfq

< (1+&)(Juli o+ lIpl5e)

On donne maintenant le résultat de convergence pour la méthode GLS.

Théoréeme 3.9. (Convergence) Supposons que :

1. Ty est réguliére,

2. la solution du probléme de Stokes satisfait (u, p) € H*1(Q) xH*(Q),

3.0<o<(Cy,

4. lU'une des deux hypothéses (i) ou (ii) est vérifiée.

Alors, le probléme discret (3.10) admet une unique solution (up,pp) € Vi xQp et on a

[’erreur de convergence suivante :

lu—uplro+[|p = palloa < Cr(h¥uleria + B plle) 1 <k (3.17)

Dans le cas bidimensionnel, si de plus €} est conveze, alors

lu— willoe < Ca(h** fulisra + A [p]0). (3.18)

Les constantes C1, Cy sont indépendante de h.
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Preuve. Comme toutes les hypotheses du Théoreme 3.3 sont vérifiées, le probleme dis-
cret associé a la méthode GLS admet une unique solution (up,pp) € Vi x Q) satisfaisant

I'estimation suivante :

lu—wlio+lp—pulloe <C(inf ju—vylio+ inf |p—aloq)
vLEVS a,€Qn

L’estimation d’erreur (3.17) découle des résultats d’approximation de la section 2.1. Afin
de montrer (3.18) on utilise 'argument d’Aubin-Nitsche (voir [12]). O

Remarque 3.10. Tenant compte du théoréeme ci dessus, on voit qu’il est favorable de
prendre k = [ pour que l'ordre de convergence soit équilibré (égal a k). En d’autres termes,
les méthodes avec un ordre d’interpolation identique pour la vitesse et la pression fournissent
des solutions discretes convergentes contrairement aux chapitre 2, ou ces éléments ont été
completement interdits.

On peut par exemple choisir l’élément P/ Py, Po/Ps, Q1/Q1, Q2 — Q2... Noter que celte
propriété reste valable aussi pour les deux autres méthodes de stabilisation SUPG et DWG

que nous considereront par la suite.

Intéressons-nous maintenant a la formulation algébrique du probleme (3.10). Soit {¢; }1<i<n
et {¢; }1<j<nmr les fonctions de base des espaces V}, et ), respectivement. On peut facilement

montrer que le probleme (3.10) équivaut au systeme linéaire suivant

A-D (B+0O)T
(B+C) —E

U
P

F+F,
F,

SGLs = : (3.19)

ol A et B sont définies comme dans la section 2.5. et les matrices D € RV*N ¢ ¢ RV*Met

E € RM*M gont données par

C = [cij] = [5 > h?g(vﬁbi,ﬁsﬁj)o,K] , D=ldy]= [5 > hi(—Ap, —A%)O,K]

KeTy, KeTy

et
E =lej] = [5 > hz((wi,wj)o,[(] .

KeTy,
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Les vecteurs U = [u;]1<;<n, P = [pjli<j<ar sont les inconnus a chercher. La composante F

du second membre reste la méme que dans le chapitre précédent et

Fi = [fih<jem = [5 >kt A%‘)o,K]

KeTy,
Fy = [f7li<jem = [—5 > (£, V%’)O,Ki :
KeTy,

Remarque 3.11. En comparant le systéme (3.19) avec celui du chapitre 2,0on voit que la
matrice associée est bien “remplie” . De méme pour le second membre qui a des composantes

supplémentaires. On peut vérifier que la matrice Sgrs est symétrique définie positive.

3.2.2 La méthode SUPG

Pour la méthode SUPG (Streamline Upwind/Petrov-Glerkin method) on prend a = 0.

Le probleme discret (3.9) s’écrira :

Trouver (up, pp) € Vi xQ), tel que
Ly (ap, pr; Vi, qn) = GE P (Vi qn)  Y(Vi, qn) € VixQ,
ou

Ly (Wh, pr; Vi, qn) = a(up, Vi) +0(vi, pr) + b(ap, gn) — 9 Z hic(=Aun + Von, Van)o.x
KeTy,

et

G ) = (1) — 0 3 Hlt, T
KeTy,

Le Lemme 3.8 pour la méthode SUPG se démontre en suivant point par point la

démonstration du cas GLS. Montrons maintenant 1'inégalité suivante

L;""(u, p; v, q)

sup >0 VY(v,q) € Vi X Qp.

(w,p)eEVExQp (|u|iﬂ + ||p||(2)7Q)1/2

Soit (v,q) € Vi X Qp, avec (v,q) # (0,0). Remarquons que pour tout ¢ € @y, il existe
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p € Qp, tel que g = —p et que

Ly (v, =g v, q) = Ly (v, pv, —p) = |v

Tat0llpli =6 > hi(AV, Va)ox
KeTy,

6O )
> (155 ) R+ 310l >0

ou on a pris 0 < § < 2C7.
Le Théoreme 3.9 reste valable pour la méthode SUPG.

Avec les mémes notations que pour le cas GLS, le systeme linéaire correspondant a la
méthode SUPG a la forme

A BT
(B+C) —F

U
P

F
Fy

Ssupa = (3.20)

Cette fois-ci, la matrice Ssypg est non symétrique, mais elle est semi-définie positive.

3.2.3 La méthode DWG

La méthode DWG (Douglas-Wang Galerkin method) consiste a prendre o = —1.

Le probleme discret correspondant est

Trouver (uy, e Vy X tel que
(an, pn) h X Qn q (3.21)

dwg

LY (g, pp; Vi, qn) = G (Vi qn) - Y(Va, qn) € Vi X g,

ou

Ly (W, pa; Vi, @) 2= a(Wn, Vi) +b(Va, o) +b(un, qa) =0 Y hic(—Aup+Vpn, Avi+Van)o x
KeT

et
d
Gy (Vi qn) = (F,vi) =6 Y hi(f, Avi + Van)o x
KeTy
Contrairement aux deux cas précédents, nous allons voir que la méthode DWG est

inconditionnellement stable, i.e. on peut prendre > 0 quelconque. Pour cela, il suffit

dwg

de montrer que I'inégalité (3.15) est vérifiée pour tout § > 0 si on remplace Lils par L, .
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Soit v > 1. En appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, I'inégalité de la moyenne

géométrique-arithmétique et I'inégalité (3.7), on obtient

deg( u,p;u, p)—|u|1Q+6Z hill — Au+ Vpll§ &

KeTy,
“fufg+0 S B AulE . +26 S 3 (—Au, Voo + ollpll2
KeTy, KeTy,
>l g+ 61— ) Y RlAul? + 4 (1 - —) |2
KeTy, v
5(1_7)> 2 ( 1) 2
>(1+——L ) ufg+6(1-=
> (142052 it =) sl
2

> O h),

ou C est une constante positive si on choisit 1 < v < (1 + 0C7). La suite de la preuve de

la coercivité faible reste identique a celle du cas GLS.

Théoréme 3.12. (Convergence) Supposons que :

1. Ty, est réguliere,

2. la solution du probléme de Stokes satisfait (u,p) € H*H(Q)xHM(Q) | k > 1,

3. l'une des deuz hypothéses (i) ou (ii) soit vérifiée.

Alors, pour tout § > 0 le probléme discret (3.21) admet une unique solution (uy,pp) €

Vi, xQp, et on a lerreur de convergence

(P*[ulgs1,0 + ' [[pll0)-

Dans le cas bidimensionnel, si de plus ) est convexe, alors
lu = wplloo < Co(h*Hulpsr0 + A Hpllio).

Les constantes C1, Cy sont indépendantes de h.

Le systeme linéaire associé a la méthode DWG est sous la forme
(A+D) (B—-O)'| |U F-F,

S =
e Byro)  —E | |P F

: (3.22)

Clairement, la matrice Spw ¢ est non symétrique, mais elle est semi-définie positive pour
tout 6 > 0.
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