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Notation

Nous utilisons les notations suivantes :

K : un corps,

K[x] : Pensemble de polynome,

p : un nombre premier, p = 2,3,5,7,11,---

(a,b) =1 : a et b sont premiers entre eux,

N : 'ensemble des entiers naturels réels,

N* : I’ensemble des entiers naturels réels non nuls,
7 : I'ensemble des entiers relatifs réels,

Z* : I’ensemble des entiers relatifs réels non nuls,
Z. : I'ensemble des entiers relatifs réels positifs,
Q : I’ensemble des nombres rationnels,

R : I’ensemble des nombres réels,

R, : I'ensemble des nombres réels positifs,

Q, : I'ensemble des nombres p-adiques,

Q;, : I'ensemble des nombres p-adiques non nuls,

Z,, : 'ensemble des entiers p-adiques,

p
7, : I'ensemble des éléments inversible de Z,,
Q, :La cloture algébrique de corps Q,,

C : I'ensemble des nombres complexes,

C, : 'ensemble des nombres complexes p-adiques,
vp() : la valuation p-adique de z,

Sp(n) : la somme des chiffres de 'écriture de n en base p,

[x] : la partie entiére réel de z,



Notation

| . | : la valeur absolue usuelle,
| . |, : la valeur absolue p-adique,
D™ (a,r) :le disque fermé de centre a et de rayon r,

”
D~ (a,r) :le disque ouvert de centre a et de rayon r,

S

a,r) : 'un ou lautre de ces deux disque,

C

a,r) : le cercle de centre a et de rayon r,

P

(
(
(D(a,r)) : 'ensemble des fonctions analytique sur D(a,r),
A(C,) : ensemble des fonctions entiéres sur C,,

CY(Z,, K) : Pensemble de fonctions dérivables,

C(Z,, K) : I'ensemble de fonctions continues,



Introduction Générale

Les nombres p-adiques sont un systéme arithmétique contre-intuitif, qui a d’abord été
introduit par Kummer en 1850. Ensuite, le mathématicien allemand Kurt Hensel (1861 —
1941) a développé les nombres p-adiques dans un article concernant le développement des
nombres algébriques dans les séries de puissance vers 1897 (cf.[20]). Il existe toutes sortes
de nombres, tels que naturel, rationnel, réel, complexe, p-adique. Les nombres p-adiques
sont moins connus que les autres; cependant, ces chiffres jouent un role principal dans la

théorie des nombres et les sujets connexes en mathématiques.

Soit le nombre "factoriel s", défini par s! = s(s—1)...1. Existe-il une fonction qui prolonge
la notion du factoriel aux complexes?

Euler a introduit la fonction de gamma classique noté I' en 1729, qui intervient dans le
calcul de nombreuses transformées de Laplace.

Et environ 70 ans avant lui, Wallis a tenté de calculer I'intégrale
1

/le/fz%zz:%/ (1-2)

-1

(1+ 2)2dz.

[ NI

Et son objectif de cette intégrale était d’obtenir 'expression de II. La seule intégrale qu’il

1
/ (1 —27)%dz.
0

oll q un entier positif. Le raisonnement de Wallis a été critiquée par ses contemporains. Il

pouvait évaluer était

admettait que son raisonnement n’est pas entiérement rigoureux mais il réplique que sa
méthode est valable. C’est pourquoi Newton, et ensuite Euler ont étudié attentivement

les travaux de Wallis. Ce dernier a défini cette fonction par :
1

[(x) = /(—logt)x_ldt (x > 0)

0



Introduction

En 1965, la forme commune de la fonction gamma a été donnée par Artin avec un

changement de variable
o0

[(x) = /tl’_le—tdt (x > 0).
0
Il est bien connu que la fonction I' est une interpolation de la fonction factorielle n!, du

fagon que sur N on a I'(n + 1) = n!l. Par contre, on ne peut pas interpoler la fonction fac-
torielle vers Z,, puisque elle n’est pas uniformément continue pour la topologie p-adique.
En revanche, ’analogue p-adique de I' dépend de la modification de la fonction factorielle
nl. Pour ceci, La factorielle p-adique (n!), dans Q, est défini par
(n!), = H J.
L<j<n, (pg)=1
La fonction gamma p-adique, noté I',, est défini par Morita comme extension continue
a Z, de la fonction n — (—1)"(n!),. Autrement dit, I',(z) est donné par la formule
I'(z) = lim(—1)" B
p() = lim (1) 1§j<];£,j):lj
Historiquement, la fonction gamma p-adique I', est une fonction d'un entier p-adique
analogue a la fonction gamma classique. Morita (1975) a donné la définition explicite-
ment pour la premiére fois, bien que Barsky (1980) ait souligné que Dwork (1964)
utilisait implicitement la méme fonction. Diamond (1977) a défini un analogue p-adique
Gpdelog,I',. Overholtzer (1952) avait précédemment donné une définition d'un autre
analogue p-adique de la fonction gamma, mais sa fonction n’a pas de propriétés satisfai-

santes et est peu utilisée.
Ce mémoire est réparti sur une introduction générale, quatre chapitres et les références.

Le premier chapitre est composé de trois parties. Nous commencons par la définition
de la fonction gamma sur N. Puis, nous rappelons les définitions et les propriétés de la

fonction gamma dans R et C.

Le deuxiéme chapitre est réparti sur quatre parties. On commence par donner quelques
rappels des notions fondamentales du corps normés dans le cas générale, puis on définit
la norme non-archimedienne et nous avons pensé a certains propriétés des corps non-
archimedienne . Ensuite, on donne la définition de la valuation et la norme p-adique et on

construit le corps des nombres p-adiques @, et le corps des nombres complexes p-adiques

C,.

10



Introduction

La troisiéme partie est consacré a I’étude des suites et des séries dans Q,, des série entieres
et des fonction p-adique. Ainsi que d’autres formules, comme l'intégrale de Volkenborn
et le développement de Mahler. De plus, on va voir les définitions et les propriétés de la
fonction exponentielle et le logarithme p-adique. On termine ce chapitre par les fonction

analytique sur C,,.

Le troisiéme chapitre est réparti sur quatre parties. Nous donnons les définitions et les
propriétés de la fonction gamma p-adique, puis nous présentons la formule de compléments
et la formule de multiplication. En suite, nous traitons les propriétés analytiques de I',.

En plus, on termine par I’étude du cas particulier I's.

Le quatriéme chapitre contient des applications de la fonction gamma p-adique. Nous
commencons par donner la définition et les propriétés de ’analogue p-adique de la facto-
rielle de Roman, puis nous présentons la relation avec I'y,. Dans la deuxiéme application,
on va utiliser I, pour étudier les congruences de Kazandzidis. On termine ce chapitre par

la troisiéme application concernant la fonction béta p-adique.

11



Chapitre 1

Rappel sur la fonction gamma classique

Dans ce chapitre, nous étudierons la définition et les propriétés spécifiques de la fonction

gamma classique sur N, R et C.

1.1 La fonction gamma sur N

Définition 1.1. On définit la fonction gamma pour un entier naturel n > 1 par l’intégrale

généralisée suivante :

+00
I'(n) :/ e " dt (1.1)
0
Nous faisons lintégration par parties, on trouve :

+oo +oo
['(n) = / e " dt = [—t" e TE® + (n - 1) / e "2 dt
0 0

On aura la relation de récurrence I'(n + 1) = nI'(n) = ... = nll'(1), or que I'(1) =

f0+oo e tdt =1 alors

T(n+1) = n! (1.2)

1.2 La fonction gamma sur R

Définition 1.2. Pour tout y €0, +0o0[, la fonction gamma est définie par :
+oo
'(y) :/ e "ttt (1.3)
0

12



1.3. La fonction gamma sur C

Proposition 1.3. [6]/[10] Pour tout y € R, nous avons [’équation fonctionnelle

Iy +1) =yl(y)
et quand n € Z* nous avons

I'(n)=(n—1)!

Corollaire 1.4. [10] (Formule de Stirling)
Pour y — oo nous avons

T(y) ~ '~ 2e7¥(2m)2.

Théoréme 1.5. (Formule de Gauss)

Pour tout y €]0,4+o00[ on a

1 1)...
[(y) notoo nlny
1.3 La fonction gamma sur C
Définition 1.6. La fonction gamma est définie pour s € C tel que Re(s) > 0 par
[(s) = / e~ '571dt.
0
Lemme 1.7. [19] Soit s € C avec Re(s) > 0, on a l’équation fonctionnelle
[(s+1) =sI(s) (1.5)
et plus généralement, pour tout n € N on a
T(s+n+1)=T(s) [] (s+4) (1.6)

0<j<n

Démonstration. Soit s € C tel que Re(s) > 0, on a par définition de la fonction

Gamma :
I'(s+1) :/ e ‘t°dt
0
= [—e "t)I5° —/ (—e H)st*dt
0

et par conséquent : I'(s + 1) = sI'(s).

On va démontrer la formule (1.6) par récurrence :

13



1.3. La fonction gamma sur C

Pour n = 0 ¢’est exactement la précédente. Supposant cette formule vraie pour Re(s) > 0

et un entier n > 0, on obtient

IF'(s+n+2)=0I(s+n+1)(s+n+1)
=I(s)(s+n+1) H (s+17)

0<j<n
Ce qui donne le résultat cherché par récurrence. Donc la formule est vraie pour n+1. W
Théoréme 1.8. [10//2] (Formule des compléments)
Pour tout s € C tel que Re(s) >0, on a

™

L)1 —s) = Sin(ms)

cette formule reste valable par prolongement analytique si s € C\Z.

Théoréme 1.9. [2] Pour tout s € C, on a

o)
52

sin(ms) = ms H(l - ﬁ>

Théoréme 1.10. [10]
Pour tout s € C. La fonction gamma complexe peut étre définit par la formule d’Euler-

Gauss suivante :

e (n— 1)!715
I'(s) = Jim s(s+1)..(s+n—1)
= lim M

n—o0 (S)n
Théoréme 1.11. [10] (Formule de multiplication de Legendre-Gauss)
Nous avons la formule de multiplication, Pour tout s € C, on a

I(s)D(s + %) = 2172573 (2s) (1.8)

et plus généralement pour k € N*, la formule de distribution

I] res+ %) = k3 (27) T D (ks)
0<j<k

en particulier on a
k—1

[T =827

1
1<<K k>

14



1.3. La fonction gamma sur C

Théoréme 1.12. [2] Pour s € C tel que Re(s) >0, on a

1 Wsoo fe%f
w7~ T+ D)

avec 7y s’appelle la constante d’Euler, et est défini par

n=1

n

v = nh_)ngo(Z% —1In(n)). (1.9)

Corollaire 1.13. [10] Pour s € C tel que Re(s) > 0, on a

et o111
— 42 1.1
(7713 (1.10)

logT'(s) = (s — %) log(s) — s+ %log(QH) +/O "

15



Chapitre

Notions de base en analyse p-adique

Le but de ce chapitre est de donner quelques définitions et résultats fondamentaux
sur un corps normé et sur les nombres p-adiques. Ainsi que des résultats de I'analyse

p-adiques, qui serrons utiliser pour étudier la fonction gamma p-adique.

2.1 Corps normés

Dans cette section, on va rappeler les définitions et les propriétés élémentaires sur les

corps normes.

2.1.1 Définitions

Définition 2.1. Soit K un corps, on appelle norme sur K toute application ||.|| de K dans

[0, 400 telle que :

1) |la]|=0<=a =0, Va € K.

2) |labll= llalll[ol], ¥a,b € K.

3) lla+b||< ||la||+||b]], Ya,b € K (inégalité triangulaire).
Associée a une norme, K est un espace normé, ou bien corps normé.

Remarque 2.1. Il y a toujours sur un corps K au moins une norme, a savoir [’application

qui & nombre non nul associe 1, et & zéro associe zéro (norme triviale).

16



2.1. Corps normés

Remarque 2.2. On peut définir sur un corps K la norme usuelle :

a, a>0
|a|w = max(a, —a) =

—a, a<0
Définition 2.2. La norme ||.| est non archimédienne si
Va,b € K: ||a + b||< max(||al], ||b]])
Alors on dit que K est un corps non-archémidien ou ultramétrique.

Remarques 2.1.

1) L’inégalité triangulaire forte = ’inégalité triangulaire ordinaire .

2) La norme triviale est une norme non-archimédienne.

2.1.2 Propriétés d’un corps non-archimédien

Dans la suite, on note par (K, |.||) un corps normé.

Théoréme 2.3. [18] Soit ||.|| une norme sur le corps K, alors
La mnorme ||.| est non archimdienne <= ||n||<1,Vn € Z.
Démonstration.

=) On va démontrer par récurrence cette implication :
pour n=0 évident car ||0||=0 <1

suppose que ||n||< 1 est montrons que ||n+ 1]|< 1

|7+ 1| < max(||n]],||1])
< |1

<1

D'ou ||n+1||<1 ,Vn € Z. Alors la propriété est vrais pour tous n.

17



2.1. Corps normés

<) soient a,b € K
la+ 6" = [I(a +6)"
= 130 Char |
k=0

< D ICha |
k=0

= > G118
k=0

< D lla"FREl (car |CRI< 1,0 €N)
k=0

<> (max{[al, [1p]})"

= (n + 1) (max{]lall, [[6] })"

Done |l +bl|< (n+1)"" max{|all, [b]}

pour n assez grand on a |la + b||< max{||al|, ||b||} (car (n+1)'/" — 1). [

n——+00

Proposition 2.4. [18/ Soient a, x deuz élément d’un corps non-archimédien (K, ||.|).
On a

[ = all< llall= llz[|= ol

Démonstration.

Soit a,x € K, par I'inégalité triangulaire forte on a pour ||z — a|| < ||a]|

[2]|= [l = a + al| < max{||z — al], la[|} = ||a]

lall=lla = + || < max{ja — x|, [[z]|} = [l]
Si max{|la — x|, ||z]|} = ||z|, on a le résultat.L’autre variante est contradiction avec
I’hypothése. |

Conséquence 2.1. Dans un espace non-archimédien tous les triangles sont isocéles.

Va,b,c € K, la=bl|l# [[b = cll= [la — ¢[|= max{[la — ][, |b — ]|}

18



2.2. Nombres p-adiques

2.2 Nombres p-adiques

2.2.1 Valuations p-adiques

Définition 2.5. Soit p un nombre premier et n € Z*. La valuation p-adique de n est le

plus grand entier naturel o tel que p® divise n et on note vy(n).
vy 2" — N
r — vy(x) = max{a € N,x = p%c,c € Z}

st x = %, a€Z,beZ" onavy(x)=1vy(a) —vy(b)

par convention on a v,(0) = oo  (car p* divise 0, Va € N).
Exemples 2.1.
1,10 = 1.3° + 32 = 03(10) = 0, p—2.

2. a=p+p°+3p" = vy(a)=1,p>2.
p4 + 6p5
Proposition 2.6. [11] Soient a,b € Q, on a

3. b= =) =2—-4=-2,p>2.
1) vy(a) = 400 < a=0.
2) vp(ab) = vy(a) + vy(b).

3) vp(a+b) = min{vy(a), v,(b)}.

Démonstration.

1) Par définition, on a

vp(a) = +00 © vy(a) = v,(0) & a = 0.

2) Soit
ac€Z' a=p"Dn | (pny) =1
et
beZ" b= p”P(b).ng . (pymg) =1
D’ou
ab = pv”(a)pv”(b).nlng — pvp(a)+vp(b).n1n2 . (p,nang) = 1.
Donc

vplab) = vy(a) + vy (b).

19



2.2. Nombres p-adiques

3) Soit
a €' a= pvp(a)'nl ’ (p> nl) =1

et
beZ' b=p"Yny, |, (pny) =1

i) Supposons que v,(a) < v,(b)

a+b=p» @y +pr®ny = pr@ (ng 4 prO=r@ny) = prrl@) pg

.

~~
n3

Si  (p,n3)=1ona
vp(a +b) = vp(a) = min{vy(a), vy(b)}

Sinon

vp(a+b) = vy(a) + vy(n3) = vy(a) = min{v,(a), v,(b) }

ii) Supposons que v,(b) < v,(a)

Y ny + ng) = p® oy

J

a + b == pvp(a).nl + pUp(b)n2 = pvp(b) (pvp(a)fvp(
ng

Si (p,ny) =1 ona
vp(a+b) = v,(b) = min{v,(a), v,(b)}
Sinon
vp(a +b) = v,(b) + vp(ng) = v,(b) = min{v,(a),v,(b)}.
Donc
vp(a+b) = min{v,(a),v,(b)} Va,be Z".

Lemme 2.7. [20] Soit n > 1 un entier naturel et soit S,(n) la somme des chiffres de n
dans la base p. Alors la valuation p-adique de n! est donnée par :

n —Sy(n)

N =

20



2.2. Nombres p-adiques

Démonstration. On sait que :
nl = H k= vy(n!) = va(k).
k=1 k=1
On suppose que

kE=ap' + ...+ ap', (i <la; #0)

Donc

vp(k) =i
d’autre part, on a
k= aipi + ...+ alpl
!
=p' + (a; — )p' + Z asp’.
s=i+1
Alors

l
k—1=p =14 (a;—1)p' + ) ap®
s=i+1

i—1 !
=(p— 1)2])8 + (a; — 1)p' + Z asp®
s=0 s=i+1
Ce qui veut dire que

Sp(k—l):(p—l)il—i—(ai—l)—i— Z Qg

s=i+1

l
=ilp—1)+a;+ Z as — 1
s=i+1

=i(p—1)+ Sy(k)—1
= vp(k)(p — 1) + Sp(k) — 1.

Donc
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2.2. Nombres p-adiques

De plus, on a

vp(nl) = Z vp(k)

_ ;SMk—U—SM@+1
_; i
:E%TE;&M%—D—SM@+1
1
- —Lon=s,00)
:n—Sp(n)
p—1 =

2.2.2 Normes p-adiques

Soit « un nombre rationnel, on définit Papplication |.|, de Q dans [0, +-00[ comme suit :

pr@ s 2 #£0
|z, =

0 , st x=0

Proposition 2.8. [13] L’application x — ||, est une norme non-archimédienne sur Q.

Démonstration.

On montre que application |.|, est une norme non-archimédienne sur Q, en effet on a

1) |z[,=02=0VrecQ?

Soit z € Q, on a

2], =0 <= p»@) =0
<= vy(z) = 00

<— z=0.

2) |:Ey|p - |x|p’y|pavx7y € Q ?
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2.2. Nombres p-adiques

Soient z,y € Q, on a

eyly = p
— p_ (vp(x)+vp(y))

— @)y )
= |lplylp-

3) |z +ylp < max{|z|y, |ylp}, Vr,y € Q7
On a
&+ ylp = pr Y Vr,y € Q
On sait que

V(2 +y) = min{vy(x), v,(y) }

Donc
—vp(® +y) < —min{vy(), v,p(y) }
Alors
por(Ety) < gy min{up(a)vp(v)}
= prax{—vp(@),—vp(y)}
— max{p*”p(m)’p*”p(y)}
= max{|zp, [yl,}-
Donc Papplication x — |z|, = p~¥»(*) est une norme non-archimédienne sur Q. |

Proposition 2.9. [17][15] Soit x,y € Q. Si |z|, # |y|p,alors |z + y|, = max{|z],, |y|,}

Démonstration. On a deux cas
1) Si|z|, < |ylp, alors
|17 + ylp < maX{|1’|pu |y|p} = |?/|p (2-1)
D’autre part
ylp = ly + 2 — 2|, < max{|z|y, [yl,} = [z +yl,
D’ou
max{|z|p, [yl,} < |z +yl, (2.2)

De (2.1) et (2.2), on a

maX{|‘T|p7 |y|p} = |z + y|p-

23



2.2. Nombres p-adiques

2) Si|z|, > |y|, (De la méme maniére).

2.2.3 Corps des nombres p-adiques Q,

Puisque Q n’est pas complet pour |.|,, on le compléte et on obtient un espace complet
que I'on note Q, et qui s’appelle le corps des nombres p-adiques. Le corps Q, des nombres
p-adiques peut alors étre défini comme la complétion de I'espace normé. Ses éléments sont
les classes d’équivalences des suites de Cauchy,ott deux suites u = (uy)n>0 €t v = (vy)n>0

sont dites équivalentes (uRv) si |u, — Unlp —>n—sto0 0.

Remarque 2.3. Pour la norme p-adique et pour x € Q,, On a |.|, peut étre prolonger

de Q sur tout Q, de la fagon suivante
|z, = lm |z,]p, (xn)n est une suite de Cauchy dans Q.
n—-ao0

Proposition 2.10. [15/[26] Q, est un corps complet non-archimédien.

Démonstration. On a :

1) Montrons que Q, est un corps :
Il est clair ( Q, ,+, . ) est un anneau commutatif.
Il suffit de montrer que pour tout x € Q, non nul admet un inverse dans Q,.
Soit (z,,) € Q, une suite de Cauchy de limite = alors :
n£m+ |Tnlp = |z|p # 0
Donc |z,,|, est aussi non nul pour n assez grand, et donc la suite v,(z,) est une suite
convergente dans R, comme il s’agit d’une suite d’élément de Z, elle est constante

a partir d’un certain rang N € N, on définit une suite y,, d’élément de Q par :

0 st n<N
Yn = 1
— 1 n>N
x
Pour tout n,m > N on a "

|1‘ — T |
|y ym|p - Tk

o |p] Ty |p
De sort que y, soit une suite de Cauchy daﬁs (& donc elle converge vers
y € Qp, et comme z,y, = 1, alors :

zy = 1.
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2) Comme | . |, est une norme non-archimédienne sur Q,, alors Q, est un corps

complet non-archimedien.

Définition 2.11. L’ensemble des entiers p-adiques est le disque unitaire suivant :
Ly ={z € @\ |z[, <1} = {z € Qp, vy(x) = 0}
1l s’appelle anneau des entiers p-adiques.

Remarque 2.4. On peut démontrer aussi que N est dense dans Z, i.e. N =7,
Définition 2.12. On peut définir Q, comme l’ensemble des fractions des éléments de Z,, :
Q= {5 (@.b) €Z, x Z;}.

Remarque 2.5. Ltnverse de p n’est pas un entier p-adique.

Définition 2.13. L’ensemble Z, des éléments inversibles dans Z, est donnée par :
Z = (v € Qp, J], = 1}.

Les éléments de Z,, s’appelant les unités, et 7, est le groupe des unités.

Théoréme 2.14. [8] L’ensemble Z, muni de la topologie associée & la norme p-adique

est un ensemble compacte.

Proposition 2.15. [8/[18] Si x € Q avec | x |,< 1, alors :

Vi e N,Ja € N tel que | a—z [,<p~*

Démonstration. Soit z € Q tel que x = % eta€Z, beZ(a,b)=1ona:

’ a ’p _ p_vp(a)
| b ‘p p*”p(b) -

’x‘p:

D’ott p ne divise pas b, alors v,(b) = 0 c’est & dire (b,d) = 1.
Donc d’aprés la théoréme de Bézout il existe m,n € Z tel que mb + np* = 1,Vi € N.

On choisit & = am on a

, imb — 1|,

_ ‘9
p b
<|np" [p=In || p" I,
<|p' p=p"
D’ou
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2.2. Nombres p-adiques

a—zl|,<p", VieN

Proposition 2.16. [23] Tous y € @;‘) admet une unique représentation y = p"u oun € 7

et u est une unité dans Z,.

Démonstration. On a deux cas :

1)

Existence de la représentation :
a
Soit y € Qy, alors y = 5 aveca € Zyp,b € Z;,
On sait que a = agp® et b = byp™ avec ag,by des unités et k = v,(a), m = v,(b)
D’ou

— @ k—m

y bop *

Unicité de la représentation :

Supposons que y € Q, admet deux représentation y = up® = vp™ avec u,v des
unités dans Z, et m, k € Z, alors

mk)y =m —k

w™t = pmF =y (uwwt) = vy(p
Et on a uv™! est une unité, alors v,(uv™) =0=>m =k

D’ou I'unicité de la représentation.

2.2.4 Corps des nombres complexes p-adiques C,

Définition 2.17. (Corps algébriquement clos)

Un corps K est algébriquement clos si chaque polynome P(z) dans K[z| de degré n admet

n racine dans K

Proposition 2.18. /8] Le corps Q, n’est pas algébriquement clds pour tout p premier.

Démonstration.

On considére le polynome P(z) = 2? — p € Q,[x]. Supposons que P(z) admet des racines

dans Q,, donc
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2.2. Nombres p-adiques

alors
2%, = |22 = Ipl, = p "

donc

_ -1
jzl, =p~ = lal, =p>

DN | —

= v,(x) =

Contradiction avec v,(z) € Z,Vx € Q, donc P(x) n’admet pas des racines dans Q, ce qui

preuve que Q, n’est pas algébriquement clos. |

Pour faire convenablement de I'analyse, il est donc logique de considérer une cloture
algébrique de @, que I'on note en général @p et qui n’est pas complet. Nous avons besoin
de la compléter pour former un plus grand corps complet et algébriquement clos noté C,,.
On montrer que 'on peut prolonger la norme & ce corps qui posséde aussi une norme

p-adique, qui 'on note toujours |.|,.

Définition 2.19. Soit @p une cloture algébrique de Q,. D’apres la théorie générale, v,
se prolonge de maniéré unique en une valuation sur Q,. Malheureusement, cette cloture
algébrique n’est pas complet. On note C, le complété de Qp pour v,, qui cette fois-ci est @

la fois complet et algébriquement clos.

Définition 2.20. (norme p-adique de C,)

On prolonge la norme p-adique de @p a C,, en posant pour tout x € C,
|z, = nh_r>noo |l

avec (X, )n>o est une suite de Cauchy d’éléments de @p qui est dans la classe d’équivalence

de x.

Remarque 2.6. L’ensemble de ses éléments inversibles est ’ensemble des éléments de

C, normé, noté par B et on a

B={xe€Cylz|, =1}
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2.3 Fonctions p-adiques

2.3.1 Suites et séries p-adiques

Théoréme 2.21. [17] Une suite (an)n>0 dans Q, est une suite de Cauchy, et donc conver-

gente, si et seulement si elle vérifie

lim |ap+1 — anl, = 0. (2.3)

n—-+0o0o

Démonstration.

=) Si (an)n>0 est une suite de Cauchy ;i.e :
Ve>0,IN e NVa,m e Nm>n>N = |a, —anl|, <¢

En particulier pour m = n + 1, on obtient (2.3).

<) Supposons lim |an41 — anl, = 0 et montrons que (a,),>0 est une suite de Cauchy.
n—r-+o00 -

De (2.3) on a

Ve >0,3N e NNVh e NNn > N = |ap1 — anlp < €

Pour tout m > n > N on évaluons |a,, — a,l,, en utilisant I'inégalité triangulaire forte,

on a
Ay, — anlp — |am — Gp—1t+ Ap—1 — Qp—2 + ... + an|p
g maX‘(am - amflypa ‘amfl - ame‘}n RS ‘an+1 - an‘p) <e
Ce qui termine la preuve. |

Proposition 2.22. [26] Soit (a,),>0 une suite dans Q,.

si lim a, =a € Q, et a # 0 alors |a,|, = |a|,, pour n assez grand.
n—+o0

Démonstration. Supposons que lim a, =a
n—-+o0o

Pour € = |a|, on a

AN e N;n > N = |a, —al, < |a|,

D’aprés I'inégalité ultramétrique

|an|p = maX(|an|pa |a|p) = |a|p
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Définition 2.23. Soit ) a, une série dans Q,

n=0
1) La somme partielle de cette séries est donnée par :
N

SN:ao+a1+...+aN:Zan.

n=0

2) La série Y a, converge si et seulement si la suite (S,), est de Cauchy.
n>0

Proposition 2.24. [17] Si la série ) |a;|, converge dans R, alors ) a; converge dans
Qp.

Démonstration. Si ) |a;|, converge, alors d’aprés le Critére de Cauchy on a

Ve>0,3NeNVameNm>n>N= > |af,<¢

1=n+1
On aura
m m
S — Sulp = Z a;| < Z |ail, < e
i=n-+1 p i=n-+1
Ce qui implique que (S;,)n>0 est de Cauchy et ainsi la série ) a; converge en Q,,. [ |

o0
Corollaire 2.25. [15] Une série ) a, avec a, € Q, est convergente si et seulement si
n=0

lim a, =0, nous avons aussi
n—-+0o

< : 2.4
Zanp_rgg\)f’anb (2.4)

n=0

n
Démonstration. Soit S, = Y _ a; et a, = S,, — S,,_1 d’aprés le théoréme 2.21 on a
i=1

n
la série > a, converge si et seulement si a,, tend vers 0.
n=1 -
D’autre part, supposons que Y a, converge alors pour démontrer l'inégalité (2.4) on a
=0
- n
1) Si > a, =0 c’est trivial.
n=1

2) Sinon, on a a,, — 0, c-a-d il existe N € N, pour tout n > N, d’aprés la proposition

2.22.0n a

oo N

D | =] an

n=1 » In=0 Ip
et donc

max{|a,|,\0 <n < N} = max|a,l,
neN*

D’ou

N
2

n=0

< max{|a,|,\0 <n < N} = max |,
neN*
p
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2.3.2 Séries entiéres p-adiques

Une série entiere dans Q, définit sous la forme :

o0

f(z) = Z a,x"

n=0
ol (an)n C Qpet x € Q,

L’ensemble des séries entiéres sur QQ, est notée par :Q,[[x]].

Définition 2.26. Le rayon de convergence d’une séries entiere f(z) = > a,a”™ € Q,[z]]
n=0

est le nombre réel 0 < ry < oo définit par :
ry = sup{r > 0:|a,|,r" — 0}

Proposition 2.27. [16/ (Calcul de rayon de convergence)

Soit Z a,x" ou a, € Q,, on a la formule d’Hadamard
n>0

o 1
lim sup {/]a,|,

n—-+o0o

Proposition 2.28. [15] Soit x € Q, et r > 0 tel que |a,|,r" — 0 donc :

[e.o]
La série Y a,x™ converge si |z|, <71 .
n=0

Démonstration.
Pour montrer que i a,x" converge, il suffit de montrer que |a,2"|, — 0 quand n — oo
=0
On a '
|anz"|, = |an|p|x|g < ap|pr"™ — 0
D’ou
la,z"|, — 0, quand n — +oo.

Proposition 2.29. [15] Soit x € Q,, alors la série ) a,a™ converge si |z|, < r¢ et
n>0
diverge si |x|, > 1.

Démonstration. Si |z|, > r; (cela ne peut arriver que si 7y < 00), on a
1 1
lim sup|z|,|ag|f = |z|, im sup|ag|s

1
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Donc pour tout k > 0, on a |ag|p|z|; > 1. A savoir, le terme général a;z” de la série ne

tend pas vers 0, Alors la série Y apz® diverge.
k>0
Inversement, si |z], < r¢(cela ne peut arriver que si ry > 0).

On peut choisir : |z], <r <71, on a

1 1
lim supr|agls = lim suplag|; <1
n—X L>n n—0 L>n

Nous en déduisons que pour certain grand N

1
sup rlaglp <1
k>N

Par conséquent, |ag|,r* < 1 pour tous k > N, et

B e (12" Ll
‘CLkI |;D = ‘ak|p7’ T < T_k — 0 (l{? — OO)

cela montre que le terme générale la série > apz”® tend vers zéro, et la série converge. M
k>0

Définition 2.30. Soit f : D — Q,, et xo € D. La fonction f est dite continue en x

S -

Ve > 0,30 > 0,Ve € D : |z — ), < 8 = |f(x) — f(z0)], < &

Définition 2.31. Soit (a,) C Z, C C, et f(x) = Y a,a". On dit que f une série entiére
n=0
restreinte si a, — 0.

la norme Gauss donnée par

1F (@)[] := sup |an, = max|anl,.
n>0 n>0

Proposition 2.32. [23] Soit f € Z{z}, alors

[fe+y) = f(@) = FW) + FO)p < IIfI-loyly (2lp <1, lylp < 1)

st de plus f est impair, alors
fla+y) = f@) = FWlp < IfI1- ey +y)lp (2l <1yl <1).

Démonstration. On a

fle+y) = f@) = f@) + F0) =D an((x+y)" — 2" —y"))

31



2.3. Fonctions p-adiques

puisque chaque terme (z + y)™ — z™ — y" est divisible par xy, d’ou le résultat. Quand f

est impair

flaty)—f@) —fy)= D allz+y)" —a"—y").

n  impair>0

le seul terme avec n impair > 3 reste dans la somme, puis

(x+y)" —a" —y" = 2y(z + y)pa(z)
pour certains polynomes entier p,, € Z[x]. Par conséquent ||p,|| < 1. [ |

Lemme 2.33. [26/[17] Soit f(z) = > a,a™, a, € Q,, une série p-adique dont le domaine
n>0
de convergence est une boule ouverte et fermée D C Q,, alors f : D — Q, est une

fonction continue sur D.

Démonstration. On a f continue sur D < f continue en xy, Vzg € D

f continue en 0 c’est a dire :

Ve > 0,30 >0,V e D, |z —0], <0 = |f(x) — f(0)], <¢

o
= |$|p|zan5€n_1|p
1

-1
< ‘w|p rfllggf |an|p|$n |p

et comme on a max |ay,|,|z" |, n > 1 existe car
|an|p|xn_1|p — 0
On pose M = max |a,|,|z" !|,,n > 1, donc
[f(2) = FO)|p < x|, M < 6M < e

On prend
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f continue en xq c’est a dire :
Ve > 0,30 > 0,Vz € D, |z — x|, <6 = |f(z) — f(O)|, <e
Soit § < |zgl,, on a

|z — xol, < & <|zolp, = ||, = |z0l|p(triangle — isocle)

On a
(0.)
|f(z) — — an,()
n= P
< max X(|ant"™ = anglp)
= max(|an|plo — wolp|a" " + 2" g + 2" g 4 )
ne
Comme

e e S T N O S p < max (|2 g )

—1\ —1
= max (Jaly " eol;) = fool;

D’ou

(@) = f@o)lp < max (fau plaol; )3
o

= el max (|an|p|zol,)

. n
Comme la série converge en g, on a a,zj — 0 dans Q,.

Alors (a,z{)nen bornée, donc

aM >0, telqgue |ap|p|zgl, < M

D’ou
)
[f(2) = flo)lp < -7 M <e
ol
Donc il suffit de prendre
. |Zolpe
§ = min(|xolp, ]\f ).
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Définition 2.34. (Différentiabilité des fonction dans Q)

1) Soit D C Q, et a € D. Une fonction f: D — Q, est différentiable au point a si

la dérivée f'(a) de f en a eziste et fini, tel que

o 1@) = fla)

T—a Tr— a

f'(a) =
2) Pour z,y € D C Q,, on définit :
f(z) — f(y)

(blf(xa y) =

On dit que [ est différentielles lim ;) (0,0 O1f(2,y) =1 € Q,

dans ce cas on définit la norme |||, par

£l = max([L£, [|of1)-

Remarque 2.7.
1) f est différentiable sur D <= f différentiable en x,¥x € D.
2) (f £9)(x0) = f'(xo) £ ¢ (x0) de méme pour fg et g.
3) La dérivée d’un polynome p(x) = zn:aixi € Qplz] est p'(x) = Zn: ia;x
4) CY(Z,,K) Uensemble de fonctions (;iém'vables. B

Définition 2.35. Soit f(z) = > a,a”™ € Q,[[z]], la dérivée de f est défini sous la forme
n=0

suivante :

f(z) = i na,r" .
n=1

Définition 2.36. Soit f(x) = Y a,z" € Q,[[X]]. On note D* lopérateur de dérivation
n=0

d’ordre k de f , i.e.,
DM f(x) = [P (), k> 1.

Définition 2.37. Soit f(z) = > a,2” € Qu[[X]]. On définit la formule de Taylor sous
n=0

la forme suivant :

D*f ()
!

flx+h)=flz)+ > B -

k>1

Proposition 2.38. [17] La série f(x) = Y a,a™ € Q,[[x]] et sa dérivée
n=0

o0
f(z) = g na,r" !
n=1
ont le méme rayon de convergence, i.e. Ty =T
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1
Démonstration. On a : % = limsup,,_, . |na,|p, alors

1 1
— = limsup|na,|; !
Ty n—00
1
— lim sup(jna ) =T
n—oo

11
= limsup |n|} |an|p
n—oo
. —9(x) 1
=limsupp " |a,|p
n—oo

1
= lim sup|a,|p
n—oo

1

Ty

2.3.3 Interpolation p-adique

Définition 2.39. Une suite (a,)n>0 C K est dite une suite d’interpolation dans K, s’il

existe une fonction continue f : Z, — K telle que f(n) = ay,.

Proposition 2.40. [13] Soit m € N, la suite des coefficients binomiaux (:1) s’interpole

en la fonction continue de Z,, dans Z, définie par

n) s(s—1).(s —m+1)

m/!

Cette suite de fonctions est la base de Mahler (B,,)m>o0 de C(Z,,K).
Remarque 2.8. C(Z,, K) l’ensemble de fonctions continues.

Lemme 2.41. [13] La suite (an)n>0 C Z, est une suite d’interpolation si et seulement si

pour tout € > 0, Im. entier > 0 tel que si k € N et n=k+p™, on ala, — agl, < €.

Démonstration.
L’implication dans un sens est claire.

Réciproquement, sin,k € N, k <net |n—Fk|, <p ™, onan==k+Ip™; ainsi

l

Z(akﬂpmg — Ay (j-1)pme)| < MAX [Qppjpme — Aot (j—1)pme |p < €.

jan — axl, = 1<i<l

=1
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Remarque 2.9. Si (a,)n>0 C Z, est une suite d’interpolation, on écrit parfois pour

s € Ly on a

f(s) = lim a,.

n—s

Remarque 2.10. Soit (a,)n>0 C Z, est une suite d’interpolation et soit f € C(Z,,K) tel

que f(n) = a,.

Rappelons que l'on a le développement de f dans la base de Mahler f(s) = Y «a;Bj(s),

Jj=0

ou

s(s—=1)..(s—j+1)
J!

A étant Uopérateur aux différence, définit par Af(s) = f(s+ 1) — f(s) = mf(s) — f(s),

B;(s) = , oy = A f(0)

alors A = 11 —id. Ainsi

car A" = 3 (=1)'(") 7.

i+j=n
Proposition 2.42. [13] (Somme indéfinie)

Soit f: Z, — K une fonction continue. L’équation aux différences
AF(s)=F(s+1)—F(s) = f(s), s€Z,

admet une solution continue unique F : Z, — K telle que F(0) = 0, de plus n € N,

n—1
F(s) =lim, s > f(j) que U'on écrit aussi
j=0

La fonction Sf est appelée la somme indéfinie de f.

Démonstration. Soit f : Z, — K une fonction continue.

1) Si F existe, on a

Fn)—Fn—1)=f(n—1),n>1

Ainsi

n n—

F(n) = Z f() + F(0) = Z £0)

1 1

<

D’ou, par passage a la limite, I'unicité de F.
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n—1
2) Soit donc F' : N — K définie par F(0) =0et F(n) = >, f(j),n>1.On a
j=0
F(n+1) = F(n) = f(n),n > 0

Il suffit de montrer que (F(n)),>o est une suite d’interpolation.

Soit m > 1; on a
n+p™—1

F(n+p™) = Fn)= Y [f()
j=n
Posons I, = [n,n + p™ — 1], on a card(I,,) = p™, ainsi 'application canonique
Om L — Z/p"Z = A, induit une bijection de I, sur A,,.
Soit 1 < k < m, on déduit de la partition
0<v<pk—1

la partition

[m = U Jv

0<v<pk—1
Ou
Jy = go_l(v +pkAm) =(v+ ka) N1,

m—k

avec card(J,) = card(v + p*A,,) =p

Alors
F(n+p™) —F(n)=>_ Z OEDS Z(f(j) — f)+ ) ")

Il vient que

[F(n+p™) = F(n)l, < max(maxmax | f(j) = f(v) |l [ F]I)

v vEJy
Ou
IFII = sup [£(s)lp.
SEZLy
Posons k = [F], on a d’une part
lim [plp = 0.
m—>+0o0

D’autre part, pour tout 0 < v < pl3] — 1 et tout j € J,, on a |j — v, < [p|z].

Comme Z, est compact, f est uniformément continue :

Ve>0, 3n.>0 \ [s—t|,<n.=|f(s)=fO)l,<e
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Mais , il existe m. tel que Vm > m., on a

: ]
1j—vlp < |plp® < ne

ainsi
1f) = fo)], <e
et
max max N — (o)l < e
ogvg|p\[%%1 vEJy |f(‘7) f( )|p
On obtient

lim |F(n+p") — F(n)], =0

m—-+00

et (F(n))n>o est une suite d’interpolation.

2.3.4 Développement de Mahler

Théoréme 2.43. (K.Mabhler)[15][25]
Soit K un extension complet de Qp.
Soient By(y) =1, Bu(y) = w les polyndémes binomiau.

Alors Yy € Z,, B,(y) € Z, et (By)n>0 est une base orthonormale de C(Z,, K).

Démonstration. Considérons pour n > 0, le polynéme binomial

By~ YO =D (Y k1)

n!

Soit m € N, on a B,,(m) = 0, lorsque m < n et aussi

—1)...(m — 1 !
B,(m) = mm = 1)...(m=n+1) ("M)=" __enN lorsque m > n.
n! n (m —n)n!

Soit y € Z,; puisque N est dense dans Z, alors

d(m;)j>1 CN tel que lim m; =y
J

——+o00

Mais B,, est une fonction continue sur Z, et B,(m;) € N; ainsi

B, (s) = lim B,(m;) € Z,

J—+o0
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Il est associé a la suite (y, = n)n,>0 C Z, les polynomes P,(y) = (v — ¥0)---(Y — Yn—1) =
yly —1)...(1 =n+1) tel que P,(y,) =n(n—1)...(n —n+ 1) = nl. Ainsi

Pu(y)
@n(y) = = Buly
) Fu(yn) v
On déduit que (B,,)n>0 est une base orthonormale de C(Z,, K). [ |

Lemme 2.44. [9] Pour tout suite a), € Z, tel que a, —> 0 quand k — oo la fonction
x
o= ()
k>0

est bien définie et continue sur Z,.

Démonstration.
Nous avons (i) € 2Ly, le terme ay, (z) tend vers 0 comme k — 0o que f(z) est bien défini.
De plus, pour la méme raison (i.e.|(})|, < 1) il est uniformément convergent sur Z,, donc

définit une fonction continue. [ ]

Proposition 2.45. [9] Soit

Alors

Théoréme 2.46. [9] (Mahler)
Soit f : Z, — Z, une fonction continue, et on définit :
= 3 (M) sm)
m
0<m<k
1) Si f(z) est continue sur Z, alors vy(ay) tend vers l'infini quand k tends vers l'infini.

2) La fonction f(z) est continue si seulement si f(x) peut s’écrire sous la forme
x
o= u(})
k>0
telle que la suite ap € 7Z, tends vers 0, quand k — oo pour la norme p-adique. Si

f(z) est continue, les coefficients ay, sont uniquement déterminés, on les appelés

coefficients Mahler de f.
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Démonstration. Soit f : Z, — Z, une fonction continue :

1)

On définit I'opérateur de différence directe A sur n’importe quelle fonction g de Z,

dans Z,, par la formule

(Ag)(x) = g(z +1) — g(x)

Il est facile de prouver par induction que pour tout k£ > 0, on a
@) = ¥ 0 Fgm )
0<m<k

Ainsi, ar = (A*£)(0).

Nous prouvons (1) par induction. Soit r > 0, et supposons que il existe N, > 0,
tel que v,((A*f)(z)) > r pour tout k > N, et x € Z,. Ceci est vrai pour r = 0,
puisque Ny = 0, donc f(z) € Z, pour tout x. Soit g(x) = (AN f)(x)/p". Cette
fonction est continue de Z, dans Z,. Puisque Z, est compact, il est uniformément

continue, donc il existe M > 1 tel que
r=y( mod pMZp) = g(x) = g(y)( mod pZ,), Vzx,y€Z,

Puisque p devise (”2{) pour tout k sauf k = 0 et k = p™ et cela implique que pour

tout x € Z, On a :

g(x +p") — g()
=0( mod pZ,)

il vient que v,((A*?" f)(z)) > 7 4+ 1 pour tout = € Z,, donc par induction
v, (A f)(x)) > r + 1, pour tout k > N, + p™, ce qui démontre notre hypothese
d’induction, d’ott a; = (A*£)(0).

Supposons que f est continue sur Z,. En appliquant (1) les a;, tendent vers 0, car

k tend vers infini. La fonction g(z) = Y ax(}) est bien définie et continue, nous
k>0

avons f(n) = g(n) pour tout = € Z,, puisque f et g sont continue et comme Z.

est dense dans Z, il s’ensuite que f(x) = g(x) pour tout = € Z,.
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2.3.5 Intégrale de Volkenborn

Définition 2.47. Soit K un extension complet de Q,.
pn_l

On dit que la fonction g : Z, — K est Volkenborn-intégrable si la suite z% > g())
j=0

a une limite dans K. On pose

pn—1

[ otz = tim 3" 905)

J=0

les sommes in Z 9(j) sont analogues aux sommes de Riemann + i 9(L) d’une fonction
g:10,1] = R.

Soit Xm la fonction caractéristique de p™7Z,.

Proposition 2.48. [13] L’application [ : C*(Z,,K) — K est une forme linéaire conti-
Zp

‘ / ol

Alors, si (gn)n>o est une suite convergente dans C'(Z,,K) vers la fonction g, tel que

nue pour la norme ||||; : en fait

< pliglh-

lim, o0 [ gn(x)de = [ g(z)dx
7y Zp

Démonstration. Il est clair que fZ est une forme linéaire.

Puisque [[(Sg)'[| < [I(Sg)llx < pliglls, on a

’ / dw
Ly

[ gn( dw—fg

ZP P

Corollaire 2.49. [13/
Soit g = > a,B, € CY(Z,,K), on a :

n>0

= 1(S9)'(0)l, < I(S9)'ll < pllglh

< pllgn — 9gll1. u
p

En particulier z) — g(z)

p

Démonstration. On a SB,, = B, et [ B,(z)dx = B',,41(0).
ZP

Comme B, 1(z) = % et B'yi1(z) = ;)m [1,.i(x — j) alors

(D) _ (1)

(n+1)!  n+1
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D’ou

et par continuité

Proposition 2.50. [13/
Soit g € CHZ,,K).
1) Soit m un entier > 0. Pour 0 < j <p™—1, on a
| swis= [ gG+aide=p [ o+ o
J+p" Ly Py Zp
2) Soit U, = Z,\pZ, le groupe des unités de Z,. On a

/g(ff)dx =p /(pg(ﬂf) — g(px))dz.

Up Zp

Démonstration. Soit g € C'(Z,,K)

1) Pour tout entier n > m, on a

_ n m__q pn 1
1 1 ,
— Z )X+, Z g+ k) == (G + DXjipmz, (1)
p =0 k=0 p =0
Comme
1 pnfm_l n m__
— > gl+p"k) = Z 9(j +p"k)
p k=0 =0

On obtient par passage a la limite
/ g(x)dr = / 9(j +z)de =p~" /g(j +p"a)de.
J+p™ Ly P Ly Zy
2) On déduit de la partition Z, = U, U pZ, que pour tout fonction g € C*(Z,,K), on
a g = gxu, + 9Xpz,- 1l vient que
/g(a:)da: = /g(m)dm + /g(a:)da: = /g(x)dx +p! /g(pa:)da:
Zp Up pr UP Zp
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Remarque 2.11. Puisque U, = U1<j<p_1(j + pZ,) est une partition, on a

1 [
/g(az)d:c = - Z g(j + px)dz.
Up P ]:1210

Remarque 2.12. Soit g : Z,, — K une fonction continue et soit Sg la fonction somme in-
pn_l

définie associée. On a in Z g9(7) = #(Sg(p”) —5¢(0)). alors g est Volkenborn-intégrable

st et seulement si 1lmn—>+oo %(Sg(p”) existe dans K. En particulier, si Sg est dérivable en

Zéro, on a [ g(x)dzr = (Sg)'(0). On déduit que toute fonction strictement différentiable
Z

P
est Volkenborn-intégrable.

2.3.6 Logarithme et exponentielle p-adique

Dans cette sous section, on donne les définitions et les propriétés de logarithme et
exponentielle p-adique.

1) Logarithme p-adique

Définition 2.51. Soita€ L={a € Z,: |a—1|, <1} =1+ pZ,. La fonction logarithme
notée "In," est définie de L dans Q, par :

1 — -1 nH(a_

(o) = D1

avec 1, est le rayon de convergence.

Remarque 2.13. On peut écrire aussi :

o0

In,(a+1) = Z(—l)"“%.

n=1

Théoréme 2.52. [17] Soit a,b € 1+ pZ,, Alors ab € 1+ pZ, et In,(ab) = In,(a) + 1n, (D).

Démonstration. On sait que log(1+ A) = Y °(—1)""'4% € Q[[z]] € Q,[[z]]
cQcQ

Sila—1|,<let|b—1],<lona

avec m" = DnH

log(1+4+ A) +log(1+ B) =log(1+ A+ B+ AB)
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Alors

o0

Z n+1 + Z n+1 Z n+1 (A+ Bn—l— AB)" _9

n=1

il suffit de développer les racines pour avoir :

Ar A3 B? B3

A————— : B—————
A-5 -5 - )+tB-5 -5 )

(A+ B+ AB A?+2AB + B* + A’B? + 2AB* 4+ 2A’B

2
On pose A-1=a, on obtient : In,(ab) = In,(a) + In,(b).
Proposition 2.53. [17][24] Si |a|, <1, on a
| Inp(a +1)[, = |alp.
Démonstration. On a
In,(a+1 —a—i—z ”Ha

Donc

Iy (a+ 1), \a—l—z ”Ha — la],.

Proposition 2.54. [17] La fonction ln, est différentiable sur 1+ pZ, et ln;(a) =

Démonstration. Pour tout a € 1 + pZ,, on a

' (a) = (3 (— 1y =Dy

n

_ in(—l)”“ (a= )™
=> (-1"a—1)

— - 1

1+ (a—1)

_1
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2) Exponentielle p-adique

Définition 2.55. Soit r, > 0. La fonction exponentielle p-adique notée "exp,"” est définie

de D, ={a €Z,:|al, <7,} dans Q, par :

[e.9] n

exp,(a) = Z %.

n=0

Théoréme 2.56. [17] exponentiel p-adique converge dans le disque
-1
Dy ={a€Q,:lal, <prr}
et diverge si |al, > pp%ll.
Démonstration. On a

) 1 11
rp = limsup|a,[p = limsup [—|;
n—oo n—oo T

Alors on a :
"Sp(n) | 1 1 Sp(n) 1
r;l = limsup(p 7~ )» = lim sup(ppj( T )) = pr1
n—oo n—oo
D’ou
_1
Tp — pp—l .
Proposition 2.57. [17] Sia,b € D,, alors a+b e D, et on a
exp,(a +b) = exp,(a) exp,(b).
Démonstration. Tl suffit de remplacer par les série formelles :
On a
[e.@] An
exp(A) =) -1 € Qllz]] € Qyll]]
n=0
Alors
LA+ B, = A R A7
D (S =G G =0
n=0 n=0 n=0
A? B?
= (1+A+B+7+AB+7)

2 B2

A
—(1+A+B+ o)A+ A+B+ 4

2 2
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Donc si on pose A=a € D, et b€ D,, Alors :

exp,(a +b) = exp,(a) exp,(b).
|

Proposition 2.58. [17] La fonction exp,, est différentiable sur D, et exp;(a) = exp,(a).

Démonstration. Pour tout a € D, on a

expl(a) = (i %‘):i (Z_T) i nan_‘l = exp,(a).

n=0 n=0 n=0
|
Proposition 2.59. Pour tout a € D,, on a
| exp,(a) = 1fp = |al,.
Démonstration. On sait que
x  n
a
epr = Z m
n=0
Alors
[o.¢] an
exp,(a) — 1 IQ+ZH
n=2
De plus on a
alp _ |a”|p
|Z_.|p—n>2 |7’L'| %135{ |n|| <| ’P
Donc
[o.¢] an
|epr(a) —1fp=la+ Z m|p = lal,.
n=2
|
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2.4 Fonctions analytiques sur C,

Dans cette section nous étudions les séries entiéres complexes p-adiques est les fonctions

analytiques dans C,,.

2.4.1 Séries entiéres complexes p-adiques

Définition 2.60. Une série entiére dans C, est une série dont le terme général est

bo(z —b)™ ot n est un entier naturel v, b € C, et (by)n>0 C C,.

Définition 2.61. (Rayon de convergence)

le rayon de convergence d’une série complexe p-adique an(aj —b)" qu’on note R, ou

n>0
0 < R < +4o00, est défini par

R = sup{|z — b|,;z € C, etz bn(z — b)" converge} € RY U +o0.
n>0

Remarque 2.14. La régle de Hadamard reste valable pour les séries entieres dans C,.

Exemple 2.62.
-1 n+1 — b\
Soit la série Z (=) (=~ b) , on a

n
n>0
1
1 n+1|n
R'= lim {/|by), = lim ‘( )
n—-+00 n—-+oo n »
1
= lim = lim o)
n—-+00 \n\{} n—-+o0o o
up(n)

converge sur le disque D~(b,1) C C,

Done la série

-1t (z —b)"
Z( )"z =)

n
n>0

Pour R=1 ona

im b, 1 #0

D’ou la série diverge sur le cercle C'(b,1). C’est-a-dire que la série converge sur le disque

D*(b,1).
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2.4.2 Fonctions analytiques complexes p-adique

Définition 2.63. La fonction f :D*(b,r) — C, est analytique sur DT (b,r) pour tout
r >0, s’il existe une suite (b,)n>0 C C, telle que |b,|r™ — 0, et on a
Vo € D¥(b,r), f(z) = bu(z —b)"
n>0
Définition 2.64. Une fonction f :D~ (b, R) — C,, est analytique sur D~ (b, R) s’il existe
une suite unique (b,)n>0 C C, satisfaisant |b,|r™ — 0 pour r, 0<r<R, et telle que
Vo€ D™ (br), f(x)=> bu(z—b)"
n>0
Remarques 2.2.
1) Une fonction de variable compleze p-adique définie sur un disque D(b, R) ou b € C,
est dite analytique sur ce disque lorsqu’elle admet un développement en série entiére en
tout point de D(b, R).
2) Si R = +o00 alors f est analytique sur tout C, et on dit que f est entiére.

Exemple 2.65.
Soit f(z) = ZpQ”Qx", zeC,ona

n>0

1

lim /|,

n—-+o0o

1

lim p—2n
n—-+0o

R=

= +400.

2 . “a
Alors E P> a™ est convergente sur C, donc f est une fonction entiere.
n>0

Notation 2.1. On note A(C,) l'ensemble des fonctions entiéres sur C, et A(D(b, R))

Uensemble des fonctions analytiques sur le disque D(b, R).

Remarque 2.15. L’ensemble A(D* (b, R)), (resp A(D~(b,R))) est un espace vectoriel

sur C,,.
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Théoréme 2.66. [1]/ (Dérivée des fonctions analytiques)

1) Soit f(x) =Y bu(x —b)" un élément de A(D* (b, R))(resp A(D~(b, R)))
n>0

Alors f est continue et dérivable sur D(b, R) et sa dérive f* €A(D* (b, R))(resp
A(D=(b, R))) tel que f'(x an (z —b)"?

n>1
plus généralement si R > 0, alors la série f est une fonction indéfiniment dérivable

sur le disque de convergence de f, de plus on a

D) =kDY  Clon(x—b)"*, vk > 0.

n>k

2) Le rayon de convergence de f est égal au rayon de convergence de f.

Démonstration.

1) i) Soit z un élément fixé de DT (b, R), et soit h € C, tel que xz + h € D' (b, R).
Alors

flx+h)— = bal(x+h—b)"— (x—b)"]

n>0

=hY bal(w+h—b)""+(z+h—b"">(x—b)+

n>0

+(x4+h—0b)(z—b)"2+ (x —b)"]

la somme de droite est majorée en valeur absolu par max|b,|R"™! qui est fini car
n>1

lim |b,|R" =0

n—-+o0o
on a

[+ R) = f(@)ly < [hlmax|b, ], R
d’ou

i |G+ h) = f(@)], =0

d’ou f est continue sur D*(b R).
Maintenant posons g(z an r—b)""1 ge ADY(b,R)) car Vn > 1

n>1

On a
0 < |nbyl,r™ ™t < |bal, R — 0

n—-+o0o
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mais

f(“h});f(x) —g(z) = bal(x+h— )"

n>0

+(x+h—=0)""%(x—0)+ ..

et @B =)@ = b o (= )

—n(zx—b)"1=nh

(somme magjore en valeur absolue par max|b,|R"?)
n>2

Donc

fl@)=g(x) =) nby(x —b)""et f' € ADT(b,R)).

n>1
ii) Soit z € D~ (b, R) et ,0 < r < R tel que x € DT (b,r) alors f est analytique sur
D*(b,r) , elle est d’aprés i) continue et dérivable en z et on a
fl(@) =) nby(z —b)""
n>1
donc f est continue et dérivable sur D~ (b, R), sa dérivée est un élément de A(D~ (b, R))
car f'e A(D*(b,r)) pour 0 <r < R
par récurrence on montre 1’égalité

FO(x) = k1> CRby(x —b)" "

n>k

Il est facile de vérifier que le rayon de convergence de f est égal au rayon de

convergence de f.
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Chapitre

Fonction gamma p-adique

Dans ce chapitre, on commence par la définition et les propriétés de la fonction gamma
p-adique, ensuite nous étudions la formule des compléments et la formule de multiplication.

En plus, nous traitons les propriétés analytiques de I',. Nous terminons par la fonction

gamma, dans Zs.

3.1 Définitions et propriétés de [')

Dans cette sous section, on donne les définitions et les propriétés de I'y .

Définition 3.1. Soit n un entier naturel non nul. La factorielle p-adique de n, noté

((n)!), est défini par

(=1 i

1<5<n,(p,j)=1
et par convention (0!), = 1.
Définition 3.2. Soit n un entier naturel non nul, on définit la fonction gamma p-adique,
on la note I'y, par :
J=L(p,j)=1

Le théoréme suivant est appelé la généralisation de la congruence de Wilson, c’est la

clé de certains résultats dans cette section.
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Proposition 3.3. /23] Soit a,s > 1 deux entier, pour p # 2 alors :

H j=-—1( mod p%).
a<j<a+p®,(p.j)=1
Démonstration. La famille de nombres a,a + 1...a + p® — 1 forme un systéme complet
de représentants des classes mod p®, et la famille de nombres qui sont premier avec p
(ie : a < 7 < a+p® tel que (j,p) = 1) forme un systéme complet de représentants des
éléments inversibles Z/p*Z. On note le groupe multiplication des élément inversibles de

Z7./p°Z par F, ce groupe est défini par
F=@/pTy ={jel:a<j<a+p’ telque (j,p)=1}

Nous avons donc,

a+p°—1
I i=11Iv (3.1)
j:a7(j7p):1 geFr

Or g € F = Jh € F, tel que : gh = 1, et donc dans le produit (3.1) il ne reste que les
¢léments d’ordre 2 ( les éléments qui ont leurs inverses lui-méme) car les autres éléments
sont éliminés dans le produit méme par leurs inverses.( ie si g est un élément de F' alors

son inverse g~ ! est aussi dans F et la multiplication de g avec g~ donne 1) Donc :

a+p°—1
II i=1ls=1Iv
Jj=a,(j,p)=1 geF g2=1

On va déterminé les éléments d’ordre 2 dans F. Soit ¢ un élément de F', on a

P=1l=4¢"-1=0

= (g-1(g+1)=0

On suppose par I'absurde que g # 1 et g # —1, donc (g — 1) et (g + 1) sont des diviseur
de zéro dans Z/p*Z. D’autre part, p est le plus petit diviseur de zéro dans Z/p*Z, alors p
divise (g—1) et p divise (g+1). Ce qui veut dire que g = 1( mod p) et g = —1( mod p),
on aura l’équivalence suivante 2 = 0( mod p), qui est une contradiction avec p # 2. Alors
g=1o0ug= —1, d’ou le résultat.

conclusion :

H:1X—1:—1<:> H j=-1( mod p®).

g%=1 a<j<a+ps,(p,j)=1
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Proposition 3.4. [7] Pour p # 2, la factorielle p-adique satisfait la congruence suivante :

(n+p*))p =—((n)!), mod p*.

Lemme 3.5. [23] La fonction gamma p-adique Ty, : Z,, — Q,, est continue, on a

—n, si ne€ZL
I'y(n+1) = hy,(n)I'y(n), tel que : hy(n) =

-1, si nepZ,

Démonstration. La continuité de I', découle du corollaire 3.5. Alors, on va montrer que
Ip(n+1) = hy(n)'y(n). Soit n € N, alors

n

Tyn+1) = (=" [ J

i=1,G,p)=1

Donc on peut montrer la propriété suivante de la fonction I',, :

Corollaire 3.6. [13/
Soientn,s e Njs > 1. Sip#2, ona

Iy(n+p") =T,(n)( mod p*)

Démonstration. Posons I, = [n,n + p* — 1], on a déja remarqué que I’application ca-
nonique ¢, :Z, — Z,/p°*Z, induit une bijection de I, sur Z,/p*Z,. Si I'on pose I’y égal a
I'ensemble des j € I, tel que p|j et 17 égal a 'ensemble des j € I tel que (p,j) =1

onal,=1yUl! avec
SDS(I/S) = pZy/D°Ly et 905(12') = (Zyp/p°Lyp)" = F

le groupe des élément inversibles de lanneau Z,/p°Z,. De plus card(l's) = p*~' et
card(I!) = p* — p*~L.

Puisque I'y(n + 1) = h,(n)I,(n), on voit aussitot que

Oyt m) = [[ ot = I kG0,
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3.1. Définitions et propriétés de I,

En particulier I'y(n + p*) = [] hp(j)I'p(n). Comme Iy = I'y U1 et h,(j) = —1
Jel.s
Lorsque j € Iy et h,(j) = —j, lorsque j € I/, on a

[[=»0) =07 I
Jjels Jery
Ainsi

s(Tp(n +p°)) )T () - @s(Tp(n)).

JeIy

Puisque [] ¢s(j) = [] o, et puisque pour tout groupe commutatif fini, on a

JEI oEF,
[[o=1I-
o€l o2=1
on obtient
[[esh=1]¢
JeIy” 02=1
Supposons p # 2 on voit facilement que 02 = 1 si seulement si 0 = +1 ou o0 = —1
D’ou
H QQ;(]) ==
JEI!
et

S

es(p(n+p°) = (=1)F - (=1) - @s(I'p(n)) = s (I'p(n))
C’est -a-dire
Ip(n+p°) =Tp(n)( mod p).

Le corollaire 3.5. confirme que la suite (I'y(n))nen remplir les condition d’interpolation.

Ce qui nous donne la définition de la fonction gamma p-adique dans Z,,.

Définition 3.7. Pour x € Z,, on définit la fonction I', par la formule :
L =lm-1" [
1<j<n—1,(p,j)=1

Théoréme 3.8. [23] La fonction gamma p-adique T, : Z, — Q,, est continue. On a les

propriétés suivants :
1) T,(0)=1,Ty(1) = =-1,I,(2) = 1,T,(n+ 1) = (=1)"*nl (1 <n < p).

2) T, (2)|, =1, ¥z € Z,.
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3.1. Définitions et propriétés de I,

3) |Fp(w) - Fp(?/)|p <|r— ?/lp et |Fp($) - 1|p < |$|pa Vr,y € Zy.

—x, si v €L,
4) Tp(x + 1) = hy(x)Tp(x), tel que : hy(x) =
-1, st zepi,

Démonstration. La continuité de I, découle du corollaire 3.5. Pour démontrer les autres

propriétés, nous avons :

1) Nous calculons certaines valeurs de I, :

Ona (0),=1=T,(0)=1cet

Pour z =2, T,(2) = (—-1)*- (11), =1
Onal<n<p=1<j<p=(pj)=1M),= I 7=117=n!alors

i=Lp=1 =l
Tp(n+1) = (=1)""(n!), = (=1)""'n!

2) La propriété |[',(x)|, = 1, vient du fait que

n—x

IUy(@)l, = lim (=1)" [Tl =" = 1.
j=1

3) Pour démontrer les inégalités |I'y(z) —T'p(y)|, < |z —ylp et |Tp(z) — 1, < |z|p, soit
m,n € N, si |m —n|, =1 alors

ITp(m) = Tp(n)], < max(|Tp(m)|p, Tp(n)],) < 1=|m—nl,

Si |m —n|, = ]% <1, alors 3k € Nym =n+ kp® et (k,p) =1, donc

n+kp®—1
Ip(m) =Tp(n+ kp®) = <_1)n+kp~ H J
J=1,0.p)=1
n—1 n+kp®—1

= I 7 I 4

J=L0p)=1 j=n,(j,p)=1

n— n—1+kp*®

= (-1)" TESI |

J=1,(4,p)=1 j=n(j,p)=1
n—1+kp*
=T, DF ]
j=n(j,p)=1
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3.1. Définitions et propriétés de I,

D’ou
n+k-pS—1
Ty(m) = Ty(n) =T,n)(-1)* J[ J-1
j=n(j.p)=1
Par suite
n+k-p®
) = Tyl = (-1 TT =1
j=n(4,p)=1 p
car |I',(n)|, = 1, par définition de I', nous écrivons
n+k-p°—1 n+ps—1 n+2p°—1 n-+kp®—1
II 7= 1II 7x 1II ix.x 11 j
J=n,(j,p)=1 J=n,(j,p)=1 J=p*+n,(j,p)=1 Jj=n+(k—1)ps,(j,p)=1
On a
n+kp®—1 pS—1
11 i= JI (+(k=1p +i)=-1 modp’ Vk>1
j:n+(k_1)p57(j7p):1 i:O,(i,p):l
Donc
n+kp®—1
H j=(=1)(=1)...(~1) mod p* = (-1)* mod p*
j:n,(j,p):l
n+kp®—1
0 JI -1 =[=D*=D*..(=1)*] mod p
j=n(j.p)
Ce qui implique
n+kp®—1 1
Eym) = Tyl = [0 [T -1] <2 =lmn,
Jj=n(j,p)=1 p

par continuité cette propriété reste vraie pour les éléments de Z,,.

4) Par passage a limite quand n tend vers x dans 3.7.

Proposition 3.9. /23] (Développement de Mahler de I',)

Posons y(x + 1) = Y ax(y) alors les coefficients ay, vérifient la relation :
k>0

P P
expp(ﬁ%)' =Yy

n!

Démonstration. Calculons e *f(z)), ou f(z) = > I'y(k + 1)2—’: pour cela, nous faisons

k>0
une sommation partielle sur le corsets mod p
1 40
=S 3 D)
§=0 m=0 (mp + 7).
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3.2. Formule de Multiplication et Formule des Compléments

on peut utilisé

Ip(n+1)= w

pourn:mp—i—j[%} =m, on a

. o mp+j+1(mp+j)!
Lpy(mp+j5+1)=(-1) ol

on obtient

p—1 +o0 . p—1 +oo .
L,(mp+j+1) om mp““(mpﬂ)! pi
R S N Y o

x
(mp + 7)! - pmm!

:m°°< s e %:_Zg’f((—p))m (e
e, ((—;y’) S (ap

finalement

3.2 Formule de Multiplication et Formule des Complé-

ments

Dans cette section, on va donner I'analogue p-adique de la formule de multiplication de

Legendre-Gauss, et la formule des compléments.

Théoréme 3.10. [13//23] (Formule de Multiplication)

Supposons p # 2. Posons pour x € Z,, l(x) le représentant de x modulo pZ, tel que
1<l(z) <petlx)= %}lﬂ) € Ly.

Soit m € Z tel que (m,p) =1 On a :
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3.2. Formule de Multiplication et Formule des Compléments

Démonstration. Considérons pour tout nombre premier p, la fonction suivante

fio =11 Fp(‘c ) ) T, ().

. m
7=0
m—1 . -1
Ona: f,(0)=]] I‘p<%) , de plus
7=0

8

fule+1) = ] rp(%'“)_ Ty(a+1) = ::é£)>

O ¢y, (z) = }Z”((%)) est égale & m si |z|, = 1 et égale a 1, lorsque |z|, < 1. En particulier,

pour j > 1, 0n a

et multipliant pour j parcourant [1,n], on obtient

Fo@) =] vmG =1 @ = [ m fu(0) =m0 £,,(0)
j:1 ‘7:1’(1)’]):1
D’ou :

Pour p # 2, on vérifie que n — 1 — [”le] =Il(n)—1+4+(p—1)lL(n).

Il vient que

Fm(n) = ml () =1(p=1)li(n) fm(0)
donc :

m—1 . m—1

n+] ] —I(n —1\—l1(n
| Orp( m ): HOFP(E)'ml K )'<mp 1) il )'Fp<n)-
j= J=

Ces formules sont celles du théoréme aux valeurs entiéres ensuite on passe a la limite. W

Remarque 3.1. [(z) le représentant de x modulo pZ, tel que 1 < I(x) < p. et l(z) = z(

mod p).

Théoréme 3.11. [13] (Formule des compléments)
Pour p # 2, posons pour x € Zy,, l(x) le représentant de x modulo pZ, tel que
1<l(z)<p. Ona

D, (2),(1 - 2) = (~1)'©,

Démonstration. Rappelons que

n—1

T,(n)T,(1—n) = (-1)" %) vn>o.
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3.3. L’étude analytique de la fonction gamma p-adique

Par définition on a pour n > 0, n = mp +I(n), 1 < Il(n) < p. Alors, pour p # 2, on a
n—1=mp+Ii(n)—1et ["le]:m.

D’ou

et

On achéve la démonstration du théoréme en remarquant que la fonction [ (resp.o) est
continue. En fait [ (resp o) est une fonction localement constante. En effet, par définition,
pour p # 2 et pour n, entier > 0, on a l(n) =k, sin=k( mod p), 1 <k <p.

Ainsi [(x) = k, lorsque x € k+ pZ,, 1 <k <p—1etl(x) = p, lorsque x € pZ,. [ |

Corollaire 3.12. [13]
Sip#2, onai€Z, et Ty(3)?= (—1)%.

Démonstration.

On a

Ainsi

Sip=4m+1,ona

r, (%)2 = (=1t = 1

c’est-a-dire que Fp(%) est une racine carrée de —1 dans Q,. |

3.3 L’étude analytique de la fonction gamma p—adique

Dans cette section nous étudions ’analyticité de la fonction gamma p-adique. On com-

mence par la fonction log, I',,.
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3.3. L’étude analytique de la fonction gamma p-adique

3.3.1 Analyticité de log,I', sur pZ,

Théoréme 3.13. [13] La fonction log, ol',(x) est analytique sur pZ,, et on a

oo

Am "
1ng Fp(fE) = )\ox — Z m . [EQ +
m=1

O No = [ log, tdt et \,, = [ t7*"dt.
ZP

Démonstration.

Considérons pour x € Z, et pour tout entier n > 1, la fonction g, , : Z, — C, définie par

Gno(u) = nf;—fl)u_”, pour |ul, =1 et g, .(u) = 0, lorsque |u|, < 1. On vérifie facilement

Jzlp
[n(n+1)lp*

que la fonction g, , est de classe C' telle que [|g,.|; = C’est une conséquence
de la convergence de la suite (¢,.)n>0 dans C*(Z,, C,).

En fait, la convergence de la série ci-dessus donnant log, oI',(z) est uniforme. Pour cela,
considérons la suite de fonction ¢, : Z, — C,,n > 1, définies par ¢, (u) = u™>"

si|ul, =1 et @,(u) =0, pour |ul, < 1. Les fonction ¢, sont de classe C' tel que

Anl, = ’/uzndu
Up

Alors pour z € pZ,, on a

l@nlly < 1. Ainsi, on a

<p
P

- '/gpn(u)du

An 2n41 —2n—1

—| |z™" <p@2n+1 "

D’ott 'on déduit que
A
lim sup |—————2*"" =0
n—-+o0 xepIZ)p 2n(2n + 1) »
et la série Aoz — ) 2n(2/\;{ 52> est uniformément convergente sur pZ,. [ |

n>1

Remarque 3.2.

On a |Amlp, <p et|Xol, <1, en effet;

= [(log,, oT',)"(0)

Aolp = / log,, tdt

z P
I7,(0)

=|2L =17 (0)], <1 r,eZz
Fp<0) » ‘ p( )’p — car p € p

et si on définit la norme de f par

[f1] = sup{f(z),z € Zp}
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3.3. L’étude analytique de la fonction gamma p-adique

Alors

< pllt=*™]| = p.
P

Amlp = ‘/tdet

Zy

Lemme 3.14. [15/

1) La série formelle p(z) = Agz— Z o 23+1 22"t converge dans la boule unité ouverte

D=(0,1) de C, vers la fonctzon_analytzque Y(x) = N — Z o 27:+1) 2t

2) Posons q =p sip#2 et q =4 lorsque p = 2.
On a v(D*(0,¢7')) € DT(0,¢7),ou” DT(0,q7") et la fermé de C, de centre 0 et

la rayon q~!

Démonstration.

Pour n > 1, 0n a

< p-max(2n,(2n+1)) = (2n + 1)p.

An ‘

S L o
2n2n+1)|, = "nn+ 1)),

On en déduit que

_1
2n+1

An

I S —
S 2nen )|

n>1

Donc le rayon de convergence de la série est > 1. Ce qui démontre 1).
lorsque p # 2, pour tout = € C, tel que |z|, < p~', on a comme dans la démonstration
du théoréme ci-dessus

An

" 2n+1 9 1 —2n< —1v > 1.
2n(2n+1)p|$ p < @n+1p™™ <p7,Vn =

Pour n = 0, on déduit que

Ao = ‘/logp(u)du
U, P

ZP
I7,(0)
= (log,°1})/(0) = 25 = T30
Mais [['y(m) — T'y(0)], < [pl;"-
Alnsi % € Zy et Ao = I',(0) = limy, 4 w € Zy,. 11 vient que
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3.3. L’étude analytique de la fonction gamma p-adique

Corollaire 3.15. [13][23] Soit x € Z,, on a

(logpon)”(x):/ ! dt

r+1
Zy
Démonstration. On a —- = %(Hl%) = %go(—l)”f—: , peut étre intégrer terme a terme
1
/ —dt = Z(—l)”x”/t—”—ldt
T
z "= z

puisque les intégrales de la fonction impair, il ne reste que la puissance paire de ¢

1
dt:— /\ 2m—1
/x—l—t Z m¥

* m>1
Zy

avec \,, = [ t7?™dt cela confirmé notre précédente expression pour les coefficients de
Z;
log,, oI, |

3.3.2 Analyticité de I', sur 7Z,
Théoréme 3.16. [15] Sip # 2, ', est analytique sur pZ,,.

Démonstration.

A'VL
2n(2n+1)

Supposons p # 2. la fonction ¥ (x) = gz — > x?"*1 étant analytique sur D (0,p™ 1),
avec (D(0,¢71)) € D*(0,¢7 ") C E,, lanfilnction exp otp définie sur D*(0,p!) est ana-
lytique.

D’autre part, si x € pZ, C D*(0,p™") on a log, ol',(z) € DT(0,p™").

Ainsi exp, olog, ol', = exp oy est analytique sue pZ,.

Mais pour x € pZ,, on a |I')(z) — 1|, < |z[, < 1. D’ou
Iy(z) e l+pZ, C 1+ E,.

il vient que
exp,(log, ol',(z)) = I'y(x) = exp, oy (z), Vx € pZ,

et donc I', composée de fonctions analytiques est analytique sur pZ,. |
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3.4. La fonction gamma dans Zo

Théoréme 3.17. [13] Si p # 2, ', est localement analytique d’ordre 1 sur Z, et non

analytique sur Z,.

Démonstration.
Puisque I')(z + 1) = hy(x)l,(z), avec hy(x) = —=x, si |z], = 1 et hy(x) = —1, lorsque

|z|, <1, on a
j-1

Viz1l, Iy(z+j)= th(l‘—i—i) Tp(@).

=0
Faisons la démonstration pour p # 2.

Sil<i<p—1letz€pZyonalr+i],=1;dou

j—1

Lp(x + ) = (=177 [ [ byl +0) - T ()

i=0

Il vient que pour 1 < j < p—1, la fonction  — I',(z + j) est analytique sur pZ, et donc
', est analytique sur pZ,, 1 + pZ,, ..., (p — 1) + pZ,. En d’autre termes I', est analytique
d’ordre 1 sur Z,.

Comme pour = € Z,, on a

Lp(@)Tp(1 = 2) = (=1)'

Ou 1 < l(x) < pest tel que |l(z) — x|, < 1, si ', était analytique sur Z,, la fonction
r — (—1)"®) serait analytique .

Ce qui est absurde,car cette derniére fonction est localement constante. |

3.4 La fonction gamma dans Z,

Dans cette section on va étudier le cas particulier p = 2, on va donner la définition de

I's et quelques propriétés.

Définition 3.18. Soit n un entier naturel non nul. La factorielle 2-adique de n, noté

((n))o est défini par

(= I i

1<j<n,(2,5)=1
Définition 3.19. Soit n un entier naturel non nul, on définit la fonction gamma 2-adique,

on la note I's, par :



3.4. La fonction gamma dans Zo

C’est-a-dire que I'y(n) = (—=1)"((n — 1)1)s.

Définition 3.20. Pour x € Zs, on définit la fonction I'y par la formule :

[y(x) = lim(—=1)" 11 j

n—x
1<j<n—1,2,5)=1
Proposition 3.21. /23] Pourp=2,s>3 on a

2571

[T m+i)=-1 ( mod2).

7=0,(5,2)=1

Démonstration.

Nous montrons par récurrence que les représentants des élément inversible de F' d’ordre
2sont : 1,2°—1,25"1 — 1,271 + 1. En effet:

Pour s = 3, les élément inversibles de Z /237 = Z/8Z sont :

1,3=21—15=2"4+1,7=2%-1

Supposons que I’hypothése de récurrence est varie jusqu’a ’ordre s—1, et montrons qu’elle

reste vraie a 'ordre s. Soit g un élément de F' tel que
2 2 __ s 2 __ s—1
g9=1=—=¢g"=1 mod2°=—¢g°=1 mod 2

Donc par hypothése g € {1,2°72 — 1,272 + 1,271 — 1} mod 2°7'. On va traiter les 4
cas :
1) Sig=1 mod 27!, alors :
g=1 mod2'=3kecZg=k-2°"' +1
= ¢? = k22267 k2t 4 1 = 28(K22° 2 k) + 1
or 0 < g <251 ce qui nous donne
0<k2714+1<2 1= -1<k<2etkcZ
dotk=0=g=1lethk=1= g=2"1
2) Sig=1 mod 257!, alors :
g=—-1 mod2* ' = g=k-2' -1, k€ Z

— g% = k722070 k2t 11 = 2°(K%25 2 — k) + 1

or)0<g< 25=1 ce qui nous donne

1
0<k2 1 —1<2le=0<

< <k<2
25—1

dothk=1=g=2"1—leth=2=>g=2"—1.
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3.4. La fonction gamma dans Zo

3) Sig=(2°2+1) mod 2°71 alors :
g= k,28—1 + 25—2 +1

mais ceci ne donne pas ¢g> =1 mod 2° donc ce cas est exclu.

4) Sig=(2°"2—1) mod 2%, on aurait pas ¢g> =1 mod 2° et ce cas aussi exclu.
Donc les élément de F' d’ordre 2 sont : {1,2% — 1,257t —1,2571 + 1} et 'hypothése

de récurrence est vraie a l'ordre s, et on a :

[ s=1-nDE'-nE"+1)

gEF,g2=1

=(2°-1)(2°2°2—-1)=1 mod 2°.

Proposition 3.22. la factorielle 2-adique satisfait les congruence suivante
(n+2)1), = ((n)!), mod 2° sip = 2.

Théoréme 3.23. [13]/ Si p = 2, I'y est localement analytique d’ordre 3 sur Zy et non

analytique d’ordre 2 sur Zs.

Démonstration.
On montre que I'y est analytique sur I'ensemble {z € Qo |z|> < 55} donc sur 2°Z,.

et comme pour tout 1 < j <25 —1=7o0na:

Donc

Do(z +7) est analytique sur 2°Zs.

Par suite, I'; est analytique sur chaque sous ensemble de Z, de la forme 1 + 237, 2 +
237, ..., 7 + 2375 qui sont des disque de rayon 273, et donc I'y est localement analytique

d’ordre 3. ]

Corollaire 3.24. [13/

Soient n,s €N, s > 1. Pourp=2ets+#2, ona

[o(n+2°) =Ty (n)( mod 2°).

65



3.4. La fonction gamma dans Zo

Démonstration. D’aprés la démonstration du corollaire 3.5, on a

IIet)=1]¢

je[’ls 0'2:1
Sip=2alors :
Ou bien s = 1, dans ce cas F} = {1}. D’ou

Fa(n+2) =Ts(n)( mod 2).

Ou bien s =2, on a f, = {1,—1} et

D’ou
[o(n+4) = —Ty(n)( mod 4).

Ou bien s > 3, dans ce cas on voit que

{o€Gy/0® =1} ={1,-1,1 + ¢ (2°7), =1 + p,(2°"'}.
D’ou
[To=-1-0+02 ) (—1+¢(2) = =1- (1 +p, (2 ) =—1-—1=1

Et To(n +2%) = Ty(n)( mod 29). [ |

Théoréme 3.25. [13/[23] La fonction gamma 2-adique Ty : Zo — Qg est continue.

Soient x,y € Zo, on a :

1
Tao(z) = Ta(y)l2 < |z —ylon  lorsque |v—yly # 1
et

1
ITa(x) = Ta(y)|2 < 2| —ylo, lorsque |z —ylo = 1

Démonstration. Montrons d’abord ces relations pour les entiers naturels, en effet :
soient a,b € N on suppose a < b

Cas1l:silb—alp=1,0na

[T2(b) — Ta(a)|a < max(|T'y(b)2, [Ta(a)l2) <1 =1[b—al (3.2)

66



3.4. La fonction gamma dans Zo

Cas 2 : soit s € N, si |b—a|2:2is < 1,alors 3k e N,b = a + k2% et (k,2) = 1, et donc :

a+k25—1
a(b) = Dafa+k2°) = (1) ]
J7=1,(4,2)=1
a—1 a+k2%—1
= J[ J-p=0*= I J
j:17(j12):1 j:av(j72):1
a+k25—1
=Doa) T (33
j=a,(4,2)=1
Alors
a+k25—1 a+k2°5—1
IDa(b) = Ta(a)la = Ta(a)lo| [ 4| =| I (3.4)
j=a,(i;2)=1 2 lj=a,(j2)=1 '2
On a
a+k25—1 a+25—1 a+22°5—1 a+ki25—1
H j= H J X H J X ... X H ]
j:av(j72):1 j:a7(j72):1 j:a+287(j72):1 j:a+(k_1)287(j72):1

Le théoréme de Wilson généralisé implique que pour s > 3 chaque facteur de produit

précédent satisfait :

a+k2°—1 25—-1
1T j= J] (a+E-1)2+i)=1 mod2°Vk >1
j=a+(k—1)25,(5,2)=1 1=0,(4,2)=1
Alors
a+k2°—1
I 7-1=1-1 mod2°=0 mod 2’
j=a,(j,2)=1

Ce qui implique

a+k2°—1

I -

j:av(j72):1

1
<—:|b—a|2

T2(b) —T2(a)]2 = <%

2

Nous étudions les cas possible de s :

1) Pour s =0, on a :

1
|b—als = % = 1 (le cas predent)

2) Pour s=1,0n a:

1
|b—aly = 2 et |To(b) —Ty(a)p=1—1 mod2=0 mod 2
Donc
[T2(b) — Ta(a)l2 <

= [b—al

DN | —

Donc pour s # 2,a,b € N, \b—ab:% ona:
T2(0) = Ta(a)]2 < [b— als
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3.4. La fonction gamma dans Zo

3) Pours=2,b—als=1ona:

a+k22—1 221 3
H j= H (a+a) = H (a+a)=1x3 mod 2°=-1 mod 2°
j=a,(j,2)=1 a=0,(a,2)=1 a=0,(a,2)=1

car a et (a + 2) sont de mémé parité ainsi que (a + 1) et (a + 3)

de mémé pour

at+k25—1
11 j=1%x3 mod?2’=—-1 mod 2?
j:a+(k_1)251(j72):1
D’ou
n+k2°—1
H j=(=1)(=1)...(~1) mod 2> = (-1)* mod 2°
—a,(i,2)=1
=—-1 mod 2° (3.5)
et (k,2) =1
Par suite :

25—1
I[[ /j-1=-1-1 mod2’=2 mod 2?
i=0,(4,2)=1

Ce qui implique
a+k25—1

) 1
H J=1 =22 = 3
Jj=a,(j,2)=1
et donc
1 1
|F2(b) — FQ(CL)|2 = 5 = 2@ = 2|b — (l|2

Par passage a la limite on trouve que la propriété reste vraie pour les entiers 2-

adiques.

Théoréme 3.26. [13] (Formule des compléments)

Pourp=2 etz = > aix’ € Zy, a; € {0,1}, posons o(x) = a;. Alors
i>0

Ty(z)Ty(1 — z) = (—1)7@H+L,

Démonstration. Rappelons que

n—1

L,(n),(1—n)=(-1)""% wvn>o.
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3.4. La fonction gamma dans Zo

Par définition on a pour n > 0, n = mp+I(n), 1 <I(n) < p. Dans le cas p = 2, considérons
le développement 2-adique n = ag + a;2 + ... + a,2" de n.
Ou bien ag = 1, alors on a
n—1=a2+..+ a2
et

[n—l
2

| =ai2+ ... +a2""
D’ou

1
J=14a;+(2-1)2a+ ...+ (2—1)a2""

n—| 5
=14 o0(n)+ 2q.

il vient que

Ou bien ag = 0, alors
n—1=—-14a2+4..4a2'=1-24a;2+ ... + a2

et

| =—1+a2+..+a2""

Il vient que

Ainsi, on obtient

—~
|
—_
~—
S
L
*
I

(_1)1—0(11)

_ (_1)1—}—0’(71)‘

On a donc démontre que I'y(n)Ty(1 —n) = (—1)*7™ vn > 0.

On achéve la démonstration du théoréme en remarquant que la fonction [ (resp.o) est
continue. En fait [ (resp o) est une fonction localement constante. En effet, par définition,
pour p=2,onaoc(zr) =0,six € 4Zy U (1 +4Zy) et o(x) = 1, lorsque = € (24 4Z,) U
(3+47Zs5). |

Théoréme 3.27. [13//23] (Formule de Multiplication)

Soit m > 1 Alors




3.4. La fonction gamma dans Zo

Démonstration. Pour p = 2, f,,(n) = m™7™ . f,,(0) Cest a-dire :
"ﬁn(w) — nﬁ FQ(i) .mo™ -Ty(n).
iy m m
Ces formules sont celles du théoréme aux valeurs entiéres ensuite on passe a la limite. W

Théoréme 3.28. [13] Sip =2, T, est analytique sur 237Z,.
la fonction Gy définie en posant Ga(x) = To(x), lorsque |x|y < 471 et Go(x) = —To(x),

pour |x|s = 471, est analytique sur 4Z,.
Démonstration.
Pour p=2ona
log, Gao(z) = logy Ta(z)  pour tout |z|y =471
on a la fonction exp ot est analytique sur 'ensemble {z € Qo,|z|s < 47!}, on a
T € Qo lzfy <47l = |Ty(z) —T2(0)]p <4 = |Ty(z)—1<4 ' =T€l1+E

Pour z € Qy, |z}, <47 ona | —Ty(z) — 1]y < 47¢
Et donc pour tout x € Qy, ||y <471, Ga(z) € 1+ E

Par suite la fonction Gy égal & exp - log, -G est analytique sur {x € Qq, |z <47'}. N

Lemme 3.29. [13]

1) La série formelle p(z) = Aoz— > Qn(Q’\gH)zZ”“ converge dans la boule unité ouverte
n>1

D=(0,1) de C, vers la fonction analytique ¥(x) = Nox — QH(ZA;L’H)xQ”H.
n>1
2) Posons q =1p sip#+2 et q =4 lorsque p = 2.
On a v(D*(0,¢7')) € DT(0,¢71),ou” DT(0,q7") et la fermé de C, de centre 0 et

la rayon g~ '.

Démonstration.
1) vérifier (Lemme 3.14) pour p = 2 et pou tout = € Cy tel que |z], <47, on a

An
2n(2n +1)

2. 2727172 272n

A
’$2n+1|p o | n|p’$2n+1‘p S 2_1 —
|n|p |”’p

<n27 <272 Wn > 1.
|2n|p

‘p
Pour n = 0, on voit comme ci-dessus que |z |, < ¢ 2.

Alors, puisque I'on a pour |z|, < ¢!, \,2?" ™ € DT(0,¢7'), Yn > 0, on a obtient
»(D*(0,¢7")) € DF(0,47). u
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Chapitre I

Applications de la fonction gamma p-adique

4.1 L’analogue p-adique de la factorielle de Roman

4.1.1 Définition et propriétés

Définition 4.1.

Soit m € Z, le Roman de m noté |m] est défini par :

m, st m#0

On a la définition suivante :

Définition 4.2.
Soit un entier réel m, on définit la factorielle de Roman notée |m]! par :

m!, si m>0

[m]! =

(i

m, st m<0

Proposition 4.3. [2/] Soit un entier réel m, alors :

1) |m]!' = [n]|m — 1]

2) e = |m—k+1] si k>0
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4.1. L’analogue p-adique de la factorielle de Roman

Proposition 4.4. [2/]/(Théoréme de Knuth) Pour tout entier m, on a la relation

suivante :

m]!—m —1]! = (=1, st m <0
(=)™, st m>1

Démonstration. On a

1) Sim > 0. Alors (—1 —m) <0, donc [m]! =n! et

C’est-a-dire

2) Sim < 0. Donc (—m — 1) > 0, alors

(-1

|m]! = [E— et |[-m—1]!=(—m—1)!

D’ou
|m]!|—m — 1]l = m!%(—m —1)!
~ (1

Définition 4.5. Soit un entier m, on définit l’analogue p-adique de la factorielle de

Roman notée |m|!, par la relation suivante :

] (m!),, si m>0
mi:., =
p (_1)7n+1

(I st m<0

4.1.2 Relation avec I',

Proposition 4.6. [7] Pour Soit m € Z, on a la relation suivante :

' (=)™, (m+ 1), si m>0
[m]l, = i1

(=)™ 50, (m 4+ 1), si om <0
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4.1. L’analogue p-adique de la factorielle de Roman

Démonstration. D’aprés le théoréme (3.11) de la fonction gamma p-adique, on a

Ly(m+ 1)L (—m) = (_1)m+1+[%]

Pour k = —m € Z* , alors
Dy(R)Ty(1 = k) = (=1)' )
Donc
. (k) B (_1)1—k+[—§} B (_1)l—k’+[—§]
P L=k ()R -k 1),

alors pour tout entier m on a

(=)™ (m!),, si m>0
Lp(m +1) = (- mt)

—(((117)7171;)1), st m<0

Proposition 4.7. [7] La fonction |.]!, vérifie la relation fonctionnelle suivante :
Lm + 11!, = [m + 1], [m],
Avec le nombre de Roman p-adique donné par :

m, si |m|,=

1, si |ml,<1

Démonstration. On a les cas suivants :

1) Sim > 0, nous avons

m+1

m+1l,=(m+1),= [[ J

7=0,(4,p)=1

= H jlm+1],

J=0,(j;)=1

= [m] Lplm + Hp
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4.1. L’analogue p-adique de la factorielle de Roman

2) Sim < 0, nous avons

(=t (=
b+ 2V = e =1, ~ (Cm—2),
T e D1
o 1
J=1,(4,p)=1 §=0,(j,p)=1
= <j,i)jf+ |_m+1—|p
i
J=1,(4.p)=1

= ]y Lm + 11,

|
Proposition 4.8. [7] La fonction |m]!, vérifie la relation suivante :
mlllem =g, = {0 =
(=)™ si o m <0
Démonstration. On va étudier deux cas :
1) Sim >0, o0na
=11 = i ¢ Ll = (@,
Alors
_ (=D™
|.m—| !pl._m - 1—| !p - ((m)')p ((_(m + 1) _ 1)!)17
(=D (m)),
(m)1)y
= (-
2) Sim <0,ona
_1)ym+1
mlly = S et Lo =1y = (= 1),
Alors
el —m = 11l = e (m = 1)
(=)™ - ((=m =1,
((=m = 1)1,
= (-1
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4.2. Congruences de Kazandzidis

4.2 Congruences de Kazandzidis

Comme deuxiéme application, on va utiliser la fonction gamma p-adique pour démontrer

des congruences pour les coefficients binomiaux, qui généralisent la congruence classique

()= ) o

Théoréme 4.9. /23] Pour p > 5, nous avons

()= () ot o= () .

()0 e o

Démonstration. La forme de ces congruences suggére que nous devrions prouver (lorsque

(i:) /<Z) — 1 (mod p*nk(n—k) (Z) Zy).

Il est clair que le coté gauche est une unité p-adique, on peut I'exprimer en termes de I',

G () = mirgn =

La congruence de Kazandzidis indique que cette unité appartient & un sous-groupe

suivante :

Pour p=3, on a

p>5)

comme suit :

1+p"Z, C Z;, avec un entier r > 0 bien déterminé. L’unité précédente peut étre étudié au

moyen du logarithme : Nous avons en effet prouvé que |log, £, = [ — 1], si [{ — 1], < 7,

_ 1 ) .
avec 1, = ——. D’autre part, nous avons également |I',(z) — 1|, < |z|,. Donc, on peut

pl=p
démontrer que

Uy(px) € 1 +pZ, (x€Z,).

Puisque nous supposons p > 3, nous avons |p|, < r,, et la propriété isométrique du
logarithme est valable pour £ = I',(px), £ =T'y(py) et & =Tp(pr +py), (z,y € Z,). Par
conséquence

L', (px + py) Ly (pr + py)
L, (pz)0p(py) P Tp(pz)Tp(py)

Introduisons la série de puissance (tous ses coefficients sont en pZ,, comme on va le voir

- 1‘ = ‘1og (x,y € Zy). (4.3)
P

p

dans le théoréme suivant)

ATL n n
f(x) =log, I'y(px) = Aopx — Z mﬁ g2l
n>1
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4.2. Congruences de Kazandzidis

Ceci est une fonction impaire (c’est aussi une conséquence de la relation de Legendre, qui

implique I'y(pz) - I'y(—px) = 1. Nous avons, donc

I, (pz + py)

log
P Tp(pz)Tp(py) p

= f@+y) = fx) = f)lp- (4.4)

Comme le terme linéaire de f(z +y) — f(z) — f(y) disparaitre, et de plus on a

|flx+y) = flx) = fW)lp, < C-loy(z +y)l,

ou la constante C' est le sup de la valeur absolue des coefficients de f (d’indice n > 3).
Ici, nous avons besoin d’examiner attentivement ces coefficients. Les congruences de Ka-

zandzidis découleront du prochain théoréme. |

Théoréme 4.10. [23] Soit f(x) = log,',(px) (2 € Z,). Alors :

1) f est donner par une série restreinte ayant tous ses coefficients dans pZ,.

2) |f(x+y) = flx) = fW)lp < [PPry(@ +y)lp

Démonstration. On commence par

An mn n
fla) = dapr =3 g™
n>1

1) Le rayon de convergence de f est p > 1. Donc la série de f(z) est une série de

puissance restreinte

2n
p 2n+1
f@) =Xopz —p Y phn - 52",
= 2n(2n + 1)

nous avons que \g € Z, et p\, € Z,, (n > 1) il suffit de constater que

2n—1

p
— c 7 n>1).
2n(2n + 1) p (n21)
C’est, évident pour n =1 et n = 2, et pour p > 3 découle du lemme ci-dessous.

2) On va répéter 'expression de f(x +vy) — f(x) — f(y), dans ce qui suit :

A A2

o3 3.3 .3 7 .5 5 .5 .5\
5 gl (@+y) —2" — o) = = (@ +y) —2° =) — ..

le premier terme dans cette expression est

pPry(r +y) mod Z,.

A b
ZLpt 30y 4 ay?) = 2Py +y) =

2-3 2 22.3
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4.2. Congruences de Kazandzidis

Quand p est plus grand que 3, alors ce terme est égale & p*zy(z +y) mod Z,. Or
que, pour p = 3 est égale a 3%zy(z + y) mod Zj. Le terme suivant est traiter de

la méme facon :

by
’——pxyx+y‘§’23ﬁ%wx+w
p

pry(z +y)

B 1
C14-52.6

p

Quand p = 3, il y a un facteur 3* qui rend ce terme plus petit que le premier.
Quand p = 5, il y a a toujours un facteur 5 de la méme taille que dans le primer
terme. Quand p > 5, le facteur p® rend ce terme strictement plus petit que le

premier. Les terme suivant sont traités dans le lemme suivant :

[ |
Lemme 4.11. [23] Pour n >3, on a % <1
P
Démonstration. On va estimer la valuation p-adique de la fraction :
2n —3—v,(2n(2n+1)) > 2n — 3 —vy(2n + 1)!
S on_3_ 2n+1—-5,(2n+1)
p—1
2 1-1
> —3— antl1-1
p—1
2n
>2n—3— —
= an 9
>n—3>0.
donc 2n — 3 > v,(2n(2n + 1))
= p~ 273 < v, (2n(2n + 1))
= |p72n73|p < [2n(2n + 1)[,. u
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4.3. Fonction béta p-adique

4.3 Fonction béta p-adique

Définition 4.12.

Soit a,b € Z,. La fonction béta p-adique B, : Z, X Z, est défini par la formule sutvante :

Lp(a)Ty(b)

Bpla,b) = T,(a+b)

Théoréme 4.13. [21] Pour tout a,b € Z,. La fonction béta p-adique 5, est symétrique,

.e :
Bp(a,b) = By(b, a).

Théoréme 4.14. [21] Pour tout a,b € Z,, on a

(=1!® 1)H®)
)y — hp(a)
ﬂp(% b)ﬁp(a’ + b’ 1 b) (- 1)01(b)+1
hp(a)

S?
, St

avec

—a, si lal,=1

-1, si Jaf, <1

etl:Z, — {1,2,...,p} attribue & a € Z, son résidu € {1,2, ..

défini par la formule

01 (i Cj2j> = C1.

J=0

(4.5)

., p} modulo pZ, et oy est

Démonstration. Soit p # 2, par la définition 4.12. et le théoréme 4.13. on a

Lp(a)Lp(b)Ip(a + 0)I',(1 — b)
Bp(a,b)By(a+b,1 —b) = T (atb)yfatl)
Lp(a)Tp(0)Tp(1 — b)
Iyla+1)
Ip(a)p(0)T(1 — b)
Ip(a)hy(a)
_ ()l (1 - b)
B hy(a)
Donc : "
(—1)ke
Ppla,b)Bp(a+b,1—b) (@)
de la méme maniére on peut prouver par de théoréme pour p = 2. |
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Théoréme 4.15. [21] Pour tout a,b € Z,, on a l’égalité suivante :

By(a,b+1) = %}(’2—%@3(@,&)). (4.6)

Démonstration. Par la définition 4.12. et le théoréme 4.13. on a

D@l +1)
Ppla;b+1) = Tp(a+b+1)
_ ['y(a)hy(b)T, (D)
T,((a+0b)+1)
I'y(a)hy(b)T,(0)

T T(a+b)hy(a+0b)
_ (b)) TH(0)T(0)
~ hy(a+b) Tya+b)

hp(a)

= —5 (a,b).
hp(a +6)""
|
Théoréme 4.16. [21] Pour tout a,b € Z,, on a ’égalité suivante :
hy(a)
1,b) = —2—~— b). 4.7
Y (4.7
Démonstration. Nous faisons les mémes étapes en théoréme 4.15. |
Corollaire 4.17. [21] Pour tout a,b,c € Z,, on a
(@)L (0) Ty (c)Tp(w)
B = P P . 4.
Bp(a,b)By(a+b,c)By(a+b+c,w) T(a+btctw) (4.8)
Démonstration. D’aprés la définition 4.12. on a
[p(a)L, (b)), (a+ b)Ty(c)Bpla+ b+ c)Tp(w)
b b b =P d
e D0+ B BT 0] =T G BByt bt )yla b+ et )
_ Dp(@)lp(0) 1 (c) Uy (w)
Bpla+b+c+w)
|

Théoréme 4.18. [21] Pour tout a,b € Z,, on a L’égalité suivante

(—DU+L - sip £ 2

(_1)0'1(1))"‘2, St p= 2

Bp(a’ l—a)=
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Démonstration. On sait que I',(1) = —1, d’apres la définition 4.12. on a :
[(a)Ty(1 —a)
1 _ — p p
Bpla,1-a) T,(a+1—a)
D@, - a)
Ip(1)

si p # 2, alors
Bp(a,1 —a) = —(=1)1@ = (—1)l@+!

et si p = 2, alors

ﬁp(a, 1-— a) = _(_1)01(b)+1 _ (_1)01(b)+2.
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