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Notation

Nous utilisons les notations suivantes :

K : un corps,

K[x] : l'ensemble de polynôme,

p : un nombre premier, p = 2, 3, 5, 7, 11, · · ·

(a, b) = 1 : a et b sont premiers entre eux,

N : l'ensemble des entiers naturels réels,

N∗ : l'ensemble des entiers naturels réels non nuls,

Z : l'ensemble des entiers relatifs réels,

Z∗ : l'ensemble des entiers relatifs réels non nuls,

Z+ : l'ensemble des entiers relatifs réels positifs,

Q : l'ensemble des nombres rationnels,

R : l'ensemble des nombres réels,

R+ : l'ensemble des nombres réels positifs,

Qp : l'ensemble des nombres p-adiques,

Q∗p : l'ensemble des nombres p-adiques non nuls,

Zp : l'ensemble des entiers p-adiques,

Z×p : l'ensemble des éléments inversible de Zp,
_

Qp :La clôture algébrique de corps Qp,

C : l'ensemble des nombres complexes,

Cp : l'ensemble des nombres complexes p-adiques,

vp(x) : la valuation p-adique de x,

Sp(n) : la somme des chi�res de l'écriture de n en base p,

[x] : la partie entière réel de x,
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Notation

| . | : la valeur absolue usuelle,

| . |p : la valeur absolue p-adique,

D+(a, r) :le disque fermé de centre a et de rayon r,

D−(a, r) :le disque ouvert de centre a et de rayon r,

D(a, r) : l'un ou l'autre de ces deux disque,

C(a, r) : le cercle de centre a et de rayon r,

A(D(a, r)) : l'ensemble des fonctions analytique sur D(a, r),

A(Cp) : l'ensemble des fonctions entières sur Cp,

C1(Zp, K) : l'ensemble de fonctions dérivables,

C(Zp, K) : l'ensemble de fonctions continues,
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Introduction Générale

Les nombres p-adiques sont un système arithmétique contre-intuitif, qui a d'abord été

introduit par Kummer en 1850. Ensuite, le mathématicien allemand Kurt Hensel (1861−

1941) a développé les nombres p-adiques dans un article concernant le développement des

nombres algébriques dans les séries de puissance vers 1897 (cf.[20]). Il existe toutes sortes

de nombres, tels que naturel, rationnel, réel, complexe, p-adique. Les nombres p-adiques

sont moins connus que les autres ; cependant, ces chi�res jouent un rôle principal dans la

théorie des nombres et les sujets connexes en mathématiques.

Soit le nombre "factoriel s", dé�ni par s! = s(s−1)...1. Existe-il une fonction qui prolonge

la notion du factoriel aux complexes ?

Euler a introduit la fonction de gamma classique noté Γ en 1729, qui intervient dans le

calcul de nombreuses transformées de Laplace.

Et environ 70 ans avant lui, Wallis a tenté de calculer l'intégrale∫ 1

0

√
1− z2dz =

1

2

∫ 1

−1

(1− z)
1
2 (1 + z)

1
2dz.

Et son objectif de cette intégrale était d'obtenir l'expression de Π. La seule intégrale qu'il

pouvait évaluer était ∫ 1

0

(1− z
1
p )qdz.

où q un entier positif. Le raisonnement de Wallis a été critiquée par ses contemporains. Il

admettait que son raisonnement n'est pas entièrement rigoureux mais il réplique que sa

méthode est valable. C'est pourquoi Newton, et ensuite Euler ont étudié attentivement

les travaux de Wallis. Ce dernier a dé�ni cette fonction par :

Γ(x) =

1∫
0

(− log t)x−1dt (x > 0)

9



Introduction

En 1965, la forme commune de la fonction gamma a été donnée par Artin avec un

changement de variable

Γ(x) =

∞∫
0

tx−1e−tdt (x > 0).

Il est bien connu que la fonction Γ est une interpolation de la fonction factorielle n!, du

façon que sur N on a Γ(n+ 1) = n!. Par contre, on ne peut pas interpoler la fonction fac-

torielle vers Zp, puisque elle n'est pas uniformément continue pour la topologie p�adique.

En revanche, l'analogue p-adique de Γ dépend de la modi�cation de la fonction factorielle

n!. Pour ceci, La factorielle p-adique (n!)p dans Qp est dé�ni par

(n!)p =
∏

1≤j≤n,(p,j)=1

j.

La fonction gamma p-adique, noté Γp, est dé�ni par Morita comme extension continue

à Zp de la fonction n −→ (−1)n(n!)p. Autrement dit, Γp(x) est donné par la formule

Γp(x) = lim
n→x

(−1)n
∏

1≤j<n,(p,j)=1

j.

Historiquement, la fonction gamma p-adique Γp est une fonction d'un entier p-adique

analogue à la fonction gamma classique. Morita (1975) a donné la dé�nition explicite-

ment pour la première fois, bien que Barsky (1980) ait souligné que Dwork (1964)

utilisait implicitement la même fonction.Diamond (1977) a dé�ni un analogue p-adique

Gp de logp Γp. Overholtzer (1952) avait précédemment donné une dé�nition d'un autre

analogue p-adique de la fonction gamma, mais sa fonction n'a pas de propriétés satisfai-

santes et est peu utilisée.

Ce mémoire est réparti sur une introduction générale, quatre chapitres et les références.

Le premier chapitre est composé de trois parties. Nous commençons par la dé�nition

de la fonction gamma sur N. Puis, nous rappelons les dé�nitions et les propriétés de la

fonction gamma dans R et C.

Le deuxième chapitre est réparti sur quatre parties. On commence par donner quelques

rappels des notions fondamentales du corps normés dans le cas générale, puis on dé�nit

la norme non-archimedienne et nous avons pensé à certains propriétés des corps non-

archimedienne . Ensuite, on donne la dé�nition de la valuation et la norme p-adique et on

construit le corps des nombres p-adiques Qp et le corps des nombres complexes p-adiques

Cp.

10



Introduction

La troisième partie est consacré à l'étude des suites et des séries dans Qp, des série entières

et des fonction p-adique. Ainsi que d'autres formules, comme l'intégrale de Volkenborn

et le développement de Mahler. De plus, on va voir les dé�nitions et les propriétés de la

fonction exponentielle et le logarithme p-adique. On termine ce chapitre par les fonction

analytique sur Cp.

Le troisième chapitre est réparti sur quatre parties. Nous donnons les dé�nitions et les

propriétés de la fonction gamma p-adique, puis nous présentons la formule de compléments

et la formule de multiplication. En suite, nous traitons les propriétés analytiques de Γp.

En plus, on termine par l'étude du cas particulier Γ2.

Le quatrième chapitre contient des applications de la fonction gamma p-adique. Nous

commençons par donner la dé�nition et les propriétés de l'analogue p-adique de la facto-

rielle de Roman, puis nous présentons la relation avec Γp. Dans la deuxième application,

on va utiliser Γp pour étudier les congruences de Kazandzidis. On termine ce chapitre par

la troisième application concernant la fonction bêta p-adique.
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Chapitre 1
Rappel sur la fonction gamma classique

Dans ce chapitre, nous étudierons la dé�nition et les propriétés spéci�ques de la fonction

gamma classique sur N, R et C.

1.1 La fonction gamma sur N

Dé�nition 1.1. On dé�nit la fonction gamma pour un entier naturel n ≥ 1 par l'intégrale

généralisée suivante :

Γ(n) =

∫ +∞

0

e−ttn−1dt (1.1)

Nous faisons l'intégration par parties, on trouve :

Γ(n) =

∫ +∞

0

e−ttn−1dt = [−tn−1e−t]+∞0 + (n− 1)

∫ +∞

0

e−ttn−2dt

On aura la relation de récurrence Γ(n + 1) = nΓ(n) = ... = n!Γ(1), or que Γ(1) =∫ +∞
0

e−tdt = 1 alors

Γ(n+ 1) = n! (1.2)

1.2 La fonction gamma sur R

Dé�nition 1.2. Pour tout y ∈]0,+∞[, la fonction gamma est dé�nie par :

Γ(y) =

∫ +∞

0

e−tty−tdt. (1.3)

12



1.3. La fonction gamma sur C

Proposition 1.3. [6][10] Pour tout y ∈ R+, nous avons l'équation fonctionnelle

Γ(y + 1) = yΓ(y)

et quand n ∈ Z∗ nous avons

Γ(n) = (n− 1)!

Corollaire 1.4. [10] (Formule de Stirling)

Pour y →∞ nous avons

Γ(y) ∼ yy−
1
2 e−y(2π)

1
2 .

Théorème 1.5. (Formule de Gauss)

Pour tout y ∈]0,+∞[ on a

1

Γ(y)
= lim

n→+∞

y(y + 1)...(y + n)

n!ny
. (1.4)

1.3 La fonction gamma sur C

Dé�nition 1.6. La fonction gamma est dé�nie pour s ∈ C tel que Re(s) > 0 par

Γ(s) =

∫ ∞
0

e−tts−1dt.

Lemme 1.7. [19] Soit s ∈ C avec Re(s) > 0, on a l'équation fonctionnelle

Γ(s+ 1) = sΓ(s) (1.5)

et plus généralement, pour tout n ∈ N on a

Γ(s+ n+ 1) = Γ(s)
∏

0≤j≤n

(s+ j) (1.6)

Démonstration. Soit s ∈ C tel que Re(s) > 0, on a par dé�nition de la fonction

Gamma :

Γ(s+ 1) =

∫ ∞
0

e−ttsdt

= [−e−tts]t=∞t=0 −
∫ ∞

0

(−e−t)sts−1dt

et par conséquent : Γ(s+ 1) = sΓ(s).

On va démontrer la formule (1.6) par récurrence :
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1.3. La fonction gamma sur C

Pour n = 0 c'est exactement la précédente. Supposant cette formule vraie pour Re(s) > 0

et un entier n ≥ 0, on obtient

Γ(s+ n+ 2) = Γ(s+ n+ 1)(s+ n+ 1)

= Γ(s)(s+ n+ 1)
∏

0≤j≤n

(s+ j)

Ce qui donne le résultat cherché par récurrence. Donc la formule est vraie pour n+ 1. �

Théorème 1.8. [10][2] (Formule des compléments)

Pour tout s ∈ C tel que Re(s) > 0, on a

Γ(s)Γ(1− s) =
π

sin(πs)
(1.7)

cette formule reste valable par prolongement analytique si s ∈ C\Z.

Théorème 1.9. [2] Pour tout s ∈ C, on a

sin(πs) = πs
∞∏
n=1

(1− s2

n2
).

Théorème 1.10. [10]

Pour tout s ∈ C. La fonction gamma complexe peut être dé�nit par la formule d'Euler-

Gauss suivante :

Γ(s) = lim
n→∞

(n− 1)!ns

s(s+ 1)...(s+ n− 1)

= lim
n→∞

(n− 1)!ns

(s)n
.

Théorème 1.11. [10] (Formule de multiplication de Legendre-Gauss)

Nous avons la formule de multiplication, Pour tout s ∈ C, on a

Γ(s)Γ(s+
1

2
) = 21−2sπ

1
2 Γ(2s) (1.8)

et plus généralement pour k ∈ N∗, la formule de distribution∏
0≤j<k

Γ(s+
j

k
) = k

1
2
−ks(2π)

k−1
2 Γ(ks)

en particulier on a ∏
1≤j≤K

Γ(
j

k
) =

(2π)
k−1
2

k
1
2

.
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1.3. La fonction gamma sur C

Théorème 1.12. [2] Pour s ∈ C tel que Re(s) > 0, on a

1

Γ(s)
= seγs

∞∏
n=1

{(1 +
s

n
)e
−s
n }

avec γ s'appelle la constante d'Euler, et est dé�ni par

γ = lim
n→∞

(
n∑
k=1

1

k
− ln(n)). (1.9)

Corollaire 1.13. [10] Pour s ∈ C tel que Re(s) > 0, on a

log Γ(s) = (s− 1

2
) log(s)− s+

1

2
log(2Π) +

∫ ∞
0

e−st

t
(

1

et − 1
− 1

t
+

1

2
). (1.10)
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Chapitre 2
Notions de base en analyse p-adique

Le but de ce chapitre est de donner quelques dé�nitions et résultats fondamentaux

sur un corps normé et sur les nombres p-adiques. Ainsi que des résultats de l'analyse

p-adiques, qui serrons utiliser pour étudier la fonction gamma p-adique.

2.1 Corps normés

Dans cette section, on va rappeler les dé�nitions et les propriétés élémentaires sur les

corps normés.

2.1.1 Dé�nitions

Dé�nition 2.1. Soit K un corps, on appelle norme sur K toute application ‖.‖ de K dans

[0,+∞[ telle que :

1) ‖a‖= 0⇐⇒ a = 0, ∀a ∈ K.

2) ‖ab‖= ‖a‖‖b‖, ∀a, b ∈ K.

3) ‖a+ b‖≤ ‖a‖+‖b‖, ∀a, b ∈ K (inégalité triangulaire).

Associée à une norme, K est un espace normé, ou bien corps normé.

Remarque 2.1. Il y a toujours sur un corps K au moins une norme, à savoir l'application

qui à nombre non nul associe 1, et à zéro associe zéro (norme triviale).
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2.1. Corps normés

Remarque 2.2. On peut dé�nir sur un corps K la norme usuelle :

|a|∞ = max(a,−a) =

 a, a ≥ 0

−a, a < 0

Dé�nition 2.2. La norme ‖.‖ est non archimédienne si

∀a, b ∈ K : ‖a+ b‖≤ max(‖a‖, ‖b‖)

Alors on dit que K est un corps non-archémidien ou ultramétrique.

Remarques 2.1.

1) L'inégalité triangulaire forte =⇒ l'inégalité triangulaire ordinaire .

2) La norme triviale est une norme non-archimédienne.

2.1.2 Propriétés d'un corps non-archimédien

Dans la suite, on note par (K, ‖.‖) un corps normé.

Théorème 2.3. [18] Soit ‖.‖ une norme sur le corps K, alors

La norme ‖.‖ est non archimdienne⇐⇒ ‖n‖≤ 1 ,∀n ∈ Z.

Démonstration.

=⇒) On va démontrer par récurrence cette implication :

pour n=0 évident car ‖0‖= 0 ≤ 1

suppose que ‖n‖≤ 1 est montrons que ‖n+ 1‖≤ 1

‖n+ 1‖ ≤ max(‖n‖, ‖1‖)

≤ ‖1‖

≤ 1

D'où ‖n+ 1‖≤ 1 ,∀n ∈ Z. Alors la propriété est vrais pour tous n.
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2.1. Corps normés

⇐=) soient a, b ∈ K

‖a+ b‖n = ‖(a+ b)n‖

= ‖
n∑
k=0

Ck
na

n−kbk‖

≤
n∑
k=0

‖Ck
na

n−kbk‖

=
n∑
k=0

‖Ck
n‖‖an−k‖‖bk‖

≤
n∑
k=0

‖an−k‖‖bk‖ (car ‖Ck
n‖≤ 1, Ck

n ∈ N)

≤
n∑
k=0

(max{‖a‖, ‖b‖})n

= (n+ 1)(max{‖a‖, ‖b‖})n

Donc ‖a+ b‖≤ (n+ 1)1/n max{‖a‖, ‖b‖}

pour n assez grand on a ‖a+ b‖≤ max{‖a‖, ‖b‖} (car (n+ 1)1/n −→
n→+∞

1). �

Proposition 2.4. [18] Soient a, x deux élément d'un corps non-archimédien (K, ‖.‖).

On a

‖x− a‖< ‖a‖⇒ ‖x‖= ‖a‖

Démonstration.

Soit a, x ∈ K, par l'inégalité triangulaire forte on a pour ‖x− a‖ < ‖a‖

‖x‖= ‖x− a+ a‖≤ max{‖x− a‖, ‖a‖} = ‖a‖

‖a‖= ‖a− x+ x‖≤ max{‖a− x‖, ‖x‖} = ‖x‖

Si max{‖a − x‖, ‖x‖} = ‖x‖, on a le résultat.L'autre variante est contradiction avec

l'hypothèse. �

Conséquence 2.1. Dans un espace non-archimédien tous les triangles sont isocèles.

∀a, b, c ∈ K, ‖a− b‖6= ‖b− c‖=⇒ ‖a− c‖= max{‖a− b‖, ‖b− c‖}.
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2.2 Nombres p-adiques

2.2.1 Valuations p-adiques

Dé�nition 2.5. Soit p un nombre premier et n ∈ Z∗. La valuation p-adique de n est le

plus grand entier naturel α tel que pα divise n et on note vp(n).

vp :Z∗ −→ N

x −→ vp(x) = max{α ∈ N, x = pαc, c ∈ Z}

si x =
a

b
, a ∈ Z, b ∈ Z∗, on a vp(x) = vp(a)− vp(b)

par convention on a vp(0) =∞ (car pα divise 0, ∀α ∈ N).

Exemples 2.1.

1. 10 = 1.30 + 32 =⇒ v3(10) = 0 , p=3.

2. a = p+ p6 + 3p7 =⇒ vp(a) = 1 , p ≥ 2.

3. b =
p2 + 2p3 + p4

p4 + 6p5
=⇒ vp(b) = 2− 4 = −2 , p ≥ 2.

Proposition 2.6. [11] Soient a, b ∈ Q, on a

1) vp(a) = +∞⇔ a = 0.

2) vp(ab) = vp(a) + vp(b).

3) vp(a+ b) > min{vp(a), vp(b)}.

Démonstration.

1) Par dé�nition, on a

vp(a) = +∞⇔ vp(a) = vp(0)⇔ a = 0.

2) Soit

a ∈ Z∗ a = pvp(a).n1 , (p, n1) = 1

et

b ∈ Z∗ b = pvp(b).n2 , (p, n2) = 1.

D'où

ab = pvp(a)pvp(b).n1n2 = pvp(a)+vp(b).n1n2 , (p, n1n2) = 1.

Donc

vp(ab) = vp(a) + vp(b).
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2.2. Nombres p-adiques

3) Soit

a ∈ Z∗ a = pvp(a).n1 , (p, n1) = 1

et

b ∈ Z∗ b = pvp(b).n2 , (p, n2) = 1.

i) Supposons que vp(a) ≤ vp(b)

a+ b = pvp(a).n1 + pvp(b).n2 = pvp(a) (n1 + pvp(b)−vp(a)n2)︸ ︷︷ ︸
n3

= pvP (a).n3

Si (p, n3) = 1 on a

vp(a+ b) = vp(a) = min{vp(a), vp(b)}

Sinon

vp(a+ b) = vp(a) + vp(n3) > vp(a) = min{vp(a), vp(b)}

ii) Supposons que vp(b) 6 vp(a)

a+ b = pvp(a).n1 + pvp(b).n2 = pvp(b) (pvp(a)−vp(b).n1 + n2)︸ ︷︷ ︸
n4

= pvp(b).n4

Si (p, n4) = 1 on a

vp(a+ b) = vp(b) = min{vp(a), vp(b)}

Sinon

vp(a+ b) = vp(b) + vP (n4) > vp(b) = min{vp(a), vp(b)}.

Donc

vp(a+ b) > min{vp(a), vp(b)} ∀a, b ∈ Z∗.

�

Lemme 2.7. [20] Soit n ≥ 1 un entier naturel et soit Sp(n) la somme des chi�res de n

dans la base p. Alors la valuation p-adique de n! est donnée par :

vp(n!) =
n− Sp(n)

p− 1
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2.2. Nombres p-adiques

Démonstration. On sait que :

n! =
n∏
k=1

k =⇒ vp(n!) =
n∑
k=1

vp(k).

On suppose que

k = aip
i + ...+ alp

l, (i ≤ l, ai 6= 0)

Donc

vp(k) = i

d'autre part, on a

k = aip
i + ...+ alp

l

= pi + (ai − 1)pi +
l∑

s=i+1

asp
s.

Alors

k − 1 = pi − 1 + (ai − 1)pi +
l∑

s=i+1

asp
S

= (p− 1)
i−1∑
s=0

ps + (ai − 1)pi +
l∑

s=i+1

asp
S

Ce qui veut dire que

Sp(k − 1) = (p− 1)
i−1∑
s=0

1 + (ai − 1) +
l∑

s=i+1

as

= i(p− 1) + ai +
l∑

s=i+1

as − 1

= i(p− 1) + Sp(k)− 1

= vp(k)(p− 1) + Sp(k)− 1.

Donc

vp(k) =
Sp(k − 1)− Sp(k) + 1

p− 1
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De plus, on a

vp(n!) =
n∑
k=1

vp(k)

=
n∑
k=1

Sp(k − 1)− Sp(k) + 1

p− 1

=
1

p− 1

n∑
k=1

Sp(k − 1)− Sp(k) + 1

=
1

p− 1
(n− Sp(n))

=
n− Sp(n)

p− 1
.

�

2.2.2 Normes p-adiques

Soit x un nombre rationnel, on dé�nit l'application |.|p de Q dans [0,+∞[ comme suit :

|x|p =

 p−vp(x) , si x 6= 0

0 , si x = 0

Proposition 2.8. [13] L'application x 7−→ |x|p est une norme non-archimédienne sur Q.

Démonstration.

On montre que l'application |.|p est une norme non-archimédienne sur Q, en e�et on a

1) |x|p = 0⇔ x = 0,∀x ∈ Q ?

Soit x ∈ Q, on a

|x|p = 0⇐⇒ p−vp(x) = 0

⇐⇒ vp(x) = +∞

⇐⇒ x = 0.

2) |xy|p = |x|p|y|p,∀x, y ∈ Q ?
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Soient x, y ∈ Q, on a

|xy|p = p−vp(xy)

= p−(vp(x)+vp(y))

= p−vp(x)p−vp(y)

= |x|p|y|p.

3) |x+ y|p ≤ max{|x|p, |y|p},∀x, y ∈ Q ?

On a

|x+ y|p = pvp(x+y),∀x, y ∈ Q

On sait que

vp(x+ y) > min{vp(x), vp(y)}

Donc

−vp(x+ y) ≤ −min{vp(x), vp(y)}

Alors

p−vp(x+y) ≤ p−min{vp(x),vp(y)}

= pmax{−vp(x),−vp(y)}

= max{p−vp(x), p−vp(y)}

= max{|x|p, |y|p}.

Donc l'application x −→ |x|p = p−vp(x) est une norme non-archimédienne sur Q. �

Proposition 2.9. [17][13] Soit x, y ∈ Q. Si |x|p 6= |y|p,alors |x+ y|p = max{|x|p, |y|p}.

Démonstration. On a deux cas

1) Si |x|p < |y|p, alors

|x+ y|p ≤ max{|x|p, |y|p} = |y|p (2.1)

D'autre part

|y|p = |y + x− x|p ≤ max{|x|p, |y|p} = |x+ y|p

D'où

max{|x|p, |y|p} ≤ |x+ y|p (2.2)

De (2.1) et (2.2), on a

max{|x|p, |y|p} = |x+ y|p.

23



2.2. Nombres p-adiques

2) Si |x|p > |y|p (De la même manière).

�

2.2.3 Corps des nombres p-adiques Qp

Puisque Q n'est pas complet pour |.|p, on le complète et on obtient un espace complet

que l'on note Qp et qui s'appelle le corps des nombres p-adiques. Le corps Qp des nombres

p-adiques peut alors être dé�ni comme la complétion de l'espace normé. Ses éléments sont

les classes d'équivalences des suites de Cauchy,où deux suites u = (un)n≥0 et v = (vn)n≥0

sont dites équivalentes (uRv) si |un − vn|p −→n−→+∞ 0.

Remarque 2.3. Pour la norme p-adique et pour x ∈ Qp, On a |.|p peut être prolonger

de Q sur tout Qp de la façon suivante

|x|p = lim
n−→∞

|xn|p, (xn)n est une suite de Cauchy dans Q.

Proposition 2.10. [15][26] Qp est un corps complet non-archimédien.

Démonstration. On a :

1) Montrons que Qp est un corps :

Il est clair ( Qp ,+, . ) est un anneau commutatif.

Il su�t de montrer que pour tout x ∈ Qp non nul admet un inverse dans Qp.

Soit (xn) ∈ Qp une suite de Cauchy de limite x alors :

lim
n−→+∞

|xn|p = |x|p 6= 0

Donc |xn|p est aussi non nul pour n assez grand, et donc la suite vp(xn) est une suite

convergente dans R, comme il s'agit d'une suite d'élément de Z, elle est constante

à partir d'un certain rang N ∈ N, on dé�nit une suite yn d'élément de Q par :

yn =


0 si n < N

1

xn
si n ≥ N

Pour tout n,m ≥ N on a

|yn − ym|p=
| xn − xm |p
| xn |p| xm |p

De sort que yn soit une suite de Cauchy dans Q, donc elle converge vers

y ∈ Qp, et comme xnyn = 1, alors :

xy = 1.
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2) Comme | . |p est une norme non-archimédienne sur Qp, alors Qp est un corps

complet non-archimedien.

�

Dé�nition 2.11. L'ensemble des entiers p-adiques est le disque unitaire suivant :

Zp = {x ∈ Qp \ |x|p ≤ 1} = {x ∈ Qp, vp(x) ≥ 0}

Il s'appelle anneau des entiers p-adiques.

Remarque 2.4. On peut démontrer aussi que N est dense dans Zp i.e.
_

N = Zp.

Dé�nition 2.12. On peut dé�nir Qp comme l'ensemble des fractions des éléments de Zp :

Qp = {a
b
, (a, b) ∈ Zp × Z∗p}.

Remarque 2.5. L'inverse de p n'est pas un entier p-adique.

Dé�nition 2.13. L'ensemble Z∗p des éléments inversibles dans Zp est donnée par :

Z∗p = {x ∈ Qp, |x|p = 1}.

Les éléments de Z∗p s'appelant les unités, et Z∗p est le groupe des unités.

Théorème 2.14. [8] L'ensemble Zp muni de la topologie associée à la norme p-adique

est un ensemble compacte.

Proposition 2.15. [8][18] Si x ∈ Q avec | x |p≤ 1, alors :

∀i ∈ N,∃α ∈ N tel que | α− x |p≤ p−i

Démonstration. Soit x ∈ Q tel que x =
a

b
et a ∈ Z, b ∈ Z∗(a, b) = 1 on a :

| x |p=
| a |p
| b |p

=
p−vp(a)

p−vp(b)
≤ 1

D'où p ne divise pas b, alors vp(b) = 0 c'est à dire (b, d) = 1.

Donc d'après la théorème de Bézout il existe m,n ∈ Z tel que mb+ npi = 1,∀i ∈ N.

On choisit α = am on a

| α− x |p=
∣∣∣am− a

b

∣∣∣
p

=
∣∣∣a
b

∣∣∣
p
|mb− 1|p

≤| npi |p=| n |p| pi |p

≤| pi |p= p−i

D'où
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2.2. Nombres p-adiques

| α− x |p≤ p−i, ∀i ∈ N

�

Proposition 2.16. [23] Tous y ∈ Q∗p admet une unique représentation y = pnu où n ∈ Z

et u est une unité dans Zp.

Démonstration. On a deux cas :

1) Existence de la représentation :

Soit y ∈ Q∗p alors y =
a

b
avec a ∈ Zp, b ∈ Z∗p.

On sait que a = a0p
k et b = b0p

m avec a0,b0 des unités et k = vp(a), m = vp(b)

D'où

y =
a0

b0

pk−m.

2) Unicité de la représentation :

Supposons que y ∈ Q∗p admet deux représentation y = upk = vpm avec u, v des

unités dans Zp et m, k ∈ Z, alors

uv−1 = pm−k ⇒ vp(uv
−1) = vp(p

m−k) = m− k
Et on a uv−1 est une unité, alors vp(uv−1) = 0⇒ m = k

D'où l'unicité de la représentation.

�

2.2.4 Corps des nombres complexes p-adiques Cp

Dé�nition 2.17. (Corps algébriquement clôs)

Un corps K est algébriquement clôs si chaque polynôme P(x) dans K[x] de degré n admet

n racine dans K

Proposition 2.18. [8] Le corps Qp n'est pas algébriquement clôs pour tout p premier.

Démonstration.

On considère le polynôme P (x) = x2− p ∈ Qp[x]. Supposons que P (x) admet des racines

dans Qp, donc

P (x) = 0⇐⇒ x2 = p
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alors

|x2|p = |x|2p = |p|p = p−1

donc

|x|2p = p−1 =⇒ |x|p = p
−1
2

=⇒ vp(x) =
1

2

Contradiction avec vp(x) ∈ Z,∀x ∈ Qp donc P (x) n'admet pas des racines dans Qp ce qui

preuve que Qp n'est pas algébriquement clôs. �

Pour faire convenablement de l'analyse, il est donc logique de considérer une clôture

algébrique de Qp que l'on note en général
_

Qp et qui n'est pas complet. Nous avons besoin

de la compléter pour former un plus grand corps complet et algébriquement clôs noté Cp.

On montrer que l'on peut prolonger la norme à ce corps qui possède aussi une norme

p-adique, qui l'on note toujours |.|p.

Dé�nition 2.19. Soit
_

Qp une clôture algébrique de Qp. D'après la théorie générale, vp

se prolonge de maniéré unique en une valuation sur Qp. Malheureusement, cette clôture

algébrique n'est pas complet. On note Cp le complété de
_

Qp pour vp, qui cette fois-ci est à

la fois complet et algébriquement clos.

Dé�nition 2.20. (norme p-adique de Cp)

On prolonge la norme p-adique de
_

Qp à Cp, en posant pour tout x ∈ Cp

|x|p = lim
n−→∞

|xn|p

avec (xn)n≥0 est une suite de Cauchy d'éléments de
_

Qp qui est dans la classe d'équivalence

de x.

Remarque 2.6. L'ensemble de ses éléments inversibles est l'ensemble des éléments de

Cp normé, noté par B et on a

B = {x ∈ Cp; |x|p = 1}.
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2.3 Fonctions p-adiques

2.3.1 Suites et séries p-adiques

Théorème 2.21. [17] Une suite (an)n≥0 dans Qp est une suite de Cauchy, et donc conver-

gente, si et seulement si elle véri�e

lim
n→+∞

|an+1 − an|p = 0. (2.3)

Démonstration.

⇒) Si (an)n≥0 est une suite de Cauchy ;i.e :

∀ε > 0,∃N ∈ N,∀n,m ∈ N,m > n ≥ N =⇒ |am − an|p < ε

En particulier pour m = n+ 1, on obtient (2.3).

⇐) Supposons lim
n−→+∞

|an+1 − an|p = 0 et montrons que (an)n≥0 est une suite de Cauchy.

De (2.3) on a

∀ε > 0,∃N ∈ N,∀n ∈ N, n ≥ N =⇒ |an+1 − an|p < ε

Pour tout m > n ≥ N on évaluons |am − an|p, en utilisant l'inégalité triangulaire forte,

on a

|am − an|p = |am − am−1 + am−1 − am−2 + ...+ an|p

≤ max|(am − am−1|p, |am−1 − am−2|p, ..., |an+1 − an|p) < ε

Ce qui termine la preuve. �

Proposition 2.22. [26] Soit (an)n≥0 une suite dans Qp.

si lim
n→+∞

an = a ∈ Qp et a 6= 0 alors |an|p = |a|p, pour n assez grand.

Démonstration. Supposons que lim
n→+∞

an = a

Pour ε = |a|p on a

∃N ∈ N, n ≥ N =⇒ |an − a|p < |a|p

D'après l'inégalité ultramétrique

|an|p = max(|an|p, |a|p) = |a|p

�
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Dé�nition 2.23. Soit
∞∑
n=0

an une série dans Qp

1) La somme partielle de cette séries est donnée par :

SN = a0 + a1 + ...+ aN =
N∑
n=0

an.

2) La série
∑
n≥0

an converge si et seulement si la suite (Sn)n est de Cauchy.

Proposition 2.24. [17] Si la série
∑
|ai|p converge dans R, alors

∑
ai converge dans

Qp.

Démonstration. Si
∑
|ai|p converge, alors d'après le Critère de Cauchy on a

∀ε > 0,∃N ∈ N,∀n,m ∈ N,m > n ≥ N =⇒
m∑

i=n+1

|ai|p < ε

On aura

|Sm − Sn|p =

∣∣∣∣ m∑
i=n+1

ai

∣∣∣∣
p

≤
m∑

i=n+1

|ai|p < ε

Ce qui implique que (Sn)n≥0 est de Cauchy et ainsi la série
∑
ai converge en Qp. �

Corollaire 2.25. [15] Une série
∞∑
n=0

an avec an ∈ Qp est convergente si et seulement si

lim
n→+∞

an = 0, nous avons aussi ∣∣∣∣ ∞∑
n=0

an

∣∣∣∣
p

≤ max
n∈N
|an|p. (2.4)

Démonstration. Soit Sn =
n∑
i=1

ai et an = Sn − Sn−1 d'après le théorème 2.21 on a

la série
n∑
n=1

an converge si et seulement si an tend vers 0.

D'autre part, supposons que
∞∑
n=0

an converge alors pour démontrer l'inégalité (2.4) on a

1) Si
∞∑
n=1

an = 0 c'est trivial.

2) Sinon, on a an −→ 0, c-à-d il existe N ∈ N, pour tout n > N , d'après la proposition

2.22. on a ∣∣∣∣ ∞∑
n=1

an

∣∣∣∣
p

=

∣∣∣∣ N∑
n=0

an

∣∣∣∣
p

et donc

max{|an|p\0 ≤ n ≤ N} = max
n∈N∗
|an|p

D'où ∣∣∣∣ N∑
n=0

an

∣∣∣∣
p

≤ max{|an|p\0 ≤ n ≤ N} = max
n∈N∗
|an|p

�
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2.3.2 Séries entières p-adiques

Une série entière dans Qp dé�nit sous la forme :

f(x) =
∞∑
n=0

anx
n

où (an)n ⊂ Qp et x ∈ Qp

L'ensemble des séries entières sur Qp est notée par :Qp[[x]].

Dé�nition 2.26. Le rayon de convergence d'une séries entière f(x) =
∞∑
n=0

anx
n ∈ Qp[[x]]

est le nombre réel 0 ≤ rf ≤ ∞ dé�nit par :

rf = sup{r ≥ 0 : |an|prn −→ 0}

Proposition 2.27. [16] (Calcul de rayon de convergence)

Soit
∑
n≥0

anx
n ou an ∈ Qp, on a la formule d'Hadamard

R =
1

lim sup
n→+∞

n
√
|an|p

.

Proposition 2.28. [15] Soit x ∈ Qp et r ≥ 0 tel que |an|prn −→ 0 donc :

La série
∞∑
n=0

anx
n converge si |x|p ≤ r .

Démonstration.

Pour montrer que
∞∑
n=0

anx
n converge, il su�t de montrer que |anxn|p −→ 0 quand n −→∞

On a

|anxn|p = |an|p|x|np ≤ |an|prn −→ 0

D'où

|anxn|p −→ 0, quand n −→ +∞.

�

Proposition 2.29. [15] Soit x ∈ Qp, alors la série
∑
n≥0

anx
n converge si |x|p < rf et

diverge si |x|p > rf .

Démonstration. Si |x|p > rf (cela ne peut arriver que si rf <∞), on a

lim
n→∞

sup
k≥n
|x|p|ak|

1
k
p = |x|p lim

n→∞
sup
k≥n
|ak|

1
k
p

= |x|p
1

rf
> 1
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Donc pour tout k ≥ 0, on a |ak|p|x|kp > 1. À savoir, le terme général akxk de la série ne

tend pas vers 0, Alors la série
∑
k≥0

akx
k diverge.

Inversement, si |x|p < rf (cela ne peut arriver que si rf > 0).

On peut choisir : |x|p < r < rf , on a

lim
n→∞

sup
k≥n

r|ak|
1
k
p = r lim

n→∞
sup
k≥n
|ak|

1
k
p < 1

Nous en déduisons que pour certain grand N

sup
k≥N

r|ak|
1
k
p < 1

Par conséquent, |ak|prk < 1 pour tous k ≥ N , et

|akxk|p = |ak|prk
(
|x|p
r

)k
<
|x|kp
rk
−→ 0 (k −→∞)

cela montre que le terme générale la série
∑
k≥0

akx
k tend vers zéro, et la série converge. �

Dé�nition 2.30. Soit f : D −→ Qp, et x0 ∈ D. La fonction f est dite continue en x0

si :

∀ε > 0,∃δ > 0, ∀x ∈ D : |x− x0|p < δ ⇒ |f(x)− f(x0)|p < ε.

Dé�nition 2.31. Soit (an) ⊂ Zp ⊂ Cp et f(x) =
∞∑
n=0

anx
n. On dit que f une série entière

restreinte si an −→ 0.

la norme Gauss donnée par

‖f(x)‖ := sup
n≥0
|an|p = max

n≥0
|an|p.

Proposition 2.32. [23] Soit f ∈ Z{x}, alors

|f(x+ y)− f(x)− f(y) + f(0)|p < ‖f‖ · |xy|p (|x|p < 1, |y|p < 1).

si de plus f est impair, alors

|f(x+ y)− f(x)− f(y)|p < ‖f‖ · |xy(x+ y)|p (|x|p < 1, |y|p < 1).

Démonstration. On a

f(x+ y)− f(x)− f(y) + f(0) =
∑
n≥2

an((x+ y)n − xn − yn))
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puisque chaque terme (x + y)n − xn − yn est divisible par xy, d'où le résultat. Quand f

est impair

f(x+ y)− f(x)− f(y) =
∑

n impair≥0

an((x+ y)n − xn − yn)).

le seul terme avec n impair ≥ 3 reste dans la somme, puis

(x+ y)n − xn − yn = xy(x+ y)pn(x)

pour certains polynômes entier pn ∈ Z[x]. Par conséquent ‖pn‖ < 1. �

Lemme 2.33. [26][17] Soit f(x) =
∑
n≥0

anx
n, an ∈ Qp, une série p-adique dont le domaine

de convergence est une boule ouverte et fermée D ⊂ Qp, alors f : D −→ Qp est une

fonction continue sur D.

Démonstration. On a f continue sur D ⇔ f continue en x0, ∀x0 ∈ D

1) Si x0 = 0

f continue en 0 c'est à dire :

∀ε > 0,∃δ > 0,∀x ∈ D, |x− 0|p < δ =⇒ |f(x)− f(0)|p < ε

On a

|f(x)− f(x0)|p = |
∞∑
0

anx
n − a0|p

= |
∞∑
1

anx
n|p

= |x|p|
∞∑
1

anx
n−1|p

≤ |x|p max
n∈N
|an|p|xn−1|p

et comme on a max |an|p|xn−1|p, n ≥ 1 existe car

|an|p|xn−1|p −→ 0

On pose M = max |an|p|xn−1|p, n ≥ 1, donc

|f(x)− f(0)|p ≤ |x|pM < δM < ε

On prend

δ =
ε

M
.
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2) Si x0 6= 0

f continue en x0 c'est à dire :

∀ε > 0,∃δ > 0,∀x ∈ D, |x− x0|p < δ =⇒ |f(x)− f(0)|p < ε

Soit δ < |x0|p, on a

|x− x0|p < δ < |x0|p ⇒ |x|p = |x0|p(triangle− isocle)

On a

|f(x)− f(x0)|p =

∣∣∣∣ ∞∑
n=0

(anx
n − anxn0 )

∣∣∣∣
p

≤ max
n∈N

(|anxn − anxn0 |p)

= max
n∈N

(|an|p|x− x0|p|xn−1 + xn−2x0 + ...+ xn−ixi−1
0 + ...+ xi−1

0 |p)

Comme

|xn−1 + xn−2x0 + ...+ xn−ixi−1
0 + ...+ xi−1

0 |p ≤ max
1≤i≤n

(|xn−ixi−1
0 |p)

= max
1≤i≤n

(|x|n−ip |x0|i−1
p ) = |xp|n−1

p

D'où

|f(x)− f(x0)|p ≤ max
1≤i≤n

(|an|p|x0|n−1
p )δ

=
δ

|x0|p
max
1≤i≤n

(|an|p|x0|np )

Comme la série converge en x0, on a anxn0 −→ 0 dans Qp.

Alors (anx
n
0 )n∈N bornée, donc

∃M ≥ 0, telque |an|p|xn0 |p ≤M

D'où

|f(x)− f(x0)|p ≤
δ

|x0|p
M < ε

Donc il su�t de prendre

δ = min(|x0|p,
|x0|pε
M

).

�
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Dé�nition 2.34. (Di�érentiabilité des fonction dans Qp)

1) Soit D ⊂ Qp et a ∈ D. Une fonction f : D −→ Qp est di�érentiable au point a si

la dérivée f ′(a) de f en a existe et �ni, tel que

f ′(a) = lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
.

2) Pour x, y ∈ D ⊂ Qp, on dé�nit :

φ1f(x, y) =
f(x)− f(y)

x− y

On dit que f est di�érentielle⇔ lim(x,y)→(a,a) φ1f(x, y) = l ∈ Qp

dans ce cas on dé�nit la norme ‖‖1 par

‖f‖1 = max(‖f‖, ‖φf‖).

Remarque 2.7.

1) f est di�érentiable sur D ⇐⇒ f di�érentiable en x,∀x ∈ D.

2) (f ± g)′(x0) = f ′(x0)± g′(x0) de même pour fg et f
g
.

3) La dérivée d'un polynôme p(x) =
n∑
0

aix
i ∈ Qp[x] est p′(x) =

n∑
i=0

iaix
i−1.

4) C1(Zp,K) l'ensemble de fonctions dérivables.

Dé�nition 2.35. Soit f(x) =
∞∑
n=0

anx
n ∈ Qp[[x]], la dérivée de f est dé�ni sous la forme

suivante :

f ′(x) =
∞∑
n=1

nanx
n−1.

Dé�nition 2.36. Soit f(x) =
∞∑
n=0

anx
n ∈ Qp[[X]]. On note Dk l'opérateur de dérivation

d'ordre k de f , i.e.,

Dkf(x) = f (k)(x), k ≥ 1.

Dé�nition 2.37. Soit f(x) =
∞∑
n=0

anx
n ∈ Qp[[X]]. On dé�nit la formule de Taylor sous

la forme suivant :

f(x+ h) = f(x) +
∑
k≥1

hk
Dkf(x)

k!
.

Proposition 2.38. [17] La série f(x) =
∞∑
n=0

anx
n ∈ Qp[[x]] et sa dérivée

f ′(x) =
∞∑
n=1

nanx
n−1

ont le même rayon de convergence, i.e. rf = rf ′ .
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Démonstration. On a : 1
rf

= lim supn→∞|nan|
1
n
p , alors

1

rf ′
= lim sup

n→∞
|nan|

1
n−1
p

= lim sup
n→∞

(|nan|
1
n
p )

n
n−1

= lim sup
n→∞

|n|
1
n
p |an|

1
n
p

= lim sup
n→∞

p
−ϑ(x)
n |an|

1
n
p

= lim sup
n→∞

|an|
1
n
p

=
1

rf
.

�

2.3.3 Interpolation p-adique

Dé�nition 2.39. Une suite (an)n≥0 ⊂ K est dite une suite d'interpolation dans K, s'il

existe une fonction continue f : Zp −→ K telle que f(n) = an.

Proposition 2.40. [13] Soit m ∈ N, la suite des coe�cients binomiaux
(
n
m

)
s'interpole

en la fonction continue de Zp dans Zp dé�nie par

Bm(s) =

(
n

m

)
=
s(s− 1)...(s−m+ 1)

m!
.

Cette suite de fonctions est la base de Mahler (Bm)m≥0 de C(Zp,K).

Remarque 2.8. C(Zp, K) l'ensemble de fonctions continues.

Lemme 2.41. [13] La suite (an)n≥0 ⊂ Zp est une suite d'interpolation si et seulement si

pour tout ε ≥ 0, ∃mε entier > 0 tel que si k ∈ N et n = k + pmε, on a |an − ak|p < ε.

Démonstration.

L'implication dans un sens est claire.

Réciproquement, si n, k ∈ N, k ≤ n et |n− k|p < p−mε , on a n = k + lpmε ; ainsi

|an − ak|p =

∣∣∣∣ l∑
j=1

(ak+jpmε − ak+(j−1)pmε )

∣∣∣∣
p

≤ max
1≤i≤l

|ak+jpmε − ak+(j−1)pmε |p < ε.

�
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2.3. Fonctions p-adiques

Remarque 2.9. Si (an)n≥0 ⊂ Zp est une suite d'interpolation, on écrit parfois pour

s ∈ Zp on a

f(s) = lim
n→s

an.

Remarque 2.10. Soit (an)n≥0 ⊂ Zp est une suite d'interpolation et soit f ∈ C(Zp,K) tel

que f(n) = an.

Rappelons que l'on a le développement de f dans la base de Mahler f(s) =
∑
j≥0

αjBj(s),

où

Bj(s) =
s(s− 1)...(s− j + 1)

j!
, αj = ∆jf(0)

∆ étant l'opérateur aux di�érence, dé�nit par ∆f(s) = f(s + 1) − f(s) = τ1f(s) − f(s),

alors ∆ = τ1 − id. Ainsi

an = f(n) =
n∑
j=0

αj

(
n

j

)
⇔ αn = ∆nf(0) =

∑
i+j=n

(−1)i
(
n

i

)
aj

car ∆n =
∑

i+j=n

(−1)i
(
n
i

)
τj.

Proposition 2.42. [13] (Somme indé�nie)

Soit f : Zp −→ K une fonction continue. L'équation aux di�érences

∆F (s) = F (s+ 1)− F (s) = f(s), s ∈ Zp

admet une solution continue unique F : Zp −→ K telle que F (0) = 0, de plus n ∈ N,

F (s) = limn→s
n−1∑
j=0

f(j) que l'on écrit aussi

Sf(s) =
s−1∑
j=0

f(j), s ∈ Zp.

La fonction Sf est appelée la somme indé�nie de f.

Démonstration. Soit f : Zp −→ K une fonction continue.

1) Si F existe, on a

F (n)− F (n− 1) = f(n− 1), n ≥ 1

Ainsi

F (n) =
n−1∑
j=0

f(j) + F (0) =
n−1∑
j=0

f(j)

D'où, par passage à la limite, l'unicité de F.
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2) Soit donc F : N −→ K dé�nie par F (0) = 0 et F (n) =
n−1∑
j=0

f(j), n ≥ 1. On a

F (n+ 1)− F (n) = f(n), n ≥ 0

Il su�t de montrer que (F (n))n≥0 est une suite d'interpolation.

Soit m ≥ 1 ; on a

F (n+ pm)− F (n) =

n+pm−1∑
j=n

f(j).

Posons Im = [n, n + pm − 1], on a card(Im) = pm, ainsi l'application canonique

ϕm : Z −→ Z/pmZ = Am induit une bijection de Im sur Am.

Soit 1 ≤ k ≤ m, on déduit de la partition

Am =
⋃

0≤v≤pk−1

(v + pkAm)

la partition

Im =
⋃

0≤v≤pk−1

Jv

Où

Jv = ϕ−1(v + pkAm) = (v + pkZ) ∩ Im

avec card(Jv) = card(v + pkAm) = pm−k.

Alors

F (n+ pm)− F (n) =

pk−1∑
v=0

∑
j∈Jv

f(j) =

pk−1∑
v=0

∑
j∈Jv

(f(j)− f(v)) +

pk−1∑
v=0

pm−kf(v).

Il vient que

|F (n+ pm)− F (n)|p ≤ max(max
v

max
v∈Jv
|f(j)− f(v)|p|p|m−k‖f‖)

Où

‖f‖ = sup
s∈Zp
|f(s)|p.

Posons k = [m
2

], on a d'une part

lim
m−→+∞

|p|m−[m
2

]
p = 0.

D'autre part, pour tout 0 ≤ v ≤ p[m
2

] − 1 et tout j ∈ Jv, on a |j − v|p ≤ |p|[
m
2

].

Comme Zp est compact, f est uniformément continue :

∀ε > 0, ∃ηε > 0 \ |s− t|p < ηε ⇒ |f(s)− f(t)|p < ε
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Mais , il existe mε tel que ∀m ≥ mε, on a

|j − v|p ≤ |p|
[m
2

]
p < ηε

ainsi

|f(j)− f(v)|p < ε

et

max
0≤v≤|p|[

m
2 ]−1

max
v∈Jv
|f(j)− f(v)|p < ε

On obtient

lim
m→+∞

|F (n+ pm)− F (n)|p = 0

et (F (n))n≥0 est une suite d'interpolation.

�

2.3.4 Développement de Mahler

Théorème 2.43. (K.Mahler)[13][23]

Soit K un extension complet de QP .

Soient B0(y) = 1, Bn(y) = y(y−1)...(y−n+1)
n!

les polynômes binomiaux.

Alors ∀y ∈ Zp, Bn(y) ∈ Zp et (Bn)n≥0 est une base orthonormale de C(Zp,K).

Démonstration. Considérons pour n ≥ 0, le polynôme binomial

Bn(Y ) =
Y (Y − 1)...(Y − n+ 1)

n!
.

Soit m ∈ N, on a Bn(m) = 0, lorsque m < n et aussi

Bn(m) =
m(m− 1)...(m− n+ 1)

n!
=

(
m

n

)
=

m!

(m− n)!n!
∈ N lorsque m > n.

Soit y ∈ Zp ; puisque N est dense dans Zp alors

∃(mj)j≥1 ⊂ N tel que lim
j→+∞

mj = y

Mais Bn est une fonction continue sur Zp et Bn(mj) ∈ N ; ainsi

Bn(s) = lim
j→+∞

Bn(mj) ∈ Zp
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Il est associé à la suite (yn = n)n≥0 ⊂ Zp les polynômes Pn(y) = (y − y0)...(y − yn−1) =

y(y − 1)...(1− n+ 1) tel que Pn(yn) = n(n− 1)...(n− n+ 1) = n!. Ainsi

Qn(y) =
Pn(y)

Pn(yn)
= Bn(y)

On déduit que (Bn)n≥0 est une base orthonormale de C(Zp,K). �

Lemme 2.44. [9] Pour tout suite ak ∈ Zp tel que ak −→ 0 quand k →∞ la fonction

f(x) =
∑
k≥0

ak

(
x

k

)
est bien dé�nie et continue sur Zp.

Démonstration.

Nous avons
(
x
k

)
∈ Zp, le terme ak

(
x
k

)
tend vers 0 comme k →∞ que f(x) est bien dé�ni.

De plus, pour la même raison (i.e.|
(
x
k

)
|p ≤ 1) il est uniformément convergent sur Zp, donc

dé�nit une fonction continue. �

Proposition 2.45. [9] Soit

bn =
∑

0≤k≤n

ak

(
n

k

)
Alors

ak =
∑

0≤m≤n

(−1)k−mbm

(
k

m

)
.

Théorème 2.46. [9] (Mahler)

Soit f : Zp −→ Zp une fonction continue, et on dé�nit :

ak =
∑

0≤m≤k

(−1)k−m
(
k

m

)
f(m)

1) Si f(x) est continue sur Zp alors vp(ak) tend vers l'in�ni quand k tends vers l'in�ni.

2) La fonction f(x) est continue si seulement si f(x) peut s'écrire sous la forme

f(x) =
∑
k≥0

ak

(
x

k

)
telle que la suite ak ∈ Zp tends vers 0, quand k → ∞ pour la norme p-adique. Si

f(x) est continue, les coe�cients ak sont uniquement déterminés, on les appelés

coe�cients Mahler de f .
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Démonstration. Soit f : Zp −→ Zp une fonction continue :

1) On dé�nit l'opérateur de di�érence directe ∆ sur n'importe quelle fonction g de Zp
dans Zp, par la formule

(∆g)(x) = g(x+ 1)− g(x)

Il est facile de prouver par induction que pour tout k ≥ 0, on a

(∆kg)(x) =
∑

0≤m≤k

(−1)k−m
(
k

m

)
g(m+ x)

Ainsi, ak = (∆kf)(0).

Nous prouvons (1) par induction. Soit r ≥ 0, et supposons que il existe Nr ≥ 0,

tel que vp((∆kf)(x)) ≥ r pour tout k ≥ Nr et x ∈ Zp. Ceci est vrai pour r = 0,

puisque N0 = 0, donc f(x) ∈ Zp pour tout x. Soit g(x) = (∆Nrf)(x)/pr. Cette

fonction est continue de Zp dans Zp. Puisque Zp est compact, il est uniformément

continue, donc il existe M ≥ 1 tel que

x ≡ y( mod pMZp)⇒ g(x) ≡ g(y)( mod pZp), ∀x, y ∈ Zp

Puisque p devise
(
pM

k

)
pour tout k sauf k = 0 et k = pM et cela implique que pour

tout x ∈ Zp On a :

(∆pMg)(x) =
∑

0≤m≤pM
(−1)p

M−m
(
pM

m

)
g(m+ x)

≡ g(x+ pM)− g(x)

≡ 0( mod pZp)

il vient que vp((∆
k+pMf)(x)) ≥ r + 1 pour tout x ∈ Zp, donc par induction

vp((∆
kf)(x)) ≥ r + 1, pour tout k ≥ Nr + pM , ce qui démontre notre hypothèse

d'induction, d'où ak = (∆kf)(0).

(2) Supposons que f est continue sur Zp. En appliquant (1) les ak tendent vers 0, car

k tend vers in�ni. La fonction g(x) =
∑
k≥0

ak
(
x
k

)
est bien dé�nie et continue, nous

avons f(n) = g(n) pour tout x ∈ Z+, puisque f et g sont continue et comme Z+

est dense dans Zp il s'ensuite que f(x) = g(x) pour tout x ∈ Zp.

�
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2.3.5 Intégrale de Volkenborn

Dé�nition 2.47. Soit K un extension complet de Qp.

On dit que la fonction g : Zp → K est Volkenborn-intégrable si la suite 1
pn

pn−1∑
j=0

g(j)

a une limite dans K. On pose∫
Zp

g(x)dx = lim
n→+∞

1

pn

pn−1∑
j=0

g(j).

les sommes 1
pn

pn−1∑
j=0

g(j) sont analogues aux sommes de Riemann 1
n

n−1∑
j=0

g( j
n
) d'une fonction

g : [0, 1]→ R.

Soit χm la fonction caractéristique de pmZp.

Proposition 2.48. [13] L'application
∫
Zp

: C1(Zp,K) −→ K est une forme linéaire conti-

nue pour la norme ‖‖1 : en fait ∣∣∣∣ ∫
Zp

g(x)dx

∣∣∣∣
p

≤ p‖g‖1.

Alors, si (gn)n≥0 est une suite convergente dans C1(Zp,K) vers la fonction g, tel que

limn→+∞
∫
Zp
gn(x)dx =

∫
Zp
g(x)dx.

Démonstration. Il est clair que
∫
Zp est une forme linéaire.

Puisque ‖(Sg)′‖ ≤ ‖(Sg)‖1 ≤ p‖g‖1, on a∣∣∣∣ ∫
Zp
g(x)dx

∣∣∣∣
p

= |(Sg)′(0)|p ≤ ‖(Sg)′‖ ≤ p‖g‖1

En particulier

∣∣∣∣ ∫
Zp
gn(x)dx−

∫
Zp
g(x)dx

∣∣∣∣
p

=

∣∣∣∣ ∫
Zp
gn(x)− g(x)

∣∣∣∣
p

≤ p‖gn − g‖1. �

Corollaire 2.49. [13]

Soit g =
∑
n≥0

anBn ∈ C1(Zp,K), on a :∫
Zp

g(x)dx =
∑
n≥0

(−1)n

n+ 1
an.

Démonstration. On a SBn = Bn+1 et
∫
Zp
Bn(x)dx = B′n+1(0).

Comme Bn+1(x) = x(x−1)...(x−n)
(n+1)!

et B′n+1(x) =
n∑
i=0

1
(n+1)!

∏
j 6=i(x− j) alors

B′n+1(0) =
(−1)...(−n)

(n+ 1)!
=

(−1)n

n+ 1
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D'où ∫
Zp

Bn(x)dx =
(−1)n

(n+ 1)

et par continuité ∫
Zp

g(x)dx =
∑
n≥0

an

∫
Zp

Bn(x)dx =
∑
n≥0

(−1)n

n+ 1
an.

�

Proposition 2.50. [13]

Soit g ∈ C1(Zp,K).

1) Soit m un entier ≥ 0. Pour 0 ≤ j ≤ pm − 1, on a∫
j+pmZp

g(x)dx =

∫
pmZp

g(j + x)dx = p−m
∫
Zp

g(j + pmx)dx.

2) Soit Up = Zp\pZp le groupe des unités de Zp. On a∫
Up

g(x)dx = p−1

∫
Zp

(pg(x)− g(px))dx.

Démonstration. Soit g ∈ C1(Zp,K)

1) Pour tout entier n ≥ m, on a

1

pn

pn−1∑
l=0

g(l)χj+pmZp(l) =
1

pn

pn−m−1∑
k=0

g(j + pmk) =
1

pn

pn−1∑
l=0

g(j + l)χj+pmZp(l).

Comme
1

pn

pn−m−1∑
k=0

g(j + pmk) = p−m
1

pn−m

pn−m−1∑
k=0

g(j + pmk)

On obtient par passage à la limite∫
j+pmZp

g(x)dx =

∫
pmZp

g(j + x)dx = p−m
∫
Zp

g(j + pmx)dx.

2) On déduit de la partition Zp = Up ∪ pZp que pour tout fonction g ∈ C1(Zp,K), on

a g = gχUp + gχpZp . Il vient que∫
Zp

g(x)dx =

∫
Up

g(x)dx+

∫
pZp

g(x)dx =

∫
Up

g(x)dx+ p−1

∫
Zp

g(px)dx

et ∫
Up

g(x)dx =

∫
Zp

(g(x)− p−1g(px))dx.
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�

Remarque 2.11. Puisque Up =
⋃

1≤j≤p−1(j + pZp) est une partition, on a

∫
Up

g(x)dx =
1

p

p−1∑
j=1

∫
Zp

g(j + px)dx.

Remarque 2.12. Soit g : Zp → K une fonction continue et soit Sg la fonction somme in-

dé�nie associée. On a 1
pn

pn−1∑
j=0

g(j) = 1
pn

(Sg(pn)−Sg(0)). alors g est Volkenborn-intégrable

si et seulement si limn→+∞
1
pn

(Sg(pn) existe dans K. En particulier, si Sg est dérivable en

Zéro, on a
∫
Zp
g(x)dx = (Sg)′(0). On déduit que toute fonction strictement di�érentiable

est Volkenborn-intégrable.

2.3.6 Logarithme et exponentielle p-adique

Dans cette sous section, on donne les dé�nitions et les propriétés de logarithme et

exponentielle p-adique.

1) Logarithme p-adique

Dé�nition 2.51. Soit a ∈ L = {a ∈ Zp : |a− 1|p < 1} = 1 + pZp. La fonction logarithme

notée "lnp" est dé�nie de L dans Qp par :

lnp(a) =
∞∑
1

(−1)n+1 (a− 1)n

n

avec rp est le rayon de convergence.

Remarque 2.13. On peut écrire aussi :

lnp(a+ 1) =
∞∑
n=1

(−1)n+1a
n

n
.

Théorème 2.52. [17] Soit a, b ∈ 1 + pZp, Alors ab ∈ 1 + pZp et lnp(ab) = lnp(a) + lnp(b).

Démonstration. On sait que log(1 + A) =
∑∞

1 (−1)n+1An

n
∈ Q[[x]] ⊂ Qp[[x]]

avec mn = (−1)n+1

n
∈ Q ⊂ Qp

Si |a− 1|p < 1 et |b− 1|p < 1 on a

log(1 + A) + log(1 +B) = log(1 + A+B + AB)
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2.3. Fonctions p-adiques

Alors
∞∑
n=1

(−1)n+1A
n

n
+
∞∑
1

(−1)n+1B
n

n
+
∞∑
n=1

(−1)n+1 (A+B + AB)n

n
= 0

il su�t de développer les racines pour avoir :

(A− A2

2
− A3

3
− ...) + (B − B2

2
− B3

3
− ...)

− (A+B + AB − A2 + 2AB +B2 + A2B2 + 2AB2 + 2A2B

2
+ ...) = 0

On pose A-1=a, on obtient : lnp(ab) = lnp(a) + lnp(b). �

Proposition 2.53. [17][24] Si |a|p < rp on a

| lnp(a+ 1)|p = |a|p.

Démonstration. On a

lnp(a+ 1) = a+
∞∑
n=2

(−1)n+1a
n

n

Donc

| lnp(a+ 1)|p = |a+
∞∑
n=2

(−1)n+1a
n

n
|p = |a|p.

�

Proposition 2.54. [17] La fonction lnp est di�érentiable sur 1 + pZp et ln′p(a) = 1
a
.

Démonstration. Pour tout a ∈ 1 + pZp, on a

ln′p(a) = (
∞∑
n=1

(−1)n+1 (a− 1)n

n
)′

=
∞∑
n=1

n(−1)n+1 (a− 1)n−1

n

=
∞∑
n=0

(−1)n(a− 1)n

=
1

1 + (a− 1)

=
1

a
.

�
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2) Exponentielle p-adique

Dé�nition 2.55. Soit rp > 0. La fonction exponentielle p-adique notée "expp" est dé�nie

de Dp = {a ∈ Zp : |a|p < rp} dans Qp par :

expp(a) =
∞∑
n=0

an

n!
.

Théorème 2.56. [17] exponentiel p-adique converge dans le disque

Dp = {a ∈ Qp : |a|p < p
−1
p−1}

et diverge si |a|p > p
−1
p−1 .

Démonstration. On a

r−1
p = lim sup

n→∞
|an|

1
n
p = lim sup

n→∞
| 1
n!
|
1
n
p

Alors on a :

r−1
p = lim sup

n→∞
(p

n−Sp(n)
p−1 )

1
n = lim sup

n→∞
(p

1
p−1

(1−
Sp(n)
n

)) = p
1
p−1

D'où

rp = p
1
p−1 .

�

Proposition 2.57. [17] Si a, b ∈ Dp, alors a+ b ∈ Dp et on a

expp(a+ b) = expp(a) expp(b).

Démonstration. Il su�t de remplacer par les série formelles :

On a

exp(A) =
∞∑
n=0

An

n!
∈ Q[[x]] ⊂ Qp[[x]].

Alors

∞∑
n=0

(
A+B

n!
)n −

∞∑
n=0

(
An

n!
) ·

∞∑
n=0

(
An

n!
) = 0

= (1 + A+B +
A2

2
+ AB +

B2

2
)

− (1 + A+B +
A2

2
...)(1 + A+B +

B2

2
+ ...) = 0
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Donc si on pose A = a ∈ Dp et b ∈ Dp, Alors :

expp(a+ b) = expp(a) expp(b).

�

Proposition 2.58. [17] La fonction expp est di�érentiable sur Dp et exp′p(a) = expp(a).

Démonstration. Pour tout a ∈ Dp, on a

exp′p(a) =

(
∞∑
n=0

an

n!

)′
=
∞∑
n=0

(
an

n!

)′
=
∞∑
n=0

an−1

(n− 1)!
= expp(a).

�

Proposition 2.59. Pour tout a ∈ Dp, on a

| expp(a)− 1|p = |a|p.

Démonstration. On sait que

expp =
∞∑
n=0

an

n!

Alors

expp(a)− 1 = a+
∞∑
n=2

an

n!

De plus on a

|
∞∑
n=2

an

n!
|p ≥ sup

n≥2

|an|p
|n!|p

= max
n≥2

|an|p
|n!|p

< |a|p

Donc

| expp(a)− 1|p = |a+
∞∑
n=2

an

n!
|p = |a|p.

�
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2.4 Fonctions analytiques sur Cp

Dans cette section nous étudions les séries entières complexes p-adiques est les fonctions

analytiques dans Cp.

2.4.1 Séries entières complexes p-adiques

Dé�nition 2.60. Une série entière dans Cp est une série dont le terme général est

bn(x− b)n où n est un entier naturel x, b ∈ Cp et (bn)n≥0 ⊂ Cp.

Dé�nition 2.61. (Rayon de convergence)

le rayon de convergence d'une série complexe p-adique
∑
n≥0

bn(x − b)n qu'on note R, où

0 ≤ R ≤ +∞, est dé�ni par

R = sup{|x− b|p;x ∈ Cp et
∑
n≥0

bn(x− b)n converge} ∈ R+ ∪+∞.

Remarque 2.14. La règle de Hadamard reste valable pour les séries entières dans Cp.

Exemple 2.62.

Soit la série
∑
n≥0

(−1)n+1(x− b)n

n
, on a

R−1 = lim
n→+∞

n

√
|bn|p = lim

n→+∞

∣∣∣∣(−1)n+1

n

∣∣∣∣ 1n
p

= lim
n→+∞

1

|n|
1
n
p

= lim
n→+∞

1

p−
vp(n)

n

= 1 (car
vp(n)

n
−→ 0
n→+∞

)

Donc la série
∑
n≥0

(−1)n+1(x− b)n

n
converge sur le disque D−(b, 1) ⊂ Cp

Pour R = 1 on a

lim
n→+∞

|bn|p.1 6= 0

D'ou la série diverge sur le cercle C(b, 1). C'est-à-dire que la série converge sur le disque

D+(b, 1).
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2.4.2 Fonctions analytiques complexes p-adique

Dé�nition 2.63. La fonction f :D+(b, r) −→ Cp est analytique sur D+(b, r) pour tout

r > 0, s'il existe une suite (bn)n≥0 ⊂ Cp telle que |bn|rn −→ 0, et on a

∀x ∈ D+(b, r), f(x) =
∑
n≥0

bn(x− b)n.

Dé�nition 2.64. Une fonction f :D−(b, R) −→ Cp est analytique sur D
−(b, R) s'il existe

une suite unique (bn)n≥0 ⊂ Cp satisfaisant |bn|rn −→ 0 pour r, 0<r<R, et telle que

∀x ∈ D−(b, r), f(x) =
∑
n≥0

bn(x− b)n.

Remarques 2.2.

1) Une fonction de variable complexe p-adique dé�nie sur un disque D(b, R) ou b ∈ Cp

est dite analytique sur ce disque lorsqu'elle admet un développement en série entière en

tout point de D(b, R).

2) Si R = +∞ alors f est analytique sur tout Cp et on dit que f est entière.

Exemple 2.65.

Soit f(x) =
∑
n≥0

p2n2

xn, x ∈ Cp on a

R =
1

lim
n→+∞

n
√
|bn|p

=
1

lim
n→+∞

p−2n

= +∞.

Alors
∑
n≥0

p2n2

xn est convergente sur Cp donc f est une fonction entière.

Notation 2.1. On note A(Cp) l'ensemble des fonctions entières sur Cp et A(D(b, R))

l'ensemble des fonctions analytiques sur le disque D(b, R).

Remarque 2.15. L'ensemble A(D+(b, R)), (resp A(D−(b, R))) est un espace vectoriel

sur Cp.
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Théorème 2.66. [1] (Dérivée des fonctions analytiques)

1) Soit f(x) =
∑
n≥0

bn(x− b)n un élément de A(D+(b, R))(resp A(D−(b, R)))

Alors f est continue et dérivable sur D(b, R) et sa dérive f
′ ∈A(D+(b, R))(resp

A(D−(b, R))) tel que f
′
(x) =

∑
n≥1

nbn(x− b)n−1

plus généralement si R > 0, alors la série f est une fonction indé�niment dérivable

sur le disque de convergence de f , de plus on a

f (k)(x) = k !
∑
n≥k

Ck
nbn(x− b)n−k, ∀k ≥ 0.

2) Le rayon de convergence de f
′
est égal au rayon de convergence de f .

Démonstration.

1) i) Soit x un élément �xé de D+(b, R), et soit h ∈ Cp tel que x+ h ∈ D+(b, R).

Alors

f(x+ h)− f(x) =
∑
n≥0

bn[(x+ h− b)n − (x− b)n]

= h
∑
n≥0

bn[(x+ h− b)n−1 + (x+ h− b)n−2(x− b) + ...

...+ (x+ h− b)(x− b)n−2 + (x− b)n−1]

la somme de droite est majorée en valeur absolu par max
n≥1
|bn|Rn−1 qui est �ni car

lim
n→+∞

|bn|Rn−1 = 0

on a

|f(x+ h)− f(x)|p ≤ |h|max
n≥0
|bn|pRn−1

d'où

lim
h→+∞

|f(x+ h)− f(x)|p = 0

d'ou f est continue sur D+(b, R).

Maintenant posons g(x) =
∑
n≥1

nbn(x− b)n−1, g ∈ A(D+(b, R)) car ∀n ≥ 1

On a

0 ≤ |nbn|prn−1 < |bn|pRn−1 −→
n→+∞

0
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mais

f(x+ h)− f(x)

h
− g(x) = h

∑
n≥0

bn[(x+ h− b)n−1

+ (x+ h− b)n−2(x− b) + ...

...+ (x+ h− b)(x− b)n−2 + (x− b)n−1

− n(x− b)n−1] = h

(somme majore en valeur absolue par max
n≥2
|bn|Rn−2)

Donc

f ′(x) = g(x) =
∑
n≥1

nbn(x− b)n−1 et f ′ ∈ A(D+(b, R)).

ii) Soit x ∈ D−(b, R) et , 0 < r < R tel que x ∈ D+(b, r) alors f est analytique sur

D+(b, r) , elle est d'après i) continue et dérivable en x et on a

f ′(x) =
∑
n≥1

nbn(x− b)n−1

donc f est continue et dérivable surD−(b, R), sa dérivée est un élément deA(D−(b, R))

car f ′∈ A(D+(b, r)) pour 0 < r < R

par récurrence on montre l'égalité

f (k)(x) = k !
∑
n≥k

CK
n bn(x− b)n−k.

2) Il est facile de véri�er que le rayon de convergence de f
′
est égal au rayon de

convergence de f .

�
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Chapitre 3
Fonction gamma p-adique

Dans ce chapitre, on commence par la dé�nition et les propriétés de la fonction gamma

p-adique, ensuite nous étudions la formule des compléments et la formule de multiplication.

En plus, nous traitons les propriétés analytiques de Γp. Nous terminons par la fonction

gamma dans Z2.

3.1 Dé�nitions et propriétés de Γp

Dans cette sous section, on donne les dé�nitions et les propriétés de Γp .

Dé�nition 3.1. Soit n un entier naturel non nul. La factorielle p-adique de n, noté

((n)!)p est dé�ni par

((n)!)p =
∏

1≤j≤n,(p,j)=1

j

et par convention (0!)p = 1.

Dé�nition 3.2. Soit n un entier naturel non nul, on dé�nit la fonction gamma p-adique,

on la note Γp, par :

Γp(n) = (−1)n
n−1∏

j=1,(p,j)=1

j.

Le théorème suivant est appelé la généralisation de la congruence de Wilson, c'est la

clé de certains résultats dans cette section.
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3.1. Dé�nitions et propriétés de Γp

Proposition 3.3. [23] Soit a, s ≥ 1 deux entier, pour p 6= 2 alors :∏
a≤j≤a+ps,(p,j)=1

j ≡ −1( mod ps).

Démonstration. La famille de nombres a, a + 1...a + ps − 1 forme un système complet

de représentants des classes mod ps, et la famille de nombres qui sont premier avec p

(ie : a ≤ j ≤ a + ps tel que (j, p) = 1) forme un système complet de représentants des

éléments inversibles Z/psZ. On note le groupe multiplication des élément inversibles de

Z/psZ par F , ce groupe est dé�ni par

F = (Z/psZ)∗ = {j ∈ Z : a ≤ j ≤ a+ ps tel que (j, p) = 1}

Nous avons donc,

a+ps−1∏
j=a,(j,p)=1

j =
∏
g∈F

g (3.1)

Or g ∈ F =⇒ ∃h ∈ F , tel que : gh = 1, et donc dans le produit (3.1) il ne reste que les

éléments d'ordre 2 ( les éléments qui ont leurs inverses lui-même) car les autres éléments

sont éliminés dans le produit même par leurs inverses.( ie si g est un élément de F alors

son inverse g−1 est aussi dans F et la multiplication de g avec g−1 donne 1) Donc :

a+ps−1∏
j=a,(j,p)=1

j =
∏
g∈F

g =
∏
g2=1

g

On va déterminé les éléments d'ordre 2 dans F . Soit g un élément de F , on a

g2 = 1 =⇒ g2 − 1 = 0

=⇒ (g − 1)(g + 1) = 0

On suppose par l'absurde que g 6= 1 et g 6= −1, donc (g − 1) et (g + 1) sont des diviseur

de zéro dans Z/psZ. D'autre part, p est le plus petit diviseur de zéro dans Z/psZ, alors p

divise (g−1) et p divise (g+1). Ce qui veut dire que g ≡ 1( mod p) et g ≡ −1( mod p),

on aura l'équivalence suivante 2 ≡ 0( mod p), qui est une contradiction avec p 6= 2. Alors

g = 1 ou g = −1, d'où le résultat.

conclusion : ∏
g2=1

= 1×−1 = −1⇔
∏

a≤j≤a+ps,(p,j)=1

j ≡ −1( mod ps).

�
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Proposition 3.4. [7] Pour p 6= 2, la factorielle p-adique satisfait la congruence suivante :

((n+ ps)!)p ≡ −((n)!)p mod ps.

Lemme 3.5. [23] La fonction gamma p-adique Γp : Zp −→ Qp est continue, on a

Γp(n+ 1) = hp(n)Γp(n), tel que : hp(n) =

−n, si n ∈ Z×p

−1, si n ∈ pZp

Démonstration. La continuité de Γp découle du corollaire 3.5. Alors, on va montrer que

Γp(n+ 1) = hp(n)Γp(n). Soit n ∈ N, alors

Γp(n+ 1) = (−1)n+1

n∏
j=1,(j,p)=1

j

= (−1)n
n−1∏

j=1,(j,p)=1

jhp(n)

= Γp(n)hp(n)

�

Donc on peut montrer la propriété suivante de la fonction Γp :

Corollaire 3.6. [13]

Soient n, s ∈ N, s ≥ 1 . Si p 6= 2, on a

Γp(n+ ps) ≡ Γp(n)( mod ps)

Démonstration. Posons Is = [n, n + ps − 1], on a déjà remarqué que l'application ca-

nonique ϕs :Zp → Zp/psZp induit une bijection de Is sur Zp/psZp. Si l'on pose I ′s égal à

l'ensemble des j ∈ Is tel que p|j et I ′′s égal à l'ensemble des j ∈ Is tel que (p, j) = 1

on a Is = I ′s ∪ I ′′s avec

ϕs(I
′
s) = pZp/psZp et ϕs(I

′′
s ) = (Zp/psZp)∗ = Fs

le groupe des élément inversibles de l'anneau Zp/psZp. De plus card(I ′s) = ps−1 et

card(I ′′s ) = ps − ps−1.

Puisque Γp(n+ 1) = hp(n)Γp(n), on voit aussitôt que

Γp(n+m) =
m−1∏
j=0

τp(n+ j)Γp(n) =
∏

n≤j≤n+m−1

hp(j)Γp(n).
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En particulier Γp(n+ ps) =
∏
j∈Is

hp(j)Γp(n). Comme Is = I ′s ∪ I ′′s et hp(j) = −1

Lorsque j ∈ I ′s et hp(j) = −j, lorsque j ∈ I ′′s , on a∏
j∈Is

τp(j) = (−1)p
s
∏
j∈I′′s

j.

Ainsi

ϕs(Γp(n+ ps)) = (−1)p
s
∏
j∈I′′s

ϕs(j) · ϕs(Γp(n)).

Puisque
∏
j∈I′′s

ϕs(j) =
∏
σ∈Fs

σ, et puisque pour tout groupe commutatif �ni, on a

∏
σ∈Fs

σ =
∏
σ2=1

σ

on obtient ∏
j∈I′′s

ϕs(j) =
∏
σ2=1

σ

Supposons p 6= 2 on voit facilement que σ2 = 1 si seulement si σ = +1 ou σ = −1

D'où ∏
j∈I′′s

ϕs(j) = −1

et

ϕs(Γp(n+ ps)) = (−1)p
s · (−1) · ϕs(Γp(n)) = ϕs(Γp(n))

C'est -à-dire

Γp(n+ ps) = Γp(n)( mod ps).

�

Le corollaire 3.5. con�rme que la suite (Γp(n))n∈N remplir les condition d'interpolation.

Ce qui nous donne la dé�nition de la fonction gamma p-adique dans Zp.

Dé�nition 3.7. Pour x ∈ Zp, on dé�nit la fonction Γp par la formule :

Γp(x) = lim
n→x

(−1)n
∏

1≤j≤n−1,(p,j)=1

j.

Théorème 3.8. [23] La fonction gamma p-adique Γp : Zp −→ Qp est continue. On a les

propriétés suivants :

1) Γp(0) = 1,Γp(1) = −1,Γp(2) = 1,Γp(n+ 1) = (−1)n+1n!, (1 ≤ n < p).

2) |Γp(x)|p = 1, ∀x ∈ Zp.
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3) |Γp(x)− Γp(y)|p ≤ |x− y|p et |Γp(x)− 1|p ≤ |x|p, ∀x, y ∈ Zp.

4) Γp(x+ 1) = hp(x)Γp(x), tel que : hp(x) =

−x, si x ∈ Z×p

−1, si x ∈ pZp

Démonstration. La continuité de Γp découle du corollaire 3.5. Pour démontrer les autres

propriétés, nous avons :

1) Nous calculons certaines valeurs de Γp :

On a (0!)p = 1⇒ Γp(0) = 1 et

Γp(1) = hp(0)Γp(0) = −1

= (−1)1(1!)p

= −1.

Pour x = 2, Γp(2) = (−1)2 · (1!)p = 1

On a 1 ≤ n < p⇒ 1 ≤ j < p⇒ (p, j) = 1 (n!)p =
∏

j=1,(p,j)=1

j =
∏
j=1

j = n! alors

Γp(n+ 1) = (−1)n+1(n!)p = (−1)n+1n!

2) La propriété |Γp(x)|p = 1, vient du fait que

|Γp(x)|p = | lim
n→x

(−1)n
n∏
j=1

j|p = p0 = 1.

3) Pour démontrer les inégalités |Γp(x)−Γp(y)|p ≤ |x− y|p et |Γp(x)− 1|p ≤ |x|p, soit

m,n ∈ N, si |m− n|p = 1 alors

|Γp(m)− Γp(n)|p ≤ max(|Γp(m)|p, |Γp(n)|p) ≤ 1 = |m− n|p

Si |m− n|p = 1
ps
< 1, alors ∃k ∈ N,m = n+ kps et (k, p) = 1, donc

Γp(m) = Γp(n+ kps) = (−1)n+kps
n+kps−1∏
j=1,(j,p)=1

j

= (−1)n+kps
n−1∏

j=1,(j,p)=1

j

n+kps−1∏
j=n,(j,p)=1

j

= (−1)n
n−1∏

j=1,(j,p)=1

j(−1)kp
s

n−1+kps∏
j=n(j,p)=1

j

= Γp(n)(−1)k
n−1+kps∏
j=n(j,p)=1

j
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D'ou

Γp(m)− Γp(n) = Γp(n)(−1)k
n+k·ps−1∏
j=n(j,p)=1

j − 1

Par suite

|Γp(m)− Γp(n)|p =

∣∣∣∣(−1)k
n+k·ps∏

j=n(j,p)=1

j − 1

∣∣∣∣
p

car |Γp(n)|p = 1, par dé�nition de Γp nous écrivons

n+k·ps−1∏
j=n,(j,p)=1

j =

n+ps−1∏
j=n,(j,p)=1

j ×
n+2ps−1∏

j=ps+n,(j,p)=1

j × ...×
n+kps−1∏

j=n+(k−1)ps,(j,p)=1

j

On a

n+kps−1∏
j=n+(k−1)ps,(j,p)=1

j =

ps−1∏
i=0,(i,p)=1

(n+ (k − 1)ps + i) ≡ −1 mod ps,∀k ≥ 1

Donc
n+kps−1∏
j=n,(j,p)=1

j ≡ (−1)(−1)...(−1) mod ps ≡ (−1)k mod ps

(−1)k
n+kps−1∏
j=n(j,p)=1

j − 1

 ≡ [(−1)k(−1)k...(−1)k] mod ps

Ce qui implique :

|Γp(m)− Γp(n)|p =

∣∣∣∣(−1)k
n+kps−1∏
j=n(j,p)=1

j − 1

∣∣∣∣
p

≤ 1

ps
= |m− n|p

par continuité cette propriété reste vraie pour les éléments de Zp.

4) Par passage a limite quand n tend vers x dans 3.7.

�

Proposition 3.9. [23] (Développement de Mahler de Γp)

Posons Γp(x+ 1) =
∑
k≥0

ak
(
x
k

)
alors les coe�cients ak véri�ent la relation :

expp(x+
xp

p
) · 1− xp

1− x
=
∑
k≥0

(−1)n+1ak
n!
xn.

Démonstration. Calculons e−xf(x)), où f(x) =
∑
k≥0

Γp(k + 1)x
k

k!
pour cela, nous faisons

une sommation partielle sur le corsets mod p

f(x) =

p−1∑
j=0

+∞∑
m=0

Γp(mp+ j + 1)

(mp+ j)!
· xmp+j
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3.2. Formule de Multiplication et Formule des Compléments

on peut utilisé

Γp(n+ 1) =
(−1)n+1n!

[n
p
]!p[n

p
]

pour n = mp+ j[n
p
] = m, on a

Γp(mp+ j + 1) = (−1)mp+j+1 (mp+ j)!

m!pm
.

on obtient

f(x) =

p−1∑
j=0

+∞∑
m=0

Γp(mp+ j + 1)

(mp+ j)!
· xmp+j =

p−1∑
j=0

+∞∑
m=0

(−1)mp+j+1(mp+ j)!

(mp+ j)! · pmm!
· xmp+j

=

p−1∑
j=0

+∞∑
m=0

(−1)mp+j+1(
xp

p
)m · x

j

m!
= −

p−1∑
j=0

+∞∑
m=0

(
(−x)p

p

)m
· (−x)j

m!

= − expp

(
(−x)p

p

)
·
p−1∑
j=0

(−x)j

= − expp

(
xp

p

)
· 1− xp

1− x

�nalement

e−xf(x) = expp(x+
xp

p
) · 1− xp

1− x
=
∑
k≥0

(−1)k+1ak
xk

k!
.

�

3.2 Formule de Multiplication et Formule des Complé-

ments

Dans cette section, on va donner l'analogue p-adique de la formule de multiplication de

Legendre-Gauss, et la formule des compléments.

Théorème 3.10. [13][23] (Formule de Multiplication)

Supposons p 6= 2. Posons pour x ∈ Zp, l(x) le représentant de x modulo pZp tel que

1 ≤ l(x) ≤ p et l1(x) = x−l(x)
p
∈ Zp.

Soit m ∈ Z+ tel que (m, p) = 1 On a :

m−1∏
j=0

Γp

(
x+ j

m

)
=

m−1∏
j=0

Γp

(
j

m

)
·m1−l(x) · (mp−1)−l1(x) · Γp(x)
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Démonstration. Considérons pour tout nombre premier p, la fonction suivante

fm(x) =
m−1∏
j=0

Γp

(
x+ j

m

)−1

· Γp(x).

On a : fm(0) =
m−1∏
j=0

Γp

(
j
m

)−1

, de plus

fm(x+ 1) =
m−1∏
j=0

Γp

(
x+ j + 1

m

)−1

· Γp(x+ 1) =
hp(x)

hp(
x
m

)
· fm(x) = ψm(x) · fm(x)

Où ψm(x) = hp(x)

hp( x
m

)
est égale à m si |x|p = 1 et égale à 1, lorsque |x|p < 1. En particulier,

pour j ≥ 1, on a

fm(j) = fm(j − 1)ψm(j − 1)

et multipliant pour j parcourant [1, n], on obtient

fm(n) =
n∏
j=1

ψm(j − 1) · fm(0) =
∏

j=1,(p,j)=1

m · fm(0) = mn−1−[n−1
P

] · fm(0)

D'où :

Pour p 6= 2, on véri�e que n− 1− [n−1
p

] = l(n)− 1 + (p− 1)l1(n).

Il vient que

fm(n) = ml(n)−1(p−1)l1(n)fm(0)

donc :

m−1∏
j=0

Γp(
n+ j

m
) =

m−1∏
j=0

Γp(
j

m
) ·m1−l(n) · (mp−1)−l1(n) · Γp(n).

Ces formules sont celles du théorème aux valeurs entières ensuite on passe à la limite. �

Remarque 3.1. l(x) le représentant de x modulo pZp tel que 1 ≤ l(x) ≤ p. et l(x) ≡ x(

mod p).

Théorème 3.11. [13] (Formule des compléments)

Pour p 6= 2, posons pour x ∈ Zp, l(x) le représentant de x modulo pZp tel que

1 ≤ l(x) ≤ p. On a

Γp(x)Γp(1− x) = (−1)l(x).

Démonstration. Rappelons que

Γp(n)Γp(1− n) = (−1)n−[n−1
p

], ∀n ≥ 0.
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3.3. L'étude analytique de la fonction gamma p�adique

Par dé�nition on a pour n ≥ 0, n = mp + l(n), 1 ≤ l(n) ≤ p. Alors, pour p 6= 2, on a

n− 1 = mp+ l(n)− 1 et [n−1
p

] = m.

D'où

l(n) = n− p[n− 1

p
]

et

(−1)l(n) = (−1)n−p[
n−1
p

] = (−1)n · (−1)−p[
n−1
p

]

= (−1)n−[n−1
p

] = Γp(n)Γp(1− n).

On achève la démonstration du théorème en remarquant que la fonction l (resp.σ) est

continue. En fait l (resp σ) est une fonction localement constante. En e�et, par dé�nition,

pour p 6= 2 et pour n, entier ≥ 0, on a l(n) = k, si n ≡ k( mod p), 1 ≤ k ≤ p.

Ainsi l(x) = k, lorsque x ∈ k + pZp, 1 ≤ k ≤ p− 1 et l(x) = p, lorsque x ∈ pZp. �

Corollaire 3.12. [13]

Si p 6= 2, on a 1
2
∈ Zp et Γp(

1
2
)2 = (−1)

p+1
2 .

Démonstration.

On a

Γp

(
1

2

)2

= Γp

(
1

2

)
Γp

(
1− 1

2

)
= (−1)l(

1
2

)

comme p+ 1 ≡ 1( mod p), alors

p+ 1

2
≡ 1

2
( mod p) et l

(
1

2

)
=
p+ 1

2

Ainsi

Γp

(
1

2

)2

= (−1)
p+1
2

Si p = 4m+ 1, on a

Γp

(
1

2

)2

= (−1)2m+1 = −1

c'est-à-dire que Γp(
1
2
) est une racine carrée de −1 dans Qp. �

3.3 L'étude analytique de la fonction gamma p�adique

Dans cette section nous étudions l'analyticité de la fonction gamma p�adique. On com-

mence par la fonction logp Γp.
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3.3. L'étude analytique de la fonction gamma p�adique

3.3.1 Analyticité de logp Γp sur pZp

Théorème 3.13. [13] La fonction logp ◦Γp(x) est analytique sur pZp, et on a

logp Γp(x) = λ0x−
∞∑
m=1

λm
2m(2m+ 1)

· x2m+1

Où λ0 =
∫
Zp

logp tdt et λm =
∫
Zp
t−2mdt.

Démonstration.

Considérons pour x ∈ Zp et pour tout entier n ≥ 1 , la fonction gn,x : Zp → Cp dé�nie par

gn,x(u) = xn+1

n(n+1)
u−n, pour |u|p = 1 et gn,x(u) = 0, lorsque |u|p < 1. On véri�e facilement

que la fonction gn,x est de classe C1 telle que ‖gn,x‖1 =
|x|n+1
p

|n(n+1)|p . C'est une conséquence

de la convergence de la suite (gn,x)n≥0 dans C1(Zp,Cp).

En fait, la convergence de la série ci-dessus donnant logp ◦Γp(x) est uniforme. Pour cela,

considérons la suite de fonction ϕn : Zp → Cp, n ≥ 1, dé�nies par ϕn(u) = u−2n

si |u|p = 1 et ϕn(u) = 0, pour |u|p < 1. Les fonction ϕn sont de classe C1 tel que

‖ϕn‖1 ≤ 1. Ainsi, on a

|λn|p =

∣∣∣∣ ∫
Up

u−2ndu

∣∣∣∣
p

=

∣∣∣∣ ∫
Zp

ϕn(u)du

∣∣∣∣
p

≤ p

Alors pour x ∈ pZp, on a∣∣∣∣ λn
2n(2n+ 1)

∣∣∣∣
p

|x2n+1|p ≤ p(2n+ 1)p−2n−1

D'où l'on déduit que

lim
n→+∞

sup
x∈pZp

∣∣∣∣ λn
2n(2n+ 1)

x2n+1

∣∣∣∣
p

= 0

et la série λ0x−
∑
n≥1

λn
2n(2n+1)

x2n+1 est uniformément convergente sur pZp. �

Remarque 3.2.

On a |λm|p ≤ p et |λ0|p ≤ 1, en e�et ;

|λ0|p =

∣∣∣∣ ∫
Z∗p

logp tdt

∣∣∣∣
p

= |(logp ◦Γp)′(0)|p

=

∣∣∣∣Γ′p(0)

Γp(0)

∣∣∣∣
p

= |Γ′p(0)|p ≤ 1 car Γp ∈ Zp

et si on dé�nit la norme de f par

‖f‖ = sup{f(x), x ∈ Zp}
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3.3. L'étude analytique de la fonction gamma p�adique

Alors

|λm|p =

∣∣∣∣ ∫
Z∗p

t−2mdt

∣∣∣∣
p

≤ p‖t−2m‖ = p.

Lemme 3.14. [13]

1) La série formelle ϕ(z) = λ0z−
∑
n≥1

λn
2n(2n+1)

z2n+1 converge dans la boule unité ouverte

D−(0, 1) de Cp vers la fonction analytique ψ(x) = λ0x−
∑
n≥1

λn
2n(2n+1)

x2n+1.

2) Posons q = p si p 6= 2 et q = 4 lorsque p = 2.

On a ψ(D+(0, q−1)) ⊂ D+(0, q−1),ou' D+(0, q−1) et la fermé de Cp de centre 0 et

la rayon q−1.

Démonstration.

Pour n ≥ 1, on a∣∣∣∣ λn
2n(2n+ 1)

∣∣∣∣
p

≤ p
1

|2n(2n+ 1)|p
≤ p ·max(2n, (2n+ 1)) = (2n+ 1)p.

On en déduit que

lim sup
n≥1

∣∣∣∣ λn
2n(2n+ 1)

∣∣∣∣ 1
2n+1

p

≤ 1

Donc le rayon de convergence de la série est ≥ 1. Ce qui démontre 1).

lorsque p 6= 2, pour tout x ∈ Cp tel que |x|p ≤ p−1, on a comme dans la démonstration

du théorème ci-dessus∣∣∣∣ λn
2n(2n+ 1)

∣∣∣∣
p

|x2n+1|p ≤ (2n+ 1)p−2n ≤ p−1, ∀n ≥ 1.

Pour n = 0, on déduit que

λ0 =

∣∣∣∣ ∫
Up

logp(u)du

∣∣∣∣
p

=

∫
Zp

∆(logp ◦Γp)(u)du

= (logp ◦Γp)′(0) =
Γ′p(0)

Γp(0)
= Γ′p(0)

Mais |Γp(m)− Γp(0)|p ≤ |p|mp .

Ainsi Γp(m)−Γp(0)

pm
∈ Zp et λ0 = Γ′p(0) = limm→+∞

Γp(pm)−Γp(0)

pm
∈ Zp. Il vient que

|λ0x|p ≤ |x|p ≤ p−1.

�
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3.3. L'étude analytique de la fonction gamma p�adique

Corollaire 3.15. [13][23] Soit x ∈ Zp, on a

Γ′p(x)

Γp(x)
=

∫
Z∗p

logp(x+ t)dt

(logp ◦Γp)′′(x) =

∫
Z∗p

1

x+ 1
dt

Démonstration. On a 1
x+t

= 1
t

1
(1+x

t
)

= 1
t

∑
n≥0

(−1)n x
n

tn
, peut être intégrer terme à terme

∫
Z∗p

1

x+ t
dt =

∑
n≥0

(−1)nxn
∫
Z∗p

t−n−1dt

puisque les intégrales de la fonction impair, il ne reste que la puissance paire de t∫
Z∗p

1

x+ t
dt = −

∑
m≥1

λmx
2m−1

avec λm =
∫
Z∗p
t−2mdt cela con�rmé notre précédente expression pour les coe�cients de

logp ◦Γp. �

3.3.2 Analyticité de Γp sur Zp

Théorème 3.16. [13] Si p 6= 2, Γp est analytique sur pZp.

Démonstration.

Supposons p 6= 2. la fonction ψ(x) = λ0x−
∑
n≥1

λn
2n(2n+1)

x2n+1 étant analytique surD+(0, p−1),

avec ψ(D+(0, q−1)) ⊂ D+(0, q−1) ⊂ Ep, la fonction exp ◦ψ dé�nie sur D+(0, p−1) est ana-

lytique.

D'autre part, si x ∈ pZp ⊂ D+(0, p−1) on a logp ◦Γp(x) ∈ D+(0, p−1).

Ainsi expp ◦ logp ◦Γp = exp ◦ψ est analytique sue pZp.

Mais pour x ∈ pZp, on a |Γp(x)− 1|p ≤ |x|p < 1. D'où

Γp(x) ∈ 1 + pZp ⊂ 1 + Ep.

il vient que

expp(logp ◦Γp(x)) = Γp(x) = expp ◦ψ(x), ∀x ∈ pZp

et donc Γp composée de fonctions analytiques est analytique sur pZp. �

62



3.4. La fonction gamma dans Z2

Théorème 3.17. [13] Si p 6= 2, Γp est localement analytique d'ordre 1 sur Zp et non

analytique sur Zp.

Démonstration.

Puisque Γp(x + 1) = hp(x)Γp(x), avec hp(x) = −x, si |x|p = 1 et hp(x) = −1, lorsque

|x|p < 1, on a

∀j ≥ 1, Γp(x+ j) =

j−1∏
j=0

hp(x+ i) · Γp(x).

Faisons la démonstration pour p 6= 2.

Si 1 ≤ i ≤ p− 1 et x ∈ pZp, on a |x+ i|p = 1 ; d'où

Γp(x+ j) = (−1)j−1

j−1∏
i=0

hp(x+ i) · Γp(x).

Il vient que pour 1 ≤ j ≤ p− 1, la fonction x→ Γp(x+ j) est analytique sur pZp et donc

Γp est analytique sur pZp, 1 + pZp, ..., (p− 1) + pZp. En d'autre termes Γp est analytique

d'ordre 1 sur Zp.

Comme pour x ∈ Zp, on a

Γp(x)Γp(1− x) = (−1)l(x)

Où 1 ≤ l(x) ≤ p est tel que |l(x) − x|p < 1, si Γp était analytique sur Zp, la fonction

x→ (−1)l(x) serait analytique .

Ce qui est absurde,car cette dernière fonction est localement constante. �

3.4 La fonction gamma dans Z2

Dans cette section on va étudier le cas particulier p = 2, on va donner la dé�nition de

Γ2 et quelques propriétés.

Dé�nition 3.18. Soit n un entier naturel non nul. La factorielle 2-adique de n, noté

((n)!)2 est dé�ni par

((n)!)2 =
∏

1≤j≤n,(2,j)=1

j.

Dé�nition 3.19. Soit n un entier naturel non nul, on dé�nit la fonction gamma 2-adique,

on la note Γ2, par :

Γ2(n) = (−1)n
n−1∏

j=1,(2,j)=1

j.
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3.4. La fonction gamma dans Z2

C'est-à-dire que Γ2(n) = (−1)n((n− 1)!)2.

Dé�nition 3.20. Pour x ∈ Z2, on dé�nit la fonction Γ2 par la formule :

Γ2(x) = lim
n→x

(−1)n
∏

1≤j≤n−1,(2,j)=1

j

Proposition 3.21. [23] Pour p = 2, s ≥ 3 on a

2s−1∏
j=0,(j,2)=1

(n+ j) ≡ −1 ( mod 2s).

Démonstration.

Nous montrons par récurrence que les représentants des élément inversible de F d'ordre

2 sont : 1, 2s − 1, 2s−1 − 1, 2s−1 + 1. En e�et ;

Pour s = 3, les élément inversibles de Z/23Z = Z/8Z sont :

1, 3 = 23−1 − 1, 5 = 23−1 + 1, 7 = 23 − 1

Supposons que l'hypothèse de récurrence est varie jusqu'à l'ordre s−1, et montrons qu'elle

reste vraie à l'ordre s. Soit g un élément de F tel que

g2 = 1 =⇒ g2 ≡ 1 mod 2s =⇒ g2 ≡ 1 mod 2s−1

Donc par hypothèse g ∈ {1, 2s−2 − 1, 2s−2 + 1, 2s−1 − 1} mod 2s−1. On va traiter les 4

cas :

1) Si g ≡ 1 mod 2s−1, alors :

g ≡ 1 mod 2s−1 =⇒ ∃k ∈ Z, g = k · 2s−1 + 1

=⇒ g2 = k222(s−1) + k2s + 1 = 2s(k22s−2 + k) + 1

or 0 ≤ g ≤ 2s−1 ce qui nous donne

0 ≤ k2s−1 + 1 ≤ 2s − 1 =⇒ −1 ≤ k ≤ 2 et k ∈ Z

d'où k = 0 =⇒ g = 1 et k = 1 =⇒ g = 2s−1.

2) Si g ≡ 1 mod 2s−1, alors :

g ≡ −1 mod 2s−1 =⇒ g = k · 2s−1 − 1, k ∈ Z

=⇒ g2 = k222(s−1) − k2s + 1 = 2s(k22s−2 − k) + 1

or 0 ≤ g ≤ 2s−1 ce qui nous donne

0 ≤ k2s−1 − 1 ≤ 2s−1 ⇐⇒ 0 ≤ 1

2s−1
≤ k ≤ 2

d'où k = 1 =⇒ g = 2s−1 − 1 et k = 2 =⇒ g = 2s − 1.
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3.4. La fonction gamma dans Z2

3) Si g ≡ (2s−2 + 1) mod 2s−1, alors :

g = k2s−1 + 2s−2 + 1

mais ceci ne donne pas g2 = 1 mod 2s donc ce cas est exclu.

4) Si g ≡ (2s−2 − 1) mod 2s, on aurait pas g2 = 1 mod 2s et ce cas aussi exclu.

Donc les élément de F d'ordre 2 sont : {1, 2s− 1, 2s−1− 1, 2s−1 + 1} et l'hypothèse

de récurrence est vraie à l'ordre s, et on a :∏
g∈F,g2=1

g = 1(2s − 1)(2s−1 − 1)(2s−1 + 1)

= (2s − 1)(2s2s−2 − 1) ≡ 1 mod 2s.

�

Proposition 3.22. la factorielle 2-adique satisfait les congruence suivante

((n+ 2)!)p ≡ ((n)!)p mod 2s, sip = 2.

Théorème 3.23. [13] Si p = 2, Γ2 est localement analytique d'ordre 3 sur Z2 et non

analytique d'ordre 2 sur Z2.

Démonstration.

On montre que Γ2 est analytique sur l'ensemble {x ∈ Q2, |x|2 < 1
22
} donc sur 23Z2.

et comme pour tout 1 ≤ j ≤ 23 − 1 = 7, on a :

Γ2(x+ j) = h2(x)h2(1 + x)...h2(j − 1 + x) · Γ2(x)

Donc

Γ2(x+ j) est analytique sur 23Z2.

Par suite, Γ2 est analytique sur chaque sous ensemble de Z2 de la forme 1 + 23Z2, 2 +

23Z2, ..., 7 + 23Z2 qui sont des disque de rayon 2−3, et donc Γ2 est localement analytique

d'ordre 3. �

Corollaire 3.24. [13]

Soient n, s ∈ N, s ≥ 1 . Pour p = 2 et s 6= 2, on a

Γ2(n+ 2s) ≡ Γ2(n)( mod 2s).
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3.4. La fonction gamma dans Z2

Démonstration. D'après la démonstration du corollaire 3.5, on a∏
j∈I′′s

ϕs(j) =
∏
σ2=1

σ

Si p = 2 alors :

Ou bien s = 1, dans ce cas F1 = {1}. D'où

Γ2(n+ 2) ≡ Γ2(n)( mod 2).

Ou bien s = 2, on a f2 = {1,−1} et

4∏
j=1,(2,j)=1

ϕ2(j) = −1.

D'où

Γ2(n+ 4) ≡ −Γ2(n)( mod 4).

Ou bien s ≥ 3, dans ce cas on voit que

{σ ∈ Gs/σ
2 = 1} = {1,−1, 1 + ϕs(2

s−1),−1 + ϕs(2
s−1}.

D'où∏
σ2

σ = −1 · (1 + ϕs(2
s−1)) · (−1 + ϕs(2

s−1)) = −1 · (−1 + ϕs(2
s−1)) = −1 · −1 = 1

Et Γ2(n+ 2s) = Γ2(n)( mod 2s). �

Théorème 3.25. [13][23] La fonction gamma 2-adique Γ2 : Z2 −→ Q2 est continue.

Soient x, y ∈ Z2, on a :

|Γ2(x)− Γ2(y)|2 ≤ |x− y|2, lorsque |x− y|2 6=
1

4

et

|Γ2(x)− Γ2(y)|2 ≤ 2|x− y|2, lorsque |x− y|2 =
1

4

Démonstration. Montrons d'abord ces relations pour les entiers naturels, en e�et :

soient a, b ∈ N on suppose a < b

Cas 1 : si |b− a|2 = 1, on a

|Γ2(b)− Γ2(a)|2 ≤ max(|Γ2(b)|2, |Γ2(a)|2) ≤ 1 = |b− a|2 (3.2)
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Cas 2 : soit s ∈ N, si |b− a|2 = 1
2s
< 1, alors ∃k ∈ N, b = a+ k2s et (k, 2) = 1, et donc :

Γ2(b) = Γ2(a+ k2s) = (−1)a+k2s
a+k2s−1∏
j=1,(j,2)=1

j

= (−1)a
a−1∏

j=1,(j,2)=1

j · p(−1)a+k2s
a+k2s−1∏
j=a,(j,2)=1

j

= Γ2(a)
a+k2s−1∏
j=a,(j,2)=1

j (3.3)

Alors

|Γ2(b)− Γ2(a)|2 = |Γ2(a)|2
∣∣∣∣ a+k2s−1∏
j=a,(j,2)=1

j

∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣ a+k2s−1∏
j=a,(j,2)=1

j

∣∣∣∣
2

(3.4)

On a
a+k2s−1∏
j=a,(j,2)=1

j =
a+2s−1∏

j=a,(j,2)=1

j ×
a+22s−1∏

j=a+2s,(j,2)=1

j × ...×
a+ki2s−1∏

j=a+(k−1)2s,(j,2)=1

j

Le théorème de Wilson généralisé implique que pour s ≥ 3 chaque facteur de produit

précédent satisfait :

a+k2s−1∏
j=a+(k−1)2s,(j,2)=1

j =
2s−1∏

i=0,(i,2)=1

(a+ (k − 1)2s + i) ≡ 1 mod 2s,∀k ≥ 1

Alors
a+k2s−1∏
j=a,(j,2)=1

j − 1 ≡ 1− 1 mod 2s ≡ 0 mod 2s

Ce qui implique

|Γ2(b)− Γ2(a)|2 =

∣∣∣∣ a+k2s−1∏
j=a,(j,2)=1

j − 1

∣∣∣∣
2

≤ 1

2s
= |b− a|2

Nous étudions les cas possible de s :

1) Pour s = 0, on a :

|b− a|2 =
1

20
= 1 (le cas prcdent)

2) Pour s = 1, on a :

|b− a|2 =
1

20
et |Γ2(b)− Γ2(a)|2 ≡ 1− 1 mod 2 ≡ 0 mod 2

Donc

|Γ2(b)− Γ2(a)|2 ≤
1

2
= |b− a|2

Donc pour s 6= 2, a, b ∈ N, |b− a|2 = 1
2s

on a :

|Γ2(b)− Γ2(a)|2 ≤ |b− a|2
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3) Pour s = 2 , |b− a|2 = 1
4
on a :

a+k22−1∏
j=a,(j,2)=1

j =
22−1∏

α=0,(α,2)=1

(a+α) =
3∏

α=0,(α,2)=1

(a+α) ≡ 1×3 mod 2s ≡ −1 mod 2s

car a et (a+ 2) sont de mémé parité ainsi que (a+ 1) et (a+ 3)

de mémé pour

a+k2s−1∏
j=a+(k−1)2s,(j,2)=1

j ≡ 1× 3 mod 22 ≡ −1 mod 22

D'où

n+k2s−1∏
i=a,(i,2)=1

j ≡ (−1)(−1)...(−1) mod 22 ≡ (−1)k mod 22

≡ −1 mod 22 (3.5)

et (k, 2) = 1

Par suite :
2s−1∏

i=0,(i,2)=1

j − 1 ≡ −1− 1 mod 22 ≡ 2 mod 22

Ce qui implique ∣∣∣∣ a+k2s−1∏
j=a,(j,2)=1

j − 1

∣∣∣∣
2

= |2|2 =
1

2

et donc

|Γ2(b)− Γ2(a)|2 =
1

2
= 2

1

22
= 2|b− a|2

Par passage à la limite on trouve que la propriété reste vraie pour les entiers 2-

adiques.

�

Théorème 3.26. [13] (Formule des compléments)

Pour p = 2 et x =
∑
i≥0

aix
i ∈ Z2, ai ∈ {0, 1}, posons σ(x) = a1. Alors

Γ2(x)Γ2(1− x) = (−1)σ(x)+1.

Démonstration. Rappelons que

Γp(n)Γp(1− n) = (−1)n−[n−1
p

], ∀n ≥ 0.
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Par dé�nition on a pour n ≥ 0, n = mp+l(n), 1 ≤ l(n) ≤ p. Dans le cas p = 2, considérons

le développement 2-adique n = a0 + a12 + ...+ at2
t de n.

Ou bien a0 = 1, alors on a

n− 1 = a12 + ...+ at2
t

et

[
n− 1

2
] = a12 + ...+ at2

t−1

D'où

n− [
n− 1

2
] = 1 + a1 + (2− 1)2a2 + ...+ (2− 1)at2

t−1

= 1 + σ(n) + 2q.

il vient que

(−1)n−[n−1
p

] = (−1)1+σ(n)

Ou bien a0 = 0, alors

n− 1 = −1 + a12 + ...+ at2
t = 1− 2 + a12 + ...+ at2

t

et

[
n− 1

2
] = −1 + a12 + ...+ at2

t−1

Il vient que

n− [
n− 1

2
] = 1− a1 − (a1 − a2)2 + ...+ (at − at−1)2t−1 + at2

t

Ainsi, on obtient

(−1)n−[n−1
p

] = (−1)1−σ(n)

= (−1)1+σ(n).

On a donc démontre que Γ2(n)Γ2(1− n) = (−1)1+σ(n), ∀n ≥ 0.

On achève la démonstration du théorème en remarquant que la fonction l (resp.σ) est

continue. En fait l (resp σ) est une fonction localement constante. En e�et, par dé�nition,

pour p = 2, on a σ(x) = 0, si x ∈ 4Z2 ∪ (1 + 4Z2) et σ(x) = 1, lorsque x ∈ (2 + 4Z2) ∪

(3 + 4Z2). �

Théorème 3.27. [13][23] (Formule de Multiplication)

Soit m ≥ 1 Alors

m−1∏
j=0

Γ2

(
x+ j

m

)
=

m−1∏
j=0

Γ2

(
j

m

)
·m−σ(x) · Γ2(x)
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3.4. La fonction gamma dans Z2

Démonstration. Pour p = 2, fm(n) = m−σ(n) · fm(0) C'est à-dire :

m−1∏
j=0

Γ2(
n+ j

m
) =

m−1∏
j=0

Γ2(
j

m
) ·m−σ(n) · Γ2(n).

Ces formules sont celles du théorème aux valeurs entières ensuite on passe à la limite. �

Théorème 3.28. [13] Si p = 2, Γp est analytique sur 23Z2.

la fonction G2 dé�nie en posant G2(x) = Γ2(x), lorsque |x|2 < 4−1 et G2(x) = −Γ2(x),

pour |x|2 = 4−1, est analytique sur 4Z2.

Démonstration.

Pour p = 2 on a

log2G2(x) = log2 Γ2(x) pour tout |x|2 = 4−1

on a la fonction exp ◦t est analytique sur l'ensemble {x ∈ Q2, |x|2 ≤ 4−1}, on a

x ∈ Q2, |x|2 ≤ 4−1 ⇒ |Γ2(x)− Γ2(0)|2 < 4−1 ⇒ |Γ2(x)− 1|2 < 4−1 ⇒ Γ2 ∈ 1 + E

Pour x ∈ Q2, |x|2 ≤ 4−1, on a | − Γ2(x)− 1|2 < 4−1

Et donc pour tout x ∈ Q2, |x|2 ≤ 4−1, G2(x) ∈ 1 + E

Par suite la fonction G2 égal à exp · log2 ·G2 est analytique sur {x ∈ Q2, |x|2 ≤ 4−1}. �

Lemme 3.29. [13]

1) La série formelle ϕ(z) = λ0z−
∑
n≥1

λn
2n(2n+1)

z2n+1 converge dans la boule unité ouverte

D−(0, 1) de Cp vers la fonction analytique ψ(x) = λ0x−
∑
n≥1

λn
2n(2n+1)

x2n+1.

2) Posons q = p si p 6= 2 et q = 4 lorsque p = 2.

On a ψ(D+(0, q−1)) ⊂ D+(0, q−1),ou' D+(0, q−1) et la fermé de Cp de centre 0 et

la rayon q−1.

Démonstration.

1) véri�er (Lemme 3.14) pour p = 2 et pou tout x ∈ C2 tel que |x|p ≤ 4−1, on a∣∣∣∣ λn
2n(2n+ 1)

∣∣∣∣
p

|x2n+1|p =
|λn|p
|2n|p

|x2n+1|p ≤
2 · 2−2n−2

2−1|n|p
=

2−2n

|n|p
≤ n2−2n ≤ 2−2, ∀n ≥ 1.

Pour n = 0, on voit comme ci-dessus que |λ0x|p ≤ q−2.

Alors, puisque l'on a pour |x|p ≤ q−1, λnx2n+1 ∈ D+(0, q−1), ∀n ≥ 0, on a obtient

ψ(D+(0, q−1)) ⊂ D+(0, q−1). �
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Chapitre 4
Applications de la fonction gamma p-adique

4.1 L'analogue p-adique de la factorielle de Roman

4.1.1 Dé�nition et propriétés

Dé�nition 4.1.

Soit m ∈ Z, le Roman de m noté bme est dé�ni par :

bme =

m, si m 6= 0

1, si m = 0

On a la dé�nition suivante :

Dé�nition 4.2.

Soit un entier réel m, on dé�nit la factorielle de Roman notée bme! par :

bme! =

m!, si m ≥ 0

(−1)m+1

(−1−m)!
, si m < 0

Proposition 4.3. [24] Soit un entier réel m, alors :

1) bme! = bnebm− 1e!.

2) bme!
bm−ke! = bm− k + 1e si k > 0.
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Proposition 4.4. [24](Théorème de Knuth) Pour tout entier m, on a la relation

suivante :

bme!b−m− 1e! =

(−1)m, si m < 0

(−1)m+1, si m ≥ 1

Démonstration. On a

1) Si m ≥ 0. Alors (−1−m) < 0, donc bme! = n! et

b−m− 1e! =
(−1)m

(−(−m− 1)− 1)!
=

(−1)m

m!

C'est-à-dire

bme!b−m− 1e! = m!
(−1)m

m!

= (−1)m.

2) Si m < 0. Donc (−m− 1) ≥ 0, alors

bme! =
(−1)m+1

(−m− 1)!
et b−m− 1e! = (−m− 1)!

D'où

bme!b−m− 1e! = m!
(−1)m+1

(−m− 1)!
(−m− 1)!

= (−1)m+1.

�

Dé�nition 4.5. Soit un entier m, on dé�nit l'analogue p-adique de la factorielle de

Roman notée bme!p par la relation suivante :

bme!p =

(m!)p, si m ≥ 0

(−1)m+1

((−m−1)!)p
, si m < 0

4.1.2 Relation avec Γp

Proposition 4.6. [7] Pour Soit m ∈ Z, on a la relation suivante :

bme!p =

(−1)m+1Γp(m+ 1), si m ≥ 0

(−1)m+1−[−m+1
p

]Γp(m+ 1), si m < 0
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Démonstration. D'après le théorème (3.11) de la fonction gamma p-adique, on a

Γp(m+ 1)Γp(−m) = (−1)m+1+[m
p

]

Pour k = −m ∈ Z∗−, alors

Γp(k)Γp(1− k) = (−1)1−k+[− k
p

]

Donc

Γp(k) =
(−1)1−k+[− k

p
]

Γp(1− k)
=

(−1)1−k+[− k
p

]

(−1)1−k((1− k − 1)!)p

=
(−1)[− k

p
]

((−k)!)p
.

alors pour tout entier m on a

Γp(m+ 1) =

(−1)m+1(m!)p, si m ≥ 0

(−1)
[−m+1

p ]

((−m−1)!)p
, si m < 0

�

Proposition 4.7. [7] La fonction b.e!p véri�e la relation fonctionnelle suivante :

bm+ 1e!p = bm+ 1epbme!p

Avec le nombre de Roman p-adique donné par :

bmep =

m, si |m|p = 1

1, si |m|p < 1

Démonstration. On a les cas suivants :

1) Si m > 0, nous avons

bm+ 1e!p = ((m+ 1)!)p =
m+1∏

j=0,(j,p)=1

j

=
m∏

j=0,(j;)=1

jbm+ 1ep

= bme!pbm+ 1ep
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2) Si m < 0, nous avons

bm+ 1e!p =
(−1)m+1+1

((−(m+ 1)− 1)!)p
=

(−1)m

((−m− 2)!)p

=
(−1)m

−m−2∏
j=1,(j,p)=1

j

=
(−1)m

−m−1∏
j=0,(j,p)=1

j

b−(m+ 1)ep

=
(−1)m+1

−m−1∏
j=1,(j,p)=1

j

bm+ 1ep

= bme!pbm+ 1ep

�

Proposition 4.8. [7] La fonction bme!p véri�e la relation suivante :

bme!pb−m− 1e!p =

(−1)m, si m ≥ 0

(−1)m+1, si m < 0

Démonstration. On va étudier deux cas :

1) Si m ≥ 0, on a

b−m− 1e!p =
(−1)m

((−(m+ 1)− 1)!)p
et bme!p = ((m)!)p

Alors

bme!pb−m− 1e!p = ((m)!)p ·
(−1)m

((−(m+ 1)− 1)!)p

=
(−1)m · ((m)!)p

((m)!)p

= (−1)m.

2) Si m < 0, on a

bme!p =
(−1)m+1

(−(m+ 1)!)p
et b−m− 1e!p = ((−m− 1)!)p

Alors

bme!pb−m− 1e!p =
(−1)m+1

(−(m+ 1)!)p
· ((−m− 1)!)p

=
(−1)m · ((−m− 1)!)p

((−m− 1)!)p

= (−1)m+1.

�
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4.2 Congruences de Kazandzidis

Comme deuxième application, on va utiliser la fonction gamma p-adique pour démontrer

des congruences pour les coe�cients binomiaux, qui généralisent la congruence classique

suivante : (
pn

pk

)
≡
(
n

k

)
(mod pnZp).

Théorème 4.9. [23] Pour p ≥ 5, nous avons(
pn

pk

)
≡
(
n

k

)
(mod p3nk(n− k)

(
n

k

)
Zp). (4.1)

Pour p = 3, on a (
3n

3k

)
≡
(
n

k

)
(mod 32nk(n− k)

(
n

k

)
Z3). (4.2)

Démonstration. La forme de ces congruences suggère que nous devrions prouver (lorsque

p ≥ 5) (
pn

pk

)
/

(
n

k

)
= 1 (mod p3nk(n− k)

(
n

k

)
Zp).

Il est clair que le côté gauche est une unité p-adique, on peut l'exprimer en termes de Γp

comme suit : (
pn

pk

)
/

(
n

k

)
=

Γp(pn)

Γp(pk)Γp(pl)
(k + l = n).

La congruence de Kazandzidis indique que cette unité appartient à un sous-groupe

1+prZp ⊂ Z∗p avec un entier r > 0 bien déterminé. L'unité précédente peut être étudié au

moyen du logarithme : Nous avons en e�et prouvé que | logp ξ|p = |ξ− 1|p si |ξ− 1|p < rp,

avec rp = 1

p
1

1−p
. D'autre part, nous avons également |Γp(x) − 1|p ≤ |x|p. Donc, on peut

démontrer que

Γp(px) ∈ 1 + pZp (x ∈ Zp).

Puisque nous supposons p ≥ 3, nous avons |p|p < rp, et la propriété isométrique du

logarithme est valable pour ξ = Γp(px), ξ = Γp(py) et ξ = Γp(px+ py), (x, y ∈ Zp). Par

conséquence ∣∣∣∣ Γp(px+ py)

Γp(px)Γp(py)
− 1

∣∣∣∣
p

=

∣∣∣∣ logp
Γp(px+ py)

Γp(px)Γp(py)

∣∣∣∣
p

(x, y ∈ Zp). (4.3)

Introduisons la série de puissance (tous ses coe�cients sont en pZp, comme on va le voir

dans le théorème suivant)

f(x) = logp Γp(px) = λ0px−
∑
n≥1

λn
2n(2n+ 1)

p2n+1x2n+1.
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Ceci est une fonction impaire (c'est aussi une conséquence de la relation de Legendre, qui

implique Γp(px) · Γp(−px) = 1. Nous avons, donc∣∣∣∣ logp
Γp(px+ py)

Γp(px)Γp(py)

∣∣∣∣
p

= |f(x+ y)− f(x)− f(y)|p. (4.4)

Comme le terme linéaire de f(x+ y)− f(x)− f(y) disparaître, et de plus on a

|f(x+ y)− f(x)− f(y)|p < C · |xy(x+ y)|p

où la constante C est le sup de la valeur absolue des coe�cients de f (d'indice n ≥ 3).

Ici, nous avons besoin d'examiner attentivement ces coe�cients. Les congruences de Ka-

zandzidis découleront du prochain théorème. �

Théorème 4.10. [23] Soit f(x) = logp Γp(px) (x ∈ Zp). Alors :

1) f est donner par une série restreinte ayant tous ses coe�cients dans pZp.

2) |f(x+ y)− f(x)− f(y)|p ≤ |p3xy(x+ y)|p.

Démonstration. On commence par

f(x) = λ0px−
∑
n≥1

λn
2n(2n+ 1)

p2n+1x2n+1.

1) Le rayon de convergence de f est p > 1. Donc la série de f(x) est une série de

puissance restreinte

f(x) = λ0px− p
∑
n≥1

pλn ·
p2n−1

2n(2n+ 1)
x2n+1.

nous avons que λ0 ∈ Zp et pλn ∈ Zp, (n ≥ 1) il su�t de constater que

p2n−1

2n(2n+ 1)
∈ Zp (n ≥ 1).

C'est évident pour n = 1 et n = 2, et pour p ≥ 3 découle du lemme ci-dessous.

2) On va répéter l'expression de f(x+ y)− f(x)− f(y), dans ce qui suit :

− λ1

2 · 3
p3((x+ y)3 − x3 − y3)− λ2

4 · 5
p5((x+ y)5 − x5 − y5)− ...

le premier terme dans cette expression est

λ1

2 · 3
p3 · 3(x2y + xy2) ≡ b2

2
p3xy(x+ y) =

1

22 · 3
p3xy(x+ y) mod Zp.
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Quand p est plus grand que 3, alors ce terme est égale à p3xy(x+ y) mod Zp. Or

que, pour p = 3 est égale à 32xy(x + y) mod Z3. Le terme suivant est traiter de

la même façon : ∣∣∣∣ λ2

4 · 5
p5xy(x+ y)

∣∣∣∣
p

≤
∣∣∣∣ b4

4 · 5
p5xy(x+ y)

∣∣∣∣
p

=

∣∣∣∣ 1

4 · 52 · 6
p5xy(x+ y)

∣∣∣∣
p

.

Quand p = 3, il y a un facteur 34 qui rend ce terme plus petit que le premier.

Quand p = 5, il y a à toujours un facteur 53 de la même taille que dans le primer

terme. Quand p > 5, le facteur p5 rend ce terme strictement plus petit que le

premier. Les terme suivant sont traités dans le lemme suivant :

�

Lemme 4.11. [23] Pour n ≥ 3, on a

∣∣∣∣ p2n−3

2n(2n+1)

∣∣∣∣
p

≤ 1.

Démonstration. On va estimer la valuation p-adique de la fraction :

2n− 3− υp(2n(2n+ 1)) ≥ 2n− 3− υp(2n+ 1)!

≥ 2n− 3− 2n+ 1− Sp(2n+ 1)

p− 1

≥ 2n− 3− 2n+ 1− 1

p− 1

≥ 2n− 3− 2n

2

≥ n− 3 ≥ 0.

donc 2n− 3 ≥ υp(2n(2n+ 1))

⇒ p−2n−3 ≤ υp(2n(2n+ 1))

⇒ |p−2n−3|p ≤ |2n(2n+ 1)|p. �
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4.3 Fonction bêta p-adique

Dé�nition 4.12.

Soit a, b ∈ Zp. La fonction bêta p-adique βp : Zp × Zp est dé�ni par la formule suivante :

βp(a, b) =
Γp(a)Γp(b)

Γp(a+ b)
.

Théorème 4.13. [21] Pour tout a, b ∈ Zp. La fonction bêta p-adique βp est symétrique,

i.e :

βp(a, b) = βp(b, a). (4.5)

Théorème 4.14. [21] Pour tout a, b ∈ Zp, on a

βp(a, b)βp(a+ b, 1− b) =


(−1)l(b)

hp(a)
, si p 6= 2

(−1)σ1(b)+1

hp(a)
, si p = 2

avec

hp(a) =

−a, si |a|p = 1

−1, si |a|p < 1

et l : Zp −→ {1, 2, ..., p} attribue à a ∈ Zp son résidu ∈ {1, 2, ..., p} modulo pZp et σ1 est

dé�ni par la formule

σ1

(
∞∑
j=0

cj2
j

)
= c1.

Démonstration. Soit p 6= 2, par la dé�nition 4.12. et le théorème 4.13. on a

βp(a, b)βp(a+ b, 1− b) =
Γp(a)Γp(b)Γp(a+ b)Γp(1− b)

Γp(a+ b)Γp(a+ 1)

=
Γp(a)Γp(b)Γp(1− b)

Γp(a+ 1)

=
Γp(a)Γp(b)Γp(1− b)

Γp(a)hp(a)

=
Γp(b)Γp(1− b)

hp(a)

Donc :

βp(a, b)βp(a+ b, 1− b) =
(−1)l(b)

hp(a)
.

de la même manière on peut prouver par de théorème pour p = 2. �
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Théorème 4.15. [21] Pour tout a, b ∈ Zp, on a l'égalité suivante :

βp(a, b+ 1) =
hp(b)

hp(a+ b)
βp(a, b). (4.6)

Démonstration. Par la dé�nition 4.12. et le théorème 4.13. on a

βp(a, b+ 1) =
Γp(a)Γp(b+ 1)

Γp(a+ b+ 1)

=
Γp(a)hp(b)Γp(b)

Γp((a+ b) + 1)

=
Γp(a)hp(b)Γp(b)

Γp(a+ b)hp(a+ b)

=
hp(b)

hp(a+ b)

Γp(b)Γp(b)

Γp(a+ b)

=
hp(a)

hp(a+ b)
βp(a, b).

�

Théorème 4.16. [21] Pour tout a, b ∈ Zp, on a l'égalité suivante :

βp(a+ 1, b) =
hp(a)

hp(a+ b)
βp(a, b). (4.7)

Démonstration. Nous faisons les mêmes étapes en théorème 4.15. �

Corollaire 4.17. [21] Pour tout a, b, c ∈ Zp, on a

βp(a, b)βp(a+ b, c)Bp(a+ b+ c, w) =
Γp(a)Γp(b)Γp(c)Γp(w)

Γp(a+ b+ c+ w)
. (4.8)

Démonstration. D'après la dé�nition 4.12. on a

βp(a, b)βp(a+ b, c)βp(a+ b+ c, w) =
Γp(a)Γp(b)Γp(a+ b)Γp(c)βp(a+ b+ c)Γp(w)

Γp(a+ b)βp(a+ b+ c)βp(a+ b+ c+ w)

=
Γp(a)Γp(b)Γp(c)Γp(w)

βp(a+ b+ c+ w)

�

Théorème 4.18. [21] Pour tout a, b ∈ Zp, on a L'égalité suivante

βp(a, 1− a) =

(−1)l(a)+1, si p 6= 2

(−1)σ1(b)+2, si p = 2
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4.3. Fonction bêta p-adique

Démonstration. On sait que Γp(1) = −1, d'après la dé�nition 4.12. on a :

βp(a, 1− a) =
Γp(a)Γp(1− a)

Γp(a+ 1− a)

=
Γp(a)Γp(1− a)

Γp(1)

si p 6= 2, alors

βp(a, 1− a) = −(−1)l(a) = (−1)l(a)+1

et si p = 2, alors

βp(a, 1− a) = −(−1)σ1(b)+1 = (−1)σ1(b)+2.

�
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