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INTRODUCTION

Ce mémoire est consacré à l’étude de théorème d’inversion locale pour les fonctions
analytiques sur le corps Cp, ce dernier est le complété de la clôture algébrique de corps
des nombres p-adiques Qp.
Le corps Qp des nombres p-adiques peut être construit par complétion de Q, d’un façon
analogue à la construction des nombres réels par les suites de Cauchy, mais pour une
norme nommée norme p-adique. Ce corps découvert par Kurt Hensel en 1897.
Un nombre p-adique peut aussi se concevoir comme une suite de chiffres en base p, éven-
tuellement infinie à gauche de la virgule (mais toujours finie à droite de a virgule), avec
une addition et une multiplication qui se calculent comme pour les nombres décimaux
usuels.

Notre mémoire est réparti sur l’introduction générale et trois chapitres.
Dans le premier chapitre, on commence par des notions générales sur l’analyse non-
archimédinne ( la norme non-archimédinne, la valuation, . . . ). Puis, on construit le
corps des nombres p-adiques Qp qui est le complété de Q muni de la norme p-adique |.|p.
Ce corps se comporte de façon très différente du R ( si une suite (an)n converge vers
un élément non nul, alors (|an|p)n est constante à partir d’un certain rang, et une série
converge si et seulement si son terme général tende vers 0, . . . ). Enfin, comme la clô-
ture algébrique de Qp n’est pas un corps complet, nous avons besoin de la complété pour
former un corps plus grand noté Cp complet et algébriquement clôs.

Dans le deuxième chapitre, on s’intéresse au théorème d’inversion locale pour les fonc-
tions analytiques complexes p-adiques. Pour cela, on présente les fonctions et les séries
entières dans Cp. Ensuite, on va étudier la distribution des zéros des fonctions analytiques
( Polygone de valuation p-adique, la fonction de valuation et la formule de Jensen pour les
fonctions analytique) qui jouent un rôle très important dans l’étude d’image d’un disque
par une fonction analytique p-adique.
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Dans le troisième chapitre, on a appliqué le théorème d’inversion locale p-adique sur
la factorisation des fonctions entières p-adiques. On commence par rappeler quelques
résultats de la factorisation et on remarque que c’est pas facile de construire des fonctions
entières premières et pseudo premières. Pour cela, on applique le théorème d’inversion
locale et on trouve que pour toute fonction entière f qui n’est pas première, on peut
trouver des fonctions premières par l’ajout ou la multiplication de f par une fonction
affine (z 7−→ az + b).



NOTATION

Nous utilisons les notations suivante :

p : Un nombre premier, p=2, 3, 5, 7, 11, ...

F[[X]] : Le corps des séries formelles sur F.

F[X] : L’ensemble des polynômes à coefficient dans F.

d(a, r) : Le disque fermé de centre a et de rayon r.

d(a, r−) : Le disque ouvert de centre a et de rayon r.

D(a, r) : L’un ou l’autre de ses deux disque .

C(a, r) : Le cercle de centre a et de rayon r.

vp(x) : La valuation p-adique de x.

|.|p : La valeur absolue p-adique.

Zp : Anneau des entiers p-adiques.

Z∗p : Le groupe des unités p-adiques.

Qp : Le corps des nombres p-adiques (corps des fractions de Zp).

Qp : La clôture algébrique de corps Qp.

Cp : Le corps des nombres complexes p-adiques.

|C∗p|p : L’ensemble des puissances rationnelles de p.

A(d(a, r)) : L’ensemble des fonctions analytiques sur d(a, r).

9
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A(Cp) : L’ensemble des fonctions entières sur Cp.

A(Cp)\Cp[x] : L’ensemble des fonctions entières transcendantes sur Cp.

M(Cp) : L’ensemble des fonctions méromorphes sur Cp.

‖f‖ = |f |(r) : Le module de maximum.

vf : La fonction de valuation p-adique.

N(f, ρ) : Le nombre des zéros de f dans le disque d(0, ρ).

n(f, ρ) : Le nombre des zéros de f dans le disque d(0, ρ−).

A(f, ρ) : Le nombre des zéros de f sur le cercle C(0, ρ).

d+

du
: La dérivée à droite.

d−

du
: La dérivée à gauche.



CHAPITRE 1

PRÉLIMINAIRES SUR L’ANALYSE
NON-ARCHIMÉDINNE

Le but de ce chapitre est de construire le corps des nombres p-adiques, et de donner
quelques définitions et les propriétés sur l’analyse non-archimédinne.

1.1 Normes sur un corps

Définition 1.1 Une norme sur F est une application ‖.‖ : F → R+ vérifiant les trois
conditions suivantes

1. ‖x‖ = 0⇔ x = 0.

2. ‖x.y‖ = ‖x‖.‖y‖, ∀x, y ∈ F.

3. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖, ∀x, y ∈ F. (inégalité triangulaire)

En appelle la distance induite sur F par ‖.‖ la distance d définie par

∀x, y ∈ F, d(x, y) = ‖x− y‖.

Définition 1.2 [13] On dit que la norme est non-archimédinne si on a

‖x+ y‖ ≤ max
{
‖x‖, ‖y‖

}
, ∀x, y ∈ F (Inégalité triangulaire fort).

Remarque 1.1 Lorsque F est muni d’une norme non-archimédinne on dit F est un corps
non-archimédinne et dans le cas contraire on dit que F est un corps archimédinne.

11
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Exemple 1.1 Il ya toujours sur un corps F au moins une norme, à savoir l’application
‖.‖ : F→ R+ définie par

||x|| =

1, x 6= 0,

0, x = 0,

cette norme est dit norme triviale. De plus, c’est une norme non-archimédinne car

‖x+ y‖ ≤ max
{
‖x‖, ‖y‖

}
, ∀x, y ∈ F.

En effet
Si x 6= 0, y 6= 0 et x+ y 6= 0. On a ‖x+ y‖ = 1, donc

max
{
‖x‖, ‖y‖

}
= max

{
1, 1

}
= 1 ≤ 1.

Théorème 1.1 [13] (Caractéristique des normes non-archimédinne).
Soit (F, ||.||) un corps valué. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. ‖n‖ ≤ 1, pour tout entier n ≥ 0.

2. ‖x+ y‖ ≤ max
{
‖x‖, ‖y‖

}
, ∀x, y ∈ F.

Preuve :

1− On suppose que ||x+ y|| ≤ max
{
‖x‖, ‖y‖

}
est vérifie et on montre par récurrence

que ||n|| ≤ 1 pour tout entier n ≥ 0.
Pour n = 0, on a ||n|| = ||0|| = 0 ≤ 1. Et pour n = 1, on a ||n|| = ||1|| = 1 ≤ 1.
On suppose que ||n|| ≤ 1 et vraie pour n ≥ 0, et on montre que ||n+ 1|| ≤ 1.
On a

||n+ 1|| ≤ max
{
||n||, ||1||

}
≤ 1,

d’où
||n+ 1|| ≤ 1,

alors, ||n|| ≤ 1, ∀n ∈ N.

2− Pour la deuxième implication on suppose que ||n|| ≤ 1, pour tout n ∈ N et on
montre que ||x+ y|| ≤ max

{
‖x‖, ‖y‖

}
pour tout x, y ∈ F. Pour tout n ∈ N∗, on a

||x+ y||n = ||(x+ y)n|| =
∣∣∣∣∣∣ n∑
k=o

(
n

k

)
xkyn−k

∣∣∣∣∣∣
≤

n∑
k=0

∣∣∣∣∣∣(n
k

)∣∣∣∣∣∣.||xk||.||yn−k||
≤

n∑
k=0

1.||x||k.||y||n−k.
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Et comme on a

||x|| ≤ max
{
||x||, ||y||

}
et ||y|| ≤ max

{
||x||, ||y||

}
,

alors

||x||k ≤
(

max
{
||x||, ||y||

})k
et ||y||n−k ≤

(
max

{
||x||, ||y||

})n−k
,

d’où

||x+ y||n ≤
n∑
k=0

(
max

{
||x||, ||y||

})n
≤ (n+ 1)

(
max

{
||x||, ||y||

})n
.

Donc
||x+ y|| ≤ (n+ 1) 1

n max
{
||x||, ||y||

}
.

Par passage à la limite de n on obtient

||x+ y|| ≤ max
{
||x||, ||y||

}
.

Conséquence 1.1 (F, ‖.‖) archimédinne ⇔ ∃ n0 ∈ Z, ‖n0‖ > 1.

Proposition 1.1 [13] Soit a et x deux éléments d’un corps non-archimédinne (F, ||.||).
On a

||x− a|| < ||a|| ⇒ ||x|| = ||a||.

C’est la propriété des triangules isocèles.

Preuve : On suppose que ||x− y|| < ||y||, on a

||x|| = ||x− y + y|| ≤ max
{
||x− y||, ||y||

}
= ||y||,

d’autre part on a
||y|| = ||y − x+ x|| ≤ max

{
||y − x||, ||x||

}
.

Si max
{
||y − x||, ||x||

}
= ||y − x||, alors

||y|| ≤ ||y − x|| = ||x− y||.

C’est une contradiction avec
||x− y|| < ||y||,

donc
max

{
||y − x||, ||x||

}
= ||x||.

D’où ||y|| ≤ ||x|| , alors ||x|| = ||y||.
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Remarque 1.2 Dans un corps non-archimédinne F, on a

‖x‖ 6= ‖y‖ ⇒ ‖x+ y‖ = max
{
‖x‖, ‖y‖

}
.

Lemme 1.1 (Normes équivalentes dans un corps).
Soient ‖.‖1 et ‖.‖2 deux normes sur le corps F. Les normes ‖.‖1 et ‖.‖2 sont équivalentes
(‖.‖1 ∼ ‖.‖2) si et seulement si

∀(an)n∈N ⊂ F et a ∈ F : an −−→
||.||1

a⇔ an −−→
||.||2

a,

i.e. ||an − a||1 −→ 0⇔ ||an − a||2 −→ 0.

Proposition 1.2 [13] Soient ‖.‖1 et ‖.‖2 deux normes équivalentes sur le corps F on a

1. ‖x‖1 < 1⇔ ‖x‖2 < 1, ∀x ∈ F.

2. ‖x‖1 = 1⇔ ‖x‖2 = 1, ∀x ∈ F.

3. ‖x‖1 > 1⇔ ‖x‖2 > 1, ∀x ∈ F.

Théorème 1.2 Soient ‖.‖1 et ‖.‖2 deux normes définies sur F, on a l’équivalence

‖.‖1 ∼ ‖.‖2 ⇔ ∃ α > 0 : ‖x‖2 = ‖x‖α1 , ∀x ∈ F.

Preuve : L’implication réciproque est évidente grâce au Lemme 1.1. Pour l’implication
directe, si ‖.‖2 est triviale et ‖.‖2 ∼ ‖.‖1, alors d’après 3) de la Proposition 1.2 on a ‖.‖1

est triviale car si

‖x‖2 =

0, si x = 0,

1, si x 6= 0,

alors

‖x‖1 =

0, si x = 0,

1, si x 6= 0,

D’ou ‖.‖1 = ‖.‖2, α = 1.
On suppose que ‖.‖2 n’est pas triviale, alors il existe a ∈ F tel que ‖a‖ 6= 1. On prend
‖a‖1 < 1 (si |a‖1 > 1 on prend a′ = a−1 ) et on pose

α = log ‖a‖2

log ‖a‖1
,

donc α > 0, car ‖a‖1 < 1⇒ ‖a‖1 < 1 (d’après 1 de la Proposition 1.2).
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a) Soit ‖x‖1 < 1 et S = {r = m
n
,m, n ∈ N, ‖x‖r1 ≤ ‖x‖1}, alors on a

‖x‖m1 ≤ ‖a‖n1 , ∀r ∈ S,

d’où ∥∥∥∥xman
∥∥∥∥

1
< 1⇒

∥∥∥∥xman
∥∥∥∥

2
< 1.

Donc il ya un équivalente entre ‖x‖r1 ≤ ‖a‖1 et ‖x‖r2 ≤ ‖a‖2, par conséquent S
s’écrire sous la forme

S =
{
r = m

n
;m,n ∈ N, ‖x‖r2 ≤ ‖a‖2

}
,

et par introduction de log on a

S =
{
r ∈ Q : r ≥ log ‖a‖2

log ‖x‖2

}
=
{
r ∈ Q : r ≥ log ‖a‖2

log ‖x‖2

}
.

Alors on a
log ‖a‖2

‖x‖2
= log ‖a‖1

‖x‖1
= inf S.

d’où
log ‖a‖2

log ‖a‖1
= log ‖x‖2

log ‖x‖1
= α,

donc log ‖x‖2 = log ‖x‖α1 , alors ‖x‖2 = ‖x‖α1 .

b) Si ‖x‖1 > 1 on a

S =
{
r ∈ Q : r ≤ log ‖α‖2

‖x‖2

}
=
{
r ∈ Q : r ≤ log ‖α‖1

‖x‖1

}
.

Alors on a
log ‖a‖2

‖x‖2
= log ‖a‖1

‖x‖1
= supS,

d’où
log ‖a‖2

log ‖a‖1
= log ‖x‖2

log ‖x‖1
= α,

donc log ‖x‖2 = log ‖x‖α1 , alors ‖x‖2 = ‖x‖α1 .

c) Si ‖x‖1 = 1, on a ‖x‖2 = 1. D’où α = 1.

Définition 1.3 (La valuation).
Une valuation v sur F est une application de F dans R∪{+∞} vérifiant les trois condition
suivantes :

1) v(x) = +∞⇔ x = 0.

2) v(xy) = v(x) + v(y),∀x, y ∈ F.

3) v(x+ y) ≥ min
{
v(x), v(y)

}
,∀x, y ∈ F.
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Exemple 1.2 Pour tout f ∈ F[[X]], on a

f(X) =
∑

0≤n0≤n
anX

n, an0 6= 0.

Si on pose v(f) = n0 et v(0) = +∞ , donc on a

1. v(f) = +∞⇔ f ≡ 0.

2. v(f.g) = v(f) + v(g).

3. v(f + g) ≥ min
{
v(f), v(g)

}
.

De plus, si l’on pose ‖f‖ = a−v(f), a > 1 on définit une valeur absolue ultramétrique sur
le corps F[[X]].
En effet

1. Soit f ∈ F[[X]], on a

‖f‖ = 0⇔ a−v(f) = 0

⇔ 1
av(f) = 0

⇔ v(f) = +∞

⇔ f ≡ 0.

2. Soit f, g ∈ F[[X]], on a

‖f.g‖ = a−v(f.g) = a−(v(f)+v(g)) = a−v(f)−v(g)

= a−v(f)a−v(g)

= ‖f‖‖g‖.

3. Soit f, g ∈ F[[X]], on a ‖f + g‖ = a−v(f+g). Et comme on a

v(f + g) ≥ min
{
v(f), v(g)

}
.

Donc
−v(f + g) ≤ −min

{
v(f), v(g)

}
= max

{
− v(f),−v(g)

}
,

alors
a−v(f+g) ≤ max

{
a−v(f), a−v(g)

}
.

D’où, |f + g| ≤ max
{
‖f‖, ‖g‖

}
.

Proposition 1.3 [13] Soit (F, ||.||) un corps valué. Le complété F̂ de F, pour F muni de
la distance d(a, b) = ||a− b|| est un corps.
La norme de F se prolonge de façon unique sur F̂ en une norme encore notée ||.||.
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1.2 Corps des nombres p-adiques

Définition 1.4 (Valuation p-adique).
On appelle valuation p-adique l’application vp : Q→ Z ∪ {+∞} définit comme suite :

− vp(0) = +∞ ;

− si n est un entier non nul, vp(n) = k si pk divise n et pk+1 ne divise pas n ( pk est
la " plus grande puissance de p dans n" ) ;

− si n = a

b
avec a et b des entiers non nuls, alors vp(n) = vp(a)− vp(b).

Exemple 1.3

1. Soit n = 315 = 32.5.7. On a v3(n) = 2, v5(n) = 1, v7(n) = 1, et vp(n) = 0 pour
tout nombre premier p différent de 3, 5 et 7.

2. On a v2(12
25) = 1, v3(12

25) = 1, et v5(12
25) = −2. Pour p différent de 2, 3 et 5, on a

vp(12
25) = 0.

3. Soit n = 2 + p3 + 2.p4. On a vp(n) = 0 pour p > 2 et v2(n) = 1.

Proposition 1.4 Pour tout x, y ∈ Z, on a

1. vp(1) = 0.

2. vp(x.y) = vp(x) + vp(y).

3. vp(x+ y) ≥ min(vp(x), vp(y)).

Preuve :

(i) Pour tout p-premier on a 1 = p0, d’où vp(1) = 0
(
car : 1 = p0 + 0.p1 + 0.p2 + .... =

p0
)
.

(ii) On a ii) est trivial si x = 0 ou y = 0, et pour tout x, y ∈ Z∗ tel quex = pvp(x).n, n ∈ Z∗ et (n, p) = 1,

y = pvp(y).m, m ∈ Z∗ et (m, p) = 1,

on a
x.y = pvp(x)+vp(y).nm, (nm, p) = 1.

D’où vp(xy) = vp(x) + vp(y).

(iii) On a iii) est trivial si x = 0 ou bien y = 0, et pour tout x, y ∈ Z∗ tel quex = pvp(x).n, n ∈ Z∗ et (n, p) = 1,

y = pvp(y).m, m ∈ Z∗ et (m, p) = 1,

on a
x+ y = pvp(x).n+ pvp(y).m.
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(a) Si vp(x) ≤ vp(y), on a

x+ y = pvp(x)(n+ pvp(y)−vp(x).m︸ ︷︷ ︸
k

), (k, p) = 1,

d’où
vp(x+ y) = vp(x) = min{vp(x), vp(y)}.

(b) Si vp(x) ≥ vp(y), on a

x+ y = pvp(y)(m+ pvp(x)−vp(y).n︸ ︷︷ ︸
k

), (k, p) = 1,

d’où
vp(x+ y) = vp(y) = min{vp(x), vp(y)}.

Remarque 1.3 Pour tout x, y ∈ Z∗

vp(x) 6= vp(y) =⇒ vp(x+ y) = min{vp(x), vp(y)}.

En effet
On prend vp(x) < vp(y), on a

vp(x+ y) ≥ min{vp(x), vp(y)},∀x, y ∈ Z∗,

c’est -a-dire vp(x+ y) ≥ vp(x).
Il reste a monter que vp(x) ≥ vp(x, y), on a

vp(x) = vp(x− y + y) ≥ min{vp(x+ y), vp(y)}.

Si min{vp(x + y), vp(y)} = vp(y), alors vp(x) ≥ vp(y), c’est une contraction avec les
données, donc vp(x) ≥ vp(x+ y).

Proposition 1.5 [13] La valuation p-adique de (n!)n≥0 est

vp(n!) = n− Sp(n)
p− 1 ,∀n ≥ 0,

où Sp(n) désigne la somme des chiffres de l’écriture de n en base p i,e

Sp(n) = a0 + a1 + ...+ aq où n = a0 + a1.p+ ...+ aq.p
q.

Remarque 1.4 Les suites
(
Sp(n)
n

)
n

et
(
vp(n)
n

)
n

ont la même limite 0.
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Définition 1.5 (La norme p-adique).
La norme p-adique est une application |.|p : Q→ R+, définie par

|x|p =

p
−vp(x), si x 6= 0,

0, sinon,

tel que vp(x) représente la valuation p-adique de x.

Proposition 1.6 L’application |.|p : Q→ R définit une norme non-archimédinne.

Preuve :

(i) Pour tout x ∈ Q, on a

|x|p = 0⇐⇒ p−vp(x) = 0

⇐⇒ vp(x) =∞

⇐⇒ x = 0.

(ii) Soient x, y ∈ Q, on a

|x.y|p = p−vp(xy)

= p−vp(x)−vp(y)

= p−vp(x).p−vp(y)

= |x|p.|y|p.

(iii) Soient x, y ∈ Q tel que : x = a

b
, y = c

d
et a, c ∈ Z, b, d ∈ N∗

on a

|x+ y|p = pvp(x+y) ≤ p−min{vp(x),vp(y)}

= pmax{−vp(x)−vp(y)}

= max
{
p−vp(x), p−vp(y)

}
= max

{
|x|p, |y|p

}
.

D’où l’application x 7−→ |x|p est une norme ultramétrique.

N.B : (Q, ‖.‖p) c’est un corps non-archimédinne.

Exemple 1.4 D’après l’exemple 1.3, on a

1. Soit n = 315 = 32.5.7. On a |n|3 = 3−v3(n) = 3−2, |n|5 = 5−v5(n) = 5−1, |n|7 =
7−v7(n) = 7−2, et |n|p = 1 pour tout nombre premier p différent de 3, 5 et 7.

2. On a |12
25 |2 = 2−v2( 12

25 ) = 2−1, |12
25 |3 = 3−v3( 12

25 ) = 3−1, |12
25 |5 = 5−v5( 12

25 ) = 52. Pour p
différent de 2, 3 et 5, on a |12

25 |p = 1.

3. Soit n = 2 + p3 + 2.p4. On a vp(n) = 0, donc |n|p = 1 pour p > 2, et |n|2 = 2−1.
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1.3 Construction de Qp

Il est claire que le corps Q n’est pas complet, on sait que R est la complétion de Q
par rapport à la valeur absolue usuelle, et dans ce cas les éléments de Q sont les classes
d’équivalences des suites de Cauchy de Q. La même méthode s’applique pour une norme
p-adique ultramétrique |.|p. La complétion de Q par rapport a cette valeur absolue |.|p
nous donne un corps ultramétrique qui s’appelle corps des nombres p-adique et se note
Qp.
Ainsi les éléments de Qp sont les classes d’équivalences des suites de Cauchy dans Qp,
muni de la relation suivante

(an) ∼ (bn)⇔ lim
n→+∞

|an − bn|p = 0.

Théorème 1.3 (Ostrowski ). [3] Tout norme ||.|| non trivial sur Q est équivalente à
une norme p-adique |.|p, ou bien à la valeur absolue usuelle sur Q.

Proposition 1.7 [7] Qp est localement compact.

Proposition 1.8 (Développement de Hensel).
Tout x ∈ Qp admet un unique développement de Hensel

x =
∑
n≥n0

anp
n,

ou 0 ≤ an ≤ p− 1 et n0 ∈ Z , si an0 6= 0 alors n0 = vp(x).

Exemple 1.5 Le développement de Hensel de x = −1 est donné par

−1 = p− 1− p = (p− 1) + (−1)p

= (p− 1) + (p− 1− p)p = (p− 1) + (p− 1)p− p2

= (p− 1) + (p− 1)p+ (−1)p2 = (p− 1) + (p− 1)p+ (p− 1− p)p2

= (p− 1) + (p− 1)p+ (p− 1)p2 − p3. . .

=
∞∑
k=0

(p− 1)pk

= ...(p− 1)(p− 1)(p− 1)·,

alors on obtient a
−1
p− 1 =

∞∑
k=0

pk,

donc pour p = 2 on a

−1 =
+∞∑
k=0

2k = ...111·

.
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Définition 1.6 Le corps des nombres p-adiques Qp définit aussi par

Qp = {a
b

; a ∈ Zp, b ∈ Z∗p},

et l’ensemble

Zp = {x ∈ Qp |x|p ≤ 1}

= {x ∈ Qp; vp(x) ≥ 0},

est un sous-anneau de Qp et de plus Zp est l’adhérence de Z dans Qp .
Le groupe des unités est

Z∗p = {x ∈ Zp; |x|p = 1}.

1.3.1 Propriétés topologiques de Qp

Proposition 1.9 Soit a ∈ Qp et r ∈]0,+∞[, on a les propriétés suivantes

P1 Le cercle C(a, r) est un ensemble ouvert dans Qp.

P2 Un disque d(a, r) est un ensemble à la fois ouvert et fermé.

P3 Tout point d’un disque est un centre de ce disque.

P4 Deux disque de Qp sont disjoints ou l’un est contenue dans l’autre.

Preuve : Soient a, b ∈ Qp, et r, r0 des réels positifs.
P1 Pour montrer que C(a, r) est un ensemble ouvert on montre que

∀x ∈ C(a, r),∃ d(x, r−0 ) ⊂ C(a, r).

Soit x ∈ Qp, on choisit r0 tel que r0 < r, on a

y ∈ d(x, r−0 )⇒ |y − x|p < r0 < r

⇒ |y − x|p < |x− a|p
⇒ |y − a+ a− x|p < |x− a|p
⇒ |(y − a)− (x− a)|p < |x− a|p.

D’après la Proposition 1.1 on obtient |y − a|p = |x− a|p = r alors y ∈ C(a, r)
ce qui montre que C(a, r) est un ensemble ouvert .

P2 i) Tout disque ouvert d(a, r−) est un ensemble ouvert dans un espace métrique
quelconque. D’autre part montre que d(a, r−) est un ensemble fermé. on montre
que Cd(a,r−)

Qp est un ensemble ouvert de Qp.
On a

C
d(a,r−)
Qp = {x ∈ Qp : |x− a|p ≥ r}

= {x ∈ Qp : |x− a|p > r} ∪ C(a, r)

= C
d(a,r)
Qp ∪ C(a, r).
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D’après P1 on a C(a, r) est un ensemble ouvert et comme on a d(a, r) est un
ensemble fermé dans un espace métrique, donc Cd(a,r)

Qp est un ensemble ouvert
dans un espace métrique (en particulier ultramétrique). d’où C

d(a,r−)
Qp est un

ensemble ouvert.
Donc d(a, r−) est un ensemble fermé.

ii) On sait que d(a, r) est fermé dans un espace métrique (en particulier pour
l’espace ultramétrique) pour montrer que d(a, r) est un ouvert dans Qp.

on a
d(a, r) = C(a, r) ∪ d(a, r−),

d’après P1 C(a, r) est un ouvert et d(a, r−) est un ouvert donc l’union de
deux ouvert est ouvert.

P3 Pour montrer cette propriété, il suffit de montrer que

∀x ∈ d(a, r−), d(a, r−) = d(x, r−).

i) Soit y ∈ d(a, r−), donc |y − a|p < r, D’autre part on a

|y − x|p = |y − a+ a− x|p ≤ max{|y − a|p, |x− a|p} < r,

d’où y ∈ d(x, r−), alors d(a, r−) ⊂ d(x, r).

ii) Soit y ∈ d(x, r−), donc |y − x|p < r. D’autre part on a

|y − a|p = |y − x+ x− a|p ≤ max{|y − x|p, |x− a|p} < r,

d’où y ∈ d(a, r−), alors d(x, r−) ⊂ d(a, r−), donc d(a, r−) = d(x, r−).
On fait les même étapes pour montrer que si x ∈ d(a, r), on a d(a, r) = d(x, r).

P4 Soient d(a, r) et d(b, r0) deux disques de Qp. On suppose que d(a, r)∩ d(b, r0) 6= 0,
pour tout r et r0 ∈ R∗+ et on montre que

d(a, r) ⊂ d(b, r0) ou d(b, r0) ⊂ d(a, r).

On suppose que r < r0, soit x ∈ d(a, r)∩ d(b, r0) on a x ∈ d(a, r) et x ∈ d(b, r0).
D’après P3, on a

d(a, r) = d(x, r) et d(b, r0) = d(x, r0).

Mais d(x, r) ⊂ d(x, r0), donc d(a, r) ⊂ d(b, r0).

1.3.2 Propriétés analytiques de Qp

Théorème 1.4 Soit (an)n≥0 est une suite de Cauchy dans Qp et par conséquent conver-
gente si et seulement si

lim
n→+∞

|an+1 − an|p = 0.
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Preuve :

1− Supposons que (an)n>0 est une suite de Cauchy, alors

∀ε > 0,∃n0 ∈ N,∀m > n ≥ n0; |am − an|p < ε,

donc pour m = n+ 1 on a

∀ε > 0, ∃n0 ∈ N : ∀n ≥ n0; |an+1 − an|p < ε,

d’où
lim

n−→+∞
|an+1 − an|p = 0.

2− Inversement, soit ε > 0. Il existe n0 ∈ N tel que si n ≥ 0 on a |an+1 − an|p < ε .
Pour tout m > n > n0 on a

|am − an|p = |am − am−1 + am−1 − am−2 + am−2 − ...+ an+1an|p
≤ max{|am − am−1|p, ..., |an+1 − an|p},

et comme on a
∀k ≥ n ≥ n0, |ak+1 − ak|p < ε.

Alors
|am − an|p < ε, ∀ > n > n0,

par suite (an)n≥0 est de Cauchy dans Qp.

Proposition 1.10 Soit (an)n∈N une suite d’éléments de Qp. Si lim
n−→+∞

an = a, a ∈ Q∗p,
alors il existe n0 ∈ N tel que

∀n ≥ n0, |an|p = |a|p.

Preuve : Soit (an)n∈N une suite d’éléments de Qp telle que lim
n→+∞

an = a 6= 0, alors (an)n∈N
est une suite de Cauchy. De plus, on a

∀m,n ≥ n0, ||am|p − |an|p|R ≤ |am − an|p.

Donc (|an|p)n∈N est une suite de Cauchy dans R. Et comme (R, |.|R) complet, alors
(|an|p)n∈N converge dans R.
D’après l’hypothèse on a lim

n→+∞
|an|p 6= 0, donc lim

n→+∞
|an|p = l > 0. Alors pour ε = l

2 fixé,
et puisque ||an|p − l|R < l

2 , alors

−l
2 < |an|p − l <

l

2 ,

donc
∃N1 ∈ N,∀n ≥ N1 : |an|p >

l

2 .
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De plus, d’après la convergence de la suite (an)n≥0 on obtient que (an)n≥0 est une suite
de Cauchy, alors

∃N2 ∈ N : ∀(n,m) ≥ N2, |an − am|p <
l

2 .

Quand n,m ≥ max(N1, N2) = n0, on a |am|p = |am − an + an|p ≤ max |am − an|p, |an|p = |an|p ,
|an|p = |an − am + am|p ≤ max |an − am|p, |am|p = |am|p.

D’où
|an|p = |am|p,∀n,m ≥ n0,

alors, il existe n0 ∈ N tel que

∀n ≥ n0, |an|p = |an0|p = |a|p.

Proposition 1.11 Soit ∑
n≥0

an une série dans Qp, on a

∑
n≥0

an converge dans Qp ⇐⇒ lim
n−→+∞

|an|p = 0.

De plus, on a |
∑
n≥0

an|p ≤ max
n≥0
|an|p.

Preuve :

1. Si la série ∑
n≥0

an est convergente, alors la suite des sommes partielle (Sn)n≥0

converge, donc elle est de Cauchy, d’où

lim
n−→+∞

|an|p = lim
n−→+∞

|Sn − Sn−1|p = 0.

Dans la réciproque, si lim
n−→+∞

|an|p = 0, alors lim
n−→+∞

|Sn−Sn−1|p = 0, donc (Sn)n≥0

est de Cauchy dans Qp et comme (Qp, |.|p) est complet, alors (Sn)n≥0 est conver-
gente. D’où

∑
n≥0

an est convergente.

2. On montre maintenant l’inégalité

|
∑
n≥0

an|p ≤ max
n≥0
|an|p.

L’inégalité est évidant si
∑
n≥0

an = 0.

Si
∑
n≥0

an 6= 0, d’après la Proposition 1.9, on a

∃N ∈ N, |
∑
n≥0

an|p = |
∑

0≤n≤N
an|p,

donc
|
∑
n≥0

an|p = |
∑

0≤n≤N
an|p ≤ max

0≤n≤N
|an|p ≤ max

n≥0
|an|p,

d’où le résultat.
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Proposition 1.12 Soit
∑
n≥0

an une série dans Qp, alors

∑
n≥0
|an|p converge dans R =⇒

∑
n≥0

an converge dans Qp.

Preuve : Puisque
∑
n≥0
|an|p converge dans R, alors la suite des somme partielles Sn =

n∑
i=0
|ai|p est de Cauchy dans R, i.e

∀ε > 0,∃N ∈ N,∀m > n ≥ N ; |Sm − Sn| ≤ ε.

Si on prend sn =
n∑
i=0

ai, alors on a

|sm − sn|p = |
m∑

i=n+1
ai|p

≤
m∑

i=n+1
|ai|p

= |
m∑

i=n+1
|ai|p|

= |Sm − Sn|

< ε.

Ce qui implique que sn =
n∑
i=0

ai est une suite de Cauchy dans Qp, alors
∑
n≥0

an converge

dans Qp.

Exemple 1.6

1− La série ∑
n≥0

pn converge dans Qp car

lim
n→+∞

|pn|p = lim
n→+∞

p−n = 0.

Mais cette série est diverge dans R car

lim
n→+∞

|pn|p = pn = +∞.

2− La série ∑
n≥1

(−1)n
n

est diverge dans Qp. En effet

lim
n→+∞

∣∣∣∣∣(−1)n
n

∣∣∣∣∣
p

= lim
n→+∞

pvp(x) 6= 0,

car pvp(n) ≥ 1. Mais cette série est converge dans R d’après la règle de Leibnitz.
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1.4 Cp-corps des nombres complexes p-adiques

Pour construire le corps Cp, on a besoin de rappeler les définitions algébriques sui-
vantes :

Définition 1.7 (Corps algébriquement clôs).
On dit qu’un corps F est algébriquement clôs si chaque polynôme P (X) dans F[X] de
degré n admet n racine dans F.

Exemple 1.7 R n’est pas algébriquement clôs car le polynôme

P (X) = X2 + 1 ∈ R[X],

n’admet pas des racines dans R
Où contraire,C est algébriquement clôs , pour reprendre l’exemple ci-dessus, on a i ∈ C
et −i ∈ C qui sont racines du polynôme

P (X) = X2 + 1 ∈ C[X].

Définition 1.8 (Extension algébrique L sur un corps F).
Une extension algébrique L sur un corps F est une extension de corps dans le quelle
tous les éléments sont algébriques sur F c’est-à-dire sont racines d’un polynôme non nul
à coefficients dans F. Dans le cas contraire, l’extension est dite transcendante.

Définition 1.9 (Clôture algébrique d’un corps)
Une clôture algébrique d’un corps commutatif F est une extension algébrique L de F
qui est algébriquement clôse.

Proposition 1.13 [5] Le corps Qp n’est pas algébriquement clôs pour tout p-premier.

Preuve : Pour montrer que Qp n’est pas algébriquement clôs, on considère le polynôme

P (x) = x2 − p7 ∈ Qp[x].

Supposons que les racines de P (x) sont dans Qp, alors

x3 = p7 ⇔ x3 = p7

⇔ |x|3p = p−7

⇔ |x|p = p
−7
3

⇔ vp(x) = 7
3 ,
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donc vp(x) = 7
3 /∈ Z, c’est une contradiction avec vp(x) ∈ Z pour tout x ∈ Qp. D’où les

racines de P (x) ne sont pas dans Qp, alors Qp n’est pas algébriquement clôs.

Pour faire convenablement de l’analyse, il est donc logique de considère une clôture
algébrique de Qp, que l’on note Qp et qui n’est pas complète. Donc nous allons besoin de
la complétée pour former un plus grand corps complet, algébriquement clôs que l’on note
Cp et muni d’une norme p-adique (on note toujours |.|p), qui prolonge celle définit sur Qp

comme suite
∀x ∈ Cp; |x|p = lim

n→+∞
|xn|p,

où (xn)n≥0 une suite de Cauchy d’éléments de Qp.

Proposition 1.14 [2] Le corps Cp possède les propriétés suivantes

1. Cp est algébriquement clôs.

2. Le corps Cp n’est pas localement compact.

3. |C∗p|p = {pq, q ∈ Q}.

4. Q ⊂ Qp ⊂ Qp ⊂ Cp.

5. Le corps Cp est séparable.



CHAPITRE 2

THÉORÈME DE L’INVERSE LOCALE
SUR CP

2.1 Fonctions et séries entières dans Cp

Dans cette section nous étudions les séries entières complexes p-adiques est les fonctions
analytiques dans Cp.

Définition 2.1 Une série entière dans Cp est une série de la forme ∑
n≥0

anz
n, où (an)n≥0

est une suite des nombres complexes p-adiques appelée suite de coefficient.

Définition 2.2 (Rayon de convergence)
Le rayon de convergence d’une série entière ∑

n≥0
anz

n, qu’on le note R, est définit par

R := sup{|z|p; z ∈ Cp et
∑
n≥0

anz
nconverge} ∈ R+ ∪+∞.

De plus, Le rayon de convergence est calculé par l’une des trois formules suivantes :

1. R = 1
lim sup
n→+∞

n

√
|an|p

(formule d’Hadamard).

2. R = 1
lim

n→+∞
n

√
|an|p

(formule de Cauchy).

3. Si an ∈ C∗p, R = lim
n→+∞

|an|p
|an+1|p

(formule d’Alembert).

28
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Proposition 2.1 [13] Soit ∑
n≥0

anz
n une série entière, où an ∈ Cp et 0 ≤ R ≤ +∞ on

a

1. Si z ∈ Cp tel que |z|p < R, alors la série ∑
n≥0

anz
n converge.

2. Si z ∈ Cp tel que |z|p > R, alors la série ∑
n≥0

anz
n diverge.

3. Si z ∈ Cp tel que |z|p = R, alors on peut avoir

• Si lim
n→+∞

|an|Rn = 0, alors la série ∑
n≥0

anz
n est converge sur la totalité du cercle

C(0, R).

• Si lim
n→+∞

|an|Rn 6= 0, alors la série ∑
n≥0

anz
n est diverge sur la totalité du cercle

C(0, R).

Remarque 2.1

1) Le domaine de convergence d’une série entière p-adique est toujours un disque.

2) La série f(z) = ∑
n≥0

anz
n et sa série dérivée :

Df(z) =
∑
n≥1

nanz
n−1,

ont le même rayon de convergence.
En effet
on a

1
RDf

= lim sup
n→+∞

∣∣∣nan∣∣∣ 1
n−1

p

= lim sup
n→+∞

(|nan|p)
1
n

= lim sup
n→+∞

(
∣∣∣n∣∣∣ 1

n

p
.
∣∣∣an∣∣∣ 1

n

p
)

= lim sup
n→+∞

(
p(− vp(n)

n
).
∣∣∣an∣∣∣ 1

n

p

)
, où lim

n→+∞

vp(n)
n

= 0

= lim sup
n→+∞

∣∣∣an∣∣∣ 1
n

p

= 1
Rf

.

Exemple 2.1

1. Soit la série ∑
n≥0

zp
n
, d’après d’Hadamard on a

R−1 = lim sup
n→+∞

pn
√
|1|p = lim sup

n→+∞

∣∣∣1∣∣∣ 1
pn

p
= lim sup

n→+∞
(1)

1
pn = 1,

donc R = 1. Alors
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• Si |z|p < 1, la série est converge sur d(0, 1−).

• Si |z|p = R = 1, on a

|zpn|p = |z|pnp = |1|pnp = 1 9 0.

D’où la série ∑
n≥0

zp
n diverge sur le cercle C(0, 1).

2. Soit la série ∑
n≥0

(−1)n z2n

(2n)! , d’après d’Hadamard on a

R−1 = lim sup
n→+∞

∣∣∣ 1
(2n)!

∣∣∣ 1
2n

p

= lim sup
n→+∞

(
p−vp( 1

(2n)! )
) 1

2n

= lim sup
n→+∞

(
pvp((2n)!)

) 1
2n

= lim sup
n→+∞

p
2n−Sp(2n)

2n(p−1)

= lim sup
n→+∞

p
1
p−1

(
1−Sp(2n)

2n

)
, où lim

n→+∞

Sp(2n)
2n = 0

= lim sup
n→+∞

p
1
p−1

= p
1
p−1 ,

donc R = p−
1
p−1 . Alors

• Si |z|p < R, la série est converge sur d(0, R−).

• Si |z|p = p
−1
p−1 , on a

|an|pr2n =
∣∣∣(−1)n

(2n)!
∣∣∣
p
r2n = 1

|(2n)!|p
r2n = pvp((2n)!).p

2n
p−1 = p

2n−Sp(2n)
p−1 .p

−2n
p−1 = p

−Sp(2n)
(p−1) .

Par passage à la limite, on trouve lim
n→+∞

|an|prn 6= 0. D’où la série ∑
n≥0

(−1)nz2n

(2n)!

est diverge sur le cercle C(0, p
−1
p−1 ).

Définition 2.3 (Fonction développable en série entière).
Une fonction f de variable complexe p-adique, définit au voisinage d’un point a ∈ Cp,
est dit développable en série entière ou voisinage de a, s’il existe une série entière∑
n≥0

an(z − a)n de rayon de convergence R strictement positive, telle que

f(z) =
∑
n≥0

an(z − a)n,∀z ∈ d(a,R−).

Remarque 2.2 Un simple changement de variable permet de se ramener a des dévelop-
pement en série entière au voisinage de zéro .
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Définition 2.4 Une fonction f : d(0, r)→ Cp avec r > 0 est dite analytique sur le disque
d(0, r), s’il existe une suite (an)n≥0 d’éléments de Cp, telle que

lim
n→+∞

|an|prn = 0 et f(z) =
∑
n≥0

anz
n,

pour tout z ∈ d(0, r).

Définition 2.5 Une fonction f : d(0, r−) → Cp avec r > 0 est dite analytique sur le
disque d(0, r−) si pour tout ρ, tel que 0 < ρ < r la restriction de f à d(0, ρ) est une
fonction analytique sur le disque d(0, ρ) et f(z) = ∑

n≥0
anz

n pour tout z ∈ d(0, r−).

Remarque 2.3 Si r = +∞ dans la Définition 2.5, alors f est analytique sur Cp et on
dit que f est entière.

Exemple 2.2 Soit f(z) = ∑
n≥0

pn
2
zn, an = (pn2)n ≥ 0, z ∈ Cp.

On a

R = 1
lim sup
n→+∞

n

√
|an|p

= 1
lim

n→+∞
p(−n)

= +∞,

alors ∑
n≥0

pn
2
zn est convergente sur Cp, donc la fonction f est analytique sur Cp, d’où f

est entière.

2.2 La distribution des zéros d’une fonction analy-
tique dans Cp

2.2.1 Polygone de valuation p-adique

Définition 2.6 Soit f(x) = ∑
n≥0

anz
n ∈ A(d(0, r)) où r > 0. On définit le module maxi-

mum de f par la formule
|f |(r) = max

n≥0
|an|prn.

Proposition 2.2 Soit f(x) = ∑
n≥0

anz
n ∈ A(d(0, r)) où r > 0. L’application

r → |f |(r) = max
n≥0
|an|prn (module maximum),
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est une valeur absolue ultramétrique sur A(d(0, r)).

Preuve :

1. Le module maximum existe car f est analytique sur d(0.r), alors la suite (|an|prn)n≥0

a une limite 0, lorsque n tend vers l’infini et |an|prn est bornée.
Montrons que |.|(r) est une valeur absolue ultramétrique.

(a) Soit f(x) = ∑
n≥0

anz
n ∈ A(d(0, r)) où r > 0. Pour tout z ∈ d(0, r), on a

|f |(r) = 0⇐⇒ max
n≥0
|an|prn = 0

⇐⇒ |an|prn = 0,∀n ≥ 0

⇐⇒ |an|p = 0,∀n ≥ 0

⇐⇒ an = 0,∀n ≥ 0

⇐⇒ f ≡ 0.

(b) Soient f, g ∈ A(d(0, r)) avec r > 0. On pose f(z) = ∑
n≥0

anz
n et g(z) = ∑

n≥0
bnz

n,

alors pour tout z ∈ d(0, r), on a

f(z)g(z) =
∑
k≥0

(
∑
i+j=k

aibj)zk,

d’où
|fg|(r) = max

k≥0
|
∑
i+j=k

aibj|prk.

Montrons que |fg|(r) 6 |f |(r)|g|(r), on a

∀k ∈ N, |
∑
i+j=k

aibj|prk ≤ (max
i+j=k

|ai|p|bj|p)rk

= max
i+j=k

{(|ai|pri)(|bj|prj)}

≤ (max
i
|ai|pri)(max

j
|aj|prj)

= |f |(r)|g|(r).

Alors

|fg|(r) ≤ |f |(r)|g|(r). (2.1)

Pour montrer l’autre inégalité, choisissons I, J tel que

|aI |prI = |f |(r) et |ai|pri < |f |(r), pour i < I,
|bJ |prJ = |g|(r) et |bj|prj < |g|(r), pour j < J ,

on va estimer les termes ∑
i+j=I+J

aibj

(1) Si i < I ou bien j < J , alors
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|ai|pri < |f |(r) ou bien |bi|prj < |g|(r).

Donc

|aibj|p < r−i−j|f |(r)|g|(r)

= r−I−J |f |(r)|g|(r).

(2) Si i = I et j = J , alors

|aI |prI = |f |(r) et |bJ |prJ = |g|(r).

Donc
|aIbJ |p = r−I−J |f |(r)|g|(r),

d’où il y a un terme maximum dans la somme ∑
i+j=I+J

aibj avec i = I et
j = J , et comme le corps Cp un corps ultramétrique, la valeur absolue de la
somme sera égale à la valeur absolue de plus grand coefficient de la somme.
Donc

|
∑

i+j=I+J
aibj|p = r−I−J |f |(r)|g|(r),

alors
|

∑
i+j=I+J

aibj|prI+J = |f |(r)|g|(r).

Pour calculer |fg|(r), on doit prendre le maximum de tous les coefficients
du produit, la dernière égalité nous dit que la coefficient |f |(r)|g|(r) =
| ∑
i+j=I+J

aibj|prI+J .
Donc le maximum ne peut être que plus grand, ainsi on montre que

|fg|(r) ≥ |f |(r)|g|(r). (2.2)

D’après (2.1) et (2.2), on a

|fg|(r) = |f |(r)|g|(r).

(c) Soient f, g ∈ A(d(0, r)) telles que

f(z) =
∑
n≥0

anz
n et g(z) =

∑
n≥0

bnz
n·

On a
(f + g)(z) = f(z) + g(z) =

∑
n≥0

(an + bn)zn,

donc
|f + g|(r) = max

n≥0
|an + bn|prn·

Et comme on a
∀n ≥ 0, |an + bn|p ≤ max{|an|p, |bn|p},
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alors

∀n ≥ 0, |an + bn|prn ≤ max{|an|p, |bn|p}rn

≤ max{|an|prn, |bn|prn}.

Donc on obtient

max
n≥0
|an + bn|prn ≤ max

n≥0
(max{|an|prn, |bn|prn})

≤ max(max
n≥0
{|an|prn, |bn|prn})

≤ max{max
n≥0
|an|prn,max

n≥0
|bn|prn}

≤ max{|f |(r), |g|(r)},

d’où
|f + g|(r) ≤ max{|f |(r), |g|(r)},

donc |.|(r) est une valeur absolue ultramétrique.

Remarque 2.4 D’après la Proposition 2.2 si f est une fonction analytique sur d(0, r),
on a

||f || = max
z∈d(0,r)

|f(z)|p = |f |(r),

cette relation est appelée égalité de Cauchy.

Proposition 2.3 Soit f ∈ A(d(0, r)) avec r > 0, une fonction non nulle. Alors

P1 La fonction |f |(r) est croissante.

P2 Si f a un zéro b dans le disque d(0, r), la fonction |f |(r) est strictement croissante
pour r > |b|p.

P3 La fonction |f |(r) est continue.

2.2.2 La fonction de valuation p-adique

Définition 2.7 (La fonction de valuation p-adique).
Soit f ∈ A(d(0, r)) avec r > 0, une fonction non nulle. On définit une fonction vf sur
]−∞, logR[ par :

vf : I =]−∞, logR[→ R

log r → vf (log r) = log |f |(r) = max
n≥0
{log |an|p + n log r}

Cette fonction est la fonction de valuation p-adique de f et son graphe est dit po-
lyngône de valuation p-adique de f .
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Remarque 2.5 Pour chaque n nous construisons le graphe γn(log r) qui d’écrit les droite
log |an|p + n log r de la pente n comme fonction de log r.

Proposition 2.4 [5] La fonction vf vérifie les propriétés suivantes :

P1 C’est une fonction convexe, croissante, continue et affine par morceaux .

P2 Si f a un zéro b dans d(0, r−), vf est strictement croissante pour log r > log |b|p.

P3 vf admet une dérivée à gauche d−vf
d(log r) et une dérivée à droite d+vf

d(log r) en tout point
log r ∈ I et on a
?

d+vf
d(log r) = N(f, r) le plus grand entier tel que vf (log r) = log |ai|p +N(f, r) log r
où N(f, r) est le nombre des zéros de f dans le disque fermé d(0, r).

?
d−vf
d(log r) = n(f, r) le plus petit entier tel que vf (log r) = log |ai|p + n(f, r) log r où
n(f, r) est le nombre des zéros de f dans le disque ouvert d(0, r−).
Donc N(f, r)− n(f, r) est le nombre des zéros de f sur le cercle C(0, r).

Théorème 2.1 [1] Soit f(z) = ∑
n≥0

anz
n ∈ A(Cp) telle que (an)n≥0 est une suite d’élé-

ments de C∗p. Si la suite (|an−1
an
|)n≥1 est strictement croissante, alors la suite de zéros de

f dans Cp est une suite (γn)n≥1 telle que |γn| = |an−1
an
|.

Preuve :

a) Montrons que les zéros de f peuvent être rangés en une suite (γn)n≥1 telle que
|γn| = |an−1

an
|. Posons rn = |an−1

an
| et on montre que |f |(rn) = |ak|rkn, pour les seules

valeurs k = n− 1 et k = n. On a
|an|rnn
|an−1|rn−1

n

= | an
an−1
|rn = | an

an−1
||an−1

an
| = 1.

Alors |an|rnn = |an−1|rn−1
n . De plus,

? Si 0 ≤ k < n− 1, on a

|ak|rkn
|an|rnn

= |ak|
|an|

1
rn−kn

= | ak
ak+1

× ak+1

ak+2
× · · · × an−2

an−1
× an−1

an
|. 1
rn−kn

= | ak
ak+1
| × |ak+1

ak+2
| × · · · × |an−2

an−1
| × |an−1

an
|. 1
rn−kn

< rn × rn × · · · × rn × rn︸ ︷︷ ︸
(n−k) fois

· 1
rn−kn

= rn−kn · 1
rn−kn

= 1.

D’où |ak|rkn
|an|rnn

< 1, alors |ak|rkn < |an|rnn.
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? Si k > n, on a
|ak|rkn
|an−1|rn−1

n

= |ak|
|an−1|

rk+1−n
n ,

et

|an−1

an
| × | an

an+1
| × · · · × |ak−2

ak−1
| × |ak−1

ak
| > rn × rn × · · · × rn × rn︸ ︷︷ ︸

(k+1−n) fois

= rk+1−n
n .

Alors
|ak|
|an−1|

rk+1−n
n < | ak

an−1
||an−1

an
| × | an

an+1
| × · · · × |ak−2

ak−1
| × |ak−1

ak
| = 1.

D’où |ak|rkn
|an−1|rn−1

n

< 1, alors |ak|rkn < |an−1|rn−1
n .

Alors dans le cercle C(0, rn) contient un seul zéro γn de f avec

|γn| = rn =
∣∣∣an−1

an

∣∣∣.
b) Pour montrer que f n’a pas d’autre zéro que les γn, on va montré que si

rn < r < rn+1, alors |f |(r) = |ak|rk, pour la seule valeur k = n.
En effet

? Si 0 ≤ k ≤ n− 1, on a

|ak|rk = | ak
ak+1
| × |ak+1

ak+2
| × · · · × |an−1

an
| × |an|rk

< rn × rn × · · · × rn︸ ︷︷ ︸
(n−k)fois

|an|rk

= rn−kn · |an|rk

< rn−k|an|rk = |an|rn.

Donc |ak|rk < |an|rn.

? Si k > n, on a

|ak|rk

|an|rn
= |ak|
|an|

rk−n <
|ak|
|an|

rk−nn+1

< |ak
an
| × | an

an+1
| × · · · × |ak−1

ak
| = 1.

Donc |ak|rk < |an|rn, d’où max
k≥0
|ak|rk = |an|rn.

Théorème 2.2 [1] Soit f ∈ A(C(0, r)) ayant q zéros in C(0, r), en prenant en compte

les multiplicités et soit t = n(f, r). Alors r = q

√
| at
aq+t
|.
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Remarque 2.6 Une fonction analytique non nulle sur un disque vérifie le principe de
zéros isolés, c’est à dire que si b est un zéro de f , il existe un disque de centre b, de rayon
assez petit, où la fonction f n’admet comme zéro que b.

En effet
Si b est un zéro de f , on peut écrire la fonction non nulle f sous la forme

f(z) = am(z − b)m + am+1(z − b)m+1 + ...,

tels que m ≥ 1 est un entier, et am 6= 0. Il résulte que si |z− b| est assez petit, et non nul,

|f(z)| = |am||z − b|m 6= 0.

2.2.3 Formule de Jensen

Dans cette section on va donner la version ultramétrique de la formule de Jensen pour
une fonction analytique.

Théorème 2.3 Soient f ∈ A(d(0, r−)), ρ ∈]0, r[ et f(0) 6= 0. Soient αi, i ≥ 1 les zéros
de f (pas nécessairement distincts) sur le disque fermé d(0, ρ). Alors

log |f |(ρ) = log |f(0)|p +
∑
|α|p≤ρ

wα(f) log ρ

|α|p
, (2.3)

où wα(f) est un entier positive égale à q si f a un zéro α d’ordre q, et si f(α) 6= 0, wα(f) =
0.

Preuve : La démonstration de cette formule est basé sur la fonction de valuation p-adique
de f .
Soit f ∈ A(d(0, r−)), tel que f(0) 6= 0. Pour montre (2.3), supposons que les zéros de
f sont dans le cercle C(0, ρi) tel que i ∈ 1, k avec 0 < ρ1 < ρ2 < ... < ρk ≤ ρ pour
tout ρ ∈]0, r[, et le nombre de zéros dans les disques d(0, ρi) sont ni, i ∈ {0, k} avec
n0 = 0 < n1 < n2 < ... < nk. Et comme on a pour tout t ∈]0, ρ]

log |f |(t) = max
n≥0
{log |an|p + n log t}.

Donc, on a

0 < t ≤ ρ1 log |f |(t) = log |a0|p = log |f(0)|p
ρ1 ≤ t ≤ ρ2 log |f |(t) = log |an1|p + n1 log t

...

ρk−1 ≤ t ≤ ρk log |f |(t) = log |ank−1|p + nk−1 log t

ρk ≤ t ≤ ρ log |f |(t) = log |ank |p + nk log t,
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alors

log |f |(ρ) = [log |f |(ρ)− log |f |(ρk)] + [log |f |(ρk)− log |f |(ρk−1)] + ...+ [log |f |(ρ2)− log |f |(ρ1)]

+ log |f |(ρ1)

= [log |ank |p + nk log ρ− log |ank |p − nk log ρk] + [log |ank−1|p + nk−1 log ρk − log |ank−1 |p
− nk−1 log ρk−1] + ...+ [log |an1|p + n1 log ρ2 − log |an1 |p − n1 log ρ1] + log |f(0)|p
= nk log ρ

ρk
+ nk−1 log ρk

ρk−1
+ ...+ n1 log ρ2

ρ1
+ log |f(0)|p

= nk log ρ

ρk
+ nk−1(log ρ

ρk−1
− log ρ

ρk
) + ...+ n1(log ρ

ρ1
− log ρ

ρ2
) + log |f(0)|p

= (nk − nk−1) log ρ

ρk
+ (nk−1 − nk−2) log ρ

ρk−1
+ ...+ (n2 − n1) log ρ

ρ2

+ (n1 − n0) log ρ

ρ1
+ log |f(0)|p,

où
nk le nombre de zéros de f dans le disque fermé d(0, ρk),
nk−1 le nombre de zéros de f dans le disque ouvert d(0, ρ−k ),
nk − nk−1 le nombre de zéros de f dans le cercle C(0, ρk).
Donc on a

log |f |(ρ) = log |f(0)|p +
k∑
i=1

(ni − ni−1) log ρ

ρi
,

alors
log |f |(ρ) = log |f(0)|p +

∑
|α|p<ρ

wa(f) log ρ

|α|p
.

Exemple 2.3 Soit P (z) ∈ C3[z] tel que

P (z) = 108 + 63z + 66z2 + 21z3

= (1.33 + 1.34) + (1.32 + 2.33)z + (1.3 + 1.32 + 2.33)z2 + (1.3 + 2.32)z3

= a0 + a1z + a2z
2 + a3z

3.

Alors
|a0|3 = 3−3, |a1|3 = 3−2, |a2|3 = 3−1 et |a3|3 = 3−1.

On va calculé |P |(r) :

? Pour r = 1
9 , on a

|a3|3r3 = 3−7 < |a2|3r2 = 3−5 < |a1|3r1 = 3−4 < |a0|3r0 = 3−3.

Donc |P |( 1
32 ) = 3−3 d’où N(P, 1

32 ) = n(P, 1
32 ) = 0, alors P n’a aucun zéro sur le

disque fermé d(0, p−2).
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? Pour r = 1
3 , on a

|a3|3r3 = 3−4 < |a0|3r0 = |a1|3r1 = |a2|3r2 = 3−3.

Donc |P |(1
3) = 3−3 d’où N(P, 1

3) = 2, alors P a deux zéros dans le disque fermé
d(0, 1

3).
n(P, 1

3) = 0, alors P n’a aucun zéros dans le disque ouvert d(0, (1
3)−).

N(P, 1
3)− n(P, 1

3) = 2, alors P a deux zéros sur le cercle C(0, 1
3).

? Pour r = 1, on a

|a0|3r0 = 3−3 < |a1|3r1 = 3−2 < |a2|3r2 = |a3|3r3 = 3−1.

Donc |P |(1) = 3−1 d’où N(P, 1) = 3, alors P a trois zéros dans le disque fermé
d(0, 1).
n(p, 1) = 2, alors P a deux zéros dans le disque ouvert d(0, 1−).
N(P, 1)− n(P, 1) = 1, alors P a un zéros sur le cercle C(0, 1).

? Pour r = 3, on a

|a0|3r0 = 3−3 < |a1|3r1 = 3−1 < |a2|3r2 = 3 < |a3|3r3 = 32.

Donc |P |(3) = 32,

d’où N(P, 3) = n(P, 3) = 3, alors P n’a aucun zéros sur le cercle C(0, 3).

Et comme Cp algébriquement clôs, on a

|P |(r) =


|a0|r0 , 0 < r ≤ 1

3

|a2|r2 , 1
3 ≤ r ≤ 1

|a3|r3 , r ≥ 1

=


3−3r0 , 0 < r ≤ 1

3

3−1r2 , 1
3 ≤ 1

3−1r3 , r ≥ 1

d’où

log |P |(r) =


−3 log 3 , −∞ < log r ≤ − log 3

− log 3 + 2 log r , − log 3 ≤ log r ≤ 0

− log 3 + 3 log r , log r ≥ 0

2.3 Image d’un disque

L’image d’un disque fermé d(0, r) par une fonction analytique est un disque de même
nature et l’image d’un disque ouvert d(0, r−) par une fonction analytique est aussi un
disque de même nature .

Théorème 2.4 [1] Soit f(z) =
+∞∑
n=0

anz
n ∈ A(d(0, r)) et soit t = max

n≥1
|an|rn. Alors

f(d(0, r)) = d(a0, t) et |f − a0|(r) = t.
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Preuve : D’après la Définition de module maximum on a

|f − a0|(r) = max
n≥1
|an|rn = t.

De plus, d’une parte, il est clair que f(d(0, r)) est inclus dans d(a0, t) car si y ∈ f(d(0, r)),
alors il existe z0 ∈ d(0, r) tel que y = f(z0), d’où

|y − a0|p = |f(z0)− a0|p ≤ max
z∈d(0,r)

|f(z)− a0|p

= |f − a0|(r) = max
n≥1
|an|rn = t,

donc y ∈ d(a0, t).
D’autre parte, on prend b ∈ d(a0, t) et on considère la fonction

g(z) = f(z)− b = a0 − b+
∞∑
n=1

anz
n.

D’ailleurs, le Théorème 2.4 est trivial quand t = 0, donc on peut supposer t > 0. D’où

|a0 − b| ≤ t = max
n≥1
|an|rn,

alors d’après l’hypothèse on a N(g, r) ≥ 1. Ensuite, g admet au moins un zéro dans d(0, r)
et donc b appartient à f(d(0, r)).

Corallaire 2.1 [9] Soit f(z) =
∞∑
n=0

anz
n ∈ A(d(0, r−)) tel que 0 < r < R, et soit t =

max
n≥1
|an|rn. Si t > 0, alors

f(d(0, r−)) = d(a0, t
−).

Preuve : D’une parte, il est claire que f(d(0, r−)) est inclus dans d(a0, t
−). D’autre parte,

soit b ∈ d(a0, t
−) et soit ρ ∈]0, r[ satisfaire max

n≥1
|an|ρn ≥ |b−a0|. Alors, d’après le Théorème

(2.1), b appartient à f(d(0, ρ)) car f ∈ A(d(0, ρ)).

Corallaire 2.2 Soit f ∈ A(d(0, r)) tel que N(f, r) ≥ 1, et soit b ∈ f(d(0, r)). Si g(z) =
f(z)− b, alors N(g, r) = N(f, r).

Preuve : Soit f(z) =
∞∑
n=0

anz
n et on pose s = N(f, r). Alors on a

|as|rs ≥ |an|rn, ∀n < s,

et
|as|rs > |an|rn, ∀n > s.

D’où, si g(z) =
∞∑
n=0

bnz
n, on a b0 = a0 − b et bn = an,∀n ≥ 1. D’après l’hypothèse et le

Théorème 2.4 on a b ∈ f(d(0, r)) = d(a0, t), alors

|b0| = |a0 − b| ≤ t = max
n≥1
|an|rn.

Par conséquent |b0| ≤ |bs|rs, d’où N(g, r) = s.
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Corallaire 2.3 Soit f ∈ A(d(0, r)) admet s zéros dans le disque d(0, r) où s ≥ 1 ( en
prenant en compte les multiplicités), et soit b ∈ f(d(0, r)). Alors f−b admet aussi s zéros
dans le disque d(0, r) (en prenant en compte les multiplicités).

Preuve : D’après l’hypothèse on sait que |f |(r) = |as|rs, et N(f, r) = s ≥ 1. Et comme
on a b ∈ f(d(0, r)), alors d’après le Corollaire (2.2), on a

N(f, r) = N(f − b, r) = s.

Alors f − b a "s zéros" dans d(0, r).

Lemme 2.1 Soient f ∈ A(d(0, r)), et s = N(f, r) où s ≥ 1. Soient α1, ..., αq les zéros de
f ′ dans le disque d(0, r). Pour tout b ∈ f(d(0, r))\f({α1, ..., αq}), f−b admet exactement
s zéros simples dans le disque d(0, r).

Preuve : Soit b ∈ f(d(0, r)) \ f({α1, ..., αq}). Alors d’après le Corollaire 2.3 on f − b

admet s zéros dans le disque d(0, r)(en prenant en compte des multiplicités). Mais, pour
tout zéro α de f − b, on a f ′(α) 6= 0 car α 6= αj pour tout j = 1, ..., q. D’où tous les zéros
de f − b sont simples.

Théorème 2.5 Soient f ∈ A(Cp) non constante et b ∈ Cp. Alors f − b admet au moins
un zéro dans Cp. De plus, si f ∈ A(Cp)\Cp[z], alors f − b a une infinité de zéros dans
Cp.

Corallaire 2.4 Soit f ∈ A(Cp) non constante. Alors on a f(Cp) = Cp.

2.4 Théorème de l’ inverse locale p-adique

Définition 2.8 Soit f(z) ∈ A(d(0, r)) (resp. f(z) ∈ A(d(0, r−))), on dit que f est stric-
tement injective sur d(0, r) (resp. sur d(0, r−)) si f est injective et f ′(z) 6= 0 pour tout
z ∈ d(0, r) (resp. z ∈ d(0, r−)).

Proposition 2.5 Si f ∈ A(d(0, r−)) injective sur d(0, r−), alors f est strictement injec-
tive sur d(0, r−).

Preuve : On suppose que f n’est pas strictement injective sur d(0, r−), alors il existe
α ∈ d(0, r−) tel que f ′(α) = 0.
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Soit d(α, ρ) un disque inclus dans d(0, r−). Sans perte de généralité, on peut supposer
α = 0. Donc pour tout z ∈ d(0, ρ), on a

f(z) = a0 +
∞∑
n=q

anz
n, où q ≥ 2 et aq 6= 0,

car f ′(0) = a1 = 0. Alors d’après le Corollaire 2.2 on a

N(f, ρ) = N(f − a0, ρ) ≥ q ≥ 2.

On prend s = N(f, ρ), et comme on a f ′ n’est pas identiquement nulle. Alors f ′ admet un
nombre fini des zéros α1 = 0, α2, ..., αj ∈ d(0, ρ). Donc pour b ∈ f(d(0, ρ))\f(α1, ..., αj).
D’après le Lemme 2.1, la fonction f − b admet s zéros simples en d(0, ρ) et cela contredit
l’hypothèse "f est injective dans d(0, ρ)".

Théorème 2.6 Soient f(z) =
∞∑
n=0

anz
n ∈ A(d(0, r)), et t = max

n≥1
|an|rn > 0. Alors les

propriétés suivantes sont équivalentes :

(α) |a1| > |an|rn−1, ∀n > 1.

(β) |f(z)− f(y)| = |z − y||a1|, ∀ z, y ∈ d(0, r).

(γ) f est strictement injectif dans d(0, r).

De plus, si les conditions α), β), γ) sont satisfaits. Alors on a t = |a1|r et |f ′(z)| = |a1|
pour tout z ∈ d(0, r).

Preuve :

1) On suppose que α) est satisfait. Donc pour tout z, y ∈ d(0, r), on a

f(z)− f(y) = a1(z − y) +
∞∑
n=2

an(zn − yn)

= (z − y)
a1 +

∞∑
n=2

an

n−1∑
j=0

zjyn−1−j

 .
Pour tout n ≥ 2, on voit que

|zjyn−1−j| = |z|j|y|n−1−j ≤ rjrn−1−j = rn−1,

donc ∣∣∣∣∣∣
∞∑
n=2

an

n−1∑
j=0

zjyn−1−j

∣∣∣∣∣∣ ≤ max
n>1
|an|rn−1

< |a1|,

alors

|f(z)− f(y)| = |z − y|

∣∣∣∣∣∣a1 +
∞∑
n=2

an

n−1∑
j=0

zjyn−1−j

∣∣∣∣∣∣
= |z − y||a1|.
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De plus, on remarque que α) implique |f ′(z)| = |a1|, pour tout z ∈ d(0, r) et
d’après le Théorème (2.1) on a t = |a1|r.

2) On suppose que β) satisfait. Comme on a t > 0, d’après le Théorème 2.1 f n’est
pas un constante, donc a1 6= 0. Puis, d’après β) on a f(z) 6= f(y) pour tout z 6= y.

3) On suppose que γ) est satisfait. Alors pour tout b ∈ f(d(0, r)) on a s = N(f, r) =
N(f − b, r).
Si s ≥ 2, alors f − b admet plusieurs zéros différents, ou bien f − b admet un zéro
α d’ordre s. Donc dans les deux cas f − b n’est pas strictement injective, alors f
n’est pas strictement injective. D’où s = 1, puis α) est satisfait.

Corallaire 2.5 Si f(z) =
∞∑
n=0

anz
n ∈ A(d(0, r)) une fonction injective dans d(0, r)et

d(a0, t) = f(d(0, r)) où t = max
n≥1
|an|rn, alors f−1 appartient à A(d(a0, t)).

Corallaire 2.6 Soit f(z) =
∞∑
n=0

anz
n ∈ A(d(0, r−)), et supposons que t = max

n≥1
|an|rn est

strictement positif. Alors les conditions α), β), γ), δ) sont équivalents.

(α) |a1| > |an|rn−1,∀n > 1.

(β) |f(z)− f(y)| = |z − y||a1|.∀ z, y ∈ d(0, r−).

(γ) f est strictement injectif dans d(0, r−).

(δ) s = |a1|r.

De plus, lorsque les conditions α), β), γ), δ) sont satisfait, on a |f ′(z)| = |a1| pour tout
z ∈ d(0, r−).

Preuve : Pour tout ρ ∈]0, r[, on applique le Théorème (2.6) à f ∈ A(d(a, ρ))

Corallaire 2.7 Si f(z) =
∞∑
n=0

anz
n ∈ A(d(0, r−)) une fonction injective dans d(0, r−) et

soit t = r|f ′(0)|. Alors f−1 appartient à A(d(a0, t
−)).

Conséquence 2.1 (Inversion locale entière p-adique).
Soient f ∈ A(Cp), et α ∈ Cp. On suppose que f ′(α) 6= 0. Alors il existe rα > 0 tel que
f|dα : dα → df(α) où dα = d(α, r−) et df(α) = f(dα) est bijective, de plus

(f−1)′(f(z)) = 1
f ′(z) , pour tout z ∈ dα.

En effet,
On suppose par l’absurde que pour tout r > 0, il existe au moins un élément z ∈ d(α, r),
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tels que z 6= α et f(z) = f(α). Soit (rn)n une suite tend vers 0, alors il existe zn ∈ d(α, rn)
où zn 6= α et f(zn) = f(α). Donc on a

lim
zn→α

f(zn)− f(α)
zn − α

= f ′(α) = 0,

c’est une contradiction. Alors f est injective dans d(α, r), d’où d’après le Corollaire 2.7
f−1 appartient à A(f(dα)).



CHAPITRE 3

APPLICATION DU THÉORÈME DE L’
INVERSE LOCALE P -ADIQUE SUR LA

FACTORISATION DES FONCTIONS
ENTIÈRES

3.1 Factorisation des fonctions entières p-adiques

Dans cette section on va donner quelques résultats sur la factorisation des fonctions
entières p-adiques.

Définition 3.1 Soit F une fonction entière. Si F (z) peut être exprimé sous la forme

F (z) = f(g(z)) = (f ◦ g(z)), (3.1)

où f et g sont des fonctions entières, alors on appelle l’expression (3.1) une factorisation
de F et f , g sont appelés le facteur à gauche et le facteur à droite de F , respectivement.

Définition 3.2 Si chaque factorisation de F de la forme ci-dessus implique que f ou g
est linéaire (resp. f ou g est un polynôme), alors F est appelée première (resp. pseudo
-première).

Définition 3.3 Si chaque factorisation de la forme (3.1) implique que f doit être linéaire

45
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lorsque g est transcendante (resp. g doit être linéaire lorsque f est transcendante), alors
F est appelée première à gauche (resp. première à droit).

Remarque 3.1 Les étapes pour prouver qu’une fonction entière transcendantale donnée
F est première sont :

i) F est pseudo-première ?
ii) F ne peut pas être exprimé par F (x) = P (g(z)) où F est entière et P est un

polynôme de degP ≥ 2 ?
iii) F ne peut pas être exprimé par F (z) = h(g(z)) où g(z) est un polynôme de deg ≥ 2

et h une fonction entière ?

Proposition 3.1 [6] Soient F , f , g ∈ A(Cp) non constantes. Soit ρ0 un réel positif tel
que la fonction |g|(r) soit strictement croissante pour r > ρ0.
Posons F = f ◦ g, alors on a pour tout ρ > ρ0

i) n(F, ρ) = n(f, |g|(ρ))n(g, ρ).
ii) N(F, ρ) = N(f, |g|(ρ))N(g, ρ).
iii) A(F, ρ) = A(f, |g|(ρ))N(g, ρ) + n(f, |g|(ρ))A(g, ρ).

où A(F, ρ) est le nombre des zéros de F sur le cercle C(0, ρ).

Preuve : Soit F ∈ A(Cp) telle que F = f ◦ g où f, g ∈ A(Cp)
d’ où |F |(r) = |f |(|g|(r)), pour tout r > 0.
Comme la fonction |g|(r) est strictement croissante pour r > ρ0

on déduit que
d−(vF )
d(u) = d−(vf )

d(vg(u))
d−(vg)
d(u) ,

et
d+(vF )
d(u) = d+(vf )

d(vg(u))
d+(vg)
d(u) ,

pour u = log r > log ρ0.

D’après la Proposition 3.1, on obtient

n(F, r) = n(f, |g|(r))n(g, r), (3.2)

et
N(F, r) = N(f, |g|(r))N(g, r), (3.3)

en faisant la différence entre (3.3) et (3.2), on obtient

N(f, |g|(r))N(g, r)− n(f, |g|(r))n(g, r) = N(f, |g|(r))N(g, r)− n(f, |g|(r))n(g, r)

+ n(f, |g|(r))N(g, r)− n(f, |g|(r))N(g, r)

= A(f, |g|(r))N(g, r) + n(f, |g|(r))A(g, r).
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Théorème 3.1 [6] Soit F ∈ A(Cp) \Cp[z] , λ un entier positif fixé. On suppose que sur
une infinité de cercles de centre 0 de Cp, F a un nombre de zéros compris entre 1 et λ.
Alors toute factorisation de F sous la forme F = f ◦ g avec f, g ∈ A(Cp) entraine que f
où g est un polynôme de degré compris entre 1 et λ.

Preuve : On suppose que les deux fonctions f et g sont de degré supérieur ou égale à
λ+ 1
on aurait pour ρ assez grand

N(g, ρ) ≥ λ+ 1 et n(f, |g|(ρ)) ≥ λ+ 1.

D’autre part l’hypothèse du théorème et la formule iii) de la Proposition 3.1 montre que
pour une infinité de ρ arbitrairement grand, on a A(f, |g|(ρ)) 6= 0 où A(g, ρ) 6= 0.
Pour un tel ρ on aurait alors A(F, ρ) ≥ λ+ 1. C’est une contradiction avec l’hypothèse.
Donc f où g est nécessairement un polynôme de degré compris entre 1 et λ

Corallaire 3.1 Une fonction F remplissant les conditions du théorème 3.1 est

1. Première dans A(Cp) si λ = 1

2. Pseudo-première dans A(Cp) si λ ≥ 1

Exemple 3.1 1. Soit f(z) = ∑
n≥0

pn
2
zn, on a

• lim
n→+∞

∣∣∣∣ anan+1

∣∣∣∣ = lim
n→+∞

∣∣∣∣ pn
2

p(n+1)2

∣∣∣∣ = lim
n→+∞

1
p−(2n+1)

= lim
n→+∞

p(2n+1)

= +∞.
• ∀n ∈ N : | an

an+1
| = p2n+1, (an)nest une suite strictement croissante, donc

∀n ∈ N : | an
an+1
| < |an+1

an+2
|.

D’après le Théorème 2.1, les zéros de f peuvent être rangés en une suite (γn)n≥0

tels que |γn| = | an
an+1
|. De plus, tous les zéros de f sont simple. Alors d’après le

Corollaire 3.1, la fonction f est première.

2. Soit g(z) = ∑
n≥0

p[n
2

4 ]zn, tel que [.] est la fonction de parti entier, on a

∀n ∈ N : | an
an+1
| =

∣∣∣∣∣∣ p[n
2

4 ]

p[ (n+1)2
4 ]

∣∣∣∣∣∣ = p[ (n+1)2
4 ]−[n

2
4 ]

≥ p[ 2n+1
4 ],

et comme lim
n→+∞

p[ 2n+1
4 ] = +∞, alors

lim
n→+∞

| an
an+1
| = +∞,
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d’où g est entière.
D’autre part on a |a0

a1
| < |a1

a2
|, et

∀k ∈ N :


|a2k+1

a2k+2
| = |a2k+2

a2k+3
| = pk+1

et

|a2k+2

a2k+3
| < |a2k+3

a2k+4
|.

D’après les Théorème 2.1 et Théorème 2.2, les zéros de f peuvent être rangés en
une suite (γn)n≥0 tels que |γn| = | an

an+1
|. De plus, tous les zéros sont dans les

cercles C(0, γn). Alors d’après le Corollaire 3.1, λ = 2, donc g est une fonction
pseudo-première.

Théorème 3.2 [8] Soit F une fonction entière transcendent sur Cp. Si pour tout β ∈ Cp

la fonction F−β n’a qu’un nombre fini des zéros multiples, alors F est pseudo-première.

3.2 Application de théorème d’inversion locale

Dans cette section on va appliquer le théorème d’inversion locale pour obtenir des
fonctions entières transcendant première.

Théorème 3.3 Soit f une fonction entière transcendantale sur Cp. Alors {a ∈ Cp |
f(z)− az n′est pas première} est au plus un ensemble dénombrable.

Pour démontrer le Théorème 3.3, on a besoin des lemmes suivants.

Lemme 3.1 Soit f ∈ A(Cp)\Cp[z]. Alors il existe un ensemble dénombrable E ⊂ Cp tels
que pour tout a ∈ Cp\E et pour tout b ∈ Cp, la fonction f(z)− (az+ b) a ou plus un zéro
multiple.

Preuve : Soit Z(f ′′) l’ensemble des zéros de f ′′ . Et comme on a Cp est un espace séparable
(voir [2]), alors il existe une famille dénombrable de disque ouverte (di)i≥1 tel que

Cp \ Z(f ′′) = ∪i≥1di,

et pour tout i ≥ 1, la restriction f ′i de f ′ sur di est une fonction bi-analytique sur di
(d’après le Théorème d’inversion locale). D’où on a

Cp = f ′(Cp) = f ′(∪i≥1di ∪ Z(f ′′))

= (∪i≥1Di) ∪ f
′(Z(f ′′)), où Di = f

′(di).
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Soit g la fonction définie sur Cp par g(z) = f(z)− zf ′(z). Il convient de noter que même
si la famille (di)i≥1 est choisis pour que les disques di sont deux à deux disjoints, il n’y
a aucune garantie que la famille (Di)i≥1 conserve cette propriété. En d’autres termes
certains des disques Di peut être emboité, et pour tenir compte de ce fait, on définit

Γ = {(i, j) ∈ (N∗)2 | Di $ Dj et g ◦ (f ′i)−1 6= g ◦ (f ′j)−1 dans Di};

∆ij = {z ∈ Di | g ◦ (f ′i)−1(z) = g ◦ (f ′j)−1(z)},∀(i, j) ∈ Γ

et
∆ = ∪(i,j)∈Γ∆ij.

Alors, E = (f ′(Z(f ′′))) ∪∆ est un sous-ensemble dénombrable de Cp.

Soit a ∈ Cp\E, et soit Ia = {i ∈ N∗ | a ∈ Di}, donc les disques Di, pour i ∈ Ia ,
sont emboités et (f(z)− (az + b))′ = f ′(z)− a. Alors l’ensemble des zéros multiples de la
fonction f(z)− (az + b) est égal à A où

A = {(f ′i)−1(a) | i ∈ Ia et f ◦ (f ′i)−1(a) = a(f ′i)−1(a) + b}.

Donc si on suppose que (f ′i)−1(a) et (f ′j)−1(a) sont deux éléments distincts de A (on peut
prendre Di $ Dj). Alors, le fait que chacun de ces éléments soit une solution de l’équation
f(z)− az = b implique que

f((f ′i)−1(a))− (f ′i)−1(a)f ′((f ′i)−1(a)) = f((f ′j)−1(a))− (f ′j)−1(a)f ′((f ′j)−1(a)),

où
g ◦ (f ′i)−1(a) = g ◦ (f ′j)−1(a).

Et comme on a a /∈ ∆, alors on déduit que

g ◦ (f ′i)−1(z) = g ◦ (f ′j)−1(z),∀z ∈ Di.

D’où, par la dérivation de cette dernière équation, on trouve que

(f ′i)−1(z) = (f ′j)−1(z),∀z ∈ Di,

et en particulier (f ′i)−1(a) = (f ′j)−1(a). Donc c’est une contradiction, alors l’ensemble A
admet au plus un élément.

Lemme 3.2 Soit F ∈ A(Cp)\Cp[Z] tel que pour tout β ∈ Cp, la fonction F −β a au plus
un zéro multiple. Alors F est première.

Preuve : D’après le Théorème 3.2, F est pseudo-première. Donc, il reste à montrer que
F est première à gauche et à droit.
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Pour cela, on suppose que F (x) = f ◦ g, où g ∈ A(Cp)\Cp[X] et f ∈ A(Cp). Et comme
on a F est pseudo-première, alors f est un polynôme. Si on suppose que deg f ≥ 2, alors
f ′(w) admet au moins un zéro α.
Puisque on a g ∈ A(Cp)\Cp[X], alors d’après le Théorème de Picard p-adique a une
infinité des zéros, et l’ensemble {g−1(α)} est infini, et pour β = f(α) ∈ Cp on a pour tout
w ∈ {g−1(α)}

(F − β)(w) = F (w)− β = f ◦ g(w)− β = f(α)− β = 0,

et

(F − β)′(w) = F ′(w) = f ′(g(w))× g′(w) = f ′(α)× g′(w) = 0.

D’où tous éléments de {g−1(α)} sont des zéros multiples de F − β. Ce qui contredit
l’hypothèse.
D’autre part, si on suppose que F (x) = f ◦ g, où f ∈ A(Cp)\Cp[X] et g ∈ A(Cp).
D’après le Théorème 3.2, F est pseudo première, donc g est un polynôme. Supposons que
deg g = d ≥ 2. On a

F ′(x) = f ′(g(x))g′(x),

et lorsque f ∈ A(Cp)\Cp[X], alors la fonction f ′ ∈ A(Cp)\Cp[X]. De plus, f ′ admet une
infinie de zéros. On choisir un élément w tel que f ′(w) = 0 et g−w a que des zéros simples
γ1, ..., γd, Alors, pour i = 1, ..., d, on aF (γi) = f(w) = β,

(F − β)′(γi) = 0,

cela signifie que tous les γi sont des zéros multiples de F −β, donc c’est une contradiction.
Par conséquent, F (x) première à droit.

La preuve du Théorème 3.3 : Soit E l’ensemble dénombrable du lemme 3.1, et soit
a ∈ Cp\E. Puisque f est une fonction entière transcendantale, on voit que la fonction
h(z) = f(z) − az est aussi une fonction entière transcendantale. Alors le Lemme 3.1 ci-
dessus garantit que, pour tout b ∈ Cp, la fonction h(z)− b = f(z)− az− b admet au plus
un multiple zéro. Donc le Lemme 3.2 permet de conclure que la fonction f(z)−az = h(z)
est première.

Théorème 3.4 Soit f une fonction entière transcendantale sur Cp. Alors {a ∈ Cp |
f(z)(z − a) n′est pas premiére} est au plus un ensemble dénombrable.

Pour démontrer le Théorème 3.4, on a besoin du lemme suivant.

Lemme 3.3 Soit f ∈ A(Cp)\Cp[z]. Alors il existe un ensemble dénombrable E ′ ⊂ Cp tels
que pour tout a ∈ Cp\E ′ et pour tout b ∈ Cp, la fonction (z − a)f(z) − b a au plus un
multiple zéro.
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Preuve : La procédure est très similaire à celle utilisée dans la preuve du Lemme 3.1.
On peut vérifie facilement que un élément ζ de Cp est un multiple zéro de la fonction
(z − a)f(z)− b si et seulement si (ζ − a)f(ζ)− b = 0,

f(ζ) + (ζ − a)f ′(ζ) = 0,

cela signifie que  a = ζ + f(ζ)/f ′(ζ) = g(ζ),
b = (ζ − a)f(ζ) = (ζ − g(ζ))f(ζ) = h(ζ),

où g et h sont des fonctions méromorphes, définies dans Cp par g(z) = z + f(z)/f ′(z),
h(z) = (z − g(z))f(z).

(3.4)

Soit S(g′) l’ensemble des zéros et des pôles de g′ et soit (di)i≥1 une famille dénombrable
des disques tel que

Cp \ S(g′) = ∪i≥1di,

et pour tout i ≥ 1, la restriction gi de g sur di est une fonction bi-analytique sur di(d’après
le Théorème d’inversion locale p-adique). D’où on a

Cp = g(Cp) = g(∪i≥1di ∪ S(g′))

= (∪i≥1Di) ∪ g(S(g′)), où Di = g(di).

Comme on a indiqué précédemment, les disques Di ne sont nécessairement deux à
deux disjoints. En d’autres termes, certains d’entre eux pourraient être emboité. Pour
tenir compte de ce fait, on définit

Γ = {(i, j) ∈ (N∗)2 | Di $ Dj et h ◦ g−1
i 6= h ◦ g−1

j dans Di}

∆ij = {z ∈ Di | h ◦ g−1
i (z) = h ◦ g−1

j (z)},∀(i, j) ∈ Γ,

et
∆ = ∪(i,j)∈Γ∆ij.

Alors, E ′ = g(S(g′)) ∪∆ ∪ (∪i≥1Z(f ◦ g−1
i )) est un sous-ensemble dénombrable de Cp.

Soient a ∈ Cp\E ′, et Ia = {i ∈ N∗ | a ∈ Di}. Et comme on a les disques Di, Pour
i ∈ Ia , sont emboités et ((z−a)f(z)− b)′ = f(z) + (z−a)f ′(z), d’après la Relation (3.4),
l’ensemble des zéros multiples de la fonction (z − a)f(z)− b est égal à A où

A = {g−1
i (a) | b = h ◦ g−1

i (a) pour i ∈ Ia}.
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On suppose que g−1
i (a) et g−1

j (a) sont deux éléments distincts A. Alors, on a h(g−1
i (a)) =

h(g−1
j (a)) = b (on peut prendre Di $ Dj). Donc si en utilisant le fait que a /∈ ∆, on

trouve que
h ◦ g−1

i (z) = h ◦ g−1
j (z),∀z ∈ Di. (3.5)

D’après la Relation (3.4), on a

h′(z) = (1− g′(z))f(z) + (z + g(z))f ′(z)

= (1− g′(z))f(z) + (z − (z + f(z)/f ′(z)))f ′(z),

d’où
h′(z) = −f(z)g′(z). (3.6)

Par la dérivation du Relation (3.5) et l’utilisation du Relation (3.6), on obtient

f ◦ g−1
i (z) = f ◦ g−1

j (z),∀z ∈ Di.

En particulier, on a f ◦ g−1
i (a) = f ◦ g−1

j (a). Mais comme on a a 6∈ E ′, alors f ◦ g−1
i (a) =

f ◦ g−1
j (a) 6= 0. D’où d’après la Relation (3.4), on obtient

(g−1
i (a)− a)f(g−1

i (a)) = (g−1
j (a)− a)f(g−1

j (a)) = b.

Puis, g−1
i (a) = g−1

j (a), alors c’est une contradiction. Par conséquent, l’ensemble A Admet
au plus un élément.

La preuve du Théorème 3.4 : Soient E est un ensemble dénombrable de lemme 3.3,
et a ∈ Cp\E ′. Comme on a f est une fonction entière transcendantale, on voit que la
fonction h(z) = f(z)(z−a) est aussi une fonction entière transcendantale. Alors le Lemme
3.3 ci-dessus garantit que, pour tout b ∈ Cp, la fonction h(z)− b = f(z)(z− a)− b admet
au plus un multiple zéro. Donc le Lemme 3.2 permet enfin de conclure que la fonction
f(z)(z − a) = h(z) est première.
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