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Notations générales ii

Notations générales

Espaces

N :  Ensemble des nombres naturels. .

N* : Ensemble des nombres naturels non nuls.

R :  Ensemble des nombres réels.

C : Ensemble des nombres complexes.

[a, b] . Intervalle fermé de R d’extrémité a et b.

R™ . Espace vectoriel muni du produit scalaire < z,y >=>"7_ Txys.

Q . Ouvert de R" dont 0f) sa frontiére.

(E,-1D . Espace de Banach muni de la norme ||.||, £* son dual.

Bg(0,1) :  La boule unité fermé de E de centre 0 et de rayon 1.

(L(E,F),||.llz) : Espace de Banach de tous les opérateurs linéaires bornés
définis de E dans F' muni de la norme ||.||,.

Cg([a,b]) :  Espace de Banach des applications continues x : [a,b] — F
muni de la norme || - [|¢ définie par ||z|c = 51[1p]|\a:(t)H.

telab
C%(la, b)) . Espace des fonctions k- différentiables sur [a, b].
AC™([a, b)) . Espace de Banach des fonctions ayant des dérivées jusqu’a 'ordre (n — 1)

absolument continues sur [a, b] muni de la norme |[ul|ac.

Symboles et fonctions

(., ) BB . Produit de dualité entre F et E*.
Up — U : (up)nen converge faiblement vers u i.e. (u,,§) — (u,&), V&€ E*.
Re(z) :  Partie réelle d'un nombre complexe z.
‘Z,{ ott f® . Dérivée n™ d’une fonction f.
(ISf)(t) : Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre o d’une fonction f.
(DS f)(1) . Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre o d’une fonction f .
(D2 f)(t) : Dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre a d’une fonction f au point t.
[]()\) Transformée de Laplace.
—H() . Transformée de Laplace inverse.
\Y f : Gradient de la fonction f.
Af : Le Laplacien d’une fonction f.
() . Fonction Gamma.
B(.,.) Fonction béta.
E.z5(.) . Fonction de Mittag-Leffler.

Fonction de Mainardi.

S
Q
—
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Introduction

Le calcul fractionnaire est un champ d’étude mathématiques qui sort du traditionnel.
C’est un sujet presque aussi ancien que le calcul différentiel classique connu aujourd’hui.

Leibniz a introduit le symbdle pour désigner la dérivée n-iéme d’une fonction f.

af
dx™
Quand il a annoncé dans une lettre & 1I’'Hopital en 1695, qui a répondu a son tour : Que

ionifie €L i = L2
signifie 7+ sin = 57

Aujourd’hui, cette lettre est admise comme le premier incident de ce que nous appe-

lons la dérivation fractionnaire, et le fait que I’Hopital s’est intérogé spécifiquement pour
1
2
Plusieurs mathématiciens y ont contribué a ce sujet au fil des ans, notamment Liouville,

n = 5, a en fait donné lien au nom de cette partie mathématique.

Reimaun et Weyl, qui ont largement contribué a la théorie du calcul fractionnaire, ainsi

que Fourier, Abel, Leibniz, Gronwall et Letnikov.

Dans ce mémoire, nous appliquons la théorie classique du controle a une équation de

diffusion fractionnaire suivante

DYy — Ay =v Dans @
y=0 Dans (1)
I y(0%) = ¢° Dans €

dans un domaine borné. Pour résoudre ce probléme nous démontrons qu’il y a une solution
unique dans L2. Puis nous appliquons ses résultats pour affirmer que le probléme de

controle optimal suivant

J(0) = lly(v) = zalliziq) + Nlvlizq) (2)

admet une solution unique. En interprétant la condition d’optimalité du premier ordre
d’Euler-Lagrange avec un probléme adjoint défini au moyen d’une dérivée de Caputo, nous
obtenons un systéme d’optimalité pour le controle optimal ot nous sommes appuyées sur

les articles (1], [15], [2]). Une forte motivation pour étudier la solution et les propriétés des



Chapitre 0 Introduction

équations de diffusion fractionnaire vient du fait qu’ils décrivent efficacement la diffusion
anormale sur les fractales (objets physiques de dimension fractionnaire, comme certains
semi-conducteurs amorphes ou matériaux fortement poreux), marches aléatoires fraction-
naires, etc. Dans [17], Oldham et Spanier ont discuté la relation entre une équation de
diffusion réguliére et une équation de diffusion fractionnaire qui contient une dérivée du
premier ordre dans 'espace et une dérivée du demi-ordre dans le temps. Ce mémoire se

compose de trois chapitres.

Le premier chapitre intitulé « préliminaires », contient les différents outils et technique
mathématiques utilisés par la suite.

Tandis que le deuxiéme chapitre sous titre «Théoremes d’existences et d’unicités de
solution», présente quelques résultats d’existences et d’unicités de solutions du probléme
aux limites pour des équations différentielles d’ordre fractionnaires.

Enfin, le troisiéme chapitre intitulé «Application au contrdle optimaly |, traitera I’existence

d’un controle optimal pour le systéme différentielle fractionnaire suivant

Diy—Ay=wv Dans @
y=20 Dans ) (3)
L y(0%) = ¢° Dans €

o y° € H*(Q) N HYQ), v € L3(Q) et I °y(0") = tl_i)rgi]}r_o‘y(t) et Q@ = Qx]0,T7,
> =00x]0,T].

Nous terminons notre mémoire par un résumé récapitulant les principaux résultats.

Mots clés : Calcul fractionnaire, transformé de Laplace, controle optimal.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre nous présentons certaines théories de bases qui concernent les fonctions
spéciales. Dans cet esprit, 'accent sera volontairement porté sur différentes approches de
généralisation de la notion de différentiation et d’intégration pour un ordre fractionnaire.

On mettra aussi le point sur quelques notions de semi-groupes.

1.1 Fonctions spéciales

1.1.1 La fonction Gamma

La fonction Gamma & été introduite par le mathématicien suisse Leonhard Euler (1707-

1783) dans son objectif de généraliser le factoriel des valeurs non entiers (voir [19]).

Définition 1.1.1 La fonction Gamma est définie par l’intégrale suivante
['(z) = / t*le7'dt, z¢&C tel que Re(z) > 0. (1.1)
0

Nous avons T'(1) =1, T'(3) = /7.
Propriété 1.1.1 La fonction Gamma est caractérisée par les propriétés suivantes :

1. La relation de récurrence
L(z+1)=2I(2) avec Re(z) > 0. (1.2)

Qu’on peut la démontrer par une intégration par partie.

2. Généralise le factoriel car
I'n+1)=n!, neN (1.3)

3. Peut étre représentée aussi par la limite :

, nln®
['(z) = nl—Z>Tooz(z DGt Re(z) >0 (1.4)




Fonctions spéciales

1.1.2 La fonction béta

Nous renvoyons le lecteur a [19] pour plus de détails.

Définition 1.1.2 Soient p,q € C tel que Re(p) > 0 et Re(q) > 0, la fonction béta est
définie par

1
Bp.q) = / (1 — 1), (1.5)
0
Remarque 1.1.3 Par le changement de variable s =1—1, on a
B(p.qa) = B(¢. p)- (1.6)

Proposition 1.1.4 (Lien entre la fonction Gamma et la fonction béta)
Soient p,q € C tels que Re(p) > 0 et Re(q) > 0, on a

I'(p)L'(q)

B(p,q) = ToTq)

(1.7)

1.1.3 La fonction Mittag-LefHler

La fonction de Mittag-LefHler joue un réle trés important dans la théorie des équations
différentielles d’ordre entier. Cette fonction est introduite par Mittage-Leffler en 1903 (voir
[19, 16]).

Définition 1.1.5 Soit z € C tel que Re(z) > 0, on définit la fonction de Mittag-Leffler

comme suit

E()—i 2 _1/0a1€gd >0 (1.8)
az_kzoF(ozk+1)_27Ti oo — 2 7 e ’

ot G est le contour qui commence et se termine a —oo et encercle [’origine une fois dans
le sens des aiguilles d’une montre. En particulier, si « = 1 nous trouvons la fonction
exponentielle E(z) = e*.

Plus généralement, la fonction de Mittag-Leffler a deux paramétres est définie par

00 Lk
Z)_kzzom, Oé>0,ﬁ>0. (19)

Remarque 1.1.6

1. Pour =1, on trouve la relation (1.8) car

ZF ak+1) = Ea(z).

k=0

2. Sia=p=1, il est clair que

> Z
E =
1 ZPk+1 < ;!



Fonctions spéciales

1.1.4 Fonction de Mainardi
Les notions de cette sous section sont prises des références [12, 6].

Définition 1.1.7 Soient z € C et o €]0,1[. La fonction de Mainardi est définie par

+oo
(—=2)" 1 / “1 (0—20%)
(I)a = = @ 7= )d y 1.10
() nZ:o nll'(—an+1—a) 2w Jq 7 7 (1.10)

ou G est le contour qui commence et se termine a —oo et encercle origine une fois dans
le sens des aiguilles d’une montre.
Proposition 1.1.8 Soient z € C et a €]0, 1], nous avons les assertions suivantes

1. La transformée de Laplace de la fonction ®,(z) est

L[®o](t) = Ea(—2)

oo I'(n+1)
t"d,(t)dt = ———, N
/0 ®) ['(an+1) ne

3. La fonction @, est une fonction positive, i.e. ®,(t) =0, Vit > 0.

Démonstration

1. Nous avons par la relation (1.10)

Alors

+00 oo ] .
/ @a(t)e_tht:/ {—/ g lelote )da] e Adt
0 0 21 G

1 oo o
- O_oz—lea |:/ e—t(z—i-o )dt:| do
21t Jq 0

1 o leo

= — dO'
21t Jo 2z + o“

= Fo(—2)

D’ou
2. En utilisant la propriété suivante (voir [6]),

/ T, (1t = lim(—1)"L B, (—s)

s—0 ds™



Fonctions spéciales

et

d" A" =~ (—s)"
— By (—8) = — %
dsm (=s) dsm ;% I'(an+1)
(=)l
CT(an+1)
On en déduit que
(—1)"n!

@, (1)dt = lim(—1)"— 2 =
A (e = (-~ 1) r o 1)

or '(n+1) =nl

Remarque 1.1.9 Par la Proposition 1.1.8 (2), on trouve pour n =0
“+oo
/ O, (t)dt =1, Vit > 0.
0
Autrement dit, ®, est une densité de probabilité. D’autre part, notons par
Pa(tV) = at'Fa b, ().
ot la transformée de Laplace de p, est donnée par la relation
/ e Mpo(t)dt = e,
0

En effet, nous avons

n!
-3 E ey
S (e
2; n!I'(—an)
ey (=D
i HZ:; a(n+ DHI'(—an — «a)

o (_1)nt—om
— t a—1
“ z% n!ll'(—an —a + 1)

(1.11)



Théorie de semi-groupe

1.2 Théorie de semi-groupe

Les définitions et les propriétés suivantes ainsi que leurs preuves sont prises de [13, 2|.

1.2.1 Semi-groupe d’opérateur linéaire borné

Soient E et F' deux espaces vectoriels normés sur le méme corps K = R ou C, A :
D(A) C E — F un opérateur, ou D(A) = {z € E, Ax € F} est le domaine de
définition de A.

Définition 1.2.1 Soit A: D(A) C E — F un opérateur. A est dit linéaire si D(A) est
un sous espace vectoriel de E et pour tous x,y € D(A),et pour tous ay, as € K.

A1z + agy) = a1 Az + ax Ay.

Définition 1.2.2 Soit A : E — F un opérateur linéaire. A est dit borné si pour tout
ensemble borné M de E, A(M) est un sous ensemble borné de F. En d’autre terme, A
est dite borné si A(Bg(0,1)) est un borné de F.

Proposition 1.2.3 Soit A : E — F un opérateur linéaire, alors A est borné si et

seulement si A est continu i.e.

3C >0, [Az| < C|z|, VreE.
On note L(E, F) I'ensemble des opérateurs linéaires continus (bornés) sur £ muni de la
norme ||.||z. Si £ = F, on le note L(F).

Définition 1.2.4 Soit E un espace de Banach. On appelle semi-groupe d’opérateur li-

néaire sur E ou simplement semi-groupe, qu’on le note {T'(t)}+>0, ['opérateur
T :Ry — L(E) vérifiant

1. T(0) =1 (I est l'opérateur identité).

2. T(t+s)=T(@)T(s), pourtoust,s=>0.

Définition 1.2.5 Un semi-groupe {T'(t)}1>0 d’opérateur borné sur E est dit uniformé-

ment continu sur E si

t=>

lim||T(t) — I]| = 0.
0
1.2.2 Semi-groupe de classe Cj

Dans cette partie, nous introduisons une classe plus générale des semi-groupes ot nous

étudions leurs propriétés élémentaires.

Définition 1.2.6 On appelle Cy-semi-groupe (ou semi-groupe fortement continu) d’opé-

rateur linéaire borné sur E une famille {T'(t)}+~0 C L(E) vérifiant les propriétés suivantes

7



Théorie de semi-groupe

1. T(0)=1;
2. T({t+s)=T()T(s), pour toust,s >0;

3. %ir%T(t)ac =z, pour tout xz € E.

Définition 1.2.7 Le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe {T'(t)}+=0, ['opérateur

A défini sur l’ensemble

t—0

D(A) = {x cE/ 1imwemste}

par

T(t)r —
Az = lir%y, pour tout x € D(A).

Remarque 1.2.8 Tout semi-groupe uniformément continu est de classe Cy mais l’inverse
q group 0

est fauz.

Théoréme 1.2.9 Soit {T'(t)}+=0 un Co-semi-groupe, Alors
1. Il existen > 0 et M > 1 tels que

1T < M, Vte[0,n]
2. Il existe w > 0 et M > 1 tels que
IT@)|| < Me**, V¥t > 0.
Dans ce cas on dit que {T'(t)}4~0 est un Cy-semi-groupe de type (M,w).

Démonstration (voir [2]).

Définition 1.2.10 Soit {T(t)}+~0 un Cy-semi-groupe sur E.

1. {T'(t) }4>0 est dit (uniformément) borné s’il est de type (M,0), i.e. sil existe M > 1
tel que
IT(t)|| < M, Vt > 0.

2. {T'(t)}+=0 est un Cy-semi-groupe de contraction s’il est de type (1,0), i.e. si

IT ()] < 1, Vt > 0.



Calcul Fractionnaire

1.2.3 Propriété spectrale des Cy-semi-groupes

Définition 1.2.11 Soit E un espace de Banach compleze et soit A: D(A) C E — E un

opérateur linéaire.

1. L’ensemble résolvant de A est
p(A) ={\ € C,\[ — A: D(A) C E — E est bijectif et (N[ — A)™* € L(E)}.
2. L’application
R(4) ip(4) = £(B)
A= RN A) = (M — A)7!
est dite, la résolvante de A.

Théoréme 1.2.12 Soient {T(t)|}+=0 un Co-semi-groupe différentiable et A son généra-
teur infinitésimal. St X € C (ReX > 0). Alors lapplication Ry : E — E

Ryx = / e MT(t)xdt
0
définit un opérateur linéaire borné sur E avec X € p(A) et
Ryx = R(\, A)x, pour tout x € E. (1.12)

Démonstration (voir [2]).

Exemple 1.2.1 (Semi-groupe de la chaleur) Soit 2 un ouvert borné régulier de R".
Soit Ap le Laplacien de Dirichlet sur Q, défini de H*(Q) N H () dans L*(Q). On sait
que Ap est auto-adjoint, négatif et inversible et que son inverse ABl est auto-adjoint et
compact sur L*(2) (compacité de H* dans L?). La théorie spectrale des opérateurs auto-
adjoint compact montre qu’il existe une base Hilbertienne (p)nen de fonctions propres de
ABI associée aux valeurs propres (i) qui sont réelles, de multiplicité finie et vérifient
fn — 0 . On en déduit que (p,) est une base Hilbertienne de fonctions propres de Ap
correspondant auz valeurs propres A\, = 1/, < 0 avec \, — —oo. Pour tout u € L*(Q),
on notera c,(u) le coefficient de ¢, dans la décomposition de u. Pour tous ug € L*(Q) et
t >0, on pose
u(t) = S(t)ug = ch(uo)e)‘"tgon
n>0

11 sagit d’un semi-groupe C° mais qu’il ne peut étre prolongé en groupe car S(t) n’est pas
inversible pour t > 0. On note aussi que S(t) est une contraction compacte pour t > 0
et que S(t) n'est pas uniformément continu en t = 0. Enfin, u(t) est solution (au moins
formellement) de l’équation de la chaleur

Fri Apu u(0) = uo.

On note formellement S(t) = e®pt.



Calcul Fractionnaire

1.3 Calcul Fractionnaire

Nous concentrons notre attention sur les propriétés essentielles des dérivées et intégrales

fractionnaires, notamment celles de Riemann-Liouville et de Caputo.

1.3.1 Intégrales fractionnaires au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.3.1 /1]
On appelle intégrale fractionnaire & gauche (resp. a droite) de Riemann-Liouville d’ordre

a >0, et on la note I (resp 1%), la fonction définie par

(IS f)(x) = ﬁ /x(a: — ) f(t)dt, t>a. (1.13)
(I°f) () = ﬁ / (= 20 f(B)dt, ¢ <b. (1.14)

Propriété 1.3.1 Nous avons les propriétés suivantes
1. Par convention I f(t) = f(t), c’est a dire IY = I est l'opérateur identité.

2. L’opérateur intégrale 1S est linéaire.

Dans la suite on va utiliser 1’équation (1.13).

Théoréme 1.3.2 [1/
Soit f € Ly([a,b]) et soit a > 0. Alors 19 f(t) existe presque partout sur [a,b], et

13f € Li((ab]).
Démonstration Soient A = [a, b]?, et k : A — R définie par

(t —s)t si a<s<t<b
k(t,s) =
0 si a<t<s<hb.

Alors k(.,.) est mesurable sur 2, et nous avons

/abk(t, s)dt = /as k(t, s)dt + /Sbk(t, s)dt

= /sb(t — ) at

(b— S)adt

(0%

Sachant que le produit de deux fonctions Bochner mesurables est aussi Bochner mesurable

(Théoréme 4.1.8), on a f(s)1,4(s) = f(s) sur [a,b]* est fortement mesurable sur [a, b]?.

10



Calcul Fractionnaire

Il est clair que k(t,s) est finie presque partout sur [a,b]?, et est une fonction mesurable

a valeurs réelles. Nous avons maintenant que

k(t,)f(5) g (s) = k(t,8)f(s)  sur  [a,b]?

est une fonction fortement mesurable. Ensuite, nous travaillons sur 'intégrale double

/ab /abk(t,s)f(s)ds dtg/ab(/abm(t,s)mf(s)”ds)dt
Z/ab ||f(8)||(/ab|k(t,s)!dt)ds

= [ o=,

«

< L2 [es)tas

=g < oo
(6%

Par le Théoréme de Tonelli (Théoréeme 4.1.8 ), la fonction H : 2 — E telle que
H(t,s) = k(t,s)f(s) est Bochner intégrable sur €.
D’ou par le Théoréme de Fubini (Théoréme 4.1.6), nous obtenons que fab k(t,s)f(s)ds est

une fonction Bochner intégrable sur [a,b]. Alors (I$f)(t) = wk [1(t — s)*7 f(s)ds est

I'(«)
Bochner intégrable sur [a, b], et existe presque partout sur [a, b]. O

Lemme 1.3.3 [1/
Soit f € LY([a,b]) et soit a > 1, alors

ITf € Cg([a,b]).
Démonstration On distingue deux cas.
1. Casdea=1.0na .
1o = [ sy (1.15)

Soient ¢,z € [a,b] tels que t > z et t — x on observe que

HULﬂ@)—(&fo)H—H/’f@ﬁw—:/xf@ﬁwﬂ

:) /:f(y)der/;f(?/)dy‘/:f(y)dyH

=}AU@@H

< [ 1ty
~ [ 1sw hdy= [ 15w 1y —o

car fj | f(z) || dz est continue sur [a,b].

11



Calcul Fractionnaire

2. Cas de a > 1. Soit ¢, x € [a,b] tels que t > x et t — = observons que

260 = 120 | = g | [ = s = [ =0 s
~ | [ o [o-vswa- [@-n i)
<t | [ 1o =@ T s [l ) 1 ]
S| [0 = = ) =

1

Comme t — z on a, (t —y)* ! — (z —y)* !, ainsi |(t — y)* ! — (z — y)*7'| — 0. Mais

(t—y)* 7 = (z—y)* [ <20 —a)* "
Donc
[t =y)* = (@ =y)* T fw) <20 —a)* || f(y) € Li([a,b]).

De plus, |(t —y)*™' — (z —y)*7'[ || f(y) [— 0 quand t — s.
Alors par le Théoréme de convergence dominé de Lebesgue on conclut que, quand

t— x,
[ 6= == 1w Ly o

Par conséquence, quand t — x

EF() = IEf(2) =0
Il résulte que I¢ f € Cp([a,b]). O
Exemple 1.3.1 1. Soit f(t) = (t — a)™. Par définition

1) = e [ 0= s

A laide du changement de variable s = a+ 7(t — a) on trouve

1o f(t) = ﬁ / (t— 5)°1(s — a)™ds

L atm 1 —r)elrmdr
- (=) /0(1 Jo-irmg

L M3 (m a
= m(t—a) B(m+1,a)
— F(m+ 1) —a a+m
B I‘(a+m+1)(t )

12



Calcul Fractionnaire

2. Soit f(t) = ¢, c = Cte une fonction définie sur [a,b]. On a

IO = g5 [ (=5 es

_ F(Ca) /at(t _ s)o-lds.

Par le changement de variable s = a + 7(t — a), On a alors ds = (t — a)dr, d’ou
(Sachant que T'(1) = 1)

100 = 5 | =@ —r)ter

(cv

_c(t—a)® N
Y

_c(t—a)T(1)
- I(a+1)
c(t —a)®
MNa+1)
Théoréme 1.3.4 (Loi de composition) [18/
Soient o, =0, f € L([a,b]). Alors

IS(ILF)(0) = TS )(E) = I £ (1)

est vérifiée presque partout sur [a,b]. Si de plus f € Cg([a,b]) ou o+ [ > 1, alors cette

identité est vraie sur [a,b]. Autrement dit, la famille {I$ f, « > 0} posséde la propriété

de semi-groupe.

Démonstration La preuve découle directement de la définition.
1 xX
a(7B _ a—178
IE(I f)(x) = () /a (=) f(t)dt

*; mx— a-1 t — ) f(s)ds
- TG /G< 0 / (t — )% f(s)dsdt

== ’ s xx— =Lt — §)1dtds.
—F(a)m)/af<>/s< 0t — )P ded

Par le changement de variable t = s + (z — s)7, 0 < 7 < 1. On obtient,

(I f) (@) = m /x(l" - S)Mﬁ_lf(s)d:?/o (1—7)* 7" dr

o 6(()[75) ’ r—s oa+p—-1 s)ds
- r<a>r<ﬁ>/a [z =)™ f(s)d

_ 1 ¢ _ JNatp-1

= —F(a—i-ﬁ)/a (x —s) f(s)ds

= 1P f(x) (Vraie presque partout sur [a,b])
Si f € Cg([a, b)), alors I f € Cp([a,b]) done I$(I1f) € Cr([a, b)) et IS f € Cr([a,b)).
[

13
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Proposition 1.3.5 /8, 5/

Soit o > 0, alors la transformée de Laplace de I f est formulée comme suit
L) = eLl)(D), ¢ >0,

Démonstration On peut écrire I f comme une convolution de deux fonction ¢ (définie
dans le Lemme 4.1.9) et f

124@) = o | @0 o
= (¢ f)(1).
Alors
LULfIE) = Llol(H)LLf](E).
Comme L[¢](t) = t=*, on déduit que L[IS f](t) =t~ *L[f](1). O

1.3.2 Dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.3.6 [1] Soit f une fonction intégrable sur [a,b]. Soient o > 0 et n € N*
tels que n = [a] + 1. On appelle dérivée fractionnaire d’ordre a de Riemann-Liouville la

fonction définie par

D2 f(a) = S (1))
_ mj—; /:(x et (gt (1.16)
En particulier,
1. Si =0, on aura DY f(z) = f(x).
2. Si f € CL(la,b]), alors
D2 f(x) = -1 (). (117)

Exemple 1.3.2 Soit f(t) = (t —a)™

DO f(a) = ﬁ% / (o= e — gyt

En fait le changement de variable t = a + s(x — a) on aura,

1 d” !
D> — o \nt+m—« 1— n—a—1 m
@) = gy e~ [ = st
= T m b ) a)
- T'(n—a) noem dzn ¢

_ I'n+m—-a+1)I(m+1)
" I'n—a+m+1)(n—a+1)
B C(m+1) (z — a)e

_F(n—a—l—l)x )"

(x —a)™™@

14



Calcul Fractionnaire

Théoréme 1.3.7 [1}] Soient fet g deuz fonctions dont les dérivées fractionnaires de

Riemann-Liouville existent, pour ¢; et co € R, on a

D¢ (e f(x) + c29(2)) = e1 DS f(2) + 2D g() (1.18)

Lemme 1.3.8 /3]

1. Soient o > 0 et f € Li([a,b]). Alors Uégalité, DI f(x) = f(x) est vraie pour
presque tout x € [a, b].

2. 87l existe une fonction g € Li([a,b]) telle que f = I$g alors, ISDS f = [ presque
pour tout x € [a,b).

Démonstration Pour la 1% relation en utilisant la Définition 1.3.6. On a

dr d
DLILf(2) = -2 LI f(z) = - I3 f(a) = f(2).

dan

La 2°™¢ assertion est une conséquence de la 1

19D f = 12(D313g) = 139 = f.

Théoréme 1.3.9 /8, 5/
Si f € Li([a,b]), a > 0, la transformée de Laplace de la dérivée de Riemann-Liouville de
f est

t=0

n—1
e [ dF
LD = 2l - S e ()
k=0
avecn — 1 < a < n, cette transformée de Laplace est bien connue.

Remarque 1.3.10 La dérivée fractionnaire d’une constante n’est pas en générale nulle.
En effet, Soit f(t) = c une constante

1 d

DSf(t) = ma/@ (t — )" f(x)dz

1 d [
= 2 [ t—2)ud
F(l—a)dt/a( v) tedz

15



Calcul Fractionnaire

1.3.3 Dérivée fractionnaire de Caputo
Définition 1.3.11 /1] Soit f : [a,b] — E une fonction telle que f™ € L}.([a,b]). On
définit la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre o € Ry par

Def(t) = I f(t) = ! ) / t(t—x)"’a’l f™(z)dz,  t>a. (1.19)

I'n—«

avec [a] =n , n € N*.

Remarque 1.3.12 [l est évident que la dérivée d’une fonction constante au sens de Ca-

puto est égale a zéro, et nous remarquons que
DYc# Djec.

Exemple 1.3.3 Soit la fonction f définit par : f(t) = (t —a)™ et soitn —1 < a < n.

Alors on a
F(m+1)

P70 = B —e )

(1 —a)™ "

D’ou
F(m + 1) ! n—a—1 m—n
F(n—a)f‘(m—n—i—l)/a(t_T) (r—a)y"dr

En effectuant le changement de variable T = a + s(t — a) on obtient

I(m+1)
IF'(n—a)l'(m—n+
= Lim+1) —a)" 1 — s)rmalgmTn s
- T(n—a)l(m —n—l—l)(t ) /0(1 ) 4

Fim+1)6(n —a,m—n-+1)

I'n—a)l'(m—-—n+1)
_ Fim+1)I'(n—a)l'(m—n+1) (t— ay=o
'n—a)l'(m—n+1)I'(m—-a+1)
I'(m+1)

“Tm—arpnl 9"

DG f(t) =

Def(t) = D / (t—7)" 1 —a)" "dr

(t—a)m™™@

Lemme 1.3.13 [1] Soit « > 0 et f € Cg([a,b]), alors DXISf(t) = f(t). (i.e. DS est

Uinverse a gauche de la dérivée fractionnaire de Riemann- Liouville ).

Théoréme 1.3.14 [18] Soit a > 0 et f € AC™([a,b]). Alors,

=l k) (g
f ( )(t—a)k,

IEDFf(t) = f(t) = vt € [a,b]

(i.e. DS n’est pas Uinverse a droite de la dérivée fractionnaire de Riemann- Liouville ).
Proposition 1.3.15 [18/ Nous donnons les propriétés suivantes :

16



Calcul Fractionnaire

1. Sin—1<a<n,neNetaecR on a alors,

(a)
lim DS f(t) = f(1).

a—n

(b)
lim Dgf(t) = f"0(t) = [ V(a).

a—n—1
2. La dérivée fractionnaire de Caputo est un opérateur liniéair i.e., soitn—1 < a <mn,

neNeeC
Dz (Af(t) +g(t) = ADg f(t) + Dgg(t).

Théoréme 1.3.16 /21, 4/
Soita € R (n—1<a<n,neN) larelation entre l'opérateur de Riemann-Liouville et

de Caputo est donnée par

Dgf(t) = DLf(t) = F®(a). (1.20)

Théoréme 1.3.17 [5/
Si f € Cg([a,b]) et pour a > 0. Alors la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire
de Caputo de f est

n—1

LD f1() = t*LIf1(t) = Yt P (a). (1.21)

k=0

Démonstration Pourn — 1 <a<n,neN* t>0ona
Dgf(t) = I ™ (),
alors par la Proposition 1.3.5

LIDZfI(t) = LI f™)()
=t "(LIF)) ()

L)) = LU — S8 B ),
Donc -
LID2f(t) = (L) — 3 1 0 a),

17



Chapitre 2

Téorémes d’existences et d’unicités de

solution

Le but de ce chapitre est d’étudier I'existence et 1'unicité de solution du probléme (2.1)
ainsi : Soit (£, ||.||) un espace de Banach, considérons I’équation différentielle fractionnaire
suivante

Diy(t) = Ay(t) + f(t), ¢ €0, T]
1-2y(0) = o,
out 0 <a<l1 A:D(A) C E — FE est un opérateur linéaire fermé défini sur un espace
dense D(A) de l'espace E, y° € D(A) et f € L%([0,T]). Pour résoudre ce probléme nous
aurons besoin de I'hypothése suivante
(Hi) A:D(A) C E — FE est le générateur d'un Cy-semi groupe {Q(t)}:>o uniformé-
ment borné dans F, c’est-a-dire, qu’il existe k > 0 tel que

sup Q)| z(m) <K (2.2)

>0

(2.1)

ot (L(E), ||.||ze)) est I'espace de Banach de tous les opérateurs linéaires bornés sur F.

Théoréme 2.0.18 [15/
Soient % <a<1letfelLi(]0,T]). Supposons que (Hy) est satisfaite. Alors pour tout
y° € D(A), le probleme (2.1) admet une solution unique y € L%([0,T]) donnée par

y(t) = Pa(t)y° + /Ot P, (t — s)f(s)ds, (2.3)

ol

H=a / 010, (0)Q(1°0)do (2.4)

avec @, donnée dans (1.10). De plus,

1yll2 < \/ H vl +

18
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Téorémes d’existences et d’unicités de solution

Démonstration En utilisant la relation (1.17) et la Proposition 1.3.5, la transformée de

Laplace de Dy est

dx
= AL y)(N) — I "y(07)
= X*L[y)(N) — I y(0™).

LD = £] 1) | )

D’aprés (2.1) on a
LIDSHN) = L[Ay + FI(N)
L7y(0) = .
Combinant ces deux derniéres relations et la propriété de linéarité de la transformée de
Laplace, il s’ensuit que
ML) = Iy (07) = AL[](A) + L[FI(N)
Ly(0) = o
ie,
(AT = A)L[y](A) = LIfI(N) + Iy (0%)
I y(0) =4
Donc la transformée de Laplace de la solution du probléme (2.1) est

Lly)(N) = (AT — A) L)) + (AT — A) 'y, (2.6)

On remarque (Théoréme 1.2.12) que pour tout h € E

(M — A th = /OO e Q(s)hds.

0

Moyennant la définition de la densité de probabilité p, dont la transformée de Laplace
satisfait la relation (1.11)

(AT — A)"'h = /OO e "*Q(s)hds

0

o [ee] 1
- / / e o (1) Q(s)hduds.
o Jo
En effectuant le changement de variable t = séu, il vient que

(AT — A) 'h = /OOO e ( /00o s—ipa(ts—i)Q(s)hds> dt.

Sachant que la transformée de Laplace de p, satisfait

a®,(0) = 07 "5 pa (07 w) (2.7)



Téorémes d’existences et d’unicités de solution

Donc, grace de (2.7), on obtient (avec 6 =t~ %s)

- ayth= [ —M( 5 ot H)Q()hd )d
o=y = [ ([ (e Qemas )
:/ e)‘t(/ &sto‘léa(tas)Q(s)hds)dt
0 0
= / e’\t( / a@tO‘1CI>a(6)Q(t°‘6)hd9>dt
0 0
= / e MNP, (t)hdt
0
ol o
P, (t) = / a0t 10,(0)Q(°0)do. (2.8)
0
D’ou

(AT — A)'h = L[P,J(A\h (2.9)
Remplacant la relation (2.9) dans I’équation (2.6), il résulte que
LyI(A) = LIPJN LI + LIPa](N)y"- (2.10)
On obtient en introduisant la transformée de Laplace inverse dans la relation (2.10)
y(t) = (Po x f)(t) + Pa(t)y”
t
= [ Bat = 5)f(s)ds + Palt)s”
0

Il reste & montrer la relation (2.5). Nous avons,

< 1B+ | [ Bute = 950

En évoquant la relation (2.2) et comme [~ 0P, (0)df =

(o)l = \ P+ [ Balt— )5

(1+a) (Proposition 1.1.8)

ly()] < /OOO abt* = @, (0)1Q(t*0)y" |0 + / /OO ab(t — s)* ' a(O)[|Q((t — 5)*0)[I1f ()| dOds

g/ a0t°=18, (0) |y Hd6+/ / bt — 5)° Do (0)k|| £ (s) | dbds
0

ok ja-1 o a1
< )+ s [ 9 sl

koo 0 i t —g)e ! s)||lds
< gt W+ g [ €=l

20



Téorémes d’existences et d’unicités de solution

car ['(a + 1) = al'(«). Par conséquent, puisque (t — s)*~1 € Ly ([0,T]) et f € L4([0,T))
et par I'inégalité de Holder

IO < = =10 + % / (= )" 3t — £)° ()] ods

[(«)
< st Pl + %( / t(t—s)“-lds)é( [t isras)
< ot I+ s ([= o s

=

< it I+ s ([ i)
Ce qui implique que
ol < [t 1o+ Ao ([ tisenras)|
< it I+ o ([ (=)

2k pnay op2 , 2KPT* ' O £()I12ds ?
< ot R+ s ([ - orleas)

Soit alors

T ) 2]{32 012 T . 2k2T2a T rt . ol ) ) )
| e < s [ et S [ [ a— st Pas

26T 01|12 ﬂ ! S 2 ’ — s a—1 S
< o=+ sy [, WOE [ st

2k L S =5
< T+ i |, P
. 2k2T2a—1 H 0H2 2k2T3a

© a=1)(T())? ([ (a))?

Par conséquent,

AR

T g 2T :
I < ey 1+ sy I18)

k 2 20—1 273
< Vo !

D’ou le résultat. O

Clly’l+

Corollaire 2.0.19 [15] Soit 0 < a < 1 et y° = 0. Supposons que (Hy) est satisfaite. Le

probléeme (2.1) admet une solution unique y € L%([0,T]) donnée par
t
y(t) = / P,(t — s)f(s)ds.
0
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Téorémes d’existences et d’unicités de solution

k T3
< — /I ls.
Il < s 2 11
Théoréme 2.0.20 [15/

Soit 3 < o < 1, soient y° € H*(Q)NH(Q) etv € L*(Q). Alors, (1) a une solution unique
dans L*(Q). De plus,

De Plus,

I < s (g9 + 2o e (2.11)

Démonstration Nous appliquons directement le Théoréme 2.0.18 avec A = A,
D(A) = H*(Q) N HY(Q), E = L*(Q) et f = v. Notons que (2.11) est obtenu a partir de

(2.5) en prenant k < 1 puisque A génére un semi-groupe de contraction. O

Corollaire 2.0.21 [15] Soit 0 < a < 1, y* = 0 et v € L*(Q). Alors, le probleme (1) a

une solution unique dans L*(Q). De plus

1 TSa
lyll2 < m\/ $||U||2-

Désormais, nous utilisant la notation suivante

1 T
DUf(t) = ———— — )7 f'(s)ds. 2.12
10 = =y | -0 s (212)
Considérons I’équation différentielle fractionnaire

~Dp(t) ~ Aplt) = g(t). € [0,7] (213)

o0 <a<1letge L3([0,T]).

Proposition 2.0.22 [15] Soit 0 < a < 1, Supposons que (Hi) est satisfaite. Alors, le

probléeme (2.13) admet une solution unique p € L*(Q) donnée par

p(t) = /0 P,(t — s)g(s)ds (2.14)

ot Py, est l'opérateur définie par (2.4). De plus,

k T3
Ipll2 < m\/ ?Hg‘b' (2.15)

Démonstration Nous procédons en deux étapes.
Etape 1. Nous montrons que (2.13) est une équation de diffusion fractionnaire rétrograde

définie avec une dérivée de Caputo. Posons
Tupl(t) = p(T —t), ¢ € [0,T) (2.16)
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Alors,

STopt) = (T~ 1) = ~Tep (1), (217)

En fait le changement de variable t — T' — ¢ dans l'expression (2.12)
1 T
DT 1) = e [ (6= (M=) (s)ds
1 T
= T —a) /Tt(s —T+t)"*p'(s)ds
1

= m/o (t —u)" P (T — u)du (u=T —s).

Alors d’apreés (2.16) on obtient,

D Tip(t) = —F(%_a) / (t - u)*(Trp) (u)du

1.e.

D Trp(t) = ~ D Trp(1).

Enfin, en effectuant le changement de variable ¢ — T — t dans le probléme (2.12), on
trouve que

—Dp(T —t) — Ap(T' —t) = g(T - 1),

p(0) =0

qui est équivalent a

—DIrp(t) — ATrp(t) = Try(t),
p(0) =0

ou encore

DgTrp(t) — AZrp(t) = Trg(t), T —t€[0,T)
p(0) =0.
T —t — 7 on obtient
Dgp(r) — Ap(t) = g(t), 7€[0,T]
p(0) =0.

Etape 2. Nous montrons que (2.14) et (2.15) sont vérifiées. Utilisant le relation (1.19) et

la Proposition 1.3.5, on trouve

(2.18)

LIDgpl(A) =L[T7*p'J(N)
=\ TIL[p(N)
=A\LIp](A) = A*'p(0)
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Téorémes d’existences et d’unicités de solution

et on a

p(0)=0

éliminant L£[D§p](.) de cette derniére relation, on aura

{qupw) — L[Apl(\) = Llg)(V)

ALp|(A) = A*7'p(0) — AL[p](N) = L[g](N)
p(0) = 0.

Par conséquent,

(AT = A)L[p](A) = L[g](N).
On déduit que la transformée de Laplace de la solution du probléme (2.13) est donnée par
Lp](A) = (X" = A) ' L[g](). (2.19)
Par ailleur, par (2.9) et en introduisant la transformée de Laplace inverse on a

p(t) = L7 (LPL] (N LIg)(N))
= (Pa + g)(t)

_ /Ot P (t — s)g(s)ds,

qui est solution du probléme (2.13). D’autre part, un méme procédé du Théoréme 2.0.18,

on trouve

/Ot Po(t — s)g(s)ds
/ | / T alt — T 00,(0)QU(¢ — 5)°0)g(s)dods

0 Jo

0] = |

< [ [ ate—syon @i - 1o ases
< o [ otolas

g M (e ) (0=t >||2)5ds
< ( [a-o d)( [~ )MHg(S)szS)%
T@)é ([e- s)a-lng(s)n?dsf

= aterias)
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Téorémes d’existences et d’unicités de solution

Donc,

J e A K PO

k?T?a ) T ol
< e ) NI [ = o tavas

< ﬂ” H2
S @3 (T (a2

k T3a
pll2 < m\/ ?HQH%

Ce qui finit la preuve. O

On déduit alors,
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Chapitre 3
Application au Contréle Optimal

Dans ce chapitre, on cherche a controler le probléme (1). Plus précisément, on cherche
a approcher I'état y(v) du probléme (1) par I'état désiré z; en controllant v.
Soit v € L?(Q). Donc, en vertu du résultat du chapitre 2, on sait que la solution y = y(v)
de (1) appartient a L*(Q). A cet égard, on peut définir la fonction J(.) sur L?(Q) par

J(v) = lly(v) — zall + Nvll3 (3.1)

ol z4 € L*(Q) et N > 0. Le probléme du controle optimal consiste a trouver u € L*(Q)

tel que

J(u) = veiL%EQ) J(v). (3.2)

Lemme 3.0.23 [15] Pour tout p € C*(Q), on a

/ / “y(x,t) — Ay(, t))p(w, t)dwdt = / o(z, Ty (2, T)dz — / o(z,0) 1 y(z,0")dx

/ / 9% dordt / / gpdadt
o0 81/ o0 0

-|_/Q/O y(z,t)(— D¢(z,t) — Ap(z,t))dzdt.
(3.3)

Démonstration Soit ¢ € C>®(Q), on a

//Diymt —Ay(z,t))p(x, t)dzdt = // Ty(x, t)p xtda:dt//Ayxt o(z,t)dxdt.

Par la formule de Green (4.2.9), sachant que

/Ay (x,t)p(z,t)d /Vngpdx—i—/ @wda,
90 aV

/y(ac,t)Ago(x,t)dx = —/ VyVdr + a—(pyda,
Q Q

a0 81/
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par soustraction, on trouve

T
/ /Ay (x,t)p(z, t)dzdt = / / —gpdadt—i—/ —ydadt / / (x,t)Ap(x,t)dxdt.
0 o Joa OV

Il s’avére, via la relation (1.17) et le Théoréme de Fubini (Théoréme 4.1.6), que

/ /D+y z, 1) p(z, t)dedt = /Q {/OT jt([i >y (, t))cp(:p,t)dt} dx

:/gp(x,T)(I}r_ay(x,T))dx—/gp(x,O)(]i_ay(ﬁ,OJr))dx
Q

Q

~ /Q [ /0 ! (Ii‘ay(x,t))go’(x,t)dt} de.
Puisque

/Q{/OTgp’(x,t)([i_“y(x,t))dt} dx:/Q -/OTgo'(a:,t) (ﬁ /Ot(t—s)_“y(x,s)ds)dt]da:
:/Q 1 _
-/,

On en déduit que

/ /D+y (x,t)p(z, t)dedt = /Q@(x,T)(Iiay(:c,T))dx—/@(x,O)([iay(:c,()*))dx

Q

_ /Q [ /0 Ty(gg,t)l)agp(x,t))dt] da (3.5)

Donc en ajoutant (3.4) a (3.5) on obtient (3.3).

Lemme 3.0.24 [15] Soit y la solution de (1). Pour tout o € C*(Q) tel que p(x,T) =0
dans ) et ¢ =0 sur X. On a

/ / Ty(z,t) Ay(:v,t))go(:v,t)da:dt = —/ng(x,O)(Ii_O‘y(:v,OJr))dx

! ¢
- dadt+/ / —dodt
/o Gle! a’/gp e} o
+ / / y(z,t)(— D¢(z,t) — Ap(z,t))dzdt.
0o Jao

Démonstration C’est une conséquence immédiate du Lemme 3.0.23.

Proposition 3.0.25 [15] Supposons que I’ hypothése du probléme (1) est vérifiée, alors

il existe un controle optimal unique u tel que (3.2) détient.
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Démonstration Soit v, € L*(Q) une suite minimisante telle que

— inf . .
J(vp) velL%(Q)J(U) (3.6)

Alors y,, = y(v,) est une solution de (1), ceci signifie que y,, satisfait :

DSy, — Ay, = v, dans @, (3.7)
Yn =0 sur X, (3.8)
L%y, (x,0) = ¢° sur €. (3.9)

De plus, en vue de (3.6), il existe C' > 0 tel que
[on]l2 < C,

HynHZ < C
Il résulte de (3.7) que
D%y — Ayulla < C. (3.10)

Par conséquent, ils existent u,y,y € L*(Q) et des sous-suites extraitent de (v,,) et (y,) (

notées aussi (v,) et (y,)) telles que

Up — U faiblement dans  L*(Q) (3.11)
Yn — Y faiblement dans  L*(Q) (3.12)
DSy, — Ayp, — faiblement dans  L*(Q). (3.13)

Posons

D(@) = { € C¥(@) el que oo = 0. p(2.0) = otz T) = 0 dams 2}

et notons par D'(Q) le dual de D(Q). D’aprés le Lemme 3.0.24, on a pour tout ¢ € D(Q)

T T
| [ 0ot date D)ot dode = [ [ g (o.0)(~ D"l ) ~ Al ) .

o Jo o Ja
Donc par (3.12) on obtient pour tout ¢ € D(Q),
lim / / Yyn(z,t) — Ayp(, 1)) (2, t)dedt = / / z,t)(— D(z,t) — Ap(z,t))dzdt

/ / Qy(z,t) — Ay(z, 1)) p(z, t)dzdt.

Ceci signifie que
D%y, — Ay, — Dy — Ay faiblement dans D'(Q).
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Il résulte que
Dy — Ay =~ € L*(Q). (3.14)

Dongc, par la relation (3.14), on déduit que
— Ay, = D%y — Ay faiblement dans L?(Q) (3.15)

Un passage a la limite dans la relation (3.7) et en évoquant la relation (3.11), on conclut
que
Diy—Ay=u dans Q. (3.16)

Siy e L3(Q) = L*([0,T]; L*(£2)), donc en vertue du Lemme 4.1.9, I;*y(z,t) € L*(Q)
(par définition de It~ *y(z, t)) Donc, d’une part on a

d — I %y (x,t) € H([0,T7; L*(2)).

DSy(x,t) = o

Alors,
Diy(a,t) — Ay(z,t) € L*([0,T1; L*(Q)) € H™H([0, T}; L*(Q)).

D’ou Ay € H'([0,T]; L*(2)) puisque (3.14) eu lieu. Ainsi y(t) € L*(Q2) et Ay(t) € L*(Q).
On en déduit (en vertu du Théoréme 4.2.7) que y|aq existe et appartient a H~2(99).

D’autre part, on a Ay € L*([0,T]; H2(2)). Puisque L*(2) € H'(Q) € H*(Q), on
déduit de la relation (3.14) que

Diy(e.t) = Iy (1) € (0,7 H2(2),

Alors I %y(z,t) € L*(Q) et L1 y(x,t) € L*([0,T]); H*(Q))

En conséquence, le Théoréme 4.2.8 montre que I} “y appartient a C([0, 7], H(12)). Ceci
signifie que I %y(z,0") existe et appartient & H1(Q) .

Maintenant, multipliant (3.7) par ¢ € C*(Q), avec ¢|sq = 0 et ¢(z,T) = 0 sur 2, on

obtient en utilisant le Lemme 3.0.24
/’/ Sn(i,1) = g (o) ol Ddadt = = [ ol 0)yPd
Q
T
+/ / Yn(2,0) (= D0(z,t) — Ap(x,t))dxdt

0o Jo

Par passage a la limite quand n — oo ou en utilisant (3.12) et (3.15),

T
/ / (DYy(z,t) — Ay(z,t))p(z, t)dzdt + / o(x,0)y dr =
0o Jo Q

/0 /Qy(x,t)(—D“go(x,t)_Asp(w,t))dxdt.
(3.17)
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Par le Lemme 3.0.23, on obtient pour tout ¢ € C*®(Q), avec ¢|sq = 0 et p(x,T) = 0 sur

/ / Ty(x,t) Ay(az,t))go(x,t)d:pdt+/g0( 0)y’dx =

/gp(x 0) 1 “y(z,0")dz —/ / 92 dodt
aa” OV

+/0 /Q(Diy(ffyt)—Ay(x,t))gp(m,t)dxdt,

donc,
0 T Op
| 00 = (.00 00y 0y~ [ (05 .
Q 0nn 0 V[ H-12(00),H1/2(50)

Prenant g—f = 0 sur 0N dans cette derniére égalité, on trouve

Iy (x,07) = y%(x), sur §, (3.18)
et donc

y=0 sur  OfM. (3.19)

En vertu des relations (3.16), (3.18) et (3.19), on déduit que y = y(u) est une solution de

(1). La fonction v +— J(v) étant faiblement semi continue inférieurement, on aura

J(u) < liminf J(v,).

n—oo

En effet, nous avons par définition de J(.) et en appliquant le Lemme de Fatou

lim inf J(v,,) —hmlnf (Ily(vn) = zdll3 + N|lvall3)

> liminf(y(v,) — zd)||% + N||lim inf vn||§
=|ly(u) — zall3 + Null3,

(en moyennant les relations (3.12) et (3.13)). On déduit de (3.6) que

Ju) < inf J
(W< nf Jo),

d’ou

J(u)= inf J(v).
(u) Lot (v)

Pour montrer 1'unicité, supposant qu'’ils existent uy, us € L*(Q) tel que uy # uy avec

J(u1) = J(ug) = inf J(v). (3.20)

vel?(Q)
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Sachant que J est strictement convexe (i.e.

Pour tous uy, us € L*(Q) et t €]0, 1] avec uy # us.) on a alors

(1) < o)+ 3wn) = S,

contradiction avec (3.20). O

Théoréme 3.0.26 [15/
Siu est une solution de (3.2), alors il existe p € L*(Q) tel que (u,y, p) satisfait le systeme
optimal suivant
Diy—Ay=u dans @
y=0 sur X (3.21)
L %y(z,0%) =% dans Q

Dp—Ap=y—2z4 dans Q
p=0  sur X (3.22)
p(T) =0 dans $2

u:—% dans Q. (3.23)

Démonstration Les relations (3.16), (3.18) et (3.19) donne la relation (3.21). Pour mon-
trer (3.22) et (3.23), nous exprimons les conditions d’optimalités d’Euler-Lagrange qui

caractérisent le controle optimal u

d
@J(u + 1) |u=0= 0, pour tout ¢ € L*(Q). (3.24)

L’état z(p) associé au controle ¢ € L*(Q)) est une solution de
D}z —Az=¢ dans @
z2=0 sur X (3.25)
I7%2(2,0") =0 dans

La relation (3.24) donne,

| =

d
@J(u + pp) = (Hy(u + pp) = zal)y + Nju + W’H;)

<%(y(u+,ug0) — 2a),y(u+ pp) — Zd> + N<%(u +M90)>“+W>]

N = N —=

l—|lﬁt

(2(9),y(u+ pp) — za) + N{p,u+ Wﬂ :
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alors quand p — 0, on trouve

/ / — zg)dxdt + N/ / updrdt =0, ¢ € L*(Q). (3.26)

Pour interpréter (3.26), on considére I’équation d’état adjoint

Dp — Ap =y(u) —z; dans @
p=0 sur X (3.27)
p(T)=0 dans £

Puisque y(u)—z4 € L*(Q), appliquant la Proposition 2.0.22 avec (A4, D(A)) = (A, H*(2)N
H;(f2)), on déduit que le probléme (3.27) admet une solution unique dans L*(Q)). Donc,
en multipliant (3.25) par, p, la solution de (3.27), on obtient par le Lemme 3.0.24.

T T
/ /(Diz — Az)pdxdt :/ /('Dap — Ap)zdzdt

0o Jo
/ / — z4)zdxdt.

Dong, en vertu de (3.25) et (3.26), on déduit que

/ / opdrdt = —N / / pudrdt, ¢ € L*(Q).

u:—% dans Q.

Par conséquence,
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Chapitre 4

Appendice

4.1 Espaces de Bochner

Soit E un espace de Banach séparable muni de la norme ||.||, £* son dual et (S, A, i)
un espace mesuré, une focntion f : S — FE est dite mesurable si et seulemment si la

fonction (f, z*) est mesurable pour tout z* € E* (voir [7]).

Définition 4.1.1 Une fonction f: S — E est dite pu-simple si et seulement st

N
f = Z ]-An & T,
n=1

avec A, € A satisfaisant u(A,) < oo et x, € E pour tout 1 <n < N.
1, désigne la fonction indicatrice de 'ensemble A et (f ® x)(s) := f(s)z.
Définition 4.1.2 Une fonction f : S — X est dite fortement p-mesurable (ou Bochner

mesurable) sil existe une suite de fonctions p-simples f, : S — E telles que lim f, = f

p-presque partout.

Définition 4.1.3 Pour tout 1 < p < oo, on définit l’espace de toutes (classes d’équiva-

lences) les fonctions fortement p-mesurable f: S — E telles que

/S 1 Pdys < oo,

on le note L(S). Sip = oo, LF(S) est Uespace de toutes (classes d’équivalences) les

fonctions fortement p-mesurables f : S — E telles qu’il existe ¢ > 0 ou pu{||f|| > ¢} = 0.

1/p
£l = ( / Hfl\pdu)

T inf{c > 00 p{lfl > ¢} = o},

les espace L%(S), 1 < p < oo, sont des espaces de Banach.

Munis des normes

et (respectivement)

33



Espaces de Sobolev

Définition 4.1.4 Une fonction fortement p-mesurable f : S — E est dite Bochner inté-

grable si et seulement si

[ 1l < o,
S

'/Sfdﬂ < [ 171

Théoréme 4.1.5 (Théoréme de convergence dominée) Soit f, : S — E une suite

et dans ce cas on a

de fonctions Bochner intégrables. Sl existe une fonction f : S — FE et une fonction
positive intégrable g : S — R telles que lim f, = f p.p. et ||fn]] < g p.p., alors f est
Bochner intégrable et on a

tim [ £, = fldn =0,

En particulier,

n—oo

lim fnd,u / fdu.
Théoréme 4.1.6 (Théoréme de Fublnl) Sozest (S, A, ) et (T,B,v) deux espaces me-
surés o-finis et soit f : S x T — E une fonction Bochner intégrable.

1. Pour presque tout s € S, la fonction t — f(s,t) est Bochner intégrable.

2. Pour presque tout t € T, la fonction s +— f(s,t) est Bochner intégrable.

8. Les fonctions s — [, f(s, t)dv(t) et t — [ f(s,t)du(s) sont Bochner intégrables et

SXTf(st)d,uxust //fstd/,c Ydu(t //fstdu Ydp(s).

Théoréme 4.1.7 (Théoréme de Tonelli) Soient (S, A, u) et (T, B,v) deux espaces me-
surés o-finis et soit f : SxT — E une fonction Bochner intégrable. Si fs du(s fT | fldv(t)

existe, alors

Sfo(”)dW'/st //fstdu )du(t //fstdu )dpu(s).

Théoréme 4.1.8 Soit (S, A, ) un espace mesuré et soient X et Y deux espaces de Ba-
nach. Si f: S — X et g: S — Y sont deux fonctions fortements u-mesurables (I’une de

ces fonctions a valeurs réelles), alors le produit fg : S — X XY est fortement u-mesurable.

Lemme 4.1.9 Soient 0 < a <1, g€ LP([0,T]) (1<p<o0)etg:]0,T] — RY est une

fonction définie par :
t—a
O P

Alors pour presque tout t € [0,T], la fonction s — ¢(t — s)g(s) est intégrable sur [0.T].

o+ (1) /“¢t—s

lo* gll» < llll1]lgll,-

Posons

Alors, xg € LP([0,T]) et
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4.2 Espaces de Sobolev

Soit 0 un ouvert de R™ dont 02 désigne sa frontiére. Pour plus de détails concernant

les espaces de Sobolev, consultez [10].
Définition 4.2.1 On note H*(Q2) l’espace des distibutions u définies dans ) telles que

1. 0°u € L*(Q) pour |a] < m lorsque s = m est un entier positif.

2. ue H™(Q) et
[ [T =T,
JQ |z —

Yy | n+2o0

pour |a| = m lorsque s = m + o est non entier et positif avec m un entier et o la

partie fractionnaire de s, 0 < o < 1.

On munit H*(Q2) de la norme (naturelle)

ullgm@) = | Z |02v||3  dans le cas 1 et
o] <m

o o 1/2
2 |0%u(z) — 0"u(y)]
ul|gs) = | ||| Fmqy + E / / dxdy dans le cas 2.
H ”H( ) (H ”H (Q) = 0 Jo ‘x_y‘n+20

Notons que H°(Q2) = L?(Q).

Proposition 4.2.2 H*(2) est un espace de Hilbert pour la norme ||| ms()-

Définition 4.2.3 H{(2) est l'adhérence de D(Y) dans H*(Q). (D(Q)) désigne l’espace
vectoriel des fonctions définies sur €2, a valeurs réelles, qui sont de classe C* sur ) et a

support compact inclus dans §2).

Définition 4.2.4 Si s <0, alors H*(Q) est le dual de Hy*(2).

Lemme 4.2.5 Siu € H*(Q) alors 0 € H*~1°1(Q).

Remarque 4.2.6 Les espaces de Sobolev forment une chaine décroissante d’espace
ZDH'D>L*D>H' D ..

Théoréme 4.2.7 Soit s un réel quelconque inférieur ou égale a 0, si u € H*(Q) alors
u |one H 2 (9).

Théoréme 4.2.8 Soit Q) un ouvert borné de R™ a frontiére lipschitzienne. Alors,

H*(Q) C CF(Q), sik < s— g

Théoréme 4.2.9 (Formule de Green) Soit Q) un ouvert borné régulier de classe C?, et

n(x) sa normale extérieure. Soit u € H*(Q), v € H'(Q), on a

/(Au)vdm = — / Vu Vudz + g—uvda.
Q

Q aq on
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Résumé

Dans ce mémoire, on a appliqué la théorie classique du controle a une équation de
diffusion fractionnaire dans un domaine borné. La dérivée du temps fractionnaire est
considérée au sens de Riemann-Liouville. L’existence et I'unicité de la solution de 1’équa-
tion de diffusion fractionnaire dans un espace de Hilbert est étudiée en premier lieu. Puis,
nous avons démontré que le probléme de controle optimal considéré a une solution unique
ainsi que l'interprétation de la condition d’optimalité du premier ordre d’Euler- Lagrange
avec un probléme adjoint défini au moyen de la dérivée fractionnaire de Caputo, ol nous

avons obtenu un systéme d’optimalité pour le controle optimal.

Abstract

In this thesis, we have applied the classical control theory to a fractional diffusion
equation in a bounded domain. The derivative of fractional time is considered in the
sense of Riemann-Liouville. The existence and uniqueness of the solution of the fractionnal
diffusion equation in a Hilbert space is studied in a first place. Then, we showed that the
control problem optimal considered has a unique solution as well as the interpretation of
the first order optimality condition of Euler-Lagrange with an adjoint problem defined by
means of the fractional derivative of Caputo, where we obtained an optimality system for

the optimal control.
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