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INTRODUCTION GÉNÉRALE

Dans un espace métrique X, on dit qu’un sous-ensemble A est dense dans un autre

sous-ensemble B si B ⊂ A. Ceci veut tout tout simplement dire que tout point de B est à

distance nulle de A (et peut donc être approché autant que souhaité par un point de A).

C’est une notion d’approchabilité. En général, le principal intérêt de la notion de densité

est le raisonnement par prolongement. C’est à dire, on montre une propriété d’abord

pour un ensemble "simple" en quelque sorte (dénombrable ou bien composé d’éléments

particulièrement agréables à manipuler par exemple) puis on la prolonge à un ensemble

moins sympathique à l’aide d’un théorème de prolongement (voir [6] pour plus de détails).

Soient I un intervalle de R et E un espace de Banach séparable. Dans le cadre de

l’analyse multivoque, il est connu que pour une multi-application mesurable Γ : I ⇒ E,

si l’ensemble des sélections intégrables de Γ, S1
Γ est non vide, alors il est dense dans son

enveloppe convexe fermée coS1
Γ pour la topologie σ(L1

E, L
∞
E′). Ce résultat a été obtenu

par plusieurs auteurs dans la dimension finie ([13], [23]) et aussi dans le cas général ([5],

[22] et [20]). Dans [10], l’auteur a montré que S1
Γ est dense dans coS1

Γ pour la norme

‖f‖max = max
t′,t”∈I

‖
∫ t”
t′ f(s)ds ‖E, et dans la dimension quelconque. Ce théorème de densité

fait l’objet principal de ce mémoire, nous donnons une preuve d’une manière très détaillée

au cours du deuxième chapitre.

3



Introduction

Comme application à ce résultat, dans [10], l’auteur a établi un résultat de relaxation

pour une inclusion différentielle du premier ordre, Considérant l’inclusion

(I)


ẋ(t) ∈ F (t, x(t)), p.p.t ∈ I

x(0) = a,

où F : I × E ⇒ E est une multi-application, et a ∈ E, puis considérant sa forme relaxée

(II)


ẋ(t) ∈ coF (t, x(t)), p.p.t ∈ I

x(0) = a,

où co est l’enveloppe convexe fermée, l’auteur a pu montrer que sous certaines conditions

l’ensemble SI des solutions de (I) est dense dans SII des solutions de (II), pour la to-

pologie de la convergence uniforme sur l’intervalle I. L’étude détaillée de ce résultat de

relaxation fait l’objet du troisième chapitre de ce mémoire.

Notons des résultats de relaxation similaires out été établis en dimension finie (voir

exemple [11]). où le second membre F est supposé à valeurs compactes, et où les preuves

se basent sur la dimension finie contrairement à [10].
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CHAPITRE 1

PRÉLIMINAIRES

Dans ce chapitre, nous précisons nos notations et rappelons certaines définitions, pro-

positions et théorèmes dont on aura besoin tout au long de ce mémoire.

1.1 Notations générales

On note

- I = [0, T ] un intervalle de l’ensemble des réels R.

- Rd l’ensemble des vecteurs de dimension d, à coordonnées réelles.

- X un ensemble non vide.

- (X, θ) un espace topologique.

- (X, d) un espace métrique.

- BX(y, r) la boule ouverte de X de centre y et de rayon r.

- BX(y, r) la boule fermée de X de centre y et de rayon r.

- (X,Σ) un espace mesurable.

- (X,Σ, µ) un espace mesuré.
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1.2. Espace topologique, espace normé et espace métrique

Soit X un espace topologique. On note

- B(X) la tribu Borélienne sur X.

- Pcl(X) l’ensemble des parties fermées de X.

Soit E un espace de Banach et ‖·‖ la norme de E. On note par

- C(I, E) l’espace de Banach de toutes les applications continues définies sur I à

valeurs dans E, muni de la norme ‖f(·)‖ = sup
t∈I
‖f(t)‖E issue de la distance de la

convergence uniforme du définie par du(f, g) = max
t∈I
‖f(t)− g(t)‖E

- L1
E(I) l’espace de Banach de toutes les applications intégrables au sens de Bochner

définies sur I à valeurs dans E, muni de la norme usuelle ‖f(·)‖ =
∫
I
‖f(s)‖E ds et

de la norme ‖f(·)‖max = max
t′,t”∈I

‖
∫ t”
t′ f(s)ds ‖E.

- AC1,1(I, E) l’espace des applications absolument continues définies sur I à valeurs

dans E, dérivable presque partout avec f ′ ∈ L1
E(I)

- co(A) l’enveloppe convexe de A (A ⊂ E).

- co(A) l’enveloppe convexe fermée de A.

• 1IA ou χA la fonction caractéristique d’une partie A d’un ensemble donné, définie

par

1IA(x) =


1 si x ∈ A;

0 si x 6∈ A.

1.2 Espace topologique, espace normé et espace mé-

trique

Définition 1.2.1. Soit X un ensemble non vide. Soit θ une famille de parties de X(θ ⊂
P(X)). On dit que θ est une topologie sur X si et seulement si

1. ∅ ∈ θ, X ∈ θ.

2. ∀(Ai)i∈I ⊂ θ ⇒ ∪
i∈I
Ai ∈ θ. (stabilité par union quelconque)
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1.2. Espace topologique, espace normé et espace métrique

3. ∀(Ai)i=1,··· ,n ⊂ θ ⇒
n
∩
i=1
Ai ∈ θ (stabilité par intersection finie).

Définition 1.2.2. Soit θ une topologie sur X. Alors (X, θ) est appelé un espace topolo-
gique. On appelle ensemble ouvert de X tout ensemble appartenant à θ, c’est-à-dire

A est ouvert dans X ⇔ A ∈ θ.

Définition 1.2.3. Soit (X, θ) un espace topologique et B ⊂ X. On dit que B est fermé
dans X si et seulement si son complémentaire CB

X est ouvert.

Définition 1.2.4. Soient (X1, θ1) et (X2, θ2) deux espaces topologiques et soit

X = X1 ×X2 = {(x1, x2)/x1 ∈ X1, x2 ∈ X2}.

1. On appelle ouvert premier tout ensemble

O = {O1 ×O2/O1 ∈ θ1, O2 ∈ θ2}.

2. On appelle ouvert de X tout union d’ouverts premier, i.e.

θ = {∪k(Ok
1 ×Ok

2)/Ok
1 ∈ θ1, O

k
2 ∈ θ2}

est une topologie sur X appelée la topologie produit de θ1×θ2 et le couple (X, θ) est appelée
l’espace topologique produit de (X1, θ1) et (X2, θ2).

Définition 1.2.5. Soit E un espace vectoriel sur le corps R et soit

ϕ :E → R+

x 7→ ϕ(x)

on dit que ϕ est une norme sur E si et seulement si

1. Pour tout x ∈ E, on a ϕ(x) = 0⇔ x = 0E.

2. Pour tout x ∈ E et tout λ ∈ R on a ϕ(λx) = |λ|ϕ(x).

3. Pour tout x, y ∈ E , on a ϕ(x+ y) 6 ϕ(x) + ϕ(y).
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1.2. Espace topologique, espace normé et espace métrique

Définition 1.2.6. Soit X un ensemble non vide quelconque. On appelle distance sur X
une application d : X × X → R+ qui à (x, y) ∈ X × X fait correspondre le nombre réel
fini positif d(x, y) appelé distance de x à y, et satisfaisant aux trois conditions suivantes

(i) ∀x, y ∈ X , d(x, y) = 0⇔ x = y

(ii) ∀x, y ∈ X , d(x, y) = d(y, x) (relation de symétrie),

(iii) ∀x, y, z ∈ X , d(x, z) 6 d(x, y) + d(y, x) (inégalité triangulaire).

Définition 1.2.7. On appelle espace métrique le couple (X, d) formé d’un ensemble X et
une distance d définie sur X.

Définition 1.2.8. Soit (X, d) un espace métrique, soient x0 ∈ X et r > 0. On appelle
boule de centre x0 et de rayon r, notée BX(x0, r) l’ensemble

{x ∈ X/d(x0, x) < r}

Définition 1.2.9. Soient (X, dX) un espace métrique, et A une partie non vide de X.
La distance d’un point x ∈ X à l’ensemble A est donnée par

d(x,A) = inf
a∈A

dX(x, a).

Définition 1.2.10. (L’adhérence). Soient (X, dX) un espace métrique, et A une partie
non vide de X. On appelle adhérence de A et on note A, le sous-ensemble de X défini par

A = {x ∈ X, d(x,A) = 0}

Corollaire 1.2.11. Soient A une partie non vide d’un espace métrique (X, dX) et x ∈ X.
Alors

x ∈ A⇔ d(x,A) = 0

Définition 1.2.12. Soit (E, dX) un espace métrique et soit (xn)n ⊂ E. On dit que (xn)n
est de Cauchy si et seulement si

∀ε > 0,∃n0 ∈ N, ∀p, q ∈ N; p > q > n0 ⇒ dX(xp, xq) < ε

Définition 1.2.13. Soit (xn)n∈N une suite d’éléments de l’espace métrique (X, dX), Soit
x ∈ X. On dit que la suite (xn)n∈N converge vers x ∈ X si

∀ε > 0,∃n0 ∈ N, ∀n ∈ N n > n0 ⇒ dX(xn, x) < ε
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1.3. Ensembles convexes

Définition 1.2.14. Un espace métrique (X, dX) est dit complet lorsque toute suite de
Cauchy d’éléments de X est convergente dans X.

Soit (E, ‖ · ‖) un espace normé. Pour tout x, y ∈ E, on pose d(x, y) = ‖x− y‖.

On vérifie facilement que d est une distance sur E, appelée distance associée à la norme.

La topologie correspondante sera appelée topologie normique.

Définition 1.2.15. Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet pour la
distance issue de sa norme.

Définition 1.2.16. Soient A,B deux parties d’un espace métrique X.
• On dit que A est dense dans B si B ⊂ A.

• On dit que A est partout dense dans X si A = X.

1.3 Ensembles convexes

Définition 1.3.1. Soit E un espace vectoriel, a, b ∈ E.
• On appelle segment fermé d’extrémités a et b (ou tout simplement segment) que l’on
note [a, b], l’ensemble {λa+ (1− λ)b tel que λ ∈ [0, 1]}.
• On appelle segment ouvert que l’on note ]a, b[ l’ensemble {λa + (1 −
λ)b tel que λ ∈ ]0, 1[}.
De la même manière on définit les segments ]a, b] et [a, b[.

Définition 1.3.2. Une partie A de l’espace vectoriel E est dite convexe si à chaque fois
que deux points a, b appartiennent à A le segment [a, b] est contenu dans A, i.e,

λA+ (1− λ)A ⊂ A, ∀λ ∈ [0, 1]

ou encore
∀a, b ∈ A, ∀λ ∈ [0, 1], λa+ (1− λ)b ∈ A.

On appelle simplexe de Rn le sous ensemble ∆n, tel que

∆n = {(λ1, · · · , λn) ∈ Rn, λi ≥ 0 , i = 1...n,
n∑
i=1

λi = 1}.

Définition 1.3.3. Soit E un espace vectoriel et soient x1, x2, . . . , xn ∈ E. On appelle
combinaison convexe des éléments x1, x2, . . . , xn tout élément x qui s’écrit comme suit

x =
n∑
i=1

λixi tel que (λ1, λ2, . . . , λn) ∈ ∆n .
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1.3. Ensembles convexes

Proposition 1.3.4. Soit E un espace vectoriel et soit A ⊂ E. Alors A est convexe si et
seulement si n’importe quelle combinaison convexe des vecteurs de A est un vecteur de A.

Définition 1.3.5. Soit A un sous ensemble de l’espace vectoriel E. On appelle enveloppe
convexe de A, qu’on note co(A), l’intersection de tous les convexes de E contenant A.
C’est en fait le plus petit convexe de E contenant A.

Définition 1.3.6. Si E est un espace vectoriel topologique, on appelle enveloppe convexe
fermée de A, qu’on note co(A), le plus petit convexe fermé de E contenant A.

Théorème 1.3.7. (Théorème 1.4, [17], p. 14) Si A ⊂ E. Alors,

co(A) = co(A).

Démonstration. Soit A ⊂ E. L’ensemble co(A) est un fermé convexe (car co(A) est
convexe) contenant A. Mais co(A) est le plus petit convexe fermé contenant A.
Donc

co(A) ⊂ co(A).

D’autre part, co(A) est contenu dans tout ensemble convexe contenant A (car c’est le plus
petit d’entre eux),
d’où

co(A) ⊂ co(A).

Par conséquent,
co(A) ⊂ co(A) = co(A).

On conclut que co(A) = co(A).

Théorème 1.3.8. Si A ⊂ E. Alors,

co(A) = co(A).

Démonstration. Comme A ⊂ A alors co(A) ⊂ co(A) (propriété), d’où

co(A) ⊂ co(A),

autrement dit, d’après le théorème précédent,

co(A) ⊂ co(A). (1.1)
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1.4. Distance de Hausdorff

D’autre part, par définition de l’enveloppe convexe fermée, nous avons

A ⊂ co(A),

d’où
A ⊂ co(A) = co(A)

(car ce dernier est fermé).
Donc co(A) est un convexe fermé qui contient A. Or, co(A) est le plus petit ensemble de
ces ensembles, d’où

co(A) ⊂ co(A). (1.2)

Combinant (1.1) et (1.2) on conclut que co(A) = co(A).

Proposition 1.3.9. Soient E un espace vectoriel, A,B ⊂ E et α ∈ R.

1. co(αA) = αco(A).

2. co(A+B) = co(A) + co(B).
Si E un espace vectoriel topologique, alors

3. Si A est un sous ensemble convexe de E alors A et
◦
A le sont aussi.

4. co(αA) = αco(A).

1.4 Distance de Hausdorff

Les définitions et résultats de cette section ont été pris de [2] et [17]. Dans la suite on

considère un espace métrique (X, d) et A,B,C ⊂ X.

Définition 1.4.1. On appelle distance d’un point x ∈ X à A, la quantité notée d(x,A)
et définie par

d(x,A) = inf
y∈A

d(x, y).

Définition 1.4.2. On appelle écart entre A et B la quantité notée e(A,B) et définie par

e(A,B) = sup
x∈A

d(x,B) = sup
x∈A

(
inf
y∈B

d(x, y)
)
.

Définition 1.4.3. On appelle distance de Hausdorff entre A et B la quantité H(A,B)
définie par

H(A,B) = max
(
e(A,B), e(B,A)

)
,
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1.5. Quelques notions de mesurabilité

avec la convention
sup ∅ = 0 et inf ∅ = +∞.

Propriétés

1. e(A, ∅) = +∞ si A 6= ∅

2. e(∅, B) = 0

3. e(A,B) = 0⇔ A ⊂ B

4. H(A,B) = 0⇔ A = B

5. e(A,C) ≤ e(A,B) + e(B,C)

6. H(A,C) ≤ H(A,B) +H(B,C).

Soit Pf (X) l’ensemble des parties fermées de X. Alors Pf (X), muni de la distance de

Hausdorff H, est un espace métrique.

1.5 Quelques notions de mesurabilité

Les définitions et résultats de cette section ont été pris de [1] et [17].

Définition 1.5.1. (Tribu, espace mesurable) Soient X un ensemble non vide et Σ
une famille de sous ensembles de X. Alors Σ est une tribu sur X si

1. ∅ ∈ Σ.

2. A ∈ Σ⇒ X \ A ∈ Σ.

3. ∀n ∈ N , (n ≥ 1) , An ∈ Σ⇒ ∪
n
An ∈ Σ

Le couple (X,Σ) est appelé espace mesurable, et les éléments de Σ sont appelés ensembles
mesurables
Si la troisième relation est vraie pour les unions finies seulement, on dit que Σ est une
algèbre sur X.

Proposition 1.5.2. (Tribu engendrée) Soit A une famille de parties de X. L’intersec-
tion de toutes les tribus contenant A, est appelée tribu engendrée par A, et est usuellement
notée σ(A).
σ(A) est la plus petite tribu contenant A au sens d’une inclusion.

12



1.5. Quelques notions de mesurabilité

Proposition 1.5.3. (Propriétés des tribus engendrées) Soient A et B deux familles
de parties de X. Alors,

(a) A ⊂ B ⇒ σ(A) ⊂ σ(B)

(b) Pour toute tribu Σ sur X , A ⊂ Σ⇒ σ(A) ⊂ Σ.

Définition 1.5.4. (La tribu borélienne) Soit (X, τ) un espace topologique. On appelle
tribu borélienne la tribu engendrée par τ , on la note B(X).
Les éléments de la tribu borélienne sont appelés ensembles boréliens.

Définition 1.5.5. (Fonction mesurable) Soient (X1,Σ1), (X2,Σ2) deux espaces me-
surables et f une application définie sur X1 à valeurs dans X2. On dit que f est (Σ1,Σ2)-
mesurable si pour tout A ∈ Σ2, f -1(A) ∈ Σ1.
Si X2 est un espace topologique, une application (Σ1,B(X2))-mesurable est dite application
Borélienne ou Σ1-mesurable.

Proposition 1.5.6. Soient X1, X2 deux espaces topologiques et f : X1 → X2. Si f est
continue alors f : (X1,B(X1))→ (X2,B(X2)) est mesurable.

Proposition 1.5.7. Soient (X,Σ) un espace mesurable et {fn}n≥1 une suite d’applica-
tions mesurables définies sur X à valeurs dans R. Si {fn}n≥1 converge simplement vers
f alors f est mesurable.

Définition 1.5.8. Soit (X,Σ) un espace mesurable. Alors l’application µ : Σ → R est
une mesure si

1. µ(∅) = 0 ;

2. µ(∪
n
An) = ∑

n
µ(An), pour toute suite dénombrable (An) d’éléments de Σ deux à

deux disjoints.

• Le triplet (X,Σ, µ) est appelé espace mesuré.
• Si µ(A) ≥ 0, pour tout A ∈ Σ, on dit que µ est une mesure positive et on note µ ≥ 0,
ou que l’espace (X,Σ, µ) est positif.
• Si µ(A) < ∞, pour tout A ∈ Σ, on dit que µ est une mesure finie ou que l’espace
(X,Σ, µ) est fini.
• Si X est un espace topologique, la mesure µ : B(X)→ R est appelée mesure Borélienne.

Proposition 1.5.9. Croissance et mesure d’une différence
Soit (X,Σ, µ) un espace mesuré. Soit A,B ∈ Σ tels que B ⊂ A. Alors
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1.5. Quelques notions de mesurabilité

µ(B) ≤ µ(A).
Si, de plus µ(A) < +∞, alors µ(A\B) = µ(A)− µ(B).

Définition 1.5.10. Soit X un espace topologique séparé et µ une mesure Borélienne.
Alors µ est dite régulière si pour tout A ∈ B(X) et tout ε > 0, il existe un ouvert C et un
fermé G de X, tels que G ⊂ A ⊂ C et µ(C\G) ≤ ε.

Une mesure Borélienne finie et régulière est appelée mesure de Radon.

Définition 1.5.11. Soient (X,Σ, µ) un espace mesuré positif et A un sous ensemble de X.
On dit que A est µ-négligeable ou négligeable, s’il existe B ∈ Σ tel que A ⊂ B et µ(B) = 0.
• On dit qu’une propriété sur X est vraie µ-presque partout (µ.p.p.), si l’ensemble où
elle n’est pas vérifiée est µ-négligeable.

Théorème 1.5.12. Soit (X,Σ, µ) un espace mesuré fini et E un espace de Banach sépa-
rable. Si f : X → E est mesurable, alors il existe une suite {fn}n≥1 d’application simples
telles que fn → f µ-p.p, et pour µ-presque tout x ∈ E , ‖fn(x)‖ ≤ ‖f(x)‖ pour tout
n ∈ N∗.
• La tribu µ-complétée de Σ notée Σµ est la tribu engendrée par Σ et les ensembles
µ-négligeables, c’est à dire

Σµ = {A ∪ Z; A ∈ Σ et Z ensemble µ− négligeable}.

• La tribu Σ est dite complète si Σ = Σµ, c’est à dire, si tout ensemble µ-négligeable
appartient à Σ.
Soit l’ensemble de parties de R ∪ {+∞,−∞} suivant

A = {]a, b[: a, b ∈ R ∪ {+∞,−∞}}

(c’est l’ensemble des intervalles ouverts). La tribu σ(A) s’appelle la tribu des Boréliens
et se note B(R).

Définition 1.5.13. (Tribu de Lebesgue). La tribu de Lebesgue sur R notée L(R) est
la tribu complétée de la tribu Borélienne B(R) pour la mesure de Lebesgue.

Théorème 1.5.14. (Mesure de Lebesgue). Il existe une mesure λ sur (R,B(R)) vé-
rifiant

1. pour tout intervalle ]a, b[, λ(]a, b[) = b− a

14



1.6. Intégrale de Bochner

2. ∀A ∈ B(R), ∀x ∈ R, λ({y : y − x ∈ A}) = λ(A).

Cette mesure λ s’appelle la mesure de Lebesgue.

Proposition 1.5.15. ( [9](Castaing), Proposition VII-4, p. 198) Soit (T,Σ, µ) un espace
mesuré positif σ-fini, et µ-complet, E un espace de Banach séparable et soit f : T → E

une application mesurable de T dans E. Alors, il existe une suite (Tn)n de sous-ensembles
mesurables de T , deux à deux disjoints telle que :

µ(T \ ∪
n
Tn) = 0, f(Tn) est compact dans E ∀n.

1.6 Intégrale de Bochner

Il s’agit de l’intégrale d’une application à valeurs dans un Banach. Dans toute cette

section, E est un espace de Banach séparable que l’on munit de sa tribu borélienne et un

espace mesuré (T,Σ, µ).

Les notions de cette section ont été prise de [16].

Définition 1.6.1. Soit A ⊂ X. La fonction indicatrice (caractéristique) de A est la
fonction

1IA : X → {0, 1}

x 7→


1 si x ∈ A

0 si x /∈ A.

Définition 1.6.2. Soit (X,Σ) un espace mesurable et M un espace métrique. Alors
une fonction g : X → M est dite fortement mesurable ou Bochner mesurable si g est
(Σ,B(M))-mesurable et g(X) est séparable.

Définition 1.6.3. (Fonction simple). Soient (X,Σ) un espace mesurable, E un espace
de Banach et f : X → E. On dit que f est une application simple si elle mesurable et
prend un nombre fini de valeurs.
Cette notion est la généralisation d’une fonction en escalier ( on dit "en escalier" lorsque
on départ d’un réel). Toute fonction simple peut s’écrire sous la forme

f(x) =
n∑
i=1

1IEi
(x)yi,
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1.6. Intégrale de Bochner

où les Ei = f−1(yi), i ∈ {1, · · · , n}, sont des éléments deux à deux disjoints de Σ et les
yi, i ∈ {1, · · · , n}, sont des éléments distincts de E.
Cette formule est appelée la représentation canonique de f .

Lorsque f =
n∑
i=1

1IEi
yi est une fonction simple, on définit l’intégrale de Bochner de f

comme suit ∫
T

fdµ =
n∑
i=1

µ(Ei)yi.

Définition 1.6.4. Une application mesurable f : T → E est dite intégrable au sens de
Bochner, s’il existe une suite d’applications simples (fn)n telle que
• fn → f µ p.p,
• ∀n, ‖fn − f‖E(·) est intégrable au sens de Lebesgue et

lim
n→∞

∫
T

‖fn − f‖E(t)dµ = 0.

avec

‖f‖ : T → R

t 7→ ‖f‖(t) = ‖f(t)‖E.

Et on pose ∫
T
fdµ = lim

n→∞

∫
T

fndµ.

Dans ce cas
∫
A fdµ est défini pour tout A ∈ Σ par

∫
A
fdµ = lim

n→∞

∫
A
fndµ.

Théorème 1.6.5. Une application mesurable f : T → E est intégrable au sens de Bochner
si et seulement si

∫
T
‖f‖dµ <∞.

Propriétés

Corollaire 1.6.6. Si f : T → E est une application intégrable au sens de Bochner et
A ∈ Σ, Alors ∥∥∥∫

A

f(t)dµ
∥∥∥
E
6
∫
A

‖f(t)‖Edµ.

Corollaire 1.6.7. Si f, g : T → E sont deux applications intégrables au sens de Bochner
telles que pour tout A ∈ Σ,

∫
A
fdµ =

∫
A
gdµ, alors

f(t) = g(t) pour µ− presque tout t ∈ T.
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1.6. Intégrale de Bochner

Proposition 1.6.8. ([17], Lemme 1.1) Nous avons les caractérisations suivantes :

- f est Bochner mesurable ;

- il existe une suite de fonctions simples définies sur T à valeurs dans E, convergeant
simplement vers f ;

- il existe une suite de fonctions dénombrable-ment Σ-étagées définies sur T à valeurs
dans E, convergeant uniformément sur T vers f .

On note L1
E(T ) l’ensemble des applications mesurables f : T → E intégrables au sens

de Bochner.

Si on note N l’ensemble des fonctions mesurables f : T → E telles que f(x) = 0 µ-p.p

sur T , l’espace des classes d’équivalence L1
E(T )\N est noté par L1

E(T ), c’est un espace de

Banach muni de la norme ‖f‖1 = ‖f‖L1(T,E) =
∫
T ‖f(t)‖Edµ.

Dans l’espace L1
E(T ) on considère la norme "faible"

‖f‖max = max
0≤t′≤t”≤1

‖
∫ t”

t′
f(s)ds‖. (1.3)

Cette norme est équivalente á la norme ([7])

‖|f‖| = max
0≤t≤T

‖
∫ t

0
f(s)ds‖. (1.4)

En effet, pour tout t ∈ [0, T ], et en prenant t′ = 0 et t” = t,

‖
∫ t

0
f(s)ds‖ ≤ max

0≤t′≤t”≤T
‖
∫ t”

t′
f(s)ds‖ = ‖f‖ω.

D’où,

|‖f‖| ≤ ‖f‖ω. (1.5)

D’autre part, pour tout a, b ∈ [0, T ], a ≤ b,

‖
∫ t”

t′
f(s)ds‖ = ‖

∫ t”

0
f(s)ds−

∫ t′

0
f(s)ds‖

≤ ‖
∫ t”

0
f(s)ds‖+ ‖

∫ t′

0
f(s)ds‖

≤ 2|‖f‖|.
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1.7. Applications continues et absolument continues

D’où,

‖f‖ω ≤ 2|‖f‖|. (1.6)

De (1.5) et (1.6), on déduit que ‖ · ‖ω et |‖ · ‖| sont équivalentes.

1.7 Applications continues et absolument continues

Pour plus de détails concernant les notions et les résultats énoncés dans cette section,

voir [2], [12], [4] et [24].

Définition 1.7.1. Soient X et Y deux espaces topologiques et F : X → Y . une applica-
tion. Alors f est continue si pour tout x0 ∈ X et tout voisinage V de f(x0) dans Y , il
existe un voisinage U de x0 dans X, tel que f(U) ⊂ V. Ou encore, si pour tout ouvert(resp
fermé) V de Y , f−1(V ) est un ouvert ( resp fermé) de X.

Définition 1.7.2. Une application f définie sur T à valeur dans un espace vectoriel
normé (E, ‖ · ‖) est dite absolument continue si pour tout ε > 0 il existe ζ > 0 tel que
pour toute famille finie d’intervalles ouverts deux à deux disjoints de T ; (]ai, bi[)i∈{1,...,n},
nous avons

n∑
i=1

(bi − ai) ≤ ζ =⇒
n∑
i=1
‖f(bi)− f(ai)‖ ≤ ε .

Définition 1.7.3. Soit E un espace de Banach. On définit
AC1,1(T,E) = {f : T → E : fest absolument continue, dérivable presque partout avec f ′ ∈
L1
E(T )}.

Proposition 1.7.4. Soient E un espace de Banach et f : T → E. S’il existe une appli-
cation g ∈ L1

E(T ) telle que

f(t) = f(0) +
t∫

0

g(s)ds, ∀ t ∈ T.

Alors, f ∈ AC1.1(T,E) et ḟ(t) = g(t) p.p sur T .

Proposition 1.7.5. Soit ϕ : T → R une fonction absolument continue, et E = {t ∈ T :
ϕ(t) = 0}. Alors mes({t ∈ T : ϕ̇(t) 6= 0}) = 0, i.e., ϕ̇(t) = 0 p.p sur E.
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1.8. Multi-applications et sélections

Théorème 1.7.6. ([18], Théorème 6.5, p.29) Si f est une fonction Lebesgue-intégrable
sur Rd, alors pour tout ε > 0, il existe δ = δε > 0 tel que pour tout sous-ensemble
mesurable E ⊂ Rd avec

µ(E) ≤ δ

on a ∫
E
‖ f ‖≤ ε.

Cette dernière condition est connue sous le nom d’absolue continuité de l’intégrale d’une
fonction par rapport à la mesure de Lebesgue.

1.8 Multi-applications et sélections

Les définitions de cette section ont été prises de [2].

Définition 1.8.1. Soient X, Y deux ensembles non vides. On appelle multi-application
F définie sur X à valeurs dans Y toute application qui à chaque élément x ∈ X associe
un sous-ensemble F (x) de Y , et on note F : X ⇒ Y ou F : Y → P(Y ).

• On appelle domaine (effectif) de la multi-application F qu’on note dom(F ), le
sous-ensemble de Y défini par

dom(F ) = {x ∈ X; F (x) 6= ∅}.

• On appelle graphe de F , qu’on note gph(F ), le sous-ensemble de X × Y défini par

gph(F ) = {(x, y) ∈ X × Y ; y ∈ F (x)}.

• On appelle image de F , qu’on note Im(F ), le sous ensemble de Y défini par

Im(F ) = {y ∈ Y ; ∃x ∈ X, y ∈ F (x)}.

• Si A ⊂ X, on appelle image de A par F qu’on note F (A) le sous-ensemble de Y
défini par F (A) = ∪

x∈A
F (x), et on peut écrire

F (A) = {y ∈ Y ; ∃x ∈ A, y ∈ F (x)}.

• On définit la multi-application inverse F−1 : Y ⇒ X définie par

x ∈ F−1(y) ⇔ y ∈ F (x).
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1.9. Mesurabilité des multi-applications

• Pour tout V ⊂ Y , on appelle image réciproque large de F , le sous-ensemble défini
par

F−1(V ) = {x ∈ X; F (x) ∩ V 6= ∅}.

Définition 1.8.2. Soit F : X ⇒ Y une multi-application. On appelle sélection de F toute
application f : dom(F )→ Y vérifiant

f(x) ∈ F (x),∀ x ∈ dom(F ).

1.9 Mesurabilité des multi-applications

Les notions de cette section ont été prise de [2] et [17].

Définition 1.9.1. Soient (T,Σ) un espace mesurable, Y un espace topologique et F : T ⇒
Y une multi-application.

1. On dit que F est Σ-mesurable ou mesurable, si pour tout ouvert V de Y

F−1(V ) = {t ∈ T : F (t) ∩ V 6= ∅} ∈ Σ.

2. On dit que F est fortement mesurable, si pour tout fermé W de Y

F−1(W ) = {t ∈ T : F (t) ∩W 6= ∅} ∈ Σ.

Proposition 1.9.2. Si F : T ⇒ Y est fortement mesurable, alors F est mesurable.

Proposition 1.9.3. Soient (T,Σ) un espace mesurable, Y un espace métrique séparable
et soit F : T ⇒ Y une multi-application. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) F est Σ-mesurable.

(ii) Pour chaque y ∈ Y , la fonction dy : T → R définie par dy(t) = d(y, F (t)) est
Σ-mesurable.

Théorème 1.9.4. Soient (T,Σ) un espace mesurable et E un espace de Banach séparable
et soient F : T ×E ⇒ E une multi-application "mesurable" et u : T → E une application
Σ-mesurable. Alors, la multi-application t 7→ F (t, u(t)) est mesurable.

Définition 1.9.5. Soient (T,Σ) un espace mesurable, Y et E deux espaces métriques et
soit f : T × Y → E une application.
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1.9. Mesurabilité des multi-applications

On dit que f est de Carathéodory si elle est mesurable par rapport à t et continue par
rapport à y, c’est à dire pour tout x ∈ X fixé l’application

fy :T → E

t 7→ fy(t) = f(t, y)

est Σ-mesurable, et pour tout t ∈ T fixé l’application

ft :Y → E

y 7→ ft(y) = f(t, y)

est continue.
On dit aussi que f est séparément mesurable, séparément continue.

Proposition 1.9.6. Soient (T,Σ) un espace mesurable, Y un espace métrique séparable
et E un espace métrique et soit f : T × Y → E une "application" de Carathéodory. Alors
f est mesurable.

Lemme 1.9.7. Soit (Y,Σ, µ) un espace mesuré avec µ ≥ 0, σ-finie et Σ est µ-complète.
Soient E un espace métrique séparable et F : Y ⇒ E une multi-application à valeurs
fermées, alors, les assertions suivantes sont équivalentes

(a) F est Σ-mesurable.

(b) gphF ∈ Σ⊗ B(E).

(c) F est fortement mesurable.

Théorème 1.9.8. (Théorème d’existence de sélections mesurables). Soient (T,Σ)
un espace mesurable, Y un espace métrique complet séparable et F : T ⇒ Y une multi-
application mesurable à valeurs fermées non vides. Alors, F admet au moins une sélection
mesurable.

Théorème 1.9.9. ([24]) Soit (T,Σ, µ) un espace mesuré positif avec Σ µ-complète et
µ − σ finie. Soient E un espace de Banach séparable, Γ : T ⇒ E une multi-application
mesurable à valeurs non vides fermées, F : T ⇒ E une application mesurable. Alors, la
multi-application

H : T ⇒ E

t 7→ H(t) = {x ∈ Γ(t); d(f(t), x) ≤ d(f(t),Γ(t))}.

est à valeurs non vides, fermées et elle est mesurable.
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1.10. Multi-applications Lipschitziennes

1.10 Multi-applications Lipschitziennes

Définition 1.10.1. ([17]) Soient Y,E deux espaces normés et soit F : Y ⇒ E une multi-
application. On dit que F est Lipschitzienne autour de y ∈ Y s’il existe une constante
positive l et un voisinage U ⊂ D(F ) de y tels que

∀y1, y2 ∈ U, F (y1) ⊂ F (y2) + l ‖y1 − y2‖E BE

Dans ce cas on dit aussi que F est Lipschitzienne sur U .
Elle est Lipschitzienne s’il existe l positive tel que

∀y1, y2 ∈ D(F ), F (y1) ⊂ F (y2) + l ‖y1 − y2‖E BE

Proposition 1.10.2. ([17]) Soient Y , E deux espaces "de dimension finie" et soit F :
Y ⇒ E une multi-application Lipschitzienne avec la constante de Lipschitz l. Alors la
multi-application y 7→ co(F (y)) est Lipschitzienne avec la même constante l.

Théorème 1.10.3. (Représentation de Castaing). Soient (T,Σ) un espace mesu-
rable, (X, d) un espace métrique séparable complet. Soit F : T ⇒ X une multi-application
mesurable à valeurs fermées.
Alors, F et Σ-mesurable si et seulement si dom(F ) ∈ Σ et il existe une suite (fn)n d’ap-
plications Σ-mesurable (fn : dom(F ) → X) telle que pour chaque t ∈ dom(F ) on ait
F (t) = (fn(t))n.
On dit que (fn)n est une représentation de Castaing de F .
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CHAPITRE 2

UN THÉORÈME DE DENSITÉ

Soient I un intervalle de R, (E, ‖ · ‖E) un espace de Banach séparable (de dimension

quelconque), et Γ : I ⇒ E une multi-application mesurable. Il est connu que "si l’ensemble

des sélections intégrables de Γ, S1
Γ, est non vide alors il est dense dans son enveloppe

convexe fermée coS1
Γ pour la topologie σ(L1

E, L
∞
E′)" (voir les travaux [5], [13], [20], [22] et

[23]). Dans [10], le résultat principal affirme que sous certaines conditions, S1
Γ est dense

dans coS1
Γ pour une certaine norme. L’objectif de ce chapitre est de détailler tuas les

arguments relatifs et ce résultat.

Nous commençons d’abord par deux lemmes donnés dans [10], et allons détailler la preuve

de l’un des deux.

2.1 Lemmes préparatoires

Lemme 2.1.1. ([10], Lemma 1.1, p. 3) Soit J un sou-ensemble de R mesurable et borné,
soit (bi)i ⊂ L1

E(J) et (λi)i ⊂ L1
R+(J), i = 1, 2, · · · , n tels que

n∑
i=1
λi(s) = 1,∀s ∈ J.

Alors, pour tout ε > 0, il existe une partition mesurable {Mi}ni=1 de J telle que

sup
[t′,t”]⊂R

∥∥∥∥∥
∫

[t′,t”]∩J

[ n∑
i=1

λi(s)bi(s)−
n∑
i=1

χMi
(s)bi(s)

]
ds

∥∥∥∥∥
E

< ε. (2.1)

Démonstration. Soit ε > 0.
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2.1. Lemmes préparatoires

• Supposons pour l’instant que J est un intervalle. Soient b̄1, b̄2, · · · , b̄n des fonctions
constantes par morceaux de J dans E telles que

n∑
i=1

∫
J

∥∥∥bi(s)− b̄i(s)∥∥∥
E
ds <

ε

6 . (2.2)

Soit {Ij}Pj=1 une partition de J en intervalles ordonnés de gauche à droite de sorte que
pour j = 1, 2, · · · , p, sur chaque Ij chaque fonction b̄i prend une valeur constante, disons
αji ,

i.e. pour tout s ∈ Ij,
b̄i(s) = αji , ∀i = 1, n.

et, de plus,
max

j=1,2,··· ,p

n∑
i=1

∫
IJ

∥∥∥bi(s)∥∥∥ds < ε

6 . (2.3)

Pour chaque j fixé, on a la remarque suivante pour Ij
n∑
i=1

∫
Ij
λi(s)ds = µ(Ij),

en effet, comme nous avons par hypothèse

∀s ∈ Ij,
n∑
i=1

λi(s)ds = 1,

alors
n∑
i=1

∫
Ij
λi(s)ds =

∫
Ij

n∑
i=1

λi(s)ds =
∫
Ij

1ds = µ(Ij).

Soit alors (en pensant à la remarque en haut), {Iji }ni=1 une partition de Ij en sous-
intervalles tels que

∀i = 1, n,
∫
Ij
λi(s)ds = µ(Iji ), (2.4)

l’existence d’une telle partition est vérifiée. En effet,
• Pour j = 1 par exemple, notons par

l1i :=
∫
I1
λi(s)ds, ∀i ∈ 1, n,

et soit
I1
i :=

[
aJ +

i−1∑
k=1

l1k, aJ +
i∑

k=1
l1k

]
, ∀i ∈ 1, n,

(par construction ils sont disjoints et chaque µ(I1
i ) = l1i :=

∫
I1 λi(s)ds, c.à.d (2.4) est

satisfaite).
Il suffit alors de prendre

I1 =
n
∪
i=1
I1
i . (donc par construction c′est une partition)
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2.1. Lemmes préparatoires

On fait ça pour le j fixé en général, c’est à dire, pour chaque j, posons

lji :=
∫
Ij
λi(s)ds, ∀i ∈ 1, n.

Soit alors,

Iji :=
[
aJ +

i−1∑
k=1

ljk, aJ +
i∑

k=1
ljk

]
∀i ∈ 1, n,

et
Ij =

n
∪
i=1
Ij i.

Nous pouvons aussi montrer que ∀i0 ∈ 1, n,∫
Ij
χIj

i0
(s)ds =

∫
n
∪

i=1
Ij

i

χIj
i0

(s)ds

=
n∑
i=1

∫
Ij

i

χIj
i0

(s)ds

=
n∑

i=1,i 6=i0

∫
Ij

i

χIj
i0

(s)ds+
∫
Ij

i0

χIj
i0

(s)ds

=
n∑

i=1,i 6=i0

∫
Ij

i

0ds+
∫
Ij

i0

1ds

= 0 + µ(Iji0)

= µ(Iji0) (2.5)

et on a

s ∈ Ij =
n
∪
i=1
Iji ⇔ ∃!i0 ∈ 1, n; s ∈ Iji0

⇔ ∃i0 ∈ 1, n; s ∈ Iji0 et ∀i 6= i0, s /∈ Iji

⇔ ∃i0 ∈ 1, n; s ∈
p
∪
j=1
Iji0 et ∀i 6= i0, s /∈

p
∪
j=1
Iji

⇔ ∃i0 ∈ 1, n; s ∈Mi0 et ∀i 6= i0, s /∈Mi

⇔ ∃i0 ∈ 1, n;χMi0
(s) = 1 et ∀i 6= i0, χMi

(s) = 0,

25



2.1. Lemmes préparatoires

où Mi =
p
∪
j=1
Iji . Donc, pour tout s ∈ Ij

n∑
i=1
χIj

i
(s)b̄i(s) =

n∑
i=1,i 6=i0

χIj
i
(s)b̄i(s) + χIj

i0
(s)b̄i(s)

=
n∑

i=1,i 6=i0
0b̄i(s) + 1b̄i(s)

=
n∑

i=1,i 6=i0
χMi

(s)b̄i(s) + χMi0
(s)b̄i(s)

=
n∑
i=1
MIj

i
(s)b̄i(s) (2.6)

Nous pouvons vérifier que chaque Mi est mesurable (union finie d’intervalles donc union
fini d’ensembles mesurables), et qu’ils forment une partition de J , c.à.d qu’ils sont deux
à deux disjoints et que leur union donne J.
Posons

φ(s) =
n∑
i=1

λi(s)bi(s)−
n∑
i=1

χMi
(s)bi(s)

φ̄(s) =
n∑
i=1

λi(s)b̄i(s)−
n∑
i=1

χMi
(s)b̄i(s).

En utilisant(2.4), (2.5), (2.6) et pour chaque j fixé nous avons∫
Ij

[ n∑
i=1

λi(s)b̄i(s)
]
ds =

∫
Ij

[
n∑
i=1

λi(s)αji
]
ds

=
n∑
i=1

[ ∫
Ij
λi(s)αjids

]

=
n∑
i=1

[
αji

∫
Ij
λi(s)ds

]

=
n∑
i=1

[
αjiµ(Iij)

]

=
n∑
i=1

[
αji

∫
Ij
χIj

i
(s)ds

]

=
n∑
i=1

[ ∫
Ij
χIj

i
(s)αjids

]

=
n∑
i=1

[ ∫
Ij
χIj

i
(s)b̄i(s)ds

]

=
∫
Ij

[
n∑
i=1

χIj
i (s)b̄i(s)

]
ds

=
∫
Ij

[
n∑
i=1

χMi
(s)b̄i(s)

]
ds,
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et par conséquent∫
Ij
φ̄(s)ds =

∫
Ij

[
n∑
i=1

λi(s)b̄i(s)−
n∑
i=1

χMi
(s)b̄i(s)

]
ds = 0E. (2.7)

D’autre part, pour tout ensemble mesurable A de Ij, on a∫
A
‖φ̄(s)‖Eds =

∫
A
‖

n∑
i=1

(λi(s)− χMi
(s))b̄i(s)‖Eds

≤
∫
A

n∑
i=1
‖(λi(s)− χMi

(s))b̄i(s)‖Eds

=
∫
A

n∑
i=1
| λi(s)− χMi

(s) | ‖b̄i(s)‖Eds

≤
∫
Ij

n∑
i=1
| λi(s)− χMi

(s) | ‖b̄i(s)‖Eds

=
n∑
i=1

∫
Ij
| λi(s)− χMi

(s) | ‖b̄i(s)‖Eds

≤ 2
n∑
i=1

∫
Ij
‖b̄i(s)‖Eds (2.8)

Soit maintenant [t′, t”] un sous-intervalle arbitraire de J.

[t′, t”] =
(

[t′, t”] ∩ Ij′
)
∪
(

j”−1
∪

j=j′+1
Ij
)
∪
(

[t′, t”] ∩ Ij”
)

(disjoints)

en utilisant (2.7) et (2.8), nous obtenons

Q1 =
∥∥∥∥∥
∫

[t′,t”]∩Ij′
φ̄(s)ds+

∫
[t′,t”]∩Ij”

φ̄(s)ds
∥∥∥∥∥

≤
∥∥∥∥∥
∫

[t′,t”]∩Ij′
φ̄(s)ds

∥∥∥∥∥+
∥∥∥∥∥
∫

[t′,t”]∩Ij”
φ̄(s)ds

∥∥∥∥∥
≤
∫

[t′,t”]∩Ij′

∥∥∥φ̄(s)
∥∥∥ ds+

∫
[t′,t”]∩Ij”

∥∥∥φ̄(s)
∥∥∥ ds

=
∫
A1

∥∥∥φ̄(s)
∥∥∥ ds+

∫
A2

∥∥∥φ̄(s)
∥∥∥ ds

≤
n∑
i=1

∫
Ij′
‖b̄i(s)‖ds+

n∑
i=1

∫
Ij”
‖b̄i(s)‖ds

=
∫
Ij′

n∑
i=1
‖b̄i(s)‖ds+

∫
Ij”

n∑
i=1
‖b̄i(s)‖ds

≤ max
j=1,2,··· ,p

∫
Ij

(
n∑
i=1
‖b̄i(s)‖

)
ds+ max

j=1,2,··· ,p

∫
Ij

(
n∑
i=1
‖b̄i(s)‖

)
ds

≤ 2 max
j=1,2,··· ,p

∫
Ij

(
n∑
i=1
‖b̄i(s)‖

)
ds.
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Par conséquent,∥∥∥∥∥
∫

[t′,t”]
φ(s)ds

∥∥∥∥∥ =
∥∥∥∥∥
∫

[t′,t”]
(φ̄(s) + φ(s)− φ̄(s))ds

∥∥∥∥∥
=
∥∥∥∥∥
∫

[t′,t”]
φ̄(s)ds+

∫
[t′,t”]

(φ(s)− φ̄(s))ds
∥∥∥∥∥

≤
∥∥∥∥∥
∫

[t′,t”]
φ̄(s)ds

∥∥∥∥∥+
∥∥∥∥∥
∫

[t′,t”]
(φ(s)− φ̄(s))ds

∥∥∥∥∥
≤
∥∥∥∥∥
∫

[t′,t”]
φ̄(s)ds

∥∥∥∥∥+
∫

[t′,t”]
‖φ(s)− φ̄(s)‖ds

= Q1 +Q2.

De simples calculs montrent que

Q1 ≤ 2 max
j=1,2,··· ,p

∫
Ij

n∑
i=1
‖b̄i(s)‖ds

≤ 2 max
j=1,2,··· ,p

∫
Ij

n∑
i=1
‖b̄i(s)− bi(s) + bi(s)‖ds

≤ 2 max
j=1,2,··· ,p

∫
Ij

n∑
i=1

(
‖b̄i(s)− bi(s)‖+ ‖bi(s)‖

)
ds

≤ 2 max
j=1,2,··· ,p

∫
Ij

n∑
i=1
‖b̄i(s)− bi(s)‖ds+ 2 max

j=1,2,··· ,p

∫
Ij

n∑
i=1
‖bi(s)‖ds

≤ 2
∫
J

n∑
i=1
‖b̄i(s)− bi(s)‖ds+ 2 max

j=1,2,··· ,p

∫
Ij

n∑
i=1
‖bi(s)‖ds
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et

Q2 =
∫

[t′,t”]
‖φ(s)− φ̄(s)‖ds

=
∫

[t′,t”]
‖

n∑
i=1

λi(s)(bi(s)− b̄i(s))−
n∑
i=1

χMi
(s)(bi(s)− b̄i(s))‖ds

=
∫

[t′,t”]
‖

n∑
i=1

(λi(s)− χMi
(s))(bi(s)− b̄i(s))‖ds

≤
∫

[t′,t”]

(
n∑
i=1
‖(λi(s)− χMi

(s))(bi(s)− b̄i(s))‖
)
ds

=
∫

[t′,t”]

(
n∑
i=1
| λi(s)− χMi

(s) | ‖bi(s)− b̄i(s)‖
)
ds

≤
∫

[t′,t”]

(
n∑
i=1

2 ‖bi(s)− b̄i(s)‖
)
ds

= 2
∫

[t′,t”]

(
n∑
i=1
‖bi(s)− b̄i(s)‖

)
ds

≤ 2
∫
J

(
n∑
i=1
‖bi(s)− b̄i(s)‖

)
ds.

Prenant en compte (2.2) et (2.3), nous obtenons∥∥∥∥∥
∫

[t′,t”]
φ(s)ds

∥∥∥∥∥ ≤ Q1 +Q2

= 4
∫
J

(
n∑
i=1
‖bi(s)− b̄i(s)‖

)
ds+ 2 max

j=1,2,··· ,p

∫
Ij

(
n∑
i=1
‖bi(s)‖

)
ds

= 4
n∑
i=1

(∫
J
‖bi(s)− b̄i(s)‖ds

)
+ 2 max

j=1,2,··· ,p

n∑
i=1

(∫
Ij

‖bi(s)‖
)
ds

< 4ε6 + 2ε6
= ε.

• Soit maintenant J un ensemble mesurable borné arbitrairement dans R, comme il est
borné on peut trouver un intervalle I ⊂ R qui l’englobe. Nous étendons les fonctions bi,
λi(i = 1, 2, · · · , n) aux fonctions b̃i, λ̃i définies sur l’intervalle I comme suit,

∀i ∈ 1, n, b̃i : I → E

s 7→ b̃i(s) =


bi(s) si s ∈ J,

0E si s ∈ I \ J.
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∀i ∈ 2, n, λ̃i : I → R

s 7→ λ̃i(s) =


λi(s) si s ∈ J

0R si s ∈ I \ J.

λ̃1 : I → R

s 7→ λ̃1(s) =


λ1(s) si s ∈ J

1 si s ∈ I \ J.
(pour satisfaire la condition de somme égale 1)

Par ce qui précède (cf. la première partie de la démonstration), il existe une partition
mesurable {M̃i}ni=1 de I telle que∥∥∥∥∥

∫
[t′,t”]∩I

[
n∑
i=1

λ̃i(s)b̃i(s)−
n∑
i=1

χ
M̃i

(s)b̃i(s)
]
ds

∥∥∥∥∥
E

< ε, (∀[t′, t”] ⊂ R).

mais
[t′, t”] ∩ I = [t′, t”] ∩ (J ∪ CJ

I ) = ([t′, t”] ∩ J) ∪ ([t′, t”] ∩ CJ
I ),

d’où ∀[t′, t”] ⊂ R,∥∥∥∥∥∥∥∥
∫

[t′,t”]∩J

[ n∑
i=1

λ̃i(s)b̃i(s)−
n∑
i=1

χ
M̃i

(s)b̃i(s)
]
ds+

∫
[t′,t”]∩CJ

I

[ n∑
i=1

λ̃i(s)b̃i(s)−
n∑
i=1

χ
M̃i

(s)b̃i(s)
]
ds

∥∥∥∥∥∥∥∥
E

< ε,

et donc∥∥∥∥∥∥∥∥
∫

[t′,t”]∩J

[
n∑
i=1

λi(s)bi(s)−
n∑
i=1

χ
M̃i

(s)bi(s)
]
ds+

∫
[t′,t”]∩CJ

I

[
1. b̃1(s)−

n∑
i=1

χ
M̃i

(s) 0E
]
ds

∥∥∥∥∥∥∥∥
E

< ε,

or b̃1(s) = 0E, ∀s ∈ [t′, t”] ∩ CJ
I , et donc∥∥∥∥∥∥∥

∫
[t′,t”]∩J

[
n∑
i=1

λi(s)bi(s)−
n∑
i=1

χ
M̃i

(s)bi(s)
]
ds

∥∥∥∥∥∥∥
E

< ε.

En posant pour tout i = 1, n, Mi = M̃i ∩ J, on obtient∥∥∥∥∥∥∥
∫

[t′,t”]∩J

[
n∑
i=1

λi(s)bi(s)−
n∑
i=1

χMi
(s)bi(s)

]
ds

∥∥∥∥∥∥∥
E

< ε.

En plus, chaque Mi est mesurable, inclut dans J , borné J , et les Mi constituent une
partition pour J. En effet,

n
∪
i=1
Mi =

n
∪
i=1

(M̃i ∩ J) = (
n
∪
i=1
M̃i) ∩ J = I ∩ J = J,
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et pour i 6= j,

Mi ∩Mj = (M̃i ∩ J) ∩ (M̃j ∩ J) = (M̃i ∩ M̃j) ∩ J = ∅ ∩ J = ∅,

complétant ainsi la preuve.

Lemme 2.1.2. ([10], Lemma 1.2, p. 5) Soit (X,Σ) un espace mesurable, (ci)i∈N∗ une
suite d’applications mesurables de X dans E, et c : X → E une application mesurable
telles que

c(t) ∈ co{ci(t), i ≥ 0}, ∀t ∈ X.

Alors, pour tout ε > 0 il existe une suite croissante,(Xn)n∈N∗ ⊂ Σ avec ⋃∞n=1X
n = X et

pour chaque n ∈ N il existe n fonctions mesurables λni > 0 sur Xn(i = 1, 2, · · · , n) telles
que

n∑
i=1

λni (t) = 1, ∀t ∈ Xn

∥∥∥∥∥c(t)−
n∑
i=1

λni (t)ci(t)
∥∥∥∥∥
E

< ε, ∀t ∈ Xn.

2.2 Théorème de densité

Pour un intervalle I = [0, T ] de R, et une multi-application Γ : I ⇒ E, on note

SΓ = {f : I → E / f(t) ∈ Γ(t),∀t ∈ I}.

S1
Γ = {f ∈ SΓ / f ∈ L1

E(I)}.

où L1
E(I) est l’espace des fonctions Bochner intégrables. Nous avons

coΓ : I ⇒ E

s 7→ (coΓ)(s) = co(Γ(s)).

On note,

S1
coΓ = {f ∈ ScoΓ : f ∈ L1

E(I)}

= {f ∈ L1
E(I); f(t) ∈ co(Γ(t)),∀t ∈ I}

= coS1
Γ.
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Notons que

S1
Γ ⊂ S1

coΓ ⊂ (L1
E(I), ‖.‖max)

avec

‖f‖max = max
t′,t”∈I

‖
∫ t”

t′
f(s)ds‖E, ∀f ∈ L1

E(I).

Théorème 2.2.1. ([10], Corollary 1.1, p.7) Soit Γ : I ⇒ E une multi-application mesu-
rable à valeurs non vides fermées (admet une représentation de Castaing). Supposons que
Γ admet une sélection intégrable (S1

Γ 6= ∅).
Alors, S1

Γ est dense dans S1
coΓ pour la norme ‖.‖max.

Démonstration. commençons par remarquer que

S1
Γ est dense dans S

1
coΓ pour la norme ‖ · ‖max ⇔ S1

coΓ ⊂ S1
Γ

et que

S1
coΓ ⊂ S1

Γ ⇔ ∀a ∈ S1
coΓ, a ∈ S1

Γ

⇔ ∀a ∈ S1
coΓ, d(a, S1

Γ) = 0

⇔ ∀a ∈ S1
coΓ, inf

b∈S1
Γ

dmax(a, b) = 0

⇔ ∀a ∈ S1
coΓ,∀ε > 0, inf

b∈S1
Γ

dmax(a, b) < ε

⇔ ∀a ∈ S1
coΓ,∀ε > 0,∃b(ε) ∈ S1

Γ, dmax(a, b(ε)) < ε

⇔ ∀a ∈ S1
coΓ,∀ε > 0,∃b(ε) ∈ S1

Γ, ‖a− b(ε)‖max < ε

Soit a ∈ S1
coΓ (on sait que S1

Γ ⊂ S1
coΓ, et comme, Notre objectif est de construire par

hypothèse, le premier est non vide alors le deuxième n’est pas vide non plus) et soit ε > 0.
∃ ? bε ∈ S1

Γ tels que ‖a− b(ε)‖max < ε ? .
Soit a0 ∈ S1

Γ.
La démonstration sera divisée en cinq parties.
Étape 1. Pour ε > 0, il existe un intervalle compact J ⊂ I et δ > 0 tels que pour tout
ensemble mesurable M dans J avec µ(M) < δ∫

(I\J)
⋃
M

[
‖a(s)‖+ ‖a0(s)‖

]
ds <

ε

3 . (2.9)
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En effet, d’une part comme la fonction ‖a(·)‖+ ‖a0(·)‖ est Lebesgue intégrable sur I(car
a, a0 sont Bochner intégrables), alors considérons la mesure σ associée à l’intégrale,

σ : LI → R

A 7→ σ(A) =
∫
A

[
‖a(s)‖+ ‖a0(s)‖

]
ds.

Puisqu’elle est régulière, alors pour ε
6 > 0 il existe un intervalle compact J ⊂ I tel que

σ(I \ J) =
∫
I\J

[
‖a(s)‖+ ‖a0(s)‖

]
ds <

ε

6 ,

d’autre part, comme la fonction ‖a(·)‖+‖a0(·)‖ est Lebesgue intégrable sur J (J ⊂ I ⊂ R),
alors grâce au Théorème 1.7.6, pour ε

6 > 0 il existe δ > 0 tels que pour tout ensemble
mesurable M dans J avec µ(M) < δ∫

M

[
‖a(s)‖+ ‖a0(s)‖

]
ds <

ε

6 .

On conclut que∫
(I\J)∪M

[
‖a(s)‖+ ‖a0(s)‖

]
ds =

∫
I\J

[
‖a(s)‖+ ‖a0(s)‖

]
ds+

∫
M

[
‖a(s)‖+ ‖a0(s)‖

]
ds

<
ε

6 + ε

6 = ε

3 .

Étape 2. D’aprèes nos hypothèses, Γ admet une représentation de Castaing {ai}∞i=1.

∀s ∈ I, Γ(s) = {ai}∞i=1.

et donc d’après le propriété démontrée

∀s ∈ I, co(Γ(s)) = co({ai}∞i=1) = co({ai}∞i=1),

et comme a ∈ S1
coΓ, alors

∀s ∈ I(en particulier sur J), a(s) ∈ (coΓ)(s) = co(Γ(s)) = co({ai}∞i=1).

On peut donc appliquer le Lemme 2.1.2, avec X := J, c := a : X → E, ci := ai : X → E,
i ≥ 1, ε = ε

3µ(J) . Il vient qu’il existe un ensemble mesurable J1
ε avec µ(J \ J1

ε ) < δ
2 (on

en déduit l’existence d’une suite croissantes d’ensembles mesurables (Xn)n, d’où la suite
(X \ Xn)n = (J \ Xn)n est décroissante et donc la suite des mesures µ(J \ Xn)n est
décroissante, dès qu’on arrive à µ(J \ Xn0) < δ

2 on prend J1
ε := Xn0) avec n fonctions
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mesurables positives λn1 , λn2 , · · · , λnn avec
n∑
i=1
λni (s) = 1 ,∀s ∈ J1

ε (donc chaque fonction est
bornée, 0 ≤ λni (s) ≤ 1, ∀s ∈ J1

ε ) tel que∥∥∥∥∥a(s)−
n∑
i=1

λni (s)ai(s)
∥∥∥∥∥
E

<
ε

3µ(J) , ∀s ∈ Jε
1 (2.10)

Étape 3.
En outre, il existe un ensemble mesurable J2

ε ⊂ J1
ε avec µ(J1

ε \ J2
ε ) < δ

2 tel que chaque
ai(J2

ε ) est inclus dans un compact de E. En effet, puisque En est un espace de Banach
séparable, et la fonction

f : J1
ε → En

s 7→ f(s) = (a1(s), a2(s), · · · , an(s))

est mesurable ([1]), alors d’après la Proposition 1.5.15, il existe une suite croissante (Nj)∞j=1

de sous-ensembles mesurables de J1
ε tel que lim

j→∞
µ(J1

ε \Nj) = 0 et pour chaque j,
f(Nj) est inclus dans un compact de En. Donc

∀ε′ > 0, ∃j0 ∈ N∗ : (j ≥ j0)⇒ (µ(J1
ε \Nj) < ε′)

pour ε′ = δ
2 ,

∃p ∈ N∗ : (j ≥ p)⇒ (µ(J1
ε \Nj) <

δ

2).

Alors on prend l’ensemble J2
ε := Np, f(J2

ε ) = (a1(J2
ε ), a2(J2

ε ), · · · , an(J2
ε )) est inclus dans

un compact de En (chaque composante est incluse dans un compact de E).
Étape 4. En résumé, nous avons
• J2

ε est borné (car inclus dans ⊂ I = [0, T ] ), il est mesurable (car J2
ε := Np),

• ∀s ∈ J1
ε , en particulier, ∀s ∈ J2

ε ,
n∑
i=1
λni (s) = 1,

• Touts les λi sont mesurables et bornés donc Lebesgue intégrables sur J1
ε , (et en particu-

lier sur J2
ε .) Toutes les ai sont mesurables sur I, en particulier sur J2

ε , mais pour i = 1, n,
elles sont bornées sur J2

ε car pour chacune d’entre elles ai(J2
ε ) est inclut dans un compact

(donc borné)de E. Donc pour i = 1, n, les ai sont Bochner intégrables sur J2
ε .

On peut appliquer le Lemme 2.1.1, avec J := J2
ε , λi := λni : J2

ε → R+, bi := ai : J2
ε → E,

i = 1, n, et on l’applique pour ε = ε
3 , nous obtenons une partition mesurable {Mi}ni=1 de

J2
ε tel que

sup
[t′,t”]⊂R

∥∥∥∥∥
∫

[t′,t”]∩J2
ε

[
n∑
i=1

λi(s)ai(s)−
n∑
i=1

χMi
(s)ai(s)

]
ds

∥∥∥∥∥
E

<
ε

3 (2.11)
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Soit M0 = I \ J2
ε . Considérons l’application

bε : I → E

s 7→ bε(s) =
n∑
i=0

χMi
(s)ai(s).

C’est une fonction somme finie de produit d’applications mesurables sur I : les ai, i = 1, n
et a0 et les fonctions caractéristiques d’ensembles mesurables χMi

,( remarquez que les ai
ne sont pas forcément Bochner intégrables sur "I" contrairement aux autres) donc elle
est mesurable sur I. Mais elle est aussi bornée sur I par conséquent, elle est Bochner
intégrable sur I. En plus, bε appartient à SΓ car

∀s ∈ I, bε(s) =


a0(s) ∈ Γ(s) (sélection de Γ ) si s ∈M0

ai(s) ∈ Γ(s) (représentation de Castaing) si s ∈Mi avec i ∈ 1, n.

donc bε ∈ S1
Γ.

Étape 5. Soit [t′, t”] ⊂ I. Il nous reste qu’à montrer que

ψ(t′, t”) :=
∥∥∥∥∥
∫

[t′,t”]
[bε(s)− a(s)]ds

∥∥∥∥∥
E

< ε.

Notons que comme [t′, t”] ⊂ I, alors

[t′, t”] = [t′, t”] ∩ I = [t′, t”] ∩ ((I \ J2
ε ) ∪ J2

ε ) = ([t′, t”] ∩ (I \ J2
ε )) ∪ ([t′, t”] ∩ J2

ε )

= ([t′, t”] \ J2
ε ) ∪ ([t′, t”] ∩ J2

ε )

et ces deux derniers ensembles sont disjoints, d’où∫
[t′,t”]

[bε(s)− a(s)r]ds =
∫

[t′,t”]\J2
ε

[bε(s)− a(s)]ds+
∫

[t′,t”]∩J2
ε

[bε(s)− a(s)]ds

donc

ψ(t′, t”) =
∥∥∥∥∥
∫

[t′,t”]\J2
ε

[bε(s)− a(s)]ds+
∫

[t′,t”]∩J2
ε

[bε(s)− a(s)]ds
∥∥∥∥∥
E

≤
∥∥∥∥∥
∫

[t′,t”]\J2
ε

[bε(s)− a(s)]ds
∥∥∥∥∥
E

+
∥∥∥∥∥
∫

[t′,t”]∩J2
ε

[bε(s)− a(s)]ds
∥∥∥∥∥
E
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2.2. Théorème de densité

• Par les propriétés de l’intégrale et la norme, et en utilisant (2.9)∥∥∥∥∥
∫

[t′,t”]\J2
ε

[bε(s)− a(s)]ds
∥∥∥∥∥
E

≤
∫

[t′,t”]\J2
ε

‖[bε(s)− a(s)]‖E ds

=
∫

[t′,t”]\J2
ε

‖[a0(s)− a(s)]‖E ds

≤
∫

[t′,t”]\J2
ε

(‖a0(s)‖E + ‖a(s)‖E)ds

≤
∫
I\J2

ε

(‖a0(s)‖E + ‖a(s)‖E)ds

=
∫

(I\J)∪(J\J2
ε )

(‖a0(s)‖E + ‖a(s)‖E)ds

=
∫

(I\J)∪M
(‖a0(s)‖E + ‖a(s)‖E)ds

<
ε

3 .

car [t′, t”] \ J2
ε ⊂M0 d’où ∀s ∈ [t′, t”] \ J2

ε ,

bε(s) =
n∑
i=0

χMi
(s)ai(s) = χM0(s)a0(s) +

n∑
i=1

χMi
(s)ai(s) = 1.a0(s) +

n∑
i=1

0.ai(s) = a0(s).

Pour M = (J \ J2
ε )

µ(M) = µ(J \J2
ε ) = µ((J \J1

ε )∪(J1
ε \J2

ε )) = µ(J \J1
ε )+µ(J1

ε \J2
ε ) < δ

2 + δ
2 = δ (disjoints).
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2.2. Théorème de densité

• Pour la deuxième quantitéQ :=
∥∥∥∫[t′,t”]∩J2

ε
[bε(s)− a(s)]ds

∥∥∥
E
, et en utilisant (2.10), (2.11)

Q =
∥∥∥∥∥
∫

[t′,t”]∩J2
ε

[bε(s)−
n∑
i=1

λi(s)ai(s) +
n∑
i=1

λi(s)ai(s)− a(s)]ds
∥∥∥∥∥
E

=
∥∥∥∥∥
∫

[t′,t”]∩J2
ε

[bε(s)−
n∑
i=1

λi(s)ai(s)]ds+
∫

[t′,t”]∩J2
ε

[
n∑
i=1

λi(s)ai(s)− a(s)]ds
∥∥∥∥∥
E

≤
∥∥∥∥∥
∫

[t′,t”]∩J2
ε

[bε(s)−
n∑
i=1

λi(s)ai(s)]ds
∥∥∥∥∥
E

+
∥∥∥∥∥
∫

[t′,t”]∩J2
ε

[
n∑
i=1

λi(s)ai(s)− a(s)]ds
∥∥∥∥∥
E

≤
∥∥∥∥∥
∫

[t′,t”]∩J2
ε

[bε(s)−
n∑
i=1

λi(s)ai(s)]ds
∥∥∥∥∥
E

+
∫

[t′,t”]∩J2
ε

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

λi(s)ai(s)− a(s)
∥∥∥∥∥
E

ds

<
ε

3 +
∫

[t′,t”]∩J2
ε

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

λi(s)ai(s)− a(s)
∥∥∥∥∥
E

ds

≤ ε

3 +
∫
J1

ε

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

λi(s)ai(s)− a(s)
∥∥∥∥∥
E

ds

<
ε

3 +
∫
J1

ε

ε

3µ(J)ds

= ε

3 + ε

3µ(J)µ(J1
ε )

≤ ε

3 + ε

3µ(J)µ(J)

= ε

3 + ε

3 ,

car [t′, t”] ∩ J2
ε ⊂ J2

ε d’où ∀s ∈ [t′, t”] ∩ J2
ε , s ∈ J2

ε , s n’appartient pas à M0

bε(s) = χM0(s)a0(s) +
n∑
i=1

χMi
(s)ai(s) = 0.a0(s) +

n∑
i=1

χMi
(s)ai(s) =

n∑
i=1

χMi
(s)ai(s).

On conclut que
ψ(t′, t”) < ε

3 + ε

3 + ε

3 = ε,

ceci complète la preuve.
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CHAPITRE 3

APPLICATION À UNE INCLUSION DIFFÉRENTIELLE

Il s’agit d’une application du théorème de densité du chapitre précédent dans le do-

maine des inclusions différentielles. Considérons les deux inclusions différentielles du pre-

mier ordre

(I)


ẋ(t) ∈ F (t, x(t)), p.p.t ∈ I

x(0) = a,

(II)


ẋ(t) ∈ coF (t, x(t)), p.p.t ∈ I

x(0) = a,

où I = [0, T ] (T ∈ R), a ∈ E et F : I ×E ⇒ E une multi-application, avec E un espace

de Banach séparable de dimension quelconque, co désigne l’enveloppe convexe fermée.

Le problème (II) représente une forme relaxée du problème (I). Il est clair que l’en-

semble des solutions de (II), noté SII , est plus large que celui de (I), noté SI .

On voudrait comparer et chercher une relation topologique entre SI et SII . Pour

comparer les solutions de (I) liées à F et les solutions de (II) liées à coF, on regarde la

relation entre les sélections de F et celles de coF : cette relation, justement, a été donnée
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3.1. Énoncé et démonstration du résultat principal

par le théorème de densité du chapitre précédent (Théorème 2.2.1), C’est une relation de

densité par rapport à une norme faible dans la dimension quelconque.

En s’appuient sur ce résultat, l’auteur dans [10] a démontré que sous certaines condi-

tions, SI est dense dans SII par rapport à la distance de la convergence uniforme. C’est

le théorème de relaxation en question.

Notre objectif est de présenter au cours de ce chapitre la démonstration de ce théorème

(Théorème 3.1.2) d’une manière détaillée.

3.1 Énoncé et démonstration du résultat principal

Commençons par définir la solution à notre problème.

Définition 3.1.1. Une solution pour (I) est une application x : I → E

• définie, continue sur I (x ∈ C(I, E)),
• vérifiant x(0) = a,
• absolument continue (donc dérivable presque partout) sur I,
• dont dérivée vérifie ẋ(t) ∈ F (t, x(t)), p.p. t ∈ I,
autrement dit,

x ∈ SI ⇔ ∃f ∈ L1
E(I) : x(t) = a+

∫ t

0
f(s)ds︸ ︷︷ ︸

uf

et f(t) ∈ F (t, x(t)), ∀t ∈ I.

Rappelons que
SI ⊂ AC1,1(I, E) ⊂ (C(I, E), du).

Théorème 3.1.2. ([10], Theorem 2.1, p. 10) On suppose que la multi-application F est
à valeurs non vides fermées et que
(a) ∀y ∈ E,

F (·, y) = Fy : I ⇒ E

t 7→ Fy(t) = F (t, y).

est mesurable et admet une sélection intégrable.
(b) Pour presque tout t ∈ I, F (t, ·) = Ft est localement Lipschitzienne avec coefficient Lt
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3.1. Énoncé et démonstration du résultat principal

tel que la fonction L(t) = Lt est intégrable sur I.
Autrement dit, ∀K ⊂ E compact, ∃ρ(K) > 0, ∃L(K)(·) ∈ L1

R(I) tels que p.p. t ∈ I,

H
(
F (t, y1), F (t, y2)

)
≤ L(K)(t)‖y1 − y2‖E, ∀y1, y2 ∈ BE(y, ρ), ∀y ∈ K.

Alors, SI est dense dans SII pour la topologie de la convergence uniforme sur I.

Afin d’établir ce résultat, nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 3.1.3. ([10], p. 10) Soit F : I × E ⇒ E une multi-application à valeurs non
vides fermées, et vérifiant la condition (b) et la première partie de la condition (a), et soit
ϕ : I → E une application mesurable. Alors, la multi-application

Γ : I ⇒ E

s 7→ Γ(s) = F (s, ϕ(s)).

est mesurable.

Démonstration. Ce résultat a été brièvement démontré dans [10]. Nous nous proposons
de donner une preuve plus détaillée. Comme Γ est à valeurs non vides fermées (car F
l’est), d’après la Proposition 1.9.3, il suffit de montrer que pour tout y ∈ E, la fonction

dy : I → R

t 7→ dy(t) = d(y,Γ(t))

est mesurable. Soit donc y0 ∈ E et montrons que dy0 est mesurable.
Comme ϕ est mesurable alors il existe une suite d’applications étagées (en escalier)
mesurables (θn)n qui converge presque partout sur I vers ϕ. Donc pour tout n, il existe
une partition {Ani , i = 1, · · · , Nn} de I telle que

θn : I → E

t 7→ θn(t) =
Nn∑
i=1

1IAn
i
(t) ani

où chaque Ani est un ensemble mesurable (Ani ∈ LI), chaque ani ∈ E.
Dans ce cas, pour tout n, la m.a.

Γn : I ⇒ E

t 7→ Γn(t) = F (t, θn(t))
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3.1. Énoncé et démonstration du résultat principal

est mesurable car pour tout ouvert V dans E,

(Γn)−1(V ) = {t ∈ I; Γn(t) ∩ V 6= ∅}

= {t ∈
Nn∪
i=1
Ani ; Γn(t) ∩ V 6= ∅}

=
Nn∪
i=1
{t ∈ Ani ; F (t, ani ) ∩ V 6= ∅}

=
Nn∪
i=1
{t ∈ Ani ; Fan

i
(t) ∩ V 6= ∅}

=
Nn∪
i=1

(
Ani ∩ {t ∈ I; Fan

i
(t) ∩ V 6= ∅}

)
=

Nn∪
i=1

(
Ani ∩ F−1

an
i

(V )
)
,

et ce dernier ensemble est mesurable étant union fini d’ensembles mesurables car, d’une
part chaque Ani est mesurable, et d’autre part comme V est ouvert alors d’après la première
partie de la condition (a), chaque F−1

an
i

(V ) est mesurable.
On conclut que ∀n, la fonction

dny0 : I → R

t 7→ dny0(t) = d(y0,Γn(t))

est mesurable.
Mais la suite de fonctions (dny0)n converge presque partout sur I vers la fonction dy0 . En
effet, p.p. t ∈ I, puisque | d(y, A)− d(y,B) |≤ H(A,B) alors, pour tout n

| dny0(t)− dy0(t) |=| d(y0,Γn(t))− d(y0,Γ(t)) | ≤ H(Γn(t),Γ(t))

= H(F (t, θn(t)), F (t, ϕ(t)))

≤ L(t) ‖ θn(t)− ϕ(t) ‖E−→
n→∞

0.

D’où, la fonction limite dy0 est mesurable (voir [1]). La preuve est achevée.

Lemme 3.1.4. ([10],Lemma 2.1) Sous les conditions du Théorème 3.1.2 :
Soit x̃ : I → E une application continue. Pour K = x̃(I), soit ρ(K) > 0 et L(K)(·) ∈ L1

R(I)
vérifiant la condition (b) du Théorème 3.1.2.
On suppose qu’il existe une application f1 ∈ L1

E(I) et un réel ε > 0 tels que

f1(t) ∈ F (t, x̃(t)), p.p. t ∈ I

et
du(x̃, uf1) = max

t∈I

∥∥∥∥x̃(t)− (a+
∫ t

0
f1(s)ds)

∥∥∥∥
E
≤ 1

2 min(ρ, ε)e−
∫

I
L(s)ds.
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3.1. Énoncé et démonstration du résultat principal

Alors, il existe une solution x ∈ SI telle que

du(x̃, x) ≤ 1
2 min(ρ, ε).

Démonstration. L’auteur dans [10] a donné une brève démonstration. Nous l’avons
reformulé en nous concentrant sur les détails qu’il n’a pas mentionné.
On pose α = max

t∈I
‖uf1(t)− x̃(t)‖E . Considérons la multi-application

Γ : I ⇒ E

t 7→ Γ(t) = F (t, uf1(t)).

telle que ∀f ∈ L1
E(1), uf1(t) = a+

∫ t
0 f1(s)ds

• Γ est à valeurs non vides fermées car F l’est.
• Γ est mesurable car F l’est (par le Lemme 3.1.3).
Définissons la multi-application

H1 : I ⇒ E

s 7→ H1(s) = {v ∈ Γ(s); ‖f1(s)− v‖E ≤ d(f1(s),Γ(s))}.

Par le Théorème (1.9.9), la multi-application H1 est mesurable et elle est à valeurs fermées
non vides. Donc grâce au Théorème (1.9.8), H1 admet une sélection mesurable f2, c’est à
dire il existe une application mesurable f2 : I → E qui vérifie f2(s) ∈ H1(s), ∀s ∈ I, ce
qui est équivalent à

f2(s) ∈ F (s, uf1(s)), ∀s ∈ I

et
‖f1(s)− f2(s)‖E ≤ d(f1(s), F (s, uf1(s)), ∀s ∈ I.

Maintenant, p.p. s ∈ I, puisque f1(s) ∈ F (s, x̃(s)), alors

d(f1(s),Γ(s)) = d(f1(s), F (s, uf1(s))) ≤ sup
y∈F (s,x̃(s))

d(y, F (s, uf1(s)))

= e(F (s, x̃(s)), F (s, uf1(s)))

≤ H(F (s, x̃(s)), F (s, uf1(s)))

≤ L(s) ‖ uf1(s)− x̃(s) ‖E
≤ L(s) max

s∈I
‖ uf1(s)− x̃(s) ‖E

= αL(s).
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3.1. Énoncé et démonstration du résultat principal

Donc p.p. s ∈ I,
‖f1(s)− f2(s)‖E ≤ αL(s). (3.1)

On conclut facilement que f2 ∈ L1
E(I) car pour tout s ∈ I

‖ f2(s) ‖E =‖ f2(s)− f1(s) + f1(s) ‖E
≤‖ f2(s)− f1(s) ‖E + ‖ f1(s) ‖E
≤ αL(s)+ ‖ f1(s) ‖E,

et ces deux dernières fonctions sont intégrables. On peut donc définir l’application

uf2 : I → E

t 7→ uf2(t) = a+
∫ t

0
f2(s)ds.

En utilisant (3.1) p.p. t ∈ I,

‖ uf2(t)− x̃(t) ‖E =‖ uf2(t)− uf1(t) + uf1(t)− x̃(t) ‖E
≤‖ uf2(t)− uf1(t) ‖E + ‖ uf1(t)− x̃(t) ‖E

=‖ (a+
∫ t

0
f2(s)ds)− (a+

∫ t

0
f1(s)ds) ‖E + ‖ uf1(t)− x̃(t) ‖E

=‖
∫ t

0
(f2(s)− f1(s))ds ‖E + ‖ uf1(t)− x̃(t) ‖E

≤
∫ t

0
‖ f2(s)− f1(s) ‖E ds+ max

t∈I
‖ uf1(t)− x̃(t) ‖E

≤
∫ t

0
αL(s)ds+ α

≤
∫ T

0
αL(s)ds+ α (carL(s) ≥ 0 ,∀ s ∈ I)

= α(1 +
∫ T

0
L(s)ds)

≤ αe
∫ T

0 L(s)ds

= max
t∈I
‖uf1(t)− x̃(t)‖E e

∫ T

0 L(s)ds

≤ 1
2 min(ρ, ε)e−

∫
I
L(s)dse

∫
I
L(s)ds

= 1
2 min(ρ, ε).

Ainsi on peut construire par récurrence (voir [10]) une suite d’applications (fn)n∈N ⊂
L1
E(I) telle que :

‖fn+1(s)− fn(s)‖E ≤ αL(s) 1
(n− 1)!

[ ∫ s

0
L(τ)dτ

]n−1
p.p. s ∈ I (3.2)
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3.1. Énoncé et démonstration du résultat principal

fn+1(s) ∈ F (s, ufn(s)) p.p. s ∈ I (3.3)

avec uf0 = x̃.

•Grâce à la relation (3.2), la suite (ufn)n converge uniformément sur I vers une application
uf avec f ∈ L1

E(I). En effet, pour tout n, en intégrant la relation (3.2)∫ T

0
‖ fn+1(t)− fn(t) ‖E dt ≤ α

∫ T

0
L(t) 1

(n− 1)!
[ ∫ t

0
L(τ)dτ

]n−1
dt

= α

n!
[ ∫ T

0
L(t)dt

]n
⇒ ‖fn+1 − fn‖L1

E(I) ≤ α 1
n!(C)n telle que C =

∫ T
0 L(t)dt est une constante réelle.

⇒ lim
n→∞

‖fn+1 − fn‖L1
E(I) ≤ α lim

n→∞
1
n!(C)n = 0 (car la série Σ

n

1
n!(C)n est convergente)

⇒ (fn)n est une suite de Cauchy dans l’espace L1
E(I), et comme ce dernier est complet,

alors elle converge dans cet espace vers une application f ∈ L1
E(I).

c.à.d
lim
n→∞

‖fn − f‖L1
E(I) = 0.

i.e.
lim
n→∞

∫ T

0
(fn(t)− f(t))dt = 0.

Maintenant, puisque f ∈ L1
E(I), on peut définir l’application

uf : I → E

t 7→ uf (t) = a+
∫ t

0
f(s)ds.

Il se trouve que la suite (ufn)n converge uniformément sur I exactement vers uf . En effet,
pour tout t ∈ I,

‖ ufn(t)− uf (t) ‖E =‖ (a+
∫ t

0
fn(s)ds)− (a+

∫ t

0
f(s)ds) ‖E

=‖
∫ t

0
(fn(s)− f(s))ds ‖E

≤
∫ t

0
‖ fn(s)− f(s) ‖E ds

≤
∫ T

0
‖ fn(s)− f(s) ‖E ds

=‖ fn − f ‖L1
E

donc
sup
t∈I
‖ufn(t)− uf (t)‖ ≤ ‖fn − f‖L1

E

44



3.1. Énoncé et démonstration du résultat principal

en passant à la limite

lim
n→∞

(sup
t∈I
‖ufn(t)− uf (t)‖) ≤ lim

n→∞
‖fn − f‖L1

E
= 0

d’où
lim
n→∞

(sup
t∈I
‖ufn(t)− uf (t)‖) = 0.

Par conséquent, il suffit de prendre x = uf . Elle est continue sur I, d’autre part, x ∈ SI
car

x(0) = uf (0) = a+
∫ 0

0
f(s)ds = a+ 0E = a

et nous pouvons montrer que

ẋ(s) ∈ F (t, x(s)), p.p. s ∈ I.

De plus, nous pouvons vérifier (en utilisant le relation (3.2), voir [10] pour le détail) que
x = uf vérifie l’inégalité demandée, i.e.

du(x̃, uf ) = max
t∈I
‖x̃(t)− uf (t)‖E ≤

1
2 min(ρ, ε).

Alors, p.p. s ∈ I, il nous reste qu’à montrer que ẋ(s) ∈ F (s, x(s)). Or,

ẋ(s) ∈ F (s, x(s)) x=uf⇐⇒ f(s) ∈ F (s, uf (s))

⇐⇒ f(s) ∈ F (s, uf (s))

⇐⇒ d(f(s), F (s, uf (s))) = 0

⇐⇒ d(f(s), F (s, uf (s))) ≤ 0.

Nous allons estimer d(f(s), F (s, uf (s))). Nous avons,

d(f(s), F (s, uf (s))) ≤ d(f(s), fn(s)) + d(fn(s), F (s, uf (s))), ∀n ∈ N∗

(ceci en utilisant la propriété

d(a,A) ≤ d(a, b) + d(b, A) ∀a, b ∈ E , A ⊂ E)

mais par la relation (3.3)

fn(s) ∈ F (s, ufn−1(s)), ∀n ∈ N∗
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3.1. Énoncé et démonstration du résultat principal

d’où, ∀n ∈ N∗

d(fn(s), F (s, uf (s))) ≤ sup
y∈F (s,ufn−1 (s))

d(y, F (s, uf (s)))

= e(F (s, ufn−1(s)), F (s, uf (s)))

≤ H(F (s, ufn−1(s)), F (s, uf (s)))

≤ L(s) ‖ uf (s)− ufn−1(s) ‖E .

Donc p.p. s ∈ I,
∀n ∈ N∗,

d(f(s), F (s, uf (s))) ≤ d(f(s), fn(s)) + d(fn(s), F (s, uf (s)))

=‖ fn(s)− f(s) ‖E +d(fn(s), F (s, uf (s)))

≤‖ fn(s)− f(s) ‖E +L(s) ‖ uf (s)− ufn−1(s) ‖E,

or lim
n→∞

‖ uf (s)−ufn−1(s) ‖E= 0 car (ufn)n converge uniformément sur I vers l’application
uf et donc elle converge "simplement" vers elle. D’autre part, comme (fn)n converge vers
f dans L1

E(I) alors on peut en extraire une sous-suite (fnk)k, ou bien noté encore (fn)n,
qui converge presque partout vers f.
En passant donc à la limite,

lim
n→∞

d(f(s), F (s, uf (s))) ≤ lim
n−→∞

‖ fn(s)− f(s) ‖E +L(s) lim
n−→∞

‖ uf (s)− ufn−1(s) ‖E

= 0 + L(s)0

= 0.

On conclut que p.p. s ∈ I,
d(f(s), F (s, uf (s))) ≤ 0,

ce qui achève la démonstration.

Démonstration du Théorème 3.1.2. Commençons par remarquer que :

SI est dense dans SII pour la distance du ⇔ SII ⊂ SI

⇔ ∀x̃ ∈ SII , x̃ ∈ SI

⇔ ∀x̃ ∈ SII , d(x̃, SI) = 0
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3.1. Énoncé et démonstration du résultat principal

⇔ ∀x̃ ∈ SII , inf
x∈SI

du(x̃, x) = 0

⇔ ∀x̃ ∈ SII , ∀ε > 0, inf
x∈SI

du(x̃, x) < ε

⇔ ∀x̃ ∈ SII ,∀ε > 0,∃x(ε) ∈ SI , du(x̃, x) < ε

⇔ ∀x̃ ∈ SII ,∀ε > 0,∃x(ε) ∈ SI ,max
t∈I
‖x(t)− x̃(t)‖E < ε.

Soit x̃ ∈ SII . Alors, il existe f0 ∈ L1
E(I) telle que

x̃(t) = a+
∫ t

0
f0(s)ds, ∀t ∈ I

et

f0(t) ∈ coF (t, x̃(t)), ∀ t ∈ I. (3.4)

Soit ε > 0. ∃ ? x ∈ SI telle que du(x̃, x) < ε ?

Comme x̃ est continue sur le compact I, alors x̃(I) est un compact de E, d’où par l’hy-

pothèse (b), pour K = x̃(I), ∃ρ(K) > 0, ∃L(K)(.) ∈ L1
R(I) tels que p.p. t ∈ I,

H
(
F (t, y1), F (t, y2)

)
≤ L(t)‖y1 − y2‖E (3.5)

∀y1, y2 ∈ BE(y, ρ), ∀y ∈ x̃(I).

i.e. ∀y1, y2 ∈ BE(x̃(t), ρ), ∀t ∈ I.

Considérons la multi-application

Γ̃ : I ⇒ E

t 7→ Γ̃(t) = F (t, x̃(t)).

• Γ̃ est à valeurs non vides fermées car F l’est.

• Γ̃ est mesurable car F l’est (x̃ est mesurable étant continue donc il suffit d’appliquer le

Lemme 3.1.3)

• S1
Γ̃
6= ∅. En effet, par le Théorème 1.9.8, Γ̃ admet une sélection mesurable, disant f̃ .
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3.1. Énoncé et démonstration du résultat principal

x̃ est mesurable et bornée étant continue sur le compact I. Comme toute fonction mesu-

rable "bornée" est limite uniforme de fonctions étagées, il existe une suite d’applications

en escalier qui converge uniformément sur I vers x̃. i.e.

∀ε > 0,∃n0 ∈ N : (n ≥ n0 ⇒‖ θn(t)− x̃(t) ‖E< ε,∀t ∈ I)

Donc pour ε = ρK > 0, il existe une application en escalier x̄ (x̄ := θn0) qui vérifie

‖ x̃(t)− x̄(t) ‖E< ρK , ∀t ∈ I. (3.6)

Construisons la multi-application

Γ : I ⇒ E

t 7→ Γ(t) = F (t, x̄(t)) = F (t,
N∑
i=1

1IAi
(t)yi).
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3.1. Énoncé et démonstration du résultat principal

Pour t ∈ I, ∃1I0 ∈ 1, N : t ∈ Ai0 , on a

N∑
i=1

1IAi
(t)Fyi

(t) = 1IAi0
(t)Fyi0

(t) +
∑

i∈1,N,i6=i0

1IAi
(t)Fyi

(t)

= 1Fyi0
(t) +

∑
i∈1,N,i6=i0

0Fyi
(t)

= Fyi0
(t) + 0E

= Fyi0
(t)

= F (t, yi0)

= F (t, 1yi0 + 0E)

= F (t, 1IAi
(t)yi0 +

∑
i∈1,N,i6=i0

0yi)

= F (t,
N∑
i=1

1IAi
(t)yi)

= Γ(t).

Pour tout i ∈ 1, N, par l’hypothèse (a)(deuxième partie) la m.a. Fyi
admet une sélection

intégrable, disant f̄i, donc

f̄i(t) ∈ Fyi
(t), ∀t ∈ I

d’où

1IAi
(t)f̄i(t) ∈ 1IAi

(t)Fyi
(t), ∀t ∈ I

d’où

⇒
∑
i∈N

1IAi
(t)f̄i(t) ∈

∑
i∈N

1IAi
(t)Fyi

(t), ∀t ∈ I

En posant f̄(t) := ∑
i∈N

1IAi
(t)f̄i(t), ∀t ∈ I, on conclut que

f̄(t) ∈ Γ(t), ∀t ∈ I

et elle est intégrable étant combinaison linéaires de fonctions intégrables , c.à.d f̄ est une

"sélection" "intégrable" de la m.a. Γ.
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3.1. Énoncé et démonstration du résultat principal

Prenant en compte (3.6) et (3.5), nous avons donc, p.p.t ∈ I

d(f̄(t), Γ̃(t)) ≤ H(Γ(t), Γ̃(t)) = H(F (t, x̄(t)), F (t, x̃(t)))

≤ LK(t) ‖ x̃(t)− x̄(t) ‖E≤ LK(t)ρK ,

car x̃(t), x̄(t) ∈ BE(x̃(t), ρK), ∀t ∈ I.

Grâce à cette inégalité la sélection mesurable f̃ de Γ̃ vérifie pour toutt ∈ I

‖ f̃(t) ‖=‖ f̃(t)− f̄(t) + f̄(t) ‖≤‖ f̃(t)− f̄(t) ‖ + ‖ f̄(t) ‖≤ ρKLK(t)+ ‖ f̄ ‖ (t),

comme LK est Lebesgue intégrable, f̄ est Lebesgue intégrable (car f̄ est Bochner inté-

grable) alors ‖ f̃ ‖ est Lebesgue intégrable, i.e. f̃ est Bochner intégrable. Bref S1
Γ̃
6= ∅.

• On conclut que la multi-application Γ̃ satisfait toutes les hypothèses du Théorème de

densité du chapitre précédent (Théorème 2.2.1), d’où d’après ce dernier,

S1
Γ̃ est dense dans S

1
coΓ̃ pour ‖ . ‖max .

Par conséquent, pour a = f0
(3.4)
∈ S1

coΓ̃
, et pour ε = 1

2 min(ρ, ε)e−
∫

I
L(s)ds, il existe b(ε) =

f1 ∈ S1
Γ̃

(
i.e. vérifie f1(t) ∈ F (t, x̃(t)) ∀t ∈ I et f1 ∈ L1

E(I)
)

telle que

‖f0 − f1‖max = max
t′,t′′∈I

∥∥∥∥∥
∫ t′′

t′

[
f0(s)− f1(s)

]
ds

∥∥∥∥∥
E

< ε = 1
2 min(ρ, ε)e−

∫
I
L(s)ds.

Or (pour t′ = 0, t′′ = t),

∀t ∈ I,
∥∥∥∥∫ t

0

[
f0(s)− f1(s)

]
ds

∥∥∥∥
E
≤ max

t′,t′′∈I

∥∥∥∥∥
∫ t′′

t′

[
f0(s)− f1(s)

]
ds

∥∥∥∥∥
E

,

d’où

∀t ∈ I,
∥∥∥∥∫ t

0

[
f0(s)− f1(s)

]
ds

∥∥∥∥
E
<

1
2 min(ρ, ε)e−

∫
I
L(s)ds

d’où

max
t∈I

∥∥∥∥∫ t

0

[
f0(s)− f1(s)

]
ds

∥∥∥∥
E
<

1
2 min(ρ, ε)e−

∫
I
L(s)ds.
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3.1. Énoncé et démonstration du résultat principal

Mais, pour tout t ∈ I, nous avons

∥∥∥∥∫ t

0

[
f0(s)− f1(s)

]
ds
∥∥∥∥
E

=
∥∥∥∥∫ t

0
f0(s)ds−

∫ t

0
f1(s)ds

∥∥∥∥
E

=
∥∥∥∥a+

∫ t

0
f0(s)ds− a−

∫ t

0
f1(s)ds

∥∥∥∥
E

=
∥∥∥∥x̃(t)− (a+

∫ t

0
f1(s)ds)

∥∥∥∥
E

donc

max
t∈I

∥∥∥∥x̃(t)− (a+
∫ t

0
f1(s)ds)

∥∥∥∥
E

= max
t∈I

∥∥∥∥∫ t

0

[
f0(s)− f1(s)

]
ds
∥∥∥∥
E
<

1
2 min(ρ, ε)e−

∫
I
L(s)ds

Par le Lemme 3.1.4, ∃x ∈ SI telle que

du(x̃, x) < 1
2 min(ρ, ε)

or
1
2 min(ρ, ε) ≤ 1

2ε < ε

d’où

du(x̃, x) < ε

ce qui achève la démonstration. �
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Résumé

Dans ce travail, nous présentons un théorème de densité qui affirme que, sous cer-

taines conditions, l’ensemble des sélections intégrables d’une multi-application est

dense dans son enveloppe convexe fermée par rapport a une certaine norme.

Une application de ce résultat dans la relaxation d’une inclusion différentielle du

premier ordre, au sens de l’enveloppe convexe fermée, est ensuite considérée.

Abstract

In this work, we present a density result stating that, under some conditions, the

set of integrable selections of a multi-valued mapping is dense in its closed convex

hull with respect to a certain norm.

An application of this result in the relaxation of a first order differential inclusion,

in the sense of the closed connex hall, is then considered.
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