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INTRODUCTION

La théorie de Nevanlinna ou la théorie de la distribution des valeurs d’une fonction
méromorphe était fondée par le mathématicien finlandais Rolf Nevanlinna au début du
20ème siècle. Cette théorie étudie la distribution des racines de l’équation f(z) = a où f
est une fonction entière ou méromorphe et a un nombre complexe.

La théorie de Nevanlinna joue un rôle très important dans l’étude de la croissance des
solutions des équations différentielles linéaires dans le domaine complexe.

Beaucoup d’étude ont été faites sur la distribution des valeurs des fonctions méro-
morphes complexes. Elles concernent les problèmes de la répartition des zéros et les
applications de la théorie de distribution des valeurs dans l’étude de comportement
asymptotique des solutions des équations différentielles. Parmi les mathématiciens qui
ont contribué au développement de cette théorie, on cite : R.Nevanlinna, G.Gunderson,
C.C.Yang,...etc.

Ce mémoire est réparti sur l’introduction et trois chapitres. Dans le premier chapitre,
on commence par quelques rappels des notions fondamentales de l’analyse complexe

(
la

formule intégrale de Cauchy, le développement de Laurent, principe de l’argument,...etc
)
.

Ces derniers sont utilisés dans la suite de ce travail.

Le deuxième chapitre se compose de trois parties. Dans la première partie, on com-
mence par la présentation de la formule de Jensen qui est la base de la théorie de Ne-
vanlinna. Puis, on cite les définitions des fonctions m(r, f), N(r, f), T (r, f) et quelques de
leurs caractéristiques. Ensuite, on traite le premier théorème de Nevanlinna qui est une
conséquence de la formule de Jensen.
Dans la deuxième partie de ce chapitre, on aborde l’ordre de croissance d’une fonction
méromorphe et ses propriétés.
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Introduction 6

On définit aussi l’exposant de convergence des zéros d’une fonction et ses propriétés,
l’ordre inférieur et l’hyper-ordre inférieur d’une fonction méromorphe. Dans la dernière
partie de ce chapitre, on expose l’estimation de S(r, f).

Dans le troisième chapitre, on s’intéresse à l’application de la théorie de Nevanlinna
aux équations différentielles à travers une publication de Z-X Chen et C-C Yang publié
en 1997. En particulier nous étudions les équations différentielles de la forme

f (k) + Ak−1f
(k−1) + ...+ A0f = 0,

où les coefficients A0, ..., Ak−1 sont des fonctions entières.



CHAPITRE 1

NOTIONS DE BASE DE L’ANALYSE
COMPLEXE

Dans ce chapitre on va rappeler quelques concepts fondamentaux de l’analyse com-
plexe. Considérons une fonction f : C −→ C.

1.1 Fonctions analytiques

Définition 1.1. On dit que f est une fonction analytique au point z0 ∈ C si et seulement
si f est différentiable sur un voisinage de z0.

Remarque 1.1. On dit qu’une fonction f est entière, si elle est analytique sur C.

Notation 1.1. On note A(D) l’ensemble des fonctions analytiques sur un ensemble D.

Définition 1.2. Soit f une fonction analytique au point z0. On dit que z0 est un zéro
régulier de f si f(z0) = 0.

1.1.1 La formule intégrale de Cauchy

Théorème 1.1. [1] Si f est une fonction analytique sur D ∪ Γ où Γ est la frontière de
D et z0 ∈ D alors, on a

f(z0) = 1
2πi

∫
Γ

f(z)
z − z0

dz.

7



1.1. Fonctions analytiques 8

Cette expression est appelée la formule intégrale de Cauchy, qui admet sous les mêmes
hypothèses la généralisation suivante :

f (n)(z0) = n!
2πi

∫
Γ

f(z)
(z − z0)n+1dz, n ∈ N.

Formule de la moyenne

Si Γ est un cercle de centre z0 et de rayon R0, alors l’intégrale de Cauchy s’écrit sous
la forme

f(z0) = 1
2π

2π∫
0

f(z0 +R0e
iϕ)dϕ.

1.1.2 Théorème de Liouville

Théorème 1.2. [18] Si pour tout z ∈ C :

(i) F est analytique.

(ii) F est bornée.

Alors F est constante sur C.

Preuve. On a d’après la formule intégrale de Cauchy :

F
′(z) = 1

2πi

∫
Γ

f(ξ)
(ξ − z)2dξ, (1.1)

où Γ : |ξ − z| = R (R est très grand).
Comme F est bornée (i.e ∃M > 0 tel que |F (z)| ≤M), d’après (1.1), on a

|F ′(z)| =
∣∣∣∣∣ 1
2πi

∫
Γ

f(ξ)
(ξ − z)2dξ

∣∣∣∣∣
≤ 1

2π

∫
Γ

|f(ξ)|
R2 dξ

≤ 2πRM
2πR2

≤ M

R
.

Par passage à la limite quand R tend vers +∞, on obtient|F ′(z)| = 0,∀z ∈ C. Ce qui
implique F ′(z) = 0,∀z ∈ C. D’où F est constante.
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1.1.3 Principe de maximum

Théorème 1.3. [7] Soit f une fonction analytique dans le domaine borné D et continue
sur D̄ = D ∪ ∂D. Alors, |f | atteint son maximum uniquement sur la frontière ∂D.

Preuve. On pose f = u+ iv.
On a |f(z)| =

√
u2(x, y) + v2(x, y).

Comme |f | est continue sur D̄ ⊂ R2 et D̄ est compact, alors |f | atteint son maximum en
un point z0 ∈ D̄ (z0 = x0 + iy0).
On pose

M = |f(z0)| = max
z∈D̄
|f(z)|. (1.2)

Supposons que z0 est un point intérieur à D (i.e. z0 ∈ D̊).
Comme D̊ est un ensemble ouvert, alors

∃R0 > 0 tel que K̄0 : |z − z0| < R0 ⊂ D,

On pose z = z0 +R0e
iϕ.

Alors d’après la formule de la moyenne, on a

f(z0) = 1
2π

2π∫
0

f(z0 +R0e
iϕ)dϕ. (1.3)

Donc, à partir de (1.2) et (1.3), on a

2πM = 2π|f(z0)|

= |
2π∫
0

f(z0 +R0e
iϕ)dϕ|

≤
2π∫
0

|f(z0 +R0e
iϕ)|dϕ

≤ 2πM.

Ce qui implique
2π∫
0

|f(z0 +R0e
iϕ)|dϕ = 2πM. (1.4)

Maintenant, montrons que |f(ξ)| = M, ∀ξ ∈ ∂K̄0 : |ξ − z0| = R0

Si |f(ξ)| = M , on a |f(ξ)| ≤M, ∀ξ ∈ ∂k̄0

Par l’absurde, supposons que ∃ξ0 ∈ ∂K̄0, tel que :|f(ξ0)| < M

Comme |f | est continue sur K0, alors
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∃ε > 0,∃[ϕ1, ϕ2], tel que :|f(ξ)| ≤M − ε pour ξ = z0 +R0e
iϕ, ϕ1 ≤ ϕ ≤ ϕ2.

Donc, on a

2π∫
0

|f(ξ)|dϕ =
ϕ2∫
ϕ1

|f(ξ)|dϕ+
ϕ1∫
0

|f(ξ)|dϕ+
2π∫
ϕ2

|f(ξ)|dϕ

≤ (M − ε)(ϕ2 − ϕ1) +M(2π − (ϕ2 − ϕ1))

= 2πM − ε(ϕ2 − ϕ1)

< 2πM,

Contradiction avec (1.4).
D’où |f(ξ)| = M,∀ξ ∈ ∂K̄0 : |ξ − z0| = R0.
De même |f(ξ)| = M, ∀ξ ∈ ∂K̄1 : |ξ − z0| = R1(0 < R1 < R0).
D’où |f(ξ)| = M,∀ξ ∈ ∂K̄0 : |ξ − z0| ≤ R0.
Soit z ∈ D et L la courbe qui relie z0 à z.
On va montrer que |f(z)| = M,∀z ∈ D̊.
On a |f(z1)| = M car
∃zn ∈ K̄0 tel que : lim

n→+∞
zn = z1, alors

|f(z1)| = |f( lim
n→+∞

zn)| = | lim
n→+∞

f(zn)|

= | lim
n→+∞

M |

= M.

D’où, on a
|f(ξ)| = M, ∀ξ ∈ ∂K̄1 : |ξ − z1| ≤ R1,

après un nombre fini d’opérations, on obtient

|f(z)| = M,∀ξ ∈ ∂K̄n : |ξ − zn| ≤ Rn,

Donc, |f(ξ)| = M, ∀ξ ∈ D. D’où |f | est constante sur D = D̊, alors |f | ne peut pas
atteindre son maximum dans un point intérieur de D. Comme |f | est continue sur D̄
alors elle atteint son maximum sur D̄. D’où le maximum est atteint sur ∂D.
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1.2 Fonctions méromorphes

1.2.1 Série de Laurent

Théorème 1.4. [1] Si f est analytique sur la couronne D = {z ∈ C : 0 ≤ r < |z − z0| <
R}, alors f peut s’écrire sous la forme d’une série de Laurent en tout point z de cette
couronne i.e. si z ∈ D alors on a

f(z) =
+∞∑
−∞

Ck(z − z0)k

=
−1∑
−∞

Ck(z − z0)k +
+∞∑

0
Ck(z − z0)k

où Ck = 1
2πi
∫
Γ

f(ξ)
(ξ−z0)k+1dξ,

où Γ est un conteur fermé contenu dans D et contient z0 dans son intérieur.

Remarque 1.2.

1.
−1∑
−∞

Ck(z − z0)k est dite la partie principale de la série de Laurent.

2.
+∞∑

0
Ck(z − z0)k est dite la partie régulière de la série de Laurent.

1.2.2 Points singuliers d’une fonction

Définition 1.3. Si f n’est pas analytique en z0 ∈ C, alors z0 est un point singulier de f .

Définition 1.4. Le point singulier z0 ∈ C est isolé s’il existe r > 0 tel que B(z0, r) ne
contient pas d’autres points singuliers.

1.2.3 Classification des points singuliers (selon le développe-
ment de Laurent)

Définition 1.5. Soit f une fonction analytique sur D = {z ∈ C : 0 ≤ r < |z − z0| < R}
où z0 est un point singulier de f .
Si Ck = 0,∀ −∞ < k < −1, alors on dit que z0 est un point singulier eliminable.

Définition 1.6. On dit que le point singulier isolé z0 de f est essentiel si la partie
principale de la série de Laurent de f au voisinage de z0 contient un nombre infini de
termes.
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Définition 1.7. On dit que le point singulier isolé z0 de f est un pôle de f si la partie
principale de la sérié de Laurent contient un nombre fini de termes.

(i.e.f(z) =
+∞∑

k=−n0

Ck(z − z0)k où c−n0 6= 0).

On dit dans ce cas que z0 est un pôle de f(z) d’ordre n0.

Théorème 1.5. [6] Soit z0 un point singulier isolé de f , on a l’équivalence entre
i) z0 est un pôle d’ordre n de f(z).
ii) z0 est un zéro d’ordre n de ϕ(z) = 1

f(z) .

Remarque 1.3.

Si le point singulier isolé z0 est un pôle d’ordre 1, alors on dit que z0 est un pôle simple.

Exemple 1.1.

La fonction g(z) = 1
1+z2 est analytique dans C\{i,−i}.

On remarque que i et −i sont des zéros de la fonction h(z) = 1
g(z) , donc i et −i sont des

pôles de g.

Remarque 1.4.

Les fonctions analytiques qui ont uniquement des pôles comme points singuliers sont
appelées fonctions méromorphes sur D et on a

f méromorphe surD ⇔ f = g

h
,

où g, h ∈ A(D).

1.3 Résidu des fonctions

Soit f une fonction analytique dans la couronne K : 0 < |z − a| < ρ, a ∈ C. Dans K
on a

f(z) =
+∞∑
−∞

Cn(z − z0)n,

où Cn = 1
2πi
∫
Γ

f(ξ)
(ξ−z0)n+1dξ.

Définition 1.8. On appelle C−1 le résidu de f au point z = a. On le note Res
z=a

f ou
Res(f, a) (i.e. Res

z=a
f = C−1 = 1

2πi
∫
Γ
f(ξ)dξ).

où Γ est fermé dans K.



1.3. Résidu des fonctions 13

1.3.1 Résidu dans le cas d’un pôle

a) Résidu de f dans le cas d’un pôle simple z = a

On a dans ce cas :

Res
z=a

f = C−1 = lim
z→a

(z − a)f(z).

b) Résidu de f dans le cas d’un pôle multiple z = a d’ordre m
On a dans ce cas :

Res
z=a

f = C−1 = 1
(m− 1)! lim

z→a

dm−1

dzm−1 ((z − a)mf(z)).

Remarque 1.5.

Si la fonction f peut être représentée dans le voisinage du point z0 comme le quotient
de deux fonctions analytiques

f(z) = ϕ(z)
ψ(z) ,

de plus, si ϕ(z0) 6= 0, ψ(z0) = 0, alors que ψ′(z0) 6= 0, c’est-à-dire si z0 est un pôle simple
de la fonction f , alors

Res(f, z0) = ϕ(z0)
ψ′(z0) .

1.3.2 Théorème des résidus de Cauchy

Théorème 1.6. [13] Si une fonction f est analytique sur la frontière C d’un domaine
D et partout à l’intérieur de ce domaine, sauf en un nombre fini de points singuliers
z1, z2, ..., zn, alors ∫

C

f(z)dz = 2πi
n∑
k=1

Res
z=zk

f(z).

Preuve. D’après le théorème de Cauchy dans le cas multi-connexe, on a∫
C∪C−1 ∪C

−
2 ∪...∪C

−
n

f(z)dz = 0.

Ce qui implique ∫
C

f(z)dz +
∫
C−1

f(z)dz +
∫
C−2

f(z)dz + ...+
∫
C−n

f(z)dz = 0,

Donc ∫
C

f(z)dz =
n∑
k=1

∫
Ck

f(z)dz =
n∑
k=1

2πiC−1,k

= 2πi
n∑
k=1

Res
zk
f(z).
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Proposition 1.1. [15] Soient r > 0 et f une fonction analytique sur D = {z ∈ C, |z| ≤
r}.
Supposons que f n’a pas de zéros dans D, alors pour tout z ∈ int(D), on a

log f(z) = 1
2πi

∫
|ξ|=r

(r2 − |z|2) log f(ξ)
(r2 − ξz̄)(ξ − z) dξ. (1.5)

Preuve. On distingue deux cas :

1. Si z=0, d’après le théorème de Cauchy, on a

log f(0) = 1
2πi

∫
|ξ|=r

log f(ξ)
ξ

dξ

= 1
2πi

∫
|ξ|=r

(r2 − |0|2) log f(ξ)
(r2 − ξ0)(ξ − 0) dξ.

2. Si z 6= 0, on pose

h(ξ) = (r2 − |z|2) log f(ξ)
(r2 − ξz̄)(ξ − z) ,

On a ξ0 = z est un pôle simple de h car
1

h(ξ) = 0⇔ r2 − ξz̄ = 0 ou ξ − z = 0.
Mais, on remarque que si ξ = r2

z̄
, alors |ξ| = r2

|z̄| > r, d’où ξ /∈ D, donc ξ0 = z est
le seul pôle simple de h.
Comme ξ0 = z est un pôle simple de h, d’après le théorème de Résidu, on obtient

∫
|ξ|=r

h(ξ)dξ = 2πi lim
ξ→z

(ξ − z)h(ξ)

= 2πi lim
ξ→z

(r2 − zz̄) log f(ξ)
(r2 − ξz̄)

= 2πi log f(z),

D’où
log f(z) = 1

2πi

∫
|ξ|=r

(r2 − |z|2) log f(ξ)
(r2 − ξz̄)(ξ − z) dξ.
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Corollaire 1.1. [15]

1. En utilisant la formule (1.5) et en posant

ξ = reiϕ et z = σeiθ,

tel que 0 ≤ σ < r, on obtient

log f(z) = 1
2π

2π∫
0

(r2 − σ2) log f(reiϕ)
r2 − 2rσ cos(ϕ− θ) + σ2dϕ. (1.6)

2. En séparant la partie réelle dans la formule (1.6), on obtient

log |f(z)| = 1
2π

2π∫
0

(r2 − σ2) log |f(reiϕ)|
r2 − 2rσ cos(ϕ− θ) + σ2dϕ. (1.7)

1.3.3 Le résidu logarithmique

Théorème 1.7. [13] Soient f une fonction analytique dans G à l’exception des pôles et
D un sous ensemble borné tel que D ∪ Γ ⊂ G, où Γ est la frontière de D.
Si f ne possède ni pôles ni zéros sur Γ alors, on a

1
2πi

∫
Γ

f
′(z)
f(z) dz = N − P,

où N est le nombre de zéros de f avec multiplicité et P est le nombre de pôles de f avec
multiplicité dans D.

Exemple 1.2. Soit f(z) = z2 − 2z + 1 une fonction analytique
On a z = 1 est un zéro d’ordre 2 de f , alors

1
2πi

∫
|z|=1

f
′(z)
f(z) dz = 2.

1.3.4 Principe de l’argument

Théorème 1.8. [13] Soient f une fonction analytique dans G a l’exception des pôles et
D un sous ensemble borné tel que D ∪ Γ ⊂ G, où Γ est la frontière de D.
Si f ne possède ni pôles ni zéros sur Γ alors, on a

1
2πi

∫
Γ

f
′(z)
f(z) dz = 1

2π∆Γarg(f(z)) = N − P,

où ∆Γ est la variation de l’argument de f quand z par court Γ+.
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Preuve. D’après les conditions du théorème, on a
f est analytique et f(z) 6= 0,∀z ∈ Γ.
D’où, il existe un voisinage V de Γ où f(z) 6= 0, ∀z ∈ V .
Dans ce voisinage on a, log f(z) est analytique et (log f(z))′ = f

′ (z)
f(z) ,∀z ∈ V .

D’où

1
2πi

∫
Γ

f
′(z)
f(z) dz = 1

2πi

∫
Γ

d(log f(z))

= 1
2πi∆Γ(log f(z)), (1.8)

D’autre part, on a

log f(z) = log |f(z)|+ iarg(f(z)).

Ce qui implique
∆Γ log f(z) = ∆Γ log |f(z)|+ i∆Γarg(f(z)).

Comme Γ est fermé alors, on a ∆Γ log |f(z)| = 0. Donc

∆Γ log f(z) = i∆Γarg(f(z)), (1.9)

De (1.8) et (1.9), on a

1
2πi

∫
Γ

f
′(z)
f(z) dz = 1

2π∆Γarg(f(z)) = N − P.

1.3.5 Théorème de Rouché

Théorème 1.9. [13] Soient f, g deux fonctions analytiques sur un domaine borné D
Si |f(z)| > |g(z)|,∀z ∈ Γ, où Γ est la frontière de D. Alors f et F (z) = f(z) + g(z)
possèdent le même nombre de zéros dans D.

Preuve. Comme |f(z)| > |g(z)| ≥ 0,∀z ∈ Γ, alors f(z) 6= 0,∀z ∈ Γ.
De même F (z) 6= 0,∀z ∈ Γ, car
|F (z)| = |f(z) + g(z)| ≥ |f(z)| − |g(z)| > 0, ∀z ∈ Γ.
Les conditions du principe de l’argument sont vérifiées pour F , alors

1
2π∆Γarg(F (z)) = NF ,
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où NF est le nombre des zéros de F dans D.
On a

F (z) = f(z) + g(z) = f(z)
[
1 + g(z)

f(z)
]
.

Alors
∆Γarg(F (z)) = ∆Γarg(f(z)) + ∆Γarg(w(z)),

où w(z) =
[
1 + g(z)

f(z)

]
,

D’autre part, on a

|w(z)− 1| =
∣∣∣∣∣ g(z)
f(z)

∣∣∣∣∣ < 1,

Alors w(z) ne fait aucune rotation autour de l’origine.
Alors ∆Γarg(w(z)) = 0.
Donc

∆Γarg(F (z)) = ∆Γarg(f(z)),

D’où
NF = Nf ,

où Nf est le nombre de zéros de f dans D.



CHAPITRE 2

LA THÉORIE DE NEVANLINNA

Dans ce chapitre, on va donner la formule de Jensen, définir les fonctionsN(r, f),m(r, f),
T (r, f) qui sont appelées respectivement : la fonction de comptage des pôles de f , la
fonction de compensation et la fonction caractéristique de Nevanlinna et mentionner ses
propriétés. Le but est d’obtenir la formule la plus simple de Jensen et de prouver le pre-
mier théorème fondamental de Nevanlinna qui est un résultat de cette formule. Puis, on
va définir l’ordre de croissance des fonctions méromorphes, l’exposant de convergence des
zéros d’une fonction, l’ordre inférieur et ses propriétés. Enfin, on expose l’estimation de
S(r, f).

2.1 Premier théorème fondamental de Nevanlinna

2.1.1 Formule de Jensen

Théorème 2.1. [10] Soit f une fonction méromorphe non constante dans K tel que

K = {z ∈ C : |z| < r et 0 < r < +∞},

Soient {aj}nj=1 la suite des zéros de f dans K tel que 0 < |aj| < |aj+1| et {bk}pk=1 la suite
des pôles de f dans K tel que 0 < |bk| < |bk+1| alors si f(0) 6= 0,+∞ on a

log |f(0)| = 1
2π

2π∫
0

log |f(reiϕ)|dϕ+
p∑

k=1
log r

|bk|
−

n∑
j=1

log r

|aj|
. (2.1)

18
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la formule (2.1) est appelée formule de Jensen.

Preuve. Supposons que f est une fonction méromorphe ne possédant ni zéros ni pôles
sur |z| = r

On pose

g(z) = f(z)
n∏
j=1

r2 − ājz
r(z − aj)

/
p∏

k=1

r2 − b̄kz
r(z − bk)

.

Il est clair que g 6= 0,+∞ sur |z| = r et log |g(z)| est analytique.
Alors, d’après le corollaire (1.1), on a

log |g(0)| = 1
2π

2π∫
0

log |g(reiϕ)|dϕ, (2.2)

D’autre part, on a

|g(0)| = |f(0)|
n∏
j=1

r

|aj|
/

p∏
k=1

r

|bk|
,

Ce qui implique

log |g(0)| = log |f(0)|+
n∑
j=1

log r

|aj|
−

p∑
k=1

log r

|bk|
. (2.3)

Soit z = reiϕ,
on a ∣∣∣ r2 − ājz

r(z − aj)
∣∣∣ =

∣∣∣ r2 − b̄kz
r(z − bk)

∣∣∣ = 1,

En effet,
on a r2 = |z|2 = zz̄

Alors ∣∣∣ r2 − ājz
r(z − aj)

∣∣∣ =
∣∣∣z
r

∣∣∣∣∣∣z − aj
z − aj

∣∣∣ = 1,

et ∣∣∣ r2 − b̄kz
r(z − bk)

∣∣∣ =
∣∣∣z
r

∣∣∣∣∣∣z − bk
z − bk

∣∣∣ = 1,

Donc

|g(reiϕ)| = |f(reiϕ)| sur |z| = r.

D’où de (2.2) et (2.3), on obtient

log |f(0)| = 1
2π

2π∫
0

log |f(reiϕ)|dϕ+
p∑

k=1
log r

|bk|
−

n∑
j=1

log r

|aj|
.
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Lemme 2.1. [14] Soit f une fonction méromorphe non constante dans K tel que

K = {z ∈ C : |z| < r et 0 < r < +∞},

Soient {aj}nj=1 la suite des zéros de f dans K tel que 0 < |aj| < |aj+1| ≤ r et {bk}pk=1 la
suite des pôles de f dans K tel que 0 < |bk| < |bk+1| ≤ r alors, on a

p∑
k=1

log r

|bk|
=

r∫
0

n(t, f)− n(0, f)
t

dt,

n∑
j=1

log r

|aj|
=

r∫
0

n(t, 1
f
)− n(0, 1

f
)

t
dt,

avec n(t, f) est le nombre des pôles de f dans {z ∈ C, |z| ≤ t et t > 0}.

Preuve. On a

p∑
k=1

log r

|bk|
= log

p∏
k=1

r

|bk|

= log rp

|b1||b2|...|bp|

=
p−1∑
k=1

k(log |bk+1| − log |bk|) + p(log r − log |bp|)

=
p−1∑
k=1

|bk+1|∫
|bk|

k

t
dt+

r∫
|bp|

p

t
dt.

D’autre part, on a
Si |bk| < |bk+1|, on a
∀t ∈]|bk|, |bk+1|[, n(t, f) = k + n(0, f), donc k = n(t, f)− n(0, f)
D’où

|bk+1|∫
|bk|

n(t, f)− n(0, f)
t

dt =
|bk+1|∫
|bk|

k

t
dt,

et pour tout t ∈]|bp|, r[, p = n(t, f)− n(0, f), donc
r∫

|bp|

n(t, f)− n(0, f)
t

dt =
r∫

|bp|

p

t
dt,

D’autre part, si |bk| = |bk+1|, on a aussi

|bk+1|∫
|bk|

k

t
dt =

|bk+1|∫
|bk|

n(t, f)− n(0, f)
t

dt = 0.
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Donc

p∑
k=1

log r

|bk|
=

p−1∑
k=1

|bk+1|∫
|bk|

n(t, f)− n(0, f)
t

dt+
r∫

|bp|

n(t, f)− n(0, f)
t

dt

=
|b1|∫
0

n(t, f)− n(0, f)
t

dt+
r∫

|b1|

n(t, f)− n(0, f)
t

dt

=
r∫

0

n(t, f)− n(0, f)
t

dt.

Car
|b1|∫
0

n(t, f)− n(0, f)
t

dt = 0.

De la même façon, on obtient

n∑
j=1

log r

|aj|
=

r∫
0

n(t, 1
f
)− n(0, 1

f
)

t
dt.

Définition 2.1. Soit f une fonction méromorphe et r > 0, la fonction définie par

N(r, f) =
r∫

0

n(t, f)− n(0, f)
t

dt+ n(0, f) log r.

est appelée la fonction de comptage des pôles de f dans |z| ≤ r.

Définition 2.2. Soit f une fonction méromorphe et r > 0, la fonction définie par

N(r, 1
f

) =
r∫

0

n(t, 1
f
)− n(0, 1

f
)

t
dt+ n(0, 1

f
) log r.

est appelée la fonction de comptage des zéros de f dans |z| ≤ r,
tel que n(t, 1

f
) désigne le nombre des zéros de la fonction f situés dans le disque |z| 6 r.

2.1.2 Fonction caractéristique

Définition 2.3. Soit a ∈ R

log+ a = max(log a, 0) =

log a si a ≥ 1

0 si 1 > a ≥ 0
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Proposition 2.1. [19] Soient a, b ∈ R+, on a
a) log a ≤ log+ a ∀a > 0.
b) a ≤ b =⇒ log+ a ≤ log+ b.
c) log a = log+ a− log+ 1

a
∀a > 0.

d) | log a| = log+ a+ log+ 1
a
∀a > 0.

e) log+(
n∏
i=1

ai) ≤
n∑
i=1

log+ ai, tel que ∀i = 1, ..., n on a ai ∈ R+.

f) log+(
n∑
i=1

ai) ≤ log n+
n∑
i=1

log+ ai, tel que ∀i = 1, ..., n on a ai ∈ R+.

Preuve.

Montrons (c)-(f).
c) On a

log+ a− log+ 1
a

= max(log a, 0)−max(log 1
a
, 0)

= max(log a, 0)−max(− log a, 0)

= max(log a, 0) + min(log a, 0)

= log a.

d) On a

log+ a+ log+ 1
a

= max(log a, 0) + max(log 1
a
, 0)

= max(log a, 0) + max(− log a, 0)

= max(log a, 0)−min(log a, 0)

= | log a|.

e) • Si 0 ≤
n∏
i=1

ai ≤ 1, on a

log+(
n∏
i=1

ai) = max(0, log(
n∏
i=1

ai)) = 0
Donc

log+(
n∏
i=1

ai) = 0 ≤
n∑
i=1

log+ ai,

• Si
n∏
i=1

ai > 1, d’après l’inégalité a), on a

log+ n∏
i=1

ai = max(0, log
n∏
i=1

ai) = log
n∏
i=1

ai =
n∑
i=1

log ai ≤
n∑
i=1

log+ ai.
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f) Comme
n∑
i=1

ai ≤ nmax
0≤i≤n

ai, d’après l’inégalité e), on a

log+
n∑
i=1

ai ≤ log+(nmax
0≤i≤n

ai)

≤ log+ n+ log+(max
0≤i≤n

ai)

≤ log n+
n∑
i=1

log+ ai.

Définition 2.4. Soit f est une fonction méromorphe et r > 0, la fonction définie par

m(r, f) = 1
2π

2π∫
0

log+ |f(reiϕ)|dϕ.

est appelée la fonction de compensation.

Définition 2.5. Soient f une fonction méromorphe et r > 0, on pose

T (r, f) = m(r, f) +N(r, f).

La fonction T (r, f) est appelée fonction caractéristique de Nevanlinna de f .

Exemple 2.1.

Soit f(z) = ez

Supposons que z = reiθ, et on a ez = er(cos θ+i sin θ)

Comme f est analytique, alors N(r, f) = 0. Donc

T (r, f) = m(r, f)

= 1
2π

2π∫
0

log+ |f(reiθ)|dθ

= 1
2π

2π∫
0

log+ |er(cos θ+i sin θ)|dθ

= 1
2π

2π∫
0

log+ er cos θdθ

= 1
2π

π
2∫

−π2

log er cos θdθ

= 1
2π

π
2∫

−π2

r cos θdθ

= r

π
.

D’où T (r, f) = r
π
.



2.1. Premier théorème fondamental de Nevanlinna 24

Proposition 2.2. [10],[14] Soient f, f1, f2, ..., fn des fonctions méromorphes, on a

1) N(r,
n∏
i=1

fi) ≤
n∑
i=1

N(r, fi),∀r > 1.

2) N(r,
n∑
i=1

fi) ≤
n∑
i=1

N(r, fi),∀r > 1.

3) m(r,
n∏
i=1

fi) ≤
n∑
i=1

m(r, fi),∀r > 1.

4) m(r,
n∑
i=1

fi) ≤ log n+
n∑
i=1

m(r, fi),∀r > 1.

5) T (r,
n∏
i=1

fi) ≤
n∑
i=1

T (r, fi).

6) T (r, fk) = kT (r, f),∀k ∈ N.

7) T (r,
n∑
i=1

fi) ≤ log n+
n∑
i=1

T (r, fi),∀r > 1.

8) |T (r, f)− T (r, f − a)| ≤ log+ |a|+ log 2, où a = cte.

9) T (r, af+b
cf+d) = T (r, f) +O(1), tel que f 6≡ −d

c
.

Preuve. Montrons 5)-9).

5) On a

m(r,
n∏
i=1

fi) =
2π∫
0

log+ |
n∏
i=1

fi(reiϕ)|dϕ

≤ 1
2π

2π∫
0

n∑
i=1

log+ |fi(reiϕ)|dϕ

≤
n∑
i=1

1
2π

2π∫
0

log+ |fi(reiϕ)|dϕ

=
n∑
i=1

m(r, fi).

Si z0 est un pôle de degré λi pour la fonction fi, alors z0 est un pôle de la fonction
n∏
i=1

fi de degré au plus
n∑
i=1

λi. Donc

N(r,
n∏
i=1

fi) ≤
n∑
i=1

N(r, fi),
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Ainsi

T (r,
n∏
i=1

fi) = m(r,
n∏
i=1

fi) +N(r,
n∏
i=1

fi)

≤
n∑
i=1

m(r, fi) +
n∑
i=1

N(r, fi)

≤
n∑
i=1

(m(r, fi) +N(r, fi))

=
n∑
i=1

T (r, fi).

6) On a |fk| = |f |k ≤ 1⇐⇒ |f | ≤ 1, alors
si |f | ≤ 1, on a

m(r, fk) = 1
2π

2π∫
0

log+ |fk(reiϕ)|dϕ = 0.

N(r, fk) = kN(r, f).

Donc

T (r, fk) = m(r, fk) +N(r, fk)

= kN(r, f)

= k(m(r, f) +N(r, f))

= kT (r, f).

Si |f | > 1, alors
m(r, fk) = km(r, f),

et
N(r, fk) = kN(r, f),

Donc
T (r, fk) = kT (r, f).

7) On a si z0 est un pôle de degré λi pour la fonction fi, alors il est de degré égale au
plus max

1≤i≤n
λi ≤

n∑
i=1

λi pour la fonction
n∑
i=1

fi. Donc

N(r,
n∑
i=1

fi) ≤
n∑
i=1

N(r, fi),
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et

m(r,
n∑
i=1

fi) =
2π∫
0

log+ |
n∑
i=1

fi(reiϕ)|dϕ

≤ 1
2π

2π∫
0

log n+
n∑
i=1

log+ |fi(reiϕ)|dϕ

≤ log n+
n∑
i=1

1
2π

2π∫
0

log+ |fi(reiϕ)|dϕ

= log n+
n∑
i=1

m(r, fi).

Donc

T (r,
n∑
i=1

fi) = m(r,
n∑
i=1

fi) +N(r,
n∑
i=1

fi)

≤ log n+
n∑
i=1

m(r, fi) +
n∑
i=1

N(r, fi)

= log n+
n∑
i=1

(m(r, fi) +N(r, fi))

= log n+
n∑
i=1

T (r, fi).

8) D’après l’inégalité 7), on a

T (r,
2∑
i=1

fi) ≤ log 2 +
n∑
i=1

T (r, fi),

•Pour f1 = f − a, f2 = a, on obtient

T (r, f1 + f2) = T (r, f) ≤ log 2 + T (r, f − a) + T (r, a).

D’autre part, on a

T (r, a) = m(r, a) = log+ |a| (car N(r, a) = 0).

D’où
T (r, f) ≤ log 2 + T (r, f − a) + log+ |a|. (2.4)

• Pour f1 = f, f2 = −a, on trouve

T (r, f − a) ≤ log 2 + T (r, f) + T (r,−a).

Mais, on a

T (r,−a) = m(r,−a) = log+ |a| (car N(r,−a) = 0).
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D’où
T (r, f − a) ≤ log 2 + T (r, f) + log+ |a|. (2.5)

De (2.4) et (2.5), on obtient

|T (r, f)− T (r, f − a)| ≤ log+ |a|+ log 2.

9) Si c = 0, alors

T (r, af + b

d
) = T (r, a

d
f + b

d
)

= T (r, a
d
f) +O(1)

= T (r, f) +O(1).

Si c 6= 0, alors on écrit

af + b

cf + d
=
a(f + b

a
)

c(f + d
c
)

= a

c

f + d
c

+ b
a
− d

c

f + d
c

= a

c

[
1 + bc− ad

ac

1
f + d

c

]

= a

c
+ bc− ad

c2
1

f + d
c

.

D’où

T
(
r,
af + b

cf + d

)
= T

(
r,
a

c
+ bc− ad

c2
1

f + d
c

)
= T

(
r,
bc− ad
c2

1
f + d

c

)
= T

(
r,

1
f + d

c

)
+O(1)

= T (r, f) +O(1).
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Remarque 2.1. En utilisant les nouvelles notations, le lemme 2.1 et l’inégalité c) de la
proposition 2.1, on obtient

log |f(0)| = 1
2π

2π∫
0

log |f(reiϕ)|dϕ+
p∑

k=1
log r

|bk|
−

n∑
j=1

log r

|aj|

= 1
2π

2π∫
0

log+ |f(reiϕ)|dϕ− 1
2π

2π∫
0

log+ 1
|f(reiϕ)|dϕ+

( r∫
0

n(t, f)− n(0, f)
t

dt+ n(0, f) log r
)

−
( r∫

0

n(t, 1
f
)− n(0, 1

f
)

t
dt+ n(0, 1

f
) log r

)

= m(r, f)−m(r, 1
f

) +N(r, f)−N(r, 1
f

)

= m(r, f) +N(r, f)−
(
m(r, 1

f
) +N(r, 1

f
)
)

= T (r, f)− T (r, 1
f

).

Donc
T (r, 1

f
) = T (r, f)− log |f(0)|. (2.6)

C’est la forme la plus simple de la formule de Jensen.

2.1.3 Premier théorème de Nevanlinna

Théorème 2.2. [10] Soit f une fonction méromorphe dans |z| ≤ r , 0 ≤ r < +∞ et soit
a ∈ C, on pose

f(z)− a =
+∞∑
i=λ

ciz
i, λ ∈ Z cλ 6= 0,

alors
T
(
r,

1
f − a

)
= T (r, f)− log |f(0)− a|+ ξ(r, a).

où |ξ(r, a)| ≤ log+ |a|+ log 2.

Preuve.
On a

T (r, 1
f − a

) = T (r, f − a)− log |f(0)− a|

= T (r, f) + T (r, f − a)− T (r, f)− log |f(0)− a|

= T (r, f)− log |f(0)− a|+ (T (r, f − a)− T (r, f))

= T (r, f)− log |f(0)− a|+ ξ(r, a),

où |ξ(r, a)| = |T (r, f − a) − T (r, f)| ≤ log+ |a| + log 2 (d’après l’inégalité 8) de la
proposition 2.1).
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Remarque 2.2.

Le théorème de Nevanlinna s’écrit sous la forme

T (r, 1
f − a

) = T (r, f) +O(1).

Théorème 2.3. [14] Soit f une fonction méromorphe non constante dans D tel que
D = {z ∈ C, |z| 6 R}, avec R > 0 et {aj}nj=1(resp.{bk}pk=1) la suite des zéros (resp, la
suite des pôles) de f dans int(D) où chaque zéro (resp, pôle) est compté avec sa multiplicité
alors pour z = reiθ, avec 0 6 r < R, on a

log |f(z)| = 1
2π

2π∫
0

R2 − r2

R2 − 2Rr cos(θ − ϕ) + r2 log |f(Reiϕ)|dϕ+
n∑
j=1

log
∣∣∣∣∣R(z − aj)
R2 − ājz

∣∣∣∣∣
−

p∑
k=1

log
∣∣∣∣∣R(z − bk)
R2 − b̄kz

∣∣∣∣∣. (2.7)

avec, f(z) =
+∞∑
i=λ

ciz
i, cλ 6= 0, (la série de Laurent de f en zéro).

Remarque 2.3. La relation (2.7) est appelée la formule de Poisson-Jensen.

Proposition 2.3. [19] Soient g une fonction analytique, r, R ∈ R tel que 0 < r < R. Si
le module maximum vérifie

M(r, g) = max
|z|=r
|g(z)| ≥ 1,

Alors

T (r, g) ≤ logM(r, g) ≤ R + r

R− r
T (R, g).

Preuve. On a g est analytique, alors la première inégalité est trivial

T (r, g) = m(r, g)

= 1
2π

2π∫
0

log+ |g(reiφ)|dφ

≤ log+M(r, g) = logM(r, g).

Maintenant, montrons que logM(r, g) ≤ R+r
R−rT (R, g).

Soient z0 = reiθ et |g(z0)| = M(r, g).
On a ∣∣∣∣∣R(z0 − aj)

R2 − ājz0

∣∣∣∣∣ < 1 si |z| ≤ R,
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D’après la relation (2.7), on obtient

logM(r, g) = log |g(z0)|

= 1
2π

2π∫
0

R2 − r2

R2 − 2Rr cos(θ − ϕ) + r2 log |g(Reiϕ)|dϕ

≤ 1
2π

2π∫
0

(R− r)(R + r)
(R− r)2 + 2Rr(1− cos(θ − ϕ)) log+ |g(Reiϕ)|dϕ

≤ 1
2π

2π∫
0

(R− r)(R + r)
(R− r)2 log+ |g(Reiϕ)|dϕ

= R + r

R− r
1

2π

2π∫
0

log+ |g(Reiϕ)|dϕ

= R + r

R− r
m(R, g)

= R + r

R− r
T (R, g).

Théorème 2.4. [14] Soit f une fonction méromorphe, alors f est une fraction ration-
nelle si et seulement si

T (r, f) = O(log r).

2.2 Ordre de croissance des fonctions méromorphes

Définition 2.6. Soit f une fonction méromorphe, l’ordre de croissance de f est défini
par

σ(f) = lim sup
r→+∞

log T (r, f)
log r .

Si f est une fonction entière, alors l’ordre de f est défini par

ρ(f) = lim sup
r→+∞

log logM(r, f)
log r

où M(r, f) = max
|z|=r
|f(z)|

Proposition 2.4. [15] Soit g une fonction analytique telle que

M(r, g) ≥ 1,

Alors, on a : σ(g) = ρ(g).
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Preuve.

D’après la proposition 2.3, on a

T (r, g) ≤ logM(r, g).

En introduisant la fonction log et en divisant par log r, on obtient

log T (r, g)
log r ≤ log logM(r, g)

log r .

Par passage à la limite supérieure, on trouve

σ(g) ≤ ρ(g).

D’autre part, on a
logM(r, g) ≤ R + r

R− r
T (R, g). (2.8)

On prend R = 2r dans (2.8), en introduisant la fonction log et en divisant par log r, on
obtient

log logM(r, g)
log r ≤ log 3T (2r, g)

log r .

Par passage à la limite supérieure, on trouve

ρ(g) ≤ lim sup
r→+∞

log 3 + log T (2r, g)
log r

≤ lim sup
r→+∞

log 3
log r + lim sup

r→+∞

log T (2r, g)
log r

= lim sup
r→+∞

log T (2r, g)
log r

= lim sup
r→+∞

(
log T (2r, g)

log 2r .
log 2r
log r

)

= lim sup
r→+∞

log T (2r, g)
log 2r . lim sup

r→+∞

log 2r
log r

= lim sup
r→+∞

log T (2r, g)
log 2r

= σ(g).

D’où le résultat.

Définition 2.7. Soit f une fonction méromorphe, l’hyper-ordre de croissance de f est
défini par

σ2(f) = lim sup
r→+∞

log log T (r, f)
log r .

Si f est une fonction entière, alors l’hyper-ordre de f est défini par

σ2(f) = lim sup
r→+∞

log log logM(r, f)
log r .
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Exemple 2.2.
1) La fonction f(z) = ee

z est d’ordre σ(f) = +∞ et d’hyper ordre σ2(f) = 1.
2) La fonction f(z) = ez est d’ordre σ(f) = 1.

Remarque 2.4. Si f est d’ordre fini alors l’hyper ordre de cette fonction est nul.

Théorème 2.5. [15] Soient f, g deux fonctions méromorphes et a ∈ C. Supposons que
f, g, (f − a), (f + g) 6≡ 0, alors on a les propriétés suivantes :

1) σ( 1
f
) = σ(f).

2) σ( 1
f−a) = σ(f).

3) σ(αf+β
γf+η ) = σ(f), tels que f 6≡ −η

γ
et αη − βγ 6= 0.

4) σ(fn) = σ(f), ∀n ∈ N∗.

5) σ(f (n)) ≤ σ(f), ∀n ∈ N∗.

6) σ(f(cz)) = σ(f).
7) σ(f + g) ≤ max{σ(f), σ(g)}.
8) σ(f.g) ≤ max{σ(f), σ(g)}.

Preuve.

1) D’après la remarque 2.2, on a

T
(
r,

1
f

)
= T (r, f) +O(1)

= T (r, f)
(

1 + O(1)
T (r, f)

)
.

En introduisant la fonction log, en divisant par log r et en passant à la limite
supérieure, on trouve

lim sup
r→+∞

log T (r, 1
f
)

log r = lim sup
r→+∞

( log
(
T (r, f)(1 + O(1)

T (r,f))
)

log r

)
.

Ce qui implique

σ
( 1
f

)
= lim sup

r→+∞

(
log T (r, f)

log r +
log(1 + O(1)

T (r,f))
log r

)
.

On va montrer que σ(f) = lim sup
r→+∞

(
log T (r,f)

log r + log(1+ O(1)
T (r,f) )

log r

)
.

On a

lim sup
r→+∞

(
log T (r, f)

log r +
log(1 + O(1)

T (r,f))
log r

)
≤ lim sup

r→+∞

log T (r, f)
log r + lim sup

r→+∞

log(1 + O(1)
T (r,f))

log r

= lim sup
r→+∞

log T (r, f)
log r

= σ(f).
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D’autre part, on a

σ(f) = lim sup
r→+∞

(
log T (r, f)

log r +
log(1 + O(1)

T (r,f))
log r −

log(1 + O(1)
T (r,f))

log r

)

≤ lim sup
r→+∞

(
log T (r, f)

log r +
log(1 + O(1)

T (r,f))
log r

)
+ lim sup

r→+∞
−

log(1 + O(1)
T (r,f))

log r

= lim sup
r→+∞

(
log T (r, f)

log r +
log(1 + O(1)

T (r,f))
log r

)
.

D’où le résultat.

2) D’après le théorème (2.2), on a

T
(
r,

1
f − a

)
= T (r, f)− log |f(0)− a|+ ξ(r, a).

avec
|ξ(r, a)| ≤ log+ |a|+ log 2.

Alors, on obtient

T
(
r,

1
f − a

)
= T (r, f)

(
1− log |cλ|

T (r, f) + ξ(r, a)
T (r, f)

)
. (2.9)

En introduisant la fonction log dans (2.9), et en divisant par log r puis en passant
à la limite supérieure, on obtient

σ
( 1
f − a

)
= lim sup

r→+∞

(
log T (r, f)

log r +
log

(
1− log |cλ|

T (r,f) + ξ(r,a)
T (r,f)

)
log r

)

≤ lim sup
r→+∞

log T (r, f)
log r + lim sup

r→+∞

log
(
1− log |cλ|

T (r,f) + ξ(r,a)
T (r,f)

)
log r

= σ(f).

D’autre part, on a

T (r, f) = T (r, 1
f − a

) + log |cλ| − ξ(r, a),

avec les mêmes étapes précédentes, on obtient

σ(f) ≤ σ( 1
f − a

).

D’où σ(f) = σ( 1
f−a).

3) D’après l’égalité 9) de la proposition 2.2 , on a

T

(
r,
αf + β

γf + η

)
= T (r, f) +O(1)

= T (r, f)
(
1 + O(1)

T (r, f)
)
.
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En introduisant la fonction log et en divisant par log r, puis en passant à la limite
supérieure, on obtient

σ

(
αf + β

γf + η

)
= lim sup

r→+∞

(
log T (r, f)

log r +
log(1 + O(1)

T (r,f))
log r

)

≤ lim sup
r→+∞

log T (r, f)
log r + lim sup

r→+∞

log(1 + O(1)
T (r,f))

log r

= lim sup
r→+∞

log T (r, f)
log r

= σ(f).

D’autre part, on a
T (r, f) = T (r, αf + β

γf + η
)−O(1).

De même étape, on obtient

σ(f) ≤ σ(αf + β

γf + η
).

D’où le résultat.

4) D’après l’égalité 6) de proposition 2.2 , on a

T (r, fn) = nT (r, f).

En introduisant la fonction log, en divisant par log r et en passant à la limite
supérieure, on obtient

lim sup
r→+∞

log T (r, fn)
log r = lim sup

r→+∞

(
log n
log r + log T (r, f)

log r

)

≤ lim sup
r→+∞

log n
log r + lim sup

r→+∞

log T (r, f)
log r .

Ce qui implique
σ(fn) ≤ σ(f).

D’autre part, on a

σ(f) = lim sup
r→+∞

log T (r, f)
log r

= lim sup
r→+∞

log
(
T (r,fn)

n

)
log r

= lim sup
r→+∞

(
log T (r, fn)

log r − log n
log r

)

≤ lim sup
r→+∞

log T (r, fn)
log r + lim sup

r→+∞
− log n

log r
= σ(fn).
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Alors σ(fn) = σ(f).

5) On a
T (r, f (n)) ≤ (n+ 1)T (r, f) + o(T (r, f)).

En introduisant la fonction log et en divisant par log r, on obtient

log T (r, f (n))
log r ≤

log
(
T (r, f)

(
(n+ 1) + o(T (r,f))

T (r,f)

))
log r

= log T (r, f)
log r +

log
(
(n+ 1) + o(T (r,f))

T (r,f)

)
log r .

En passant à la limite supérieure, on obtient

σ(f (n)) ≤ lim sup
r→+∞

(
log T (r, f)

log r +
log

(
(n+ 1) + o(T (r,f))

T (r,f)

)
log r

)

≤ σ(f) + lim sup
r→+∞

log
(
(n+ 1) + o(T (r,f))

T (r,f)

)
log r

= σ(f).

6) On a
T (r, f(cz)) = T (|c|r, f).

En introduisant la fonction log et en divisant par log r, on obtient
log T (r, f(cz))

log r = log T (|c|r, f)
log r . (2.10)

On passe à la limite supérieure dans (2.10), on trouve

σ(f(cz)) = lim sup
r→+∞

log T (r, f(cz))
log r

= lim sup
r→+∞

log T (|c|r, f)
log r

= lim sup
r→+∞

log T (|c|r, f)
log |c|r .

log |c|r
log r

= lim sup
r→+∞

log T (|c|r, f)
log |c|r . lim sup

r→+∞

log |c|r
log r

= lim sup
r→+∞

log T (|c|r, f)
log |c|r

= σ(f).
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7) Supposons que σ(f) ≤ σ(g) < +∞.
On a


lim sup
r→+∞

log(2T (r,f)+log 2)
log r = σ(f) ≤ σ(g),

lim sup
r→+∞

log(2T (r,g)+log 2)
log r = σ(g),

Donc
∀ε > 0, ∃µ > 0, tels que : ∀r > µ, on a

log(2T (r, f) + log 2)
log r < (σ(g) + ε) et

log(2T (r, g) + log 2)
log r < (σ(g) + ε).

Ce qui implique

log(2T (r, f) + log 2) < (σ(g) + ε) log r et log(2T (r, g) + log 2) < (σ(g) + ε) log r.

En introduisant la fonction exp, on obtient

2T (r, f) + log 2 < rσ(g)+ε et 2T (r, g) + log 2 < rσ(g)+ε.

En divisant par deux, puis en faisant la somme, on trouve

T (r, f) + T (r, g) + log 2 < rσ(g)+ε. (2.11)

D’autre part, on a d’après la proposition 2.2

T (r, f + g) < T (r, f) + T (r, g) + log 2. (2.12)

De (2.11) et (2.12), on obtient

T (r, f + g) < rσ(g)+ε.

Ce qui implique
σ(f + g) ≤ σ(g) = max{σ(f), σ(g)}.

8) Supposons que σ(f) ≤ σ(g) < +∞.
On a


lim sup
r→+∞

log(2T (r,f))
log r = σ(f) ≤ σ(g),

lim sup
r→+∞

log(2T (r,g))
log r = σ(g),
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En effet, On a

σ(f) = lim sup
r→+∞

log T (r, f)
log r

= lim sup
r→+∞

log T (r, f) + log 2− log 2
log r

= lim sup
r→+∞

(
log(2T (r, f))

log r − log 2
log r

)

≤ lim sup
r→+∞

log(2T (r, f))
log r − lim sup

r→+∞

log 2
log r

= lim sup
r→+∞

log(2T (r, f))
log r .

D’autre part,

lim sup
r→+∞

log(2T (r, f))
log r = lim sup

r→+∞

(
log 2
log r + log T (r, f)

log r

)

≤ lim sup
r→+∞

log 2
log r + lim sup

r→+∞

log T (r, f)
log r

= σ(f).

De la même façon, on obtient

lim sup
r→+∞

log(2T (r, g))
log r = σ(g).

Donc
∀ε > 0, ∃µ > 0, tels que : ∀r > µ, on a

log(2T (r, f))
log r < (σ(g) + ε) et

log(2T (r, g))
log r < (σ(g) + ε).

Ce qui implique

log(2T (r, f)) < (σ(g) + ε) log r et log(2T (r, g)) < (σ(g) + ε) log r.

En introduisant la fonction exp, on obtient

2T (r, f) < rσ(g)+ε et 2T (r, g) < rσ(g)+ε.

En divisant par deux, puis en faisant la somme, on trouve

T (r, f) + T (r, g) < rσ(g)+ε. (2.13)

D’autre part, on a d’après la proposition 2.2

T (r, fg) ≤ T (r, f) + T (r, g). (2.14)
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De (2.13) et (2.14), on obtient

T (r, fg) < rσ(g)+ε.

Ce qui implique
σ(fg) ≤ σ(g) = max{σ(f), σ(g)}.

2.2.1 Exposant de convergence des zéros d’une fonction

Définition 2.8. Soit f une fonction méromorphe sur C, l’exposant et l’hyper exposant
de convergence des zéros de la fonction f sont définis respectivement par

λ(f) = lim sup
r→+∞

logN(r, 1
f
)

log r ,

λ2(f) = lim sup
r→+∞

log logN(r, 1
f
)

log r ,

Définition 2.9. Soit f une fonction méromorphe, l’exposant et l’hyper exposant de conver-
gence des zéros distincts de la fonction f sont définis respectivement par

λ(f) = lim sup
r→+∞

logN(r, 1
f
)

log r ,

λ2(f) = lim sup
r→+∞

log logN(r, 1
f
)

log r ,

où

N(r, 1
f

) =
r∫

0

n(t, 1
f
)− n(0, 1

f
)

t
dt+ n(r, 1

f
) log r,

tel que n(t, 1
f
) désigne le nombre des zéros distincts de la fonction f situés dans le disque

|z| 6 t.

Proposition 2.5. [14] Soit f une fonction méromorphe, on a λ(f) ≤ σ(f).

Preuve.

On a
T (r, 1

f
) = m(r, 1

f
) +N(r, 1

f
) ≥ N(r, 1

f
),

car m(r, 1
f
) ≥ 0

Donc σ( 1
f
) ≥ λ(f), et comme σ( 1

f
) = σ(f), alors λ(f) ≤ σ(f).



2.2. Ordre de croissance des fonctions méromorphes 39

Proposition 2.6. [15] Soit f(z) 6= 0 une fonction méromorphe. Alors on a

λ(f) = lim sup
r→+∞

log n(r, 1
f
)

log r .

Exemple 2.3.

1. L’exposant et l’hyper exposant de convergence des zéros distincts de la fonction
f(z) = ee

z + 2 sont égaux respectivement à ∞ et 1.
2. L’exposant de convergence des zéros de la fonction f(z) = ez − b, où b 6= 0 est égal

à 1.

Théorème 2.6. [15] Soient f, g deux fonctions méromorphes et a ∈ C. Supposons que
f, g, (f − a), (f + g) 6≡ 0, alors on a les propriétés suivantes :

1) λ(f − a) = λ(f).

2) λ(fn) = λ(f),∀n ∈ N∗.

3) λ(f (n)) ≤ λ(f),∀n ∈ N∗.

4) λ(f(cz)) = λ(f).

5) λ(f + g) ≤ max{λ(f), λ(g)}.

6) λ(f.g) ≤ max{λ(f), λ(g)}.

2.2.2 L’ordre inférieur et l’hyper-ordre inférieur d’une fonction

Définition 2.10. Soit f une fonction entière. L’ordre inférieur et l’hyper-ordre inférieur
de f sont définis respectivement par

µ(f) = lim inf
r→+∞

log logM(r, f)
log r ,

µ2(f) = lim inf
r→+∞

log log logM(r, f)
log r ,

Si f est méromorphe, l’ordre inférieur µ(f) est défini par

µ(f) = lim inf
r→+∞

log T (r, f)
log r ,

et l’hyper-ordre inférieur de f est donné par

µ2(f) = lim inf
r→+∞

log log T (r, f)
log r .
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2.3 L’estimation de S(r,f)

Définition 2.11. La mesure linéaire d’un ensemble E ⊂ [0,+∞) est définie par

m(E) =
+∞∫
0

χE(t)dt,

où χE est la fonction caractéristique de l’ensemble E.

Définition 2.12. Soit f une fonction méromorphe non-constante dans le plan complexe,
on définit la quantité S(r, f) par

S(r, f) = o(T (r, f)), (r −→∞).

Si f est d’ordre fini, et

S(r, f) = o(T (r, f)), (r −→∞, r /∈ E0).

où E0 est un ensemble de mesure linéaire finie si f est d’ordre infini.

On aura besoin du lemme suivant.

Lemme 2.2. (La dérivée logarithmique)[14] Soit f une fonction méromorphe trans-
cendante non-constante. Si f est d’ordre fini, alors on a

m(r, f
(k)

f
) = O(log r),∀k ∈ N∗ (r −→∞).

Si f est d’ordre infini, alors on a

m(r, f
(k)

f
) = S(r, f) = O(log(rT (r, f))),∀k ∈ N∗ (r −→∞, r /∈ E0).

où E0 est un ensemble de mesure linéaire ne dépassant pas 2.

Remarque 2.5.

— Une fonction transcendante entière est une fonction entière non polynomial.

— Une fonction transcendante méromorphe est une fonction méromorphe non ration-
nelle.



CHAPITRE 3

APPLICATION DE LA THÉORIE DE
NEVANLINNA

Dans ce chapitre, on donne une application de la théorie de Nevanlinna pour étudier
la croissance des solutions de l’équation différentielle de la forme

f (k) + Ak−1f
(k−1) + ...+ A0f = 0, (3.1)

où A0, ..., Ak−1 sont des fonctions entières.

3.1 Équations différentielles

Théorème 3.1. [10](Tumura-Clunie) Supposons que f est méromorphe et non constante
dans le plan C, tel que

g(z) = f(z)n + Pn−1(f),

où Pn−1(f) est un polynôme différentiel de degré au plus n− 1 en f et que

N(r, f) +N(r, 1
g

) = S(r, f),

Alors, on a
g(z) = h(z)n,

h(z) = f(z) + 1
n
a(z),

41
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et h(z)n−1a(z) est obtenu en substituant h(z) à f(z), h′(z) à f
′(z), etc., en termes de

degré n− 1 dans Pn−1(f).
Donc g(z) est de la forme (f + a/n)n, où a est déterminé par les termes de degré n − 1
en Pn−1(f) et par g(z).

Remarque 3.1. On note les cas particuliers suivants :
-Si Pn−1(f) = a0(z)fn−1(z)+termes de degré au plus n− 2, alors

h(z)n−1a(z) = a0(z)hn−1(z),

a(z) = a0(z),

et
g(z) =

(
f(z) + a0(z)

n

)n
,

-Si Pn−1(f) = a0(z)f ′(z)fn−2(z)+termes de degré au plus n− 2, alors

h(z)n−1a(z) = a0(z)h′(z)hn−2(z),

a(z) = a0(z)h
′

h
= a0(z)

n
· g
′(z)
g(z) ,

et
g(z) =

(
f(z) + a0(z)

n2
g
′(z)
g(z)

)n
,

Théorème 3.2. [3] Soient A0, ..., Ak−1 des fonctions entières telles que :

max{σ(A1), σ(A2), ..., σ(Ak−1), λ(A0)} < σ(A0) = σ (0 < σ ≤ ∞), (3.2)

et A0 a au moins un zéro dont la multiplicité n’est pas un multiple de k. Alors toute
solution f de l’équation

f (k) + Ak−1f
(k−1) + ...+ A0f = 0. (3.3)

satisfait λ̄(f) ≥ σ.
De plus, Si A0 est transcendant avec σ(A0) = 0, a au moins un zéro dont la multiplicité
n’est pas un multiple de k et A1, ..., Ak−1 sont des polynômes, alors toute solution f de
(3.3) a une infinité de zéros.

Remarque 3.2. Nous donnerons quelques estimations supplémentaires sur la croissance
des solutions d’ordre infini de l’équation (3.3). Il est bien connu que toutes les solutions
de (3.3) sont des fonctions entières et lorsque certains des coefficients de (3.3) sont trans-
cendantes, l’équation (3.3) a au moins une solution f avec σ(f) =∞.
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Preuve du théorème 3.2.

Supposons que f 6≡ 0 est une solution de l’équation (3.3).
Comme les coefficients A0, ..., Ak−1 sont des fonctions entières, alors f est entière avec
σ(f) =∞.
Supposons que l’assertion du théorème 3.2 est fausse i.e.

λ̄(f) < σ, (3.4)

On pose g = f
′
/f .

Par récurrence, on obtient

f (j)/f = gj + 1
2j(j − 1)gj−2g

′ +Hj−2(g), (3.5)

où Hj−2(g) est un polynôme différentiel en g et ses dérivées avec des coefficients constants,
et le degré de Hj−2(g) n’est pas supérieur à k.
En substituant la relation (3.5) dans l’équation (3.3), on trouve

f(gk+1
2k(k−1)gk−2g

′+Hk−2(g))+Ak−1f(gk−1+1
2(k−1(k−2)gk−3g

′+Hk−3(g))+...+A0f = 0.

Ce qui implique

−A0 = gk + 1
2k(k − 1)gk−2g

′ + Ak−1g
k−1 + Pk−2(g), (3.6)

où Pk−2(g) est un polynôme différentiel en g et ses dérivées avec des coefficients qui sont
des combinaisons linéaires de A1, ..., Ak−2 avec coefficients constants et le degré de Pk−2

n’est pas supérieur à k.
D’autre part,
il est clair que Les pôles de g sont les zéros de f et tous les pôles de g sont des pôles
simples.
Alors, d’après (3.4), on a

σ(N(r, g)) = λ̄(f) < σ, (3.7)

D’après (3.6), on obtient

T (r, A0) = T (r, gk + 1
2k(k − 1)gk−2g

′ + Ak−1g
k−1 + Pk−2(g))

≤ log 4 + T (r, gk) + 1
2k(k − 1)T (r, gk−2g

′) + T (r, Ak−1g
k−1) + T (r, Pk−2(g))

≤M
(
T (r, g) + T (r, A1) + T (r, A2) + ...+ T (r, Ak−1)

)
+

k−1∑
j=1

o(T (r, g))

≤M
(
T (r, g) +

k−1∑
j=1

T (r, Aj)
)

+ S(r, g)

D’où
T (r, A0) ≤M

(
T (r, g) +

k−1∑
j=1

T (r, Aj)
)

+ S(r, g) (r /∈ E), (3.8)



3.1. Équations différentielles 44

où E ⊂ (0,+∞) a une mesure linéaire finie et M est une constante strictement positive.
D’autre part, On a

max{σ(A1), σ(A2), ..., σ(Ak−1), λ(A0)} < σ(A0) = σ (0 < σ ≤ ∞),

et comme µ(A0) = σ(A0), alors

σ(Aj) < µ(A0) = σ ∀j = 1, ..., k − 1,

Donc
M

k−1∑
j=1

T (r, Aj) <
1
2T (r, A0), (3.9)

pour r /∈ E suffisamment grand. D’après (3.8) et (3.9), on a

T (r, A0) ≤M
(
T (r, g) +

k−1∑
j=1

T (r, Aj)
)

+ S(r, g)

≤ T (r, g) + 1
2T (r, A0) + S(r, g).

Ce qui implique

T (r, A0) ≤ 2MT (r, g) + 2S(r, g)

≤ 2MT (r, g) + o(1)T (r, g),

D’où
T (r, A0) ≤ (2M + o(1))T (r, g), (3.10)

pour r /∈ E suffisamment grand. Par conséquent, (voir [4]), d’après (3.7), (3.2) et (3.10),
on obtient µ(g) = σ(g) ≥ σ,

T (r, Aj) = S(r, g) (j = 1, ..., k),

et pour r /∈ E, on a
N(r, g) = o(1)T (r, g) = S(r, g).

D’où, d’après (3.2) et µ(g) ≥ σ, on a N(r, 1
A0

) = S(r, g). De plus, comme (3.6) satisfait
toutes les conditions du théorème Tumura-Clunie, il s’ensuit que

−A0 = hk(z), h(z) = g(z) + 1
k
a(z),

où h satisfait
hk−1a = 1

2k(k − 1)hk−2h
′ + Ak−1h

k−1,

a = 1
2k(k − 1)h

′

h
+ Ak−1,

h
′

h
= 1
k

A
′
0

A0
,
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Donc

−A0 =
(
f
′

f
+ k − 1

2k
A
′
0

A0
+ Ak−1

k

)k
,

Ceci contredit l’hypothèse selon laquelle A0 a au moins un zéro dont la multiplicité n’est
pas multiple de k. On doit donc avoir λ̄(f) ≥ σ.

Théorème 3.3. [3] Supposons que A0, ..., Ak−1 sont des fonctions entières et il existe
As (0 ≤ s ≤ k − 1) qui satisfait

σ(Aj) < σ(As).

Alors, l’équation (3.3) a au moins une solution f qui satisfait

λ(f) ≥ σ(As) ou σ2(f) = σ(As).

On a besoin des lemmes suivants pour la démonstration du théorème 3.3

Lemme 3.1. [8] Si l’équation différentielle

w(k) + ak−1w
(k−1) + ...+ a0w = 0, (3.11)

est satisfaite dans le plan complexe par des fonctions méromorphes linéairement indépen-
dantes f1, ..., fk. Alors les coefficients aj(j = 0, ..., k − 1) sont méromorphes dans le plan
complexe et vérifient la propriété

m(r, aj) = O{log[max(T (r, fs) : s = 1, ..., k)]}. (3.12)

Lemme 3.2. [3] Soit gn+1 = Pn(g) où Pn(g) est un polynôme différentiel de la fonction
entière transcendante g(z) et de degré au plus n, avec les coefficients w′/w, ..., w(n)/w,
et A0, ..., Ak−1 où w est une fonction entière avec σ(w) < ∞ et A0, ..., Ak−1 vérifient les
hypothèses supplémentaires du théorème 3.3. Sous ces conditions on a

σ(g) ≤ σ(As).

Preuve.

On a

m(r, g) = 1
2π

2π∫
0

log+ |g(reiϕ)|dϕ

= 1
2π

∫
ε1

log+ |g(reiϕ)|dϕ+ 1
2π

∫
ε2

log+ |g(reiϕ)|dϕ, (3.13)

Où ε1 = {ϕ : |g(reiϕ)| < 1} ∩ [0, 2π], ε2 = [0, 2π]− ε1

Il est clair que ∫
ε1

log+ |g(reiϕ)|dϕ = 0.
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et Sur ε2, on a : |g(reiϕ)| ≥ 1,
D’autre part, on a g = Pn(g)/gn, où Pn(g) est la somme d’un nombre fini de termes du
type

a(z)gl0 · (g′)l1 · · · (g(ν))lν ,

où lo, ..., lν sont des entiers non négatifs et
ν∑
t=0

lt = n, a(z) est une combinaison des opé-

rations d’addition, de soustraction et de multiplication de w′/w, ..., w(n)/w,A0, ..., Ak−1.
On trouve

1
2π

∫
ε2

log+ |g(reiϕ)|dϕ ≤M

(∑
m(r, a) +

ν∑
t=1

m

(
r, g(t)

g

))

≤M

(
n∑
j=1

m

(
r,
w(j)

w

)
+

n−1∑
j=0

m(r, Aj) + S(r, g)
)
, (3.14)

pour |z| = r en dehors d’un ensemble E de mesure linéaire finie et M est une constante
positive.

On sait que m
(
r, w

(j)

w

)
= O(log r) (j = 1, ..., n),

donc, d’après (3.13) et (3.14), on obtient

m(r, g) =
∫
ε2

log+ |g(reiϕ)|dϕ

≤M

(
n∑
j=1

m

(
r,
w(j)

w

)
+

n∑
j=1

m(r, Aj) + S(r, g)
)

≤M

(
O(log r) +

n∑
j=1

m(r, Aj) + S(r, g)
)

≤M

(
n∑
j=1

m(r, Aj) + S(r, g)
)
. (3.15)

D’autre part, on a
lim

r→+∞
S(r, g)/m(r, g) = 0.

D’après les hypothèses supplémentaires et (3.15), on trouve

σ(g) ≤ σ(As).

Lemme 3.3. [12] Soit h une fonction entière non constante avec σ(h) = σ.
Si f(z) = exp(h(z)), alors σ2(f) satisfait l’égalité σ2(f) = σ.

Preuve du théorème 3.3.

On a σ(Aj) < σ(As) (j 6= s) et d’après le lemme 3.1, l’équation (3.3) admet au moins
une solution f avec σ(f) = +∞.
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Supposons que λ(f) < σ(As).
On pose f = weh avec σ(w) < σ(As) et h une fonction entière transcendante.
Par récurrence, on obtient

f (n)(z) = weh(h′)n + wehPn−1(h′), (3.16)

où Pn−1(h′) est un polynôme différentiel en h
′
, ..., h(n) de degré au plus n − 1 avec des

coefficients qui sont des polynômes en w′/w, ..., w(n)/w.
En substituant dans l’équation (3.3), on trouve

weh(h′)k + wehPk−1(h′) + Ak−1(weh(h′)k−1 + wehPk−2(h′)) + ...+ A0we
h = 0.

Ce qui implique

(h′)k + Pk−1(h′) + Ak−1((h′)k−1 + Pk−2(h′)) + ...+ A0 = 0. (3.17)

D’où
(h′)k = P ∗k−1(h′), (3.18)

où P ∗k−1(h′)est un polynôme différentiel en h
′
, ..., h(k) de degré au plus k − 1 avec des

coefficients qui sont des polynômes en w′/w, ..., w(k)/w,A0, ..., Ak−1.

D’après (3.18) et le lemme 3.2, on obtient

σ(h) = σ(h′) ≤ σ(As),

d’autre part, on a

(h′)s + Ps−1(h′) = f (s)

f
6≡ 0. (3.19)

Alors, d’après (3.17) et (3.19), on obtient

σ(h′) ≥ σ(As),

d’où
σ(h) = σ(h′) = σ(As).

Comme f = weh avec σ(w) <∞ et d’après le lemme 3.3, on trouve

σ2(f) = σ(h) = σ(As).

Théorème 3.4. [3] Supposons que A0, ..., Ak−1 sont des fonctions entières telles que

max{σ(Aj) : j = 1, ..., k − 1} < σ(A0), (3.20)

alors, toute solution f 6≡ 0 de l’équation (3.3) satisfait σ2(f) ≥ σ(A0) et Si λ(f) < +∞,
alors σ2(f) = σ(A0).



3.1. Équations différentielles 48

Preuve.

On pose
max{σ(Aj) : j = 1, ..., k − 1} = ρ < σ(A0) = σ,

on a
f (k) + Ak−1f

(k−1) + ...+ A0f = 0, (3.21)

ce qui implique

−A0 = f (k)

f
+ Ak−1

f (k−1)

f
+ ...+ A1

f
′

f
, (3.22)

on a
m(r, A0) ≤

k−1∑
j=1

m(r, Aj) +O(log(rT (r, f))). (3.23)

En effet,
D’après (3.22), on obtient

m(r, A0) = m
(
r,
f (k)

f
+ Ak−1

f (k−1)

f
+ ...+ A1

f
′

f

)
≤ log k +m

(
r,
f (k)

f

)
+m

(
r, Ak−1

f (k−1)

f

)
+ ...+m

(
r, A1

f
′

f

)
≤ log k +m

(
r,
f (k)

f

)
+m(r, Ak−1) +m

(
r,
f (k−1)

f

)
+ ...+m(r, A1) +m

(
r,
f
′

f

)
≤ log k +

k−1∑
j=1

m(r, Aj) +
k∑
i=1

m
(
r,
f (i)

f

)

≤
k−1∑
j=1

m(r, Aj) +
k∑
i=1

m
(
r,
f (i)

f

)
+O(1)

≤
k−1∑
j=1

m(r, Aj) +O(log T (r, f) + log r)

qui est valable pour tout r en dehors d’un ensemble E ⊂ (0,+∞) avec mesure linéaire
mE = σ < +∞.
Comme σ(A0) = α, alors il existe un point {r′n} (r′n −→∞) tel que :

lim
r′n→∞

logm(r′n, A0)
log r′n

= α, (3.24)

puisque mE = σ < +∞, il existe un point rn ∈ [r′n, r
′
n + σ + 1]− E

Donc, on a

logm(rn, A0)
log rn

≥ logm(r′n, A0)
log(r′n + σ + 1)

= logm(r′n, A0)
log r′n + log(1 + σ+1

r′n
) ,
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D’où
lim inf
rn→+∞

logm(rn, A0)
log rn

≥ α. (3.25)

D’autre part,
Pour tout ε > 0 (0 < 2ε < α− ρ), on a

logm(rn, A0)
log rn

≥ α− ε,

ce qui implique
m(rn, A0) ≥ rα−εn .

Comme
ρ = max{σ(Aj), j = 1, k − 1},

alors,
σ(Aj) ≤ ρ ∀j = 1, k − 1,

ce qui implique
lim

rn→+∞

logm(rn, Aj)
log rn

≤ ρ,

Donc, pour tout ε > 0, ∃µ > 0,∀rn > µ tel que

logm(rn, Aj)
log rn

≤ ρ+ ε,

ce qui implique
m(rn, Aj) ≤ rρ+ε

n .

D’où, pour tout ε > 0 (0 < 2ε < α− ρ) et pour tout j = 1, k − 1, on a

m(rn, Aj) ≤ rρ+ε
n et m(rn, A0) ≥ rα−εn

Donc, on a
k−1∑
j=1

m(rn, Aj) ≤
1
2m(rn, A0). (3.26)

De (3.23) et (3.26), on obtient

m(rn, A0) ≤
k−1∑
j=1

m(rn, Aj) +O(log T (rn, f) + log rn)

≤ 1
2m(rn, A0) +O(log T (rn, f) + log rn)

≤ 2O(log T (rn, f) + log rn)

≤M(log T (rn, f) + log rn)

D’où
m(rn, A0) ≤M(log T (rn, f) + log rn). (3.27)
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D’après (3.25) et (3.27), on trouve

σ2(f) ≥ σ(A0), (3.28)

D’après (3.28) et le théorème 3.3, on obtient

σ2(f) = σ(A0) si λ(f) < +∞.

Ce qui achevé la démonstration.



CONCLUSION

Notre objectif à l’avenir est d’étudier la distribution des zéros des solutions méro-
morphes d’une équation différentielle linéaire. On va essayer de montrer sous certains
conditions que les zéros sont localisés dans un domaine précis du plan complexe.
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