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INTRODUCTION

La théorie de Nevanlinna ou la théorie de la distribution des valeurs d’une fonction
méromorphe était fondée par le mathématicien finlandais Rolf Nevanlinna au début du
20°™m¢ siecle. Cette théorie étudie la distribution des racines de I'équation f(z) = a ou f

est une fonction entiere ou méromorphe et a un nombre complexe.

La théorie de Nevanlinna joue un réle tres important dans I’étude de la croissance des

solutions des équations différentielles linéaires dans le domaine complexe.

Beaucoup d’étude ont été faites sur la distribution des valeurs des fonctions méro-
morphes complexes. Elles concernent les problemes de la répartition des zéros et les
applications de la théorie de distribution des valeurs dans 1’étude de comportement
asymptotique des solutions des équations différentielles. Parmi les mathématiciens qui
ont contribué au développement de cette théorie, on cite : R.Nevanlinna, G.Gunderson,
C.C.Yang,...etc.

Ce mémoire est réparti sur l'introduction et trois chapitres. Dans le premier chapitre,
on commence par quelques rappels des notions fondamentales de ’analyse complexe (la
formule intégrale de Cauchy, le développement de Laurent, principe de l’argument,...et(:).

Ces derniers sont utilisés dans la suite de ce travail.

Le deuxieme chapitre se compose de trois parties. Dans la premiere partie, on com-
mence par la présentation de la formule de Jensen qui est la base de la théorie de Ne-
vanlinna. Puis, on cite les définitions des fonctions m(r, f), N(r, f), T(r, f) et quelques de
leurs caractéristiques. Ensuite, on traite le premier théoréeme de Nevanlinna qui est une
conséquence de la formule de Jensen.

Dans la deuxieéme partie de ce chapitre, on aborde 'ordre de croissance d’une fonction

méromorphe et ses propriétés.
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On définit aussi I'exposant de convergence des zéros d’une fonction et ses propriétés,
I'ordre inférieur et 'hyper-ordre inférieur d’une fonction méromorphe. Dans la derniere

partie de ce chapitre, on expose I'estimation de S(r, f).

Dans le troisieme chapitre, on s’intéresse a ’application de la théorie de Nevanlinna
aux équations différentielles a travers une publication de Z-X Chen et C-C Yang publié

en 1997. En particulier nous étudions les équations différentielles de la forme
FO 4 A fED 4 Agf =0,

ou les coefficients Ay, ..., A,_1 sont des fonctions entieres.



CHAPITRE 1

NOTIONS DE BASE DE ’ANALYSE
COMPLEXE

Dans ce chapitre on va rappeler quelques concepts fondamentaux de ’analyse com-

plexe. Considérons une fonction f: C — C.

1.1 Fonctions analytiques

Définition 1.1. On dit que f est une fonction analytique au point zy € C si et seulement

si f est différentiable sur un voisinage de zg.
Remarque 1.1. On dit qu’'une fonction f est entiére, si elle est analytique sur C.
Notation 1.1. On note A(D) l’ensemble des fonctions analytiques sur un ensemble D.

Définition 1.2. Soit f une fonction analytique au point zy. On dit que zy est un zéro
réqulier de f si f(zo) = 0.

1.1.1 La formule intégrale de Cauchy

Théoréme 1.1. [1] Si f est une fonction analytique sur D UT ou T est la frontiére de

D et zg € D alors, on a

f(20) = LJe

2mi ) z— 2z
r

dz.
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Cette expression est appelée la formule intégrale de Cauchy, qui admet sous les mémes

hypotheses la généralisation suivante :

1) = o | (f(z)dz, neN.

27i J (2 - 2p)"H1

Formule de la moyenne

Si I" est un cercle de centre zy et de rayon Ry, alors l'intégrale de Cauchy s’écrit sous

la forme
27

Flz0) = ;ﬂ / F(z0 + Roe™®)dy.

0

1.1.2 Théoréme de Liouville

Théoréme 1.2. [18] Si pour tout z € C :
(i) F est analytique.
(ii) F est bornée.

Alors F' est constante sur C.

Preuve. On a d’apres la formule intégrale de Cauchy :

Fl(z) = — / 1O e (1.1)

2w ) (€ 2)?

oul:|¢ -z =R (R est tres grand).
Comme F' est bornée (i.e IM > 0 tel que |F(z)| < M), d’apres (1.1), on a

FOI= | [

NG
21 R?
r
2rRM
— 21 R?
M

< —.
- R

d§|

dg

Par passage & la limite quand R tend vers +oo, on obtient|F'(z)] = 0,Vz € C. Ce qui
implique F'(z) = 0,Vz € C. D’out F est constante. ]
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1.1.3 Principe de maximum

Théoréme 1.3. [7] Soit f une fonction analytique dans le domaine borné D et continue

sur D = DUOD. Alors, |f| atteint son mazimum uniquement sur la frontiére OD.

Preuve. On pose f = u + w.

Ona |f(2)] = \Jul(z,y) + *(2.y).

Comme |f| est continue sur D C R? et D est compact, alors | f| atteint son maximum en

un point 2y € D (29 = xo + iyo).
On pose
M = |f(z0)| = maz| ()] (1.2)

Supposons que zy est un point intérieur a D (i.e. zg € D)

Comme D est un ensemble ouvert, alors
3Ry > 0 tel que Ky : |2 — 2| < Ry C D,

On pose z = zy + Rye'?.

Alors d’apres la formule de la moyenne, on a
1 2w
f(z0) = g/f(zo + Roe'?)dp. (1.3)
0
Donc, a partir de (1.2) et (1.3), on a
27 M = 2w f(z)|

2T
— ]/f(zo + Roew)dgo\
0

2T

< [ 170+ Roe'®)\dge
0

< 2wM.

Ce qui implique

27
/ (20 + Roe™®)|dg = 21 M. (1.4)
0

Maintenant, montrons que |f(&)| = M,V¢ € 0Ky : |€ — 2| = Ry
SiIf(E)] =M, ona |f(&)] < M,VE € 9k
Par 'absurde, supposons que 3¢, € 0Ky, tel que :|f(&)| < M

Comme | f]| est continue sur Ky, alors
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Je > 0,31, o), tel que :| f(§)] < M — e pour § = 2o + Roe’?, 91 < ¢ < .

Donc, on a

2w

[15()lae = 72|f(€)!d90 - 71!f(€)!d<p - 7!f(£)|d<p

< (M —e)(p2 — 1) + M2 — (92 — 1))
=27M — e(p2 — 1)
< 2mM,

Contradiction avec (1.4).

Dot |f(€)] = M, V¢ € 0Ky : |€ — %] = Ry.

De méme |f(€)| = M,¥¢ € 0K, : |€ — 2| = Ri(0 < Ry < Ry).
Dot |f(£)| = M,V € K : |€ — 20| < Ro.

Soit z € D et L la courbe qui relie zg a z.

On va montrer que |f(z)| = M,Vz € D.

On a |f(z1)] = M car

3z, € Ko tel que : lim z, = 2z, alors
n—-+00

[f 0l = [ lim  z,)| =] lim f(z,)]

n—-+oo n—-+o0o

=1 lim M|

n—+00
=M.
D’ou, on a
()] = M,VE € 0K, : € — 21| < Ry,
apreés un nombre fini d’opérations, on obtient

f(2)] = M,VE € 0K, : [€ — 2| < R,

Done, |f(€)| = M,V € D. D'ou |f| est constante sur D = D, alors |f| ne peut pas
atteindre son maximum dans un point intérieur de D. Comme |f| est continue sur D

alors elle atteint son maximum sur D. D’otl le maximum est atteint sur 9D.
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1.2 Fonctions méromorphes

1.2.1 Série de Laurent

Théoréme 1.4. [1] Si f est analytique sur la couronne D ={z€ C:0<r < |z — z]| <
R}, alors f peut s’écrire sous la forme d’une série de Laurent en tout point z de cette

couronne i.e. st z € D alors on a

f(z) = g:ook(z —2)*
— i Crl(z — 20)" + Z?Ck(z — )"

ot Ck = ﬁi"f (éffz(f))k-ﬂ df,

ou I' est un conteur fermé contenu dans D et contient zy dans son intérieur.

Remarque 1.2.

-1
1. Y Cr(z — 20)k est dite la partie principale de la série de Laurent.

+o00o
2. 3 Cr(z— Zo)]’C est dite la partie réguliere de la série de Laurent.
0

1.2.2 Points singuliers d’une fonction

Définition 1.3. Si f n’est pas analytique en zy € C, alors zy est un point singulier de f.

Définition 1.4. Le point singulier zy € C est isolé s’il existe r > 0 tel que B(zo,r) ne

contient pas d’autres points singuliers.

1.2.3 Classification des points singuliers (selon le développe-

ment de Laurent)

Définition 1.5. Soit f une fonction analytique sur D ={z € C:0<r < |z — z| < R}
ot zy est un point singulier de f.

SiCp =0,V —o00 < k < —1, alors on dit que 2y est un point singulier eliminable.

Définition 1.6. On dit que le point singulier isolé zy de f est essentiel si la partie
principale de la série de Laurent de f au voisinage de zg contient un nombre infini de

termes.
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Définition 1.7. On dit que le point singulier isolé zy de f est un pole de f si la partie
principale de la séri¢ de Laurent contient un nombre fini de termes.

(i.e.f(z ZCkZ_ZO 0l C_py #0).

k=—ng
On dit dans ce cas que zy est un pole de f(z) d’ordre ny.

Théoréme 1.5. [6] Soit zy un point singulier isolé de f, on a l’équivalence entre

i) zo est un pole d’ordre n de f(z).
1

fz)

it) zo est un zéro d’ordre n de p(z) =

Remarque 1.3.
Si le point singulier isolé zy est un pole d’ordre 1, alors on dit que zy est un pole simple.

Exemple 1.1.

La fonction g(z) = = est analytique dans C\{i,—i}.

On remarque que i et —i sont des zéros de la fonction h(z) = % donc i et —i sont des

poles de g.
Remarque 1.4.

Les fonctions analytiques qui ont uniquement des poles comme points singuliers sont

appelées fonctions méromorphes sur D et on a

f méromorphe surD < f = %,

ou g,h € A(D).

1.3 Résidu des fonctions

Soit f une fonction analytique dans la couronne K : 0 < |z —a| < p, a € C. Dans K

on a
“+o0o

= Z Ch(z — 2)",
—00

ou C, f(f de.

E—zp)nt1L

Définition 1.8. On appelle C’,l le résidu de f au point z = a. On le note ]Z%:e&sf ou
Res(f,a) (i.e. Resf =C_1 = 2m [ f(&)dE).

ou I' est fermé dans K.
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1.3.1 Résidu dans le cas d’un pdle

a) Résidu de f dans le cas d'un pdle simple z = a

On a dans ce cas :

Resf =C_y =lim(z —a)f(2).
b) Résidu de f dans le cas d’'un po6le multiple z = a d’ordre m
On a dans ce cas :
1 dm—!

Resf =C_y = 1)l lim 5 ((z = @)™ f(2))-

Remarque 1.5.

St la fonction [ peut étre représentée dans le voisinage du point zo comme le quotient

de deux fonctions analytiques

de plus, si p(z) # 0, ¥(z) = 0, alors que ' (z) # 0, c’est-a-dire si zy est un pole simple

de la fonction f, alors

Res(f,z) = ;;,((200))

1.3.2 Théoreme des résidus de Cauchy

Théoréme 1.6. [13] Si une fonction [ est analytique sur la frontiére C' d’un domaine
D et partout a lintérieur de ce domaine, sauf en un nombre fini de points singuliers

21,29y oy Zn, alors

/f(z)dz = 27 zn: _ZP;eZsf(z).
& k=1~ "

Preuve. D’apres le théoreme de Cauchy dans le cas multi-connexe, on a

S f(z)dz =0.
CUC; UC; U..UC;,
Ce qui implique

/f(z)dz—i—/f(z)dz+/f(z)dz—|—...+/f(z)dz:o,
¢ cr Cy

Cn

Donc

/f(z)dz => / f(z)dz = Zn: 2miC_q

& k=163, k=1

=2mi »_ Resf(z).
=1 *
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[

Proposition 1.1. [15] Soient r > 0 et f une fonction analytique sur D = {z € C, |z] <

r}.

Supposons que f n’a pas de zéros dans D, alors pour tout z € int(D), on a

de. (1.5)

L[ ) log (O
0= 05 | e

271

Preuve. On distingue deux cas :

1. Si z=0, d’apres le théoreme de Cauchy, on a

lo
log (0) = 217% Z 2108 dg

_ 1 / (r* = 10]*) log f(£)
omi ) (7= E0)(E~0)

d¢.

2. Si z # 0, on pose

(r* — |2*) log f (&)
(r?=&2)(§—2)

(&) =

On a & = z est un pole simple de h car

@204:)7‘2—52:00115—2:0.
Mais, on remarque que si £ = %, alors [¢| = % >r, don £ ¢ D, donc & = z est
le seul pole simple de h.

Comme &y = z est un pole simple de h, d’apres le théoreme de Résidu, on obtient

/ h(€)d€ = 2milim(¢ — 2)h(€)

€l=r
_ oy (17— 2Z)log f(§)
= 2mi %13}; (r2 —&2)
= 2milog f(z),
Dot
h STRIE By G 1T
& 270 (r2—&2)(E—2)
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Corollaire 1.1. [15]

1. En utilisant la formule (1.5) et en posant

E=re% et z=oe",

tel que 0 < o < r, on obtient

2w

1 (r? — o?)log f(re')
log f(2) = o / r2 — 2ro cos(p — 0) + o2 dp. (16)

2. En séparant la partie réelle dans la formule (1.6), on obtient

2w .
1 = — dop. 1.7
og|f(2) 27 ) r2 — 2ro cos(p — 0) + o2 7 (17)

1.3.3 Le résidu logarithmique
Théoréme 1.7. [13] Soient [ une fonction analytique dans G a Uexception des péles et

D un sous ensemble borné tel que DU C G, ou I" est la frontiére de D.

Si f ne posséde ni poles ni zéros sur I' alors, on a
1/f@
2mi J f(z)

ou N est le nombre de zéros de f avec multiplicité et P est le nombre de poles de f avec

~N-P,

multiplicité dans D.

Exemple 1.2. Soit f(z) = 2% — 2z + 1 une fonction analytique

On a z=1 est un zéro d’ordre 2 de f, alors

1o fe),
27rz'zl/1 f(z)d

1.3.4 Principe de argument

Théoréme 1.8. [13] Soient f une fonction analytique dans G a ’exception des poles et
D un sous ensemble borné tel que D UT C G, ou I' est la frontiére de D.

Si f ne posséde ni poles ni zéros sur I alors, on a

el e PO e - Lnvarg(se) = v - P

ot Ar est la variation de l'argument de f quand z par court I'".
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Preuve. D’apres les conditions du théoreme, on a

f est analytique et f(z) #0,Vz € I.

D’ou, il existe un voisinage V' de I ou f(z) #0, Vz € V.

Dans ce voisinage on a, log f(z) est analytique et (log f(2)) = f(j) VzeV.

D’ou
1 (2) 1
Q*/ ) 5&/“%“W
r

ﬁﬁr(logf( z)), (1.8)

D’autre part, on a

log f(2) = log | f(2)| + iarg(f(z)).

Ce qui implique
Arlog f(z) = Arlog|f(z)| + iArarg(f(2)).

Comme I' est fermé alors, on a Arlog|f(z)| = 0. Donc

Arlog f(z) = iAparg(f(2)), (1.9)
De (1.8) et (1.9), on a
21! o= Larg(rn=n-r
]

1.3.5 Théoréme de Rouché

Théoréme 1.9. [13] Soient f,g deux fonctions analytiques sur un domaine borné D
Si|f(2)] > |g(2)|,Vz € T, ou I est la frontiére de D. Alors f et F(z) = f(z) + g(z)

possédent le méme nombre de zéros dans D.

Preuve. Comme |f(2)| > |g(2)| > 0,Vz € T, alors f(z) #0,Vz € I'.
De méme F(z) #0,Vz € T, car

[F(2)] = f(z) +9(2)| = [f(2)] = |g(2)] > 0,Vz €T.

Les conditions du principe de 'argument sont vérifiées pour F, alors

1
%AF@TQ(F(Z)) = Np,
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ou Nr est le nombre des zéros de F' dans D.

On a

(=)
F(z) = f(2) + () = )1+ 55
Alors
Ararg(F(2)) = Ararg(f(2)) + Ararg(w(2),

oun w(z) = [1 + ?E?},

D’autre part, on a

9(2)
f(2)

)11~

Alors w(z) ne fait aucune rotation autour de 'origine.
Alors Ararg(w(z)) = 0.
Donc

Ararg(F(z)) = Ararg(f(2)),

D’ou

Np = Ny,

ou Ny est le nombre de zéros de f dans D. O



CHAPITRE 2

LA THEORIE DE NEVANLINNA

Dans ce chapitre, on va donner la formule de Jensen, définir les fonctions N (r, f), m(r, f),
T(r, f) qui sont appelées respectivement : la fonction de comptage des pdles de f, la
fonction de compensation et la fonction caractéristique de Nevanlinna et mentionner ses
propriétés. Le but est d’obtenir la formule la plus simple de Jensen et de prouver le pre-
mier théoreme fondamental de Nevanlinna qui est un résultat de cette formule. Puis, on
va définir I'ordre de croissance des fonctions méromorphes, I’exposant de convergence des

zéros d’une fonction, I'ordre inférieur et ses propriétés. Enfin, on expose 'estimation de

S, f)-

2.1 Premier théoréme fondamental de Nevanlinna

2.1.1 Formule de Jensen

Théoréme 2.1. [10] Soit f une fonction méromorphe non constante dans K tel que
K={zeC:|z]<ret0<r<+oo},

Soient {a;}7_, la suite des zéros de f dans K tel que 0 < |a;| < |aj1] et {bi}j—; la suite
des poles de f dans K tel que 0 < |bg| < |br41| alors si f(0) # 0,400 on a

log | f(0) —/log\f re")|dy + Zlog ’bk Zlog (2.1)
7j=1

18
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la formule (2.1) est appelée formule de Jensen.

Preuve. Supposons que f est une fonction méromorphe ne possédant ni zéros ni pdles
sur |z| =7

On pose

Il est clair que g # 0,400 sur |z| = r et log |g(z)| est analytique.

Alors, d’apres le corollaire (1.1), on a

2m
1 .
log|g(0)] = 5= [ log lg(re™)\de, (22)
0

D’autre part, on a

Ce qui implique

log [g(0)| = log|f(0 |+Zlog——210g (2.3)
a; k=1 |bk
Soit z = re'?,
on a
- by
\rz_a; \—\Tz_ﬁ,f\—l
En effet,
onar?=|z*>=zz
Alors
’TZ__CZ ===
et
_b —b
‘Tz_zf:’_\er_b:\:la
Donc
|g(re™)| = | f(re')| sur |z] = r.

Dot de (2.2) et (2.3), on obtient

log | £(0) —/log\fre |d90+210g’bk Zlg
7j=1
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Lemme 2.1. [14] Soit f une fonction méromorphe non constante dans K tel que
K={zeC:|z|<ret0<r<+4oo},

Soient {a;}}_, la suite des zéros de f dans K tel que 0 < |a;| < |ajq1| <7 et {bp}h,
suite des poles de f dans K tel que 0 < |by| < |bxs1| < 7 alors, on a

Zlog |bk 0/ n(t, /) ;n(o’ f)dt

rn(t, L) —n(0, 3
Zlog | / ( f)t ( f)dt,

0

avec n(t, f) est le nombre des péles de f dans {z € C, |z| <tett > 0}.

Preuve. On a

p—1
=Y k(log |besr| — log [bi]) + p(log r — log [b,|)

1 bkl r
p—1 k

=Y [ Jar+ [Par
F=1 10 by |

D’autre part, on a
Si [bx| < [bg41], on a
A E]lbk‘7 |bk+1|[’n(t7 f) =k+ n(07f)7 donc k = n(tu f) - n(07 f)

Dot b1l b1l
k+1 k+1
t t
[br | [bk|

et pour tout t €}|by|,r[,p = n(t, f) — n(0, f), donc

] n(t, f) ;n(O, f)dt — ] %dt,

1bp| 1bp|

D’autre part, si |by| = |bry1], on a aussi

br+1 b+1]
/ Ly
t

(b ||

n(ta f) _n(07f)
t

dt = 0.
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Donc
1 |kl r
g =5 [ D) = n(0.f) ay [P0,
SR t o t
[b1]
_ / n(t,f) = n(0.f) /n<t, f)=n(.1)
t
[b1]
_/ (t, f) = n(0.)
t
Car
(t.0) = n0.£)
; .
0
De la méme fagon, on obtient
n rn(t, ) —n(0,1
ZlogL:/ (t,7) —n f)dt.
j=1 |a,] t
O

Définition 2.1. Soit f une fonction méromorphe et r > 0, la fonction définie par

N(r, f) :/”(t’ f>;”(0’ D gt 4 n(o, f)logr.

est appelée la fonction de comptage des pédles de f dans |z| < r.

Définition 2.2. Soit f une fonction méromorphe et r > 0, la fonction définie par

1y 1
! / nlt, 7) — (0 f)dt + n(0, }) log 7.

est appelée la fonction de comptage des zéros de f dans |z| <,

tel que n(t, %) désigne le nombre des zéros de la fonction [ situés dans le disque |z| < r

2.1.2 Fonction caractéristique

Définition 2.3. Soita € R

loga sia>1
log" a = max(loga,0) =
0 st1>a>0
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Proposition 2.1. [19] Soient a,b € R, on a
a) loga <log™a Va> 0.
b) a <b=logta <log"b.

1
c¢) loga =log"a —logt — Va > 0.
a
1
d) |logal =log"a+log" = Va > 0.
a

e) log”L(f[1 a;) < f:llong a;, tel queVi=1,...m on a a; € R, .

f) long(i:1 a;) <logn + ﬁ:llogJr a;, tel que Vi =1,....,m on a a; € R.

Preuve.

Montrons (c)-(f).

¢) On a
log™ a — log™ clz = max(loga,0) — max(log cll, 0)
= max(loga,0) — max(—loga,0)
= max(loga,0) + min(loga, 0)
= loga.
d) On a

1 1
log" a +log™ — = max(log a, 0) + max(log —, 0)
a a

= max(log a, 0) + max(—loga, 0)
= max(loga,0) — min(loga, 0)
= |logal.

e) Si0< ﬁaigl,ona
i=1

log™t( ﬁ a;) = maz(0, log( ﬁ a;)) =0
i=1 i=1

Donc
n

log"(J] @) =0 < log™ a;,
i=1

=1

n
e Si [] a; > 1, d’apres 'inégalité a), on a
i=1

log™ ﬁ a; = maz(0,log ﬁ a;) = log ﬁ a; = i loga; < i log™ a;.
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
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f) Comme Y a; < nmaza;, d’apres I'inégalité e), on a
=1 sStsn
+ . + )
log ;al < log (n(f)rrgllagxnaz)
+ + ,
<log™ n+ log (@%ﬁaz)
<logn + Z log™ a;.
i=1 0

Définition 2.4. Soit f est une fonction méromorphe et r > 0, la fonction définie par

2m
mir, )= 5 [ log" | (el
0

est appelée la fonction de compensation.

Définition 2.5. Soient f une fonction méromorphe et r > 0, on pose

T(r, f) =m(r, f) + N(r, [).

La fonction T(r, f) est appelée fonction caractéristique de Nevanlinna de f.

Exemple 2.1.

Soit f(z) = ¢€*
Supposons que z =re'?, et on a e* = e'(cosO+isin0)

Comme f est analytique, alors N(r, f) = 0. Donc

T(r, f) = m(r, f)

21
1 .
- —/logJ“ f (re®)|d6
2
0
1 2w
- /log—i- |€r(c059+isin9)‘d9
27
0
1 2w
I /log-i- ercoséde
27 J

3
= [ loger='ap
2

MERNE]

r cos 6df

Il
[\
¥ =
|
N’h\\

A1

Dow T(r, f) =

3=
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Proposition 2.2. [10/,/14] Soient f, fi, f2, ..., fa des fonctions méromorphes, on a
1) N, I1f) < 5 N(r, fi),Vr > 1.
=1 =1

n

2) N(r, Z:lfi) < f:lN(T,fi),Vr > 1.
4) m(r, Z:fi) < logn + ém(r, fi),¥r > 1.
5) T(r, :1 ) < i:l T(r, fi).

6) T(r, f*) = kT(r, f),Vk € N.

7) T(r, ) fi) <logn + 3 T(r, f;),Vr > 1.
i=1 i=1

8) |T(r,f) = T(r,f —a)| <log"|a| +log2, ot a= cte.

9) T(r, Zfig) =T(r, )+ O(1), tel que f # =2.

Preuve. Montrons 5)-9).

5) On a
n 21 n
m(r, 11 £:) = [10g* | 1] filre®)ldg
=1 0 =1
1 2
< 5 [ logtIfire)ldy
2m o =1
n 2 . y
<> [log" Ifilre®)ldy
i=1 4T 0

Si zg est un pole de degré \; pour la fonction f;, alors zg est un pole de la fonction
[T fi de degré au plus > A;. Donc
i=1 i=1

n n

N(T7Hfl)§ N(T,f;'),

i=1 =
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Ainsi

6) Ona [f* =|f[F <1 <= |[f| <1, alors
si|f] <1,ona

27
1 )
m(r, ) = 5 [ log* |f“(re®)lde = 0.
0

N(r, f*) = kN(r, f).

Donc

T(r, f¥) = m(r, f*) + N(r, f*)
=kN(r, f)

= k(m(r, f) + N(r, [))
=kT(r, f).

Si |f| > 1, alors
m(r, f*) = km(r, f),

et
N(r, f*) = kN(r, f),

Donc
T(r, f*) = kT (r, ).

7) On a si zg est un pole de degré \; pour la fonction f;, alors il est de degré égale au
plus mazx A < 30\ pour la fonction Y- f;. Donc

=1 =1

n n

N(r, > fi) <D N(r fi),

i=1 i=1
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et
n 2m n
m(r, Yo f) = [log" |3 filre)|dy
i=1 B i=1
1 2 n
< 5= [logn+ Y log" |fi(re)ldg
27 J =
n 1 2
<logn -+ 5 [log" |fi(re®)ldg
ol 0
=logn + Zm(r, fi)-
i=1
Donc
T(hz.ﬂ) :m(r7 fz)+N<Tvzfz)
i=1 i=1 i=1
<logn+ Y m(r, fi)+ > N(r, f)
i=1 i=1
=logn + Y (m(r, f;) + N(r, fi))
i=1
—logn + Y T(r, ).
i=1
8) D’apres l'inégalité 7), on a
2 n
T(Ta Zf1> S 10g2 + ZT(Ta fz)7
i=1 i=1
ePour f; = f —a, fo = a, on obtient
T(T, fl + f2) = T(T, f) S 10g2 + T(Ta f - CL) + T(T, a)'
D’autre part, on a
T(r,a) = m(r,a) =log" |a] (car N(r,a)=0).
D’ou
T(r,f) <log2+T(r, f —a)+log" |al. (2.4)
e Pour f; = f, fo = —a, on trouve
T(r, [ - a) <log2+ T(r, ) + T(r, ~a).
Mais, on a

T(T7 —CL) = m(r, —CL) = lOng |CL|

(car

N(r,—a) =0).
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D’ou
T(r,f —a) <log2+T(r, f) +log" |al.

De (2.4) et (2.5), on obtient
T (r, f) = T(r, f — a)| <log" |a| +log 2.

9) Sic=0, alors

70, L =1 Sp 4 )
=T(r,2f) +O(1)
=T(r, f)+0(1)

Si ¢ # 0, alors on écrit

D’ou

(2.5)
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Remarque 2.1. En utilisant les nouvelles notations, le lemme 2.1 et l'inégalité c) de la

proposition 2.1, on obtient

log | £(0) —/log|f7“e \dgp+210g‘bk‘ Zlog

J=1 ’Jl

f—/logﬂf re'? ]dgo——/log <,0—|— /n (t.f) = (O’f)dt—i—n((),f)logr)

0

Tn .3 —n(0, 3
—(/ g f)t l f)dt—l-n((),]lc)logr)

1 1
=m(r, f) — m(r, ?)%—N( f1> N(rafl)
=m(r, f)+ N(r, f) — (m(77?)+N(T’?)>
1
=T(r, [) —T(h?)-
Donc 1
T(r, ) =T(r.f) ~log| F(O)] (2.6)

C’est la forme la plus simple de la formule de Jensen.

2.1.3 Premier théoréme de Nevanlinna

Théoréme 2.2. [10] Soit f une fonction méromorphe dans |z| <r, 0 <r < 400 et soit

a € C, on pose
+o00
Z)—GZZCZ-ZZ,)\GZ cy # 0,
=\

alors

T(r fia) — T(r, f) — log | f(0) — a| + £(r, a).

ou |£(r,a)| < log™ |a] + log 2.

Preuve.
On a

~—

=T(r, f —a) —log|f(0) —d

T(r, f)+T(r, f—a)=T(r, f) —log|f(0) —a
=T(r, f) —log|f(0) = al + (T(r, f —a) = T(r, [))
T(r, f) —log|f(0) — af +&(r, a),

ot [&(r,a)| = |T(r,f —a) — T(r,f)| < log®|a| + log2 (d’aprés linégalité 8) de la
proposition 2.1). ]
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Remarque 2.2.

Le théoreme de Nevanlinna s’écrit sous la forme
1
f—a
Théoréme 2.3. [1]] Soit f une fonction méromorphe non constante dans D tel que

= {2z € C,|z| < R}, avec R > 0 et {a;}7_,(resp{br}y=) la suite des zéros (resp, la

T(r, )=T(r, f)+O(1).

suite des poles) de f dansint(D) ot chaque zéro (resp, pole) est compté avec sa multiplicité

alors pour z = re?, avec 0 <r < R, on a

—7? , & R(z — a;)
1 l *\d log | ————~
og|f(2)l =5 | 7 2chos(0 DE — log|f(Re™))| erZl | R as
R(z — by)
— log | ——==1|. 2.7
192::1 g‘ R? — bz 27)

+oo )
avee, f(z) = X ¢2',ex #0, (la série de Laurent de f en zéro).
i=A

Remarque 2.3. La relation (2.7) est appelée la formule de Poisson-Jensen.

Proposition 2.3. [19] Soient g une fonction analytique, r, R € R tel que 0 < r < R. Si
le module mazimum vérifie
M(r,g) = mazx|g(z)| = 1,

|z|=r
Alors

R+r

T(r.g) <log M(r,g) < 7—T(R.9).

Preuve. On a g est analytique, alors la premiere inégalité est trivial
T(r,g) =m(r,g)
1 2m
= — [ log™ |g(re'®)|d
o [ 1og* g(re)|do
0
<log" M(r,g) = log M(r, g).

Maintenant, montrons que log M(r, g) < %T(R, g).
Soient zp = re® et |g(z0)| = M(r, g).
On a

R2 - ijZo




2.2. Ordre de croissance des fonctions méromorphes 30

D’apres la relation (2.7), on obtient

log M(r, g) = log Ig(ZO)I

7,,2

= 1 i d
27r R2—2Rr0050 @) + 12 og [g(Fe™)ldi

1 (R—r)(R+7) s ‘
< — | R\
< QWO/(R )2+ 2Rr(1 — cos(0 — ¢)) og™ |g(Re"*)|dy

27

L r(R=r)(R+r), A
- 27r0/ (R —r)? og™ |g(Re")|dyp
_R+r1 N y
=5, /log 9(Re¥)|dp

R+r
_R_Tm(Rag)

R+r

R—T’ (R7g)

]

Théoréme 2.4. [14] Soit f une fonction méromorphe, alors f est une fraction ration-

nelle si et seulement si
T(r. f) = Ollog 7).

2.2 Ordre de croissance des fonctions méromorphes

Définition 2.6. Soit f une fonction méromorphe, l'ordre de croissance de f est défini
par

logT
o (f) = Tim sup 28 L)
400 logr

Si f est une fonction entiére, alors l'ordre de f est défini par

log log M
o(f) = lim sup 23198 (r, f)
r—+00 log r

ou M(r, f) = ngﬂf( z)|

Proposition 2.4. [15] Soit g une fonction analytique telle que

M(r,g) > 1,

Alors, on a : o(g) = p(g).
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Preuve.
D’apres la proposition 2.3, on a
T(r,g) <log M(r,g).

En introduisant la fonction log et en divisant par logr, on obtient

log T(r,g) _ loglog M(r,g)
logr logr

Par passage a la limite supérieure, on trouve

a(g) < p(g).

D’autre part, on a

log M (r,g) < gﬂn

T(R, g). (2.8)

On prend R = 2r dans (2.8), en introduisant la fonction log et en divisant par logr, on
obtient

loglog M (r, g) < log 3T'(2r, g)
log r - logr

Par passage a la limite supérieure, on trouve

log 3 + log T'(2
o(g) < limsup 1283 108 (2r,9)
r—+o0 IOgT
log 3 log T'(2r, g)

< lim sup + lim sup
r—+oo 10T r—-+00 ogr

. log T'(2r, g)

= limsup ———*
F—+00 log r

log T'(2r, g) log2r
log2r " logr

rosdoo  10g2r roiee logr
logT(2r,g)

= lim sup e
r—-4o00 Og 27”

=0o(g).

= lim sup
r—+00

D’ou le résultat. [

Définition 2.7. Soit f une fonction méromorphe, 'hyper-ordre de croissance de f est
défini par
loglog T
oo(f) = i sup 1221870 f).
r——+00 IOgT

Si f est une fonction entiere, alors 'hyper-ordre de f est défini par

) logloglog M (r, f
oa ) = lmsup SECE LR
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Exemple 2.2.
1) La fonction f(z) = e est d’ordre o(f) = 400 et d’hyper ordre oo(f) = 1.
2) La fonction f(z) = e* est d’ordre o(f) = 1.

Remarque 2.4. Si f est d’ordre fini alors I’hyper ordre de cette fonction est nul.

Théoréme 2.5. [15] Soient f,g deuzx fonctions méromorphes et a € C. Supposons que
fr9,(f —a),(f +9g) Z0, alors on a les propriétés suivantes :

Preuve.

1) D’apres la remarque 2.2, on a

=10 )+ on)

f
O(1) )
T(r.f))

En introduisant la fonction log, en divisant par logr et en passant a la limite

T(r,

=T(r f) (1 +

supérieure, on trouve

. logT(r, ;)
limsup ——— = limsup

r—+o0 ogr r—+o0

log (T(r, /)1 + 29))
< log r ) '

Ce qui implique

(1) L <logT(7’, f) , losg(l+ TO(S;))>
o(=) =limsup + .
f r— 400 log r logr

_ logT(rf) | 180 +7777)
On va montrer que o(f) = limsup | =527 Tog v :
r—+00
On a
o(1) o)
loc T log(1 + 7, loc T log(1 + =,
lim sup g T(r. f) + ( 1 ’f)) < lim sup L(T’f) + lim sup M
=00 logr log r r—+00 logr r—+00 logr
: log T'(r, f)
= limsup ———=
r—-+00 10g r

= o(/f)-
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3)

D’autre part, on a

loe T log(1 + Oﬁl) log(1 + 5)
0(f)=11msup<og (T’f>+ ( I ’f))— ( i f))>

=400 log r log r log r
o(1) o)
< limsup log T(r, /) o1+ T(T’f)) + lim sup ——log(l i T(T’f))
T ot log r log r r—400 log r

= lim sup
r—-+00

log T(r, /) , los(1+ 7))
logr logr '

D’ou le résultat.

D’apres le théoreme (2.2), on a

1
T(r5=,) =70 ) 1o f(0) ~al +£(r.0).
avec
£(r,a)] <log™ |a| + log 2.
Alors, on obtient
Ly loglex| | &(r,a)
T(r, ﬁ) =T(r,f) (1 “ T ) + 0 f))' (2.9)

En introduisant la fonction log dans (2.9), et en divisant par logr puis en passant

a la limite supérieure, on obtient

( 1 ) . 1 log T(?“, f) lOg (1 log|c>\| + 5
o = lim sup +
f—a r—400 log r logr

log (1 — log |ea| + &(ra
< lim sup g T(r, /) + lim sup ( Trf) Tnf) )
r—+00 log r r—400 logr
=o(f)
D’autre part, on a
1
T(r, f)=1T(r, T ) tlogla = &(ra),

avec les mémes étapes précédentes, on obtient

1

Dot a(f) = o).
D’apres 1’égalité 9) de la proposition 2.2 , on a
af + 6)
T T(r, f)+ O(1
(22 ~ 1)+ 00
O(1) )
T(r, f)

=T(r, f)(1+
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En introduisant la fonction log et en divisant par logr, puis en passant a la limite

supérieure, on obtient

af +8\ .. log T(r, /) loa(l+ 7trp)
o = lim sup +
vf+n r—+00 logr log r

oM
loe T log(1 + =
< lim sup e \nJ) (r, f) + lim sup —( o ’f))
r—-+00 log r r——+00 log r
. log T'(r, f)
= limsup ————
r—+00 log r

=o(f).

D’autre part, on a
af +0
v+

T(r,f)=T(r )—0(1).

De méme étape, on obtient

af +
vf+n

o(f) <o )-

D’ou le résultat.

4) D’apres 1'égalité 6) de proposition 2.2 , on a
T(r, f*) =nT(r, f).

En introduisant la fonction log, en divisant par logr et en passant a la limite

supérieure, on obtient

o logT(r M) logn _logT(r, )
limsup ——————= = lim sup +
400 log r rtoo \ lOgT log r
logT
< lim sup oen + lim sup L(r’f).
rotoo lOgT r—s+oo logr

Ce qui implique
o(f") < a(f).

D’autre part, on a

) logT'(r, f
o(f) = hlgfup log(r)
= limsup ———*~
r—s-+00 log r
I logT(r, f*) logn
= lim su —
r_>+oop log r log r
< lim sup w + lim sup — logn
T rotoo log r ro+oo  logrT

=o(f").
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Alors o(f") = o(f).
5) On a
T(r, f™) < (n+1)T(r, f) + o(T(r, f)).
En introduisant la fonction log et en divisant par logr, on obtient
o(T(r.f))
O W G CRRR oY),
logr - logr
_logT(r,f) , log ((n+ 1) + )
-~ logr logr '
En passant a la limite supérieure, on obtient
o(T(r.f))
loe T log ((n+1) + =5
O’(f(n)) < lim sup og T'(r, f) (( ) T(r.f) )
r—+00 log r logr
log ((n + 1) 4 2L
< o(f)+ limsup (< )+ "1y )
400 log r
=o(f).
6) On a
T(r, f(cz)) = T(lc|r, f).
En introduisant la fonction log et en divisant par logr, on obtient
]'OgT(T? f(cZ)) — 10gT(|C|T, f) (2 10)

log r log r

On passe a la limite supérieure dans (2.10), on trouve

log T'(r, f(cz))

o(f(ez)) = limsup

r——+00 10g r
ey 9T )
r—4o00 log r
— Jimsup log T'(|c|r, f) .log c|r
r—+oo  loglc|r log r
= lim sup log T({clr, /) T(jelr, f) .lim sup log |efr el
rsto0  log|c|r r—+oo  lOgT
ey 8Tl
rtoo  loglelr

=a(/f)-
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7)

Supposons que o(f) < o(g) < +00.

On a
. log(2T (r, log 2
lim sup log(2T(r.f) +10g 2) (longJr g2 — o(f) <olg),
r—+00
lim sup PEEEIHEED — o(g),
r—+00
Donc

Ve > 0,du > 0, tels que : Vr > p, on a

log(2T'(r, f) + log2)
log r

log(27(r, g) + log 2)

<(o(g)+e) et Tog

< (a(g) +¢).
Ce qui implique
log(2T'(r, f) +1og2) < (o(g) +¢)logr et log(2T(r,g)+1log2) < (o(g)+¢)logr.
En introduisant la fonction exp, on obtient
2T(r, f) +log2 < r7@W*e et 2T(r,g) +log2 < r7@+=,
En divisant par deux, puis en faisant la somme, on trouve
T(r, )+ T(r,g) +log2 < ro@te, (2.11)

D’autre part, on a d’aprés la proposition 2.2

T(r,f+qg) <T(r,f)+T(r,g)+ log?2. (2.12)
De (2.11) et (2.12), on obtient

T(r, f + g) < ro@+e,

Ce qui implique
o(f +9) < olg) =max{o(f),0(g)}.

Supposons que o(f) < o(g) < +o0.

On a
lim sup W =o(f) <o(y),
r——+00
lim sup 1og(1207;(:,g)) = o(g),

r—+00
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En effet, On a
logT
o(f) = limsup log T'(r, f)
r—-+00 log r
) log T'(r, f) +log2 — log 2
= lim sup
F—+o0 logr
log(2T log 2
i sup [ 082T0S)  og
r—+00 logr logr
log(2T log 2
< lim sup M — lim sup 062
r—+00 log r r—too 10gT
log(2T
— Jim sup 282L 1)
r—-+00 log r
D’autre part,
log(2T log2 logT
r—s-400 logr r—+oo \logT logr
log T
< lim sup + lim sup M
r—+oo 10T rotoo logr
=o(f)
De la méme fagon, on obtient
log(2T
lim sup log(27(r, 9)) =a(g).
r—-+o00 10g r
Donc
Ve > 0,du > 0, tels que : Vr > p, on a
log(2T'(r, f)) log(27'(r, g))
— < t ———=< :
o <ol +e) e B < (alg) o)
Ce qui implique
log(2T'(r, f)) < (o(g) +&)logr et log(2T(r,g)) < (o(g) +€)logr.
En introduisant la fonction exp, on obtient
2T (r, f) < r79We et 2T(r,g) < r7@+=
En divisant par deux, puis en faisant la somme, on trouve
T(r, f)+T(r,g) <r°9* (2.13)
D’autre part, on a d’apres la proposition 2.2
T(r,fg) <T(r, f)+T(r,g). (2.14)
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De (2.13) et (2.14), on obtient
T(r, fg) < 7@,

Ce qui implique
o(fg) < olg) = max{o(f),0(g)}.

2.2.1 Exposant de convergence des zéros d’une fonction

Définition 2.8. Soit f une fonction méromorphe sur C, l’exposant et I’hyper exposant

de convergence des zéros de la fonction f sont définis respectivement par

log N (r, %
A(f) = limsup M
r—-+00 10g r

9

log log N (r, L
Nl f) = limsup EB V()

)
oo log r

Définition 2.9. Soit f une fonction méromorphe, l’exposant et [’hyper exposant de conver-

gence des zéros distincts de la fonction f sont définis respectivement par

log N(r, %
A(f) = lirnsupM

rstoo  logr

_ loglog N(r, %
Xa2(f) = limsup L(f)
=400 log r
ot
9 ?)

[a—
S —
3|
~
\_PF
e
SN~—
|
=
=)
—

1
dt +mn(r, ?) log r,

tel que m(t, %) désigne le nombre des zéros distincts de la fonction f situés dans le disque

|z| < t.

Proposition 2.5. [14] Soit f une fonction méromorphe, on a A(f) < o(f).

Preuve.
On a
T(r, l) = m(r, ch) + N(r, ;) > N(r, ch),
car m(r, %) >0
Donc a(%) > A(f), et comme a(%) =o(f), alors A(f) < a(f). O
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Proposition 2.6. [15] Soit f(z) # 0 une fonction méromorphe. Alors on a
logn(r, 1
A(f) = limsupg.
r—+o00 IOgT
Exemple 2.3.
1. L’exposant et I’hyper exposant de convergence des zéros distincts de la fonction
f(2) = e“ + 2 sont égauz respectivement a oo et 1.

2. L’exposant de convergence des zéros de la fonction f(z) =e* —0b, ou b # 0 est égal
al.

Théoréme 2.6. [15] Soient f,g deuz fonctions méromorphes et a € C. Supposons que
fr0,(f —a),(f +9) Z0, alors on a les propriétés suivantes :

1) Mf —a) = A(f).

2) A(f") = A(f), ¥n € N*.
3) A(f™) < A(f),Vn € N*.
4) Mf(ez)) = A[)-

5) A

6) A

f+g) <maz{A(f), Mg)}-
f-9) < maz{A(f), Ag)}-
2.2.2 L’ordre inférieur et ’hyper-ordre inférieur d’une fonction

Définition 2.10. Soit f une fonction entiere. L’ordre inférieur et l’hyper-ordre inférieur

de f sont définis respectivement par

... loglog M(r, f)
wlf) = il = e

_ .. logloglog M(r, f)
pa(f) = lim inf o 7

Si f est méromorphe, Uordre inférieur u(f) est défini par

p(f) = liminf log T(r. /)

=00 log r

et U’hyper-ordre inférieur de f est donné par

.. loglogT(r, f)
pa(f) = 1;21+1ng-
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2.3 L’estimation de S(r,f)

Définition 2.11. La mesure linéaire d’un ensemble E C [0,+00) est définie par

m(E) = /XE(t)dt,

ot X est la fonction caractéristique de ’ensemble E.

Définition 2.12. Soit f une fonction méromorphe non-constante dans le plan compleze,

on définit la quantité S(r, f) par
S(r, f)=o(T(r, f)), (r — o0).
Si f est d’ordre fini, et
S(r, ) = o(T(r, f)), (r — oo,r & Ey).

ou Ey est un ensemble de mesure linéaire finie si f est d’ordre infini.

On aura besoin du lemme suivant.

Lemme 2.2. (La dérivée logarithmique)[1}] Soit f une fonction méromorphe trans-

cendante non-constante. Si f est d’ordre fini, alors on a

f)
m(r, T) = O(logr),Vk € N* (r — 00).
Si f est d’ordre infini, alors on a
(k)
m(r, ffk) =S(r, f) = O(log(rT(r, f))), vk € N* (r — oo, r ¢ Ey).

ou Fy est un ensemble de mesure linéaire ne dépassant pas 2.
Remarque 2.5.

— Une fonction transcendante entiére est une fonction entiére non polynomial.

— Une fonction transcendante méromorphe est une fonction méromorphe non ration-

nelle.



CHAPITRE 3

APPLICATION DE LA THEORIE DE
NEVANLINNA

Dans ce chapitre, on donne une application de la théorie de Nevanlinna pour étudier

la croissance des solutions de I’équation différentielle de la forme

F® 4 A feD 4 Agf =0, (3.1)

ou Ay, ..., Aj_1 sont des fonctions entieres.

3.1 Equations différentielles

Théoréme 3.1. [10/( Tumura-Clunie) Supposons que f est méromorphe et non constante

dans le plan C, tel que
9(2) = f(2)" + Poa(f),

ot P,_1(f) est un polynome différentiel de degré au plus n — 1 en f et que
1
N(T7f>+N(Ta§) :S(Taf))

Alors, on a
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et h(2)" ‘a(z) est obtenu en substituant h(z) d f(2), B'(z) a f'(2), etc., en termes de
degré n — 1 dans P,_1(f).

Donc g(z) est de la forme (f +a/n)", ot a est déterminé par les termes de degré n — 1
en P, 1(f) et par g(z).

Remarque 3.1. On note les cas particuliers suivants :
-Si Py 1(f) = ao(2) f"1(2)+termes de degré au plus n — 2, alors

h(z)"a(z) = ao(2)h" ' (2),

n

o(2) = (f<z> ¥ ”)

-Si Py 1 (f) = ao(2) f'(2) f*2(2)+termes de degré au plus n — 2, alors

h(2)""ta(z) = ag(2)h (2)h"2(2),

Théoréme 3.2. [3] Soient Ay, ..., Ax—1 des fonctions entiéres telles que :
max{c(A;),0(As),...,0(Ar-1), A(Ag)} < 0(Ap) =0 (0<0 < 0), (3.2)

et Ay a au moins un zéro dont la multiplicité n’est pas un multiple de k. Alors toute

solution f de ’équation
R 4 A fED 4 4 Agf = 0. (3.3)

satisfait \(f) > o.
De plus, Si Aqy est transcendant avec o(Ag) = 0, a au moins un zéro dont la multiplicité
n’est pas un multiple de k et Ay, ..., Ap_1 sont des polynomes, alors toute solution f de

(3.3) a une infinité de zéros.

Remarque 3.2. Nous donnerons quelques estimations supplémentaires sur la croissance
des solutions d’ordre infini de l’équation (3.3). Il est bien connu que toutes les solutions
de (3.3) sont des fonctions entiéres et lorsque certains des coefficients de (3.3) sont trans-

cendantes, ’équation (3.3) a au moins une solution f avec o(f) = occ.
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Preuve du théoréme 3.2.

Supposons que f # 0 est une solution de 'équation (3.3).
Comme les coefficients Ay, ..., Ax_1 sont des fonctions entieres, alors f est entiere avec

o(f) = oo.

Supposons que ’assertion du théoreme 3.2 est fausse i.e.
Af) <o, (3.4)

On pose g = f'/f.

Par récurrence, on obtient
. ) 1. . o
fO1f =g + 530 =199 + Hy(9), (3:5)

ou H;_5(g) est un polynéme différentiel en g et ses dérivées avec des coefficients constants,
et le degré de H;_»(g) n’est pas supérieur a k.

En substituant la relation (3.5) dans 1’équation (3.3), on trouve
k 1 _ k-2 '/ H A k—1 1 . _ k-3 '/ H A _
Fg"+5k(k=1)g""g +Hy—z(9))+ Ar-1 f(9" +5 (k=1(k=2)g""g +Hj—3(g))+..+ Ao f = 0.
Ce qui implique
1 /
—Ay=g"+ §k(k? —1)¢"%g + Ar1g" ' + Pesa(g), (3.6)

ou Py_5(g) est un polynéme différentiel en g et ses dérivées avec des coefficients qui sont
des combinaisons linéaires de Ay, ..., A,_s avec coefficients constants et le degré de P;_»
n’est pas supérieur a k.
D’autre part,
il est clair que Les poles de g sont les zéros de f et tous les pdles de g sont des poles
simples.
Alors, d’apres (3.4), on a

o(N(r,9)) = M) < o, (3.7)

D’apres (3.6), on obtient
1 /
T(r, Ag) = T(r,g" + 51@(1@ —1)g" g + A9 + Pioa(y))

1 ,
<log4+T(r,¢") + k(b = DT (r, 9" 29) + T(r, Ae_1g" ") + T(r, Po_a(g))

gM@wgmqum+TmAg+m+ﬂnm4»+Z%@mm)

< M(T(r,g) + fT(r, Ap) + S(r.9)

=1

D’ou
T(r, Ay) < M(T(r,g) + 3 T(r,A))) + S(r.g) (r ¢ E), (3.8)

j=1
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ou E C (0,400) a une mesure linéaire finie et M est une constante strictement positive.

D’autre part, On a
max{o(A;),0(Az),...,0(Ak-1),\M(Ag)} < 0(Ap) =0 (0 <0 <),

et comme p(Ag) = o(Ap), alors

O'(Aj) < ILL(A[)) =0 Vj=1,...,k—1,

Donc
k-1

M Z T(T’, AJ> < ;T(T, A()), (39)

=1
pour r ¢ E suffissamment grand. D’apres (3.8) et (3.9), on a

T(r, Ay) < M(T(r,g) + 3. T(r, A)) + S(r.9)

j=1

1
< T(Ta g) + §T<7n7 AO) + S(?", g)
Ce qui implique

T(r,Ag) < 2MT(r,g) +25(r, g)
<2MT(r,g) +o(1)T(r,g),

D’ou

T(r, Ag) < (2M + o(1))T(r, g), (3.10)
pour r ¢ F suffisamment grand. Par conséquent, (voir [4]), d’apres (3.7), (3.2) et (3.10),
on obtient p(g) = o(g) > o,

T(r,A;)=S(r,9) (1=1,..,k),

et pour r ¢ E, on a
N(r,g) = o(1)T(r, g) = S(r,g).
D’ou, d’apres (3.2) et u(g) > o, on a N(r, Aio) = S(r,g). De plus, comme (3.6) satisfait
toutes les conditions du théoréme Tumura-Clunie, il s’ensuit que
1

— Ay = h¥(2), h(z) =g(z) + %a(z),

ou h satisfait

1 ,
h*la = 5/g(/g — DA 2H + Ay B
1 n
a = §k<k — 1)5 + Akfl,
W14
h kA
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Donc

!

’ k
A= [ 0
0 ( F T A TR )
Ceci contredit I’hypothese selon laquelle Ay a au moins un zéro dont la multiplicité n’est

pas multiple de k. On doit donc avoir A(f) > o. O

Théoréme 3.3. [3] Supposons que Ao, ..., Ax_1 sont des fonctions entiéres et il existe
As (0<s<k—1) qui satisfait

o(A;) < o(Ay).
Alors, l’équation (3.3) a au moins une solution f qui satisfait

A(f) z 0(As) ou oa(f) = a(A).

On a besoin des lemmes suivants pour la démonstration du théoreme 3.3

Lemme 3.1. [8] Si [’équation différentielle
w® + ap_w* D 4+ aqw =0, (3.11)

est satisfaite dans le plan complexe par des fonctions méromorphes linéairement indépen-
dantes fi, ..., fx. Alors les coefficients aj(j =0, ...,k — 1) sont méromorphes dans le plan

complexe et vérifient la propriété
m(r,a;) = O{log[maz(T(r, fs) : s = 1,.... k)]}. (3.12)

Lemme 3.2. [3] Soit g"** = P,(g) ot P,(g) est un polynome différentiel de la fonction
entiére transcendante g(z) et de degré au plus n, avec les coefficients w'/w, s w™ fw,
et Ag, ..., A1 ot w est une fonction entiere avec o(w) < oo et Ay, ..., Ax_1 vérifient les

hypothéses supplémentaires du théoreme 3.3. Sous ces conditions on a

a(g) < o(As).

Preuve.

On a

2

1 .
m(r,g) = o / log™ [g(re™)|de
0
1 . 1 A
= 2*/108;+ lg(re'?)|dy + f/10g+ lg(re®)|de, (3.13)
7T81 27T82

Ou e ={p:|g(re?)| <1} N[0,27],e9 = [0,27] — &
Il est clair que

[10g* 1g(re®)ldgp = 0.
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et Sur ey, on a : [g(re™)| > 1,

D’autre part, on a g = P,(g)/g", ou P,(g) est la somme d’un nombre fini de termes du

type

14
ou l,, ..., I, sont des entiers non négatifs et > I; = n, a(z) est une combinaison des opé-
=0

rations d’addition, de soustraction et de multiplication de w'/w, ..., w™ jw, Ay, ..., Ap_1.

On trouve
1 : v r, g
— /logJr lg(re"?)|de < M > m(r,a) +> m
27 J — g
n w(]) n—1
< M<Zm<r, w) + Z m(r, A;) + S(r,g)), (3.14)
j=1 J=0

pour |z| = r en dehors d'un ensemble E de mesure linéaire finie et M est une constante
positive.
w

On sait que m(r, “’m> =O(logr) (j=1,...,n),
donc, d’apres (3.13) et (3.14), on obtient

m(r, g) = / log™ [g(re™)|de

€2

n W@\
< M(Zm(r, w) +> m(r, 4;) + S(T,g))

j=1 j=1

< 81 (Ol1ogr) + 3-m(r A7) + ()

< M<im(r, A;)+ S(r, g)) (3.15)

D’autre part, on a
lim S(r,g)/m(r,g) = 0.

r—-+00

D’apres les hypothéses supplémentaires et (3.15), on trouve

a(g) < o(As).

Lemme 3.3. [12] Soit h une fonction entiére non constante avec o(h) = o.
Si f(z) = exp(h(z2)), alors oo(f) satisfait I’égalité oo(f) = o.
Preuve du théoréme 3.3.

Onao(Aj) <o(A;) (j#s)et dapres le lemme 3.1, 'équation (3.3) admet au moins

une solution f avec o(f) = 4o0.
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Supposons que A(f) < o(Asy).

h

On pose f = we" avec o(w) < o(As) et h une fonction entiére transcendante.

Par récurrence, on obtient

/

F(2) = we (W) + we"P,_y (K, (3.16)

ott P,_1(R') est un polynéme différentiel en %', ..., A de degré au plus n — 1 avec des
coefficients qui sont des polynémes en w' /w, ..., w™ /w.

En substituant dans 1’équation (3.3), on trouve
wel (W) + we Pe_y (W) + Ay (we (Rt + weh Py_y(R)) + ... + Agqwe” = 0.

Ce qui implique

(WYE 4 Py (h) 4+ A1 (R + Po_y(h) + ... + Ay = 0. (3.17)

D’ou
(W) =Py (h), (3.18)
ot P; ,(h)est un polynoéme différentiel en h',...,h™ de degré au plus k — 1 avec des

coefficients qui sont des polynémes en w' /w, ..., w* /w, Ay, ..., Ap_1.
D’apres (3.18) et le lemme 3.2, on obtient

o(h)=0c(h) < o(Ay),

d’autre part, on a

!

B f(s)
-

(W)® 4+ P,_y(R) £ 0. (3.19)

Alors, d’apres (3.17) et (3.19), on obtient

a(h) > o(A,),

d’ou
o(h) =o(h') = o(A,).

h

Comme f = we™ avec o(w) < oo et d’apres le lemme 3.3, on trouve

03(f) = a(h) = o(As).

Théoréme 3.4. [3] Supposons que Ao, ..., Ax_1 sont des fonctions entiéres telles que
max{o(A;):j=1,...k—1} < o(A), (3.20)

alors, toute solution f Z 0 de l’équation (3.3) satisfait oo(f) > o(Ag) et Si A\(f) < +o0,
alors oo(f) = o(Ay).
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Preuve.
On pose
max{o(A;):j=1,...k—1}=p<o(Ay) =
on a
F® 4 A f*D 4 Agf =0, (3.21)
ce qui implique
f) fU=1) f
on a
k—1
m(r, Ao) < > _m(r, 4;) + O(log(rT(r, f))). (3.23)
j=1
En effet,

D’apres (3.22), on obtient

(k)
m(Ta AO) = m(r, L + Ak—l

/

s ety e )

f

qui est valable pour tout r en dehors d'un ensemble £ C (0,400) avec mesure linéaire
mE = o < +o0.
Comme ¢ (Ap) = o, alors il existe un point {r,} (r, — 00) tel que :
logm(r,, A
lim 28w Ad) (3.24)
r! oo logr,
puisque mE = o < 400, il existe un point r, € [r,,r, + o+ 1] - F

Donc, on a

log m(ry, Ag) S logm(r;,AO)
log 1, ~ log(r, + o+ 1)
B logm(r,,, Ag)
~ logr, +log(1+ %Zl)’
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D’ou | 4
lim inf 108" A0) o (3.25)
Tn—+00 logr,,
D’autre part,
Pour tout ¢ >0 (0 <2< a—p),ona
1 0y A
logm(rn, 40) o
log 7,
ce qui implique
m(rp, Ag) > 1
Comme
p=max{o(A;),j=1k—1},
alors,
g(A;))<p Vi=1k—-1,
ce qui implique
lim log m(ry,, A;) )
rm—too  logry,
Dongc, pour tout € > 0, du > 0,Vr, > u tel que
1 s A
logm(rn, 4) _
log r,,
ce qui implique
m(rn, A;) < rote.
D’ou, pour tout e >0 (0 <2 < a — p) et pour tout j =1,k —1, on a
m(rn, A;) <0t et m(r,, Ag) > ro°
Donc, on a
k—1 1
> m(rp, 4;) < im(rn,AO). (3.26)
j=1

De (3.23) et (3.26), on obtient

T
L

m(rn, Ag)

A
Ing

<
Il
_

m(r, A;) + O(log T(ry, f) + log )

IN
N | —

m(rn, Ao) + O(log T'(ry, f) + logr,)

[\)

< 20(log T'(rn, f) + logrn)

< M(log T(rn, f) 4 logrs)

D’ou

m(rn, Ao) < M(logT(ry, f) +logry). (3.27)
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D’apres (3.25) et (3.27), on trouve
oa(f) = o(Ao), (3.28)
D’apres (3.28) et le théoreme 3.3, on obtient
oa(f) = 0(Ag) si ANf) < 4oc.
Ce qui achevé la démonstration. ]



CONCLUSION

Notre objectif a 'avenir est d’étudier la distribution des zéros des solutions méro-
morphes d'une équation différentielle linéaire. On va essayer de montrer sous certains

conditions que les zéros sont localisés dans un domaine précis du plan complexe.

o1
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