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Notations principales

• R Ensemble des nombres réels.

• N Ensemble des entiers naturels.

• Rn Ensemble des vecteurs de dimension n(n ∈ N)

à coordonnées réelles.

• R [−∞,+∞].

• E Espace métrique.

• X Espace vectoriel.

• H Espace de Hilbert.

• Y Espace de Banach.

• A Un ensemble quelconque.

• I Un intervalle de R.

• B La boule unité ouverte de H.

• B La boule unité fermée de H.

• F(X, Y ) L’espace des applications définies de X à Y.

• C(X, Y ) L’ensemble des applications continues définies de X à Y.

• < ., . > Croché de dualité.

• Lp(I, A) {f : I → A, f mesurable sur I et
∫
I

|f(x)|pdx < +∞

où 1 ≤ p < +∞}.

• L1(I, A) L’espace des applications intégrables sur I à valeurs

dans A.

• L2(I, A) L’espace de Hilbert des applications de carré intégrable

sur I à valeurs dans A.

• L∞(I, A) L’espace des applications essentiellement bornée sur I

à valeurs dans A.
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• W 1,2(I,H) L’espace des fonctions x absolument continues définies

sur I à valeurs dans H telles que dx
dt ∈ L

2(I,H).

• gph(F ) Le graphe de la multi-application F.

• d(x,A) La distance entre le point x et l’ensemble A.

• co(A) L’enveloppe convexe de l’ensemble A.

• co(A) L’enveloppe convexe fermée de l’ensemble A.

• σ(Y, Y ′) Topologie faible sur Y.

• σ(Y ′, Y ) Topologie faible* sur Y ′.

• xn → x (xn)n converge fortement vers x.

• xn ⇀ x (xn)n converge faiblement vers x.

• xn ⇀∗ x (xn)n converge faiblement* vers x.

• VA(x) L’ensemble des voisinages de x dans A.

• IA(.) La fonction indicatrice de A.

• Id La fonction identité.



Introduction

L’objectif de ce travail est l’étude de la viabilité des solutions pour une

inclusion différentielle du premier ordre. Depuis les années 80, s’est déve-

loppée à partir de l’analyse multivoque, la théorie de viabilité, elle occupe

une place importante grâce à son champ d’application à diverses disciplines :

(l’économie mathématiques, la théorie des jeux, théorie de contrôle, l’opti-

misation, . . . ). Pour obtenir une solution viable, celle qui vérifie x(t) ∈ K

où K est un sous ensemble fermé, on doit ajouter aux conditions assurant

l’existence de solutions, une hypothèse supplémentaire dite condition de tan-

gence ou condition tangentielle. Le problème de viabilité pour des équations

différentielles a été résolu pour la première fois par "Nagumo" [13] en 1942,

et depuis il a connu une très large extension. Ce résultat a été étendu au cas

multivoque qui est l’objet de notre travail.

Notre mémoire est structuré en trois chapitres comme suit :

Le premier chapitre est consacré aux définitions, notions et résultats qui nous

serviront tout au long de ce travail, citons entre autres : quelques concepts

d’analyse convexe, topologie faible et faible* et des généralités sur les multi-

applications.

Nous présentons dans le deuxième chapitre un travail de J. P. Aubin et A.

Cellina [2]. Ces derniers ont prouvé l’existence de solutions viables pour une

5
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inclusion différentielle du premier ordre de la forme suivante

(PV )


x′(t) ∈ F (x(t)) p.p. ∀t ∈ [0, T ],

x(0) = x0,

x(t) ∈ K ∀t ∈ [0, T [,

où F : K ⇒ H est semi continue supérieurement à valeurs compactes

convexes (K un fermé de H).

Dans la plupart des travaux concernant les inclusions différentielles, dont le

second membre est une multi-application seulement semi-continue supérieu-

rement, la convexité et la compacité s’avèrent des conditions incontournables.

Dans la littérature, si F est une multi-application définie deK à valeurs com-

pactes convexes non vides dansH, alors d’une manière abstraite, une solution

viable est obtenue en ajoutant aux conditions entraînant l’existence de so-

lutions, une hypothèse sur la direction du champ multivoque dite condition

tangentielle de type

F (x) ∩ TK(x) 6= ∅

tel que

TK(x) =
⋂
ε>0

⋂
α>0

⋃
0<h<α

(
1

h
(K − x) + εB

)
TK(x) : désigne le cône contingent de Bouligand à K en x.

Les techniques de démonstration reposent sur la méthode d’Euler : on construit

une suite de solutions approchées et via le théorème d’Ascoli-Arzèla, on

montre qu’on peut en extraire une sous-suite qui converge vers une solu-

tion de notre problème.

Dans le dernier chapitre, on s’intéresse à l’existence de solutions viables en

l’absence, en général de la convexité du second membre.
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Le problème étudié est de la forme

(PV 1)


x′(t) ∈ F (x(t)) p.p. ∀t ∈ [0, T ],

x(0) = x0,

x(t) ∈ K ∀t ∈ [0, T [,

tel que F est une multi-application semi continue supérieurement de K à

valeurs dans un sous ensemble compact de Rn et il existe une fonction V

propre convexe semi continue inférieurement, V : Rn → R telle que F (x) ⊂

∂V (x), ∀x ∈ K, où ∂V est le sous-différentiel de V .



Chapitre 1

Préliminaires et résultats auxiliaires

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques définitions, notions et résul-

tats fondamentaux qui seront très utiles dans notre travail.

Nous commençons par des définitions de quelques espaces utiles, ensuite on

définit la topologie faible et faible étoile, puis on donne quelques concepts

d’analyse convexe et on termine par une partie sur des notions d’analyse

multivoque et quelques résultats classiques.

1.1 Quelques espaces

Pour plus de détails voir [7],[9] et [14].

1.1.1 Espace métrique

Définition 1.1. (Distance) On considère un ensemble E, on appelle dis-

tance sur E une application d : E × E → R+, vérifiant les trois propriétés

suivantes

1. d(x, y) = 0⇔ x = y, ∀x, y ∈ E

2. d(x, y) = d(y, x), ∀x, y ∈ E

8
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3. d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y), ∀x, y, z ∈ E.

Définition 1.2. (Espace métrique) Soit E un ensemble muni de la dis-

tance d, alors (E, d) s’appelle un espace métrique.

Définition 1.3. Soit (E, d) un espace métrique. Si x est un point de E et

A une partie de E alors on a

d(x,A) = inf{d(x, y), y ∈ A}.

1.1.2 Ensemble compact-Espace compact-localement compact

Définition 1.4. Soit T un espace topologique.

I Un recouvrement de T est une famille (Ai)i∈I de parties de T telle que

T =
⋃
i∈I
Ai.

Si de plus I est un ensemble fini, on dit que (Ai)i∈I est un recouvrement fini

de T .

I Soit (Ai)i∈I un recouvrement de T , si J ⊂ I tel que T =
⋃
j∈J
Aj, on dit

que (Aj)j∈I est un sous-recouvrement de (Ai)i∈I.

I Un recouvrement ouvert de T est une famille d’ouverts (Ui)i∈I telle que

T =
⋃
i∈I
Ui.

Définition 1.5. Soient (E, d) un espace métrique, A ⊂ E. On dit que A

est compact si de tout recouvrement ouverts de A on peut extraire un sous

recouvrement fini c’est à dire, si (Ui)i∈I est une famille d’ouverts de A telle

que A ⊂
⋃
i∈I
Ui, alors il existe un sous ensemble fini J ⊂ I tel que A ⊂

⋃
i∈J
Ui.

Définition 1.6. Soient (E, d) un espace métrique, A ⊂ E.

-On dit que A est compact si toute suite d’éléments de A admet une sous

suite convergente dans A.

-On dit que A est relativement compact si A est compact dans E.
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Théorème 1.1.1. Un espace T est dit localement compact s’il est séparé et

si tout point de cet espace possède une base de voisinage.

Exemple 1.1.1. Dans Rn, les parties relativement compactes sont les parties

bornées.

Remarque 1.1.1. B Une partie relativement compacte d’un espace T est

un sous-ensemble M de T inclus dans une partie compacte de T .

Remarque 1.1.2. B Dans un espace vectoriel de dimension finie, les par-

ties compactes sont exactement les parties fermées et bornées.

B Dans un espace vectoriel topologique séparé, les parties relativement com-

pactes restent bornées, mais la réciproque est fausse.

1.1.3 Espace de Hilbert

Définition 1.7. Soit X un espace vectoriel. Un produit scalaire < u, v >

est une forme bilinéaire de X ×X dans R, symétrique, définie positive (i.e.

< u, v >≥ 0, ∀u ∈ X et < u, u >> 0 si u 6= 0).

Définition 1.8. Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d’un

produit scalaire < u, v > et qui est complet pour la norme < u, u >
1
2 .

Exemple 1.1.2. Rn est un espace de Hilbert.

1.2 Topologie faible-faible*

Pour plus de détails sur cette section voir [7].
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1.2.1 Topologie faible

Soient Y un espace de Banach et f ∈ Y ′, Y ′ est le dual de Y .

On désigne par ϕf : Y → R l’application définie par ϕf(x) =< f, x >.

Lorsque f décrit Y ′, on obtient une famille d’applications (ϕf)f∈Y ′ de Y

dans R.

Définition 1.9. La topologie faible σ(Y, Y ′) est la topologie la moins fine

sur Y rendant continues toutes les applications (ϕf)f∈Y ′.

Définition 1.10. Soit (xn)n une suite de R. On définit les limites inférieure

et supérieure de (xn)n comme suit

liminf
n→∞

xn = sup
n∈N

(inf
k≥n

xk)

limsup
n→∞

xn = inf
n∈N

(sup
k≥n

xk).

Proposition 1.2.1. Soit (xn)n∈N une suite de Y . On a

1. xn ⇀ x pour σ(Y, Y ′)⇐⇒ < f, xn > → < f, x >,∀f ∈ Y ′.

2. Si xn → x alors xn ⇀ x pour σ(Y, Y ′).

3. Si xn ⇀ x pour σ(Y, Y ′), alors ‖xn‖ est bornée et ‖x‖ ≤ lim inf
n→+∞

‖xn‖.

4. Si xn ⇀ x pour σ(Y, Y ′) et si fn → f dans Y ′, alors

< fn, xn > → < f, x > .

1.2.2 Topologie faible*

On va définir maintenant la topologie faible* que l’on note σ(Y ′, Y ). Pour

chaque x ∈ Y on considère l’application ϕx : Y ′ → R définie par

f 7→ ϕx(f) = < f, x >. Lorsque x parcourt Y on obtient une famille d’ap-

plications (ϕx)x∈Y de Y ′ dans R.

Définition 1.11. La topologie faible* désignée aussi σ(Y ′, Y ) est la topologie

la moins fine sur Y ′ rendant les applications (ϕx)x∈Y .
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Proposition 1.2.2. Soit (fn)n∈N une suite de Y ′. On a

1. fn
∗
⇀ f pour σ(Y ′, Y ) ⇐⇒ < fn, x > → < f, x >,∀x ∈ Y.

2. Si fn
∗
⇀ f pour σ(Y ′, Y ), alors ‖fn‖ est bornée et ‖f‖ ≤ lim inf

n→+∞
‖fn‖.

3. Si fn
∗
⇀ f pour σ(Y ′, Y ) et si xn → x fortement dans Y , alors

< fn, xn > → < f, x > .

1.3 Quelques concepts d’analyse convexe

Dans cette section nous présentons quelques notions et résultats élémen-

taires d’analyse convexe.

Pour plus de détails pour cette section voir [2], [4], [7] et [16].

1.3.1 Ensembles convexes

Soit X un espace vectoriel.

Définition 1.12. Un sous ensemble M ⊂ X est dit convexe si pour tout

x, y ∈M , ∀λ ∈ [0, 1] on a

λx+ (1− λ)y ∈M

c’est à dire le segment reliant x à y reste dans l’ensemble M .

Définition 1.13. (Enveloppe convexe) Soit A ⊂ X. On appelle enveloppe

convexe de A qu’on note co(A) l’intersection de tous les sous ensembles

convexes contenant A, c’est le plus petit convexe contenant A.

Définition 1.14. (Enveloppe convexe fermée) L’enveloppe convexe fer-

mée de A ⊂ X qu’on la note co(A) est le plus petit convexe fermée de X

contenant A. Donc c’est l’intersection de tous les sous ensembles convexes

fermés de X contenant A.
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1.3.2 Fonctions convexes

Définition 1.15. (Domaine effectif) Soit f : X → R, on appelle domaine

effectif de f l’ensemble défini par

Dom(f) = {x ∈ X : f(x) < +∞}.

Définition 1.16. Soit f : X → R, on dit que f est convexe si pour tout

x, y ∈ Dom(f) et pour tout λ ∈ [0, 1] on a

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y).

Définition 1.17. (Fonction propre) La fonction f est dite propre si et

seulement si f(x) 6= −∞, ∀x ∈ X et f 6≡ +∞ (i.e., il existe x0 ∈

X, f(x0) 6= +∞).

Définition 1.18. (Fonction indicatrice) Soit A un sous ensemble de X,

la fonction indicatrice notée IA et définie par

IA : X → R

x 7→ IA(x) =

0 x ∈ A,

+∞ x /∈ A.

Proposition 1.3.1. La fonction indicatrice IA est une fonction convexe si

et seulement si A est un ensemble convexe.

1.3.3 Autres concepts

Définition 1.19. (Fonction conjuguée) Soit X un espace vectoriel normé,

X ′ son dual topologique et f une fonction définie sur X à valeurs dans R.

On définit la conjuguée de f par

f ∗(x) = sup[< x′, x > −f(x); x ∈ X], pour tout x′ ∈ X ′.
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Définition 1.20. (Fonction support) Soient X un espace vectoriel, A ⊂

X, on appelle fonction support de A notée par I∗A(.) la fonction définie sur

X ′ par

I∗A : X ′ → R

x′ → I∗A(x′) = sup
x∈A

< x′, x >,

c’est la fonction conjuguée de la fonction indicatrice IA.

• Continuité- Semi-continuité inférieure-supérieure d’une fonction

Définition 1.21. (Fonction absolument continue) Soient Y un espace

de Banach, I = [α, β] un intervalle de R. Une fonction f : I → Y est

dite absolument continue si ∀ε > 0, ∃δ > 0 tel que pour toute partition

dénombrable de l’intervalle I par des intervalles disjoints [αk, βk] vérifiant∑
k

(βk − αk) < δ on a

∑
k

‖f(βk)− f(αk)‖ < ε.

Théorème 1.3.1. Une fonction f : I → Y est dite absolument continue si

et seulement si elle est l’intégrable de sa dérivé, c’est à dire

f(β)− f(α) =

∫ β

α

f ′(s) ds.

De plus une fonction absolument continue est dérivable presque partout.

Remarque 1.3.1. B Une fonction absolument continue est continue.

Définition 1.22. (Fonction lipschitzienne ) Une fonction f : E → R

définie sur un espace métrique (E, d) est dite lipschitzienne (continue lip-

schitzienne) de rapport k s’il existe k ∈ R+ tel que

|f(x1)− f(x2)| ≤ k d(x1, x2), ∀x1, x2 ∈ E.
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Remarque 1.3.2. B Une fonction lipschitzienne est absolument continue.

Définition 1.23. Soient T un espace topologique, f : T → R.

• On dit que f est semi-continue inférieurement au point x0 ∈ T si et

seulement si pour tout α ∈ R, avec f(x0) > α, l’ensemble

{x ∈ T /f(x) > α}

est un ouvert de T .

∗ f est dite s.c.i. sur T si elle est s.c.i. en tout point de T .

• On dit que f est semi-continue supérieurement au point x0 ∈ T si et

seulement si pour tout α ∈ R, avec f(x0) < α, l’ensemble

{x ∈ T /f(x) < α}

est un ouvert de T .

∗ f est dite s.c.s. sur T si elle est s.c.s. en tout point de T .

Remarque 1.3.3. B On dit que la fonction f est s.c.s. si et seulement si

la fonction (−f) est s.c.i..

Proposition 1.3.2. Soit T espace topologique, une fonction f : T → R est

dite s.c.i. au point t0 ∈ T si est seulement si lim inf
t→t0

f(t) ≥ f(t0).

Proposition 1.3.3. Soit T espace topologique, une fonction f : T → R est

dite s.c.s. au point t0 ∈ T si est seulement si lim sup
t→t0

f(t) ≤ f(t0).

Proposition 1.3.4. Soit A ⊂ X un sous ensemble non vide convexe. La

fonction indicatrice IA(.) est une fonction propre convexe s.c.i. sur X si et

seulement si A fermé dans X.

Remarque 1.3.4. B Toute fonction continue est s.c.i..

B Une fonction f est continue si et seulement si les fonctions (f) et (−f)

sont s.c.i..
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1.4 Quelques notions d’analyse multivoque

L’analyse multivoque est une branche très importante en mathématique,

dans cette section on donne quelques définitions et notions élémentaires sur

l’analyse multivoque.

Pour plus de détails sur cette partie voir [2] et [10].

1.4.1 Multi-applications

• Définitions générales

Définition 1.24. Soient X1, X2 deux ensembles non vides. On dit que F

est une multi-application de X1 dans X2 si pour tout x ∈ X1 elle associe un

ensemble F (x) de X2. Et on note

F : X1 ⇒ X2

x 7→ F (x)

Définition 1.25. Soit F : X1 ⇒ X2 une multi-application, on définit

I Le domaine effectif : est noté D(F ) et définie par

D(F ) = {x ∈ X1 : F (x) 6= ∅}.

IL’image : est notée Im(F ) et définie par

Im(F ) =
⋃

x∈D(F )

F (x) = {y ∈ X2, ∃x ∈ D(F ), y ∈ F (x)}.

I Soit A ⊂ X1. On appelle image de A par F qu’on note F (A) le sous

ensemble de X2 défini par

F (A) =
⋃
x∈A

F (x) = {y ∈ X2, ∃ x ∈ A, y ∈ F (A)}.



1.4. Quelques notions d’analyse multivoque 17

ILe graphe : est noté gph(F ) et défini par

gph(F ) = {(x, y) ∈ X1 ×X2 : x ∈ D(F ), y ∈ F (x)}.

ILa norme : est notée ‖F‖ et donnée par

‖F‖ = sup
y∈F (x)

‖y‖.

Définition 1.26. La multi-application inverse est notée F−1 et définie par

F−1 : X2 ⇒ X1

y 7→ F−1(y)

avec

y ∈ F (x)⇔ x ∈ F−1(y)

Remarque 1.4.1. Il est facile de voir que

B D(F−1) = Im(F ).

B Im(F−1) = D(F ).

• Quelques opérations sur les multi-applications

Définition 1.27. Soient X1, X2 deux ensembles non vides, F et G deux

multi-applications (F,G : X1 ⇒ X2).

On définit les opérations suivantes

I L’union :

F ∪G : X1 ⇒ X2

x 7→ (F ∪G)(x) = F (x) ∪G(x).

I L’intersection :

F ∩G : X1 ⇒ X2

x 7→ (F ∩G)(x) = F (x) ∩G(x).
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I Le produit cartésien :

F ×G : X1 ⇒ X2 ×X2

x 7→ (F ×G)(x) = F (x)×G(x).

I La composition : Soit A un autre ensemble tel que F : A⇒ X1

et G : X1 ⇒ X2.

GoF : A⇒ X2

t 7→ (G ◦ F )(t) = G(F (t)) =
⋃

x∈F (t)

G(x).

1.4.2 Continuité des multi-applications

• Semi-continuité supérieure (s.c.s.)

Définition 1.28. Soient T1 et T2 deux espaces topologiques et soit F : T1 ⇒

T2 une multi-application.

On dit que F est s.c.s. au point t0 ∈ T1, si pour tout ouvert V de T2 tel que

F (t0) ⊂ V, il existe un voisinage Ω de t0, (i.e. Ω ∈ VT1(t0)) tel que

F (t) ⊂ V, ∀t ∈ Ω.

∗ On dit que F est s.c.s. sur T1 si elle est s.c.s. en tout point de T1.

Proposition 1.4.1. Soient (E1, d), (E2, d
′) deux espaces métriques, F :

E1 ⇒ E2 une multi-application à valeurs fermées, (F (x) fermé de E2, ∀x ∈

E1).

∗ Si F est s.c.s. sur E1 alors le graphe de F est fermé.

Proposition 1.4.2. Soient T1, T2 deux espaces topologiques, tel que T2 est

compact et soit F : T1 ⇒ T2 une multi-application.

∗ Si le graphe de F est fermé alors F est s.c.s. sur T1.
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Proposition 1.4.3. Soient (E1, d), (E2, d
′) deux espaces métriques, F :

E1 ⇒ E2 une multi-application s.c.s. à valeurs compactes.

∗ Si E1 est un espace compact, alors F (E1) est compact.

• Semi-continuité inférieure (s.c.i.)

Définition 1.29. Soient T1 et T2 deux espaces topologiques, F : T1 ⇒ T2
une multi-application.

On dit que F est s.c.i. au point t0 ∈ T1, si pour tout ouvert V de T2 tel que

F (t0) ∩ V 6= ∅, il existe un voisinage Ω de t0, (i.e. Ω ∈ VT1(t0)) tel que

F (t) ∩ V 6= ∅, ∀t ∈ T1.

∗ On dit que F est s.c.i. sur T1 si elle est s.c.i. en tout point de T1.

Proposition 1.4.4. Soient (E1, d), (E2, d
′) deux espaces métriques, F :

E1 ⇒ E2 une multi-application.

F est s.c.i. au point x0 ∈ E1 si et seulement si pour toute suite (xn)n ⊂ E1

tel que lim
n→∞

xn = x0 et pour tout y0 ∈ F (x0), il existe une suite (yn)n ⊂ E2

tel que yn ∈ F (xn) et lim
n→∞

yn = y0.

Proposition 1.4.5. Soient (E1, d), (E2, d
′) deux espaces métriques, F : E1 ⇒

E2 une multi-application. Si F est s.c.i., alors la fonction

f : (E1 × E2)→ R

(x, y) 7→ f(x, y) = d(F (x), y)

est s.c.s..

Remarque 1.4.2. B Une multi-application est continue en un point si

elle est s.c.s. et s.c.i. en ce point.

B Une multi-application est continue sur un ensemble A si elle est conti-

nue en tout point de A.
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• Hémi-continuité supérieure (h.c.s.)

Définition 1.30. Soient T1, T2 deux espaces topologiques muni de la topo-

logie faible et F : T1 ⇒ T2 une multi-application.

On dit que F est h.c.s. en x0 si pour tout (t, t′) ∈ (T1, T
′

2 ), (T ′2 est le dual

de T2) la fonction I∗F (t)(t
′) est semi-continue supérieurement en x0.

Proposition 1.4.6. Tout multi-application semi-continue supérieurement

définie de T1 à valeurs dans T2 qui est muni de la topologie faible est hémi-

continue supérieurement.

1.4.3 Théorème de convergence

Théorème 1.4.1. [2] Soit F une multi-application définie deW à U tels que

W est un espace de Hausdorff (séparé) localement convexe et U un ensemble

fermé convexe contenant dans un espace de Banach.

Soient F h.c.s., I un intervalle de R, xk(.) et yk(.) (k ∈ N) sont des fonctions

mesurables définies de I à W, U respectivement satisfairont

• pour tout t ∈ I, ∀ V un voisinage de 0 dans (W × U), il existe

k0 = k0(t, V ) tel que

∀k ≥ k0 , (xk(t), yk(t)) ∈ gph(F ) + V,

si on ai. xk(.) converge vers x(.) avec x définie de I à valeurs dans W,

ii. yk(.) varie dans L1(I, U) et converge faiblement vers y(.) ∈ L1(I, U).

Alors on a pour tout t ∈ I, (x(t), y(t)) ∈ gph(F ).

C’est à dire

y(t) ∈ F (x(t)).
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1.4.4 Sous différentiel d’une fonction

Les fonctions convexes ne sont pas nécessairement différentiables sur

leurs domaines.

Dans cette partie, on parle d’un nouveau concept qui permet de généraliser

la notion de différentiabilité : sous-différentiel.

Pour plus de détails sur cette partie voir [4].

Définition 1.31. Soient X un e.v.n., X ′ son dual, f est une fonction propre

convexe (f : X → R). Le sous-différentiel de f en x est une multi-application

de X à valeurs dans X ′ définie par

∂f : X ⇒ X ′

x 7→ ∂f(x) = {x′ ∈ X ′, f(x)− f(y) ≤< x− y, x′ >, ∀y ∈ X},

et donc le sous-différentiel est donné par l’ensemble

∂f(x) = {x′ ∈ X ′, f(x)− f(y) ≤ < x− y, x′ >, ∀y ∈ X}. (1.1)

Un élément x′ du sous différentiel (x′ ∈ ∂f(x)) est appelé sous gradient de

f en x.

Remarque 1.4.3. B D’après la relation (1.1), il est clair que ∂f est un

sous ensemble convexe fermé de X ′.

B Si f : X → R telle que f(x) = +∞ et f 6≡ +∞ alors ∂f(x) 6= ∅.

Définition 1.32. (Cône normal ) Soit K un sous ensemble fermé convexe

de X, le cône normal de K en x, noté NK(x) et défini par

NK(x) = {x′ ∈ X ′, < x′, x− u ≥ 0, ∀u ∈ K}.

Remarque 1.4.4. B On écrit ce cône en terme d’une fonction indicatrice

comme suit

NK(x) = ∂IK(x), ∀x ∈ K.

Où : IK(x) la fonction indicatrice de l’ensemble K en x.
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1.5 Quelques résultats classiques

Définition 1.33. Soient (E1, d), (E2, d
′) deux espaces métriques, F(E1, E2)

l’espace de toutes les applications f : E1 → E2 et S un sous ensemble de

F(E1, E2). On dit que S est équi-continu au point x ∈ E1 si

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x, y ∈ E1, d(x, y) < δ =⇒ ∀f ∈ S, d′(f(x), f(y)) < ε.

Théorème 1.5.1. (Théorème d’Ascoli-Arzelà)[2] Soient (E1, d) un es-

pace métrique compact, (E2, d
′) un espace métrique complet et S un sous

ensemble de C(E1, E2), l’espace des applications continues définies sur E1 à

valeurs dans E2, muni de la topologie de la convergence uniforme. Alors S

est relativement compact si et seulement si1. S est équi-continu,

2. pour tout x ∈ E1, S(x) = {f(x)/f ∈ S} est relativement compact.

Théorème 1.5.2. (Conséquence du théorème d’Ascoli-Arzelà) [2]

Soit (xk)k une suite de fonctions absolument continues définies sur un

intervalle I de R à valeurs dans un espace Y de dimension finie telle que1. ∀t ∈ I, {xk(t)}k est relativement compact de Y ,

2. il existe une fonction positive c ∈ L1(I,R+), ‖ x′k(t) ‖≤ c(t), p.p. sur I.
Alors il existe une sous-suite (notée encore (xk)k) et une fonction absolument

continue x : I → Y telles que(i) (xk)k converge uniformément vers x sur un ensemble compact de I,

(ii) (x′k)k converge faiblement vers x′ dans L1(I,Y).

Démonstration.

∗Montrons (i) : On a la suite (xk)k est équi-continue c-à-d :

∀ε > 0, ∃η > 0, ∀t1, t2 ∈ I : |t1− t2| ≤ η ⇒ ‖xk(t1)−xk(t2)‖ ≤ ε, ∀k ∈ N.
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En effet, par hypothèse les fonctions (xk)k sont absolument continues, par

suite on a

‖xk(t− δ)− xk(t+ δ)‖ =

∥∥∥∥∫ t+δ

t−δ
x′k(s) ds

∥∥∥∥
≤
∫ t+δ

t−δ
‖x′k(s)‖ ds

≤
∫ t+δ

t−δ
c(s) ds

≤ ε.

Car

c ∈ L1(I,R+)(
c ∈ L1(I,R+)⇒ ∀ε > 0, ∀t ∈ I, ∃δ > 0 :

∫ t+δ
t−δ c(s)ds ≤ ε

)
.

Il suffit de prendre η = δ, t1 = t − δ et t2 = t + δ, donc la suite (xk)k est

équi-continue.

Comme pour tout t ∈ I, (xk(t))k est relativement compacte, via le théorème

d’Ascoli-Arzelà on a (xk)k est relativement compacte dans C(I,Y), muni

de la topologie de la convergence uniforme, on peut alors lui extraire une sous-

suite qu’on note aussi (xk)k converge uniformément vers x ∈ C(I,Y).

∗Montrons (ii) : On pose pour tout t ∈ I : wk(t) =
x′k(t)
c(t) , par conséquent

‖wk(t)‖ ≤ 1 alors wk appartient à la boule unité fermée de L∞(I,Y) qui

est faiblement* compact, donc on peut extraire une sous-suite qu’on notera

aussi (wk)k qui converge faiblement* vers une fonction w ∈ L∞(I,Y).

- La convergence de (wk)k vers w nous permet d’écrire pour z ∈ L1(I,Y)

que

< wk, z >−→
k→∞

< w, z > .

Soit φ ∈ L∞(I,Y)

< x′k, φ > =< cwk, φ >

=< wk, cφ >,
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nous avons

φ ∈ L∞(I,Y) et c ∈ L1(I,R+),

donc

cφ ∈ L1(I,Y),

et alors

< x′k, φ >=< wk, cφ > −→
k→∞

< w, cφ >

=< cw, φ > .

C’est à dire (x′k) converge faiblement dans L1(I,Y) vers la fonction cw = v,

et par suite, pour tout t1, t2, s ∈ I on a

lim
k→∞

< x′k, φ >=< v, φ >⇒ lim
k→∞

∫ t2

t1

x′k(s)φ(s) ds

=

∫ t2

t1

v(s)φ(s) ds.

En particulier pour φ(s) = 1, ∀s ∈ I, vu que xk est absolument continue

alors

lim
k→∞

(xk(t2)− xk(t1)) =

∫ t2

t1

v(s) ds

donc

x(t2)− x(t1) =

∫ t2

t1

v(s) ds.

On conclut que x est absolument continue et

x(t2)− x(t1) =

∫ t2

t1

x′(s) ds.

D’où, x′ = v, p.p. alors (x′k)k converge faiblement vers x′. �

Théorème 1.5.3. (Théorème d’intégration) [7] Soient U un ouvert de

Rn, (fn)n une suite de Lp et f ∈ Lp tels que ‖fn − f‖Lp → 0, alors il existe

une sous-suite extraite (fnk)k, telle que

1. fnk(x)→ f(x) p.p. sur U ,

2. |fnk(x)| ≤ g(x) p.p. sur U, ∀k ∈ N, avec g ∈ Lp.



Chapitre 2

Résultat de viabilité d’une inclusion

différentielle du premier ordre dans le

cas convexe

Un problème de viabilité est de prouver l’existence d’une solution viable

pour le problème de Cauchy suivant

(PC)

x
′(t) ∈ F (x(t)) p.p. sur [0, T ],

x(0) = x0.

C’est à dire : on cherche des solutions pour le problème (PC) appartenant

à un ensemble K avec la valeur initiale x0 est aussi dans K, tel que K est

un sous ensemble d’un espace de Hilbert H.

Ce chapitre est consacré à l’étude du problème suivant

(PV )


x′(t) ∈ F (x(t)) p.p. sur [0, T ],

x(0) = x0 ∈ K,

x(t) ∈ K ∀t ∈ [0, T [,

avec F est une multi-application h.c.s. définie de K à valeurs convexes, com-

pactes dans H.

25
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Nous présentons le résultat d’existence des solutions viables pour cette inclu-

sion différentielle du premier ordre obtenus par : J. P. Aubin et A. Cellina.

2.1 Le cône contingent de Bouligand

Différents cônes contingents, comme le cône contingent de Bouligand, le

cône contingent de Clarke . . . , jouent un rôle important dans l’analyse non

lisse, la théorie du contrôle, la théorie de la viabilité . . . .

Dans le cas d’ensembles convexes, ces cônes coïncident et sont appelés les

cônes contingents.

Dans tout ce qui suit, K est un sous ensemble non vide fermé de H.

Pour plus de détails pour cette section voir [5] et [16].

Définition 2.1. (Cône) Soient H un espace de Hilbert, L un sous ensemble

non vide de H. On dit que L est un cône si

∀x ∈ L, ∀α ≥ 0, αx ∈ L.

Définition 2.2. Le cône contingent de Bouligand à K en x noté par TK(x)

et défini par

TK(x) =
⋂
ε>0

⋂
α>0

⋃
0<h<α

(
1

h
(K − x) + εB

)
.

Définition 2.3. D’une manière équivalente, on dit que v ∈ TK(x) si et

seulement si ∀ε > 0, ∀α > 0, ∃u ∈ v + εB, ∃h ∈]0, α] tel que

x+ hu ∈ K.

Remarque 2.1.1. Il est clair que

BTH(x) = H et T∅(x) = ∅.

BTK(x) est un cône fermé .

B Si x ∈ Int(K), alors TK(x) = H.
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B∀x ∈ K on a TK(x) = TK(x), donc on peut parler de TK(x) même si

(x ∈ K et x /∈ K).

Proposition 2.1.1. (Caractérisation par la fonction distance)

On dit que v ∈ TK(x) si et seulement si lim inf
h→0+

1
hd(x+ hv,K) = 0.

Démonstration.

⇒)

Soit v ∈ TK(x), donc ∀ε > 0, ∀α > 0 : ∃u ∈ v + εB, ∃h ∈]0, α] tel que

x+ hu ∈ K.

Par conséquent

d(x+ hv,K)

h
≤ 1

h
‖x+ hv − (x+ hu)‖

= ‖u− v‖

≤ ε . . . car (u− v) ∈ εB.

donc

∀ε > 0, 0 ≤ sup
α>0

inf
h≤α

d(x+ hv,K)

h
≤ ε.

Par passage à la limite quand ε tend vers 0, on obtient

lim inf
h−→0+

1

h
d(x+ hv,K) = 0.

⇐) On a d’une part,

lim inf
h−→0+

1

h
d(x+ hv,K) = sup

α>0
inf
h≤α

d(x+ hv,K)

h
= 0

alors

∀ε > 0, ∀α > 0, ∃h ≤ α tel que
d(x+ hv,K)

h
≤ ε

2
.
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D’autre part, par la caractérisation de la borne inférieure, il existe yε ∈ K

tel que

d(x+ hv, yε)

h
<
d(x+ hv,K)

h
+
ε

2
,

il vient que

d(x+ hv, yε)

h
< ε.

Par conséquent

∃u =
yε − x
h
∈ v + εB tel que x+ hu = yε ∈ K.

�

Proposition 2.1.2. (Caractérisation par des suites)

On dit que v ∈ TK(x) si et seulement s’il existe une suite (hn)n∈N de termes

positifs et il existe une suite (un)n ∈ H, vérifiant

1. lim
n→∞

un = v.

2. lim
n→∞

hn = 0.

3. ∀n ≥ 0, x+ hnun ∈ K.

Proposition 2.1.3. Soit K un sous ensemble fermé de H, pour tout y, v ∈

H on a

lim inf
h→0+

1
h(d(y + hv,K)− d(y,K)) ≤ d(v, TK(πK(y)))

avec πK(y) est la projection de y en K donnée par

πK(y) = {x ∈ K, d(y, x) = d(y,K)}.

Démonstration.

*/ Étape 01 : Soit y ∈ K, pour tout v′ ∈ TK(y) on a

d(y + hv,K) ≤ hd(v, v′) + d(y + hv′, K),
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en effet

d(y + hv,K) = inf
z∈K
‖y + hv − z‖

= inf
z∈K
‖y + hv + hv′ − hv′ − z‖

≤ inf
z∈K
‖y + hv′ − z‖+ ‖hv − hv′‖

= d(y + hv′, K) + hd(v, v′).

Alors

lim inf
h→0+

1

h
d(y + hv,K) ≤ d(v, v′)

= inf{d(v, v′)/v′ ∈ TK(y)}

= d(v, TK(y)).

*/ Étape 02 : Pour tout y ∈ H et soit x ∈ πK(y) on a
1

h
(d(y + hv,K)− d(y,K)) ≤ 1

h
(‖y + hv − (x+ hv)‖+ d(x+ hv,K)− d(y,K))

=
1

h
(XXXXXd(x, y) + d(x+ hv,K)−XXXXXd(y,K))

=
1

h
d(x+ hv,K) . . . car x ∈ πK(y).

D’après l’étape 01, en particulier pour y = x ∈ πK(y) ⊂ K on a

lim inf
h→0+

1

h
(d(y + hv,K)− d(y,K)) ≤ d(v, TK(x)).

En fin comme x est varié dans πK(y), on obtient l’estimation suivante

lim inf
h→0+

1
h

(
d(y + hv,K)− d(y,K)

)
≤ d(v, TK(πK(y))).

�

2.2 Trajectoire viable

Définition 2.4. Soit K un sous ensemble de H. S’il existe T > 0 tel que

pour tout t ∈ [0, T [, x(t) ∈ K alors on dit que t 7→ x(t) est une trajectoire
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viable sur [0, T [.

2.3 Caractérisation d’une relation d’ordre par une multi-

application

Définition 2.5. Soit K un sous ensemble de Rn. Une relation d’ordre no-

tée >, est une relation réflexive et transitive, se caractérise par la multi-

application P, P : K ⇒ K définie par

∀x ∈ K,P (x) = {y ∈ K : y 6 x}

Proposition 2.3.1. Soit K un sous ensemble de Rn. La multi-application

P satisfait

1. ∀x ∈ K, x ∈ P (x) (réflexive ).

2. ∀x ∈ K, ∀y ∈ P (x), P (y) ⊂ P (x) (transitive).

Inversement, si P est une multi-application de K à K satisfait 1. et 2., alors

la relation y 6 x définie par y ∈ P (x) est une relation d’ordre sur K.

2.4 Condition tangentielle

Soient H un espace de Hilbert, K ⊂ H.

Définition 2.6. Soit F : K ⇒ H est une multi-application, la condition

tangentielle est donnée par

F (x) ∩ TK(x) 6= ∅, ∀x ∈ K .

Définition 2.7. En terme équivalent, la condition tangentielle peut s’écrit

comme suit

∀x ∈ K, ∃v ∈ F (x) tel que lim inf
h→0+

1

h
d(x+ hv,K) = 0.
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Proposition 2.4.1. Soit F une multi-application s.c.s. de K ⊂ Rn à valeurs

compactes convexes dans Rn.

Si pour tout x0 ∈ K, il existe T > 0 et une trajectoire viable sur [0, T [

pour l’inclusion différentielle x′ ∈ F (x) avec la valeur initiale x0, alors la

condition tangentielle

∀x ∈ K, F (x) ∩ TK(x) 6= ∅

est satisfaite.

2.5 Résultats de viabilité

Dans cette section, on s’intéresse à l’existence de solutions viables pour

le problème (PV). Nous présentons un résultat fondamental de J. P. Aubin et

A. Cellina [2] dans lequel la condition tangentielle représente une condition

suffisante.

Théorème 2.5.1. (Théorème général de viabilité ) Soient K ⊂ H, F

une multi-application h.c.s. de K dans H, à valeurs compactes convexes

vérifiant la condition tangentielle donnée par

∀x ∈ K, F (x) ∩ TP (x)(x) 6= ∅,

où P : K ⇒ K est une multi-application s.c.i. de graphe fermé. On a donc

1. Si K est localement compact, alors ∀x0 ∈ K, ∃T > 0 tel que le pro-

blème (PV) admet une solution viable sur [0, T [. De plus

∀t, ∀s ≥ t, x(s) ∈ P (x(t)).

2. Si K est compact ou dim H < ∞ et F (K) est borné, alors il existe

une solution viable du problème (PV) définie sur [0,+∞[.
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Théorème 2.5.2. (Théorème de viabilité ) Soient H un espace de Hilbert,

K ⊂ H et F : K ⇒ H une multi-application h.c.s., à valeurs compactes

convexes. Supposons que F satisfait la condition tangentielle, alors on a

1. Si K est localement compact alors ∀x0 ∈ K, ∃T > 0 tel que l’inclusion

différentielle (PV ) admet une trajectoire viable (une solution viable)

définie sur [0, T [.

2. Si K est compact ou dim H < ∞ et F (K) borné alors ∀x0 ∈ K, il

existe une trajectoire viable du problème (PV ) définie sur [0,+∞[.

Maintenant on donne la démonstration du théorème 2.5.1.

Démonstration. La preuve se fait en 06 parties :

*/ Partie 01 : Soient K ⊂ H, x0 ∈ K on a

(1) Si K est localement compact, alors il existe r > 0 tel que

K0 = K ∩ (x0 + rB) est compact. On pose T = r
‖F (K0)‖+1 .

(2) Si K est compact, K0 = K et T =∞.

(3) Si F (K) est borné et dim H <∞, nous prenons T > 0 arbitrairement

et on pose K0 = K ∩ (x0 +B + TF (K)).

*/ Partie 02 : Posons C = F (K0)+B, qui est un ensemble borné. ∀y ∈ K,

on peut trouver hy < 1
k , k ∈ N et vy ∈ F (y) qui vérifient en vertu de la

condition tangentielle

d(y + hyvy, P (y)) ≤ hy
2k
.

Considérons le sous ensemble

N(y) = {x ∈ H, d(x+ hyvy, P (x)) <
hy
2k
}.

Comme la multi-application P est s.c.i., on sait d’après la proposition 1.4.5

page 19 que la fonction x 7→ d(x+hyvy, P (x)) est s.c.s., ce qui implique que

N(y) est un ouvert.
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De plus comme y appartient à N(y), il existe une boule B(y, ηy) de rayon

ηy <
1
k contenue dans N(y). Ce qui implique que le sous ensemble compact

K0 admet un recouvrement par un nombre finie q de boules notés par

B(yj, ηyj), j = 1, ..., q.

Pour simplifier les notations on pose

ηj = ηyj , hj = hyj , vj = vyj , j = 1, ..., q et h0(k) = min
j=1,...,q

hj > 0.

*/ Partie 03 : Maintenant, soit x ∈ K0, on a x ∈ B(yj, ηj) ⊂ N(yj) pour

un certain j.

Par conséquent, on peut trouver xj ∈ P (x) tel que

‖vj − (xj − x)/hj‖ ≤
1

hj
d(x+ hjvj, P (x)) +

1

2k
≤ 1

k
.

On pose uj = 1
hj

(xj − x). En supprimant l’indice j, on a ainsi prouver que

∀x ∈ K0, il existe h ∈ [h0(k), 1k ] et u ∈ H tels quea) x+ hu ∈ P (x), u ∈ C

b) ∃y ∈ K, v ∈ F (y) : ‖x− y‖ ≤ 1
k et ‖u− v‖ ≤ 1

k

Notre approche repose sur la méthode d’Euler : on construit une suite de

solutions approchées, via le théorème d’Ascoli-Arzelà, on montre qu’on peut

extraire une sous-suite qui converge vers une solution de notre problème.

*/ Partie 04 : Construction de solutions approchées

Soit x0 ∈ K fixé, on peut trouver h0 ∈ [h0(k), 1
k ], k ∈ N et u0 ∈ C tels que

x1 = x0 + h0u0 ∈ P (x0)

et

(x0, u0) ∈ gph(F ) +
1

k
(B ×B).

De plus

x1 − x0 = h0u0 ∈ h0C,
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par conséquent

‖x1 − x0‖ ≤ h0 (‖F (K0)‖+ 1).

Alors dans le cas (1) et (3), si h0 ≤ T alors ‖x1 − x0‖ ≤ r et on a x1 ∈ K0.

Et on a dans le cas (2), x1 ∈ K0.

D’où, il existe h1 ∈ [h0(k), 1
k ] et u1 ∈ C tels que

x2 = x1 + h1u1 ∈ P (x1)

et

(x1, u1) ∈ gph(F ) +
1

k
(B ×B).

De plus

x2 − x0 ∈ (h0 + h1) C,

par conséquent

‖x2 − x0‖ ≤ (h0 + h1) (‖F (K0)‖+ 1).

Alors dans le cas (1) et (3), si h0 + h1 ≤ T alors ‖x2 − x0‖ ≤ r et on a

x2 ∈ K0.

Et on a dans le cas (2), x2 ∈ K0.

Par récurrence, on peut construire une suite d’élément (xp)p, ∀p ≥ 2.

xp = x0 +

p−1∑
j=0

hj uj

xp − x0 ∈
( p−1∑
j=0

hj

)
C,

par conséquent

‖xp − x0‖ ≤
( p−1∑
j=0

hj

) (
‖F (K0)‖+ 1

)
.
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Comme hj ∈ [h0(k), 1k ], alors il existe un entier m tel que

h0 + h1 + ...+ hm ≤ T < h0 + h1 + ...+ hm + hm+1

•En Résumé : On construit les suites d’éléments hp ∈ [h0(k), 1k ], xp ∈ K0

et up ∈ C, tels quei. xp+1 = xp + hpup ∈ P (xp), up ∈ C

ii. (xp, up) ∈ gph(F ) + 1
k(B ×B).

Cette suite est finie dans le cas (1) et (3) et infinie dans le cas (2).

I Méthode modifiée d’Euler

IConstruction des couples (xq, uq)

*/ Partie 05 : La convergence des solutions approchées
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Considérons la suite (τ qk )k donnée parτ
q
k = h0 + ...+ hq−1

τ 0k = 0, τmk = T,

et on définit sur chaque sous intervalle ]τ p−1k , τ pk ], la suite de fonctions (xk(.))k

par

∀t, xk(t) = xp−1 + (t− τ p−1k ) up−1.

En dérivant par rapport au temps, on obtient

x′k(t) = up−1,

donc

‖x′k(t)‖ = ‖up−1‖ ≤ ‖F (K0)‖+ 1. (2.1)

Soit t ∈ ]τ p−1k , τ pk ] fixé. On a |t− τ p−1k | ≤ 1
k et ∃(y, v) ∈ gph(F ) tels que

‖x′k(t)− v‖ = ‖up−1 − v‖ ≤
1

k

et

‖xk(t)− y‖ ≤ ‖xk(t)− xp−1‖+ ‖xp−1 − y‖

≤ |t− τ p−1k | ‖up−1‖+ ‖xp−1 − y‖

≤ 1

k
(‖F (K0)‖+ 2), (2.2)

donc xk(t) ∈ K0 qui est compact.

Nous avons montré que

∀t ≥ 0, (xk(t), x
′
k(t)) ∈ gph(F ) + ε(k)(B ×B) (2.3)

avec lim
k→∞

ε(k) = 0(
On peut prendre ε(k) = min

(
1
k ,

1
k(‖F (K0)‖+ 2)

)
.
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~ (xk(.))k est lipschitzienne :

Soient t1, t2 ∈ [0, T ], donc il existe deux intervalles [τ q−1k , τ qk ] et [τ p−1k , τ pk ],

tels que q < p, t1 ∈ [τ q−1k , τ qk ] et t2 ∈ [τ p−1k , τ pk ].

On a

‖xk(t2)− xk(t1)‖ = ‖xp−1k + (t2 − τ p−1k ) up−1k − (xq−1k + (t1 − τ q−1k ) uq−1k )‖

= ‖xp−1k − xq−1k + t2 u
p−1
k − t1 uq−1k − τ p−1k up−1k + τ q−1k uq−1k ‖

≤
∥∥∥ZZx0 +

p−2∑
i=0

hiui −ZZx0 −
q−2∑
i=0

hiui + t2 u
p−1
k − t1 uq−1k

− (h0 + · · ·+ hp−2) u
p−1
k + (h0 + · · ·+ hq−2) u

q−1
k

∥∥∥
≤
∥∥∥ p−2∑
i=q−1

hiui + t2 u
p−1
k − t1 uq−1k − (h0 + · · ·+ hp−2) u

p−1
k

+ (h0 + · · ·+ hq−2) u
q−1
k

∥∥∥
≤ |t2 − t1| (‖F (K0)‖+ 1) +

∣∣∣ p−2∑
i=q−1

hi −
p−2∑
i=q−1

hi

∣∣∣ (‖F (K0)‖+ 1
)

≤ |t2 − t1|
(
‖F (K0)‖+ 1

)
d’où la suite est lipschitzienne.

En vertu du (2.1) et (2.2) les conditions du théorème d’Ascoli (théorème

1.5.2) sont vérifiées, et donc en vertu (2.3) les conditions du théorème de

convergence (voir théorème 1.4.1 page 20) sont satisfaites. Alors il existe une

sous-suite de xk(.) (encore notée xk(.)) qui converge uniformément vers une

solution du problème (PV ) et x′k(t) converge faiblement dans L∞([0, T ], H).

*/ Partie 06 : La monotonie de la trajectoire

Soient s, t ∈ [0, T [ avec s > t.

Alors pour un k, (k ∈ N) assez grand, on peut trouver p > q tel que

τ pk > τ qk ,

avec τ pk → s et τ qk → t quand k →∞.

Comme la multi-application P est transitive, alors les inclusions xk(τ jk) ∈



2.5. Résultats de viabilité 38

P (xk(τ
j−1
k )) implique que

xk(τ
p
k ) ∈ P (xk(τ

q
k ))

c’est à dire

(xk(τ
q
k ), xk(τ

p
k )) ∈ gph(P ).

Vu que gph(P ) est fermé donc, lim
k→∞

xk(τ
p
k ) = x(s) et lim

k→∞
xk(τ

q
k ) = x(t).

On conclut que

(x(t), x(s)) ∈ gph(P ),

c’est à dire

x(s) ∈ P (x(t)).

La solution x(.) ∈ C([0, T [, H) dans le cas (1), (3) et elle appartient à C([0,∞[, H)

dans le cas (2).

Comme T est choisi indépendant de x0 dans le cas (3), nous pouvons étendre

une trajectoire monotone x(.) définie sur [0, T ] à une trajectoire définie sur

[0, 2T ], [0, 3T ]....

Par conséquent, il existe une trajectoire monotone x(.) ∈ C([0,∞[, H) dans

le cas (3). �

Remarque 2.5.1. Pour la démonstration du théorème de viabilité 2.5.2, il

suffit de prendre K = P (x), ∀x ∈ K dans la démonstration du théorème

2.5.1.



Chapitre 3

Résultat de viabilité pour une inclusion

différentielle du premier ordre à valeurs

non convexes

On s’intéresse dans ce chapitre à l’étude d’une inclusion différentielle du

premier ordre à valeurs non convexes. Des résultats d’existence pour cette

classe d’inclusion différentielle ont été obtenus par Bressan, Cellina, Colombo

[6] et Colombo, Ancona [1], en remplaçant la convexité du second membre F

par, F incluse dans le sous différentiel d’une fonction propre convexe s.c.i..

Leurs travaux ont été généralisés par P. Rossi [15] au problème de viabilité

qui est l’objet de notre chapitre.

Le problème étudié se présente sous la forme suivante

(PV 1)


x′(t) ∈ F (x(t)) p.p. sur [0, T ],

x(0) = x0,

x(t) ∈ K ∀t ∈ [0, T [,

où : K est un sous ensemble compact de Rn, F : K ⇒ Rn est une multi-

application s.c.s. à valeurs non vides compactes telle que F (x) ⊂ ∂V (x), ∀x ∈

K, avec V : Rn → R une fonction propre convexe s.c.i..

39
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3.1 Sous-différentiel d’une fonction propre convexe et

semi-continue inférieurement

Soient H un espace de Hilbert et A un opérateur (multivoque) défini de

H dans P(H) (l’ensemble des parties de H).

Le domaine de A est l’ensemble D(A) = {x ∈ H, Ax 6= ∅}, l’image de A est

l’ensemble Im(A) =
⋃
x∈H

Ax.

∗ Si pour tout x ∈ H, l’ensemble Ax contient au plus un élément, on dira

que A est univoque.

Pour plus de détails sur cette partie voir [8].

3.1.1 Opérateur monotone

Définition 3.1. Un opérateur A de H est dit monotone si ∀x1, x2 ∈ D(A),

< Ax1 − Ax2, x1 − x2 >≥ 0,

ou plus précisément ∀y1 ∈ Ax1, ∀y2 ∈ Ax2,

< y1 − y2, x1 − x2 >≥ 0.

Exemple 3.1.1. Soit V une fonction propre convexe sur H. Le sous diffé-

rentiel ∂V est un opérateur monotone de H.

En effet, si y1 ∈ ∂V (x1) et y2 ∈ ∂V (x2), en particulier pour

V (x2) ≥ V (x1)+ < y1, x2 − x1 >,

et

V (x1) ≥ V (x2)+ < y2, x1 − x2 >,

d’où par l’addition

< y1 − y2, x1 − x2 >≥ 0.

Ce qui implique la monotonie du ∂V .
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3.1.2 Opérateur maximal monotone

L’ensemble des opérateurs monotones de H est ordonné par l’inclusion

des graphes ( i.e. A ⊂ B ⇐⇒ Ax ⊂ Bx).

Autrement dit, l’ensemble des opérateurs monotones est inductif pour l’in-

clusion des graphes.

Ce qui Justifie la définition suivante

Définition 3.2. Un opérateur de H est dit maximal monotone s’il est maxi-

mal dans l’ensemble des opérateurs monotones.

∗ Explicitons cette définition ; A opérateur maximal monotone si et seule-

ment si A est monotone et pour tout (x, y) ∈ H ×H,

< y − Aε, x− ε >≥ 0, ∀ε ∈ D(A),

ou plus précisément, si < y − η, x− ξ >≥ 0, ∀(ξ, η) ∈ A, alors y ∈ Ax.

Proposition 3.1.1. Soit A un opérateur de H. Il y a équivalence entre les

trois propriétés suivantes

1. A maximal monotone.

2. A est monotone et Im(Id + A) = H.

3. Pour tout λ > 0, (Id + λA)−1 est une contraction définie sur H tout

entier.

Proposition 3.1.2. Soit V une fonction convexe propre sur H. Si V est

s.c.i. alors ∂V est maximal monotone.

Remarque 3.1.1. Si V est une fonction propre convexe s.c.i. alors pour

montrer que ∂V est maximal monotone, il suffit de montrer que ∂V mono-

tone et Im(Id + ∂V ) = H.

Lemme 3.1.1. Soit u ∈ W 1,2([0, T ], H) tel que u(t) ∈ D(A), p.p. sur ]0, T [.

On suppose qu’il existe g ∈ L2([0, T ], H) tel que g(t) ∈ Au(t), p.p.
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sur ]0, T [, alors la fonction t 7→ f(u(t)) est absolument continue sur ]0, T [.

Désignons par L l’ensemble des points t ∈]0, T [ tels que u(t) ∈ D(A), u et

f(u) soient dérivables en t. Alors on a pour tout t ∈ L
d

dt
f(u(t)) =< h,

du

dt
(t) >, ∀h ∈ Au(t).

3.2 Résultat de viabilité

Maintenant on s’intéresse à l’existence de solutions viables pour le pro-

blème (PV 1).

On prouve le théorème suivant

Théorème 3.2.1. [15] Soient K un sous ensemble compact non vide de

Rn, F une multi-application définie sur Rn à valeurs non vides compactes

dans Rn vérifiant les conditions suivantes

i) F est s.c.s., c’est à dire : ∀x, ∀ε > 0, ∃δ > 0 tel que |x−x′| ≤ δ =⇒

F (x′) ⊆ F (x) + εB.

ii) Il existe une fonction propre convexe s.c.i., V : Rn → R telle que

F (x) ⊂ ∂V (x), ∀x ∈ K.

iii) Soit P : K ⇒ K une multi-application s.c.i. de graphe fermé, suppo-

sons la condition tangentielle

∀x ∈ K, F (x) ∩ TP (x)(x) 6= ∅.
On obtient les résultats suivants

1. Si K est localement compact. Alors pour tout x0 ∈ K, il existe T > 0

tel que le problème (PV 1) admet une trajectoire viable et monotone

sur [0, T ].

2. Si F (K) est borné, alors il existe une trajectoire viable sur [0,+∞[.

Pour plus de détails sur ce résultat voir [15].

Énonçons d’abord un lemme qui est très utile dans la démonstration



3.2. Résultat de viabilité 43

Lemme 3.2.1. Supposons que les conditions du théorème 3.2.1 sont véri-

fiées, alors on a

(a) Si K est localement compact, alors il existe R > 0 tel que

K0 = K ∩ (x0 +RB) est compact. On pose T = R
‖F (K0)‖+1.

(b) Si F (K) est borné, on pose K0 = K ∩ (x0 +B + TF (K)).

Dans les deux cas on a ∀ε > 0, il existe une suite finie 0 = τ0 < τ1 < · · · <

τm−1 < T < τm telle que

τp − τp−1 < ε, ∀p = 1, . . . ,m,

et une suite {x0, . . . , xm} ⊂ K vérifiant

(1) Pour tout p = 1, . . . ,m, xp ∈ K0 ∩ P (xp−1).

(2) Il existe yp ∈ K0 (yp dépendant de xp), et vp ∈ F (yp), satisfaisant

‖xp − yp‖ < ε,
∥∥xp − xp−1
τp − τp−1

− vp−1
∥∥ < ε.

Remarque 3.2.1. La preuve est similaire à celle du théorème 2.5.1 du

deuxième chapitre.

Revenons maintenant à la démonstration du théorème 3.2.1, pour plus de

détails sur cette démonstration voir [12] et [15].

Démonstration. La démonstration se fait en 04 parties :

*/ Partie 01 : Pour k ∈ N, on pose εk = 1
k et considérons la famille de

paires τ pk et xpk, p = 0, . . . ,m(k), comme dans le lemme 3.2.1, on définit la

suite xk(.)k∈N par

∀t ∈]τ p−1k , τ pk ], xk(t) = xp−1k + (t− τ p−1k ) up−1k ,

où

up−1k =
xpk − x

p−1
k

τ pk − τ
p−1
k

.

On a xk(.) est définie sur [0, τmk ] ⊇ [0, T ].
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Fixons t, soit ]τ p−1k , τ pk ] un intervalle de la kème partition à laquelle t appar-

tient. On a

‖xk(t)− yp−1‖ ≤ ‖xk(t)− xp−1‖+ ‖xp−1 − yp−1‖

≤ |t− τ p−1k | ‖up−1‖+
1

k

≤ 1

k
(‖F (K0)‖+ 2),

et

‖x′k(t)− vp−1‖ ≤
1

k
.

Alors nous avons prouvé que pour tout t ∈]0, T [,

(xk(t), x
′
k(t)) ∈ gph(F ) + ε(k)(B ×B),

avec ε(k)→ 0 quand k →∞.

*/ Partie 02 : Convergence des suites

Par définition de (xk(.))k∈N on a les relations suivantes

~ ‖x′k(t)‖ = ‖up−1k ‖ < ‖F (K0)‖+ 1 (3.1)

~
∥∥xk(t)− x0∥∥ =

∥∥ p−2∑
i=0

hiui + (t− τ p−1k ) up−1k

∥∥
≤
∣∣ p−2∑
i=0

hi + t− τ p−1k

∣∣ (‖F (K0)‖+ 1
)

≤
∣∣τ p−1k + t− τ p−1k

∣∣ (‖F (K0)‖+ 1
)

≤ T
(
‖F (K0)‖+ 1

)
≤ R. (3.2)

Donc xk(t) ∈ K0 qui est compact.

Par conséquent en vertu de (3.1) et (3.2), on obtient (x′k(.))k est bornée

dans L2([0, T ],Rn) et pour tout t ∈ [0, T ], l’ensemble {xk(t), k ∈ N} est

relativement compact.
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~ (xk(.))k est lipschitzienne. (La preuve est similaire à celle du chapitre 02).

D’après le théorème d’Ascoli (théorème 1.5.2), il existe une sous-suite (encore

notée (xk(.))k) et une fonction absolument continue x : [0, T ] → Rn telles

que

1. xk(.) converge uniformément vers x(.)(
lim

k→+∞
‖xk − x‖ = 0

)
,

2. x′k(.) converge faiblement dans L2([0, T ],Rn).

De plus, on a x(.) prend des valeurs dans K0.

*/ Partie 03 : On démontre que la famille des solutions approchées

(xk(t))k vérifie la propriété suivante

Pour tout t ∈ [0, T ], il existe q ∈ {1, . . . ,m(k)}, telle que

lim
k→+∞

d
(
(xk(t), x

′
k(t)), gph(F )

)
= 0;

En effet, par construction de la suite (τ qk )k, il existe q tel que t ∈ [τ q−1k , τ qk [

et (τ qk )k converge vers t.

Vu que

x′k(t) = uq−1k ∈ F (xk(τ
q−1
k )) +

1

k
B,

alors

d
(
(xk(t), x

′
k(t)), gph(F )

)
≤ ‖xk(t)− xk(τ q−1k )‖+

1

k
,

ce qui implique

lim
k→+∞

d
(
(xk(t), x

′
k(t)), gph(F )

)
= 0. (3.3)

Comme xk(.) converge uniformément vers x(.) , x′k(.) converge faiblement

dans L2([0, T ],Rn) vers x′(.) et F est s.c.s., en appliquant le théorème 1.4.1

(théorème de convergence), on obtient x(.) est une solution du problème
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convexifié suivantx
′(t) ∈ co

(
F (x(t))

)
, p.p. sur [0, T ],

x(0) = x0.

Par conséquent, ∀t ∈ [0, T ], on a

x′(t) ∈ co
(
F (x(t))

)
⊂ ∂V (x(t)). (3.4)

Montrons que : lim
k→+∞

‖x′k‖L2 = ‖x′‖L2.

Comme t 7→ x(t), t 7→ V (x(t)) sont absolument continues, de la relation

(3.4) et du lemme 3.1.1, on trouve

d

dt
V (x(t)) =< x′(t), x′(t) > p.p. sur [0, T ].

Après une intégration sur [0, T ], il résulte

V (x(T ))− V (x0) =

∫ T

0

‖x′(s)‖2 ds. (3.5)

D’autre part, pour tout q = 1, . . . ,m(k)

x′k(t) ∈ ∂V (xk(τ
q−1
k )) +

1

k
B,

il existe bq ∈ B, tel que

x′k(t) +
1

k
bq ∈ ∂V (xk(τ

q−1
k )),

par définition du sous-différentiel on a, pour tout z ∈ ∂V (xk(τ
q−1
k ))

V (xk(τ
q
k ))− V (xk(τ

q−1
k )) ≥ < xk(τ

q
k )− xk(τ q−1k ), z >,

en particulier pour z = x′k(t) + 1
kbq, donc

V (xk(τ
q
k ))− V (xk(τ

q−1
k )) ≥

∫ τ qk

τ q−1k

< x′k(s), x
′
k(s) > ds

+

∫ τ qk

τ q−1k

< x′k(s),
1

k
bq > ds.
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En faisant la sommation sur q, on obtient

V (xk(T ))− V (x0) ≥
∫ T

0

‖x′k(s)‖2 ds+

m(k)∑
q=1

1

k

∫ τ qk

τ q−1k

< x′k(s), bq > ds

(3.6)

En passant à la limite pour k → +∞ dans la relation (3.6) et en utilisant la

continuité de la fonction V sur la boule B(x0, R), on obtient

V (x(T ))− V (x0) ≥ lim sup
k→+∞

∫ T

0

‖x′k(s)‖2 ds

L’inégalité (3.5) entraîne

‖x′‖2L2 ≥ lim sup
k→+∞

‖x′k‖2L2 (3.7)

par ailleurs, compte tenu de la semi-continuité inférieure de la norme, on

obtient la relation

‖x′‖2L2 ≤ lim inf
k→+∞

‖x′k‖2L2 (3.8)

on déduit alors à l’aide de (3.7) et (3.8) que

lim
k→+∞

‖x′k‖2L2 = ‖x′‖2L2.

c-à-d : (x′k(.))k converge fortement vers x′(.) dans L2 et par le théorème 1.5.3

on déduit qu’on peut extraire une sous-suite de x′k(.) qui converge presque

partout vers x′(.).

Compte tenu de (3.3), on conclut

d
(
(x(t), x′(t)), gph(F )

)
= 0

vu que le graphe de F est fermé, on trouve

x′(t) ∈ F (x(t)), p.p. sur [0, T ].
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*/ Partie 04 : Monotonie de la trajectoire

Soit t < s, s, t ∈ [0, T [, alors pour k assez grand, on peut trouver p > q tel

que

τ pk > τ qk

convergent vers s, t respectivement.

Alors par la définition de xpk et la transitivité de P , on trouve que

xk(τ
p
k ) = xpk ∈ P (xqk)

= P (xk(τ
q
k )),

c’est à dire (
xk(τ

q
k ), xk(τ

p
k )
)
∈ gph(P ).

Donc xk(τ pk ) et xk(τ qk ) convergent vers x(s) et x(t) respectivement, et comme

gph(P ) est fermé, on obtient

x(s) ∈ P (x(t)).

Puisque T est choisi indépendant de x0 dans le cas (b), nous pouvons étendre

la trajectoire monotone x(.) définie sur [0, T ] vers une trajectoire monotone

définie sur [0, 2T ], [0, 3T ]....

Par conséquent, il existe une trajectoire monotone x(.) définie sur [0,+∞[.

�

Maintenant, on énonce le résultat fondamental de viabilité, c’est un cas

particulier du théorème 3.2.1 pour P (x) = K, ∀x ∈ K.

Théorème 3.2.2. K un sous-ensemble de Rn, F une multi-application sa-

tisfait les conditions i), ii) du théorème 3.2.1 et la condition tangentielle

∀x ∈ K, F (x) ∩ TK(x) 6= ∅.

Alors on a
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1. Si K localement compact, alors il existe T > 0 et une solution du

problème (PV 1) définie sur [0, T ] avec x(t) ∈ K, ∀t ∈ [0, T ].

2. Si F (K) est borné, alors il existe une solution viable définie sur [0,+∞[.

Remarque 3.2.2. Pour la démonstration, il suffit de prendre P (x) = K,

∀x ∈ K dans la démonstration du théorème 3.2.1.



Conclusion

Dans notre travail, nous sommes intéressées à étudier l’existence de so-

lutions viables pour une inclusion différentielle du premier ordre dans le cas

convexe et non convexe. Dans le premier cas le résultat est obtenu en utilisant

la convergence uniforme de la suite des solutions approchées et la convergence

faible de sa dérivée plus un théorème de convergence du à J. P. Aubin et A.

Cellina.

Cependant, dans le cas non convexe, on a supposé que le second membre

est inclus dans le sous différentiel d’une fonction propre convexe s.c.i.. Ce

qui nous a permis à démontrer la convergence forte de la suite des dérivées,

et faire appel à la fermeture de graphe de la multi-application pour assurer

l’existence de la solution.

Ce type de problème qu’on a étudié a connu plusieurs généralisations. Des

auteurs ont étudié le problème d’ordre supérieur, certains ont considéré le

problème perturbé, d’autres résultats ont été obtenu dans le cas ou F est

incluse dans le sous différentiel d’une fonction V non convexe, le problème

avec retard été également étudié ( c-à-d : la solution est définie sur l’intervalle

[−σ, T ], σ > 0).
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