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Introductionl

L’objectif de ce travail est ’étude de la viabilité des solutions pour une
inclusion différentielle du premier ordre. Depuis les années 80, s’est déve-
loppée a partir de 'analyse multivoque, la théorie de viabilité, elle occupe
une place importante grace a son champ d’application a diverses disciplines :
(’économie mathématiques, la théorie des jeux, théorie de controle, 'opti-
misation, ...). Pour obtenir une solution viable, celle qui vérifie z(t) € K
ou K est un sous ensemble fermé, on doit ajouter aux conditions assurant
'existence de solutions, une hypothese supplémentaire dite condition de tan-
gence ou condition tangentielle. Le probléme de viabilité pour des équations
différentielles a été résolu pour la premiére fois par "Nagumo" [13] en 1942,
et depuis il a connu une trés large extension. Ce résultat a été étendu au cas
multivoque qui est 'objet de notre travail.

Notre mémoire est structuré en trois chapitres comme suit :
Le premier chapitre est consacré aux définitions, notions et résultats qui nous
serviront tout au long de ce travail, citons entre autres : quelques concepts
d’analyse convexe, topologie faible et faible® et des généralités sur les multi-
applications.
Nous présentons dans le deuxiéme chapitre un travail de J. P. Aubin et A.

Cellina |2]. Ces derniers ont prouvé 'existence de solutions viables pour une
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inclusion différentielle du premier ordre de la forme suivante
2'(t) € F(x(t)) p.p. Vte[0,T],
(PV) < 2(0) = o,

2(t) € K vt € [0, 77,

ou F': K = H est semi continue supérieurement a valeurs compactes
convexes (K un fermé de H).
Dans la plupart des travaux concernant les inclusions différentielles, dont le
second membre est une multi-application seulement semi-continue supérieu-
rement, la convexité et la compacité s’avérent des conditions incontournables.
Dans la littérature, si F' est une multi-application définie de K a valeurs com-
pactes convexes non vides dans H, alors d'une maniére abstraite, une solution
viable est obtenue en ajoutant aux conditions entrainant l’existence de so-
lutions, une hypotheése sur la direction du champ multivoque dite condition

tangentielle de type
F(x)NTk(x) £

tel que

@ =N U <%(K—x)+s§>

e>0a>00<h<a

Tk (x) : désigne le cone contingent de Bouligand & K en x.

Les techniques de démonstration reposent sur la méthode d’Euler : on construit
une suite de solutions approchées et via le théoréme d’Ascoli-Arzéla, on
montre qu’on peut en extraire une sous-suite qui converge vers une solu-
tion de notre probléme.

Dans le dernier chapitre, on s’intéresse a l'existence de solutions viables en

I’absence, en général de la convexité du second membre.
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Le probléme étudié est de la forme
2'(t) € F(x(t)) p.p. ¥Vt €0,T],
(PV1) 9§ z(0) = a,

z(t) € K vt € [0, T,

tel que F' est une multi-application semi continue supérieurement de K &
valeurs dans un sous ensemble compact de R" et il existe une fonction V

propre convexe semi continue inférieurement, V' : R” — R telle que F(x) C

OV (x), Vo € K, ou OV est le sous-différentiel de V.



Chapitre 1

Préliminaires et résultats auxihiaires

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques définitions, notions et résul-
tats fondamentaux qui seront trés utiles dans notre travail.
Nous commencons par des définitions de quelques espaces utiles, ensuite on
définit la topologie faible et faible étoile, puis on donne quelques concepts
d’analyse convexe et on termine par une partie sur des notions d’analyse

multivoque et quelques résultats classiques.

1.1  Quelques espaces

Pour plus de détails voir [7],[9] et [14].

1.1.1 Espace métrique

Définition 1.1. (Distance) On considére un ensemble E, on appelle dis-
tance sur B une application d: E x E — R, vérifiant les trois propriétés

suivantes
1.dx,y) =0 x=y, Ve, y e F

2' d(x7y) = d<y7x)7 vx?fU E E
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3. d(x,y) < d(x,2) +d(z,y), V,y,z € E.

Définition 1.2. (Espace métrique) Soit E un ensemble muni de la dis-

tance d, alors (E,d) s’appelle un espace métrique.

Définition 1.3. Soit (E,d) un espace métrique. Si x est un point de E et

A une partie de E alors on a

d(x, A) =inf{d(x,y), y € A}.

1.1.2 Ensemble compact-Espace compact-localement compact

Définition 1.4. Soit T un espace topologique.

» Un recouvrement de T est une famille (A;)iez de parties de T telle que

i€T
Si de plus T est un ensemble fini, on dit que (A;)ier est un recouvrement fini

de T.

» Soit (A;)iez un recouvrement de T, si J C I tel que T = |J Aj, on dit
jeJ

que (Aj) ez est un sous-recouvrement de (A;)ier.

» Un recouvrement ouvert de T est une famille d’ouverts (U;)iez telle que

1€l
Définition 1.5. Soient (E,d) un espace métrique, A C E. On dit que A
est compact si de tout recouvrement ouverts de A on peut extraire un sous
recouvrement fini c’est a dire, si (U;);ez est une famille d’ouverts de A telle

que A C |JU;, alors il existe un sous ensemble fini J C T tel que A C |JU;.
i€l 1eJ

Définition 1.6. Soient (E,d) un espace métrique, A C E.
-On dit que A est compact si toute suite d’éléments de A admet une sous
suite convergente dans A.

-On dit que A est relativement compact si A est compact dans E.
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Théoréme 1.1.1. Un espace T est dit localement compact s’il est séparé et

st tout point de cet espace posséde une base de voisinage.

Exemple 1.1.1. Dans R", les parties relativement compactes sont les parties

bornées.

Remarque 1.1.1. > Une partie relativement compacte d’un espace T est

un sous-ensemble M de T inclus dans une partie compacte de T .

Remarque 1.1.2. > Dans un espace vectoriel de dimension finie, les par-
ties compactes sont exactement les parties fermées et bornées.
> Dans un espace vectoriel topologique séparé, les parties relativement com-

pactes restent bornées, mais la réciproque est fausse.

1.1.3 Espace de Hilbert

Définition 1.7. Soit X un espace vectoriel. Un produit scalaire < w,v >
est une forme bilinéaire de X x X dans R, symétrique, définie positive (i.e.

<u,v>>0, Vue X et <u,u>>0 siu+#0).

Définition 1.8. Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d’un

. . . 1
produit scalaire < w,v > et qui est complet pour la norme < u,u >2.

Exemple 1.1.2. R" est un espace de Hilbert.

1.2 Topologie faible-faible*

Pour plus de détails sur cette section voir |7].
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1.2.1  Topologie faible

Soient Y un espace de Banach et f € Y/, Y’ est le dual de Y.
On désigne par s : Y — R Tlapplication définie par pf(x) =< f,x >.
Lorsque f décrit Y, on obtient une famille d’applications (¢y)sey: de Y
dans R.

Définition 1.9. La topologie faible o(Y,Y') est la topologie la moins fine

sur'Y rendant continues toutes les applications (¢f) ey

Définition 1.10. Soit (x,), une suite de R. On définit les limites inférieure

et supérieure de (x,), comme suit

liminf x, = sup(inf xi)
n—00 neN k>n

limsup x, = inf(sup ).
n—00 neN k>n

Proposition 1.2.1. Soit (x,),en une suite de Y. On a
1.z, —=xpouroYVY) <= < fix,>—> < fix>VfeY
2. Six, — x alors x, — x pour o(Y,Y’).
3. Six, — x pourc(Y,Y"), alors ||x,|| est bornée et ||z| < liminf ||z,
n—-+oo
4. Sixy, — x pour o(Y,Y') et si f, — f dans Y’, alors

< foyTp > — < f,x >

1.2.2 Topologie faible*

On va définir maintenant la topologie faible* que I'on note o(Y”,Y"). Pour
chaque z € Y on considere 'application ¢, : Y’ — R définie par
f = p.(f) = < f,z >. Lorsque x parcourt Y on obtient une famille d’ap-

plications (¢ )zey de Y’ dans R.

Définition 1.11. La topologie faible* désignée aussi o(Y',Y') est la topologie

la moins fine sur'Y' rendant les applications (pg)zey -
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Proposition 1.2.2. Soit (f,)nen une suite de Y'. On a
1. fo > fpouro(Y')Y) <<= < fr,o> — < f,oa >Vr €Y.
2. 8i f, = fpour o(Y',Y), alors || f,|| est bornée et ||f]| < liminf | fall-
n——+0o0

3. Si f, = fpour o(Y',Y) et si x, — x fortement dans Y, alors

< foyxn>— < fix>.

1.3 Quelques concepts d’analyse convexe

Dans cette section nous présentons quelques notions et résultats élémen-
taires d’analyse convexe.

Pour plus de détails pour cette section voir [2], [4], [7] et [16].

1.3.1 Ensembles convexes

Soit X un espace vectoriel.

Définition 1.12. Un sous ensemble M C X est dit convexe si pour tout

z,y € M, VA €[0,1] on a
A+ (1=NyeM
c’est a dire le segment reliant x a y reste dans 'ensemble M .

Définition 1.13. (Enveloppe conveze) Soit A C X. On appelle enveloppe
convere de A qu’on note co(A) lintersection de tous les sous ensembles

convexes contenant A, c’est le plus petit convexe contenant A.

Définition 1.14. (Enveloppe convexe fermée) L’ enveloppe convexe fer-
mée de A C X qu’on la note co(A) est le plus petit conveze fermée de X
contenant A. Donc c’est lintersection de tous les sous ensembles convezes

fermés de X contenant A.
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1.3.2 Fonctions convexes

Définition 1.15. (Domaine effectif) Soit f : X — R, on appelle domaine
effectif de f ’ensemble défini par

Dom(f)={x € X : f(z) < +oc}.

Définition 1.16. Soit f : X — R, on dit que f est convexe si pour tout
x,y € Dom(f) et pour tout A € [0,1] on a

fAz+ (1 =XNy) < Af(z)+ (1= N)f(y).

Définition 1.17. (Fonction propre) La fonction f est dite propre si et
seulement si f(x) # —oo, Vo € X et f # +oo (i.e., il existe xy €

X, f(zo) # +00).

Définition 1.18. (Fonction indicatrice) Soit A un sous ensemble de X,
la fonction indicatrice notée 14 et définie par
IA X — R
0 x €A,
x> Tg(z) =

+oo x ¢ A.

Proposition 1.3.1. La fonction indicatrice 14 est une fonction convexe si

et seulement si1 A est un ensemble conveze.

1.3.3 Autres concepts

Définition 1.19. (Fonction conjuguée) Soit X un espace vectoriel normé,
X' son dual topologique et f une fonction définie sur X o valeurs dans R.

On définit la conjuguée de f par

[ (x) = sup[< 2,2 > —f(x); x € X], pour tout 2/ € X'.
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Définition 1.20. (Fonction support) Soient X un espace vectoriel, A C
X, on appelle fonction support de A notée par Iy(.) la fonction définie sur

X' par

I X' —-R

v — [(z) =sup < 2,1 >,
r€A

c’est la fonction conjuguée de la fonction indicatrice I4.

e Continuité- Semi-continuité inférieure-supérieure d’une fonction

Définition 1.21. (Fonction absolument continue) Soient Y un espace
de Banach, I = o, 5] un intervalle de R. Une fonction f : 1 — Y est
dite absolument continue si Ye > 0, 30 > 0 tel que pour toute partition

dénombrable de l'intervalle I par des intervalles disjoints |ouy, By vérifiant

Y (Br—ax) <d ona

k

Z 1f(Br) — flau)|| <e.
k

Théoréme 1.3.1. Une fonction f : I — Y est dite absolument continue si

et seulement si elle est lintégrable de sa dérivé, c’est a dire

5
£(9) = f(e) = [ (s) as.
«
De plus une fonction absolument continue est dérivable presque partout.

Remarque 1.3.1. > Une fonction absolument continue est continue.

Définition 1.22. (Fonction lipschitzienne ) Une fonction f : E — R
définie sur un espace métrique (E,d) est dite lipschitzienne (continue lip-

schitzienne) de rapport k s’il existe k € Ry tel que

‘f(xl) - f($2)| <k d(fE1,$2), Vai,x90 € E.
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Remarque 1.3.2. > Une fonction lipschitzienne est absolument continue.

Définition 1.23. Soient T un espace topologique, f : T — R.
e On dit que f est semi-continue inférieurement au point xo € T si et

seulement si pour tout o« € R, avec f(xg) > «, l'ensemble

{r eT/f(x) > a}

est un ouvert de T .
x [ est dite s.c.i. sur T si elle est s.c.i. en tout point de T .
e On dit que f est semi-continue supérieurement au point xo € T si et

seulement si pour tout o € R, avec f(xy) < «, l’ensemble

{r eT/f(x) <a}

est un ouvert de T .

x f est dite s.c.s. sur T si elle est s.c.s. en tout point de T .

Remarque 1.3.3. > On dit que la fonction f est s.c.s. si et seulement si

la fonction (—f) est s.c.i..

Proposition 1.3.2. Soit T espace topologique, une fonction f : T — R est

dite s.c.i. au point ty € T si est seulement si lign %nf f(t) > f(to).
—o

Proposition 1.3.3. Soit T espace topologique, une fonction f : T — R est

dite s.c.s. au point tg € T si est seulement si limsup f(t) < f(to).

t—to

Proposition 1.3.4. Soit A C X un sous ensemble non vide convexe. La
fonction indicatrice 14(.) est une fonction propre convexe s.c.i. sur X si et

seulement si A fermé dans X.

Remarque 1.3.4. > Toute fonction continue est s.c.i..
> Une fonction f est continue si et seulement si les fonctions (f) et (—f)

sont s.c.1..
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1.4 Quelques notions d’analyse multivoque

L’analyse multivoque est une branche trés importante en mathématique,
dans cette section on donne quelques définitions et notions élémentaires sur
I’analyse multivoque.

Pour plus de détails sur cette partie voir [2] et [10].

1.4.1 Multi-applications
e Définitions générales

Définition 1.24. Soient X, Xy deux ensembles non vides. On dit que I
est une multi-application de Xy dans Xo st pour tout x € X elle associe un

ensemble F(x) de Xo. Et on note

FIX1:§X2
z— F(x)

Définition 1.25. Soit F : X1 = Xy une multi-application, on définit
» Le domaine effectif : est noté D(F) et définie par

D(F)={xz € X;: F(x) # 0}.
» L’image : est notée Im(F) et définie par

Im(F)= | F(z)={y€ Xy, 3z D(F), ycF(x)}
x€D(F)

» Soit A C Xi. On appelle image de A par F qu’on note F(A) le sous
ensemble de Xo défini par

FA)=|JF(@)={yeX,, 3ucA yecFA)}

reA



1.4. Quelques notions d’analyse multivoque 17

» Le graphe : est noté gph(F) et défini par
gph(F) = {(z,y) € X1 x Xy : x € D(F), y € F(z)}.
» La norme : est notée | F|| et donnée par

||l = sup |lyl|-
yeF(z)

Définition 1.26. La multi-application inverse est notée F~1 et définie par
l7_11 )Qgij )(1
y e F7(y)

avec

yc F(r) e xzecFly)
Remarque 1.4.1. [l est facile de voir que
> D(F™1) = Im(F).
> Im(F~') = D(F).

e Quelques opérations sur les multi-applications

Définition 1.27. Soient X1, Xy deur ensembles non vides, F et G deux
multi-applications (F, G : X1 = X5).
On définit les opérations suivantes
» L’union :
FuG: X1 = X2
r— (FUG)(x) = F(x) UG(x).
» L’intersection :

FﬂGZXlziXQ
r— (FNG)(x) = F(x) NG(x).
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» Le produit cartésien :

FXGIX1:§X2XXQ
r— (F xG)(r) = F(z) x G(x).

» La composition : Soit A un autre ensemble tel que F': A = X,
et G : X1 = X2.

GoF : A = X,
Lt (GoF)(t)=G(F({t) = ] G).

1.4.2 Continuité des multi-applications
e Semi-continuité supérieure (s.c.s.)

Définition 1.28. Soient T; et Ty deux espaces topologiques et soit F : T{ =
To une multi-application.

On dit que F' est s.c.s. au point ty € Ty, si pour tout ouvert V de Ty tel que
F(ty) C V, il existe un voisinage 2 de to, (i.e. Q € V5, (to)) tel que

F(t)cV, Vteq.
x On dit que F' est s.c.s. sur Ti st elle est s.c.s. en tout point de T;.

Proposition 1.4.1. Soient (Ey,d), (Es,d') deux espaces métriques, F :
FEy = Ey une multi-application a valeurs fermées, (F(x) fermé de Ey, Vx €
Ey).

x 91 F' est s.c.s. sur Ey alors le graphe de F' est fermé.

Proposition 1.4.2. Soient T, To deux espaces topologiques, tel que Ty est
compact et soit F':Ti = Ty une multi-application.

x Si le graphe de F' est fermé alors F' est s.c.s. sur 7.
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Proposition 1.4.3. Soient (Ey,d), (Fs,d') deuz espaces métriques, F :
Ey = E5 une multi-application s.c.s. a valeurs compactes.

x Si By est un espace compact, alors F(Ey) est compact.

e Semi-continuité inférieure (s.c.i.)

Définition 1.29. Soient T; et Ty deux espaces topologiques, F' : Ti = T
une multi-application.

On dit que F est s.c.i. au point tg € T1, si pour tout ouvert V' de Ty tel que
F(to) NV # 0, il existe un voisinage 2 de ty, (i.e. Q € V5 (to)) tel que

Fi)NnV #£0, Vt € T.
x On dit que F' est s.c.i. sur J{ si elle est s.c.i. en tout point de Tq.

Proposition 1.4.4. Soient (Ey,d), (Es,d') deux espaces métriques, F :
E1 = Ey une multi-application.

F est s.c.i. au point vy € Ey si et seulement si pour toute suite (), C Ei
tel que n]l_{g@ T, = xg et pour tout yo € F(xg), il existe une suite (y,)n, C Eo
tel que y,, € F(x,) et n11_>1r010 Yn = Yo-

Proposition 1.4.5. Soient (E1, d), (Ey, d') deuz espaces métriques, F : Fy =

E5 une multi-application. St F' est s.c.i., alors la fonction

fZ(E1><E2)—>R

est s.c.s..

Remarque 1.4.2. > Une multi-application est continue en un point si
elle est s.c.s. et s.c.i. en ce point.
> Une multi-application est continue sur un ensemble A si elle est conti-

nue en tout point de A.
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e Hémi-continuité supérieure (h.c.s.)

Définition 1.30. Soient T, Ty deux espaces topologiques muni de la topo-
logie faible et F' : Ty = Ty une multi-application.
On dit que F est h.c.s. en xq si pour tout (t,t') € (T1,7T5), (T, est le dual

de Tz) la fonction I, (t') est semi-continue supérieurement en xo.

Proposition 1.4.6. Tout multi-application semi-continue supérieurement
définie de Ty a valeurs dans Ty qui est muni de la topologie faible est hémi-

continue supérieurement.

1.4.3 Théoréme de convergence

Théoréme 1.4.1. [2] Soit F' une multi-application définie de W a U tels que
W est un espace de Hausdorff (séparé) localement convexe et U un ensemble
fermé convexe contenant dans un espace de Banach.
Soient F h.c.s., I un intervalle de R, xi(.) et yi(.) (k € N) sont des fonctions
mesurables définies de I a W, U respectivement satisfairont
e pour tout t € I, ¥ V un voisinage de 0 dans (W x U), il eziste
ko = ko(t, V') tel que

si on a

i. x(.) converge vers x(.) avec x définie de I a valeurs dans W,

ii. y(.) varie dans L*(I,U) et converge faiblement vers y(.) € LY(I,U).
Alors on a pour tout t € I, (x(t),y(t)) € gph(F).
C’est a dire

y(t) € F(x(t)).
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1.4.4 Sous différentiel d’une fonction

Les fonctions convexes ne sont pas nécessairement différentiables sur
leurs domaines.
Dans cette partie, on parle d'un nouveau concept qui permet de généraliser
la notion de différentiabilité : sous-différentiel.

Pour plus de détails sur cette partie voir [4].

Définition 1.31. Soient X un e.v.n., X' son dual, f est une fonction propre
conveze (f : X — R). Le sous-différentiel de f en x est une multi-application

de X a valeurs dans X' définie par
of : X = X'
v O0f(x)={d e X', f(x)— fly) <<z —y,2 >, Vye X},
et donc le sous-différentiel est donné par [’ensemble
Of(x) ={2" e X', f(z) - fly) S <z—ya'> VyeX} (L)

Un élément &' du sous différentiel (' € Of(x)) est appelé sous gradient de

f enx.

Remarque 1.4.3. > D’apres la relation (1.1), il est clair que Of est un

sous ensemble convexe fermé de X',

> Si f: X = R telle que f(x) = +oo et f # +oo alors Of (x) # 0.

Définition 1.32. (Céne normal ) Soit K un sous ensemble fermé convexe

de X, le cone normal de K en x, noté Nk (x) et défini par
Ng(x)={2" e X', <22 —u>0, Vu e K},

Remarque 1.4.4. > On écrit ce cone en terme d’une fonction indicatrice

comme suit

NK(SC) = 8IK(x), Vo € K.

Ou : Ik (x) la fonction indicatrice de l'ensemble K en x.
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1.5 Quelques résultats classiques

Définition 1.33. Soient (Ey,d), (Es,d") deux espaces métriques, F(Ey, F»)
l’espace de toutes les applications f : By — Ey et S un sous ensemble de

F(E4, Es). On dit que S est équi-continu au point x € Fy si
Ve >0, 30 >0, Yo,y € By, d(z,y) <d = VfeS d(f(x),f(y) <e.

Théoréme 1.5.1. (Théoréme d’Ascoli-Arzela)[2] Soient (Ey,d) un es-
pace métrique compact, (Es,d’) un espace métrique complet et S un sous
ensemble de C'(Ey, Es), Uespace des applications continues définies sur Ey a
valeurs dans Ey, muni de la topologie de la convergence uniforme. Alors S

est relativement compact si et seulement st

1. .S est équi-continu,

2. pour tout x € Ey, S(x) ={f(x)/f € S} est relativement compact.

Théoréme 1.5.2. (Conséquence du théoréme d’Ascoli-Arzela) 2]
Soit (zy)r une suite de fonctions absolument continues définies sur un
intervalle I de R a valeurs dans un espace ) de dimension finie telle que

1.Vt e I, {xg(t)}r est relativement compact de Y,

2. il existe une fonction positive ¢ € L'(I,Ry), || z}.(t) |< c(t), p.p. sur L.

Alors il eziste une sous-suite (notée encore (xy)y) et une fonction absolument

continue x : I — Y telles que

(1) (k) converge uniformément vers x sur un ensemble compact de I,

(4i) (x,)r converge faiblement vers x’ dans L'(I,)).

Démonstration.

*Montrons (i) : On a la suite (z); est équi-continue c-a-d :

Ve > 0, 377 > 0, th,tg el |t1—t2| <n= Hl’k(tl)—xk(tg)l‘ <e, Vk € N.
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En effet, par hypothése les fonctions (x)r sont absolument continues, par

suite on a
t+6
|k (t — 0) — x(t +0)|| = ‘ / x,.(s) ds
t—6
46
< [l ds
t—6
46
< / c(s) ds
t—6
<e€
Car

ce L'(I,R,)

(ce LMI,R,)=Ve>0,Vtel, 36 >0: ff;c(s)ds §5>.

Il suffit de prendre n = §, t; =t — 0 et to =t + §, donc la suite (xy)x est
équi-continue.

Comme pour tout t € I, (zx(t))x est relativement compacte, via le théoréme
d’Ascoli-Arzelad on a (xy); est relativement compacte dans C'(1, ), muni
de la topologie de la convergence uniforme, on peut alors lui extraire une sous-
suite qu’on note aussi (xy)x converge uniformément vers x € C(I,)).

*Montrons (ii) : On pose pour tout t € I : wy(t) = zc?“(g), par conséquent

|lwi(t)|| < 1 alors wy appartient & la boule unité fermée de L>*(1,)) qui
est faiblement™ compact, donc on peut extraire une sous-suite qu’on notera
aussi (wg)x qui converge faiblement™ vers une fonction w € L*(I,)).

- La convergence de (wy,);, vers w nous permet d’écrire pour z € LY(I,))
que

< W, 2 >—< W, 2> .
k—o0
Soit ¢ € L(1,))
< x> =< cwy,d >

=< Wk, Cgb >,
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nous avons
¢ € L>(,Y) et ce L'I,R,),
donc
cp € L'(I,D),
et alors

< Tp, O >=< wy, cp > —>< w,cp >
k—o0
=< cw,p > .

C’est a dire () converge faiblement dans L'(1,)) vers la fonction cw = v,

et par suite, pour tout t1,%2,5 € I on a
ta
lim < 2}, ¢ >=<v,¢ > = lim 21.(8)P(s) ds

k—o00 k—o00 ¢
1

_ / ? o(s)b(s) ds.

ty

En particulier pour ¢(s) = 1, Vs € I, vu que xj est absolument continue

alors

lim (24(f2) — 24(t1)) = / “o(s) ds

k?—>OO tl
donc

2(ts) — 2(t) :/20(8) ds.

ty
On conclut que x est absolument continue et

2(ts) — 2(t) :/233'(5) ds.

tq
Do, 2’ = v, p.p. alors (z},) converge faiblement vers z'. |

Théoréme 1.5.3. (Théoréeme d’intégration) [7] Soient U un ouvert de
R™ (fn)n une suite de LP et f € LP tels que || f,, — fllzr — 0, alors il existe
une sous-suite extraite (fy, )i, telle que

1. fo.(x) = f(z) p.p. surU,

2. | fa(@)| < g(x) p.p. surU, Yk € N, avec g € LP.



Chapitre 2

Résultat de viabilité d’une inclusion
différentielle du premier ordre dans le

casS convexe

Un probleme de viabilité est de prouver 'existence d’une solution viable

pour le probleme de Cauchy suivant

'(t) € F(z(t)) p.p. sur [0,T],
(PC)
z(0) = xy.
C’est & dire : on cherche des solutions pour le probléeme (PC) appartenant
a un ensemble K avec la valeur initiale x( est aussi dans K, tel que K est

un sous ensemble d’un espace de Hilbert H.

Ce chapitre est consacré a I’étude du probléme suivant

(

2'(t) € F(x(t)) p.p. sur [0,T],
(PV) S z(0) =1 € K,

z(t) e K vVt € 10,77,
\
avec F' est une multi-application h.c.s. définie de K & valeurs convexes, com-

pactes dans H.

25



2.1. Le cone contingent de Bouligand 26

Nous présentons le résultat d’existence des solutions viables pour cette inclu-

sion différentielle du premier ordre obtenus par : J. P. Aubin et A. Cellina.

2.1 Le cone contingent de Bouligand

Différents cones contingents, comme le cone contingent de Bouligand, le
cone contingent de Clarke ..., jouent un role important dans I’analyse non
lisse, la théorie du controéle, la théorie de la viabilité . ...

Dans le cas d’ensembles convexes, ces cones coincident et sont appelés les
cones contingents.
Dans tout ce qui suit, K est un sous ensemble non vide fermé de H.

Pour plus de détails pour cette section voir [5] et [16].

Définition 2.1. (Céne) Soient H un espace de Hilbert, L un sous ensemble

non vide de H. On dit que L est un cone si
Vee L, Va >0, ar € L.

Définition 2.2. Le cone contingent de Bouligand a K en x noté par Tk (x)
et défini par
1 —
ey =N U (E(K—a:) +EB> |
e>0 a>0 0<h<a
Définition 2.3. D’une maniére équivalente, on dit que v € Tk(x) si et

seulement si Ve >0, Ya > 0, Ju € v +¢eB, 3h €]0,a] tel que
r+ hu € K.

Remarque 2.1.1. I est clair que
>Ty(x) = H et Ty(x) = 0.
>Tk(x) est un cone fermé .

> Six € Int(K), alors Tix(x) = H.



2.1. Le cone contingent de Bouligand 27

>Ve € K on a Tk(x) = Tx(x), donc on peut parler de Tx(x) méme si
(r €K etz ¢ K).

Proposition 2.1.1. (Caractérisation par la fonction distance)

On dit que v € Tk (x) si et seulement si liminf 3d(z + hv, K) = 0.

h—0*+

Démonstration.
=)

Soit v € Tk (), donc Ve > 0, Vo > 0: Ju € v+ B, 3h €]0,a] tel que
x+ hu e K.

Par conséquent

d(x + hv, K)
h

1
< EH:UJr hv — (z + hu)||
= [Ju—

<e...car (u—v) € eB.

donc

d hv, K
Ve >0, 0 < sup inf (x+ hw, K) <e.
a>0 h<a h

Par passage a la limite quand e tend vers 0, on obtient

1
lim inf Ed(x + hv, K) = 0.

h—0+

<) On a d’une part,

! K
liminf —d(z 4+ hv, K) = sup inf d(z + hv, K)

h—s0t h a>0 h<a h

=0

alors

d(x + hv, K) <€
h -2

Ve > 0, Va > 0, dh < « tel que
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D’autre part, par la caractérisation de la borne inférieure, il existe y. € K
tel que
d(x + hv, d(x + hv, K €
( ve) _ ) |

h h 2’

il vient que

d(x + hv,y.) _.

Par conséquent

Ys — X

qu =
¢ h

cv+eB tlquez+hu=1y. € K.

Proposition 2.1.2. (Caractérisation par des suites)
On dit que v € Tk (x) si et seulement s’il existe une suite (hy,)nen de termes
positifs et il existe une suite (u,), € H, vérifiant
1. lim u, = v.

n—oo

2. lim h, =0.

n—oo

3.Vn >0, v+ hyu, € K.

Proposition 2.1.3. Soit K un sous ensemble fermé de H, pour tout y,v €

H on a

liminf £ (d(y + ho, K) — d(y, K)) < d(v, T (7x (1))

avec Tk (y) est la projection de y en K donnée par
mx(y) ={z € K, d(y,x) =d(y, K)}.

Démonstration.

*/ Etape 01 : Soit y € K, pour tout v’ € T (y) on a

d(y + hv, K) < hd(v,v") + d(y + ', K),
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en effet
d(y + hv, K) = inf ||y + hv — 2|
zeK
= inf ||y + hv + hv' — ' — 2||
zeK
< inf ||y + ' — z|| + ||hv — hY'||
zeK
=d(y+ h', K) + hd(v,v").
Alors

1
lim inf Ed(y + hv, K) < d(v,)

h—0+
= inf{d(v,v")/v" € Tk (y)}
= d(v, Tk (y)).
*/ Etape 02 : Pour tout y € H et soit € mx(y) on a

Ld(y + ho, K) — d(y, K)) < %(Hy +ho — (z+ )| + d(z + hv, K) — d(y, K))

h
= (rey) + d(x + o, K) — iy KO)
= %d(az + hv, K)...car x € mg(y).
D’aprés Iétape 01, en particulier pour y = x € mx(y) C K on a
i inf %(d(y o, K) — d(y, K)) < d(v, Te(2)).

En fin comme x est varié dans 7 (y), on obtient I'estimation suivante

h}{l_l)(i)l}f +(d(y + ho, K) — d(y, K)) < d(v, Tg (x (y))).

2.2 Trajectoire viable

Définition 2.4. Soit K un sous ensemble de H. S’il existe T" > 0 tel que

pour tout t € [0,T[, x(t) € K alors on dit que t — x(t) est une trajectoire
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viable sur [0, T.

2.3 Caractérisation d’une relation d’ordre par une multi-

application

Définition 2.5. Soit K un sous ensemble de R". Une relation d’ordre no-
tée =, est une relation réflexive et transitive, se caractérise par la multi-

application P, P : K = K définie par

Vee K,P(z)={ye K :y<uz}

Proposition 2.3.1. Soit K un sous ensemble de R™. La multi-application
P satisfait

1. Ve € K, x € P(x) (réflexive ).

2.Vx € K, Yy € P(x), P(y) C P(x) (transitive).
Inversement, si P est une multi-application de K a K satisfait 1. et 2., alors

la relation y < x définie par y € P(x) est une relation d’ordre sur K.

2.4 Condition tangentielle

Soient H un espace de Hilbert, K C H.

Définition 2.6. Soit F' : K = H est une multi-application, la condition

tangentielle est donnée par

F(x)NTg(x) #0, Vo € K|

Définition 2.7. En terme équivalent, la condition tangentielle peut s’écrit

comme suit

1
Ve € K, Jv € F(x) tel que ligninf Ed(m + hv, K) = 0.

—0t
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Proposition 2.4.1. Soit F' une multi-application s.c.s. de K C R™ a valeurs
compactes convezres dans R".

Si pour tout vy € K, il existe T > 0 et une trajectoire viable sur [0, 7]
pour l'inclusion différentielle ' € F(x) avec la valeur initiale xq, alors la

condition tangentielle

Ve e K, F(x) NTg(x) #0

est satisfaite.

2.5 Résultats de viabilité

Dans cette section, on s’intéresse a l'existence de solutions viables pour
le probléme (PV). Nous présentons un résultat fondamental de J. P. Aubin et
A. Cellina [2] dans lequel la condition tangentielle représente une condition

suffisante.

Théoréme 2.5.1. (Théoréme général de viabilité ) Soient K C H, F
une multi-application h.c.s. de K dans H, a valeurs compactes convexes

vérifiant la condition tangentielle donnée par
Vo € K, Flz) N Tp () # 0.

ou P: K = K est une multi-application s.c.i. de graphe fermé. On a donc
1. Si K est localement compact, alors Vzy € K, 3T > 0 tel que le pro-
bleme (PV) admet une solution viable sur [0, T[. De plus

Vt, Vs > t, x(s) € P(x(t)).

2. Si K est compact ou dim H < oo et F(K) est borné, alors il existe

une solution viable du probleme (PV) définie sur [0, 4o00.
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Théoréme 2.5.2. (Théoréme de viabilité ) Soient H un espace de Hilbert,
K C H et F: K = H une multi-application h.c.s., a valeurs compactes
convexes. Supposons que F' satisfait la condition tangentielle, alors on a
1. St K est localement compact alors Vxy € K, 3T > 0 tel que l'inclusion
différentielle (PV') admet une trajectoire viable (une solution wviable)
définie sur [0, 7.
2. Si K est compact ou dim H < oo et F(K) borné alors Vxy € K, il

eziste une trajectoire viable du probleme (PV') définie sur [0, +o0].
Maintenant on donne la démonstration du théoréeme 2.5.1.

Démonstration. La preuve se fait en 06 parties :
*/ Partie 01 : Soient K C H, zp € K on a
(1) Si K est localement compact, alors il existe r > 0 tel que
Ky = K N (29 + rB) est compact. On pose T =
(2) Si K est compact, Ky = K et T = oc.

,
[ F'(Ko)l[+1

(3) Si F(K) est borné et dim H < oo, nous prenons T' > 0 arbitrairement
et on pose Ky = K N (z9+ B+ TF(K)).

* / Partie 02 : Posons C' = F/(Ky) -+ B, qui est un ensemble borné. Vy € K,

on peut trouver h, < %, k € Net v, € F(y) qui vérifient en vertu de la

condition tangentielle

h
d(y + hyvyap(y)) < i

Considérons le sous ensemble
h
N(y) ={z € H,d(z + hyv,, P(x)) < i}

Comme la multi-application P est s.c.i., on sait d’apres la proposition 1.4.5
page 19 que la fonction x — d(x + hyv,, P(x)) est s.c.s., ce qui implique que

N(y) est un ouvert.
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De plus comme y appartient & N(y), il existe une boule B(y,n,) de rayon
ny < % contenue dans N(y). Ce qui implique que le sous ensemble compact

Ky admet un recouvrement par un nombre finie q de boules notés par

B(yj7nyj)7 ]: 17"'7(]'

Pour simplifier les notations on pose

N =Ny, hj=hy, vy=1v,, j=1,..,q et ho(k) = jillliflth > 0.
*/ Partie 03 : Maintenant, soit x € Ky, on a x € B(y;,n;) C N(y;) pour

un certain j.

Par conséquent, on peut trouver z; € P(x) tel que

1 1
|v; — (25 — 2)/hy]| < —d(x + hjv;, P(x)) + - <
I, ok

S =

On pose u; = hij(xj — x). En supprimant I'indice j, on a ainsi prouver que

Va € Ky, il existe h € [ho(k), 1] et u € H tels que

a) x + hu € P(z), ued

b)IyeKveF(y): |z—y|<getu—v|<y

Notre approche repose sur la méthode d’Euler : on construit une suite de
solutions approchées, via le théoréme d’Ascoli-Arzela, on montre qu’on peut
extraire une sous-suite qui converge vers une solution de notre probléme.

* / Partie 04 : Construction de solutions approchées

Soit zy € K fixé, on peut trouver hy € [ho(k), 1], k € Net uy € C tels que

r1 = X9 + houp € P(l’o)

et
1
(0, u0) € gph(F) + E(B x B).

De plus

x1 — xo = houg € hoC,
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par conséquent

lz1 = 2ol < ho (I F(Ko)ll +1).

Alors dans le cas (1) et (3), si hg < T alors ||z1 — 2] < retonax € K.
Et on a dans le cas (2), x; € K.

D’on, il existe hy € [ho(k), ] et uy € C tels que

To =21+ hjuy € P(a:l)

et
1
(21,u1) € gph(F) + +(B x B).

De plus
To — X € (ho + hl) C,

par conséquent
|22 — 2ol| < (ho + A1) (| F'(Ko)|l +1).

Alors dans le cas (1) et (3), si hg + hy < T alors ||xg — zg]] < 7 et on a
To € K.
Et on a dans le cas (2), zo € K.

Par récurrence, on peut construire une suite d’élément (z,),, Vp > 2.

p—1
Ty = To + g hj u;

Jj=0

p—1

Ty — To € ( h]> C,
7=0
par conséquent
p—1
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Comme h; € [hy(k), 1], alors il existe un entier m tel que
h0+h1+...+hm§T<h0—f—h1—|—...—|—hm—f—hm+1
eEn Résumé : On construit les suites d’éléments h, € [ho(k), 1], z, € Ko

et u, € C, tels que

i Tpr1 = Tp + hpu, € Pxy), u, € C
ii. (zp,up) € gph(F) + (B x B).

Cette suite est finie dans le cas (1) et (3) et infinie dans le cas (2).

» Méthode modifiée d’Euler

K [
Xq ,
Xg+1
Xy
Ug o
yl yq+ 1
X vo
Time
h, e h® 79+!
» Construction des couples (z,,u,)
X
/fraph (F)
u
Ug /[,
U
u: L
/ i
0 « XN You1 Xga1 K

* / Partie 05 : La convergence des solutions approchées
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Considérons la suite (7}!), donnée par

Tg:ho—l—...—f—hq_l
0 =0,7"=T,

et on définit sur chaque sous intervalle J77~", 7], la suite de fonctions (24(.))

par
Vt, op(t) = 2p1 + (=777 upy.
En dérivant par rapport au temps, on obtient
x;c(t) = Up-1,
donc
2% (1] = lup— [l < 17 (o)l + 1. (2.1)

Soit t € |71, 7] fixe. On a |t — 7771 < & et 3(y,v) € gph(F) tels que

l2,() = vll = llup-1 — vl <

| =

et

i (t) =l < loel®) = pall + 71—yl
-1
<Jt =77 il + lps — ol
1
< L(IF (o) | +2), 22)

donc zx(t) € Ky qui est compact.

Nous avons montré que
Vi >0, (xp(t), 2.(t)) € gph(F) +(k)(B x B) (2.3)

avec lim (k) =0
k—o00

(On peut prendre e(k) = min (3, +(||F(Ko)| +2)).
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® (xp(.))x est lipschitzienne :

Soient t1,ty € [0,T], donc il existe deux intervalles [r1~", 77] et [77~", 7],

tels que g < p, t; € [7,3‘1,7,3] et 19 € [T;f_laﬁf]-
On a

1

-1 -1 — -1 -1 -1
g (te) —zr(t)ll = [l + (Lo — 70 ) wp — (2 + (=78 ) w )

1 1

— ||-P 1L q—1 p—1 q— p—1  p—1 -1 q-1
= oy —wp thw o T w g

p—2 q—2
S H%‘F Z hzul —YXQ— Z hluz + tQ Uz_l — tl uz_l
=0 1=0

— (ho+ -+ hy_2) w4 (ho + -+ + hy_s9) uz—lH
p—2

S H hzul —+ t2 Uz_l — tl uz_l — (h() + -+ hpfz) ui_l
1=q—1
+ (ho + -+ + hy_s) ug‘lH
p—2 p—2
< It =l (IFCK) |+ D)+ | D2 b= 3 bl (IFEQ) +1)
i=q—1 1=q—1

<ty — t1] (JJF ()| + 1)

d’ou la suite est lipschitzienne.
En vertu du (2.1) et (2.2) les conditions du théoréme d’Ascoli (théoréme
1.5.2) sont vérifiées, et donc en vertu (2.3) les conditions du théoréme de
convergence (voir théoréme 1.4.1 page 20) sont satisfaites. Alors il existe une
sous-suite de z(.) (encore notée xx(.)) qui converge uniformément vers une
solution du probléme (PV) et x}.(¢) converge faiblement dans L*>([0,T], H).
*/ Partie 06 : La monotonie de la trajectoire

Soient s,t € [0, avec s > t.

Alors pour un k, (k € N) assez grand, on peut trouver p > ¢ tel que
T > T,
avec 7, — s et 7! — t quand k — oo.

Comme la multi-application P est transitive, alors les inclusions $k<7']g) S
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P(xy(r{")) implique que
zi(7y,) € Plag(ry))
c’est a dire
(i(7y), 2k(77)) € gph(P).

Vu que gph(P) est fermé donc, khm rp(1)) = x(s) et klim zp (1)) = z(t).
—00 —00

On conclut que

(z(t), z(s)) € gph(P),
c’est a dire

x(s) € P(x(t)).

Lasolution z(.) € C([0, T, H) dans le cas (1), (3) et elle appartient a C([0, co[, H)
dans le cas (2).
Comme T est choisi indépendant de x( dans le cas (3), nous pouvons étendre
une trajectoire monotone x(.) définie sur [0, 77 a une trajectoire définie sur
0,271, [0, 377....
Par conséquent, il existe une trajectoire monotone z(.) € C([0, co[, H) dans

le cas (3). [

Remarque 2.5.1. Pour la démonstration du théoréme de viabilité 2.5.2, il
suffit de prendre K = P(x), Vx € K dans la démonstration du théoréme
2.5.1.



Chapitre 3

Résultat de viabilité pour une inclusion
différentielle du premier ordre a valeurs

1no1n convexes

On s’intéresse dans ce chapitre a I’étude d’une inclusion différentielle du
premier ordre a valeurs non convexes. Des résultats d’existence pour cette
classe d’inclusion différentielle ont été obtenus par Bressan, Cellina, Colombo
6] et Colombo, Ancona [1], en remplagant la convexité du second membre F
par, I' incluse dans le sous différentiel d’une fonction propre convexe s.c.i..
Leurs travaux ont été généralisés par P. Rossi [15] au probléme de viabilité
qui est 'objet de notre chapitre.

Le probléeme étudié se présente sous la forme suivante
2'(t) € F(z(t)) p.p. sur[0,T],

| 2(t) € K vt € [0, T,

ol : K est un sous ensemble compact de R", F' : K = R" est une multi-
application s.c.s. a valeurs non vides compactes telle que F'(x) C 9V (x), Vo €

K, avec V : R" — R une fonction propre convexe s.c.i..

39
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3.1 Sous-différentiel d’une fonction propre convexe et

semi-continue inférieurement

Soient H un espace de Hilbert et A un opérateur (multivoque) défini de
H dans P(H) (I'ensemble des parties de H).
Le domaine de A est 'ensemble D(A) = {x € H, Ax # (0}, 'image de A est
I'ensemble Im(A) = (J Ax.
* Si pour tout x € ﬁ[e,}f’ensemble Ax contient au plus un élément, on dira
que A est univoque.

Pour plus de détails sur cette partie voir [8].

3.1.1 Opérateur monotone

Définition 3.1. Un opérateur A de H est dit monotone si V1, x9 € D(A),
< Axqy — Axg, 11 — 19 >> 0,
ou plus précisément Yy, € Axy, Yyo € Axs,
<Y1 — Y2, 71 — 22 >=> 0.

Exemple 3.1.1. Soit V' une fonction propre convexe sur H. Le sous diffé-
rentiel OV est un opérateur monotone de H.

En effet, siy; € OV (x1) et yo € OV (x2), en particulier pour
Vi(zg) > V(z)+ <yi,x2 — 11 >,
et
V(:Cl) > V(Ig)—l— < Y2,T1 — T >,
d’ou par l’addition
<Y1 — Y2, 01 — 22 >2 0.

Ce qui tmplique la monotonie du OV .
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3.1.2 Opérateur maximal monotone

L’ensemble des opérateurs monotones de H est ordonné par l'inclusion
des graphes (i.e. A C B <= Ax C Bx).
Autrement dit, I’ensemble des opérateurs monotones est inductif pour l'in-
clusion des graphes.

Ce qui Justifie la définition suivante

Définition 3.2. Un opérateur de H est dit maximal monotone s’il est mazxi-
mal dans l’ensemble des opérateurs monotones.
x Erplicitons cette définition; A opérateur maximal monotone si et seule-

ment si A est monotone et pour tout (x,y) € H x H,
<y—Aeg,x—e>>0, Ve € D(A),

ou plus précisément, si <y —n,x —&>>0, Y(&,n) € A, alors y € Ax.
Proposition 3.1.1. Soit A un opérateur de H. Il y a équivalence entre les
trots propriétés suivantes

1. A maximal monotone.

2. A est monotone et Im(I;+ A) = H.

8. Pour tout A > 0, (I;+ MNA)™! est une contraction définie sur H tout

entier.

Proposition 3.1.2. Soit V' une fonction convexe propre sur H. Si V' est

s.c.i. alors OV est maximal monotone.

Remarque 3.1.1. 5@ V' est une fonction propre convexe s.c.i. alors pour
montrer que OV est mazximal monotone, il suffit de montrer que OV mono-

tone et Im(I;+0V) = H.

Lemme 3.1.1. Soit u € W2([0,T), H) tel que u(t) € D(A), p.p. sur]0,T].
On suppose qu’il existe g € L*([0,T), H) tel que g(t) € Au(t), p.p.
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sur 10, T[, alors la fonction t — f(u(t)) est absolument continue sur |0, 7.
Désignons par L ’ensemble des points t €]0, T tels que u(t) € D(A), u et

f(u) soient dérivables en t. Alors on a pour tout t € L

d du
Ef(u(t)) =< h, E(t) >, Vh € Au(t).

3.2 Reésultat de viabilité

Maintenant on s’intéresse a l’existence de solutions viables pour le pro-
bleme (PV'1).

On prouve le théoréme suivant

Théoréme 3.2.1. [15] Soient K un sous ensemble compact non vide de
R"™, F une multi-application définie sur R™ a valeurs non vides compactes
dans R™ wvérifiant les conditions suivantes
i) F ests.c.s., c’est a dire : Vx, Ye >0, 36 > 0 tel que |z —2'| < 6 =
F(2') C F(x) +¢B.
i1) Il existe une fonction propre conveze s.ci., V. : R" — R telle que
F(z) c 0V (z), Vx € K.
iii) Soit P: K = K une multi-application s.c.i. de graphe fermé, suppo-
sons la condition tangentielle
Vo € K, F(x) NTpy)(x) # 0.
On obtient les résultats suivants
1. Si K est localement compact. Alors pour tout xg € K, il existe T > 0
tel que le probleme (PV'1) admet une trajectoire viable et monotone
sur [0, 7.

2. Si F(K) est borné, alors il existe une trajectoire viable sur [0, +00].

Pour plus de détails sur ce résultat voir [15].

Enoncons d’abord un lemme qui est trés utile dans la démonstration
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Lemme 3.2.1. Supposons que les conditions du théoreme 3.2.1 sont véri-
fiées, alors on a
(a) Si K est localement compact, alors il existe R > 0 tel que
Ko = K N (29 + RB) est compact. On pose T = m.
(b) Si F(K) est borné, on pose Ky= K N (xg+ B +TF(K)).

Dans les deux cas on a Ve > 0, il existe une suite finie 0 =19 <13 < --- <

Tme1 < T <1, telle que
Ty — Tp—1 <€, Vp=1,...,m,

et une suite {xg, ..., r,} C K vérifiant
(1) Pour toutp=1,...,m, x, € KoN P(z,_1).
(2) 1l existe y, € Ko (y, dépendant de x,), et v, € F(y,), satisfaisant

Tp — Tp—1

lzp —wpll <, — v <e.

Remarque 3.2.1. La preuve est similaire a celle du théoréme 2.5.1 du
deuxrieme chapitre.

Revenons maintenant a la démonstration du théoréeme 3.2.1, pour plus de

détails sur cette démonstration voir [12] et [15].

Démonstration. La démonstration se fait en 04 parties :
*/ Partie 01 : Pour k € N, on pose ¢ = % et considérons la famille de
paires 7, et 2f, p = 0,...,m(k), comme dans le lemme 3.2.1, on définit la

suite 24(.) ey DAL

1

Yt E]T]f_l,ﬂf], rp(t) =)+ (t — T]f_l) uﬁ_l,

ol ,
p p—
p—1 _ T — Ty
u, B = s
k p _ _p-1
T — Tk

On a xy(.) est définie sur [0,77"] 2 [0, T7.
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Fixons ¢, soit |1 - 7] un intervalle de la k®™ partition a laquelle ¢ appar-
tient. On a
() = 9P < flan(t) — 2P 7H] [P =y
<l e+
< (IR +2),
et

1
/ .1
i (t) — o1 < -

Alors nous avons prouvé que pour tout t €0, T,

(zk(t), 2)(1)) € gph(F) + £(k)(B x B),
avec (k) — 0 quand k — oo.

* / Partie 02 : Convergence des suites

Par définition de (z(.))ren on a les relations suivantes
-1
® il = Il || < [1F(Ko)[ +1 (3.1)

® [ax(t) —on—HZhuz =7

Z At =1 (| F ()| +1)

< \Tk‘ +t—T1F \ (|| F(Ko)| +1)
<T (|F(Ko)| +1)
<R. (3.2)

Donc x(t) € Ky qui est compact.
Par conséquent en vertu de (3.1) et (3.2), on obtient («(.))r est bornée
dans L*([0, T],R"™) et pour tout ¢ € [0,7], 'ensemble {z\(t),k € N} est

relativement compact.
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® (z1(.))x est lipschitzienne. (La preuve est similaire a celle du chapitre 02).
D’apreés le théoréme d’Ascoli (théoréme 1.5.2), il existe une sous-suite (encore
notée (zx(.))r) et une fonction absolument continue x : [0,7] — R" telles
que
1. zx(.) converge uniformément vers z(.)
(lim_ [l — ] =)
2. x(.) converge faiblement dans L*([0,T], R").

De plus, on a z(.) prend des valeurs dans K.

*/ Partie 03 : On démontre que la famille des solutions approchées
(x(t))x vérifie la propriété suivante

Pour tout ¢t € [0, 7], il existe ¢ € {1,...,m(k)}, telle que

lim d((zx(t), z,(t)), gph(F)) = 0;

k—+00

En effet, par construction de la suite (7)), il existe ¢ tel que ¢ € [Tg_l, |

et (7])r converge vers t.

Vu que
P(t) =l € Flan(rf ™) + 1B,
alors
A((eal0) 74(0), gph(F)) < [fes(t) — me(r ) + -
ce qui implique
lim d((z4(t), 2,(t)), gph(F)) = 0. (3.3)

k—+o0
Comme xj(.) converge uniformément vers x(.) , z;.(.) converge faiblement

dans L%([0,T],R") vers z'(.) et F est s.c.s., en appliquant le théoréme 1.4.1

(théoréeme de convergence), on obtient x(.) est une solution du probléme
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convexifié suivant
2'(t) € eo(F(z(t))), p.p. sur [0,T7],

z(0) = x.

Par conséquent, V¢t € [0,7T], on a

2'(t) € eo(F(z(t))) C OV (x(t)). (3.4)
Montrons que : klim 25| 2 = ||| 2
.

Comme t — z(t), t — V(x(t)) sont absolument continues, de la relation

(3.4) et du lemme 3.1.1, on trouve

SV (alt) =< (), (1) > pp. sur [0,T].

Aprés une intégration sur [0, 77, il résulte

T
V(@(T)) = V(o) = /0 2" (s) ]| ds. (3.5)
D’autre part, pour tout ¢ = 1,...,m(k)

1
B,

2, (1) € OV (w(ri ) +

il existe b, € B, tel que

1

OB

bq < 8‘/(%(7_]3*1))7

par définition du sous-différenticl on a, pour tout z € AV (x4 (17 "))

V(zp(r])) — V(l‘k(Tg_l)) > < ap(r]) — Ik(Tg_l), z >,

en particulier pour z = . (¢) + +b,, donc
i

Vi) = Vi ) = [ <ai)ais) > ds

q—1
k

T 1
+/ < x;(s),qu > ds.

qg—1
k
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En faisant la sommation sur ¢, on obtient

T m(k) 4
1 k

VD) ~Vie = [ lah@)Fds+ Y1 [ <ais)by > ds
q=1 Tk

(3.6)

En passant a la limite pour & — +oco dans la relation (3.6) et en utilisant la
continuité de la fonction V' sur la boule B(zg, R), on obtient
T
V@aw—V@@zhmwg/H@@m%m

k—+o00 JO

L’inégalité (3.5) entraine
|2'[|72 > limsup [|27]|7 (3.7)

k—+o0

par ailleurs, compte tenu de la semi-continuité inférieure de la norme, on

obtient la relation
|2']7. < liminf [|27]|7. (3.8)
k—+o00
on déduit alors a 'aide de (3.7) et (3.8) que

i [ = )3
c-a-d : (2},(.))x converge fortement vers z'(.) dans L? et par le théoréme 1.5.3
on déduit qu’on peut extraire une sous-suite de z7.(.) qui converge presque

partout vers /().

Compte tenu de (3.3), on conclut

d((z(t),2'(t)), gph(F)) = 0
vu que le graphe de F' est fermé, on trouve

2'(t) € F(x(t)), p.p.sur [0,7T].
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* / Partie 04 : Monotonie de la trajectoire
Soit t < s, s,t € [0, T, alors pour k assez grand, on peut trouver p > q tel
que
T, > T
convergent vers s,t respectivement.
Alors par la définition de @, et la transitivité de P, on trouve que
wr(7y) = ), € P(xy)
= P(zx(7y)),
c’est a dire
(ze(r), 1 (7])) € gph(P).
Donc z,(7}) et (7)) convergent vers z(s) et (t) respectivement, et comme
gph(P) est fermé, on obtient

x(s) € P(z(t)).

Puisque T est choisi indépendant de xy dans le cas (b), nous pouvons étendre
la trajectoire monotone x(.) définie sur [0, 7] vers une trajectoire monotone
définie sur [0, 277, [0, 3T....

Par conséquent, il existe une trajectoire monotone z(.) définie sur [0, +oo].

Maintenant, on énonce le résultat fondamental de viabilité, c¢’est un cas

particulier du théoréme 3.2.1 pour P(x) = K, Vx € K.

Théoréme 3.2.2. K un sous-ensemble de R", ' une multi-application sa-

tisfait les conditions 1), ii) du théoréme 3.2.1 et la condition tangentielle
Ve e K, F(z) NTk(x) # 0.

Alors on a
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1. Si K localement compact, alors il existe T > 0 et une solution du
probleme (PV'1) définie sur [0,T] avec x(t) € K, Vt € [0,T].

2. S1 F(K) est borné, alors il existe une solution viable définie sur [0, +o0].

Remarque 3.2.2. Pour la démonstration, il suffit de prendre P(x) = K,

Vo € K dans la démonstration du théoréme 3.2.1.



Conclusionl

Dans notre travail, nous sommes intéressées a étudier 'existence de so-
lutions viables pour une inclusion différentielle du premier ordre dans le cas
convexe et non convexe. Dans le premier cas le résultat est obtenu en utilisant
la convergence uniforme de la suite des solutions approchées et la convergence
faible de sa dérivée plus un théoréme de convergence du a J. P. Aubin et A.
Cellina.

Cependant, dans le cas non convexe, on a supposé que le second membre
est inclus dans le sous différentiel d’'une fonction propre convexe s.c.i.. Ce
qui nous a permis a démontrer la convergence forte de la suite des dérivées,
et faire appel a la fermeture de graphe de la multi-application pour assurer
I’existence de la solution.

Ce type de probléme qu’on a étudié a connu plusieurs généralisations. Des
auteurs ont étudié le probléme d’ordre supérieur, certains ont considéré le
probléme perturbé, d’autres résultats ont été obtenu dans le cas ou F est
incluse dans le sous différentiel d’une fonction V' non convexe, le probleme
avec retard été également étudié ( c-a-d : la solution est définie sur I'intervalle

[—0,T], 0 >0).
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