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Introduction générale

Les systemes dépendants explicitement du temps est un sujet d’'un grand intérét et sont
souvent utilisés comme modeéles pour décrire les phénomeénes physiques. On rencontre ces sys-
temes dans différents domaines comme la chimie quantique, I'optique quantique, la physique des
plasmas et la théorie quantique des champs [1, 2, 3]. Plusieurs méthodes ont été utilisées pour ré-
soudre I’équation de Schrodinger associée a ces systémes, parmi ces méthodes citons la méthode
des invariants [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7], la méthode des intégrales de chemins [8, 9, 10, 11, 12, 13], les
transformations unitaires [14, 15], le principe d’action de Schwinger, les méthodes algébriques
[16, 17], la théorie des perturbations dépendante du temps, ’approximation adiabatique et les
méthodes numériques [18].

Si I’Hamiltonien dépend explicitement du temps, alors il n’est pas une constante du mou-
vement, et dans ce cas il n’est pas facile de trouver les solutions de I’équation de Schrédinger
associée. En 1969, H.R Lewis, JR,W.B. Riesenfeld ont développé une méthode pour obtenir les
invariants de I’oscillateur harmonique dépendant du temps, et ont montré I’existence d’une rela-
tion entre les fonctions propres de 'invariant et la solution de I’équation de Schrédinger mais le
prix a payer est I’apparition d’une équation differentielle auxiliaire non linéaire supplémentaire
qu'’il faut résoudre [4, 5].

Dans ce mémoire, on s’intéresse aux différentes méthodes de calcul des invariants associés
aux hamiltoniens d’oscillateurs harmoniques dépendants du temps. Pour cela, nous allons refaire
les démonstrations en détails de trois articles. En effet, dans un premier travail, on refait
article [6] pour calculer 'expression de linvariant quadratique d’un oscillateur harmonique
quantique de masse et de fréquence variable avec le temps par la méthode de Lewis-Riesenfeld.
Ensuite, nous calculons l'invariant linéaire et la solution de Schrodinger du méme systéme
et nous comparons les solutions associées aux deux invariants. Dans le deuxiéme travail, on
refait I'article [19] pour calculer I'invariant quadratique d’un oscillateur harmonique quantique
de masse et de fréquence variable avec le temps en représentation de Heisenberg. Dans le
troisiéme travail, on refait 1’article [20] pour construire les invariants classiques et quantiques
de Toscillateur harmonique & une dimension avec fréquence dépendante du temps & partir des
équations du mouvement. Notons que dans ces trois travaux, on utilise la representation de
Schrodinger ou la représentation de Heisenberg.

Ce mémoire est organisé comme suit. Dans le premier chapitre, aprés introduction de la
méthode des invariants de Lewis-Riesenfeld, nous avons traité en comme exemple 1'oscillateur
harmonique & une dimension avec masse et fréquence dépendantes du temps en utilisant les

invariants quadratique et linéaire pour obtenir les solutions corespondantes de 1’équation de
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Schrodinger. Ensuite, nous avons présenté au deuxiéme chapitre la méthode de calcul de I'in-
variant de l'oscillateur harmonique & une dimension avec masse et fréquence dépendantes du
temps en représentation de Heisenberg. Au troisiéme chapitre, nous avons présenté une nou-
velle approche de calcul des invariants classiques et quantiques de 'oscillateur harmonique a
une dimension avec fréquence dépendante du temps a partir des équations du mouvement. Nous
avons calculé, dans la cas classique et quantique, les invariants linéaires et quadratiques ainsi

que le lien entre ces invariants. Le mémoire se termine par une conclusion.



Chapitre 1

Méthode des invariants de

Lewis-Riesenfeld

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons la méthode des invariants de Lewis-Riesenfeld pour ob-
tenir la solution de ’équation de Schrodinger dépendante explicitement du temps [5]. Cette
méthode consiste & trouver un invariant, ses fonctions et ses valeurs propres. Lewis et Riesen-
feld ont montré que la solution de I’équation de Schriodinger correspondante est une combinaison

linéaire des fonctions propres de l'invariant.

1.2 Exposé de la méthode

On considére un systéme physique dont I’'Hamiltonien H (¢) dépend explicitement du temps.

Son évolution est régie par ’équation Schrodinger

.0
thay [ () = H () [ (1)) (1.1)

Définition : Un opérateur I (t) est un invariant, ou constante du mouvement, s’il est

hermitien I (t) = I (t) et vérifie I'’équation de Von Neumann

d or() 1
—I(t)=—F7—+=\1(t),H(t)] =0. 1.2
Cry =204 ), m ) =0 (12
Montrons que si [¢(t)) est une solution de ’équation de Schrodinger alors le vecteur

I(t) v (t)) est aussi : mutiplions I’équation (1.2) par I’état |1 (¢)) on obtient

i (TG ) o @) + 1) H @] 0) = (13



(252 + 10 HO) 16 () = HOTO 10 (0). (14

et en remplacant (1.1) dans (1.4) on obtient

& (@) ) = HO 1O [0 (1), s

ce signifie que le vecteur I (t) |1 (t)) est aussi solution de ’équation de Schrodinger.

1.2.1 Recherche de ’'invariant

Pour construire des opérateurs invariants, on utilise par exemple 'algébre de Lie fermée
engendrée par I’'Hamiltonien et donnée par ’ensemble des opérateurs hermitiens de dimension
M [21, 22]

qui vérifiant les relations de commutation

1;, 1) = Zfﬂka (1.7)

et 'Hamiltonien H (t) s’écrit comme une combinaision linéaire des générateurs 7;

H(t)=> h;(t)T; pour M >N, (1.8)

i=1

tel que h; (t) sont des fonctions réelles dépendantes explicitement du temps.

Ensuite cherchons des invariants I (¢) de la forme

Zﬁz )11, (1.9)

ou les /3 (t) sont des fonctions réelles du temps.
En insérant (1.7) et (1.8) dans I’équation (1.2) , on montre que les f; (t) vérifient un systéme

d’équations différentielles du premier order par rapport au temps

ihf (t ZC’k avec [,k € {1.2.....M}, (1.10)

avec

Ci (t) =Y hi (t) i (1.11)

\]



1.2.2 Propriétés de ’invariant

On suppose que l'invariant 7 (¢) admet un ensemble d’états propres orthogonaux {|¢,)} avec

les valeurs propres A,

I(t)[¢n) = Anl@n), avec (Pm [Pn) = Omn- (1.12)

On peut montrer que les valeurs propres A, sont réelles et indépendentes du temps. Pour

cela, calculons la dérivée de 1'équation (1.12) par rapport au temps

0 0
ST 16) = 5 Oulén)

on obtient 8]( ) 9 5

|¢n> + I( ) ot |¢n> = a_tn |¢n> + )‘na ’¢n> . (1-13)
En appliquant l’équatlon (1.2) sur I’état propre |¢,) on a

oI (t
i (25 ) 60+ 110 (0] o) =, (1.14)
et utilisons la relation (1.12) dans (1.14) on obtient
8[
D) 1o, 4 1(0) H (1) 100) — AT (1) 1) =0, (1.15)

ensuite multiplions & gauche I’équation (1.15) par (¢,|

i1 (0l T 6,0 4 M (0l B (1)160) = M (0l H (8)16,) = 0. (116)

nous obtenons alors
it (0l 22 6,0 4 (= M) (00l H (1) ]6) = 0. (117)

Pour m =n on a
(Pn J |¢n) = 0. (1.18)

Multiplions maintenant 1’équation (1.13) par (¢,

0l 2 163 1 (0ud 1) 2 10n) = 2 (6l 00+ Ml ), (119

avec (¢,| ¢,) = 1, on obtient

(60 J 16a) = 3/\75 o, (1.20)
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alors les valeurs propres de l'invariant sont indépendants du temps. Pour trouver la relation
entre les états propres de I (t) et les solutions de 1'équation de Schrodinger, 1'équation (1.19)

s’écrit dans ce cas

oI (t) B 0
et multiplions par (¢,,|
0
i1 (0l T 6, = (0 = M) 6 H (1) 102). (1.22)
utilisons ensuite ’équation (1.17)
: 0 . 0
d’ou 9
ih(An = Am) (D] ot [Pn) = (An = Am) (O] H (1) [¢) - (1.24)

Pour A\, # \,,, nous avons

i1 (0l 5 10n) = (6l H (1) 161 (1.25)

on déduit immédiatement que |¢,) est une solution particuliére de ’équation de Schrodinger.

Jusqu'ici on n’a pas parlé de la phase de |¢,,)

|0n) o = exp lian (1)] [dn) , (1.26)

ol oy, (t) est une fonction réelle du temps arbitrairement choisie.
Ces |¢n),, sont des états propres orthonormés de I (¢) associés & A, aussi bien que les |¢,)
pour un choix approprié des phases «, (t) sera vérifée pour \, = \,, et donc lobjectif sera

atteint & condition d’avoir

i1 (0] 2 (exp fioy (0] 60)) = {00l H (1)),

0220 o, (0] (6 160 + e e, ()] (6] & 1) = exp [, (] 6 H (1) 61
2280 — (6, (it~ 1)) 100 (L.27)

Pour satisfaire cette équation, les états |¢,) doivent étre choisies de sorte que le membre
N . y . . . . . y . .2
a droite s’annule pour m # n. La diagonalisation est toujours possible car 'opérateur ihy; —
H (t) est hermitien. une fois on a choisi les états,les phases «, (t) sont choisies pour qu’elles

statisfassent I’équation simple

haagt(t) — (6] (m% 5 (t)) ) (1.28)



1.2.3 Solution générale de 1’équation de Schroédinger

Du fait que chacun de nouveaux états propres |¢,,),, de I () satisfait I’équation de Schrodinger,

la solution générale est donneé par

|9 (1) = Crexpliov, ()] |¢n) , (1.29)
tel que C), sont des coefficients de normalisation indépendants du temps, et & l'instant t = 0
on a
|4 (0)) = Cpexp fian, (0)] [¢n (0)) , (1.30)
sachant que
Crn = (¢ (0) [¥(0)) . (1.31)

1.3 Application a l’oscillateur dépendant du temps

Considérons un oscillateur harmonique a une dimension de masse et fréquence dépendants
du temps, dont P'expression de I’'Hamiltonien est donnée par [6]
P’ 1 2 2

H(t) = —M (t t 1.32

)= g3 + 3M O« (O (1:32)

ot M (t) et w(t) sont respectivement la masse et la fréquence de l'oscillateur qui sont des

fonctions réelles et qui dépendent explicitement du temps, et les variables canonique (g, p)

vérifient la relation de commutation
[g,p] = ih, (1.33)

Les équations canoniques du mouvement sont

0= 2 0 H O] = grnd = 55 B (0] = =M ()67 (g (1.34)

apres simplification on obtient
G+ (t)q+w?(t)g=0, (1.35)
10) = g7 (M ) = 5 1 0], (1.36)
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1.3.1 Invariant quadratique

Pour déterminer l'expression de l'invariant I (¢) associé a I'Hamiltonien (1.32), on choisi

les générateur 17, T et Ty de I'algéber de Lie comme
1 1 1
Tl = §p27T2 = 5 {pa Q}+ 7T3 = qua (137)

et qui vérifient les relation de commutation suivantes

[Ty, Ty) = —2hTy, [Ty, T3] = —ihTy, [Ty, T3] = —2ihTs. (1.38)

L’Hamiltonien (1.32) s’écrit sous la forme
1
H(t)=—=T1+ M (t)w* (1) T: 1.39
(0= 3rg T+ MO 0T, (1.39)
par subsitution dans 1'éq (1.8),]” invariant est

3

I(t)=> Bi(t)Ti =B (t)T1 + B2 () To + Bs (1) Ts, (1.40)

=1

et la dérivée de 'invariant par rapport au temps est

%uw:QME+&®B+&®%, (1.41)

en raportant ’equation de Von Neumann(1.2), on trouve que

1 1 1 1 1

:%ﬁm@@mﬂu+ﬁﬁa&wmjﬂ

F M (0@ (05 O[T T+ M (0 O/ OB, (142)

en tentant compte des relation de commutation (1.38), alors

G H 0 10] =~ 2 O Tt (M (06061 (0) ~ 375 <t>) Ty20 (1) (1) B () Th,

(1.43)
en insérant les deux équation (1.41) et (1.43) dans (1.2) et identifiant les termes semblables on
obtient le systéme des équations différentiells linéaires couplées suivant

2

i) = s ) (141
@@:M@m%mmw—ﬁ%m@, (1.45)
Bs (t) = 2M (t)w? (t) B2 (1) (1.46)

11



En tenant compte des équations (1.44) ,(1.45) et (1.46) on trouve la relation qui reliés entre
Bi(t), B2 (t) et Bs (t)
X (t) = B1 (t) Bs (t) — B3 (t) = constante, (1.47)

et la dérivée de x (t) par rapport le temps est nulle

X () = B (1) Bs () + B (t) B3 () — 26 (1) B (t)

2 ) ) 2
o Ba (t) B3 (t) + 2M (t) w? (t) B2 (1) B (t) — 2M (t) w? (t) B (1) B (t) + M—(t)ﬂs (t) B2 (1)
= 0. (1.48)

Si on choisit Sy (t) = p* (t)

Bu(t) =2p(t) p(1). (1.49)

Il est facile déterminer 35 (¢) en utilisant(1.44) et (1.49)

Ba (t) = =M (t) p(£) p (1), (1.50)
()=~ (00) 0010~ 1) (7 0+ 00 1), (1.51)

et en utilisant (1.45) et (1.51), f5(t) et

B (t) = M (1) (%M <t>) p(£) 6 () + M (1) (2 (£) + p (1) 5 (£)) + M2 (D) (1) 2 (1), (1.52)

et sa la dérivée par rapport au temps est donnée par

G () =2 M (1) (%M <t>) 5 (0) + 2002 () p (8) (1) + 2 M (1) (%M <t>> o (1) (1)

M) p(8) B (1) + M (5) 5 (1) 5 (1) + 2 M (1) (%M <t>) W (1) 97 (1)

(1) (%w <t>) 57 (1) + 202 (1) (1) p () p (1) + (%M <t>) (%M <t>) o ()5 (1)
d2

12



Ensuite insérons les égs (1.49),(1.50), (1.51),(1.52) et (1.53) dans(1.48) on obtient

(0| 0 O 00+ 32 (@) 50+ M 0) (53 0)) 510)

+waﬁMNW£@pw+Mﬂﬂmw+M@(%M@)mﬂ
~0, (1.54)

qui peut s’écrire sous la forme

4 M2 (1) w? (1) p (1) + M2 () (1) + M (1) (4 (1)) p(1)]
(

[M2 ()2 () p(t) + M2 () () + M () (SM (1) p()] e (1.55)

En intégrant ’équation (1.55) par rapport au temps on trouve

A [M (1) w? (1) p () + M2 (1) p(0) + M(0) (SM ()5 (1) . [dp(t)
/[MQ(t) 2(t)p(t) + M2 (t) jp ()+M(t)(%M(t))p(t]dt_ 3/ dt, — (1.56)

on simplifant

d , C
M0 (0 + 2 (0 + M (@) (5 0) 50 = (D
ou (' est une constante d’intégration, et posons C' = 1 alors
1
Y ) Hw?(t) = ———x—. 1.
PO+ 050 + 00 0 = 377 (1.58)
ol 7 (t) est défini par la relation (1.36)
A partir de ’équation auxiliaire on a
1 1 d t) pt)
w2 (t) = — (—Mt)———, 1.59
D= emn o \a ) 0 p0 (159
En insérant (1.59) dans (1.52), on trouve 'expression de (3 () en fonction de p (t)
1 .
Balt) = = (14 M2 (06 () (). (1.60)
Alors I'invariant s’écrit en fonction de p (t) sous la forme
: 1 :
T(0) = 7 (0T, =M 0) (1) (0o + s (14 247 (1) (1) () T (1.61)

13



On peut vérifier aisément que les fonctions propres |p, (¢,t)) de I (t) forment un ensemble

orthonormé complet

L(t) e (0,1)) = Anlen (g,1)) (1.62)
et
(pn (g:1) | ow (g, 1)) = Gp- (1.63)

Afin d’obtenir les valeurs et les fonctions propres de I (t), on utilise la transformations

unitaires U défine par
o (0:1) = Ugn (¢ 1) (1.64)

ou U est un opérateur unitaire ,UUT = UTU = I, dont la forme est

U = o[- H050 5]

200 (1.65)

il important de noter qu’ a travers cette transformation unitaire les coordonnées et moment

conjugués se transforment comme suit

M (t) p(t
UqUT:q, UpUT — <p+Mq>,

p(t)

et par conséquent ,l'invariant [ (¢) est transformé en un opérateur U, en insérant I'Eq (1.66)

(1.66)

dans (1.61) 'opérateur I (t) se transforme comme suit

1
=5/ O + 5y (1.67)

c’est-a~dire on trouve un nouvel invariant I’ (¢)

_h_QPQ (t) 0 1 2

I'(t) = 1.68
D’autre part, I’équation aux valeurs propres (1.62) de se transforme
LU g (0, 8)) = MU [ @y, (. 1)), (1.69)

appliquons U a gauche

UL U | ¢, (q,1)) = MUUT | ¢, (q,1)),

14



on obtient
I'(t) | ¢y (a,1)) = M | o7, (a0, 1)) (1.70)

En utilisant (1.68) la derniére s’écrit

R p (t) Ly /
—— ) =\ | & (1)), 1.71
5 | 1 ) = a0 (1.7)
posons o = % qui ne dépend pas explicitement du temps, on obtient la nouvel expression de
(1.71) en fonction de o

St 5| 1600 =n 160, (172

sachant que
L (@) = 05 (8) | (o)) = % (1) | 6 (§)> (L.73)

la facteur p~2 (t) est choisi dans (1.74) de telle sorte que les ¢/, (¢, t) satisferont la relation de

la normalisation

/ S (01 & (g 1) dg = 1, (1.74)

ainsi la normalisation de ¢, (¢) est obtenue en utilisant dg = pdo

/ 62 (0) pt (1) 6% (0) % (1) pdor = 1,
/¢n (0) ¢ (o) do = 1. (1.75)

I'équation (1.72) est une équation de Schrodinger pour de l'oscillateur harmonique independ
du temps de masse M (t) = 1 et la frequence w (t) = 1 et

O (0) = [mrexp {—;—;} H, [(7—{)%0] , (1.76)

ou H, est le polynome d’Hermite d’ordre n.

Les valeurs propres de A, sont

1
Ap = (n + 5) , (1.77)
ou n est un entier positive ou nul.

Pour trouver les fonctions propres de I (t) on utilise les Eqs (1.64), (1.65), (1.73) ,et (1.76)

on trouve

15



1

6= oo [5G )| [(%) %] 0w

Cherchons maintenant ’expression de la phase «, (t) la phase «, (t) en reportant dans

(1.28), multiplions & gauche et droite par I'opérateur identité I = UTU comme suit

hicy, (t) = (p, | UTU <z‘h% - H (t)) UTU | @), (1.79)

on voit que cette dérniére s’écrit explicitement comme
0
i (0= (i | U (ingy — 10 U1 1)

= (g |U (m%) U'—UH @)U | @), (1.80)

calculons 'expression du premier terme

e _ 9 LM (6)p(t)+ME)pt) , 1M1 ,
U <zha> Ut = zh& + (—5 20 q° + 3 2 (1) q ) , (1.81)
et le deuxiéme terme est
UH@)U'=U [2]\5@) - %M(t)uﬂ () qﬂ Ut
_ 2Ml(t) UpUt + %M (1) w2 () URUT, (1.82)
et sachant que
2t _ _ M(t)p() M () p (1)
e ) [ )
LM ;tztp 0, M % 0, M ;)(g 0, (L53)
UUT = ¢2, (1.84)
on obtient alors
7 M(t)p(t) M(t)p (1) M2 () p* (1) , 20 2
VHOVT= a0 M (™ v pm? M O 04
. P’ p(t) p(t) M (1) ﬁz ) , 1 2 2
=20 + QP(t)pq+ 2p<t)qp+ 220 ¢ +o M)W (1), (1.85)



et en utilisant (1.59), 'expression précédant se réduit a

o p) ) M)A
UH(t)UT_2M<t>+2p(t)pq‘+2p(t)qp+ TAOR
1 2_M(t)p<t)2 M()P()2

insérons (1.81) et (1.86) dans (1.80) alors

. DI 10 L
ran ®) = (e {05, = s~ oy~ - T

o / a p2 p(t) ,O(f}) 1 2 !
= {en {Fﬁ T p0™ T 20 MWD } [ o)

O SR 5(1) L,
:“""’{%‘2M<t>“hp<t>qa ) 2M<t>p4<>q}’¢"> (187)

Z jgg 3672(] , on obtient

remplacons p? par p? = h?

| , L 2We 0 0 W AL
b )= {6 | {105+ 1 o ) g P50+ 3~ e}

remplacons (1.68) dans la dérniére relation on trouve

hay, (t) = <gpln | {Zhgt + h% %—i— ih pp(()) M(Z)iz (t)} | ¢l), (1.89)

En utilisant la formule (1.73) dans (1.89), on obtient finalement

han<t>=<¢n<a>|p2<>{ma+mﬂi+w”— I'(1 } “5(1) ] 6 (o),

ot )"0 2p(t)  M(t)p*(t)
(1.90)
calculons ensuite le premier terme dans (1.90)
(0n () 1575 0) (1053 ) 74 ()] 0 (o)
= (o ()| {~gin0 ™ 09+ 7ing L 00 o), (191)

et remplagons (1.91) dans (1.90)

i 0= (0n o) |7ty + 7t @ finl o - B0t 06,0, 9w
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et aprés simplication du deuxiéme et troisieme terme dans (1.92), on a

i () = (60 (0) | o {h% T h%q% - ﬁ} (bu(0)).  (193)

D’autre part, on peut utiliser le changement de variable o = . qui donne

o o 2(Bo_ w0 (L9
ot 9tde ot 9o Lp2(t)do’ '

q

a_aag_a(;)a

1 0
R — = 1.95
0q O0q oo dq do  p(t)do’ (1.95)
aprés remplacement on trouve
. _ Lopty 0 . pt) 0 I'(t)
Ficv, (£) = (6n H ing 20 9y =z . 1.96
0= {0010) |97 {=ina 50 2 v inmg 800 - -0 A onon o)
alors on obtient
) , I'(t)
hé, (t) = (o, | ————2— | &), 1.97
0= |~ 57 a7 | 2 (197
en utilisant (1.73) et la condition de normalisation ¢/ on a
1 1
v, () = — = | ——, 1.98
w®=-(n+3) 7w (1:9%)
ainsi ’expression finale de la phase est donnée par
an (t) = — [+ /t;dt’ (1.99)
e 2) Jo M(t)p*(¥) '

et les solutions v, (¢,t) de I'équation de schrédinger sont obtenues a partir de (1.29) et (1.78)

it =[] e i (0 e (o ) [(%) %] |

1.3.2 Invariant linéaire

on sait que 'invariant n’est pas unique, plusieurs auteurs ont utilisé les invariants linéaires

pour résoudre ’équation de Schrodinger dépendante du temps [23, 24, 25, 26].
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On cherche un opérateur invariant linéaire, associé a I’hamiltonien (1.32), sous la forme

ILt)=a(t)g+B{t)p+(1), (1.101)

ou les coefficients « (t), 3 (t) et v (t) sont des fonctions réelles du temps qui seront choisies de

telle sorte a satisfaire I’équation de Von Neumann

0 1
—1 =——1I H 1.102
ST () = — = [1(), 7 (1), (1102
la dérivée de I'invariant par rapport au temps est
0 ) . )
5l t)y=a(t)g+ L) p+7(), (1.103)
et la relation de commutation du deuxiéme membre est
1 1
——[HW,I.(1)] = ———alt M) w? () B (t 1.104
0. 10] = — 7 Op+ M @) (0500, (1.104)

en insérant les deux équations (1.103) et (1.104) dans (1.102) et par identification des termes

semblables des deux members

B0 = MO O50O) . 5O =—57500) F(O = 0 (1.105)
et B (t) vérifie 'équation auxiliaire suivante
B0+ 080+ 30 3757 () =0 (1.106)
posons 3 (t) = p? (t) alors
Bt =20 p(1). FO)=2( 1) +p1)5(1). (1.107)
et vérifie p? (t) équation suivant
29 (0)+ 27 5 1 0) () + 2 () ==L (1.108)
Sty = 2020 2M (t) p (t) (1.109)

P e M@)p)
)

Alors I'invariant s’écrit en fonction de p (t) pour (v () = 0) ,comme

I (8) = 02 (£)p— 2M () p (£) p (1) g, (1.110)

on peut vérifier que les fonctions propres |¢) (¢,t)) de I (t) forment un ensemble orthonormé

complet
I () lox (g, 1)) = Mo (@,1)), {pa(a:t) [oa (g,1)) = daw. (1.111)
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Considérons donc la transformation unitaire définie par

90,)\ (Q7 t) = ULQDX (Q7 t) ’ UL = exp [_%wq2:| )

e (1.112)

~—

avec U Ul =UlU, = 1.

L’opérateur U commute avec ['operateur ¢ et transforme I'opérateur p de la maniére suivante

M (t)p(t)
p(t)

en insérant 1’eq (1.113) dans la relation (1.110) ¢, (¢, t) devient

UpU; = (p+ q) , UrqUf =q, (1.113)
I (t) = UL, () U = p* (t) p°, (1.114)

ainsi I’équation aux valeurs propres de 'invaiant I} (t) est
17, (8) 105 (g, 1)) = M) (g, 1)) - (1.115)
qui s’écrit en representation position comme
. 2 a / /
—ihp” (t) 4 |03 (g, 1)) = Ay (g:1)) (1.116)

posons § = ;iz qui ne dépend pas explicitement du temps, et Iexpression (1.116) s’écrit en

fonction de § sous la forme

[—m } 62(5)) = Alox (8)). (1.117)

(@00 = 07 (1) [6x (9)) = p (1) | (pi)> . (1.118)

la facteur p~! (t) est choisi dans (1.118) de telle sorte que les ¢, (q,t) satisferont les relations

sachant que

de normalisation

/ o (0,8 0 (g, 8) dg = 1, (1.119)

nous obtenons la normalisation de ¢, (9)

/qbi (6) ¢x (6)dd =1, (1.120)

alors les fonctions propres ¢, (0) sont des ondes planes de la forme

ox(0) = \/21?71 exp (%)\5) : (1.121)

et les valeurs propres A forment un spectre continu.
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Pour obtenir les fonction propre de Iy, (t) on utilise les eqs (1.112) et (1.118) ,on trouve

1 ' )
)= ——exp |- — 2t
ea (q,1) B () p[h ot
Ensuit on cherche la phase a, (t), en reportant (1.28), et multiplions & gauche et droite par

I'opérateur identité I = UEU L

0
hin (1) = (el UL (’% o (t)) ULl o). (1122)

on voit que cette dérniere s’écrit explicitement comme

héy (t) = (@) | Us (ihﬁ - H(t)) Ul 1 oh),

ot
— (3 U (ingy ) UL - vu (U1 44, (1.123)
aprés calcul et simplification le premier terme s’écrit
v (h % ) Ut — i % . (_ M(t)p(t)p Z)M QEIGI; <pt2> 5; <t>q2> | (1124)
et le deuxiéme terme s’écrit
o M@®A®) )p(t) — 2M2(6)p*(t) 5 1 2 (1) 2
VO = 530 T @00 T W™ T armet ¢ 2 00
— 21\5 0 + Zggpq+ Zggqut QMP(?(Z (t)qQ + %M(t) w? (1) ¢, (1.125)
en reportant (1.109) dans (1.125) on obtient la relation suivante
o @) M) 2M () () ,
UHOV= 5 o™ e s !
Lo (2P0 %0 2050
M ( A0 ) MWe) ) " 120
et en insérant (1.124) et (1.125) dans (1.123) on obtient
g f 0 ) o p®) e
nin (0 = (| {ingy — s = 2ap = 204 in 200 1 ),
/. 0 P’ 2p (1) p(t) /
~ 1 {ing - 5t - 200+ i3 1),
= (| {m% - 2]\5 a5 ZiHZqu% +ih %} | o4, (1.127)
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En remplagant (1.114) dans le dérniére relation on trouve

. IR R U
0= 64 | iy 43005 G+ 0 S = e 40

tin )= 60 1 ) {ine 20 2 20O ) s o),

ot oK p(t) 2M(t)p

calculons ’expression du premier terme

(1.129)

0
@ 0) 157 ) (i) o7 01800 = (03 0) | {050+ 925 | 620,
(1.130)
et
. _ 5., 0 _ p(t) 0 I (t) _
héy (t) = (ox (9) | p 22715 +p ){QZHW 15, W} p~H (1) ] ¢ (0)), (1.131)
et apres simplication du deuxiéme et troisiéme terme,on obtient donc
C - 0 p(t) 9 17 (t)
R (t) = (2 (6) | p~° {mﬁt + 2 h? Er m} | &2 (0)), (1.132)
utilisons le changement de variable § = p—2 alors
0 060 p(t)p'(t)g 2 06 0 1 ﬁ
ot oo - YU i) 900 9q 0995 (08 (1.133)
aprés remplacement on a
. - _ ) (t) 0 (t) 0 I (t)
i (1) = (6 (8) | 771 (1 {—I—“)} 1) |62 () (1135
B TOVI0) A |
qui peut s’écrire sous la forme
) . Il2 t ,
i () = (6 | ~ 57700 iy | 40 (1136
. A’ ’ /
ay (1) = IO (P | @y =0, (1.137)
alors ’expression finale de la phase est
)\2 t 1 .
ay (t) = o ) (t’)dt (1.138)
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Enfin, les solutions 1, (¢, t) sont données par

- exp (1« ex i—]\/[(t)/)(t)z na
%(q,t)—\/ﬁp(t) p (iax (t)) p[h o) NI (1.139)

1.3.3 Liens entre les solutions des invariants linéaire et quadratique

Soient {@DT(«LQ) (q,t)} et { gL) (q,t)} sont respectivement deux ensembles de solutions de
I’équation de Schrodinger correspondant respectivement aux deux opérateurs invariants qua-

dratique Ig et linéaire I, alors on peut écrire
L
U (0.t) = [ daga )04 (a.), (1.140)
ou la fonction g, (A) sera alors obtenue a partir de

gn (3) = / dgi™ (4,0) 4@ (,0) (1.141)

Il est évident que les g, (A) forment un ensemble de fonctions orthogonales
/d)\g;'; (A) gm (A) = Opm- (1.142)

Relations entre les solution simples de I, et I,

A Dinstant ¢ = 0, on obtient les solutions simples de l'invaraint linéaire et quadratique pour

(po = 1) a l'instant initial sous la forme

L i (M exo | EM () o A g
on(0.0) = s esnlion ()esp [[AE0 2 BT s
w<q,0)=¢21ﬁexp %q} (1.144)

et celles correspondant a l'invariant quadratique par

)= ol et e[S (50 570 ) ] [@) %] ’

S R KL (O R —

En insérant les éqgs (1.144) et (1.145) dans (1.141), on obtient 'expression de g, (A\), qui

fait passer des états correspondant & l'invariant linéaire & celles correspondant a l'invariant

quadratique, sous la forme
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o= il [ e[S ()] oo

on utilisons la fourmule [27]

+oo {L'2 1 y2
/ exp (izy) exp (_E> H, (z)dx = (27)2 exp <—5) H, (y)i", (1.147)
et apreés un calcul direct, on obtient
1z A2 A
n(AN)=|——=| exp|—=|Hn |———=|1", 1.148
0= gz o [ [ -

et

[SIES

fossomos e el [l £ oo ][

pour vérifier que les g, (\) sont des fonctions orthogonales, effectuons le changement de variable

z = _\/AE’ et on utilisons la fourmule suivante [27]
+oo
/ exp (—2%) Hy (2) Hu () dz = 2" nIN/T S, (1.150)
on obtient
/dAgZ (A) g (A) = G- (1.151)
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Chapitre 2

Méthode des invariants en

représentation de Heisenberg

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous exposons le contenu d’un article [19] concernant le calcul de I'inva-
riant de I'oscillateur harmonique avec masse et frequence dépendantes explicitement du temps
en représentation de Heisenberg. Dans cette représentation, les opérateurs dépendent du temps
cependant les fonctions d’onde ne le sont pas. Le but est de calculer les expressions des opéra-

teurs position ¢ = ¢ (t) et impulsion p = p (¢) .

2.2 Application a l'oscillateur dépendant du temps

On considére un oscillateur harmonique & une dimension dont I’'Hamiltonien H (t) est

() = s+ S (O () 1), (2.1)

ot M (t) et w(t) sont respectivement la masse et la fréquence de l'oscillateur qui sont des
fonctions réelles dépendantes explicitement du temps et sachant que [g (), p(t)] = i.

Pour commencer, on définit la base hermitienne suivante

_p®a®) +q®)p@)
2

¢ (1)

5 (2.2)

, Ly (1) =

qui vérifie une algebre de Lie su (2) avec la structure de groupe

BLO (t),L+] =L, (1), BLO (t),L_} =—L_(t), [L+(t),L-()]=2 (%Lo (t)>- (2.3)
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Ensuite écrivons ’'Hamiltonien dans cette base

1

H(t) = M—(t)L* (t)+ M (t)w? () Ly (1), (2.4)

et cherchons un invaraiant [ (t) du systéme de la forme

10 = S g (t) L = g0 () Lo (1) + g () Lo (8) + g () L_(1). (2.5)
k=0,+
Sa derivée par rapport au temps est
oI (t)

= 40 () Lo (t) + g1 (1) Ly () + - (£) L (1), (2:6)

et qui satisfait I’équation (2 = 1) de Von Neumann

I (t)
ot

En utilisant les relations (2.3) on montrera que ’équation (2.7) est equivalente un systéme

—i[I(t),H ). (2.7)

d’équations differentielles du premier ordre. En effet, en insérant les relations (2.4) (2.6) dans
(2.7) on obtient

ag—f) =14[go (t) Lo (t) + g+ (t) Ly (t) + g_ (t) L_ (t)] {M;(t)L_ () + M () w? () Ly (t)| —

i (ML@) Lo(t)+ M) w? ()L, (t)) [90 (£) Lo (t) + g+ () L+ (t) + g— (¢) L (t)]

_ ML(t)go (t) [Lo (£) , L_ (£)] + ML@% (6 [Ly (1) L ()] +

iM () w? (1) go (t) [Lo () , L (1)] + M (t)w® () g- () [L- (1), Ly (1)],
et en utilisant les relations de commutation(2.3) on trouve

o (0) Lo () + 6 (1) Lo )+ 6 () L (1) = 70 ()L () = 50+ (0 Lo (0 +
2M () (1) g0 (1) Ly (6)+ M (1) 2 (8) g (1) Lo,

(2.8)

et par comparaison on obtient le systéme suivant

g4 (1), (2.9)
g (1) = 2M (1) W (1) g0 (1), (2.10)

g-(t) = =790 (1), (2.11)



la solution générale du ce systéme est donnée par

g- () =i fi () +cafi (8) fo (8) +csfs5 (1), (2.12)
900 =M {affOAO+5[AOLO+AOLO|+ahO RO}, (213)
g () = M2 (1) [e1 f7 (1) + eafu (1) o () + s f2 (1)) (2.14)

ou fi (t) et fo(t) sont deux solutions indépendantes de 1’équation du mouvement classique
% (M (1) %1 (t)) LM (B)WR () f (1) = 0. (2.15)

Ensuite introduisons les opérateurs de création et d’annihilation dépendants du temps

(,/Qg ~iy g ) 2aff)p@x 210
(,/29 iy [ ) 2050, (27

ou wy = \/ gy ( est une constante .

A partir de ces définitions, il est facile de monter que

[A(t), AT (t)] =1, (2.18)

sachant que
A0A0 = (525 + 520 ) e 0 -5+ 2 o+ 50 0. 2w
A0 = (525 + 520 e 0+ 5+ 2 00y + S0, e

donc l'opérateur A' (t) A (t) est un opérateur qui a des valeurs propres entiéres positives.

L’invariant [ (¢) peut alors s’écrire sous la forme

st 040) = (555 + (2)) 2(1)— s+ 20 ) o0y + 1 )
+ (1) g-(

(s 030 B0Y, o1
- (2O OO L DY L) ot O L) +9- (020
oA (0 A0+ q0r = 9 (O L O+ 0 (O Lo (1) + 9- () L (1)
I(t)=uw; (AT (t) A(t) + %) : (2.21)

27



alors les étate propres |n,t), de I'invaraint peuvent s’écrire sous la forme

At (t)
|n’t>l - \/m |07t>17 (222)
ou |0,t); est défini par
A(t)]0,t);, = 0. (2.23)
D’autre part, ’'Hamiltonien s’écrit sous la forme
H(t) = S hy (1) K (8) = ho () Ko () + b () K_ () +hy (DK, (1), (2:24)

§=0,%

ot Kj (t) sont les générateurs de I’algebre su (1, 1) de l'oscillateur harmonique

K= L0, gy AOAOTAONW ) A0 025
RO MR ()P () + R+ MD)W (1) g (1) — T 2igo (1) i
o () = o (O M (B)wr  helB) = 2 () M (1) ar
(2.26)
et les expressions de A% (t) et A'2 (t) sont
2/ wr 9o (t) 9 (1) 2 { 9o (1)
(1) = (29_ i DO 0+ 200+ 20000
= ap a0+ 2000 - S0 ), (2.27)
12 00y wr .9 (t) g5 (1) 20 L
O = o ot )0 - Jan )
+ 20 0p0 - p0a0+ 5 0a0 - S0 0, e
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en insérant des égs. (2.19),(2.20), (2.27) et (2.28) on obtient 'expression de H (t)

() + w?) (A* (1) A(t) Z A(t) Af (t))

g2 (1) — w? — 2igo () wi <AT2 <t>>

(RO O 02 0 (290 ¥

-(*rovaa ) Gw) e (o)

(220 @0+ 2D 0p0 + 22D 00 0+ 202 )
t t

0
wr

g (t) 2 9o (t) g0 (1)
BPAOEIOKCAE PR, t)q(t)p()_ 29 () M (@) () q(t)
11,

+ iy (B w? () ¢ (1), (2.29)

En utilisant le systéme d’équations différentielles (2.9),(2.10) et (2.11) dans les équations

. , T e e . dAT (¢
du mouvement de Heisenberg des opérateurs de création et d’annihilation, I’expression de dt( )

est
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apres simplication, on a

dAT(t) _ [wor g (t) _Z. 1 g (t
dt -\ 29 (t) M (t) g (t)

M (t)g-(t) | 'V 29— (¢) 2wig- (1) 2wy
- = (;“gf_ A0 (2.30)
et de la méme maniére on trouve I’expression de ’th)
dA() 1 [wr g% (t) 1 1 w9 ()
i - 2N m e "N o em Y
o (MO 000 - 350-0) a0
wr 1 1
+ ( N ) —leg_ 0 90 (t)) M—(t)p (t)
1 M; 9o (t) - [g-(t) 2
5\/7 p(t) —i 2—MM(t)w (t)q(t)
=+ <;) gi (t)A(t). (2.31)

En intégrant une fois les deux équations (2. 30) et (2.31) on obtient

/ dA]L
At (t0) ) M (t)g—(t)

(it >

= [ZQ (t — to)] AT (o), (2.32)
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et de méme pour

A(t) = exp [~ (t — to)] A (to) | (2.33)

avec AT (ty) et A (to) sont les opérateurs de création et d’annihilation & l'instant initial ¢, et

Qt —to) = /t mdt. (2.34)

Alors Pinvariant [ (t) peut alors étre s’écrire sous la forme : en insérant les éqs(2.32), (2.33)
dans (2.21) on a

f@=w{mMM@—m»mu@mM4ﬂa—mwum+%y
on trouve
1 (t) = Wy <AT (to) A (t()) + %) 5 (235)

on remarque que U'invaraint (2.35) est independant du temps dans la répresentation d’Heisen-
berg ce qui n’est pas le cas dans la répresentation de Schidinger.

En appliquant les égs. (2.32) et (2.33) plusieurs fois et aprés avoir fixé la phase de |0);
correctement, les états propres I’ invariant sont donnés par

in,1), = exp [ZQ (1 1) <n + %)] in), (2.36)

ol [n); = |n, ), est un état propre de I & I'instant ¢
En utilisant (2.16) et (2.17) pour obtenir les expressions des opérateurs ¢ (t) et p (¢) dans la

répresentation d’Heisenberg

() == 2,;_1@) (AT (1) + A(B)] (2.37)

00 = 33/ 2 exp 920~ 10)) A" 10) + ex0 (<120~ 1) 4 (1)
— 2gw[(t) ( 29?&0) cos Q (t — to) q (to) + \/ mgo (to)sinQ (t —tg) q (t0)> +
\/QQWI(t) \/92(5}1&[@)}) (t[)) sin © (t _ t0> , (238)
= g- (1 cos — o (to) sin —
o) = a0) = feos - 1)+ 20 s - 1) +
p (o) YI=D9-U0) &0 h oy (2.39)
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et de la méme maniére, calculons 1’expression de p (t)

At~ AT (1) =20 | =g (1)a(t) + 204 = D r). (2.40)

p(t) = 2% QZ—UE;) <A (t) — AT (t) — 2i mgo (t)q (0)

_ 1 _ cos iy (w1 S0 (to) 9o (1) sin _

= q(to) RO [(90 (to) — go () cos Q2 (t — to) < r+ Y ) Q(t to)] +
g (to) 9 (t) .

p(to) 0 {COSQ (t —to) — o sin Q (t — t()):| : (2.41)

Finalement, on a obtenus les expressions (2.39) et (2.41) des opérateurs position ¢ (t) et

p (t) de loscillateur harmonique dépendant du temps dans la représentation de Heisenberg.
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Chapitre 3

Nouvelle approche pour la construction

des 1nvariants

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons exposé le contenu d’un article récent concernant le calcul
des invariants par une nouvelle approche [20]. En effet, cette nouvelle approche consiste a
construire les invariants des oscillateurs classiques et quantiques dépendants explicitemets du
temps en utilisant uniquement les équations du mouvement. Nous établirons aussi le lien entre
I'invariant linéaire et quadratique, et nous discutons comment l'invariant quadratique peut étre
relié & I'invariant d’Ermakov.

Comme exemple d’application, considérons un oscillateur harmonique & une dimension fré-

quence w (t) dépendante explicitement du temps dont I’Hamiltonien est donné par

H (1) = % + %Muﬂ ) 2. (3.1)

3.2 Invariants classiques de l’oscillateur dépendant du
temps

Notre point de départ est ’équation du mouvement classique de cet oscillateur

d?q 2
— +w(t)qg =0, 3.2
i FIOY (32)
qui une équation différentielle ordinaire (EDO) du deuxiéme ordre, et on sait qu'il est possible
de la transformer en un systéme d’équations différentielle du premier ordre : comme le moment
conjugué p est défini par
=, 3.3
p=— (3.3)
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alors I’équation différentielle (3.2) devient

dp 2
i (t)q. (3.4)

Ces deux équations décrivent le mouvement classique de 1'oscillateur dans ’espace des phases
(P, q)-

Pour obtenir une solution unique du probléme il faut avoir les valeurs des deux conditions
initiales sur les variables (p,q) a un instant donné dans le cas des équations (3.3) et (3.4), ou

bien les conditions initiales sur ¢ et sa dérivée ¢ dans le cas I’équation (3.2) .

Invariants linéaires

Soient « (t) et [ (t) deux fonctions arbitraires dépendentes explicitements du temps, mul-
tiplions 1'éq. (3.3) par «a(t) et 1'éq.(3.4) par [ (t) et effectuons ensuite la somme des deux

équations, on obtient
dq dp - 2
a(t) F+B0T =ap- 51?00 (35)
pour avoir une dérivée totale au premier membre de cette équation, nous ajoutons aux deux

membres les termes adéquats

Georra=(a+Z0) o+ (B0 s0e0)e s

Choisissons les fonctions « (t) et 5 (t) pour que le systéme d’équations différentielles ordinaires

soit vérifié

s (t) _
a(t) + 7 =0, (3.7)
do (t) 2/
— - —BMW (1) =0, (3.8)

dans ce cas la quantité I, définie au premier membre de 1’équation (3.7) par

I,=B@{)p+alt)q, (3.9)

est un invariant dynamique classique de 1'oscillateur, c’est a dire

dly,

M _ 1
=0 (3.10)

Ensuite dérivons I’équation (3.7) par rapport au temps et utilisons I’équation (3.8), on a

B (t)
dt?

+ B ()W (t) =0, (3.11)
alors I'invariant linéaire classique (3.9) peut s’écrire en fonction d’un seul paramétre 3 (¢)
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n=pp- 20, (3.12)

L’équation différentielle de « (t) est du deuxiéme ordre mais sa forme est plus compliquée, nous
utilisons alors le parameétre [ (t) et I'expression de « (t) sera déduite de I’équation (3.7). Notons
aussi que I’équation différentielle (3.11) de [ (¢) a la méme forme que ’équation du mouve-
ment (3.2), et soient [ (t) et 5* (t) ses deux solutions complexes conjuguées. Par conséquent,

I'invariant linéaire classique I}, de 'oscillateur a deux expressions indépendantes

n=smp- 20, .13
= mp- 20, (3.14)

Invariants quadratiques

De la méme maniére, les invariants quadratiques peuvent étre obtenus a partir des combinai-
sons linéaires des équations du mouvement. Cependant, dans ce cas, nous pouvons envisager la

superposition de produits quadratiques d’équations (3.3) et (3.4). Considérons les combinaisons

suivantes J
P 2
— — W2 (t 3.15
pdt w ( )an ( )
dq
= 1
th qp, (3 6)
dq dp 9 9
e il _ 1
el PP —w?(t) ¢, (3.17)

notons que d’autres combinaisons sont possibles mais celles-ci suffisent pour calculer I'ex-
pression générale de I'invaraint quadratiques.
Multiplions les équations(3.15),(3.16) et (3.17) par des fonctions arbitraires dépendentes

du temps 7y (), € (t) et £ (t) et nous prenons la somme, on obtient

v e ) (G Ba)+ €005 = O - O +ED 7 (057 0]y (315)

réarrangeons les termes pour obtenir une dérivée totale au premier membre, on obtient
d dry (t
Gh0OR 2w €0 = (20 + 52 ) e

(180 )2 (“P e 2000 0)
(3.19)
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si on impose que les coefficients vérifient ’ensemble des équations suivantes

2¢ (t) + dﬁg—it) =0,
d§(t) 2 (4 _
T 2¢ (t)w” (t) =0,
de (t)

D -1t 0 =0,

dans ce cas la quantité I définie au premier membre de I’équation (3.19) par
Ig=7(t)p"+2e(t)ap+ £()q",

est un invariant dynamique, c’est a dire

dlg _

dt 0,

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

Les équations (3.20), (3.21) et (3.22) peuvent étre écrite sous la forme d’une équation dif-

férentielle du troisiéme ordre. Pour démontrer cela, dérivons deux fois I’équation (3.20) par

rapport au temps et utilisons I’équation (3.22) on trouve

d;t:gt) _ 2% (@) —v({t)w* (1)),

ensuite remplacons les deux équations (3.20) et (3.21) dans 1'éq (3.25) on obtient

Ay (@) oo dr (1) dw? (t)
e + 4w (t)7+27(t)7 =0,

et mutiplions cette derniére par ~ (t)

%v (t) a ;t?(,t)

4 (ool ron) - 2000,

en intégrant une fois cette équation

/% <%v(t)d;t§t) (1) (t>) dt:%

apres intégration et simplification on obtient

3 0 0=+ s ()

vty D W

on trouve

ot W2 est une constante d’intégation.
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(3.27)

(3.28)
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3.3 Invariants quantiques de 1’oscillateur dépendant du

temps

L’équation du mouvement de I'oscillateur harmonique quantique unidimensionnel avec une
fréquence dépendente du temps a la méme forme que dans le cas classique
d*q
T +w(t)§g =0, (3.31)
ou ¢ est 'opérateur associé a la coordonnée généralisée ¢q. Les équations du premier ordre sont
aussi identiques aux équations (3.3) et (3.4) mais les variables (¢,p) seront remplacées par
les opérateurs (g, p). Signalons que dans le cas quantique, on doit tenir compte du fait que les
opérateurs § et p ne commutent pas : [§, p| = ihi . Cependant, lors de la dérivation des invariants

linéaires cette contrainte n’influe pas et on obtient les deux expressions suivantes

h=pmp- 3.3
it =g p- P, (3.33)

ol IAE est lopérateur adjoint de l'invariant linéaire I, et 5* (t) est le complexe conjugué de
B (t) qui sont deux solutions de I’équation différentielle(3.11).
D’autre part, les expressions quadratiques possibles peuvent etre obtenues & partir des

combinaisons de produits d’équations du premier ordre

dp dp o dp.  _.dp  dp? NN

=P+ p =2 == - 34
{ dt} byt =2 = w”(t){q,p}, (3.34)

d 2
a0} = (p+P<Z)—2p — 2% () § (3.35)

dq g .. .. ..

— = = 3.36
{ dt} o = P+ 04 =149}, (3.36)

ol {A, B} — AB + BA est l'anti-commutateur des opérateurs A et B.
Ensuite utilisons les fonctions complexes v (t) , € () et £ (¢) et les équations (3.34) , (3.35)et(3.36)

pour obtenir I’expression suivante

1O e @)+ €T = ()0 (0 (0.5) + () (@~ 22 (08) + £ (0) 1. 5).
(3.37)
10 De (1) S (0.0 +E (0 L = (€(1) 7 (0w (1) {d,Phe (1) (257 — 27 (1) %), (339
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qui peut s’écrire sous la forme d’une dérivée totale comme suit

Shwp e+ - (Do) i 539)
(dgd_it) ~ 2O (t)) T+ <di.z—§? +E(1) =y () w? (t)) {69} .

(3.40)

par conséquent, nous remarquons que les conditions (3.20),(3.21) et (3.22) doivent etre satis-

faites pour que la grandeur fQ définie par

A

Io=~)p"+e®){qp} + &), (3.41)

soit un invariant quantique du systéme.

3.4 Algébre des invariants dynamiques

Cas classique

Nous avons montrer que les combinaisons linéaires simples des équations différentielles du
premier ordre du mouvement de l'oscillateur harmonique classique dépendant du temps per-

mettent d’obtenir les invariants dynamiques linéaires

n=pp- 20 (3.42)
= -0, (3.43)

ou la fonction complexe dépendante du temps (3 (t) (et 5*) verifie une équation différentielle du

() (24 -

D’autre part, insérons les egs. (3.20),(3.21) et (3.22)dans I’éq. (3.23), 'expression de Ig

second ordre

lo= (%dz;z(ﬂ + () w? (t)) ¢ — dzl—iwqp +7 () P, (3.45)

est un invariant quadratqiue si v (¢) vérifie 'équation différentielle suivante

Br(t) | o dr () a? (1)
e + 4w* (t) —a + 27 (1) 7

On peut se poser la question si I'invariant quadratique peut etre obtenu a partir des invariant

~0. (3.46)

linéaires. En d’autre mots, pouvons-nous générer la forme quadratique a partir des formes

linéaires, et les équations des parameétres restent cohérentes ? Dans le cas classique, le probléme
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d’ordre est absent, on peut construire toutes les expressions quadratiques a partir des formes

linéaires
d dp*(t)d
T = 80800~ (@ ) e+ L0 (3.47)
et
d d dg*
LI =08 OF - L0 0w+ THT O (3.48)
et remarquons que
I, =11, (3.49)

ce produit est un invariant quadratique puisque I et I sont des invariants. Cela coincide avec

I si on fait les identifications suivantes

() =8 ()5 (1), (3.50)

et
1% (1) At () dB ()
2 dt? dtdt ’
I'équation (3.51) ne contient aucune nouvelle information car elle est satisfaite car [ (t) et

+ 7 (1) w? (1) (3.51)

B* (t) obéissent a I’équation(3.44) . Par conséquent, I'invariant quadratique /g peut étre généré
naturellement & partir des invariants linéaires I, lorsque 1’eq. (3.50) est satisfaite.

Ecrivons f3 (t) en coordonnées polaires 3 (t) = p () exp (i¢ (t)), alors v (t) = p* (t). Dans ce
cas, I’équation(3.44) devient

d2

-5 [ () exp (0 (1))] + p () exp (i6 () &” () = 0, (3.52)
)+ 2ip (8) 6 (8) +ip (1) ¢ (1) — p (1) 9 () + p () ® (t) = 0, (3.53)
PO+ (0 0+~ | 2 060 =008 @), (354
on trouve alors les deux équations suivantes :
Bt +p(t)W? () = p(t) 8 (1), (3.55)

a 3.56
i (3.56)

ou W est la méme constante qui apparait dans (3.30). Remplacons le résultat de 1’éq. (3.56)
dans I’équation (3.30)

G 0s0] 0= 0=

(26° (t) +20(1) p (1) + p* () * () = + (20(1) p (1), (3.57)

N | —
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on obtient finalement ’équation auxiliaire de Pinney-Ermakov
d? W2
—p(t t)w? (t) = —— 3.58
G O+ 06 ()= S5, (358)

D’autre part, 'Eq(3.50) implique que v (¢) est un nombre réel positif, ’équation (3.46) s’écrit

en fonction de p () comme suit

Eeo (e +r20)] o (359

et on obtient également de cette équation I’équation auxiliaire de Pinney-Ermakov(3.58) .

A partir de 'équation (3.45), calculons I'expression de l'invariant quantique Ig

o= (3 10 ) - Lo 022 (3:60)

o= (roww+ T 0 ) - W 20 o

o= (70 0+00) 20 ) ¢+ (L) —2p 0 LW 207, (a62)

et en utilisant ’équation auxiliaire(3.58) dans 1'éq (3.62) on trouve l'expression finale de 'in-

variant quadratqiue classique de l'oscillateur harmonique unidimensionnel de fréquence dépen-

Io= pzv(; 2+ (dﬁd—i’”q - p(t)p) , (3.63)

dante du temps

Cas quantique

Dans le cas de l'oscillateur harmonique quantique dépendant du temps, commencons par

calculer les deux produits fo I et I sz suivants

as(t) . A5 ()

T % A2 o N
- X dg(t) .. ds*(t) o .. dB(t)dp" () .
T * 2 % . 2
LI =p ) 5" (O = 8" (1) = =ap = — =B () pi + — = ——=4", (3.65)
ol nous avons deux combinaisons possibles, le cas antisymétrique défini par
. 1 /s s e ag*(t) dp(t) i an
_ - T_ gt _ _ * _
=g (il - 0) = (5050 - Bl o) -5, o0
et le cas symétrique est défini par
A ]_ [a) A, A oy A ]_ d * t t A A
fs= 5 (i + 1) = sy — S0 5 5y (3.67
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notons que l'invaraint quantique I, défini par (3.66) n’est pas vraiment une forme quadratique
car les opérateurs § et p vérifient la relation de commutation [g, , p| = ih. On peut aussi montrer
a partir des équations quantiques du mouvement
dq dp 2
D = -, _— = =W t A) 3-68
p=— - (t) g (3.68)

que le commutateur [, ,p] = (§p — pg) est une constante : calculons sa dérivée

d .. .
- (@ —pq) = 0. (3.69)

par conséquent, le commutateur §p — pg est un nombre complexe.
D’autre part, 'invariant /g est un invaraint quadratique et comparons le I'invariant quadra-

tique fQ défini par I’équation (3.41)

ldﬂ (t)) ~2 1d7_<t) {(j,ﬁ} + v (t) ]52, (370)

fo— (vt )+ 2210 o
o= (w0300 -

ol nous avons utilisé les équations(3.20),(3.21) et (3.22). Notons que Pégalite [g = I est
satisfaite si

1d?y (t)
2 dt?

ds* (1) dp (1)

+ () w?(t) = TR

(3.71)

En conclusion, 'invariant quadratique quantique fQ de l'oscillateur peut étre obtenu a partir
de I'invariant lineaire quantique I1,en utilisant la définition (3.67) si les contraintes (3.71) sont
satisfaites.

Enfin, notons qu’il est possible d’appliquer cette méthode pour obtenir les invariants clas-

siques et quantiques de l'oscillateur harmonique forcé dépendent du temps [28].
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Conclusion

Dans ce mémoire, aprés introduction de la méthode des invariants de Lewis-Riesenfeld au
premier chapitre, nous avons traité comme exemple l'oscillateur harmonique a une dimension
avec masse et fréquence dépendantes du temps en utilisant un invariant quadratique puis un in-
variant linéaire pour obtenir les solutions corespondantes de 1’équation de Schrodinger. Ensuite,
nous avons présenté au deuxiéme chapitre, la méthode de calcul de I'invariant quadratique de
I'oscillateur harmonique & une dimension avec masse et fréquence dépendantes du temps en
représentation de Heisenberg. Au troisiéme chapitre nous avons présenté une nouvelle approche
de calcul des invariants classiques et quantiques de ’oscillateur harmonique & une dimension
avec fréquence dépendante du temps a partir des équations du mouvement uniquement. Nous
avons calculé, dans la cas classique et quantique, les invariants linéaires et quadratiques ainsi

que le lien entre ces invariants.
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