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Résumé

L’objet de ce mémoire est d’étudier quelques aspects fondamentaux de la théorie de jauge de Poincaré
de la gravitation. Dans cette théorie, la géomeétrie de I'espace-temps est celle de Riemann-Cartan ou les
connexions ne sont pas symétriques et portent ainsi un tenseur de torsion.

Aprés avoir exposé¢ la théorie de la relativit¢ générale d’Einstein qui décrit 1’interaction
gravitationnelle, nous avons montré comment construire une théorie de jauge pour cette interaction en
se basant sur le groupe de Poincaré. Ensuite, nous avons étudié la stabilité de cette théorie a cause des
degrés de liberté fantdmes (ghosts). Dans le cas considéré, nous avons montré que la théorie libre de
ghosts est celle de Gauss-Bonnet avec torsion.

Ensuite, nous avons établi les équations de Friedmann en présence de torsion. Dans ce cas, nous avons
montré que la torsion peut jouer le r6le d'une constante cosmologique effective donnant lieu a une
expansion accelérée exponentiellement.

En derniere étape, nous nous étions intéressés aux solutions a symétrie sphérique en présence de
torsion. Dans un cas particulier, nous avons pu trouver une métrique a symétrie sphérique de type
Lifshitz qui représente un trou noir.

Mots clés :

Théorie de jauge, Géométrie de Riemann-Cartan, Torsion, Fantdmes, Constante cosmologique.
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Abstract

In this work, we were interested in the study of some fundamental aspects of the Poincaré
gauge theory of gravity. This theory is described by the space time of Riemann-Cartan
geometry, where the connections are not symmetrical and thus carry the torsion.

After having displayed Einstein’s general theory of relativity which describes the gravitational
interaction, we have shown how to construct a gauge theory for this interaction based on the
Poincaré group. Then, we studied the stability of this theory through eliminating the ghosts’
degrees of freedom. In this case, we have shown that the ghost free theory is that of Gauss-
Bonnet with torsion.

Furthermore, we had the desire to study the torsion’s effect which is why we established the
Friedmann equations. In this case, we have shown that the torsion can play the role of
efficient cosmological constant giving rise to an exponentially accelerated expansion.

In the last step, we were interested in solutions with spherical symmetry in the presence of

torsion. In a particular case, we found a Lifshitz-type spherically symmetrical metric that
represents a black hole.

Keywords :

Gauge theory, Riemann-Cartan Geometry, Torsion, Ghosts, Cosmological constant
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Chapitre 1

Introduction générale

7 Quantum mechanics as it stands would be perfect if we didn’t have the quantum gravity
1ssue and a few other very deep fundamental problems”
Gerard’t Hooft

Méme apres plus d’un siecle de son avénement, la relativité générale d’Einstein est
I'une des théories les plus importantes de la physique qui a radicalement changé notre
compréhension des phénomeénes gravitationnels. Complétement différente de la théorie de
Newton, la relativité générale est basée sur le concept de la géométrie de ’espace-temps
(I'unification de 'espace et du temps en une variété d’espace-temps a quatre dimensions).

Plusieurs tests ont confirmé la validité de cette élégante théorie, comme le décalage
du périhélie de Mercure, la déviation de la lumiere et les lentilles gravitationnelles, le
décalage vers le rouge, les trous noirs et les ondes gravitationnelles ont été confirmées
expérimentalement [1]. De plus, la détection des ondes gravitationnelles par les collabora~
tions LIGO et Virgo [2, 3, 4] ainsi que I’observation récente d’un trou noir supermassif au
coeur de la galaxie M87 par la collaboration EHT [5, 6], nous permet de nous assurer que
la RG est fiable pour la description des phénomeénes gravitationnels macroscopiques. 11
est également & noter que grace aux résultats obtenus par la collaboration PLANCK [7],
qui sont trés améliorés par rapport aux résultats précédents de WMAP [8], les modéles
cosmologiques basés sur la RG ont acquis une reconnaissance bien méritée.

Cependant, bien que la théorie de la relativité générale soit bien étudiée et testée
a bien des égards et malgré ses succes dans de nombreux contextes, elle est dotée des
problémes récents, donc il existe des questions fondamentales sur l'interaction gravita-
tionnelle auxquelles la relativité générale n’a pas pu répondre d’une maniére satisfaisante
et elle semble incompléte. Parmi ces questions :

1. L’incapacité, jusqu’a présent, d’unifier la RG avec le modeéle standard de la physique
des particules, ou d’autres termes, les difficultés rencontrées dans la quantification
de la RG par les mémes schémas utilisés avec succes pour les autres interactions
fondamentales.

2. Nous notons aussi, 'inaptitude de la RG a expliquer de maniére satisfaisante la
phénoménologie de la matiére noire et de I’énergie noire, sans introduire une sorte

4



d’énergie de matiére inconnue pour réconcilier ses prédictions avec les observations
récentes telles que 'expansion accélérée de I'univers.

3. La prédiction de l'existence de singularités spatio-temporelles qui sont & la fois
mathématiquement et physiquement difficiles a accepter. L’exemple le plus fameux
est la singularité du Big-Bang.

Ces problémes ont attiré 'attention de nombreux physiciens, dans une tentative de
les résoudre et de la recherche d’une théorie gravitationnelle au-dela de la RG. A nos
jours, les théories de la gravitation alternatives a la relativité générale continuent d’étre
d’un intérét considérable. Il est possible que la résolution des problémes liés a la quanti-
fication de la gravitation soit facile dans une théorie au-dela de la RG. Il est également
concevable que la théorie d’Einstein nécessite des modifications pour d’autres raisons bien
avant que les effets quantiques de la gravitation ne deviennent importants. Comme la si-
tuation concernant 'une ou 'autre de ces modifications n’est pas claire a I’heure actuelle,
il existe plusieurs modeéles candidats pour une telle description. Dans la littérature, nous
pouvons voir plusieurs manieéres de modifier la théorie de la relativité générale. La pre-
miére modification consiste & généraliser ’action de Hilbert-Einstein comme par exemple
les théories f(R), la théorie de Gauss-Bonnet et la gravitation de Lovelock. Il y a aussi
la possibilité de modifier la géométrie et les propriétés de I’espace-temps en introduisant
des structures supplémentaires comme par exemple le tenseur de torsion et le tenseur de
non-compatibilité. Comme la théorie de la RG semble fiable a I’échelle macroscopique, il
se peut qu’une telle modification se produise naturellement lorsque ’on réussit a fournir
une description de la gravitation en théorie quantique des champs.

D’autre part, au cours des derniéres décennies, un intérét croissant s’est porté sur
le probléme de la construction d’une théorie unifiée des interactions fondamentales. Une
telle théorie, capable d’expliquer la structure hiérarchique des forces physiques dans la
nature, pourrait trés probablement étre basée sur le principe universel de I'invariance
locale et sur le formalisme résultant des champs de jauge. Un progres significatif dans ce
domaine est couronné par la conception du modeéle standard des particules élémentaires si
bien confirmés par les découvertes expérimentales des bosons de jauge et de la particule de
Higgs. Cependant, ce modeéle ne prend pas en compte la gravitation, et ne doit donc étre
considéré qu'une approximation de I'unification de toutes les interactions qui pourraient
avoir lieu a des échelles extrémement petites, ou & des énergies et des températures tres
élevées, lorsque les effets gravitationnels devraient étre significatifs. Ainsi, la construction
d’une véritable théorie unifiée consiste a inclure la gravitation dans le schéma général
des interactions physiques fondamentales, réconciliant les principes de la théorie de la
relativité générale avec ceux de la théorie quantique et de la théorie des champs de jauge.

Nous savons que la RG est basée sur les méthodes de la géométrie différentielle
pour décrire les phénomenes gravitationnels en termes de propriétés de la variété spatio-
temporelle a quatre dimensions. En revanche, les trois autres interactions physiques (élec-
tromagnétique, faible et forte) peuvent également étre géométrisées en utilisant ’approche
de la théorie de jauge de Yang-Mills. Une question naturelle s’est posée de savoir si la
théorie de la gravitation peut étre formulée de maniére cohérente dans le cadre des théo-

5



ries de jauge car le concept de symétrie de jauge a trés bien réussi dans la fondation
d’autres interactions fondamentales. La réponse n’est pas aussi simple que cela puisse
paraitre a premiere vue. Le point subtil est que le modele standard est basé sur les
groupes de symétrie fondamentaux agissant dans les espaces internes, alors que la gravi-
tation est évidemment liée & la symétrie de 1'espace-temps lui-méme. L’utilisation d’un
principe de jauge pour construire une théorie de la gravitation analogue aux célébres
théories de Yang-Mills est, sans doute, I'une des approches les plus attrayantes de la gra-
vitation. Comme proposé pour la premiére fois par Sciama et Kibble [9, 10], un groupe
naturel pour cette tache est Poincaré composé des transformations homogenes du groupe
de Lorentz qui générent la courbure de Riemann [11, 12, 13] et les transformations non
homogeénes responsables de ’apparition de la torsion comme champ de translation.

L’espace-temps dans cette théorie est la variété Riemann-Cartan, dans laquelle, la
torsion non-nulle peut étre couplée a la densité de spin intrinseque de la matiére et,
de cette maniére, la partie spin du groupe de Poincaré peut changer la géométrie de la
variété comme le fait le tenseur d’impulsion d’énergie. La premiére tentative d’introduire
la torsion dans une théorie de la gravitation était la théorie d’Einstein-Cartan ou la
courbure scalaire de I'action Einstein-Hilbert est construite a partir des connexions non-
symétriques au lieu des symboles de Christoffel. La théorie de jauge de Poincaré qui
utilise les mémes connexions non-symétriques introduit des termes quadratiques a ’action
d’Einstein-Hilbert, ce qui offre la possibilité de rendre la théorie renormalisable [14].

Dans ce travail, nous nous proposons d’étudier quelques aspects de la théorie de jauge
de Poincaré de la gravitation. Il est a noter que, depuis la réalisation des théories de la
jauge de Poincaré, les tentatives de généraliser les différentes propriétés et les théorémes
de la RG ont été un domaine trés actif. Parmi les travaux réalisés nous pouvons citer,
I'étude des singularités [15, 16, 17, 18], le théoréme de Birkhoff [19, 20, 21], I'existence
de solutions exactes [22, 23, 24|, la cosmologie [25, 26, 27, 28, 29], le mouvement des
particules [30, 31] et Panalyse de la stabilité [32, 33, 34, 35].

Ce mémoire se compose de sept chapitres

Dans le deuxiéme chapitre, nous exposons un bref rappel sur la théorie de la relativité
générale et nous montrons comment dériver les équations d’Einstein.

Dans le troisiéme chapitre, nous présentons une formulation "théorie de jauge" pour
la gravitation sur la base du groupe de Poincaré. Nous commencons d’abord par un rap-
pel sur les groupes ot nous introduisons la notion de groupe, le groupe de Lorentz et le
groupe de Poincaré. Ensuite, nous montrons succinctement, comment reformuler 1’élec-
trodynamique comme une théorie de jauge du groupe U(1). Finalement, nous considérons
la théorie de jauge du groupe de Poincaré.

Dans le quatriéme chapitre, nous nous proposons d’étudier la stabilité de la théorie
vis-a-vis les degrés de liberté fantomes.

Dans le cinquiéme chapitre, nous étudions les équations d’Einstein correspondantes
et nous cherchons leurs solutions pour un univers en expansion.

Pour le sixiéme chapitre, nous nous proposons de chercher des solutions & symétrie
sphérique en presence de torsion. en tenant en compte la présence du torsion nous allons



présenter des solutions a symétrie sphérique.
Finalement, le septiéme chapitre est une conclusion générale.



Chapitre 2

Relativité Générale

" When forced to summarize the general theory of relativity in one sentence : Time and
space and gravitation have no separate existence from matter”
Albert Einstein

2.1 Introduction

Lors I'avénement de la théorie de la relativité restreinte qui stipule que toute inter-
action physique devrait se propager & une vitesse égale ou inférieure a la vitesse de la
lumieére, il été constaté que la théorie Newtonienne de la gravitation ne satisfaisait pas a
cette exigence. C’est ainsi que Einstein cherchait une théorie de la relativité plus géné-
rale qui pourrait rendre compte de la gravité, sans contredire la théorie de la relativité
restreinte. En 1915, il a pu formuler la de la relativité générale qui a donc remplacé la
théorie de la gravitation universelle de Newton en prenant en compte de nombreux effets
qui ne pouvaient pas étre expliqués par la derniére. L’idée fondamentale & la base de
cette théorie est que le champ de gravitation, que nous mesurons par ses effets sur le
mouvement des corps massifs, est en fait une manifestation de la géométrie courbe de
I’espace-temps supposé pseudo-Riemannien.

L’objectif de ce chapitre est de présenter les notions de base de la relativité générale.
Aprés avoir énoncé le principe d’équivalence sur lequel est basée RG, nous exposons
briévement les différents élements de la géométrie Riemannienne. Ensuite nous montrons
comment formuler la théorie de la gravitation dans cette géométrie.

2.2 Principe d’équivalence

Le principe d’équivalence est le pilier de la relativité générale, qui stipule que "Au-
cune expérience en mécanique ne peut distinguer entre un champ gravitationnel et un
reférentiel accéléré".



Dans sa premiére version, le principe d’équivalence faibe stipule que la masse inertielle
m; est équivalente a la masse gravitationnelle m,, ce qui implique que I'accélération attri-
buée a un corps par un champ gravitationnel est indépendante de sa masse. La deuxieme
version (principe d’équivalence forte) consiste a maintenir le principe d’équivalence faible

—)
valide en présence d’une autre force non gravitationnelle F',
5 o g —
m(a—ai—l—v¢> =F (2.1)

ou ¢ est le potentiel gravitationnel et @; désigne I'accélération inertielle, survenant dans
les systemes de coordonnées non euclidiens. La derniere équation suggere une autre équi-
valence, l'origine identique des forces gravitationnelles et inertielles. Cette équivalence
permet la possibilité d’éliminer les forces gravitationnelles & un point d’espace-temps
donné par un systéme de coordonnées choisi approprié. Ce principe n’est valable que
localement.

Une autre version du principe d’équivalence est que dans une région suffisamment pe-
tite de ’espace-temps, il est impossible de détecter la présence d’un champ gravitationnel
et, ainsi, les lois de la physique se réduisent & celles de la relativité restreinte. En d’autres
termes, 1'espace-temps et les lois physiques peuvent étre rendus localement invariants de
Lorentz.

2.3 Espace-temps

En relativité générale ’espace-temps est une variété différentielle muni d’une mé-
trique & quatre dimensions. Généralement nous ne pouvons pas soustraire deux points
pour obtenir un vecteur qui donne le déplacement d’un point de ’autre. Pour pouvoir
généraliser la notion de vecteurs des espaces affines aux variétés, nous devons définir un
espace tangent en chaque point de la variété.

2.3.1 Espace tangent
Systémes de coordonnées

L’espace tangent est I’ensemble de tous les vecteurs tangents au point p dans une
variété M, dont sa structure coincide avec la structure de la variété. Dans cet espace,
nous pouvons associer un nombre infini des systémes des coordonnées. Nous définissons
une base différentielle "naturelle" pour I’espace tangent 7}, dans un point p donné par la
dérivée partielle des coordonnées en méme point p[36]

6. =0, (2.2)



soit un quadri-vecteur A € T},. Nous avons alors
A= Ale,. (2.3)

Notons bien que 'utilisation d’un indice grec dénote une composante dans la représen-
tation du systéme des coordonnées (C frame).

Ainsi, nous pouvons construire un espace dual de ’espace tangent, nomé espace co-
tangent et dénoté par 7)., qui est étendu par les éléments différentiels

e' = da* (2.4)
le 4-vecteur dual A € T}, est écrit comme suit
A=A (2.5)

A, est la composante covariante du vecteur dual.
Alors un vecteur fait référence a un élément d’espace tangent 7, et un vecteur dual
(covecteur) ou 1-forme fait référence & un élément d’espace cotangent 7).

Tenseur métrique

Le tenseur métrique g est une application entre deux vecteurs u et v pour donner un
scalaire
u,v — g (u,v) = (u,v) = u.w

nous définissons le tenseur métrique comme étant un tenseur de type (0, 2)

Ou dz® et do® sont des 1-formes.
Pour obtenir les composantes g,3 du tenseur métrique nous faisons la projection de
g sur les vecteurs de base e, et eg

g(ease3) = gudr" @ dx" (eq,ep)
G (dzt eq) @ (dz”, ep)
= gaﬁ

avec

(dz* e,) = 0" o

finalement, nous écrivons

g = gleq ep)dz®® da’
(€a e5) dz® @ da’.
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Maintenant, considérons la formule de 1’élément d’espace-temps ds?
ds? = gudatdx”

notons bien que dans ce cas dx* n’est pas d’l-forme mais représente le déplacement
. Lie . . ’
infinétisimale entre deux points z#* et o # = z* + da*.

Propriétés -L’inverse de la métrique
gquW) = 5;

g est I'inverse de g, .
-Juvr = J(uw) €St un tenseur symeétrique.
-Nous élevons et abaissons les indices par g,

gvA,=A"
et
GupAlL = A,
-La loi de transformation de la métrique est

’ 833” 85EV

g,uz/ = 8x“’ 8[EV, Guv-

(2.6)

2.3.2 Formalisme des tétrades

Comme le tenseur métrique est symétrique et peut toujours étre ramené & une forme
diagonale par une transformation de congruence qui correspond & changement de base
dans 'espace tangent a la variété differentielle, nous pouvons construire une base locale-
ment orthonormée €; a partir de la base naturrelle de coordonnées €,(x)[36]. La matrice
de changement de base permettant cette transformation est notée e ;(z) avec

e =e! (v)e,(x). (2.7)
Inversement nous pouvons écrire
eu(z) =¢" ,(2)e. (2.8)

L’inverse du vierbein a des composantes qui satisfont la condition d’orthogonalité suivante
e i(z)e, ‘(z) = 6", (2.9)
et ' .
e, (@) () =3, (2.10)
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comme la base tétrade e; est localement orthonormée, la métrique est localement Min-
kowskienne

g9(ei,e5) = Nij

ce qui nous donne

o~ o~

9(Eu8) = €' u(2)e L(2)9(E:, &)

et, par conséquent, ‘ .
guw(x) =¢€" ,(v)e V(x)nij. (2.11)

2.3.3 Courbure de ’espace temps

Nous définissons la derivée covariante des composantes contravariantes A* d’un qua-
drivecteur A par

V, A" = 0,AF + T , AP (2.12)

ouI'* ,, sont les connexions affines déterminant le transport parallele d'un quadrivecteur
A. A partir de la propriété qu’'un scalaire se transforme parallelement en lui méme, nous
pouvons en déduire la dérivée covariante de la composante A, = g,, A",

VA, = 0,4, —T" A, (2.13)

Ces définitions peuvent étre facilement généralisées aux cas de tenseurs covariants, contra-
variants ou mixtes. Nous avons alors, pour un tenseur 7" de composantes T+ ,,

v, ", =0,1",+T" ;177 , =17 ,,T" ,. (2.14)

Dans la théorie de la relativité génerale, la géometrie de I’éspace-temps est une variété
pseudo-Riemannienne, sur laquelle la dérivée covariante du tenseur métrique s’annulle

v)xguu = a)\g;w -I” u Gpv — re vAGpp = 0 (215)

ce qui nous permet d’écrire les connexions en fonction de la métrique

1
Ik w = 59)\[) (augpv + OvGpu — apg/W) (2.16)

ol g’ est le tenseur métrique contravariant dont les composantes sont les éléments inverse
de la matrice gy,

g)\pgap = 5K (217)

et 65 est le symbole de Kronecker (un tenseur).
Pour un champ de vecteur A* les dérivées covariantes successives ne commutent pas,

V,\V, A" £V, VA", (2.18)
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et le commutateur des deux dérivées definit le tenseur de courbure ou tenseur dre Riemann
R* ,,\ par
[V, V,] A* = RF AL (2.19)

En utilisant les définitions des dérivées covariantes, nous obtenons les composantes du
tenseur de Riemann

RY o = 0,1 = O\ ) + T 17 0 =T 317 . (2.20)

Ce tenseur vérifie les propriétés de symétrie suivantses

Rt pvN — —RF PAV)
Rt pUA + R* vAp + RF Apr — 0 (221)
et
Rp,pl/)\ = RuAup (222)

ou Rupl/)\ = g,LLl/RM 2%
Le tenseur de Riemann vérifie aussi les identités de Bianchi

VoR" jx 4+ VAR" ,op + V,R" 5, = 0. (2.23)
La contraction des indices du tenseur de Riemann nous donne le tenseur de Ricci
le = R)‘ v = ga)‘RUu)\y (224)

qui est un tenseur symétrique R,, = R,,.
La contraction du tenseur de Ricci nous donne le scalaire de courbure

R=g"R,, (2.25)

2.4 Gravitation : Equations d’Einstein

2.4.1 Dérivation directe
La contraction des identités de Bianchi conduit a I’équation
v 1 51/ o
V.| R “_§R . =0 (2.26)
qui est formellement analogue & l’équation de continuité covariante pour le tenseur
d’énergie-impulsion 7},,. Dans un espace-temps courbe I'équation de continuité de T,

s’écrit

v, T, = 0. (2.27)
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Cette analogie entre (2.26) et (2.27) a conduit Einstein a proposé les équations qui dé-
terminent le champ de gravitation engendré par une distribution de matiére

1
G = Ry = 5 R = KT, (2.28)

ou G, est appelé tenseur d’Einstein et la constante d’Einstein ~ est reliée a la constante

de Newton GG par la relation
811G

1

(2.29)

K =
C

2.4.2 Principe de moindre action

En définissant les équations d’Einstein (2.28), pour la théorie de la relativite générale,
peuvent étre, également, obtenues en minimisant 1’action

S = Sg+ S (2.30)

ou S, est 'action de la matiére donnée par

Sy = /Em\/Hd% (2.31)

et S est 'action d’Einstein-Hilbert associée au champ gravitationnel
1
Sp = 2—/R\/\g\d4x (2.32)
K

avecy/|gld*z (ou g = det (g,,)) est la densité invariante de 4-volume en coordonnées cur-
vilignes.

Pour calculer la variation de ’action d’Einstein-Hilbert lors d’une variation dg,, du
tenseur métrique, nous érivons d’abord

1.6
0(R+/|g]) = Vgl [g“”(”?uu + R 09" + §R% . (2.33)

A Taide de la condition de compatibilité V¢g"” = 0, et compte tenu du fait que

VA = 0, (/914N (2.34)

Vgl

nous pouvons montrer que le premier terme dans (2.33) conduit & une divergence qui
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disparait aprés intégration par parties, car

|g|gW5le = |g|gW [VA(;FA w VV(SF)\ u/\}
= Va(V/1glg" T ) = Vo (V/]glg" 6T n)
= W(W/Iglg" 0T L) — 0u(\/Iglg" 6T ,r). (2.35)

Compte tenu du fait que

)
59" = —g"g" 6 gn, Olgl _ 9" 6 (2.36)

|9

nous obtenons alors

0SE = i/ [R“” — %Rg’“’] 59/ |9l d*x . (2.37)

La variation de l’action de la matiére S, étant, par définition du tenseur d’énergie-

impulsion,
1
0Sm = —§/T“”5glw\/|g|d4x, (2.38)

la variation de 'action totale (2.30) conduit bien aux équations d’Einstein
1
R, — iRg’W = KT, . (2.39)

2.4.3 Formalisme de Palatini
Idée principale

Comme mentionné avant, en relativité générale la courbure de l'espace-temps (la
variété) est uniquement déterminée par les composantes g, de la métrique, car les
connexions supposées métriques (metric compatible Vg, = 0) peuvent étre écrites
en fonction des composantes g,,, .

Cependant, en géométrie différentielle, la métrique et la connexion sont deux gran-
deurs indépendantes : la premiére mesure les distances entre les points de la variété tandis
que la seconde définit le transport paralléle des vecteurs et des tenseurs et détermine ainsi
la courbure intrinséque de la variété.

Le formalisme de Palatini consiste & considéré la métrique et la connexion comme
des champs indépendants. Dans ce cas, comme nous alons le voir, c’est les équations
dynamiques qui imposent la condition de compatibilité Vg, = 0.

15



Action de Palatini

Lorsque la métrique et la connexion sont indépendants, I’action de Palatini s’écrit
sous la forme[37]

S [g;uM F,ul/ p] = fd4$ |g|gMVRMV (F) . (2'40)

Le facteur /|g|g"” ne dépend que de g"” et R, (I') ne dépend que des I'. Nous avons

08 [gap Tap 7] = [d'zd [ lg9lg*” Raﬁ]
= Jd'= 5 (VIglg™") Rus + V/glg" % Ras]
la définition du tenseur de Ricci est donnée par
R, (D)= 0,17 ), — 0,17 g +T* LT7 5o — T 17 5, (2.41)
La variation du tenseur de Ricci est comme suit
R (') = R, (I'+6l') =R, (')

= 0,007 4, — 0,017 4y + T 017 5, +T7 5,61
g g 2
—I* o607 5, =17 6T o +0 (6T )

nous ajoutons et nous soustrayons le terme M ) s\, ous trouvons

6R,, (T) = 0,017 ,, + 17 ,,6T* ,, =T ,,0T7 \, = T* 617 .\
— (8,017 g + 17 36T o = T* 67 5, — T 617 )

nous obtenons donc
R (T) = V6T 0 — V,6T7 0 (2.42)

avec
Vo0l = 0,017 ,, + 17 6T, —T* 017 5, — T 077

et
V017 o = 0,017 1y +T7 3, 0T 1y — T 0T 5, — T 617

nous savons que

1
5( !g!g‘w) i [690‘5 — §g“ﬁgﬂydg“”

et en tenant compte de la propriété

97 (V0T 0p) = Vo (977077 0p) — (Vag™) 617 4
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nous obtenons le résultat suivant
p 4 1 afB
05 [gap; Tap *] = [d'zr\/|g| | Rap — 51905 99
+[d*z+\/|g9|V, (ga’B(SF" af — g7 6T’ aﬁ)
+[d* [\/|g\ (67V g™ — vogaﬁ)} ST7 o5 (2.43)

dans le formalisme de Palatini les équations qui déterminent la dynamique des champs
g*% et T .5 sont données par

0S
— = 2.44
o (2.44)
et 59
— =0 2.45
oI 43 ( )
ce qui nous donne
1
Rag — §Rgaﬁ =0 (2.46)
et
60V g™ — Vg™ =0 (2.47)

la premiére équation représente I’équation d’Einstein dans le vide si la connexion est
celle de Levi-Civita. Pour montrer cela, contractons § = ¢ dans la deuxiéme équation.
Nous obtenons alors la condition de la compatibilité métrique

4V)\g°‘)‘ — V.9 =0= V)\ga/\ =0,

qui implique que la connexion est de type Christoffel (de Levi-Civita) et I’équation
(2.46)est donc équivalente a celle d’Einstein.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre préliminaire, nous avons exposé un bref rappel sur la théorie de la re-
lativité générale. D’abord nous avons énoncé le principe d’équivalence qui affirme que, les
force gravitationnelles sont, localement identiques aux effets de ’accélération du référen-
tiel. Ensuite, nous avons exposé quelques propriétés de I'espace-temps (considéré comme
une variété pseudo-Riemannienne). Finalement, nous avons montré comment dériver les
équations d’Einstein.

Par ailleurs, nous avons introduit deux formalismes qui sont d’une grande impor-
tance dans le développement de nos travaux. Il s’agit du formalisme des tétrades et du
formalisme de Palatini.
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Chapitre 3

Théorie de jauge de Poincaré : Une
théorie de la gravitation

” Finsteins theory of General Relativity has a mathematical structure very similar to
Yang-Mills theory”
Chen-Ning Yang

3.1 Introduction

Une théorie de jauge est une théorie quantique des champs basée sur les propriétés
de symétries et d’invariances des équations sous certaines transformations d’un groupe
locale appelé "groupe de jauge". Les théories de jauges produisent automatiquement
des quantités conservées comme le courant, I’énergie-impulsion...etc. La construction des
théories des champs en interaction peut étre guidée par un principe de dynamique relié
a l'exigence de l'invariance de jauge locale.

Dans ce chapitre, nous allons présenter une formulation "théorie de jauge" pour la
gravitation sur la base du groupe de Poincaré. Nous commencons d’abord par un rappel
sur les groupes ot nous introduisons la notion de groupe, le groupe de Lorentz et le groupe
de Poincaré. Ensuite, nous montrons succinctement, comment reformuler 1’électrodyna-
mique comme une théorie de jauge du groupe U (1). Finalement, nous considérons la
théorie de jauge du groupe de Poincaré.

3.2 Rappel sur les groupes

Le groupe est une structure algébrique qui sert a étudier les symétries et les invariances
des lois physiques, et on dit qu'un groupe de transformations est un groupe de symétrie
s’il laisse I'action invariante et donc laisse les lois physiques qui découlent de cette action
invariantes.
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3.2.1 Définition d’un groupe

Soit un groupe G ensemble des éléments g; € G, muni d’une opération e, ’ensemble
et I'opération doivent satisfaire les conditions suivantes
*Loi de composition interne; Si g; et g; € G, alors

gieg; €G (3.1)
*L’associativité ; Pour tout g;, g; et g, € G

gi®(gj®gr) = (gi®g;)e g (3.2)

*L’¢élément neutre ; Il existe un élément g, € G tel que

919i = 9ig91 = 9 (3.3)

*L’élément inverse ; Pour chaque élément g; € G, il existe un élément inverse g; * € G
tel que

979 =g9 "' =n (3.4)

-En général [g;, gx] # 0, si nous avons un groupe dont [g;, gx] = 0 ce groupe est dit
abélien.

-Notons que le nombre des éléments d’un groupe peut étre fini ou infini.

-L’ensemble de n x n matrices réelles qui sont non singuliéres forment un groupe sous
I’'opération de multiplication matricielle.

-Généralement ce groupe est noté par Gl (n,r) dans le cas des matrices réelles, I'ex-
tension complexe de ce groupe est notée par Gl (n,c) .

-Le sous-ensemble de Gl (n,r) contient des matrices avec det = +1 forme un autre
groupe noté Sl (n,r) et son extension complexe est désignée par Sl (n,c).

-Nous définissons un autre groupe qui s’appel le groupe unitaire U (n) qui est constitué
de n X n matrices unitaires (pour la vérification en tenant en compte que le produit des
matrices unitaires est unitaire), de méme le groupe spéciale unitaire est un sous ensemble
composé des matrices unitaires de det = 1.

Principaux groupes de Lie

-O (n) est le groupe multiplicatif des n x n matrices réelles orthogonales sur R vérifiant
MTM = I,, (groupe orthogonal)

-SO (n) est le groupe multiplicatif des n x n matrices réelles orthogonales sur R
vérifiant MTM = I,, et det M = 1 (groupe spécial orthogonal)

-U (n) est le groupe multiplicatif des n x n matrices complexes unitaires sur C' vérifiant
M*M = I,, (groupe unitaire)
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-SU (n) est le groupe multiplicatif des n x n matrices complexes unitaires sur C
vérifiant M*M = I,, et det M = 1 (groupe spécial unitaire)

3.2.2 Groupe de Lorentz

Le groupe de Lorentz est un groupe de transformations linéaires des coordonnées qui
laisse I'invariance des lois de la physique et surtout la loi de propagation de la lumiére
dans le vide et donc 'invariance de la métrique, il inclut deux types de symétries ;

-Les transformations spéciales de Lorentz.

-Les rotations statiques de ’espace.

Définition mathématique
La propriété qui caractérise le groupe de Lorentz est
VA € L,VY(z,y) € M?
T
(Az)" n(Ay) = 2"y
ol A sont 4 x 4 matrices réelles de Lorentz qui vérifient ATnA = n
n = diag(+1,—1,—1,—1) la métrique de Minkowski.
L le groupe de Lorentz et M ’espace-temps de Minkowski.

3.2.3 Groupe de Poincaré

Le groupe de Poincaré est le groupe des transformations affines de I’espace-temps,
inclut quatre types de symétrie ;

-Les translations dans 1’espace-temps.

-Les rotations dans ’espace.

-Les transformations de Lorentz propres (det A = +1) et orthochrones (Agy = 1).

-Le renversement de temps 1" et la parité P.

Nous définissons le groupe de Poincaré P comme un produit semi direct du groupe
de Lorentz et des vecteurs d’espace-temps

P=LxM
de méme le groupe de Poincaré propre est défini comme
Po = LO x M

Définition mathématique

Nous introduisons un élément du groupe de Poincaré (A, g) (o0 A € Let g € M) a
partir de produit semi direct

(A, g) (A'7g') = (AA',g + Ag')

20



Algébre de Poincaré

C’est ’algebre de Lie du groupe de Poincaré, qui est caractérisée par le crochet de
Lie

[Py, P =0 (3.5)
[Mlﬂ” PU] = UWPV - T/VO'PH (36)
[MMW MﬂU] = nauMVﬂ + npuMMU - npuMVJ - naVMNP (37)

ou M, P et n sont le générateur de transformation de Lorentz, le générateur de translation
et la métrique de Minkowski respectivement.

3.3 Theéorie de jauge U (1)

La formulation de I’éléctromagnétique de Maxwell en 1864 était la premiére théorie
des champs a avoir une symétrie de jauge,

Plus tard, la théorie d’éléctrodynamique quantique est formuler comme une théorie de
jauge du groupe U (1). Dans cette partie nous montrons comment construire la théorie
de jauge U (1) en suivant la référence [38].

Considérons le lagrangien £ décrivant le champ d’un seul fermion libre de masse m
(h=c=1)

L= z’%@iw - m&ﬂ (3.8)
ce lagrangien est invariant sous la transformation
Uy = e (3.9)
e (3.10)
v — P =g (3.11)

oll « est une constante. L’invariance de symétrie sous la transformation (3.10) conduit a
un courant conservé proportionnel a

J' = ). (3.12)

Considérons maintenant, le cas local ol «v est une fonction du quadri-vecteur z, @ = a ().
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. !
Dans ce cas, le lagrangien se transforme en £ avec

L = ie Yy [eia&w + ieial/}aia] — ma

L = L—Joo. (3.13)

Nous remarquons ici, que £ n’est pas invariant sous la transformation locale a cause du
terme J'0;c. La question est donc quelle est la modification requis en £ pour que notre
théorie soit invariante sous les transformations

Y =0, G = e, (3.14)

pour réaliser cette propriété, nous introduisons un nouvel ensemble de variables A’ () et
nous considérons le lagrangien modifi¢ £, avec

L1 =L+ qA"J; =L+ qA (z) J;(z), ¢ = constante (3.15)

Ici, nous supposons que les quantités A’ se transforment sous les transformations (3.14)
comme

A — A= A+ éaioz (x). (3.16)
Compte tenu du fait que J* dans (3.12) est invariant sous les transformations (3.14)
Ji= A = (3.17)
et en utilisant (3.13), (3.17) et (3.16), nous obtenons le résultat souhaité

I

’ 1yt : . 1.
L, = L 4+qA", =L—-J0a(x)+q {A’ + 5(9@ (x)] J;

Il est clair que, comme J* est un 4-vecteur, A’ (x) doit étre un champ vectoriel pour que
L1 soit un scalaire.

Les transformations (3.10) ol «v est une constante sont appelées transformations de
jauge globale, et les transformations (3.14) et (3.17) ot o = a () est une fonction de z,
sont appelées transformations de jauge locale.

Maintenant, nous voulons comprendre la nature physique de A’ (z). En premier lieu,
nous écrivons £; sous la forme

L, = @7 it — myy + q%iAf/}
i [ (8; — iqAy) | b — mapp. (3.18)

De la théorie fondamentale de I’équation de Dirac, nous en déduisons que A° () est juste
le potentiel vecteur pour le champ éléctromagnétique et q est la charge de particule.
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Bien que £; est invariant sous les transformations de jauge, il ne peut pas étre le
lagrangien complet pour le systéme, car il ne contient pas le terme d’energie cinétique
pour A’ (x), il faut donc ajouter un terme quadratique en dérivée de A’ () et qu’il doit
étre invariant sous transformations de jauge.

La combinaison

Fiy, = 0;A — O Ai
est évidemment une invariante de jauge, donc le terme d’energie cinétique est donné par

1 .
——F, sz
4 k

finalement, nous arrivons au lagrangien invariant de jauge complet

Lep =i [ (8 —igA)] ¥ — minp — inkFZk (3.19)

Lgp représente le lagrangien de ’éléctrodynamique quantique.

Nous pouvons résumer ce que nous avons fait comme suit ; Nous avons commencé par
un lagrangien qui était invariant sous une transformation globale, nous avons constaté
qu’'un tel lagrangien doit étre modifié pour étre invariant sous les transformations locales
par l'introduction de quelque degrés de liberté supplémentaire A° (z). Enfin, nous avons
ajouté le terme d’energie cinétique pour obtenir la forme compléte du lagrangien de
systéme. Le champ A° () est introduit pour maintenir I'invariance de jauge locale comme
un champ de jauge.

La dérivée covariante est défini par D; = 0; — iqA; qui permet de coupler le champ
de jauge a d’autres champs.

Nous savons également que l'intéraction électromagnétique est une bonne interaction
renormalisable ce fait génére l'espoir qu’en utilisant des symétries globales plus géné-
rales et en construisant leurs versions locales, et donc nous pouvons décrire les autres
interactions de la nature.

3.4 Théorie de jauge de Poincaré

Il est bien évident que le principe d’équivalence implique que la RG d’Einstein est
invariante sous les transformations locales de Poincaré [39]. Cependant, pour construire
une théorie de jauge pour la gravitation, nous procédons conformément & la philoso-
phie habituelle des théories de jauge en tenant compte que, comme montré par plusieurs
expériences, en ’absence du champ gravitationnel, le groupe symétrie des interactions
fondamentales est le groupe de Poincaré global. Ainsi, au lieu de considérer la symétrie
de Poincaré locale comme une conséquence du principe d’équivalence, nous considérons
d’abord une théorie physique invariante sous le groupe de Poincaré global et nous sup-
posons, ensuite, que les parameétres du groupe soient des fonctions de coordonnées de
I’espace-temps, pour avoir un groupe de Poincaré local. Pour rendre la théorie invariante
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sous les transformations de Poincaré locales, nous devons introduire de nouveaux champs
compensateurs. Ces nouveaux champs représentent 'interaction gravitationnelle.

Dans ce paragraphe, nous nous proposons de montrer comment la transition de la
symétrie globale a la symétrie locale nous conduit a la théorie de jauge de Poincaré de la
gravitation qui contient la RG comme un cas particulier. Nous suivons la référence [40].

3.4.1 Symétrie de Poincaré globale
Champ de matiére
Considérons un champ de matiére dans ’espace-temps de Minkowski. Ce systéme est

invariant sous les transformations de Poincaré globale

7.

rt = A j:vj—i—ei, o A =9’ j+wi s

= o'+ 3l + €. (3.20)
Ici, les composantes A’ ; et ' sont considérées indépendantes des coordonnées (w” et &
sont les dix parameétres du groupe de Poincaré). Sous cette transformation un champ de

matiére appartenant & une représentation arbitraire du groupe de Lorentz, se transforme
comme

! !

) = 3 P0(0) = |1+ Juy ] oo (321

ou Y;; sont les générateurs du groupe de Lorentz dans la représentation considérée. Pour
commencer, nous calculons d’abord la variation d,¢(z) avec

bod(x) = &' () — () (3.22)

Ici, nous utilisons la notation §, au lieu de §, pour faire la transformation similaire & une
transformation de jauge. Nous avons alors

o(x) = gb'(xi +w' 2l + &)
= ¢ (z) + (W ;27 4 )Dip(x)

= 60) + JWITH(), (323)
ce qui donne
8 (@)~ Bla) = (T — ¥ 2,0, ~ £0)0(a).
Comme le parametre w’® est supposé antisymétrique w’* = —w¥, nous pouvons écrire
o (x) — o(z) = (§w”Eij - éw” x;0; — 50.1” x;0; — €'0;)¢p(x) (3.24)
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pour obtenir finalement,

5.0(x) = (%wﬁMlj 4+ ip)a(z) = Pol) (3.25)
avec - '
P = §w”Mij +e'p; (3.26)
ou M;; = %;; + x;0; — x;0; et p; = —0; sont les générateurs des transformations de
Poincaré.

Pour la variation de §,0x¢(x), nous utilisons le fait que Jy et d, commutent pour
écrire )
00OkP(1) = Opdod(x) = O (§WijMz‘j +e'p)pla)] - (3.27)
Nous obtenons alors

500kd(x) = POpp(x) + (0p P) d(x) = POpd(x) + wy '05p(x).

Invariance de Poincaré globale

Considérons maintenant une théorie des champs décrite par le lagrangien L£(¢, 0¢),
ot les champs ¢l(x) représentent les variables dynamiques. Les équations de mouvement
sont les équations d’Euler-Lagrange qui découlent du principe de moindre action pour
I’action intégrale

S(Q) = / d*zL(¢, Orp; x) (3.28)

Ici, nous supposons que £ dépend explicitement de z, §2. Soit les transformations d’espace
temps

!

zt = '+ (x)

at+wh ()" + et (x).

Calculons la variation de I’action intégrale S (€2). Comme nous avons considéré la varia-
tion ¢, au lieu de 0, nous calculons 45 (§2) comme suit

6S(Q) = [ALd*z =06 [d*sL(o,0nd; 1)
[eezs [t
= [ (0% - ) co.060) + dis (L0 0)] (329
Q
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avec
&X¢@¢m>=%§%¢+ gﬁm%&¢+Q£MW (3.30)

I 7 .
Pour d*z — d*z, nous utilisons la loi de transformation

ox'v
oz

I

dz = d*z

et la propriété

det e® = 9,

nous avons alors

8’1/
mm( xu) = det (8" ,+0,C"(x))
= 1+0,0"(x) (3.31)

ce qui nous donne

d*z’ — d*z = 0,¢"(x)d .

Calculons maintenant 05 (Q2). En tenant compte du fait que da# = z'* — 2# = (*(2),
nous pouvons écrire la variation 4.5 (€2) sous la forme

55 (Q) = / d*zAL. (3.32)
Q
avec
oL oL
AL = a¢50¢ + 90:0) ———000k¢ + ¢"(x)0,L + 0,¢" ()L
AL = §oL+ ("L + 0,C"L (3.33)
o oL 8£

Pour que la théorie soit invariante, il faut que AL = 0. D’apreés I’équation d’Euler La-
grange

oL oL
5 = (505) 55
et comme w" , =0 et
oL oL
% (aia) = (355 ~ 3570 (330
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nous obtenons

58 (Q) = / d*z0, N (3.37)
Q
avec aﬁ
A“-—Qﬂ(x)£—+5“k7<50¢ER5£$5). (3.38)

3.4.2 Symétrie de Poincaré locale

Supposons que la théorie décrite par le Lagrangien de matiére £y = Ly(¢, Oxd) est
invariante sous les transformations de Poincaré globales. Maintenons nous voulons géné-
raliser ces transformations en supposant que w® et € sont des fonctions des coordonnées,
w(x) et €'(z).

La condition d’invariance (3.33) est maintenant violée pour deux raisons

1- 090 ¢ se change, car nous avons

5o = (22 My + £ (@)l (3:39)

et

Odop = O (§w” (z)Mi; + €' (x)pi)p() (3.40)
= Popd(z) — Oe'(2)0;0(x) + 531&1” () Mijo(z) + wi "0;p(x).
Comme %wij (2)0k(M;;) = wg '0;, nous pouvons écrire dodx¢ sous la forme

oDkt = Pk — (01C") 0,0+ - (4™ (2)S0() (3.41)

ol ous avons utilisé la propriétéd, = 5 105

Remarque : Nous notons dydx¢ dans le cas d’une symétrie locale par d¢.0ko.

La différence entre la variation 9.0y ¢ dans le cas d’une symétrie locale et la variantion
000r@ la symétrie globale n’est pas nulle

1 g .
00+0kP — 000k = 5(5’1&2” (2)2%i0(x) — (OkC”) Oup(x) — Wi "Dipp(w) # 0 (3.42)
2-Dans une symétrie locale, le terme 0,("(z) n’est pas nul
0,¢H(x) = (Ouw" () ¥ + 0, (x) # 0.

Nous concluons donc que

AL#0 (3.43)
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alors il y a une violation de I'invariance locale, il faut donc faire des modifications pour
éliminer le probléme de la non-invariance et rendre la théorie invariante. Nous allons trai-
ter ce probléme en deux parties; premiérement nous voulons éliminer la non-invariance
du terme

5L = 6oL + CMO,L,

et deuxiémement nous serons intéressés au terme
w
0uCHL.

Dérivée covariante et champs de compensation

LN . . . /
Premiérement, nous introduisons un nouveau lagrangien £,, = Ly (¢, Vi¢) en rem-
placant la dérivée ordinaire par la dérivée covariante 0y — V. Comme dans le cas de la
dérivée ordinaire, la dérivée covariante doit se transformer comme suit

60qu§(:1:) = PVo+ wyg ZVl(ﬁ (3.44)
Pour obtenir la derniére loi de transformation nous définissons la dérivé covariante par
AY

VMQZ5 = (@L + AH) Qb, AM = MZ,-j (345)

DN | —

et
Vip = o Vo — A" NV ,0, V0 = by V0. (3.46)

La régle de transformation de la dérivée covariante V,¢ est donnée par
V¢ =PV, —(0,0") V. (3.47)

Cette derniére relation nous permet d’éliminer le terme 9w® apparaissant dans la relation(3.41) .
Elle permet, également, de définir le champ de compensation de Lorentz AY . Pour la
dérivée covariante V¢, nous définissons le champ hy * = 6" ,, — A* ;.. Nous introduisons

le champ b* ;, I'inverse de hy *, avec

bF Lhi =08 0 by Y =6, (3.48)
Les transformations des champs b* |, et AY , sont données par
Sob™ = WP 0% — (0.00) b7 A — PO, (3.49)

et
(50Aij p="Vu W — (auc)\) AV AT C)\ (GAAU N) : (3'50)

Maintenant, nous voulons montrer les relations (3.49) et (3.50) ;
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1-Calculons la variation de 6y V¢ & partir de la relation (3.46)
oV = do (hi, "V ,,0) = (0ohi, *) V0 + Iy, * (06V ,0) (3.51)

nous remplacons le dernier terme par la relation (3.47), et il reste donc de calculer dohy,
# en utilisant la relation (3.48)

do (bk phie 7)) = 606", =0
v* L (Gohy V) = — ((5Obk ) b Y (3.52)
multiplions cette derniére relation par h;
hi "6 (Sohy V) = — (Bob" ,.) i “hy *
(Sohz' V= — (50bk N) hk Vhi # (353)
nous remplagons (3.49) dans (3.53), nous trouvons
Sohi ¥ = —[w" b = (0,C) b A — PO L] By, VR
= —wh 0% i Y+ (0, 67 ahi M4 (ONDF L) b Vhi t (3.54)
a partir de la relation (3.48), nous avons

(O ™) = 0
(O\b" W) R = = L (Onhi ™) (3.55)

et donc la relation (3.54) devient

Sohi ¥ = wi "hy Y (0uCY) hi = 8 by M (Ozhi M)
= w; "hy Y+ (0,87 hi M — COnhy * (3.56)

maintenant nous remplacons doh; ¥ et 6oV ,¢ par ses expressions dans la relation (3.51)
il vient

SoVid = (dohi ")V + by M (60V u0)
= [wk *he "+ (0,C") hi ¥ — ¢ (Oyhy )] Vo
+hi * [PV .0 — (0,") V., ¢) (3.57)

en tenant en compte que Vi = hy, #V ¢

0oVi¢ = wi °Vso — ¢ (Ohy, ")V 0 + by " PV ¢ (3.58)
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en simplifiant le dernier terme

hk “Pvugb = hk » (—w”sz + 67’pi> VHQZS

2
1 .. 1 ..
hk “Pvuqﬁ = §w”2ijhk “quﬁ + 5&1”332‘}% a (@Vﬂgb)
1 .. A

—§w”x]~hk B (&-qub) —c'hy ? (&Vugb) (3.59)

nous avons
hi " (O u9) = 0; (hy, "V ) — V.6 (Oihu. 1)

donc

1 .. 1 ..
hk ’UPV#¢ = §w2]2i]’hk “Vﬂd) + 50.)”1‘2' [8] (hk “V,@) — Vﬂ¢ (@hk ,u)]

512, 10, (e "V,8) = V0 (Ol )
—&" [0; (hi "V ,0) — V. (Oihg )] (3.60)

1 . A 1 ..
hk MPVMQS == |:§w7'] (E” + I‘iaj — x]@) — 5’&} hk ’uvuqb — §w”mivugb (@hk ,u)

1 .. .
+§w”xjvﬂ¢ (@hk ,u) + 51VH¢ (@hk ,u)

2
hy "PV,¢ = PV + 'V, (0hi ™) (3.61)

= [—ijMij + 61pi:| Vk¢ + [wl jZL’j + é‘z] Vugb (@hk ,u)

finalement, nous obtenons

60Vip = wi Vb — " (O,hy ")V, + PVro + 'V 00 (9;hy, 1)
50qu§ = PVio+ wg sVsqb (362)

et alors la transformation dob* ,, satisfait la relation de la dérivée covariante.
2-Dans cette partie nous allons montrer que A” , se transforme comme suit

50Aij p="Vu wij - (auCA) Aij AT C)\ (8>\Aij N) (3'63)
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commengons par la variation de la relation (3.45)

00 Vu¢ = 0o[(0u+ Ay) ¢
oo Vu® = (0u+ Au)dod + %Ziﬂso (A7 ) ¢
= (0,+A,) Pp+ %zijao (A7 ) ¢, 609 = P (3.64)
d’aprés les relations (3.47) et (3.64)
350 (47 ,) 0+ @u+ A) P = PV,0-(0.6) 700
%Eljéo (A7 )¢ = P (@ - %Aij uzij) ¢ — (0u¢") (51/ + %Aij ,,Eij> ¢
- (a# - %A” #zij) P¢ (3.65)
il vient
S50 (A7) 6 = PO+ 155P (A7 40) — (,C") 0,6 — 155 (9,C) AV L6
~0,(P6) ~ S AV 5P (3.66)
calculons P (A" ,¢)
P (A7 ,0) = (éw“Mzs + elpl> AT o
= Bwls (Xis + 2105 — 250;) — €laz} A7 ¢

1 y 1 y 1 y
= §wlsElsA” u® + éwlsxl (0,47 ) ¢+ §wlsxlA” 4 (050)

1 y 1 y y
—éwSlxs (0, A7 ) ¢ — EwSlst” . (O19) — € (0, A7 )

—' AV © (019)

2
P(AY,6) = AV ,Po+un (0,49 ,) - (A7 )6 (3.67

= A9, les (S1s + 105 — 2,0) — el(?l} ¢+ wzy (8,47 ) ¢ — € (DAY ) &
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nous avons
1 . ,
9, (Pp) = 0, {(ﬁwwMij +€Zpi) 4
1 ij 1 ij i
= P(()quﬁ + 5 ((9uw ) ngb + 5&) (8MMZ]) ¢ + (8,@ )ngzﬁ
1 g . ‘
O (Po) = PO+ (8,w™) My + wM6* ,0;0 + (9,€") pidd (3.68)

nous remplagons (3.67) et (3.68) dans la relation (3.66)

1 . 1 . . .
5500 (A7 )¢ = POu6+ 55y [A7 WPo+uw (9,47 ,) 6 — € (9147 ) ¢]

1 N 1 ..
—(0,6") 96 = 354 (9,6") AV 6 — SAY 2P

1 g , ;
= |POud + 5 (0u") Mijo + wH0" 0,0+ (0,") piod|  (3.69)

1 i 1 U\ pij 1 ij
3500 (A7 4) 0 = =% (9uC") AV w0 = 5 (9u”) [Zij + 20 — ;0] 6
1 g 1 .
+§Zijwl8$l (6514” M) ¢ — §Eij€l (8lAZ] M) ¢
—(0,") 0y — w"6* 0,0 — (0,€") pidp (3.70)
nous avons la dérivée 0,¢"
0,¢" = (0" ) a? +w” |, + 0ue” (3.71)
et donc
1 ij 1 ij 1 N ij
3 %00 (A7 ) ¢ = =58 () 6 = 5% (9uC") AV 16 + (O™ 2;0:0
1 g 1 g
+§Zijwl$l'l (8$A” M) qb - §Eij€l (@A” H) ¢
—(Ouw” ) 2P0, — W L0, — 0,70,
—wh§* 0,0+ (0,6") D0 (3.72)
il vient
2200 (A7 ) 6 = — 5% (0uw™) ¢ — 520 (0" AY 1o = 5 85¢ (BAY ) ¢

nous concluons donc
do (Aij M) = — Mwij — 8“§”Aij L — ClﬁlAij u
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nous ajoutons et nous soustrayons le terme A° Suwsj
§0AY |, = 0w — A" w + AT w — 0, AY , — ('9,AY (3.73)

notons que w*, A® 5, et ¥;; sont antisymétriques de ces deux premiers indices

W’ = —w’®, Al su = —As i o 2ij = —Xji
NOus avons ‘ ' o
A SM(,USJEZ'J' B AS ’ uszZij
nous faisons 7 < j dans le coté droit
AZ SuwS]iZij = As J #WZSE]Z
A Sy = AT,
= A=A, T (3.74)
nous remplacons la relation (3.74) dans (3.73) nous obtenons
00 AV ==, w —0,0" A7, - ('9AY (3.75)

la, dérivée covariante de w’® est donnée par
ij ij i sj j o, s
Vuw? = 0w + A" g + A7 w
d’apres 1 —0,w" AV ’ 1 iel
pres le terme —0,,w" nous constatons que u N'est pas un tenseur mais un potentiel.

Lagrangien du champ de matiére

Nous avons montré que
6Ly = 060Ly + CMO Ly =0 (3.76)

maintenant nous allons essayer de modifier le lagrangien £ — L de sorte que le terme
(0,¢") L soit nul. Notons que (9,¢") # 0.
nous introduisons un nouveau lagrangien

Ly =AMLY, (3.77)
d’apres la condition d’invariance

AZM = 5OEM + C“@LENM + ELC‘ZM (378)
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remplagons Lo par son expression dans la relation(3.78)
ALy = 6 (AL’M) + ¢, (AL'M) + 0,0 ALY,
ALy = A (505’M + C"@“E'M> + (oA + 8, (C"A)) Loy
ALy = ALy + (SoA+ 0, (C"A)) Ly (3.79)

le premier terme est nul d’apres (3.76) et donc pour que la condition d’invariance soit
vérifiée il suffit de montrer que

oA+ 0, (C"A) =0 (3.80)
I’'une des solutions de cette derniére équation est

A=det (0" ,)=b (3.81)

SoA+0, (¢"A) = bodet (b )+, (C"b) = dodet (b* ) +(9,¢”) det (b )+, det (b ,,)

(3.82)
nous avons
Sodet (b ) = det (b* ) (b )" 6o (6" ,) (3.83)
de méme .
9, det (0" ) = det (b* ) (v ) 8, (b ,.) (3.84)
avec

) =
la relation (3.82) devient

oA + 9, (C"A) = det (b ) by 60 (0" ) + (8,¢7) det (b* ,) + ¢”det (b* ) by #0, (VF )

(3.85)
en remplagant d (bk #) par sa formule (3.49) dans cette derniére relation et en tenant en
compte la relation (3.48) nous obtenons

SoA+ 0, (¢PA) = det (b7 ) by " [wF b, — (9,) bF A = POy (V)]
+ (9,¢") det (b* ) + ¢ det (b* ) hy #0, (b" )
= 0.

La forme finale de lagrangien du champ de matiére modifiée est donnée par
Lo =AMLy =bLys (¢, Vid) . (3.86)

Cette construction du lagrangien est généralement valide pour les champs de matiére
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massive, cependant il ne convient pas dans le cas de ’électrodynamique quantique.

Le Lagrangien complet

Dans cette partie nous allons constuire un lagrangien pour les nouveaux champs b*
. et AY . ensuite nous l'ajoutons au lagrangien du champ de matiére afin d’obtenir le
lagrangien complet.

En premier lieu, en calculant le commutateur de deux dérivées covariantes

Vi, Vil ¢ = ViVip — ViVio
= Vi (h "Vy¢) — Vi (hi "V ,0)
= Vil "V — Vil "V 0+ Dy Thy PV, V0 — by PRy YV LY 0
Vi, Vil = Vihi "V — Vi ¥V 0+ by Yhy [V, V] @ (3.87)

nous avons

VuVup = (0, +A,) (0, +A)¢

VoV = 0,0, + 0, (A,0) + A 0,0+ A AQ (3.88)
de méme
Vo Vud = 0,0,6 + 0, (Aud) + A0y + AL A (3.89)
alors
[vw V,,] ¢ = V#V,,(/ﬁ - vvvu¢
= (0,4) ¢ — (0, A,) + A, Al @ (3.90)
avec
1 i 1 i
A, = 0, §A pij | = §Zij81,A L (3.91)
1 .. 1 y
A, = 0, (514” VZU) = §Eij8MA” e (3.92)

Calculons le commutateur [4,, A,] ¢
nous avons le générateur de transformation de Poincaré M;; = ¥;; + ,0; — ,0; et
par analogie de la relation (3.7) nous pouvons écrire

en tenant en compte que A¥ , et 3;; sont antisymétriques de deux premiers indices, nous
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obtenons

1 . . 1 . .
[Aw AJo = A" AV [, Byl o = 1A AV, 170345 + N5 8n5 = NSt — 1 5ns] ¢
1 7 sj % sJ 8 j % sJ
= DA AT b A AT A AT AT A ) S
1 7 sj 1 js 7 1 7 st
= §A suA v+ ZA MA sv ZA suA v Ezy¢
[Aua AV] ¢ = 5 [AZ SMASJ v AZ SVAS] ;J Ew¢ (393)

nous remplacons (3.92),(3.91) et (3.93) dans (3.90) il vient

Vo, Vo = 522-]- (0,47, — 8,AT , 4 AT LAY, — AT A ] ¢

1 .
[vuv vu] ¢ = §EijFZ] /u/¢

le commutateur (3.87) devient
1 .
Vi, Vil = Vil "Vyd — Vi "V 0 + §Eijhl “h "FY 0

1 .
Vi, Vil = Vil "Vyd — Vil #V 0 + §EijF” 31 (3.94)

il rest de simplifier les deux premiers termes; on a b* ,, h; * et 6% . sont des champs
scalaires et donc

Vy (b Y00 ,) = 9,0" ) =
(Vahe )V = —he ¥ (Vb)) (3.95)
d’une autre part

Vihi YVub — Vi V0 = (Vb V)V Vb — (Vihy )Y V0
by * (Y V)Y Vi — by Y (Vo ke M) V0
a partir du résultat (3.95) nous abtenons
Vihi "V — Vil 'V, 0 = hy * (—hl Y (Vubi y)) Vip—h " (_hk a (Vubi u)) Vig
by Vi MV — Vb Vg
_hl th MFi uuvigb
Vihy YV, — Vihy "V, = —F' V6 (3.96)
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remplagons (3.96) dans (3.94) nous trouvons finalement

Vi, Vi] ¢ = %Fij WS¢ — F' Vi (3.97)
avec N B
FU = F9 by "y (3.98)
Fiog=F hy Py (3.99)
Fi , =0,AY , —8,A7 4 A" AT, — AT AT, (3.100)
F' =V, —v,b, (3.101)

F4 ,, et F' ,, sont des quantités physiques qui représentent les forces du champ de
Lorentz et de translation respectivement et qui se transforment comme des tenseurs.
Finalement, la forme compléte du lagrangien des champs de matiére et de jauge est
donnée comme suit B
L=0b0Lc (FY 13, F' 1) + bl (¢, Vi) (3.102)

le premier terme repose uniquement sur des forces du champs et il s’appel le lagrangien
libre (free lagrangian)Lg.

3.4.3 Interprétation de théorie de jauge de Poincaré
Géometrie de Riemann-Cartan

La théorie d’Einstein-Cartan est une théorie non métrique de la gravitation, car elle
admet une hypotheése selon laquelle la connexion affine a une partie antisymétrique non-
nulle I'* 5, # 0, de sorte que la courbure de I'espace-temps est non seulement couplée &
I’énergie de masse et la quantité de mouvement de la matiére, mais aussi a son moment
angulaire et son spin. Dans ce cas la géométrie de Riemann-Cartan est caractérisée par un
triple (M, g,<7) , ou (M, g) est une variéte pseudo-Riemannienne a n-dimensions (n > 2),
avec une connexion linéaire V ,un tenseur de torsion non-nul Q" », # 0 et la condition
de la compatibilité métrique V,g,, = 0. Deux éléments nécessaires dans la géométrie de
Riemann-Cartan sont ;

Le tenseur de torsion

1
Q" 2y =5 (M =T ) =T (3.103)
et le tenseur de Riemann
R® 0 =0,1% ,, =0, ), + 1% ,,I'7 ,, =T ,,I'7 ,, (3.104)

dans cette partie nous définirons une autre connexion appelée la connexion de spin.
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Connexion de spin

Le choix de la base dans un espace tangent T n’est pas unique. Un systéme de coor-
données est déterminé par un ensemble de quatre vecteurs e, (x), tangents aux lignes de
coordonnées. En Uy, nous pouvons également introduire une base de Lorentz orthonor-
mée, déterminée par quatre vecteurs ¢; (x) (tétrade), tels que

& () = e i(x)e,(a) (3.105)
et
g (e, e5) = Nij (3.106)

Chaque vecteur tangent u peut étre exprimé dans les deux bases
u=u'"e, = u'e; (3.107)

L’existence de référentiels de Lorentz entraine des conséquences trés importantes. En
particulier, ils sont utilisés pour introduire des spineurs finis dans la théorie Uy.

Si nous voulons comparer les vecteurs u’ (x) et v’ (z + dr) aux points z et x + dx,
déterminés respectivement par rapport aux référentiels de Lorentz e; (x) et €; (x + dx),
nous devons connaitre la régle du transport paralléle

out = —u! juujdm“ (3.108)

ot le 64 éléments w’ ;u sont les connexions de spin. Le transport paralléle de v; peut étre
déterminé en exigeant ¢ (u'v;) = 0,

ov; = W’ PR (3.109)
Exigeant que le champ tensoriel 7),; soit invariant sous transport parallele,
0y = (W jumis + W 5un,;) dat =0 (3.110)
implique que la connexion est antisymétrique
Wiju + wjiy = 0. (3.111)

Apres avoir établi la régle du transport paralléle, nous pouvons définir les dérivées w-
covariantes de u’ et v;

Du' = (Qu' +w' ;) da* = D, (w) u'da” (3.112)
Dy (w)u' = duu’ +w' ;0 (3.113)
D, (w)v; = 0,v; — Vi (3.114)
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Puisque 7 est un tenseur constant, la condition ¢7,; donne

Dy, (w)n; = 0. (3.115)

Relation entre w et I

Jusqu’a présent, nous n’avons supposé aucune relation entre la connexion de spin
w et I'. Il est naturel d’exiger que les composantes tétrades d’un vecteur u (x), transporté
parallélement de = vers x + dx, soient égales a

u' 4 ou' =€, (z+dr) (v + dut)

car le transport paralléle est une opération géométrique unique, indépendante du choix
de référentiel. En d’autres termes, w et I' représentent le méme objet géométrique dans
deux référentiels différents. De ce fait, nous obtenons la relation

D,(w+T)e' , =D, (w)e , —T? . ,=0 (3.116)

avec A A o
D, (w)e' , =0,e" , +w' e, (3.117)

a partir de ces équations nous pouvons avoir la condition de métricité
Dy (T) gy = Dy (w+T) g = Dy (w+T) (e u€? ) = 0. (3.118)

Dans une représentation quelconque du groupe de Lorentz, la dérivée w-covariante
d’une quantité ¢ peut étre généralisé comme

1 ..
D,(w)¢p=(0,+w,) o, w,= §w” 1 i (3.119)
2;; est relié au matrice de spin.

Interprétation

La théorie de jauge de Poincaré est basée sur la symétrie globale de Poincaré, la
localisation de cette symétrie conduit a la théorie de jauge de Poincaré de la gravitation
comme on a déja vu dans la partie précédente, et nous avons obtenu le champ de Lorentz
F ,, et de translation " ,,, qui sont définis par les relations (3.100) et (3.101)

Notre objectif maintenant est d’écrire les tenseurs représentés dans les relations (3.103)
et (3.104) en fonction de connexion de spin w au lieu de T'.

a partir de (3.116) nous avons

D, (w)e , =T, , (3.120)
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nous multiplions (3.103) par ¢’ , il vient

2Q)° MVei p = 1" Vuei p—I” MVei p
= D,(w)e' , —D,(w)e ,=2Q" ., (w) (3.121)
Q' v (OJ) = @ w/eZ p (3122)

multiplions aussi (3.104) par e’ ,

e AR puv = e (GMFA p'/) —e'y (GVFA pu) +et \I ol v — e AT 5, 17 P
en tenant en compte que

¢\ ((%F/\ w) = 0Oy (F/\ e’ 2) = (O’ ) ™,
= 0, (Dl, (w) e’ p) — (aue’ ,\) m ov

il vient

AR = 0, (DV (w) gi p) — ((‘3“ei )\) M, - 0, (Du (w) €’ p) - (&,ei ,\) ™,
+ (D)€' )T = (Dy (w)e' 5)T7

i

dans ce cas D, (w)e' , = 0ye’ ,+w" j,€/ ,, nous trouvons

e ARy =0 (W' ju€? ) = 0, (W' jue? ) +w' jue? oI L, — W' e? T,
A toool ) = i) el i J i i
de méme 0, (W' j €’ ,) = (0" ju) € ,+w" j, (d,€’ ,), nous simplifions nous obtenons

i A _ i NP i\ g i3 ki ik
e ARy = (auw JV)e p (&,w J#)e p T W k€ ) — W W k€

e \RY = [0, — 0w 4w, — W ] e,

donc

elPel R o = [@w” , — Oyw L + W' ;.wwkj y— W wt u] = RY aw (W), (3.123)

la relation (3.121) peut étre résolu pour la connexion w avec

Wi = Diju+ Kijy
1
Diju = 5 (Chjm = Cmij + Cjma) € 4
ou ¢ ,, = due" , — d,e , est appelé 'objet de I'anholonomité, K représente le tenseur
de contorsion.
Lorsque nous comparons ces derniers résultats avec lesquels ils sont représentés dans
les relations (3.121) et (3.123) on peut remarquer ;
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-Le champ de Lorentz A% , est équivalente a la connexion du spin w" ,.

-La force du champs de Lorentz F*/ ,,, peut étre identifié par le tenseur de la courbure
de Riemann RY ,,(w).

-La force du champ de translation F* ,, est équivalente au tenseur du torsion Q"
(W) ' '

-Le champ de jauge de translation ' ,, peut étre identifi¢ par le champ tetrad e’ ,,.

-La dérivée covariante V,(A) est équivalente a la dérivée w-covariante D, (w).

-La condition de métricité V,n,; = 0 < D, (T') g, = 0.

Nous constatons que la théorie de jauge de Poincaré a la structure géométrique de
Riemann-Cartan U, dans laquelle la torsion et la courbure ont été utilisées pour carac-
tériser les phénomeénes gravitationnels.

3.4.4 Lagrangien quadratique

Le champ gravitationnel dans la théorie de jauge de Poincaré est déterminé par le
lagrangien Lq [40]
Lo= b(—CYR+£T+£R+>\) (3.124)

Nous nous intéressons au lagrangien quadratique dans lequel les équations de mouvement
sont tout au plus de second ordre de dérivée de champ AY , et b’ ,, et donc Lg peut
étre au plus quadratique en torsion Q° ,, et courbure RY ,, et en tenant en compte la
conservation de parité du théorie de jauge de Poincaré, alors

Lr = a (AQinQ"* + BQin@Q"™ + CQ:Q") (3.125)
avec Q; = Q7 ;5
Lr = by Ry B9 + by Rijy R 4 by Ry, RY + by Ry R + bs R* + bg (21, R7M) (3.126)
la forme de Lagrangien L devient

—aR + a (AQuuQ"* + BQuuQ™ + CQiQ')
Lo=Db +by Rijig R + by R R¥ + b3 R RY (3.127)
byRi; R + b5 R2 + b (245 R7F)® + A

ou
A est la constante cosmologique.
a, A, B,C et b; sont des parameétres sans dimensions.

L 4 la constante gravitationnel d’Einstein.

(l:ﬁ,
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3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons construit une théorie de jauge de la gravitation en
considérant le groupe de Poincaré. Aprés avoir introduit, un champ de matiére dans
I’espace de Minkowski, nous avons montré comment l'invariance de la théorie sous les
transformations de Poincaré locale nous impose la modification de la dérivée partielle a
une dérivée covariante avec une connexion de spin. L’interpretation géométrique de la
théorie nous a conduit & une théorie de la gravitation quadratique avec torsion.
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Chapitre 4

Elimination des degreés de liberté
fantomes

7 A theory with mathematical beauty is more likely to be correct than an ugly one that
fits some experimental data”
Paul Dirac

4.1 Introduction

Nous avons vu au chapitre précédent que la géométrie de Riemann-Cartan est le
cadre géométrique des théories de jauge de Poincaré locales, dont les transformations
de Lorentz générent la courbure de ’espace-temps et les translations donne lieu & une
torsion. Le lagrangien qui décrit ces théories de jauge est quadratique. La théorie est
donc susceptible d’avoir des degres de liberté fantomes (ghosts). L’objectif de ce chapitre
est d’étudier 'existence des ghosts dans le secteur vectoriel est comment les éliminer.

En premier lieu, nous faisons une décomposition irréductible pour le tenseur de tor-
sion et de contorstion pour pouvoir séparé le secteur vectoriel. Ensuite, nous analysons
I’existence des ghosts.

4.2 Torsion et Contorsion

Dans le cas général, la connexion I'* . n’est pas symétrique. Elle contient donc une
partie antisymétrique qui représente le champ de torsion. Le tenseur de torsion Q" 3 est
défini par [41]

I op =T g = 2Q" 5. (4.1)
Il est clair que

Q" ap = —Q" a-
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4.2.1 Connexions

Dans cette partie, nous voulons exprimer les connexions (supposées métriques) en
fonction des symboles de Christofell et des composantes du tenseur de torsion en utilisant
la condition de la compatibilité métrique

vag,uzl = 0. (42)
Comme
vaguu = 8o<g,uu - FA pwa9rv — FA va9u (43)
nous obtenons
aaguu - FA padrw — F)\ vagux = 0. (44)

Maintenant, nous décomposons I'* uo €N deux parties symétrique et antisymeétrique
A A A
I e =T o) + T (4.5)
ou I (ua) €8t la partie symétrique
A A
I o) =17 (o)
et I [ua) €st la partie antisymétrique
A A A
r [pa] = -I [ap] = Q e (46)
Dans ce cas nous pouvons écrire la relation (4.4) comme suit
Babpr — (T (ua) + T a9 — (0 way + T pap)gun = 0.
Il vient alors
" (uo) v + I (va)Jur = aagw/ - Q/\ padiv — Q)\ vadu- (4'7)
En introduisant le tenseur G, qui est défini par
Gaw/ = aag,ul/ - Quua - Q,uzza

et
A
I )9 = T jpa

nous obtenons

le/ua + F,u/ua = Gaw/ (48)

F,u/oa/ + Fa//,w = Gyau (49)
et

Fa/yu + Fy/ozp, = G,u,l/a- (410)
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A partir de (4.8) + (4.10) — (4.9) nous trouvons
21—‘1//,ua - Gauu + G,ul/a - Guau

il vient

(GV/L/\ + G/,l,)\l/ - G/\Vu)

o 1
g)\ar (pv) — 5

nous obtenons le resultat
« 1 aA
I (wv) — 59 (Guu/\ + Guz\l/ - G)\Vu) )

d’une autre part

Guux = 0u9u) — Qo — Quaw

Grop = 0Gop — Quor — Quur
et

G,u)\u = Ougrv — quy - Q/\V,u
en faisant (4.12) + (4.14) — (4.13) ce qui nous donne

Gu,u)\ + G,u)\u - G)\zxu = &jgu)\ + a,ug/\u - a)\gu,u - Q)\;w
_Qu)\u - QV)\,u - Q}\V}L + Q;U/)\ + Quu)\
compte tenu du fait que
Q,uu)\ = _Q,u)\u

alors
Gy/v\ + G,u)\u - G/\yu = OvGu + a,ugAV - a)\gl/,u + 2Q/w)\ + ZQVpL)\

nous remplacons ce dernier resultat dans la relation (4.11)

1 1
r (wv) — §ga)\ (8Vgu)\ + aug)\u - 0>\guu) + igo»\ (QQ;U/)\ + QQV,U)\)

(4.15)

(4.16)

nous avons précédemment la relation (4.5), et d’apres les relations (4.6) et (4.16) , il vient

alors

a 1 o 1 e a
' = 59 A (ang + g — aAgvu) + 59 A (2QWA + 2QVW\) + Q% s

2

finalement, nous écrivons

FOCMV = FQMV+QMUOC+QVMQ+QOCMV
r o Fa ;Lu+Ta iz

avec
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r uw est le symbole de Christoffel qui est symétrique, ou

=0

1 (e}
™, = 59 Y (Ogun + 0pgrw — Orgun) (4.19)
T ,, est le tenseur de contorsion

T 0 =Qu “+ Quy “ + Q% L. (4.20)

4.2.2 Décomposition du tenseur de torsion Q"”

Puisque les tenseurs fondamentaux en Uy ont un grand nombre de composantes in-
dépendantes (24 pour la torsion et 36 pour la courbure) et il est pratique de décomposer
ces objets géométriques en pieces irréductibles Lg (ot Lg = SO (3,1) est le groupe de
lorentz).

En premier lieu, nous devons décomposer le tenseur de torsion et pour cela nous
écrivons (), comme suit

Q)\,uu = Q)\;w + alguVQ)\ + a2g,u)\QV + CLSQV/\QM + blg)\,uupép (421)

ol

Q. = Q" ,a est la trace de tenseur du torsion

Q" est la partie axiale de torsion avec () = QP

a v €st la composante du tenseur de torsion qui satisfait ; e = 0et 56’\‘“’q,\u,, =0.

Nous savons que Qe = —Q vy, alors si nous changeons p «+— v dans la relation
(4.21)

Q)\u,u = QOup + alguuQ)\ + a2gzx)\Q,u + a3g,u)\Q1/ + blg)\yupr
= _Q/\,uz/

ce qui implique

= 2019, Qx + (a2 + a3) g Qy + (az + a3) gAQu =0

il vient donc
a; =0 (4.22)

as+ a3 =0=ay = —as (423)

nous avons aussi

Qu = gAVQA/w = gAVCD\/w + algkyg;w@)\ + a2g)\l/gu>\@u
+a3.g>\ygu)\Qu + blgkygkuupr
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donc

Qu = alQu + a’2Qu + 4a3Qu (424)
comme a; = 0 il vient
(05} + 4@3 =1 (425)
avec g = —a3 —
1 1
as = —, Qg = ——.
3 37 2 3

Cherchons maintenant la valeur de by,en utilisant les propriétés du tenseur de Levi-Cevita
représentées dans (A.6), nous obtenons

QB = EBAMVQ/\;U/ = 56>\qu>\w/ + alg,ulfgﬁ)\qu)\ + a?yuka’fﬁ)\iju
+a39m€ﬁ/\“yQu + blfﬂ/\'uyg)\uupr
ce qui implique B B
Q" = 6b165Q",
il vient
1

bl:é

en remplacant a;(i = 1,3) et by par ses valeurs dans la relation (4.21), nous obtenons

1 1 1 ~
Q/\;w = Q)\;w + gguAQu - ggu)\@u + ggz\pprp' (426)

La décomposition du tenseur de torsion en trois parties irréductibles Lg se lit comme
suit

2 1 ~
Q/\,uy = qAMV + 55[);@#] + EEAMVpr~ (427)

En tenant en compte de l'isotropie et de 'homogénéité de 'univers qui impliquent
Oy = 0, la décomposition du tenseur de torsion finale est

1 1 1 ~
Qrw = gguAQu - ggu,\Qu + EEA,uz/pr- (4.28)

4.3 Tenseurs de Riemann, Ricci et le scalaire de Ricci

4.3.1 Commutateur de deux dérivées covariantes

La dérivée covariante d’un vecteur est donnée par

V, V=T, =V ,+T* V° (4.29)
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nous avons le commutateur de deux dérivées covariantes
[V/m V|V = Vi (Vo V) =V, (V,V)

nous écrivons

[V,,, VV] Ve = VuTa v — V, T )

la dérivée covariante d’un tenseur de type (1)
VMTQ v = T vip — T N +1I* O';LTU v e VuTa o

nous obtenons donc

v.,v, ve=1%,, -T% ,,+1%,,1° ,-1,1° ,+17 ,T%, -1 ,,T,

avec
T, =V* , +I*,V", =V ,+T%,,, V +T* V7,

et
s wy — (Va T e puvp),l/ =V v T e puvvvp + 1 puvp N2

dans ce cas nous remplagons ces derniéres dérivées dans la relation (4.32)

Vu, VIV = I 0 =T pup + 19 5,17 o =T 5,17 | V7
+<FU pv T 7 Vu)(va 0 + I pavp>

il vient

[vua vl/] va = Ra pp,yvp + 2QU lu/(va ,0 + Fa po’Vp)

finalement, nous obtenons
V.,V ]V =R* VP +2Q° ,,V,V*,

ou
« N plet _ T« a o _ T« o
R p =T ooy =T oy + 1% 6,17 5 =T 6,17

et
re v e vp — 2QU uv

(4.30)

(4.31)

. (4.32)

(4.33)

R* ,,., est le tenseur de Riemann (de la courbure) et Q7 ,,, est le tenseur de torsion, dans

ce cas la géométrie est dit la géométrie de Riemann-Cartan Uj,.

4.3.2 Décomposition du tenseur de Riemann R“ g,

Le tenseur de Riemann est défini comme

R Buv — Iy By, re Buy T Iy qup By — e pVFp Bu
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nous remplacons les connexions I'* 3, par la relation (4.18)

R g = (T 5+ T%5) ,— (T g+ T 5)

sH g

(T 4T ) T 5 +T° 6) = (T 0+ T ,) (T7 50 +T7 5,)
il vient

= = = —=p =o' ==p
R* Buv = I Br,p — r Buw T r qu Bv — r qu Bu T A Br,p — A Buw T ™ pqu Bv

a B TP a ¢ P «a
-T vap Bu t I pqu sy + r ﬁl/T P I vap B — r BuT pv

nous ajoutons et nous soustrayons le terme I v L g, dans cette derniere expression et
en tenant en compte les relations (A.1), (A.2) et (A.3) et que T ,, est symétrique nous
obtenons

« D « Rl TP o P o
R Buv = R Buv t T Bru T I pqu Bv — r B#T pv I WT Bp
o e P o Rl « « o
_(T Buw T r pVTp Br — r ﬂvT P r VuT ﬁp) +T pqu Br — T pVTp B

finalement, le tenseur de Riemann en fonction du tenseur de contorsion est
R* Bpy = R Buv T vuTa By — vaa Bu T ™ pqu By — T pVTp B (4-35)

notons que R g est le tenseur de Riemann (ordinaire) en absence du torsion.
Ici, nous devons exprimer R* g, en fonction de tenseur du torsion Q ,,, nous savons
que
T 6V:Qa Bu—i—Qﬁua_’_Quﬂ oz7

la relation (4.35) devient

R gy = R 50+ VYV, (Q s+ Qav *+ Qus *) = Vi (Q% sy + Qs * + Qus *)
+ (Qa I + QP# “+ Q#p a) (Qp pr Qﬁu P+ Quﬂ p)
—(Q% p + Qp “+ Qup ) (Q 5+ Qs+ Qus *) (4.36)

qui est le tenseur de Riemann en fonction du torsion, nous devons maintenant décomposer
aussi les tenseurs de torsion en des termes irréductibles ;

Raﬁ,uz/ = Eaﬁ,uu + v,u (Qaﬁu + Qﬁya + Quﬁa) - v1/ (Qa,ﬁ,u + Qﬁua + Q,uﬂa)
+ (Qapu + qua + Q,upa) (Qp Bv + Qﬁl/ P+ QV,B p)
- (Qa pv + qu ¢ + Qup a) (Qp B + Q,B,u P+ Quﬁ p) (437)

nous avons 9

2 1 ~
Qaﬁu + Qﬁua + Quﬁa = ggal/Qﬁ - gguﬂQa + 65a6u7Q77
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donc la relation (4.37) devient

_ — (2 2 1 ~
Raﬁm/ - Raﬁ,uzz + v,u (ggauQﬂ - gguﬁ’@a + 65a6y7Q7>

= (2 2 1 ~
-V, (ggayQB - §gM6Qa + gé‘aﬁp'y@v)

2 2 1 ~ 2 2 1 ~.
+ (gga,qu - gguan + égapu'yQ’y) (55,6@6 - gguﬁQp + 659 61/0Q )

2 2 1 <\ (2 2 1 ~
- (ggaqu - gguan + 6&1/}1}7@7) <§5ZQ5 - gg,uﬁQp + 65'0 BMUQ )

nous simplifions, nous trouvons

Ropu = Raﬁuv + évu (5045”7@0 - évv <5aﬁm@7> + ggavquﬁ

3
2 — P/ — /A 4
_gga#quﬂ + gguﬂvaa - ggVvaQa + §ga#QvQﬂ

4 4 4 4
__gaVQuQﬁ + 591/,6’@#@01 - §guBQaQV - §gaugVBQpr

9

4 2 ~ 2 ~
+§gauguﬁQpQ + §€au,u7QﬁQ + 56116[},0'Q04Q

1 ~ 1 ~ 1 ~
+§gau5p BVUQ Qp - §ga1/5p ,BMO'QPQ + §g,u,ﬁgapz/'yQ’YQp

1 - 1 .
_§9VB5aple7Qp + 36 (Capur” pro — EapmE” puo) Q°Q" (4.38)

nous devons simplifier le dernier terme, donc nous calculons le produit €,,,,€” guo

P _ PETA __ PETA
Eapuny€ Bro = YBeGunGorEapun€ = —9BeGvn o€ paun€

= +6gﬁagmrgo)\5([€a525$] (439)
nous avons la propriété

1
5 (Tabc - Tbac + Tbca - cha + Tcab - Tacb) (440)

a partir de (4.40) la relation (4.39) devient

T[abc] =

G076 — 556762 + 667N
P — au% nay 1%
Eapun€ Bro 9BeGvnGor ( —(525253 + 52525,}; _ 526262
Eapmr€’ Bvo = YpaGuudoy — 9pufvadoy + 9sudiyJoa

—98v9vuYoa + 96v9Gva9on — 9paGvydopu
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de méme

EapnE’ pue = YpaGvudoy — 9pv9ualor + 9sv9unJoa
—98v9vuYoa + 98v9ua9orv — 9BaY9uyYov

donc nous écrivons

1

~ 1
% <€apu'y€p Brvo — Eoz,ol/'ygp ,Buo') Q Q’Y = gﬁl/gan’yQ -

1
36 gﬁugan'yQ

36
gﬁuQuQa - g,@uQuQa

+31 005G — 5500 @s@s (141)

en remplagant (4.41) dans (4.38) nous obtenons le résultat final de la décomposition du
tenseur de Riemann

_ 1— ~ 1— ~ 2 =
Raﬂuu - Raﬁuy + évu <5a6u7Qw> - _VV (5046“7@"() + ggauquﬁ

2 2 2 4
3gau VQ,B + 3g,uﬁvu@oz - gvﬁqua + gauQuQB

__gauQuQB + §guﬁQuQa - guﬁQaQV - gaugl/,BQ Qp

9
4 2 L2 .
+_gauguﬁQpQ + _5az//ryQ,BQ + _5y6,quaQ

9 9 9

1 1 1 p
+99au5 ,BVUQ Qp gowg BanpQ + g,u,é’gapu'yQ Q

1 1 1
_§guﬂgapwapr + 3696ugan'yQ 36gﬁugan'yQ

gﬂu@ Qa - gﬁuQuQa ganﬁQu ganBQu (4-42)
4.3.3 Décomposition du tenseur de Ricci Rp,

A partir du tenseur de Riemann R* g, (4.35) nous pouvons conclure la formule du
tenseur de Ricci R, en fonction de contorsion

R,BV = R" Bav — ﬁa Baw + vaT'Ot By — vVTU Ba +T* pan Bv — T pqu Ba

alors B - -
Rg, = Rg, + VT g, =V, T% go + T 017 5, =T )17 ga, (4.43)

dans ce cas Rpg, est le tenseur de Ricci en absence du torsion.
De méme, & partir de la relation (4.36) nous obtenons le tenseur de Ricci en fonction
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de torsion

Rﬂy — RBV + va(Qﬁy o + Qyﬁ @ + ro ﬁy) - ZVVQﬁ
+2Qp (QBV p + QI/B p + Qp Bz/)
+2Q% pQpa © + QuapQp “* (4.44)

il reste de trouver la formule du tenseur de Ricci en fonction des termes irréductibles,
compte tenu de la ralation (4.42) x ¢g"* nous obtenons

— 2 = 4_ 1— ~
= — — o - « p
RBV RBV gguﬂan SVZ/Q,G + 6va (5 BVpQ )
8 8 1 ~ ~ 1 ~ ~
— _ — P _ P _
+9QVQ5 gguﬁQpQ + 18951/@/)@ 18@5@1/ (445)
et
B _ PP 2 VBT HA ‘_l—l' 8 1— My Ao
R R = 2¢7VQ* = SV'Q" + -V, (5 Q )
8 8 1 ~ ~ 1 ~,~
“nvnB 2 vB o v o _ B 1/' 44
FQ'Q7 = £97Q,Q7 + 50700 — 0°Q (4.46)

4.3.4 Décomposition du scalaire de Ricci R

De méme, le scalaire de Ricci R est donné par
R= gﬁuRﬁV = gﬁyﬁ,ﬁl/ + gﬁyvaTa Bv — gﬁuvuTa Ba + gﬁuTa pan Bv — gﬁVTa pqu Ba

R=R+ V1% 5 -N3T ,+T* 7" , - T ,,T"
avec R = gﬁ”ﬁgy

R=R+ V(T ,—-T" )+ T ,,7%" ,-T" ,,T" , (4.47)

R représente le scalaire de Ricci en absence du torsion.
Nous trouvons la formule du scalaire de Ricci en fonction du torsion a partir du (4.44)

R=1R—4V,Q" —4Q,Q" + 2Q,,Q""" + Q""Q - (4.48)

Afin de trouver la formule du scalaire de Ricci en fonction des termes irréductibles,
nous utilisons la relation (4.45)

R=R—4V,Q* — ngQp + %éjﬁéjﬁ . (4.49)
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4.4 Décomposition des termes quadratiques en )“ 3,

4.4.1 Deécomposition de @, ,Q""”

Nous calculons le produit
uvp 1 1 1 2k Q" grQr 1 vy
Q/pr = _gPMQV - _guqu + _EuupﬁQ X Q Q + 5 Q
3 3 6

= Z_JLQVQV - lQpr + ig va@'y@u - _Qpr + _Qpr - 1_851/ Vp’yé'yQp

]' 14 v
1_85p Vp,BQﬁQ 5 VpﬁQpQB 5u pgé?“ mQ QB

Comme
gaﬁeaﬁw =0, e’ = —6(5}

nous obtenons

Qi@ = 2Q,Q" ~ Qs (4.50)

4.4.2 Décomposition de @),,,Q"""

Nous calculons aussi

1 1 1 ~ 1 ~
Quup@ypu = ggPMQV - ggu,qu + éguupﬂQB] X |: MVQp pru + 65VPM7Q7
1 1 1 ~
= —QpQ” — —QVQ” + —8” " QWQV - —QpQ” + _Qpr
1 — ¢ pu’yQ Q, + g Qﬁ@ﬁ 5 Qﬁ@u
18 I vp vpB % 5
1
+366MV0/36VM”Q QB
Qun @ = —2Q,Q7 — 23,0° (4.51)
Hp 3¢F 6" '

alors

(24— B +3C)Q,Q" —é (A+B)0,0°. (4.52)

Wl

AQ @™+ BQuw,yQ"" +CQ Q" =
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4.5 Deécomposition des termes quadratiques en 1,3,

4.5.1 Décomposition de RQBWRO‘BW

Nous avons le produit

R, By Ry

Roguw + %vu (504@7@ )

V (5045#7@ > 39&1/qu5
Z%gayquﬂ —Z §guﬁvsza _4 §guﬂqua ) §ga,qu/QB
_§gauQuQB + §gl/,6’Qquz - §gu69aQV - §ga,uguﬁQ’yQ’y
+§gaugpfvﬁQ7Q7 + ggauu'y@ﬁ@l"i_ %ébﬁmQan
‘l‘%gaug’y ﬁyaQiQ’y - %gaug’y ﬁuUQ’YQO + %guﬁgamﬁQ’jQU

_égyﬁfa@'yQ’yQa +giﬁgﬁ”g“aQVQl_N%gm‘nglQl
| +%gﬁuQuQa - 3_1695’/@“@0‘ %ganﬁQu - flgganﬁQu |
EaﬁMV + %vﬂ ( afv Qp) 1 <€a6,u p@p) + %nguQﬁ

—39"V QP + 39"V o 59V QY + §9Q Q7
—59™Q"Q" + 5977 QM Q™ — 9“'3@”@” -3 "‘“9”562 Q°
4 g NﬁQpQP+ 2 cavp QBQO+ &;Vﬁu Qan
+19a“€pﬁ" 0 Qer — l grerPt 4Q, Q0+ 9“55&0””62 Qo
~§9"7=" 0,00 + gﬁgvﬁga“Qpr - —guﬁga@ Q’
T Co e W o L W R 007

En tenant en compte les propriétés suivantes

apzo

gauvu (éﬂﬂy P@p) =

gﬁuﬁuﬁav

R 5.Q"Q°

gueﬁpéeréﬁéu

Q Q" (" 1, @)
(5 ,3) T (e )

v* (6‘” a,@”) =0, ¥
R 5oy =0, Rupa ® =0
= 07 Elﬁ 'y,BVQVQB =0

= 0, EueﬂPQpQGQﬁQM =0
= 0, @V@ﬁvo‘ <€u Vﬁp@p> -0

= e eann (V') (V@) (453)

Nous remarquons que nous obtenons 625 termes nous passons par plusieurs étapes de
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simplification, nous trouvons finalement 24 termes;

Raﬂlw

Raﬁur/

b 2~ — N 8,
Rop B + 5 Rapu V" (eaﬁy Q")+§R sV QP

32— 16

+22 9 R BMVQVQB _ ER#V MyQpr+ Raﬂ V@V@a

+§Ea5 80,0 + 1—8v (eaﬁy pQP) v, (gaﬁ,m@”)
—1—18VV (60‘5“ oQ ) 7 <5aﬁm@> + §vaavﬂ <5uvap@p>
FOT,0V.+ ETQV, 12 S AT,
_%Qu@ﬁ Vs - 0,V ST,
SC0PUU - QG+ 0

8 8
F 5= Q0T + R QGy + B 500, Gy

8 av, 14
+ 522" QG <6a5V7Q7>+2—75”5 (’QpQQV (2u000@7) (454)

4.5.2 Décomposition de RQBWRWO‘*B

Le produit de RQBWRWQ/B est donné par

Raﬁuv

RHvaB  —

}_%aﬁlw + %vu (504@7@7) - %vv (50@wa> + gnguQB
z%gauquB ‘Z %guﬁqua _4 %guﬁqua ‘Z %gauQuQB
_§gauQuQ6 + §gu,8QuQa - §guﬂQaQu - §gauguﬁQ7Q'y
200095Q Q7 + 220y Q5@ + 260500 QuQ
+%gau5’y BVO’QiQ’Y - %gazzg’y BNUQ’YQU + éguﬂgaolﬂg;y@o
_%gzxﬁfagv,u'vaQa "—g)lﬁ%ugan7Q7~_~%gﬁugan'L@1
+%gﬁuQuQa - 3_16951162;16204 + %ganﬁQu - 3_169anBQV |
[ R 19" (e, Q) = 4V (2 ,Q0) + 297V Q" ]
S3VIQU 3V QR — BV QR+ 0 Q Qf
QT+ 397" QMG — 0,0
+4 guﬁgan Qr + Euﬂa QVQP + gﬁva Q“Q”
+19a“€py’8 0 QGQ - -9“55””& 0Q) Q° + lgwg’wﬁpQ Qo
—-9"‘38“‘9‘*p62 Qo+ 369”59“”%@" - —g“ﬂ QuQ"
| +E97QPQ" — £ QrQ + £ QV QY — L9 QOQ
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Apres simplification et compte tenu les propriétés (4.53), nous obtenons

-  pHra 25 =a ~ 16— —o
Rapu B0 = Ros B + ~RapuV <€’“’5 ,,Qp> + R Q"

39_ 16— l—  ~ ~

FER Q@+ S WQ@ + SR 0,0
2—V ~R3 X & v -~ E—1 ~

+5R BWQ%)M—V (6’“‘ 8 pQP) v, (gaﬁw@)
16— 3 104

+3VQVQ + 9 NN Q5 + S QQVQ"
128

QQQV QV - _Qprv,uQu + 2_7Qaqu QV
——Q“Q”QaQu + —QpQ"QwQ” P QrQsQ°
oo @p@f’@ﬁ@ﬁ Fov,Q. (ewr@p) b o R 00,0

4 _ ~
+2—75“5&”QPQ”VM <5Q5WQ7) i ﬁgpyﬂ?e@@@pv# <g# ﬁwQ7> (4.55)

4.5.3 Décomposition de Rz, R

Finalement, nous calculons le dernier produit

Eaﬁw + év (EaﬁwQ ) V (5aﬂwQ ) 3904'/qu6
z%gauquﬁ t 20,8V Qa - 2005V uQa + - $90uQuQp
_§gauQuQﬁ + §guﬁQuQa - §gu59aQu - 5904/11911/@@7@’7
+ggaugﬁf@w@7 + égauu7Q6Q1+ ggvﬂu'yQaQ’y~
+%gau57 BVUQZQV - %goajgV Buagwga + %guﬁgaaQQZQa
_%guﬁfa%wayQo ‘f"é_lﬁ%uganwQ’YN_ﬁglﬁgﬁuganlQl
+3_1696,LLQVQ04 - 3_16961/QMQQ + 3_169VQQBQ,M - %g;mz@ﬁ@u |
R A (e ,00) < 1 (0, 00) + 20T
__gaﬂv Q" + guﬁv Q> — 2 wv Q> + 4 aﬂQ Q
1QHQE 1 3P — O — 19 Q8
X +4gal/guﬁQ Qr + gowﬁ Qqu + gl/uﬁ Qan
+3g*Perm Qer 1 grer 4Q, Q0+ Q“B%?ael’pQ Qo
19”“6“"”%@9 ¥ g”“gaﬁQpr ~ —g“ﬁg“”Q @’
T Co N W L W R 0 0

Ropu R =
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Nous trouvons dans ce dernier cas la résultat suivant

- E=eje 2— - ~ 8—1/ =
RaﬁuvRauﬁy = RozBWR " T §Raﬂw’vﬁ (5%1/ pr) + §R BMVVBQ#

20 v 8w 15 o 7ar
_ER B;WQMQﬁ + §R g ,uz/Qpr + §Ra,8 A I/Q Q
1y~ ~ 88— o A, ~
_ER g uquQp + §Raﬁuu€ & pQqu - §R BuugﬂﬁperQG

i_ﬁ awpry VO Y i_” apBey \ T Y
T ()T () 5 T (25) . 20,0
4 ~ ~ 2 ~__ ~
+§€Vuﬂanvau <€aﬁV7Q7> + EgaVBpQ“vau (5046V7QW>
8_ — 8_ — 8—v . — 88 —
15V QV,Qs + 5 V,QVQ + SV QY — Q' QY0
56 — 4 ~ ~ 4 ~ ~,
20 a w_ p B = OB
+27QaQ V/LQ 27QpQ VMQ + 27Q Q MQ,B
4 ~ ~ 16 ~ ~ 96
_ p by 22 Opr0P i I a
—0,0QuQ" + SQ"QQs + = 2,Q" 2

L 6,000.0". (4.56)

+216

4.5.4 Décomposition de Rg, R

Le produit de deux tenseurs de Ricci est donné par

R — | B 300VaQ — 49000 + 1V (= 5, Q) ]
+%QVQ,3 - %guﬁQpr + TlggﬁquQp - %Q,@QV
R = 2¢9V,Q" 4V Q° + 1V, (22 ,Q°) ]

8 v 8 v o 1 vB) Mo 1 A8V
+5@ Qﬁ—gg'BQaQ +ﬁgﬁQaQ _TgQﬁQ

X

il vient donc
RuR” = Bo B~ SAVQ — SRa V'@ + S RaQQ?
S RQeQ + 5RO, @ — (T Q + T V.2 TQ
P QT — QAT+ VT Q]
QT+ QT+ QR
QR ~ S QQET + B
—gmm (2,37 + %m (2 @) T (= 5, @) - (457
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4.5.5 Décomposition de Rg,,R”ﬂ

Dans ce cas, nNous avons

Rg,R"P = e

+E§;QVQB - ggVBQpr + TlggBVQpr - %QBQV
v

}_%/3,/ — %gyﬁana — %vag + %Va (ga ﬂVpéi) ]

R 20 i 1 (2,0 ]

8 v 8 v o 1 . vB) No 1 A8 v
+3QVQ° — 5977 Q,Q7 + 1597 Q,Q7 — 5Q°Q

nous obtenons donc

8— — 16—
BV Q + SR Q]

16— 11—~ ~ 1—- ~,~ 32— —
_ERQUQU + §RQ0QU - §R,BVQBQV + Eanav/\QA
160 o o 10~ 160 s

+2_7QO'Q VoaQ 27@0@ an + 9 quﬁv Q

B elavi Kt 192 o
S QVLQs+ @OV + Q00

16 ~ ~ 8 S B I
~ Q" — QY + 550U

RO )+ (0% ).

s A
RsR” = RsR” ~ 3 RV:Q* —

4.5.6 Décomposition de R?

Nous calculons le produit
2 §>] T K 8 P 15 o
R* = |R—-4V,Q" - ngQ + ngQ
- = . 8 1~ ~
«|R-19.00 - 0.0+ 500
ce qui nous donne finalement
— — - 64 =
R* = R —8RV,Q"+16V,Q"V.Q" + TQQV.Q"
45 o on_ 165 o 155 f
_gQ'yQ VuQ - ERQ/JQ + gRQpQ

4 - IS
FRQQUQ0Q ~ QG + 3G, TQ, (459

58



4.6 Le lagrangien total

Dans la théorie de jauge de Poincaré le lagrangien L quadratique est défini par la
forme suivante [42]

1 1
Lo = §MP2’1R + §M12Dl (@1Quwp@"" + 42Q,p Q" + a5Q, Q")

b1 R? 4 by Ry pe RMP + b3 Ry R
b4 Rypo RP7 + bs Ry R™ + bg R, RV (4.60)

ou M3, est la masse de Planck, a;,et b; sont des parametres sans dimensions.
Afin d’obtenir le terme de Gauss-Bonnet et qui est défini par

G x R?* — 4R, R" + R, R""
nous devons faire la limite () = 0, et qu’il implique

— — — — — — — 1— —
Y2 e
R= Ra Rul/ = Rul/ = Ruua R,uupa = R;U/pa = RpauuetR/u/pa = §RquUR )

le lagrangien L devient alors

1 55) 53 5 DM b =Y —SuYpo
L¢ |g—o= 5MI%,R + bR+ (bs + bg) R R + (62 + b3 + 54) Ru,oR7. (4.61)

Donc il faut les contraintes by = —4b; — bg et by = 2 (by — by — b3) .

Dans notre travail, nous dénotons le terme de Gauss-Bonnet G par
G =ty (B~ ARWR" + Ryupe B

b1 représente la constante de couplage de ce terme.
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4.7 Elimination des fantomes

Soit le lagrangien obtenue & partir de résultat (A.17)

1 1 1 ~
Lo = —g (5= B) LT 4 oo (5 = 28) S, 8" + smd @ + JmdQ?

FEAGQ g (45— 9 [(2°Q.)" 4300V
o BPVaQ o (3= 30) QTG 4 (5 30) (V.0)
27 ° 27 2y 3 2ty
458 (26T + BG) + . (4.62)

Pour que la théorie donne des résultats précis, les fantémes doivent étre éliminés. La
composante axiale (), présente des termes trés inquiétants en contairement a la trace du
torsion (Q,, et qui apparaissent sous trois formes ;

o \2
1-Le terme le plus pathologique est (VVQ”> qui introduit les fantémes associé princi-

palement a la composante temporelle @0 (la composante temporelle parceque on s’interesse au term
donc il faut que § — 3bs = 0 = [ = 3by cette contrainte a déja été retrouvée dans la
littérature afin de garantir un spectre stable sur Minkowski.
2-La présence des instabilités relie au terme 2§WQ"Q'y + RQ)? est apparente dans les
équations du champ métrique ot a nouveau la composante temporelle entrera avec des
dérivées secondes, 1’écriture du couplage @VWQ"QV est due a la condition de continuité
ou de divergence V”@w = 0 et donc elle élimine directement les fantomes. Il reste le
terme EC? alors nous devons imposer 5 =0
Nous avons précédemment 3 = 3b, et maintenant S = 0 donc

B=by=0 (4.63)

B = bi+tby—b3=0

8 1 1 1, ~
La|=by=0 = _§“TuaTW + EF&SWSW + §m%Q2 + §m§Q2 + ...

3-11 ya d’autre termes pathologiques comme Q.Q°V,Q", éwquN@”’, V,.Q5V (5’\“5”@0)
qu’ils doivent étre éliminés.

4-Nous remarquons que les deux termes cinétiques Y1 ,,T#%,S,,S"? sont en fonctions
de —k et 4k respectivement (nous posons = 0) et donc nous ne savons pas s'ils sont
positifs ou négatifs, il faut donc poser

k=0 (4.65)
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5-Les termes V, V" et V, V" sont des termes de surface nous les néglige.
Pour une théorie libre de ghosts, le lagrangien L¢ s’écrit alors

1 1
Lo = §M§’ZR + §M}2’l (@1Quwp@"" + 42Q,p Q" + a3Q, Q")

+b1 (R* + Rypo R" — AR, R™") .

Nous concluons que la théorie libre de ghosts est celle de Gauss-Bonnet avec torsion.

4.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié 'existence des ghosts dans le secteur vectoriel et
comment les éliminer. Nous avons vu que les termes cinétiques pour (), et Qu ont des
signes opposés, en montrant ainsi que la présence d’un fantéme est inévitable. La seule
possibilité d’une théorie stable est d’annuler exactement les deux termes cinétiques et,
par conséquent, tout le secteur vectoriel devient non dynamique.
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Chapitre 5

Cosmologie avec torsion

” Cosmology is among the oldest subjects to captivate our species. And it’s no wonder.
We’re storytellers, and what could be more grand than the story of creation ?”
Brian Green

5.1 Introduction

La cosmologie est la branche de I'astrophysique qui décrit la formation et 1’évolution
de l'univers & travers le modeéle standard de la cosmologie ou le modele ACDM qui
suppose que l'univers a été créé dans le "Big Bang ". Ce modéle a prouvé une certaine
concordance avec les résultats obtenus par les collaborations PLANCK [7] et WMAP
[8]. Cependant, malgré le succé qu'’il a connu, ce modele souffre de plusieurs problémes
comme par exemple le probléme de I’énergie noire et de sa nature.

L’objectif de ce chapitre est de montrer que I'introduction de la torsion constitue une
alternative a l'inflation. La prise en compte de la torsion est une simple généralisation
pour implémenter des concepts comme le spin dans la relativité générale. Cependant, il
est vite apparu que la torsion, telle que considérée par exemple dans la théorie d’Einstein-
Cartan-Sciama-Kibble (ECKS), ne semble pas donner d’effets pertinents sur les structures
astrophysiques observées. Néanmoins, il a été constaté que pour des densités de 'ordre
de 10%Kg/cm® pour les électrons et de 105'Kg/cm® pour les protons et les neutrons, la
torsion pouvait donner des conséquences observables si tous les spins des particules sont
alignés. Ces énormes densités ne peuvent étre atteintes que dans l'univers primordial,
de sorte que la cosmologie est la seule approche viable pour tester les effets de torsion.
Cependant aucun test confirmant I’existence de la de torsion n’a été réalisé jusqu’a pré-
sent et il reste encore a débattre si ’espace temps est Riemannien ou non. Compte tenu
du point de vue cosmologique et, en particulier des transitions de phase primordiales
et de l'inflation, il semble trés probable que, dans certaines régions du premier univers,
la présence de champs magnétiques locaux aurait pu aligner les spins de particules. A
des densités tres élevées, cet effet pourrait influencer I’évolution des perturbations pri-
mordiales restant comme une empreinte dans les structures a grande échelle observées

62



aujourd’hui. En d’autres termes, un objectif principal pourrait étre de sélectionner des
échelles de perturbation liées a la présence de torsion aux premiéres époques qui donnent
des effets cosmologiques observables aujourd hui.

5.2 Modéle standard de la cosmologie

5.2.1 Principe cosmologique

Le principe cosmologique sur lequel est basé le modele standard de Friedmann-
Robertson-Walker stipule que 'univers est localement homogéne, isotrope et en expan-
sion, ce qui a pour conséquence mathématique 'existence d’'un systéme de coordonnées
comobiles (¢, r, 0, ¢) dans lequel la métrique & quatre dimensions de ’espace-temps s’écrit

dr?

2 _ 2 2

+ r?d6* + r* sin 0d¢* (5.1)
ou t est le temps cosmique. C’est la métrique générale qui nous permet de décrire la
géomeétrie et la dynamique de l'univers. La fonction a (t) est dite facteur d’echelle qui
représente ’expansion de 'univers. La constante K représente la courbure spatiale et elle
ne peut prendre que I'une des trois valeurs suivantes :

pour un univers fermé ; K =+1
pour un univers plat ; K=0
pour un univers ouvert ; K=-1

5.2.2 Equations de Friedmann

En relativité générale, les connexions affines (symboles de Christoffel) liées a la mé-
trique (5.1) sont définies par

1
r# VK — 59“/\ (g)\zx,n + ey — gun,)\) . (52)

Les symboles de Christoffel non nulles sont

I = aagy (5.3)
: a
I g = Kgijﬂﬁz (5 5)
avec .
~ vt -
Gij = 0y + Ky—5, 2" = (1,6, 9) (5.6)
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En présence du fluide cosmique, les équations d’Einstein s’écrivent

1
R, — 3 99" Ry = 87GT,, (5.7)

ou T, est le tenseur énergie-impulsion du fluide cosmique.
Les différentes composantes de R, sont, dans ce cas

i
Roo=3— , Ry=—(24"+ai+2K)g;. (5.8)
a
En prenant la trace des équations d’Einstein nous arrivons a

R = 87GT, (5.9)

ce qui donne

1
R, = —87G (TW - §gWT) . (5.10)

Par analogie avec un gaz parfait de pression P et de densité p, le fluide cosmique a le
tenseur energie-impulsion suivant

T/u/ = P9 + (p + p) Uy Uy

ott u, = (—1,0,0,0). Les composantes du tenseur d’énergie-impulsion sont alors données
par . B
T® =p(t) , T"=0, TV =4;;a"%p(t) (5.11)
et
T =g,T" = —p+ 3p. (5.12)

En substituant les équations (5.8),(5.11) et (5.12) dans I’équation d’Einstein (5.10), nous
obtenons les deux équations

32 — —47G (p + 3p) (5.13)
et ) 5 K
a a
54_2?_2;:476*@—]9). (5.14)

En combinant ces deux derniéres équations, nous obtnons I’équation

(5.15)

a?

a®? K

Cette équation est ’équation fondamentale de Friedmann qui régit ’expansion de 1'uni-
vers. Elle permet de déterminer la dynamique de I'univers en fonction de son contenu.
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5.2.3 Solutions pour quelques cas particuliers

A partir de la loi de conservation de I'énergie V, 7" = 0, nous obtenons 1'équation
differentielle du premier ordre

p+3= (p+p) =0, (5.16)

qui peut étre facilement résolue pour une équation d’état de la forme

p=wp, (5.17)

oll w c’est le parameétre d’état indépendant du temps, dans ce cas nous obtenons

a —3(1+4w)
p=po (—) (5.18)

Qo

ou p, = p(to) et ag = a (ty) sont respectivement la densité du fluide cosmique et le rayon
de I'univers observé actuellement (I'indice 0 indique I'instant présent).
Suivant la valeur de w on déstingue différentes situations :

Univers dominé par le rayonnement

Le rayonnement est constitué de photons (rayonnement électromagnétique), de neu-
trinos (pour kgT > mc?) et des ondes gravitationnelles. Il est caractérisé par I’équation
d’état w = % Dans ce cas, nous avons

—4

a

p=n(2) (5.19)
Qo

Pour un univers plat dominé par le rayonnement, I’équation (5.15) devient

a*>  8nGpy ag

a? 3 at

816G
da = 4/ 7T3'00a(2), (5.20)

a(t) ~ V1. (5.21)

Nous obtenons ainsi

ou la solution est de la forme

Univers dominé par la matiére

En cosmologie, la matiére non relativiste est souvent appelée "poussiére". Sa pression
est considérée comme négligeable. Elle se compose de la matiére baryonique et probable-
ment de la matiére non baryonique de nature encore inconnue. Comme la pression de la
matiére est négligeable, nous avons 1’équation 1’équation d’état w = 0 et

65



p:p0<a>_3. (5.22)

Qo

Dans ce cas, nous avons 1’équation de Friedmann

-2 3
8tG
4 _ STPo o (5.23)
a? 3 a?
ol la solution est e la forme ,
a(t) ~ ts. (5.24)
Univers dominé par la constante cosmologique
La constante cosmologique A est I’énergie du vide caractérisée par w = —1 et
p = A\ = cste. (5.25)

Dans un univers plat dominé par la constante cosmologique, 1’équation de Fiedmann
9 Ayl
s’écrit

a’?  8tGA

i 5.26

a? 3 ( )
et le facteur d’échelle est donc a(t) = eflt, ou H = @ est le parametre de Hubble qi

est dans ce cas constant.

5.2.4 Problémes du modéle standard

Le modele standard de la cosmologie suppose que 'univers a été créé dans le "Big-
Bang ". La découverte du fond cosmique des micro-ondes était une énorme victoire pour la
théorie du Big-Bang et 'origine chaude de I'univers. Cependant, il y a quelques questions
laissées sans réponse dans le modéle standard.

Probléme de la platitude Si nous prenons en compte la courbure dans la métrique
et les équations de Friedmann, la densité de la courbure est donnée par [43]

1

Ok () = —<=;
R

Au début de l'univers, il était dominé par les rayonnements c’est & dire ), ; ~ Q,4q,

nous trouvons . )
Q 1
QO = K
0o 142

rad

Le résultat est qu’il faut avoir un univers proche du plat qui était encore plus plat
dans le passé. au temps de Planck ¢p; = 107%3s, la courbure doit étre |Qx (tp;)| < 10762,
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cette petite valeur est la cause du probléme de platitude.

Probléme de I’horizon La distance x (comoving distance) est donnée par 7?7

todt adlna a
= = H = — 2
X Ofa(t') Of aH '’ a (5.27)

Pendant I'univers primordial ot il est dominé par des rayonnements et da matiere, le rayon

de Hubble % augmente plus vite que le facteur d’échelle, c’est a dire % m> > 0.
L’intégrale (5.27) est donc dominé par des contributions tardives, Dans de tels cas, le
temps conforme entre le CMB et nous est beaucoup plus long que le temps entre le CMB

et la singularité initiale, qui ne laisse pas se dérouler les processus causaux.

Probléme d’origine de structure Le modéle standard de la cosmologie basé sur
I’homogénéité et I'isotropie de 'univers ne fournit aucun mécanisme capable de les prédire
les petites inhomogénéités dans I'univers.

5.2.5 L’inflation

Devant ces probléemes, plusieurs scénarios ont été proposés, mais aucun n’a encore
été approuvé a 'unanimité. Les modéles les plus intéressants sont les modeles d’infla-
tion. L’idée de l'inflation est de supposer que I'univers ait subi dans son passé lointain,
une courte période d’expansion trés accélérée. Ici, nous nous trouvons devons une autre
question ; Quel type de matiére peut provoquer une telle d’expansion trés accélérée. Cer-
tainement, ce ne peut étre de la matiere ordinaire. Par ailleurs, il a été constaté I’évolution
de 'univers primordial en présence d’un champ scalaire peut suivre une phase d’inflation.

Alan Guth était le premier & modéliser un scénario inflationniste par un champ sca-
laire, en 1981. Il proposa le champ de Higgs des théories de la grande unification pour
guidé une période d’inflation. Néanmoins, il a été constaté le scénario basé sur les champs
scalaires issus des théories de la grande unification n’est pas viable. En 1983, Linde
suggéra l'existence d’'un champ scalaire libre et massif, appelé inflaton. C’est le champ
responsable de I'inflation.

Bien entendu, le scénario de Linde peut étre amélioré en considérant un potentiel plus
complexe, plusieurs inflatons ...etc.

L’idée principale de I'inflation est de postuler que le rayon de Hubble % en mouvement
diminue méme si la taille physique de I'univers est croissante, dans ce cas 'intégrale (5.27)
est dominée par les contributions des premiers temps, étend le temps conforme aux valeurs

négatives [43]
d 1 1 H
at (a(t)H(t)> e <H2 * 1) <0
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cela permet au processus causal de se produire et donc les objets, informations, pertur-
bations sortent de I’horizon. Le mécanisme permet donc un lissage de I'univers décrivant
I’homogénéité a grande échelle de notre univers. Nous introduisons

H
m7

€= (5.28)
pour qu'une phase de transition se soit produite il faut avoir € < 1, la condition de roulis
lent est € << 1 et la limite € = 0 correspond & ’espace de de-sitter, ’espace dans ce cas
augmente de fagon exponentielle a(t) = exp (Ht).

En tenant en compte les équations de Friedmann représentés dans (5.14) , (5.15) nous
supposons que K = 0, nous obtenons

8rG
H?> = ——
3 p
et 5
= (4 B?) == (p+3P).
4G ( * (p+3F)
A partir de ces deux derniers résultats et (5.28), nous trouvons

€= g (1 + %) . (5.29)

Donc pour que l'inflation se produise, il faut que P < —%p.C’est a dire qu'un fluide
parfait dans une métrique FLRW plate aurait besoin d’avoir une pression négative.
Durant une phase d’expansion accélérée, la courbure deviendra une fonction du temps
décroissante et donnant lieu au réchauffage, I'inflation devrait durer & moins autant de
temps conforme que le temps de réchauffage a nous.
Si nous définissons [43]

92 (t5)] _ (%)‘2 “aw

= e
Qg (t3)] a;

t; et t; représentent le temps initiale et finale de la phase d’expansion accélérée, N repé-
sente le nombre de e-fold il caractérise la durée de 'inflation, pour résoudre le probléme de
la platitude nous devons supposer que Q2 (t;) ~ O (1) et [Qx (t7)] ~ 107%% cela arriverait
si N > T71.

L’expansion accélérée éliminerait tout défaut topologique qui conduisant & un effet
presque homogeéne et univers isotrope. Aprés une période d’inflation suffisamment longue,
le seul phénomeéne physique non trivial est les fluctuations quantiques étendues a de
grandes échelles causé par 'accélération de 'expansion. Ces fluctuations correspondent
aux petites perturbations observées dans le CMB et finira par s’effondrer en galaxies,
galaxies d’amas. Ce qui implique la résolution de l'origine du probléme d’origine de
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strusture [43].

L’inflation agit comme une force répulsive, en opposition a la force gravitationnelle,
alors qu’une force attractive tend & freiner I’expansion de I'univers, une force répulsive
tend a 'accélérer. L’expansion peut devenir exponentielle.

5.3 Equations de mouvement en présence de torsion

Nous allons chercher les équations de mouvement par la méthode de Palatini en deux
cas, pour le premier cas dans le vide et dans le deuxiéme cas en présence de la matiére.
Pour cela nous écrivons 'action S sous la forme

S = / d*2/191L (Grs @ s R apw) + Sut (5.30)

ou S)s représente I'action de la matiére et

L (g/wa Q)\ us R" /\,uz/) = gIW(SP aRa upv + Gp)\ MJWX’YBRP /LO’VR)\ ayp + GU'y puaﬁ@ua,@@p o
(5.31)
avec
Gox M7 = 1167 407 Ag"™ g™ + b307 ,07 2g" 9"’ + b6d” 67 xg" "

et
Goy "0 = arg™'o® 50”7 4 azg™0” ;6" , + asg™6® ;0

le terme G, povey pe WZ,R’\ ayp Teprésente le terme de Gauss-Bonnet généralisé.

L’avantage d’écrire le lagrangien (5.31) en fonction du tenseur métrique g"*, du ten-
seur de Riemann R” ,,, et de tenseur de torsion qui sont en fonction de la connexion
re .. (FO‘ w = ™ w + 1T W), est pour simplifier le calcul surtout nous utiliserons la
méthode du formalisme de Palatini.

5.3.1 Equations de mouvement dans le vide

5y/lsl

Calcul de la variation ol

Nous avons

0/lg] _ 14]g]
Vgl 2 gl

et

)
% - 9506969 = _96959597

il vient alors

1
—59m0g" (5.32)

olol _
VIl
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Calcul de la variation de R* ,,,

Nous avons le tenseur de Riemann
R o = 0,1 1y — OT7 g + T TP 5, —TF T 5, (5.33)
La variation de 0 R” 5, est par définition
OR? 4o = R oy (T +0T) — R 10, (T)
dans ce cas, nous écrivons

OR? o = 0,1 1 + 050" ), — O 1o — 0,017
+ (T o+ 0T ) (T2 ag + 017 5p) — (T o + 6T 10) (T 5 + 617 )
_aon 77 + aurp no + PA ,ule_‘p Ao T F)\ ,uUFp Av

en ajoutant et en soustraiyant le terme r* 607 u\, lous obtenons

SR oy = 0,017 ,, +T7 0T ,, —T* 617\, —T* 617
— (07 1o +T7 30T g =T LW0T7 5p) + T o017 i

Maintenant, nous écrivons I'* ,,,6T7 ux sous la forme
T 00T = (T (o) + T o)) 6T
pour avoir le résultat final
OR? o = VoI, — V017 1o +2Q% 5017 . (5.34)
Ici, nous avons utilisé la dérivé covariante de 617,

Vo, oI? ,, = 0,017, + 17 o0 w r o0y — | ) pA
Calcul de la variation de Q* ,,

Le calcul de 6Q* ,, est direct. En fait, & partir de
QQ)\ p = r pv r v
il vient directement

1 1
—6T™ ,, — §5FA " (5.35)

5Q)\ uy = 9
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La dérivée covariante V,, (\/ | g\V”)

A partir d la propriété
In(det A) = tr (In A)

nous pouvons écrire

In(detg) = tr(lng)
Oy,In(detg) = 0O,tr(Ing)
Jyln(detg) = trd,(Ing),

ce qui nous donne

1 11 1
—=3,V/ 9] J,detg = —g ﬁﬁugag.

Tl " 2detg 2

La méme procedure, nous donne également

1 1 1
—YV -

en soustrayant 0,+/|g| de V,+/|g| et tenant compte du fait que

1 (67
V,detg = 59 OV 1 Gas

V,9as = Ougap — r opdrg — I Budax

nous obtenons
V19l = 8,/ |9l = Vgl s,

d’une autre part, a partir de la définition de la dérivé covariante d’un vecteur
V. V=0,V +T*,,V
nous écrivons
Vu (\/@V"‘) = VoV, (\/E) + \/mv# (V)
= Oy (\/EVM) - \/EVMFA Tt \/HVAF“ A
= 0, (VIgV") = VIgIV'T s+ VgV’ T .

Il vient alors
VM <\/EVM) = 8# (\/@V“> + QMVVQT v

et, par conséquent,

VgV, v = a, (\/Ew) +2y/JgVrQT , — V" (v“\/m) .
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Variation de V,g,,

Comme
vpg;w = apg,uu - F)\ up9rw — F)\ vpGu

nous pouvons facilement voir que
6 (Voguw) = 9, (6gu) — (5FA /m) gr — I up (09nw) — (5FA Vp) Jux — [N v (0gur) - (5.40)

Variation de 1’action S

Nous avons la variation de Paction (5.30)

05 = /d4x [(5\/E> L (gmu Q/\ s I )\MV) + V19l (5£ (gW’ QA s B )‘W))}

nous définissons

oL
Hu = 50
K, MW = azjf = K, M= K, W
Apv
oL
B = g = h =R
ny

11 vient

5v/
5S = / diav/]g| (%c (G @ s BE s) + Hou 89" + K M (SR* y,) + Py #76QN W)
g

a partir de (5.32),(5.34) et (5.35) nous trouvons

1 1 1
6S = / d'z+/|g| ((HW — §gwﬁ) 5g" + (55 W= gh = 2K, nabyr aﬁ) 6T W)

+ / dia/Ig] (Ko M — K, ") V,6T% 5,
et donc

1
5 = [t (- L) i s (210 a0 )

+2 / d'a\/|g|V,, [K, ¥6T% )] — 2 / d'z\/1g| [V, (K, )] 6T 5,
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en tenant en compte la relation (5.39)

1
5S = / d'z\/]g] (<HW . -gwc) g™ + (Py# — 2Ky HBQY ,5) 6T W)

2
V,/191)

- / d*r/|g| | 4K, QT . — 2K, W< — 2V, K, M| 6T,
: varl

finalement, nous obtenons

1
05 = /d4:13 |91 (H/w - §guv‘c> og"”

+/d4$ ‘g‘ (PA ‘MV—2K)\ ‘LLQBQV a5+4K)\ #al/QT ar

— 2V, Ky #¥ | 6T* ,, + 6Su. (5.41)

Equations de mouvement dans le vide

Dans le vide S = 0, nous obtenons les équations de mouvement & partir de la
variation de ’action par rapport & la métrique et a la connexion nous suivons le formalisme
de Palatini, il vient

) 1
Ggrw — Huw = 50k =0
et
05 v af v av )T av <va ‘g‘>
s = P 2K QY AR QT = 2K MR
,W V19l

OV K P = () .

5.3.2 Equations de mouvement en présence de la matiére

Dans le cas ou Sy # 0, nous ajoutons au lagrangien un terme f**V,g,, (multipli-
cateur de lagrange)

= / F /191 [£ (90 @ s B 3w + F¥V ] + Sus
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il suffit de calculer la variation de multiplicateur de lagrange

Vol

a partir de (5.32) et (5.40) nous pouvons écrire

5
0 (\/wawgw) =gl [ﬂf”%gﬂu + (0M) Vagu + 176 (V pgyu)

1
0 ( V |g|f>\uyv)\guv> = vV |g| <§gqu>\aﬁv)\ga,3 + fpH VFMK]p + fp o HFW@p) 591“/

V191V (65 = V19l (£ gan + gur I*#) 6T
+0, <\/prw59uv> —09""0, (\/Wfp l“/>

nous obtenons

1
0 <\/Ef/\uyv)\gw/> = _\/m (ﬁg,uv]w\aﬁv/\gaﬁ + fp"i VF,u,mp_{’

o (/517 )
ogt

Vgl
+/191V2g (857) = /19l (F" grn + gar f7™) 0T (5.42)

La variation de ’action est donc

v

_|_fp o Hrljnp +

2
A (e
\/m g

’ Py — oy QY 4K P — 2k, wev(ZV19) A
+/d zv/|g| A A B A ar A 9] 6T L
_2VOLK)\ pev — f”’mg)\m - gm)\fwi“
tv |g|v)\g,ul/ (5f>\l“/) + 6SM (543)

Les équations de mouvement sont alors

1
05 = / d'z+/]g] (Hw——gw (£+ V5 gas) — ™ Ty

_fp o Hrunp

5S 1
Sgnv Vil (Hw ~ 59w (L4 2PV 2Gas) — £ Ty
P T (VI )\ as
o Vol ogH
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et
Vay/ll)
oS P, _ 9K paf Va + 4y HevQT — 9K ,uau(
o = Vil | AT ap AR QT o = 2B FE TG
uv —QVQK)\ pov fu/ﬂig)\ﬁ _ gﬁ)\funp,
SN

+M —g
T,

aussi 59
3w =V 19IVaguw =0

la derniére équation nous donne la condition de la compatibilité métrique.
Bien que

0Sn

ogH

0Su »
s, Y 9|

T, est le tenseur d’energie-impulsion, Iy #” représente la densité de spin.
Nous obtenons les équations de mouvement finales suivantes

O (VI9lf?
1 1
le/ - _gpz/ (£ + anﬁv)\ga,B) - fp’i I/F,U,Hp - fp m KFVW) — ’ ( . > = _Tw/ (544)

2 \/m 2

1
- _5 |g|TuV

et

et

Vldl

=g = gea [T = I (5.45)

2
P, " — 2K, #aﬁQu s + 4K ,uauQ‘r = [ v, (\/EK)\ ,uay)]

5.4 Univers de Friedmann avec torsion

Dans une cosmologie de type FRW, nous avons
a2
ds® = —dt* + Wer + a*r2df* + a*r? sin® Ody?
— Kr

c’est a dire

—1 0 0
0 %5 0 0
_ - T .4
Gosp 0 0 a2 0 (5-46)
0 0 0 a?r?sin®6
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nous allons chercher les solutions des équations de Friedmann en présence de torsion afin
de voir I'effet de la torsion, il faut tout d’abord trouver les champs de torsion correspon-
dants.

5.4.1 Champ de torsion
Dérivation du champ de torsion a partir de la dérivée de Lie

La géométrie de Riemann-Cartan est défini par la métrique et la torsion, par consé-
quant il y a un champ cosmique de tenseur supplémentaire qui est la champ de tenseur
de torsion, nous allons donc chercher les composantes de ce champ supplémentaire.

Dans cette partie nous suivons la référence[44]. Il a été mentionné précédemment
que le principe cosmologique est basé sur ’homogénéité et l'isotropie de I'univers, la
formulation mathématique de ce principe et comme suit ;

-1l existe des sous-espaces tridimensionnels d’espace-temps a symétrie maximale qui
sont identifiés comme les hypersurfaces du temps cosmique constant, six vecteurs de
Killing générant ces isométries spacio-temporelles tangentes a ces hypersurfaces.

-L’invariance de tous les champs de tenseurs cosmiques g,,,,, I'* .., T}, ...etc par rapport
a toutes les isométries. Nous supposons que le principe cosmologique est étendu & un
espace-temps de Riemann-Cartan et nous examinons les restrictions imposées au tenseur
de torsion, ces restrictions relient a la condition

Ler@Q" o =0 (5.47)

avec L est la dérivée de Lie, " champ de vecteurs (6 vecteurs de Killing), Q" ,, champ
de tenseur de torsion.

Le principe cosmologique implique que la métrique doit étre la métrique de Robertson-
Walker en raison qu’ils sont de méme nature qui ceux imposés a la métrique.

Soit M une variété symétrique a n dimensions dotée d'une métrique g, et M une sous-
variété symétrique de M de dimensions m (3 < m =< n), la notation utilisée est i, j, k, [ =
1,2,3,....,met a,b,c,d=m+1,m+2,...,n et soit u* des fonctions de coordonnées dans
M et v® des fonctions de coordonnées dans M /M.

Le choix des coordonnées u’ est toujours possibles, telle que la métrique g, de M a
la forme

Guvdatdz’ = gg (v) dv*dv® + ¢ (v) Gy, (u) du'du’ (5.48)

7;; (u) est la métrique de la symétrie maximale d’espace M. ¢ (v) est une fonction scalaire,
nous avons aussi .
_o, &y (5.49)
gaz - ) a’l)a - .
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Théoréme Soit le tenseur de torsion Q)* ,, un champ de tenseur dans M qui est au
maximum invariant de forme dans M, c’est & dire

LgiQu va =0

dans le cadre de coordonnées dans lequel la métrique a la forme (5.48), les composantes
du tenseur de torsion non-nulles sont
(i)m=3,n~=4

Qabe (V) , Quijijs Q" 10 = Q% 20 = ... = Q™ 1 (pas de sommation sur m)
(ii)3<m=<n
Qape (V) , Q' 16 = Q% 30 = ... = Q™ ..o (pas de sommation sur m)

(iii) » = m > 3 tout disparait.

Preuve Considérons un systéme de coordonnées spatiales dans lequel la métrique a la
forme (5.48) , il est clair que

LﬁiQMVa - guangQU voa — O
en tenant en compte les six cas suivants

LesQijre =
LesQijo =
LesQiy =
LesQape =
LesQapi =
LesQuij =

en raison de l'isotropie de M on choisit £ & tout moment p € M tel que & (p) = 0,
§ij (p) est arbitraire, ensuite (5.50) implique

(5.50)

o O O O O O

Y

o 107 0Q% ji +0" Qi "k +0" Q% 5] =0
puisque ;) = &) st arbitraire, il vient
0" Q% i+ 0" Qi T+ Q% =07 Q" i+ 07 QT+ 07 Q" 4
nous contractons r avec ¢
m@Q® ji+0" jQr ° k+ 0" kQ° 1y =0 Q" s +0° ;Qr "k + 07 kQ 4 (5.51)
encore une fois nous contractons s avec j

QTTSZO
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(5.51) implique
Qijk = ¢ (U) €jk, pour m =3
= 0 pour m # 3
de la méme maniére nous prouvons que
Qe = Qo==Q" s

Qiab = 07 Qabc = Qabc ('U)
Qai = 0, Quij =0 (5.52)

considérons maintenant 1’espace-temps de Riemann-Cartan a 4D qui est rempli par la
congruence tangente au champ de 4—vitesses u, (—1, 0,0, 0), la torsion prend la forme[45]

Qabe = 2¢ha[buc] (553)

avec ¢ est une fonction scalaire dépend du temps seulement ¢ = ¢(t)
et
Gab = hab — UgUp (554)

hap est symétrique et orthogonal & u®

hay = h(ab)
habub =0
he ® = 3

nous touvons finalement

Qa be — 2¢ha [pUc) = QS (ha blUe — h* cub)
Q" b = (R yuq — h* qup) = —3dup. (5.55)

5.4.2 Tenseurs de Ricci

En présence de torsion les composantes du tenseur de Ricci sont données par
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R = -3 { + 26+ 20 (g)} (5.56)
R = 2 1 () g (4 g K (5.57)
T 1 K2 |2a a a a? '
A a K
Ry = 2a%? +¢+ +50 (=) +4¢* + = (5.58)
2a a a?
i - (a\’ a K
Rss = 2a*?sin?0 | — 4o+ (- ) +5¢ (- ) +40°+ = (5.59)
2a a a a?
a partir du tenseur de Ricci nous trouvons le scalaire de Ricci
i . (&)’ a K
R=6 —+2¢+(—) +6¢(—>+4¢2+—2 (5.60)
a a a a
5.4.3 Solutions des équations de Friedmann dans le vide
Dans le vide nous avons R,s = 0, donc & partir de (5.59) nous avons

32 16616067 = 0 (5.61)

a a

i - a\’ a K
—+20+2 (—) + 10¢ (—) +8¢p°+2— = 0 (5.62)

a a a a

faisons (5.62) — (5.61) nous obtenons

.. =\ 2 :
cmal) () e o

dans le cas particulier si nous posons ¢ (t) = C'te = ® = 0, Péquation (5.61) devient

i+ 2¢pa =0
nous définissons X = a
X +20X =
X
—dt = =2 dt
I ¢/
- o206t
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il vient

L
dt
et donc a
_ 0 20t 20t
a=——e ce
2¢ ’

nous avons alors une solution de type de-Sitter avec une expansion accéléré exponen-
tiellement, ce qui montre que la torsion constante ¢ < 0, joue le role d’une constante
cosmologique.

5.4.4 Solutions des équations de Friedmann en présence de la
matiére

En présence de la matiére nous avons

1
R = 59w R = 87GT,, (5.64)

avec
Too = p, Tii = Py

nous remplagons (5.46), (5.59) et (5.60) dans (5.64) ce qui nous donne les équations

suivantes
N\ 2
K
H? — (ﬂ) _ SWGp___4¢< ) — 4¢? (5.65)
a 3
1 fa 1 K
Y~ 4GP 26— - (9) — 4¢ (9) Y Rl (5.66)
2 \a a
nous remplagons (5.65) dans (5.66), nous obtenons
( 4G
gz 7; (p+3P) — 26 — 2¢( > (5.67)

les équations (5.65) et (5.67) sont appelées les équations de Friedmann en présence de la
matiére.
En utilisant la loi de conservation d’impulsion-énergie en présence de torsion|46]

VT = —4¢T""u,, (5.68)

avec L
00 __ 1 _ — AT
en 1o (R

et
VIt = 0,7 + 1 T + 1V o, T
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pour v = 0 nous trouvons
v, T = p(t) +3(H +2¢) (p+ P) = —4¢T%u, (5.69)
avec P = wp, nous obtenons finalement 1’équation de continuité
p(t)+3(H+20)(1+w)p=4¢p (5.70)

dans ce cas _ )
# — 3(1+w) <g+2¢> + 46,

la solution de cette derniére équation est donnée par

—3(1+w) ¢ AN
p(t) = py (£> e 2axa o(f)ar,

Qo

ces résultats nous montre qu’une sorte d’énergie noire (un terme de torsion) peut étre
obtenue sans considérer des champs scalaires supplémentaires dans la dynamique mais
en supposant seulement que I’espace-temps est de Riemann-Cartan.

5.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons résolu les équations d’Einstein en présence de torsion,
pour un univers en expansion. Nous avons montré que l’effet de la torsion est 'introduc-
tion d’un terme supplémentaire dans la densité et la pression de matiére fluide qui est
capable de donner lieu & un comportement accéléré du fluide cosmique.
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Chapitre 6

Solution a symétrie sphérique en
présence de torsion

"Things can get out of a black hole both on the outside and possibly to another universe
So if you feel you are in a black hole don’t give up-there’s is a way "out""
Stephan Hawking

6.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est d’étudier les solutions & une symétrie sphérique des équa-
tions d’Einstein dans le vide. En premier lieu nous considérons le théoréme de Birkhoff
dans la géométrie Riemannienne ot nous rappelons les solutions de Schwarzschild. En-
suite, nous nous intéressons a la solution & symétrie sphérique des équations d’Einstein en
présence de torsion. Pour déterminer la masse du trou noir obtenu ainsi, nous utilisons
le rayonnement de Hawking pour calculer la température correspondante et le second
principe de la thermodynamique pour calculer la masse.

6.2 Rappel des solutions de Kerl Schwarzschild

Avant de chercher une solution en présence du torsion, nous rappelons la solution
d’Einstein dans le vide appelée solution de Schwarzschild qu’elle décrit un trou noir
caractérisé par deux singularités; une singularité nécessaire et une singularité de coor-
données. Suivant le théoréme de Birkhoff il est important d’obtenir f = ¢ que nous
expliquerons en détail.

En premier lieu soit une métrique a symétrie sphérique et statique

1
ds* = — fdt* + ;dﬂ +72d0” + r* sin® () dip® (6.1)

f et g sont des fonctions quelconques dépendent de la coordonnée r seulement, il faut
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tout d’abord calculer les connexions métriques et les tenseurs de Ricci pour résoudre les
équations d’Einstein dans le vide.

6.2.1 Connexions de Christoffel T By
Nous avons la connexion de Christoffel

=&

1
uy = iga)\ (augu)\ + a,ug)\u - a)\gu,u) (62)

a partir de la métrique (6.1), nous obtenons les composantes suivantes

=0 —0 1f
T N
01 0=357
=1 1 =1 1g
T 2 Ly
00 29 I 11 24
T'p = —gr, T 3= —grsin® ()
=2 =2 1 =2 )
"y = IMgy=—, I" 33 =—cos(0) sin (6)
r
=3 =3 1 =3 =3 cos (0)
13 sL= 1 a3 2= Gn(6) (6.3)

les autres termes sont nuls.

6.2.2 Tenseurs de Ricci Raﬂ
En absence du torsion, le tenseur de Ricci est donné par
RBV = gauRuBau = R" Bav (64)

nous obtenons donc les composantes du tenseur de Ricci a partir de la contraction des
résultats représentés dans (C.1) et nous savons que les équations d’Einstein dans le vide
impliquent que R,s = 0, ce qui nous arrive aux résultats suivants

N2
Ru = 309+ 300 - 300+ 25 o0 (65
s _ LN\ _1fg 1 14
i = 4(f) ijg 2f rg 0 (6.6)
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D 1 1 ! !
Ry = 1—9—577(fg +gf)=0

_ 11
R33 = 1-— g — 57”? (fg/ + gf’) Sin2 (‘9) =0.
a partir de (6.5) + fg x (6.6) = 0 nous trouvons
1 !/ !/
Yo~ 1) =0

multiplions cette derniére relation par gr_2 # (0, nous arrivons a
d
4 <i> 0
dr \ g

f = Cstg

ce qui nous donne

(6.9)

cherchons la constante C; a partir de la platitude asymptotique; lim, .« gag = 745

il vient

lim, oo goo =1gp=—-1=—f=f=1
lim, o g11 :7711:1:§:>g:1

et donc Oy =1

nous obtenons

=g

a partir de ’équation (6.7) et que f = g nous obtenons
1—f—=rf'=0

qui est équivalent a

ce qui nous donne

et donc

84

(6.10)

(6.11)

(6.12)



finalement, nous obtenons

2M 1
ds? = — (1 — —> dt? + (1—2M)d7’2 + 72d6?* + r? sin? () dp? (6.13)
/’n —_—

qui est la solution de Schwarzschild.
Si r — o0 nous avons la platitude asymptotique c’est a dire

. 2 o 2
lim dSSch'war - dSMink

T—00

nous remarquons qu’il existe deux singularités
|900|7‘—>0 o0

(gll)r—>2M o0
la premiére singularité » — 0 est une singularité nécessaire d’un trou noir et la

deuxieme singularité r — 2M est une singularité de coordonnée.

6.3 Solutions a symétrie sphérique en présence de
torsion

Dans le cas général il n’est pas nécessaire de trouver f = g, nous allons étudier
le cas d’'une symétrie sphérique en présence de torsion, avant cela nous définirons les
composantes de torsion et de contorsion afin d’obtenir les nouveaux tenseurs de Ricci.

6.3.1 Torsion Q“ B

Les composantes non nulles du tenseurs de torsion sont
Qo1 = —Q' 10=201(r), Q? 02 = —Q? 20 = P2 (1), Q° 03 = —Q’ 30 = @3 (1) (6.14)
6.3.2 Contorsion 7% g

Nous utilisons la définition de contorsion en fonction de torsion

TOC/BV = Qaﬁ'y + Q,Bva + Q'yﬁa (615)

ce qui nous conduit & trouver les composantes suivantes

2 272 2r2 sin? (6)
7° —¢y, TV = 0y, T'33=—1—20¢
11 fg 1 22 f 2 33 f 3
Tl(n = 2¢1a T? 02 — 2¢2a T° 03 — 2¢3 (6-16)

les autres termes sont nuls.
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6.3.3 Tenseurs de Ricci g,

De la méme maniére de la partie précédente nous obtenons les composantes du tenseur
de Ricci & partir de la contraction des résultats représentés dans (C.2), et en tenant en
compte que les équations d’Einstein dans le vide dans ce cas impliquent Rg, = 0, nous
trouvons donc

1 !/ 1 " 1 (f,)2 g !/
_ 1 Low LU 9. 1
Roo 19590 7 + rf 0 (6.17)
1 f/)2 1f/g/ 1 f 1gl 4
Ry = -(L) =49 L 9, ~ + ) =0 6.18
w= 3 (5) - St e (6.18)
11, , ) r?
Ry = 1—9—577(f9 +gf)+47¢2(¢1+¢3)=0 (6.19)
11, , ) r? o
Ry3 = |1—g— 57”? (fg' +9f)+ 4?% (¢4 + &,) | sin” () =0 (6.20)
en calculant (6.20) — (6.19) x sin? (6), ce qui nous conduit & obtenir
Dyp1 =030,
bien que ¢, # 0, alors
Gy = O3 (6.21)
remplagons 1'équation (6.21) dans (6.18) nous obtenons
1 f/)2 1 f/g/ 1 f// 1g/ ]
(L) 2L oL S P g6, =0 6.22
4<f Trg 27 vy g (622

maintenant, nous multiplions 1’équation (6.22) par fg et nous l'ajoutons a I’équation
(6.17) , il vient

1

- (9f" = [9g') +8p105 =0 (6.23)

2> nous trouvons

d (f\ r

!
g

nous multiplions cette derniere relation par

et donc

— -8 / %@%dr (6.24)

nous remarquons qu’il est impossible de trouver f = g en présence du torsion.
Nous avons % # 1 et pour cela, nous supposons une solution de type Lifshitz qui est
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défini comme[47]

2z 2 2
ds? =~ pyar+ LI

2702 | 2 o2 2
22 T2m+r df* + r<sin” (0) dy

nous allons chercher la formule de ¢, ¢, en fonction de F'(r), nous avons

LG

nous faisons la dérivée de cette derniére par rapport & la cordonnée spatiale

d (f\ r
i () =50

ce qui implique

B 1d [f
G190y = —g% <§> 92
1— 22—4
Q102 = (4l22) (%) g

donc la formule des champs ¢, ¢, est donné par

R

(6.25)

maintenant, nous allons chercher la solution de I’équation d’Einstein, a partir de la rela-

tion (6.17)
1 1ot 1 //_1 (f/)2 9
4fg +2gf 19 7 +7~f—0

et que

T\ 222 2—22 1 o,
g/: (7> fl+ 12722 Tl 2 f

nous obtenons

O R O G O

nous simplifions I’équation, nous trouvons facilement

rf B2 ) =0
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multiplions cette équation par r>~*

rzf3f// _ (Z _ 3)7“274]“)

7’22_6 =0
il vient
d N
dr \r#==3 )
ce qui nous donne
fl _ Cf,,sz
et donc
/df = /C’TZ3dr
alors B
f=A+ 5= (6.27)

la constante A se détemine & partir de la condition de platitude asymptotique pour
r — oo. Nous avons

lim goo = lim (—f)=-A (6.28)
ce qui implique que A = 1. Pour la constante B nous posons B = — (2m)2_z . La forme

finale de 1’élément ds? est donc

om\ 2 * r2—2 om\ > * -
ds: = —[1- (T) dt® + = 1-— (7) dr® + r2d6* + r?sin® (0) dg?.

Dans le cas ot z = 1, nous trouvons la solution de Schwarzschild

: 2 _ 7.2
lim ds7 = dsg.pupa-

z=1

6.3.4 Rayonnements de Hawking a (1 + 1) dimensions

D’apres la relativité générale, les trous noirs isolés sont des objets noirs et immuables,
des choses peuvent rentre dans le trou noir mais la gravité est tellement forte que la
matiére et la lumiére ne peuvent pas s’échapper des trous noirs.

Stephan Hawking a compris que les trous noirs produisent un rayonnement et donc la
lumiére qui peut amener a ’évaporation des trous noirs, I’émission des rayonnements est
due a la creation des pairs des particules-antiparticules générées par le vide , des effets de
ces fluctuations du vide peuvent étre mis en évidence par divers phénoménes est parmi
ces phénomeénes 'effet tunnel que nous allons ’étudier pour trouver la température de
Hawking. Puisque toute la physique est contenue dans le plan (¢,7), nous étudions le
rayonnement de Hawking & (1 + 1) dimensions.
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Soit un espace temps & (1 + 1) dimensions décrit par la métrique suivante

ds® = —f (r)dt* + ﬁr)drz (6.29)

f(r) et g (r) sont des fonctions arbitraires, nous supposons qu’ils s’anullent & un certain
r = ro (le point r = 1y indique I’horizon) .

Equation de Klein-Gordon

Considérons un champ scalaire ¢ a couplage minimale de masse m se propage dans
'espace temps représenté par la métrique (6.29)

(O-m*)¢(r)=0

ot le D’alembertien (] = ﬁ@u ( lg] g"“d,) I’équation devient
g

1
—0 1, ) —m? r)= .
(\/m M( lglg > )Qb() 0 (6.30)
avec \/|g| = \/|det (gag)| = \/%

e JE (Viss ) o) - o) =0

écrivons ¢ (1) = €™ (r) nous obtenons
0 0
(w2+ \/fga (\/fg§> —m2f) ¥ (r)=0

nous posons v/ fg = B (r) il vient

0 B0  w mif
(ﬁ—i_EE—i_ﬁ_ B2>1/1(7”)—0 (6.31)

supposons aussi ¢ (1) = x (1) ¢ (), et donc

82;613”) - 82(;27“) o) 82grgr) N 28);57“) 8<g£r)
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nous remplagons ces deux derniéres dans (6.31) ;nous trouvons

ﬁ+55+§_ B2 +<p(7“) or? w(r) or or

{82 B0 w? mif 1 9% (r) N 2 Jp(r) 0

B" 1 0p(r) B
+§g0(7“) o } x(r)=0 (6.32)

pour obtenir une équation qui resemble a I’équation de Schrodinger, nous posons

2 9p(r)ox(r)  B'x(r)d¢(r)
o (r) or or Bo(r) or

=0

nous concluons donc
_1
x(r)=DB"z,

remplagons ce dernier résultat dans I’équation (6.32) , nous obtenons

0 1B w m? 1B
——l————i———?——— e(r)y=0

L

dans le cas r = rp = B < 1 et donc =3 > 1, les termes de (%) sont dominants,

I’équation devient

o

[— + K21 ©(r)=0 (6.33)

- —2
avec w2 = %LB’ +w?et K2 = z.

Nous considérons une solution ¢ (r) sous le forme
p(r) = A(r)eis®)

en l'injectant dans I’équation (6.33), et en tenant en compte que i < 1 nous obtenons
donc les équations suivantes

24' (1S (r)+ A(r)S" (r)=0 (6.34)

: - (S’ (r))2 + K% =0 (6.35)

la solution pour S (r) est donc

S (r) = AIK(r)]

S(r) = h/r K(TI)
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Si nous mettons S’ (r) = H (r) la solution de I'’équation se raméne &
2A (M H(r)+A(r)H (r)=0

ce qui nous donne
1 1

1
VH(r)  /S(r)  VAIK (@)

finalement, en posant 7 = 1, il vient

Ar) =

L),
o(r) = ————¢ limaginaire] (6.36)
VIE ()]

Effet tunnel et trous noirs

Etant donné le systéme de coordonnées (6.29), dans une région R (I’horizon) ou il n’y
a pas des singularités, il est possible de montrer que la probabilité pour une particule
d’énergie FE qui a quitté la région R en fonction de la probabilité qu’une particule d’énergie
E soit entrée dans la région R est donnée par la relation[48]

P[emission] = B_BEP[absorption] (637)

cela revient a supposer que la région R est baignée de rayonnement & la température 5.
La probabilité d’emission ou d’absorption des particules est donnée par le module
caré de la fonction ¢ ()

. e / ! 21 fr w d?“/
P X 622_[ K(T )[imaginai're]dr = e B(”'I)

Y

I'intégrale est bien défini est réel mais si les points sont situés sur des cotés opposés de
I'horizon, I'intégrale n’existe pas en raison de la divergence de B~ (r) a r = ry.

Pour évaluer cet intégrale nous devons utiliser une prescription ic appropriée pour
spécifier le contour complexe sur lequel I'integrale doit étre effectuer autour de r = ry.
Ca veut dire, nous devons prendre le contour pour définir I'intégrale comme étant un
demi-cercle infinitésimal au dessus du pole & r = ry pour les particules sortantes a
gauche de ’horizon et les particlues entrantes sur la droite r = ry — ic. dans le cas des
particules entrantes a gauche et les particules sortantes & droite de ’horizon r = rg + ic
(qui correspond & une situation inversée dans le temps des cas précédents), le contour
doit étre un demi-cercle infini sous le pole & r = ry , et donc cela revient & pousser la
singularité a r = ro vers r = 1 ic[48)].

. o7 . . . . ! o .
Bien que nous utilisons la partie imaginaire K (7“) , nous choisissons le

[imaginaire]
contour pour qu’il se trouve dans le plan complexe supérieur.

La probabilité d’émission des particules est donc

YRt ro+ie w
P[emision] X e 2ilime—o fro_“ B(T)dr.
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Nous faisons le développement de B (r) = B’ (ro) (r — r)+O [(r — ro)z} = R (ro) (r — o),
nous avons

" ot p itE
im —dr = ———
e—0 ro—ic B (T) R (TO)
avec I/ = w, nous obtenons
2rE
Pemision X exp (— ) 6.38
! ] R o) (6.38)

de méme la probabilité d’absorption des particules est

—2ilime__o [[OT W gy

P[absorption] X e ro—te Br)
et donc -
T
P[absorpticm} X exp (m) (639)
Nous écrivons finalement
A7 E

Pemision = S N Pa sorption 6.40
! ] eXP( R(ro)) labsorption] (6.40)

nous savons que dans un systéme avec une température 3 les probabiltés d’absorption et
d’emission sont liées par la relation (6.37), En comparant (6.40) et (6.37) nous identifions
la température de 1’horizon en fonction de R (rg), la formule générale de la température
a ’horizon est

_ R(r
Bt = | 4(;” (6.41)
pour notre cas ot il y a la torsion
om\ > * r2—2 om\ > * -
2 2 2
dST = — <1 — (T) > dt + l2z72 (1 — (T) ) d?"
avec
Riry=32 = 2000 el )y ()]
et B
R(ro) = R(2m) = C—.
La température de Hawking est donc
2 —z)[*1
T — 371 = —( 6.42
h=Pp 47 (2m)* (6.42)
pour z =1
_ 1
B =Tsen = Py (6.43)
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qui est la température d’un trou noir de Schwarzschild.
Pour trouver la vraie masse M du trou noir dans ce cas, nous partons de la deuxiéme
loi de la thermodynamique
dM = T,dSg (6.44)

ou Spy est 'entropie de Bekenstein-Hawking donné par
Spn = ZA = 7,2 = drm?

en remplacant dS = 8mmdm et la température obtenue dans la deuxiéme loi, nous arri-
vons a

(2 —2)771
2
aprés intégration, nous obtenons la masse du trou noir

dM = (2m)'~* d (2m). (6.45)

lzfl

M= (2m)* 7, (6.46)

et
(2m)* % = (2M)1*~*

finalement, la solution peut s’écrire sous la forme

oM . 22 oM, \ ! ,
dsF = — (1 — mll ) dt* + s (1 — 7,2_211 ) dr® 4 r2d0* + r? sin? (0) dp*.
(6.47)
6.4 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons résolu les équations d’Einstein en présence de torsion,
pour une métrique a symétrie sphérique. Nous avons utilisé le mécanisme de Hawking (le

rayonnement des trous noirs) et la deuxiéme loi de la thermodynamique pour calculer la
masse du trou noir trouvé.
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Chapitre 7

Conclusion générale

” Once you stop learning you start dying”
Albert Einstein

Dans ce mémoire nous avons voulu étudier quelques aspects de la théorie de jauge de
Poincaré de la gravitation. Dans cette théorie, ’espace temps est I'espace de Riemann-
Cartan ot les connexions ne sont pas symétriques et portent ainsi un tenseur de torsion.

En présence de torsion, il a été question de voir les problémes suivants :

1) Dexistence des degrées de liberté fantomes

2) la solution FRW

3) la solution & symétrie sphérique

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons exposé un bref rappel sur la théorie de la
relativité générale. D’abord nous avons énoncé le principe d’équivalence et, ensuite, nous
avons exposé quelques propriétés de 1'espace-temps (considéré comme une variété pseudo-
Riemannienne). Finalement, nous avons montré comment dériver les équations d’Einstein
par I'approche habituelle et par la méthode de Palatini.

Dans le troisieme chapitre, nous avons pu construire une théorie de jauge de Poincaré
locale, ol nous avons trouvé deux ensembles du champ de jauge, a savoir les champs
de translation et de jauge de Lorentz qui sont associés a la torsion et a la courbure
respectivement. Puis nous fixons le lagrangien décrivant la gravitation et qu’il contient 10
termes quadratiques, trois termes quadratiques dans le champ de jauge de translation et
les six autres termes quadratiques dans le champ de jauge de Lorentz avec des parametres
libres (a1, as,as,by,...,b), afin de revenir & la relativité générale nous devons juste de
poser ) = 0.

Dans le quatriéme chapitre, nous avons étudié la stabilité de la théorie décrite au
chapitre précédent a cause des degrés de liberté fantdémes (ghosts). Dans le cas considéré,
nous avons montré que la théorie libre de ghosts est celle de Gauss-Bonnet avec torsion.

Dans le cinquiéme chapitre, nous avons établi les équations de Friedmann en présence
de torsion. Dans ce cas nous avons montré que la présence de torsion peut jouer le role
d’une constante cosmologique effective donnant lieu a une expansion accélérée exponen-
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tiellement. Dans cette image, 'inflation est due a un effet géométrique plutot qu’a un
champ scalaire.

Dans le sixiéme chapitre, nous somme intéressés aux solutions a symétrie sphérique
en présence de torsion. Suivant le théoréme de Birkhoff il est important d’obtenir f = g,
néanmoin en présence de torsion nous avons trouver un cas particulier ou f # ¢, donc il
est intéressant d’étudier les propriétés de ce cas, en utilisant I’espace temps de Lifshitz
car il vérifie la condition f # g, puis nous calculons les quantités thermodynamiques en

utilisant 1’effet tunnel en raison de la création des particules dans la région de 1’horizon,

, . , . (2—2)1*!
nous trouvons la température du Hawking en présence de torsion 7}, = W

masse du trou noir 2M = [*7! (2m)2_z ,pour revenir a le cas ordinaire (trou noir de
Schwarzschild) il suffit juste de poser z = 1.

et la
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Annexe A

Décomposition de L

. —a . , .
-Le tenseur de Riemann R~ g,, en absence du torsion est défini par

R Buv = r By, — r Buw + r pufp pr — r pvfp B (A-l)

la dérivée covariante d'un tenseur de type (3)
vuTa g =T% gupu+ r o T” gy — I’ T A T’ v gy (A.2)
vuTa Bu — ™ Buw T r pVTp B — I’ BVTa P r’ VuTa Bps (A-3)

la notation V représente la dérivée covariante en fonction de la connexion de Levi-Cevita,
(Christoffel) seulement.
-Quelques propriétés sur le tenseur de Levi-Civita;

56)\;”/ — _6)\6#1/ .
8(1)“’1 ..... uNgﬁNl ..... :LLN = —(N— 1)‘6% (A_5)

-Ces calculs suivants sont utilisés dans le cas du Lagrangien total Lg;
Nous avons

5a“'3p8a5#7 = 65§

P py = 2 (8487 — 6407)

P8,y = —2 (635; — 62(52)

e"Peupy = 2 (5252 - 5§5i)

Eﬁl’apaa/gw = —607

el Penpyy = 2 (5g5§ - 6%2) : (A.6)

dans cette partie nous allons présenter la décomposition du lagrangien quadratique L.
Remplagons les résultats (4.54) , (4.55),(4.56) , (4.58) , (4.57) , (4.59) , (4.49) et (4.52) dans
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la formule du lagrangien (4.60), la formule de Lagrangien L devient aprés décomposition

La

= 4= (4by + by + 2b5) V,Qu V' QY + (2b6 +4bs + bs) V,Qu V" Q"
+— (18by + 2by + 2bz + by + 4bs + 4bg) V,Q"V Q"

(by — 2b,) V" (sa“ﬁpéjp) v, (gaﬁw@>

(4bs — 3by + 2b) v (5““5 p@”> Vu <5a5w©7)

(bs — b6) Vs (22 Q") Vi (= 30"

(bs — b + 2by — 2b3) V,,Q5V» (SW"@J)

|,_g|,_.%|}_©loo©|oo

QDI»-lkC«O
(=2}

4 S — 8 - —
-3 (6b1 + bs + bg) RV Q" — 2M2EV Q" — 3 (bs + bs) R,V Q°

1
57 [36b1 + 8by — Tbs + 4by + 1005 + 10bg] QUQ"VQQO‘

8 _
—5= (16by + 16bs + 11by + 8bs + 8bs) Q“Q°V, Q5

+§ (by + b3 — bs) Rapus V' <5”‘5” ,,@P) + ; (by + 203 +0) R 5,V Q°
+%M1%l% (2a; — az + 3az — 8) Q,Q" + %M]%% (1—ay — az) Q,Q"
841 (—18 — 4by — 4bg + 4bs — by + 22b) Q,Q°QQ°
_g (bs + by — 2y — 6by + be) Q0 Q0"
557 (22 + 2b3 + ba + bs + bo) Q°Q"V, Q5

8 _
57 (7201 + 16b + 13b; + by + 2005 + 2005) Q,Q°V,Q"

(b2 = bs) & Q0Q, Vs (2 1,07
(2b3 - 54) 6mp@“@pvu (%ﬂwév)
247 (26 + by — ba) s“a”f’@ﬁ@ Vo (20 @7)

+§ (3b1 + b5 + bﬁ) E@p@p - § (b5 + bﬁ) Eﬁyéﬂéy

4
27
2
7
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1 o5, 5 = v bi\ =  —uvpo
+§M]2:,lR + 0 R+ (bs + bs) R R™ + (b2 + by + 54) Ry R

96
+37 (6 + 2ba + 2b3 + by + 2b5 + 2b6) Q,Q°Q,Q°

16 16
5 (361 + bs + ) RQ,Q" + 5 (b5 + bo) R3,Q"Q°

1 ~ o~~~
+2—16 (6 + 2bg + 2b3 + by + 2b5 + 2bg) Q,Q°Q, Q"

8
= (16by 4 16b3 + 5b4) R 5,,Q"Q° — 5 (203 + 2b3 + by) R ,,Q,Q°

1 ~ ~
+= (2by + 2bs 4+ by) Rag © ,QQ" + T (202 + 203 + b)) B ,,Q,Q°

4 _ ~
(by + bg — by) RaﬂwgaprﬁQ/} + 9 (202 + 2b3 — by) R BuvgpﬁyerQG'

@IOO@IH@ N}

Si nous utilisons les contraintes bs = —4b; — bg, by = 2b; — by — b3 la formule de
lagrangien devient

16 _ 16 _ .
Lo = —5(351 —b2+b3+b6) MQQV“QH—(bl — by + b3+ b6) V,.QaV Q"
32 . o N = _
Ebl quaQ + _8 (bl - 2b2 - bS) \Y (5 HBpr) vzx <5a6u7Q7>
1 , ~
< (5bs — 361 + 4b,) V° (5“ ﬁpr) v, <eaﬁwcy>

05 () ()
% (by — bs) 8p”59@9@p (%5117@7)
(b1 ba = 20) Q0 (205,

9b, + by + 3bs) 4P QPQ, ¥, <ga5w@”) (A7)

4
27
4

27(
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8 _ N8 _
—5 (b1 = by + by +b6) VsV (=7°Q,) - SHRVAQ —2M3V,Q°

1 16
—— (4by — 15b3) Q,Q° Vo Q* + = (5by + 3by + 3b3) Q" Q°V, Q5

27 27
1 16
—5 (4by — 15b3) Qo Q° Vo Q™ + > (5b1 + 3by + 3b3) Q"Q°V,Qs
2 —
+5 (=2by + 3y + 3by) R V" ( apy QP) Z(2b = b)) R 5 V"QP
1,1 1 1 ~ ~
+§M123l§ (2(1,1 — ay + 3(1,3 — 8) Qpr —+ —Mplg (]_ —a; — CLQ) QVQV
L8

32—
+o1 (=9 + by + 12b, + 3b3) Q,Q°QsQ° + + 5 RaV Q’

S by 1 90) QUG QD — b DTV

81
8 4
—7 (6by + 2by — b3) Q,Q°V Q" — —blRQpr + blRﬁyQﬁQ”

1 — — 64 16
+§M123,R +0.G + 9 (1—-101)Q,Q°'QsQ° + gblRQpQ

—%blR@Q“Qﬁ + % (1—b1)Q,Q°QuQ"

b (501430 + 30 B 50 QQ° — SO 0,07
+3b1 50%Q" + ( 201 + 3bs + 3b3) Rapue™""Q°Q,
+%b1R’” w@,Q7 + ; (—=by + 2by + 2b3) R 5,,6”°°Q,Qp.

La dérivée covariante du tenseur de Levi-Civita est nulle V' <6°‘“’8PC§,,) = EQ“BPVVQV,,,
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nous avons aussi les propriétés représentés dans I’équation (A.6), alors

16 = 16 Y09
Lo = —3(3b1—b2+b3+ba) ViQaV' Q" + = (b1 = by + by + b5) V,QaV Q"

2 O
+3b1va“ana + g (bl - 2b2 - b3) V QVVVQAY
1 S
5 (5b5 — 31 + 4by) (V'Q.V.Q" - V'0uV,@")
1 = N =uoa X = <X =o X
+5 @b +b6) (Va@ V'@ = V,Q.V" Q)

9
o (b= 1) (0D = QuQ, Q) + 5 (b — b — 205 @GV, 0"
+;—7 (—2by + 4by + 3b3) <Q“Q7VMQ” - Q”QPVMQ“> (A.8)
o
Lo = —% (3by — by + b3 + b6) V,Qu V' Q + 36 (by — by + b3 + bs) V,Qua V' Q"
%bl Q" Va.Q% + L (2b1 — 2by + 2bs + bg) v’ Q7 ,,Q
—§ (5bs — 3by +4by) V' Q, V., Q7 — % (201 + b6) V,Q V" Q"
b 0= 1) (GQT'T — GuQ T Q) + 5 (0 — b~ 2) QQ. T, Q0
b (<20 by + 30) (Q°G, 9,07 Q7,0 (A.9)
Fo
nous avons
Vi (QVaQ" = Q°VaQ") = V,Q"VaQ" = V,Q°VaQ" + @'V, VoQ — Q*V,.V,Q"

= VuQ"'VaQ" =V, Q.Y Q" + Q'V,V,Q" — Q"V.V,.Q"
= yQ“ VaQ* = V,QaV Q" + Q" [V, Va] Q
= Q#ana “QQYZQ“ + gu}_f ia @’
= V,Q"V.Q" = V,Q.V Q" — R,,Q Q"
posons Q*V,Q* — Q*V,Q" = V* nous obtenons alors
V,Q"VoQ* =V,QuV Q" + R,,Q°Q" + V,V* (A.10)
de méme

V.Q'V,Q" =V,Q,V'Q" +R,,Q"Q" + VY, V" (A.11)
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ou . . _
OV - @V, =T
remplagons les relations (A.10) et (A.11) dans (A.9)

16 o 16 v.,0.5"
Lo = — (3b—by+bs+b6) VuQuV'Q + - (31 — by + by + b) ViuQu V' Q"

1 =V X = X 1 = N —=o X
g (201 = 20y + 20+ b5) VVQ, W, Q7 — (201 — 20 + 203+ b) V,Qu V' Q”

1 — ~ —a~, 8 -~
-3 (20 + b3 — b1) V,QaV Q” + 5 (by + 20y — 4b3) Q,Q, V" Q"

287 (ba — b3) QMQ’YV Q7 ~ 55 ( 2by + 4by + 3b3) Qp@pvu@u
%bl (R,,Q"Q" +V, VM) — 5 (5b3 — 3by + 4b,) (EW@V@ + vﬁ”)
e, (A.12)

il vient donc

| 2N

Lo = (3b1 — by + by + bg) [V,QuaV Q" — V,.Q. V"' Q"]

(201 — 265 + 205 + bg) [V, 0.V Q" = V'Q, V7,07

(2by + bs — by) V péﬁ“@ﬂ + % (by + 2by — 4b3) Q,Q, V" Q"
— (by — 13) QuQ V"' Q" — — ( 2by + 4b + 3bs) Q*Q,V . Q"

ooool»—*q:lr—tqg

OJ[\')
l\D\]

1 o~~~
+ 501 (RpuQ'Q" + V") — = (5by = 3by + 4bo) (Rp QQ7 + V,V(A13)
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Calculons VMQaan“ — quavﬂQa

quaanu - quav“Qa = vu@a (anM - vMCQOC)
= V#Qa (_aQu - qua)
= vMQa (aaQ,u - f)\ an/\ - a,u@a + f)\ a,uQ)\)
= V'Q" (0aQp — 9,Q0a)
= -
= (00Qu =T Q) (0°Q" — Q")
= (0.0u0"Q" - 9,Qu0" Q" ~T" QA" Q" + T" 1, Q:0"Q")
= (0,Q.0"Q" — 0,Q,0"Q")
= 20QuPQ" ~ 0,0.0°0")

vu@aan# - vu@aqua = _% (8uQa - auQa) (aHQa - 8QQM) = _%TWTW (A-14)

notons que
Tha = 28[MQ0¢}
de la méme maniére
Y ONOY -~ ONOY 1 N N v Oy Y)Y 1 vy
V.V -V.QVQ =~ (@QW _ 8VQ7) (a O -0 ) = —558"7 (A15)

avec

Syy = %a[uéﬂ
nous remplacons les résultats (A.14) et (A.15) dans (A.13), nous obtenons
Lo = _g (3by — by + bg + bg) Ty YH* + % (2b1 — 23 + 2b3 + bg) S,y 5”7
—%M]%l; (2 — 2a1 + as — 3as) QpQ" + i%]\/[]%l (1 —4ay — 4ay) Q,Q"
2411 (ba + b2 — b3) Q,Q"Q5Q" + (451 — 5by — 4b3) Q,Q"QpQ°
%3 (4by — 5by — 4b3) Q7 Q" V,,Qﬁ + 2% (b + by — b3) Q,Q°Va@®
2% (b — 2by — bs) @MQﬁ“@v % (b1 — 2by — b3) V,Q"V, Q"

"9 (bl + by — b3) 2R,,Q" Q" + 9 (bl + by — bs) (‘%E@’@” + RQ,QUA.16)
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1 = = 8 —— - 32— —
+§M1%ZR +b,G — —blmeA —2M2,V,Q + SRV Q°

SMEQ,Q + T MAGLG + SR Q'R + S hiRQ,Q°
+§1 (=9 + 4by + 9by + 6bs) Q,Q°QsQ° + 3—9‘2bﬁuv“ - éblf_%@p@ﬂ
é (=3by + 5by — 6by) s 0" 0 — % (5by — 3by + 4by) ¥, 77
Sﬁ (4by + by — 5bs) Q,Q"Q4Q° — 2% (—2b; + by + 3b3) Q°Q,V,.Q"
2% (—5by + 5by + 4b3) Q°Q*V, Qg + 287 (by — by + 2b3) Q,Q, V" Q"
b (8, — by 160) Qo @7VaQ + 5 (1 b1) Q070007
;—S (51 + 3bs + 3b3) Q"Q7V, Qs + i (26, — by) B’ 5, V" Q"
% (1-1b)Q,Q0"Q,Q" + o (6b1 + 2by — b3) Q,Q°V Q"
+g (5b1 + 3by + 3b3) R” ﬁMVQVQﬁ + % (by 4 2by — 4b3) Q,Q, V" Q"
b 0,0~ IR WQpQP o T ? Q0
%(21)2 + by — b)) R0V 07 + (2b2 by — b))V,
—g (261 = by + by + bs) V,uQs Vs (970, ) + S (=2by + 3by + 3b3) Ragme™"Q0,
+§ (—=by + 2by 4 2b5) R" 5,,6"°Q,Qq + ; (=201 + 3by + 3b3) Ropu V' (gaﬂu pc,jp) .

Nous définissons les paramétres

Kr = 4b1 —f- b6
B = bi+by—bs
1
my = —3 (2 — 2a1 4 az — 3as) M3,
1
m% = ﬂ (1 — 4&1 — 4a2 — 3@3) Mlzz,l
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donc la formule finale de lagrangien quadratique L aprés décomposition est donnée par
8 o 1 v L g2, 1 530
9 (k= B) Tpa TH" + 13 (K —2B) 5,5 + §m:r@ + §msQ

P2 BGQ + (45— 9by) {(@”QV)Q + Béﬁ@mﬁ]

Lo =

1 ~= 8 < \2
e BQVaQ + o (5 3) Q@ V'@ + 5 (5 - 3) (V.0")
456 (20,207 + RQ) (A17)

1 — — 8 — = 32, — —v
5 Mp R+ 0iG = S RVAQ = 2MEVIQ + b1 R,V Q”

1 ~ ~ 16, — 16, —
_MJQDlQpr + 1_6M]%ZQVQV ‘I’ ?blRﬁquQﬁ + EblRQpr

32 _ 1 —~ ~
(—9 + 4b; + 9by + 6b3) QpQﬂQﬁQB —blvﬂw — §b1RQpQ”

@|oo

(—3bs + 5by — 6by) R,y Q" Q7 — 5 (5b3 — 3by + 4by) V, V¥

©I>—‘

(4b1 + by — 5b3) Q,Q"QsQ° — % (—2by 4 4by + 3b3) Q°Q,V ,,Q"

8 — ~
(=5b1 -+ 5ba + 4b3) Q7Q"VuQs + 5= (b2 = br + 2b3) QuQ, V' Q)
64
+27 (—5b; — by + 1603) QeQ°Vo Q" + n (1-061)Q,Q°Q,Q°
16 8 .,
+5- (5by + 3Dy + 3b3) Q"Q°V, Qs + - 2 (2b) — b)) R 5, V' Q°

+

~z|oo<>°|oo

| —~

(1—15y) QpQ”QVQ” + é (6b1 + 2by — b3) Q,Q°V Q"

(@)

8 ~ , ~
+— (5by + 3by + 3b3) R” WQ"QB + — (by + 2by — 4b3) Q,Q, V" Q"

27
v o~ ~ 16— 2 o~
blRu ;WQpr - _blRu uquQp + 9b1 af VQ Q

+
— O =W

@IOO@IOOOJIP—‘@I

(209 + b3 — by) WQ”Q”’ (2b2 +bs—01)V, &
2% — b Aufo ) 8 el avpp B
(2by — by + b3 + be) uQﬁv)\ <€ Qa) + 9 (—2by + 3bs + 3b3) Ropuwe Q"Q,

2 — — ~
( b1 + 2b2 + 2b3> R ,3MVE’0ﬁV9Q Qe + - ( 2bl + 3b2 + 3b3) Raﬁuuv# <EQ/BV pr)

avec

— 1 —
Guw = Ryv — §gV7R.
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Annexe B

Cosmologie avec torsion

A partir de (5.46) nous pouvons calculer les connexions et les tenseurs de torsion,
contorsion, Riemann, Ricci et le scalaire de Ricci.
Notons que (0 =t,1=7r,2=0,3 = o)

B.1 Connexions de Christoffel T n

Nous avons la connexion de Christoffel qui est défini comme suit

=0

1 (0%
= 59 g (0vgux + Ougow — OrGup) (B.1)

dans le cas de la métrique de type (5.46) nous obtenons les composantes suivantes

™ 11 = 1_@_?(712’ I 99 = aar?, I 33 = aar’sin®0

To = Po=2Tu= 20y

I 99 = —T (1 —KTQ), T 33 = —T (1 —KTZ) sin? 0

F202 = F220:g;f212=f221=1

g 33 = —cosfsinf, I ngfg 3023

I 31:%, T s = T 4 — cot 6 (B.2)

les autres termes sont nuls.
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B.2 Tenseurs de torsion Q° ;.

La définition du champ de torsion est

Qabc = 2¢ha[buc]

avec ¢ est une fonction scalaire dépend du temps seulement ¢ = ¢(¢).
Ce qui nous donne les composantes suivantes

Q101 = Q202:Q303:¢
Qllo = Q220:Q330:—¢

les autres termes sont nuls.

B.3 Tenseurs de contorsion 7 ;.
Nous avons le tenseur de contorsion qui est défini par
T 0 =Qu “+ Quu * + Q% 1w
alors, les composantes non nulles sont

TO _ 2@2 gb TO -9 2 ng
11 — —1 — K’l“2 y 29 = zQ'T
TO 33 = 2G2T2¢ sin2 Q, ,_Zﬁ1 01 = 2§b

T? 00 = 206, T° g3 = 2¢.
B.4 Partie symétrique du connexion I'
Nous avons la définition de la connexion dans le cas du torsion
r< bc:Fa bc+Ta be

avec
Tope = Qabc + cha + cha = CQCLbc + 2Q(ab)c

donc la partie symétrique du connexion est donné par

T by = T pe+ T (bo)
r (bc) — F‘l be T 2Q(a b)c

106



a partir de cette derniére relation, nous obtenons

re 1y = alaj—?;icf, re (22) = r? (ad + 2¢a2)

I 53 = r?sin®0 (ad + 2¢a®), T (o) = g )

May = 1_K—;<T2 I g9 = —7 (1 - K1?)

' 33 = —T (1 — Kr2) sin? 6, I'? (02) = g + ¢

I (g = % I'? (33 = — cos0sin 0

r (03) = g + ¢, T? (13) = %, 3 (23) = cot 0 (B.7)

les autres termes sont nuls.

B.5 Connexions ['* ,,
Nous savons que

T = T e+ T 4o+ T g
re puro = re (be) + Qa be

nous obtenons les composantes non nulles suivantes

aa + 2¢a®

FO 11 = m, FO 22:T2 (aa—i—2¢a2)
I%3 = r®sin®6 (ad + 2¢a®), I'* o= 2426
a
a Kr
My = - MMy=——-— Tloy=—(1-Kr?
10 S ln=r—ps ' r( r?)
Iy = —r (1—K7’2) sin?@, I'? 02:g+2¢
a
2 _ a 2 _ 1 2 _ .
[“9 = — I"19=01"9=—, I'" 33 =—cosOsind
a r
a 1
I = a+2¢>r s0=—, [P 13=T%4 = - [? 95 =T%3 =coth. (B.8)
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B.6 Tenseurs de Riemann R" Buv

En absence du torsion, nous savons que le tenseur de Riemann est défini par

« = —a —a —p
R BMV:F ﬁwu_F ﬁu7v+r PMF 5,,—F

=

=P
pVF B

a partir des connexions du Christoffel trouvées précedement nous obtenons

RO 101 —
RY 500
RO 303
Rl 212 —
Rl 313
R2 323

les autres termes sont nuls.

ad
Tk
adr?
adr’sin?é
(k + ('12) r?
(k + d2) r?sin? 6
(k: + d2> 2 sin? 6

B.7 Tenseurs de Riemann R 3,

(B.9)

Dans le cas ot il y a la torsion , nous écrivons le tenseur de Riemann comme suit

R* Buv = R Buv s Bv,u — ™ Buw T s pqu Bv — ™ pVTp B
o =P o s T o
+I pqu Br + I 6VT o I pVTp B I BuT pv

notons que
R* Buv
R* Buv
Raﬂuu

= —R" Brp
= —Rg“
= Rag)u)
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il vient donc

1—Kr2\2a a
1a
2a%r? (5 2 + ¢+ 2¢>

4a*r? sin® 0 {— <5 + (z2> + g¢ + ¢2] (B.11)

les autres termes sont nuls.

B.8 Tenseurs de Ricci Rg,

Nous obtenons le tenseur de Ricci a partir de la contraction du tenseur de Riemann

directement, nous avons

R,Bzx = R" Bav

c’est a dire

Roo = R o10 + R? o0 + R? 030, -

nous obtenons les composantes suivantes

e - sfprsen(l)

a

ISHRS

20> i - a\ > a K
Ry = — | = ) 456 (%) 4407+ =
H 1—Kr? 2a+¢+(a) * ¢(a)+ ¢ +a2
. . 2 .
. K
Ry = 20%° | =4+ (2) +56(2) +46°+ =
2a a a a?
a - a\’ a K
Rss = 2a*%sin?0 | — +o+ () +56 () +46* + —
2a a a a?
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B.9 Scalaire de Ricci R

A partir du tenseur de Ricci nous trouvons le scalaire de Ricci
R:gﬁyRﬁy:Ruu:Roo—i-Rl1+R22+R33

et donc

Ry = 3F+2£¢+2¢<9>}
a a

. . 2 .
R'y = R2,=R¥;=2 i+g’f>+<9> +5¢><9>+4¢2+—2
2a a a a

nous obtenons finalement

R=6

i - a2 a , K
~ 420+ (—) +6¢<—>+4¢ +=
a a a a
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Annexe C

Le cas d’une métrique statique a
symétrie sphérique

Nous passons presque par les mémes étapes du calcul de la partie de la cosmologie,
sauf dans ce cas la métrique, les composantes de torsion et contorion se changent et qui
sont représentées dans (6.1), (6.3), (6.14) et (6.16).

° )
C.1 Tenseurs de Riemann I 3, en absence de tor-
sion

Les composantes non nulles du tenseur de Riemann sont

oo L AN Y

YR aNf) afg  2f

1 1!
R” 900 = —597‘ <?)
IR S & A e

R° 503 = —QQT’(f>SlIl (0)
_ 1
R 9120 = —57“9,
R' 55 = —L“g'sin2 (6)
RQ 323 — (1 - g) sin2 (9) . (Cl)
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C.2 Tenseurs de Riemann R" 3, en pésence de tor-

sion

Nous trouvons dans ce cas
R 101
R° 50
R® 303
R' 51
R' 313
R? 353

les autres termes sont nuls.
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