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Chapitre 1

Introduction générale

En 1981, Da Costa [1] a développé un formalisme théorique pour étudier la dynamique
quantique d’une particule confinée sur une surface courbe. Le processus de confinement, d’apreés
Da Costa, est réalisé en introduisant un potentiel de pression qui est constant a la surface mais
augmente brusquement pour chaque petit déplacement dans la direction normale. La contrainte
sera alors considérée comme la limite d’un potentiel attractif infiniment fort (une barriére) qui
maintient la particule attachée de facon permanente a cette surface. Pour que cette limite soit
indépendante du type de potentiel attractif, il faut qu’on arrive, comme on le verra au troisiéme
chapitre a éliminer la variable transversale apparaissent dans le potentiel de confinement de
I’équation de Schrodinger de la partie surfacique.

L’équation de Dirac sur une surface a été considérée en 1993 par Burgess et Jensen [2] pour
des surfaces & courbure intrinséque (la courbure de Gauss) nulle. Dans cette étude le potentiel
de confinement & été introduit sous forme d’un couplage minimal. Ce sujet a été considéré
aussi par Brandt et Sanchez [3] ou le potentiel de pression a été introduit sous forme d'un
couplage scalaire. Ces auteurs ont effectué un développement perturbatif au premier ordre par
rapport au coordonnée normale & surface et ont montré que ’équation de Dirac ainsi obtenue a
perdu toute information sur les propriétés extrinseques de la surface. Cependant, si les termes
du second ordre sont conservés dans le développement perturbatif, la limite non relativiste est
bien obtenue. Cela est dii au fait que le potentiel géométrique dans ’équation de Schrodinger,
provient de termes d’ordre deux.

Dans le présent travail, on va adopter une méthode trés simple basée sur la modélisation

du potentiel de confinement par un puits infini introduit comme un couplage minimal, ce qui
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nous permet de découpler I’équation de Dirac et de trouver la limite non relativiste d’une fagon
trés simple. On va considérer ici I’exemple d’une particule sur un cylindre, qui est un exemple
simple, juste pour montrer la démarche de la méthode, bien que cette technique peut étre
appliquée a plusieurs autres systémes physiques.

Ainsi, le reste de ce mémoire est organisé comme suit : Le deuxiéme chapitre sera notamment
un rappel de quelques notions de géométrie, en particulier les formes de Gauss, les courbures
d’une surface et le tenseur de Riemann et son relation avec la courbure de Gauss pour une
surface bidimensionnelle. Au troisiéme chapitre, on va exposer la méthode de confinement pour
une particule non relativiste du point de vue de Da Costa avec une application sur une particule
liée & un cylindre. Le quatrieme chapitre sera consacré a 1’étude d’une particule de Dirac sur

une surface courbe. Enfin, nous terminerons ce mémoire par une conclusion.



Chapitre 2
Quelques notions de géométrie

2.1 Introduction

La géométrie différentielle sur une surface bidimensionnelle émergée dans un espace tridi-
mensionnel est riche en idées et admet une vaste généralisation pour une surface multidimension-
nelle [4, 5, 7, 8]. Nous considérons dans ce chapitre quelques notions fondamentales nécessaires
pour traiter les chapitres suivants. Nous nous concentrons essentiellement sur la géométrie de
Gauss. Nous commencons par la premiére forme quadratique qui introduit une métrique. Puis,
la deuxiéme forme quadratique qu’on utilise pour calculer la courbure de lignes se trouvant sur
la surface. Nous introduisons les formules de Gauss et de Weingarten qui décrivent la relation
entre la premiére et la deuxiéme forme. Nous exposons également le tenseur de Riemann et
ses propriétés, nous déduisons le tenseur de Ricci et le scalaire de courbure. Nous donnons la
relation entre le scalaire de courbure et la courbure de Gauss. Pour éclaircir ces notions, nous
considérons, a travers ce chapitre, I’exemple d’une surface sphérique bidimensionnelle plongée

dans I'espace R3.

2.2 Surfaces dans R?)

Il existe différentes fagons de représenter une surface 2-dimensionnelle (S) dans l’espace
3-dimensionnel R3. L’une est la représentation familiére dans laquelle la surface est définie via
une équation de la forme f(z,y,2) = 0, o x, y et z exprimant les coordonnées cartésiennes
et f est une fonction scalaire. On peut également représenter une surface avec les coordonnées

cartésiennes x, y et z comme étant des fonctions réelles de deux paramétres réels indépendants
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q' et ¢* parcourant un domaine U C R?;

z=z(q", ¢%)
y=y(q" ¢ (2.1)
z=z(¢"¢%),

Ici les lettres supérieures sont des indices, pas des exposants.
Il est possible de remplacer les équations (2.1) par une équation vectorielle (vecteur de

position) de fagon que :
r=(z(¢".¢") .y (¢ ).z (¢".¢*)) =r(d",¢°) (2.2)

Formellement, il est possible qu’a deux points paramétriques différents (¢', ¢?) et (¢V, ¢¥)
il correspond un méme point de la surface (S). Mais, pour éviter les auto-intersections, on ne
considére pas de telles situations. Pour garantir la bi—univocité, on doit exiger de plus que le

rang de la matrice de Jacobi suivante

Oz 0 oz
(¢, ¢*) Oz Oy Oz '

8q2 an an
Soit égale & 2. Il en résulte que les deux vecteurs

_Or " _Or
NG T g

(2.4)
en un point P de la surface (S) sont linéairement indépendants. Ces deux vecteurs sont disposés
dans le plan tangent de la surface (S) au point correspondant P. Notons ici que ces vecteurs
de base r; , © = 1,2 ne sont pas nécessairement des vecteurs unitaires. On peut écrire donc

(91" dq' = rydg’, (2.5)

d =
r 8(]’

L’indice répété indique une sommation.
Exemple :
Une surface sphérique de rayon ry émergée dans un espace 3-dimensionnel est déterminée

par le rayon vecteur :
r(0,p) = (rosinfcosp,rosinfsinp, rocosf) , 19 = cte (2.6)

soit
or

= % = (ro cos 0 cos p, 1o cos 0 sin ¢, —ry sin 9) (2'7)

Iy
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et aussi

o
50_880_

Ainsi, |r,| =19siné # 1.

r —rgsin @ sin ¢, o sin 6 cos ¢, 0) (2.8)

2.3 Premiére forme quadratique

Soit une surface (S) bidimensionnelle paramétrée par ¢' et ¢* et soit le vecteur position
r (¢',¢%) d'un point P sur cette surface. La distance ds entre P et certain point P’, qui est au

voisinage de P, s’écrit comme
ds* = |dr|* = (dr,dr)

gidg'dq’, 0,5 =1,2 (2.9)

ou g;; = ( r;,r;). La forme quadratique dans le second membre de (2.9) est appelée premiére
forme quadratique de la surface (S) notée aussi G(q,dq). Cette forme s’écrit explicitement,

comme suit :
Glq,dg) = gijdg'dg’
— E(dg")’ +2Fdg'dd* + G (dg?)” (2.10)
ol F, F et G sont les coefficients de la premieére forme donnés par les expressions

E=g1=(r,r1), F=gin=(rry), G=gn=/(ryrs) (2.11)

gi; est la métrique de la premiere forme qui est un tenseur d’ordre 2, symétrique. Si de plus
cette métrique est diagonale, la base {r; ,i = 1,2} est orthogonale (i.e; F' = 0). L’inverse du

tenseur g;; est le tenseur g™ de fagon qu'on a :
959" = 8} (2.12)

ol (5? est le symbole de Kronecker.
Notons le tenseur g;; par la matrice g ( ici le caractére gras du tenseur indique sa représen-

tation matricielle). Le déterminant de la métrique g est noté g tels que :

g11 912
921 g22

g = det (g) = det = EG — F? (2.13)
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Les composantes de 'inverse de g sont données par 1’expression

1112
1 —
gl = g 9 _ 922 921 (2.14)

9 g g9\ —g12 gn
L’équation (2.9) détermine complétement la géométrie intrinséque de la surface (.5).
Exemple : si on considére 'exemple de la surface de la sphére précédente, les coefficients

de la premiere forme quadratique de cette sphére, d’aprés Gauss sont désignés comme suit :
goo = (to ,T0) , gop = (Yo ,Ty) , Gop = (Typ ,Typ) (2.15)
Apres quoi la premiére forme quadratique, s’exprime :
ds® = ggg 0> + 2gp, dOdp + g, dip? (2.16)

Ainsi, on obtient

goo =7 , Goo=0 , gy, =rpsin’0 (2.17)

d’ou la métrique s’écrit sous la forme
ds® = 12 d6® + r2 sin? 0dp? (2.18)
le tenseur métrique g;; est désigné par la matrice diagonale g comme

r 0
g=[""° (2.19)
0 rZsin®6

2.4 Deuxiéme forme quadratique

Les combinaisons linéaires des vecteurs r; et ry peuvent étre utilisées pour exprimer tous
les vecteurs tangents a (S) en P. Ils forment donc naturellement une base pour ces vecteurs.
Cela signifie que le plan tangent & (S) en P est engendré par ces vecteurs. Lorsqu’un vecteur
n perpendiculaire & (S) en P est ajouté a la base naturelle considérée, on obtient une autre
base pour R?. De cette fagon, au moins les points dans le voisinage immédiat de la surface (.S)
peuvent étre exprimés en utilisant cette base.

On peut introduire le vecteur unitaire normal n a la surface (S) au point P qui peut étre
déterminé comme le produit vectoriel des vecteurs de base du plan tangent ;

r| X ry

1 2\ __
n(q¢',¢%) = T (2.20)
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ce vecteur s’écrit aussi pour une surface définie par une équation de la forme f(z,y,z) = 0
comme
Vy
1,2
n (¢, ¢) = =7 (2.21)
W)= o
Soit (L) une courbe définie sur une surface (.S) passant par un certain point P. On sait que,
pour une courbe paramétrée avec s, qui est la longueur de cette courbe, on a la formule
dr
— =t 2.22
s (2.22)
ou t est le vecteur unitaire tangent a la courbe (L) au point P. Si % # 0, alors
d’r  dt
ds®> ds (2:23)
avec v est le vecteur unitaire orthogonal a t et se trouvant dans le plan osculateur (plan

contenant les vecteurs v et t) et x la courbure de la ligne (L). Ainsi, d’aprés (2.5) :

Pro_d (@) _d (ovdg
ds?  ds \ds) ds \Oq ds

or dq¢’ % or d*q'

= — , 2.24
0qi0qs ds ds = Oq' ds?’ (2:24)
utilisons les abréviations
or Or
0q'0q? fig ¢ aq’ r (2:25)
et multiplions scalairement par le vecteur unitaire n, nous obtenons :
d’r d¢’ dq'
il = (r;;,n) — 2.26
(Gm) = o 2 (2.26)
puisque (r; ,n) = 0. On pose (r;;, n) = b;;, la forme
B (q,dq) = bijdg'dg’ (2.27)

s’appelle deuziéme forme quadratique de la surface (). Cette forme s’écrit explicitement comme
suit :

B(q,dq) = L (dg")* + 2Mdq'dg* + N (d¢?)” (2.28)

o byy = L, big =byy = M et bys = N. Ainsi, d’apres (2.9) et (2.27), le produit scalaire (2.26)

d’r |\ _ Blg,dq)
(d82’ ) ~ G(g,dg)’ (229)

s’écrit :
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Le tenseur b;; est un tenseur d’ordre 2, symétrique, on le note par la matrice b ( de méme
ici le caractére gras du tenseur indique sa représentation matricielle). Le déterminant de la

métrique b est noté b tels que :

bll b12

b = det (b) = det
ba1 b2

=LN - M?*. (2.30)

L’équation (2.27) détermine la géométrie extrinséque de la surface (.5).
Exemple : on considére toujours ’exemple de la surface de la sphére, les coefficients de la

deuxiéme forme sont

bop = (rog,n) , by, = (Tpp,n) €t by, = (ryp,n), (2.31)

ou le vecteur normal n est :

n= X% _ (sin @ cos p, sin @ sin p, cos @) , (2.32)
o x Ty |
Ainsi, on arrive & :
L=by=-19g , M=by,=0 et N =b,,=—rgsin’6, (2.33)

la deuxiéme forme quadratique, s’exprime
B = —ry df* — rosin® fdp?, (2.34)

Ainsi, le tenseur de courbure extrinséque b;; est désigné par la matrice diagonale b associée

4 B comme

- 0
b=| " , (2.35)

0 —rysin?d

2.5  Relations entre la premiére et la deuxiéme forme quadratique

2.5.1 Formules de Gauss et de Weingarten

Les formules ainsi dénommeées décrivent la variation des vecteurs r; ¢ = 1,2 et n lorsque le
point P se déplace sur la surface (), tout comme les formules de Frénet. Puisque ces vecteurs
sont linéairement indépendants, on peut exprimer alors les dérivées de ces vecteurs comme

combinaisons de ces mémes vecteurs avec des coefficients qui sont fonctions des coefficients
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de la premiére et la deuxiéme forme quadratique. Autrement dit, on peut écrire les égalités

suivantes
ri; = Ffjrk +Bymn, i, k=12 (4 équations) (2.36)
n, = or,+yn, ik=1,2 (2 équations) (2.37)
ol les coefficients Ffj, i af et v, sont & déterminer. En effet, En multipliant scalairement

I'équation (2.37) par n, on obtient directement
v, =0, i=1,2 (2.38)
et en multipliant par n les équations (2.36), on obtient
Bi; = (rij,n) = bj; (2.39)
Puis, en dérivant le produit scalaire nul (n,r;) par rapport au ¢’, on obtient
(n,ry) + (nj,1;) =0

mais (r;;,n) = b;; , il vient
(ri,m;) = —bj

Maintenant multiplions I’équation (2.37) par r;, on obtient

(rj,m;) = af (rz, 1) (2.40)
on aura
ofgey =—bji, Q. k=1.2 (2.41)
multiplions par ¢/¢ on a
Oéfgkjgﬂ = - jigﬂa
comme gi;g’t = 6%, il vient
O‘f == jigﬂ?
c’est-a-dire
a; = —b, (2.42)

donc (2.37) devient
n; = —br, (2.43)
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Les équations (2.41) s’écrivent sous forme matricielle comme :

1.2
ay o gun qiz | bin b
L -, (2.44)
Qy Qg g21 922 21 D22
ou bien
ag=—b (2.45)
c’est-dire
oa=—bg! (2.46)
ou explicitement
1 1
Oé% = E (b12g12 — b11g22) a% = ; (b11g21 — b12g11) (2.47)
1 1
04% = E (ba2g12 — b21g22) 04% = ; (b21921 — ba2gu1) (2.48)
Ces formules sont appelées formules de Weingarten.
Déterminons maintenant les coefficients Ffj , multiplions (2.36) par r, on obtient
r;j.rp = Ffj (rg.ro) (2.49)
comime ry.ry; = g ON aura
ri; o = L} gue (2.50)

Les quantités r;;.r, = I';;; sont appelées symboles de Christoffel de premiére espéce. On peut
écrire

Lijmg™ =T grmg™" = Th0 =T, (2.51)

les coefficients Ffj connus aussi comme symboles de Christoffel de deuxiéme espéce, sont alors

donnés par

ou bien

(2.52)
avec g% = r*. Soit g;; = (r;.r;) dérivons par rapport a ¢*

dg; j
OqF

= (rir-r;) + (riT)1)
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c’est-a-dire

gz;f = Ty + Dy (2.53)
de méme

Zi’]’j = Typ + Dy (2.54)
et

%%;f = Tji + Thij (2.55)

comme I';;; = I';;, (puisque r;; = rj; ) on détermine les I';;;, en considérons (2.55)+(2.54)—(2.53)

comme

oq' Oq OqgF

En fin, les coefficients (les connexions) I'}; = ¢**T';;, sont

% (9g:0  Ogu  Ogi;
ri =4 (2t 296 B9y 2.
] 2 (aqz + aq] 3(][ ( 56)

r. _ 1 <3gjk OGri agij)

Ainsi, les coefficients Ffj s’expriment seulement par les coefficients de la premiére forme

k
YR

contrairement a ﬂij et &f appartiennent & la géométrie intrinséque de la surface. Les équations

quadratique et leurs dérivées. C’est un fait bien important qui montre que les coefficients I

(2.36) avec les coefficients I'}; et 3;; donnés par (2.56) et (2.39) sont appelées formules de Gauss.
On a donné ici deux formules pour calculer les coefficients I'}; a savoir (2.56) et (2.52).
Exemple : calculons, par exemple, le coefficient I‘g@ pour la surface de la sphere précédente

en utilisant la formule (2.52)

(91‘9
Pip = —_I‘Lp (2.57)
O 3@
on a
rg = (rgcosfcosy,rocosfsinp, —rgsinb)
or
a—gj = (—rgcosfsin p, o cos d cos @, 0)
et
. r
r’ = ¢”'r; = r¥ = ¢*’r, = —2 (puisque la métrique est diagonale)
Pp
comme
or . . .
r, = — = (—rosinfsin p, 7o sinf cos ¢, 0)
dp
il vient
1
r¥ = ———— (—rosin@sin p, rosin b cos p, 0)
g sin” 0
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donc
Y - ; (7’2 cos 0 sin 6 sin? v+ r2 cos 0 sin 6 cos? 90)
O r2sin?f  ° 0
cos f
sin 6 o ( )

On peut également utiliser la formule (2.56).

2.6 Les déférentes courbures sur une surface

2.6.1 Formule de Meusnier

Soit (L) une courbe définie sur une surface (5) passant par un certain point P et paramétrée

2 d’r
en s. On peut développer le vecteur 45 comme

d*r
— = K,1 + K,S 2.59
d82 g ( )
ou Kk, et Kk, sont les courbures normales et géodésiques respectivement et s est un vecteur

unitaire orthogonal a n. Ainsi, on obtient
d*r
(@’ n) = (ko + Kgs,n) = Ky, (2.60)

et d’apres (2.29), on aura la formule de Meusnier

= Bla:da) (2.61)

G (¢, dq)

2.6.2 Courbure de Gauss et courbure moyenne

Réécrivons maintenant la courbure normale (2.61) comme fonction de la variable A = dgs/dq

de la facon suivante
_ L42MX+ NN

Kn = 3 (2.62)
E+4+2FA+ G\
On veut rechercher les extremums de k,, , pour ce but on considére la dérivée
dk
—2 =0 2.63
o (2.63)

d’ou on déduit

(E+2FXA+GN) (NA+ M) — (L+2MXA+ NX) (GA+F) =0 (2.64)
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cela veut dire que
M+ NA

= - 2.
F+GA (2.65)

Rn

notons qu’on peut écrire les égalités

E+2FA+GN = (E+F))+(F+GM)A
L+2MA+NXN = (L+ M)+ (M+ N\

A Taide de ces deux derniéres relations I’équation (2.64) s’écrit ainsi comme
[(E4+FN)+ (F+GNN(NAX+M)—[(L+MN+(M+NN)AN(GAN+F)=0 (2.66)
qui peut se simplifier comme suit
(E4+ FAN)(NAX+ M) =(L+ MN) (GAN+F) (2.67)

Donc la courbure normale donnée par (2.65) s’écrit aussi d’apres (2.67) de la fagon suivante

M+ NX L+ M)

L= = 2.
T FYGN  E+FA (2.68)
Ainsi, on peut former le systéme suivant
(Fkp— M)A+ (Ek,—L) = 0
(Gkp — N)A+ (Fr,— M) = 0
mais A = dqg/dq; ¢’est-a-dire on a
(Ek, — L)dq, + (Fr, — M)dg, = 0
(Fky — M)dg + (Gky, — N)dgs = 0
pour avoir une solution non nulle, il faut que le déterminant soit nul, alors
L—FEk, M-—Fk,
=0 (2.69)
M — Fk, N -Gk,
d’oul on tire I’équation de deuxiéme ordre suivante
EN + LG —-2MF LN — M?
K2 — ( i >lin ( ) =0 (2.70)

n (EG — F?) (EG — F?)
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réécrivons la derniére relation sous la forme

, (EN+LG-2MF) LN - M?
/€ —

" EG—F) T EG—P

—0 (2.71)

notons que FG — F? =g et b= LN — M? . On peut écrire la derniére équation sous forme

simplifiée comme suit

K2 —2HkK, + K =0 (2.72)
ou
b EN + LG —-2MF b b —2b
r=2 o H= =+ _ guba2 + 011922 12912 (2.73)
g 29 29

K est la courbure de Gauss (totale) et H la courbure moyenne. Ces deux quantités peuvent

s’écrire aussi en tenant compte des relations (2.47) et (2.48) de la fagon suivante

1 1 1
H = —g (b12g12 — b11g22) — E (b21ga1 — baagn1) = ) (O& + Oz%)
c’est-a-dire
1
H = —§Tr () (2.74)
et aussi on a
det (b) . .
= = det (b) det =det (b
Rdet(g) et (b)det (g7") = det (bg™")
et d’aprés (2.46) on obtient
k= det (—a) = (=1)*det (a) = det () (2.75)

Revenons maintenant aux extremums de k,, qui peuvent étre donnés en résolvant 1’équation

algébrique (2.72), on aboutit a

(kn)pey = H+VH>—K (2.76)
(kn)oo = H—VH?—K (2.77)

Notons ainsi que la courbure de Gauss et la courbure moyenne peuvent étre exprimées en

fonction de (k,),.. et (k)

max min

5= (S ()i €6 = 5 (50 () (278)

Ainsi, la courbure moyenne H est la moyenne des courbures minimale et maximale, c’est

un nombre réel, dont le signe dépend du choix fait pour orienter la surface (.5).
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Exemple : On veut calculer la courbure de Gauss x et la courbure moyenne H pour la
surface de la sphere précédente. Pour cela, calculons d’abord la matrice o donnée par (2.46)

comme

a=—bg! (2.79)

on a déja calculer les matrices g et b pour la sphére, ainsi on aura
1
a=| " (2.80)
0

donc suite aux formules (2.75) et (2.74) on obtient

1
K =det (o) = — (2.81)
o
et
1 1 /2 1

2.7 Tenseur de Riemann et courbure de Gauss

2.7.1 Tenseur de Riemann

Le tenseur de courbure de Riemann ou tenseur de Riemann est le moyen le plus couramment
utilisé pour exprimer la courbure des variétés riemanniennes. Il nous montre dans quelle mesure
le tenseur métrique n’est pas localement isométrique a celui de I'espace euclidien. C’est une
quantité intrinséque, il peut étre calculé sans aucune référence a la facon dont la surface est
émergée dans ’espace ambiant. Le tenseur de courbure peut également étre défini pour toute
variété pseudo-riemannienne. Ce tenseur est calculé uniquement en termes du tenseur métrique
et ses dérivées comme suit

a argd . 8Fgc

bed = Foe T + palee — Thel'ea (2.83)

ses indices a, b, ¢ et d prennent les valeurs 1 a n ou (0 & n—1) pour un espace n-dimensionnel. Le

nombre total des composantes est n*. Il n’est pas difficile de montrer que le tenseur de Riemann
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vérifie les propriétés de symétrie suivantes :

Roped = GaeRpeq (2.84)
Rigaa = 0, Ya=1,n (2.85)
Raped = —Rbacd (2.86)
Raped = —Rabde (2.87)
Rapea = Racab (2.88)
et la permutation cyclique (identité de Bianchi ) :
Ryeq + Rpe + Regy = 0 (2.89)

En raison de ces propriétés de symétrie, les composantes du tenseur de Riemann ne sont

pas toutes indépendantes. En effet, on peut montrer que le nombre des composantes indépen-

2

dantes est %nQ (n® — 1) . Le tableau suivant donne le nombre de ces composantes pour quelques

dimensions :
Dimension de ’espace  (n) 112 |3 |4
Nombre de composantes (n*) 1116 |81 | 256
Nombre de composantes indépendantes (5n*(n? —1)) [0 |1 |6 |20

Si toutes les composantes du tenseur de Riemann sont nulles alors 'espace est plat (pas de
courbure dans n’importe quelle direction dans cet espace ). Le tenseur de Riemann R{ , peut
étre contracté (faire une sommation) pour produire le tenseur de Ricci. C’est les propriétés de
symétrie qui vont nous aider a connaitre quels sont les deux indices qui peuvent étre contractés.
En effet, si nous contractons le premier indice (a) avec le deuxiéme (b) on va obtenir un tenseur
nul ;

Rgcd = gaiRiacd = _ngaicd = _Récd =—R,.,= Rgcd =0 (290)

acd

Il reste deux contractions ; le premier indice avec le troisieme ou le premier avec le quatriéme.

Cependant, remarquons que

a _ a
bad — = *'da (291)
c’est-a-dire qu’il ya une seule contraction intéressante du tenseur de Riemann. Cette contraction

produire le tenseur de Ricci R, et on écrit

Ra = Ry, = —R, (2.92)

abi



2.7 Tenseur de Riemann et courbure de Gauss 21

Ry, est un tenseur symétrique. En effet, considérons l'identité de Bianchi

bea + Ry + Regpy =0 (2.93)
et on pose d = a, il vient
l?ca + RZbc + Rgab =0 (294)
mais comme Y, = 0et Rj.. = —Rj,. on obtient
- gac + Rgab =0 (295)
c’est-a-dire
R, = Ry (2.96)

A ce stade, on peut définir la courbure scalaire (ou le scalaire de Ricci ) R comme la trace
du tenseur de Ricci

R =g®Ry =Tr (Ry) (2.97)

Pour une surface bidimensionnelle (espace & 2 dimensions ), le tenseur de Riemann n’a
qu'une seule composante indépendante, ce qui signifie que le scalaire de Ricci R détermine
completement le tenseur de Riemann. De plus, ce scalaire est directement proportionnel & la
courbure de Gauss x de cette surface. On va montrer cette proportionnalité dans la suite.

Dans les dimensions supérieures, la courbure de Riemann généralisée la courbure de Gauss,

mais on a besoin dans ce cas de toutes les composantes du tenseur de Riemann.

2.7.2 Le scalaire de Ricci et la courbure de Gauss pour une surface a 2 dimen-

sions

On considére une surface (S) bidimensionnelle paramétrée par ¢! et ¢2 et soit & nouveau le

vecteur position r (¢!, ¢%) d’un point P sur cette surface. Les équations de Gauss dans ce cas

sont
vy = e +byn 4,k =1,2 (2.98)
on doit alors avoir 1’égalité
arij Ory .
=—, 4,5,0=12 2.99
dqt O ) (2.99)

cela est di a la commutativité des dérivées partielles. La derniére relation s’écrit aussi comme

Tijo = Ty (2.100)
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donc a partir de (2.98) on a

k;

ob;;
Tijo = @ E I‘k + F I‘kg + aqg Il+bijng

tenons compte des relations (2.98) et (2.43) on aura

T Ob;;
Tije = aq;l‘ k+ Fk (FZErS + bkgn) 94 g bngérk

cette derniére égalité s’écrit en changeant quelques indices de sommation comme

or: b,
rije = (a 4+ TE b,-jbz) <F’“ aa £> n (2.101)

inter changeant maintenant j et ¢ on obtient

8FS ob;

Les vecteurs ry et n sont linéairement indépendants, la relation r;;; — r;;; = 0 donne pour

le coefficient de n
8bij 8()14

™ _p 2.103
oqt  O¢ ( )

Cette derniére équation est connue comme équation de Mainardi-Codazzi. Pour le coefficient

T} bee — Diybry +

de ry on obtient ’équation intéressante suivante

ors.  ors
3(1; - aq}g + D3T3, = Tl — bighi + b = 0 (2.104)

qui s’écrit aussi sous la forme

t0i = bijby — by} (2.105)
ou Ry, est le tenseur de Riemann, discuté précédemment, il est donné par

ors.  ors
s 1) il k 1s k s
gt - g + 15k — Ty (2.106)

le tenseur de Ricci dans ce cas est

Rij = RS, = byh — bigb: (2.107)

18]

par conséquent, la courbure scalaire est

R =g Ri; = g"7b;;b — gijbisbj (2.108)
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c’est-a-dire

R = bibs — bib: (2.109)
on a vu dans (2.42) que
O‘f _bf )
par suite
R = ala’— agai = ajo1 + ajas + aja; + asan

~ala} — afad  afad — oo’
= 2(aja3 — diay) = 2det () (2.110)
Donc d’apres (2.75), on obtient le résultat général important pour une surface bidimensionnelle

R =2k (2.111)

Comme on 'a déja constaté, le scalaire de courbure R est proportionnel a la courbure de Gauss
K.

La relation (2.111) est d’une importance fondamentale. Pour une surface bidimensionnelle,
le scalaire de Ricci R détermine complétement le tenseur de Riemann qui dépend du tenseur
métrique g;; et ses dérivées; c’est-a-dire de la premiere forme. Il s’ensuit, & travers 1’égalité
(2.111) que la courbure de Gauss r est indépendante de la deuxiéme forme. C’est-a-dire qu’elle
ne dépend pas de la maniére dont la surface est plongée dans ’espace tridimensionnel. Ce
résultat constitue le théoréme remarquable de Gauss ( Theorema egregium).

Exemple :

On consideére toujours 'exemple précédent de la surface de la sphére définie par le vecteur
position r (6, ). On veut déterminer le scalaire de courbure R en contractant le tenseur de

Ricci correspondant, puis on vérifie la relation (2.111).Considérons le tenseur de Ricci

Rij = R,
— RY) +R?, (2.112)
soit
Ry = foo - oy (2.113)
RW Rw

le scalaire de courbure est

R = g"Rij = ¢" Roo + 9?* R, (2.114)
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donc on n’a pas besoin de calculer Ry, puisque notre métrique g;; est diagonale;

r2 0
g=["° : (2.115)
2 w2
0 r5sin”f
Ainsi,
Rgo = Rjgy + Ry = Rj
et
RW - R@DW + ng RW@
puisque Rjyy = R7_, = 0 (voir propriété (2.85) ). Donc on aura
R = R ! R0,
00+ 2 sin” 6
mais
R<p9<p9 = Yepi 0<p6’ gSOSORgch
Rop0p = geinpW = geeRfL&p
comme Rp,9 = Ry, ( suite au (2.88) ) il vient
2
R = SR,
7,0 600
il suffit donc de calculer 1’élément wae. En effet
ore, oy, e
R?@@ = 8(26 89 F9€F 9<prB
on obtient apres un calcul
R} 0 =1

Donc le scalaire de courbure est

R = (2.116)

Stel 0

on a calculé précédemment la courbure de Gauss pour cette surface et on a obtenu xk = 1/r3.
Donc on a bien vérifié la relation

R =2k. (2.117)




Chapitre 3

Mécanique quantique d’une particule
non relativiste confinée une surface :

méthode de confinement

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons décrire la dynamique d’une particule rigidement liée & une
surface par ’action d’un potentiel externe qu’on ’appel potentiel de confinement en se basant
sur la référence [1]. Ce potentiel devrait étre nul (ou constant) le long de la surface, mais pour
chaque petit déplacement de la particule vers la direction normale, ce potentiel augmente forte-
ment et tend vers 'infini. En raison du confinement latéral, les énergies d’excitation quantique
dans la direction normale deviennent beaucoup plus élevées que dans la direction tangentielle.
Désormais, on peut ignorer le mouvement des particules dans la direction normale. Dans ce
cas, on constate qu’en raison de la courbure de la surface, un potentiel scalaire de nature pure-
ment quantique apparait dans 1’équation de Schrodinger bidimensionnelle. Ce potentiel s’écrit
en fonction de la courbure moyenne et la courbure de Gauss. Ainsi, nous allons expliquer en
détail cette méthode de confinement pour une particule non relativiste et nous donnons une

application sur une particule confinée entre deux cylindres coaxiaux.
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3.2 Particule liée & une surface

On considére une particule de masse m liée & une surface (S) bidimensionnelle d’équations
paramétriques r = r (¢*, ¢*). Le voisinage trés proche de cette surface est paramétrisé par le
vecteur :

R(¢', ¢ ¢) =1 (", ¢°) +¢’n(d', %) (3.1)
ol n est un vecteur normal & la surface (S) en un point donné. La coordonnée ¢ indique la
distance entre ce point de la surface et un point @ de coordonnées (¢', ¢, ¢*). Comme évoqué
dans I'introduction, on va considérer maintenant le potentiel de confinement qui est modélisé
en général par la forme suivante :
0si =0
lim V3 (¢%) = ! (3.2)
A—00 0o si q3 ?é 0
ol A est un parameétre introduit pour assurer la forme indiquée ci-dessus. Par exemple, on peut

penser & un potentiel de confinement harmonique Vj (¢*) = %m)\Q (q?’)2 ol A — 00.

FIG 3-2 : Le voisinage trés proche d’une particule liée sur une surface

On commence par rappeler ’équation (2.37) :

0
:a;:ﬁ”’ ik=1,2 (3.3)

n;

ot les coefficients o sont donnés explicitement dans le chapitre précédent par les formules de

Weignarten (2.47) et (2.48). Dérivons 1’équation (3.1) par rapport a ¢

R B or ;0n

: A A =1,2 3.4
dq¢t  O¢ T4 oqt’ = (34)
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tenir compte (3.3), il vient :

g? (65 +*af)ry,,  i=1,2 (3.5)
JOR

Dans un voisinage tri-dimensionnelle de (5), la composante covariante du tenseur métrique

est :

Montrons maintenant pour ¢,7 = 1,2 on a :

En effet,

on a d’aprés (2.42) :

c’est-a-dire

JR OR .
Gy =G = (8—(11, a—qj) , 1,7 =1,2,3 (3.7)
Gij = gij — 2bi3q° + g**biby (613)2 (3.8)
OR OR

dqg g (07 +¢*af) 1. (85 + ¢’aj) r,
(55 °al) (5 + o) m,
5/?5;1%-1'5 + [5f04§1‘k-1's + Ozféjrk.rs} ¢+ Ozfozjrk.rs (q3)2

s k 3 k _ s 3\ 2
r;.r;+ [oajri.rs + rk.rj} q° + o QT).Ts (q )

9i; + [a;gis + afgkj} ¢+ Oé?a;gks (q3)2

et de plus pour 7,7 =3 on a

Gi3

G33

®jgis = —gisbj = —by;
a?gkj = _gkjbi'€ = _bji = _bij
ozfozjgks = bfbigks = gksbsibkj
s 2
Gij = 9ij — 2bi;q° + 9"*bsibe; (¢°) (3.9)
OR OR v 3k ‘
G = (%a_qz) = (6 +d’af)riom) =0, i=1.2 (3.10)

OR OR
(%@%ﬁzl (3.11)
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la matrice G s’écrit donc
Gin Gz 0
G=| Gu Ga O (3.12)
0 0 1
la premiére forme quadratique est
ds? = Gijdqidqj
= gy — Zbijq?’ + gksbsibkj (q3)2] dq'dg’ + (Olq3)2 (3.13)
Donc on a :
det (G) = det (Gy;) aveci,j=1,2 (3.14)
Ainsi,
oa=—bg™! (3.15)
det (G) = det (g —2bg® + bg b (q3)2) (3.16)
rappelons aussi d’apres (2.46) qu’on a
a=—bg! (3.17)
on peut donc simplifier de plus la derniére relation en écrivant
det (G) = det [(gg‘l —2bg '¢* + bg 'bg (q3)2> g}
= det [(I + 2aq¢® + o (q3)2> g}
= det (I +2a¢® + o? (q3)2) det (g)
c’est-a-dire
det (G) = gdet (I + ag®)’ (3.18)
si on note det (G) = G on a donc
VG = Vg det (I + aq3)
reste & calculer ’expression
det(I+ ag®) = (1 + o&q?’) (1 + agq?’) — a2 (q?’)2
= 1+ (a;+3) ¢ + (0103 — afay) (q3)2
— 14 Tr(a) ¢ +det () (¢*)° (3.19)
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c’est-a-dire on a finalement la relation
VG = /g [1 +Tr () ¢* + det () (q?’)ﬂ (3.20)

Tournons notre attention maintenant & 1’équation de Schrédinger pour la particule de masse

m liée a la surface courbe (S) au moyen du potentiel de confinement V) (¢*) donné ci-dessus :

h? 0
_%V%ﬁ + VA (%) v = mﬁ_i) (3.21)

avec V2 est I'opérateur tri-dimensionnel de Laplace-Beltrami donné par (voir Annexe) :

V) = %ai [@Gijajzp] (3.22)

avec 1'abréviation 9; = 9/9q". Ainsi, on a I’équation :
o1
2m /G

ot la métrique G introduite dans ’équation de Schrédinger est donnée par (3.12). La structure

0 |[VGGI0;0| +Va (¢) ¥ = iy (3.23)

de cette métrique, nous permet de séparer le Laplacien en deux parties; une partie surfacique

notée D (¢', ¢*) donnée par 7, j = 1,2 et une partie normale définie par i = j = 3. En effet,

_h_QL (0:G) G0 — h_23. (Gij) 1) — h_ZGija..w
2m 2G ! 2m Toom
h2 1 33 h2 33 h2 33 3 .
_%ﬁ(agc;)c; Ostp — 5 —0 (G*) D39 — 5, G Ossth + V) (®)v = indyp (3.24)

i,7 = 1,2. Mais G33 = 1, I’équation précédente se réduit a :

o1 g g g
“om {ﬁ (0:G) GYo0 — 0; (GY) By - G“af””}
1 h? 3 .
“omaC (05G) 03¢ — %3331? + W (P)v = ihow (3.25)

Ainsi, on obtient :

2 B2 [(95C) |
@) g | S0 o] @) v =itow Ga0)
avec

Comme on espére d’obtenir une fonction d’onde surfacique qui dépend seulement des coor-

données ¢' et ¢2, on est naturellement amené & introduire une nouvelle fonction d’onde y pour
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laquelle on peut écrire la séparation x (¢', ¢ ¢*) = x, (¢%,¢%) x,, (¢*) et nous pouvons définir

ainsi la densité de probabilité surfacique :

p= 1l [ e
La transformation adéquate est :
x (¢ &) =V I ) (d ¢ ¢)
puisque 'élément de volume associé est donné par :

AV = VGdg'dgdg®
= fdSdq¢®

avec : dS = /gdq*dg® et du fait :
VG =g [1 +Tr (a) ¢° + det () (q3)2}

ainsi la fonction f est

f=14+Tr(a)q¢ +det(a) (q3)2
introduisons la transformation (3.29) dans (3.26), nous obtenons :
o0 (WT) - g [B 0 (/7 + 0 (V)
+Vi (¢%) (X/\/?) = tho, <X/\/}>

multiplions par v/f les deux membres, il vient

eV (i) - o [vieE

You (x/V/F) + V/Fou (x/ V),

+Vi (¢°) x = ihdyx
notons que :

9, (x/\/?) _ 8?1;%«)_x83(f)

o 37) - (%) 3 (0

_ (Ox)  (9sx) 3L > 1 x
- \/7 f3/2 <a3f) [83 (fﬂ f3/2 833 (f)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)
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et d’apers (3.18) et (3.32) on a :
G=gf? et 0sG =2g(0sf)f (3.37)
il vient
112 (93f) 05 ()
g9 (/) g f el - AL
o0~ P o)+ 2 007 = 570 <f>} +Va(as)x =ihdx  (3.38)
c’est-a-dire
h? 0
“om \/_ (X/\/_) {333) 4(;]20)X
—%§333 (f)} + Va(g3) x = ihdx (3.39)
qui s’écrit aussi comme
h2
—%\/} (X/\/_> {833)(-1— 12 [(&af) — 2f033 (f)] X}
+Vi (q3) X = thoyx (3.40)

on est maintenant prét & tenir compte de 'effet du potentiel de confinement V} (¢3). A la limite

A — oo la fonction d’onde voit deux barriéres de potentiel sur les deux cotés de la surface.

Comme on ne s’intéresse qu’a la surface, on peut prendre la limite ¢> — 0 c’est-a-dire f — 1

et par suite, on a :

lim Osf =Tr (o) et lim 033 (f) = 2det (o)

q3—0 q3—0
de plus on a :

lim G=g

3_>0
et on a d’apres (3.8)
hm Gi; = gij et lsim GY = g¥
—0

7*—0
Donc la partie surfacique (3.27) se réduit a :

1 . . .
D = 5 (00)9"0,~0:(9") 0 ~ 90,

= %@‘ (v9979))

(3.41)
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Par conséquent I’équation (3.40) a la forme :

B2 1 K2 h? :
_%ﬁ@. (\/Eg Jan) ~ 3 {[Tr (a)]2 — 4 det (a)} X — %833,)( + Vi (q3) X = hoyx (3.42)

avec 7, j = 1,2. Cette derniére équation peut maintenant facilement séparée en partie normale

et tangentielle :

X = Xt (q17 q27 t) Xn (q37 t) (343)
pour laquelle on a les deux équations
R 92x, O
“oma @) + W (@) x, = zﬁﬁ (éq. normale) (3.44)
1 0 o3% ox
- iy Z At 1 2 _ AL g .
2m /500 (\/ﬁg 8qj) +Vi (¢, ¢*) x;, = ih B (éq. tangentielle) (3.45)

I'expression (3.44) est juste I’équation de Schrodinger pour une particule confinée par le poten-
tiel V) (¢). L’équation (3.45) est la plus intéressante en raison du présence du terme lié a la

géométrie du surface

Vi (¢', %) = —;‘—m {[Tr (a)]® — 4 det ()} (3.46)

et peut affecter la dynamique de la particule. Notons en premier lieu que ce terme peut s’écrire,

en utilisant les relations (2.74) et (2.75) comme

V, (ql, q2) = —% (H2 — li) (3.47)

ou H et xk sont respectivement la courbure moyenne et la courbure de Gauss. Il est important
de noter aussi que ce potentiel dépend de la courbure intrinséque et extrinséque de la surface.
Par conséquent, ce terme n’est pas le méme pour deux surfaces isométriques.

Il a été expliqué dans la référence [1] que ce résultat est en désaccord avec le résultat de la

mécanique classique ou le Lagrangien d’une particule libre sur une surface

L(¢",¢*d",¢%) = (1/2)m(ds/dt)* = (1/2) mgi;i'q’ (3.48)

avec® = 0 et ¢*=0

dépend uniquement de la métrique de la surface g;;. En effet, en mécanique classique on peut
complétement éliminer le degré de liberté dans la direction normale a la surface. Alors que,
en mécanique quantique, ce n’est pas un probléme trivial en raison de I’existence du principe
d’incertitude. Naivement, si nous prenons Ag> — 0 alors Ap® — oo, ce qui signifie que 1’ha-

miltonien contient un terme divergent. C’est un peu étrange! Cependant, ce résultat n’est pas
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inattendu, car, indépendamment de la petitesse supposée de ¢3, 'onde se propage toujours
dans une portion tridimensionnelle de I’espace, de sorte que la particule est " au courant " des

propriétés externes de la surface (5).

3.3 Application

Comme un exemple des notions données plus haut, on considére une particule confinée sur

la surface d’un cylindre de rayon R et d’équations paramétriques

r(p,z) = (Rcosp, Rsing, z) (3.49)
la métrique sur la surface est
R* 0
g =
0 1

On introduit les coordonnées normales de Gauss (y, z,7) définies au voisinage trés proche

de cette surface dont le vecteur position est
R (¢, 2,7) =1(p,2) + (4, 2) (3.50)

oll n est un vecteur normale & cette surface au point P (¢, z). Cette particule est confinée sur
la surface au moyen d’un potentiel de confinement V' (1) qu’on va définir explicitement dans la

suite. L’équation de Schrodinger pour cette particule est

P, o
- = th— 51
YV (1)) = ih (351)
Suite a I’étude précédente, on peut écrire directement les deux équations
h? 9 0
—5.~ 83_(2" +VI(T)x, = ih%, (éq. normale) (3.52)
IR 92 2m 022 +Vexy = Zﬁﬁ, (éq. tangentielle) (3.53)
avec
¢ = limx
et X = X (907 Z>t> Xn (T>t) )
ici la courbure moyenne H = —1/2R et la courbure de Gauss et x = 0. Le potentiel géométrique
V, est donc
h2
Vs = (3.54)
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On peut proposer un modele du potentiel V' (7) si on suppose que cette particule est confinée
entre deux cylindres coaxiaux de rayon R + d/2 , c’est-a-dire;
0 si |7]<d/2 1 A—0
Va(r) = Tl 2Ly our (3.55)
oo si 7| >d/2. d A — 00
De plus, on peut obtenir le potentiel géométrique V; de ’équation (3.54) en écrivant I’équa-
tion de Schrodinger
HY = EV, (3.56)

avec

o

2m

B(e 10 18 &
or2  ror  r20pr  9z22)°

2m

et E est ’énergie de la particule. La fonction d’onde doit satisfaire aux conditions aux limites

suivantes :

U(r=R+d/2,¢,2)=0. (3.57)

Posons ¥ = %Cb I'équation (3.56) devient

(o 19 9 1
et S by T | @ = EO 3.58
o (W Tz Taa T W) , (3.58)

notons que dans la région entre les deux cylindres on a r = R+ 7 , ainsi :

9 _ 9
or o1’
r_ 1 1
r2 (R+T>2_R2

ol on a négligé les termes linéaires en 7 puisque 7 << . On écrit alors

2o 1 0* 92 1
(ﬁ tmag T ot 4—R2) ® = Ed. (3.59)

2m

Puis, considérons la séparation des variables suivante :

& =x(m)¥ (e 2), (3.60)

il vient
h? 0%y

e 0%y B h_2 0?1 h?
omor:  “2mRe 0p? Xomdz2 ~ 8mR?

X = Exy (3.61)
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divisons par xv les deux cotés, on aura
B R 0%y B n: o 0%y B n: 0% B oo (3.62)
2my 012 2mR2) 0¢®  2ma) 022 8mR? '
qui s’écrit aussi
B ﬁ2 Ph(p,z) R O (p,2)
2mR*Y (p,2)  Op? 2my (p,2) 022
h? R 9%y (1)
_ —FE = = —e=Ct 3.63
8mR? 2my (1) OT? © o (3:63)
donc on a les deux équations
R (1P (p,2) 0P (e 2) h?
—— | = ’ ’ — = (K — 3.64
(e T - v = B-auen) 6o
*x (1) 2
52 Tkx(r)=0, (3.65)

avec k? = 2me/h? et ¢ > 0. L’équation (3.64) est similaire & (3.53) ou (E — ) représente

I’énergie surfacique de la particule. On pose donc

ES:E—EE.

(3.66)

On doit garder a I'esprit que ’énergie F ’énergie totale de la particule et € ’énergie du a la

barriére transversale soumise sur la particule. On peut calculer ¢ en appliquant les conditions

aux limites a la solution

X (1) = Acoskr + Bsinkt

c’est-a-dire
X (£d/2) =0
donc
kd kd
ACOSE —i—Bsin? =0
kd
Acos — — Bsin@ =0
2 2

ce systéme n’admet de solutions non nulles que si son déterminant est nul, il vient

2cos7sin7 = 0=sinkd =0=sinnm
N k:%”, n=1,23,..
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on aura donc I’énergie
h2m?n?

avec la solution transverse

X (1) = Acoskr

I'équation tangentielle (3.64) devient

Rz 1 0? h? 02 h?
(—%m—gﬁ ~omoE 8mR2> ¥ (p2) = Esvr(p,2) (3.68)
avec 9 9 9
h*men
jo <E - —2; - > (3.69)

Notons que si on passe a la limite d — 0, on a un terme divergent au 2™ membre de I’équa-
tion précédente. Cependant, pour des valeurs trés petites de d mais pas nulles, cette équation

décrit bien une particule quasi-bidimensionnelle avec E est 1’énergie totale de la particule.




Chapitre 4

Mécanique quantique d’une particule

relativiste sur une surface

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons décrire la dynamique d’une particule relativiste confinée sur
une surface, par 'action d’un potentiel de confinement. L’idée est d’écrire correctement 1’équa-
tion de Dirac dans un espace courbe 4-dimensionnel en utilisant le formalisme des tétrades ou
vierbein. On commence donc par écrire une métrique de ’espace-temps, puis on choisit des
tétrades correspondantes. Ces tétrades vont nous aider a déterminer les connexions affines spi-
norielles et on écrit ensuite I’équation de Dirac. Pour décrire une particule relativiste sur une
surface, on va introduire un potentiel de confinement sous forme d’un couple minimal. En effet,
on va choisir le 4-potentiel (Ag = V), A = 0) , cette idée , qui a été utilisée dans la référence [2],
est justifiée du fait que le potentiel de confinement a des caractéristiques semblables & un puits
infini. L’équation de Dirac ainsi obtenue va nous permettre d’écrire un systéme d’équations
couplées dont le probléme majeur et ’expression du potentiel de confinement lui-méme. On
se limite ici & un exemple simple déja vu dans le chapitre précédent juste pour expliquer la

démarche de la méthode.
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4.2 Equation de Dirac dans un espace-temps courbe

Meéme dans un espace plat euclidien, il pourrait étre utile d’utiliser des coordonnées cur-
vilignes ; par exemple, dans les problémes & symétrie sphérique a 3d, nous obtenons une sim-
plification importante lorsque I’élément ds? = da? + dy? + dz? est remplacé par ds* = dr? +
r2dH* 412 sin? fdyp?. Dans un espace courbe, nous n’avons pas d’autre choix, car les coordonnées
cartésiennes ne peuvent exister que localement, c¢’est-a-dire dans un voisinage infinitésimal. Un
exemple est la surface d’'une sphére de rayon R. Les coordonnées sphériques avec r fixé égal au
rayon R de la sphere font le travail. Dans ce dernier cas, nous avons affaire & un sous-espace
courbe a 2d intégré dans un espace euclidien a 3d. Les coordonnées courbes sont intrinseques a
la surface, et on peut ignorer 'existence d’une dimension radiale.

Dans cette section, nous verrons comment écrire ’équation de Dirac dans un espace courbe.
En réalité, ce que nous voulons écrire, c’est 1’équation de Dirac covariante pour une métrique
arbitraire. Puisque cette équation est écrite pour une métrique arbitraire, nous pouvons égale-
ment 'utiliser pour écrire I’équation de Dirac pour un espace plat dans n’importe quel systéme
de coordonnées.

Commencgons par écrire I’équation de Dirac dans un espace-temps plat [6] pour une particule

de masse m et de spin 1/2 en coordonnées cartésienne z* = 0,1, 2,3 de la fagon suivante
(thy*0y, —me)yp =0, a= 0,1,2,3 (4.1)

ol les v* sont des matrices constantes liées a la métrique de Minkowski ), = diag (1,—1,—1,—1)

par
{77} ="+ =20, (4.2)

dans cet espace, I’élément ds? est
ds® = nydz®dx®, a,b=0,1,2,3 (4.3)

On peut étendre I’équation de Dirac de ’espace-temps plat & un espace-temps courbe en
utilisant le formalisme des tétrades. Ces tétrades (e%,) et ses inverses (e,”) nous permettent de
transformer entre un référentiel inertiel local et un référentiel global. En effet, dans ce formalisme

la métrique g,,, d'un espace-temps courbe et reliée a la métrique de Minkowski par la relation

Guv = eaueb v1ab (44)
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puisque 7, est une matrice constante, ces tétrades dépendent forcément des coordonnées de

I’espace-temps. De plus, ces tétrades vérifient les relations d’orthogonalité
e e, =9," , e4e' =0 (4.5)
et aussi on peut augmenter et baisser les indices comme

eaﬂ = gﬂyealj 9 eau = nabeb,u (4.6)

d’ou on tire la relation
Nap = 6a'ueb Vg/w (47)

Ainsi, les tétrades sont utilisées pour transformer les quantités physiques du référentiel plat
au référentiel courbe et vice versa.
Pour écrire ’équation de Dirac (4.1) dans un espace-temps courbe, les matrices constantes

~v* doivent étre remplacées par des matrices dépendantes des coordonnées ¥# comme
= = e, (4.8)

et on doit également mettre la dérivée covariante au lieu de la dérivée partielle parce que la
dérivée partielle d’un spineur ne se transforme pas comme un spineur. La dérivée covariante
d’un spineur est donnée par

0o — D, =0,+T,, (4.9)
ou la connexion affine spinorielle I', satisfait la relation suivante en termes de matrices de Dirac

1
T, = ;lwabﬂ"vb, (4.10)

la quantité w,,, s’appelle la connexion de spin et peut étre calculée a partir de la relation

a

suivante

wab,u - nacecﬂvueb g (411)

ou

Ve, =0.e,’° —|—F'2Aeb)‘. (4.12)

les FIBM sont les symboles de Christoffel. Notons que les w,,, sont antisymétrique par rapport

I
aux indices a et b c¢’est-a-dire

wabu - —wba“ (413)
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Ainsi I’équation de Dirac généralisée pour un espace-temps courbe peut s’écrire
(thA* D, — mc) ¢ = 0. (4.14)

Exemple 1 : Comme déja évoqué dans cette section, on va profiter de I’équation (4.14), qui
est une équation assez générale, pour écrire explicitement la forme de cette équation pour un
espace-temps plat a (24 1) dimensions. En utilisant les coordonnées polaires (r, ¢), la métrique

est g, = diag (1, —1, —r?). Les tétrades et leurs inverses sont

100 100
e’ =1 010 |=e"=1010 (4.15)
00 r 00 1

En dimension (2 4 1), les matrices 4 x 4 de Dirac sont réduites aux matrices de Pauli et

I'un des choix pour les matrices v* , a =0, 1,2 est
70 =0z , 71 = in ) '72 = —i0, (416)

donc les matrices de Dirac 4 d’d’apres (4.8) sont

P=1"=0,, ¥ =4'=io,, = -7 = —;.ax (4.17)
les symboles de Christoffel non nuls

I, = %M (—%) =—r (4.18)
Yo = g; ag;f*’ = % (4.19)

les connections spinorielles w,,, non nulles sont
Wigy = —Way, = 1 (4.20)

les connections affines spinorielles

Ihy=0, I'h=0, (4.21)
Iy, = iw12¢71’72 + ;lW21¢7271 = %’7172 = —%02 (4.22)

L’équation de Dirac (4.14) devient

{0280 + 40,0, — %O‘x (ap — %%) — @} 1 = 0. (4.23)
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c’est-a-dire

1 1 mc
] R —0, — — = 0. 4.24
{Uzao + 10,0, Toxap + 27’0y 7 } =0 ( )

Exemple 2 : dans un espace-temps plat, I’élément ds? en coordonnées sphériques a I’ex-

pression
ds® = Pdt* — dr® — r* (d6” + sin® 0dp?) (4.25)
puisque la métrique g, = diag (1, —1, —r%, —r?sin? 0) est diagonale, il est facile de déduire les

tétrades et leurs inverses comme

100 O 100 O
010 O 010 0
eau — :> eaﬂ — (426)
1
00 O 00 -+ 0
0 0 0 rsind 000 —
d’apres la relation (4.11), les connections de spin non nulles sont
Worp = —1 (4.27)
Wsp, = —sinf (4.28)
W3g, = — oS0 (4.29)
ainsi, les connexions affines spinorielles se calculent suivant (4.10) comme
'y=I.=0 (4.30)
F—l 2.1, L 12 11 431
0= yWa07 7 +4W12977 — 577 (4.31)
F—lw 31—|—1w 13—1-10.1 32+1w 2,3
v 3107 Y 1 1307 Y 4 3207 Y 1 2307 Y
1 1
=3 sin Oy1y3 + 5 c0s 0~>~3. (4.32)

4.3 Particule de Dirac sur une surface

On considére une particule de masse m liée & une surface (5) bidimensionnelle d’équations
paramétriques r = 1 (¢', ¢*). Dans un espace ambiant euclidien tridimensionnel, le voisinage

trés proche de cette surface est décrit par le vecteur

R(q,¢°)=r(q)+’nlq), q=(¢",¢°) (4.33)
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un point de ’espace-temps est caractérisé¢ par les coordonnées (¢ = ct, q, ¢*). Ainsi, 1'espace-

temps trés proche de la surface (S) est décrit par la métrique Y v

ds® =7,,d¢"dg", p,v=0,1,23 (4.34)
avec

Yoo = Moo =1, Y33 =133 =—1 (4.35)

vy = —Giy(ga), 4,7=1,2 (4.36)

ot Gy; (¢, q3) est la métrique de I'espace décrit dans le troisiéme chapitre par (3.8) a savoir

s 2
Gij (4,4%) = 9ij — 2bi;¢° + " bibi; (¢°) (4.37)
ou sous forme matricielle
G =g—2bg® +bg 'b (q?’)2 (4.38)
avec
G 0
G- (4.39)
0 1
Explicitement ;
ds® = (dq0)2 — Gyj (q, q3) dq'dg’ — (dq3)2 , 1,7 =1,2 (4.40)
avec dq® = cdt. La matrice ~ s’écrit donc
1 0
N = (4.41)
0 -G
ot la matrice G est donnée par (3.12). Donc det (y) = —det (G) = —G. Notons ici que la

métrique v, n’est pas diagonale. Elle est reliée a la métrique 7,, au moyen des tétrades qui

sont choisis de fagon qu’on a
’y;w = eaueb v1lab (442)

Sous forme matricielle, cette relation s’écrit

v =e'ne (4.43)
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suite aux expressions (4.35) et (4.36) on peut poser

(4.44)

o o O
o

S o4 O

= o O O

ol a, b, c et d sont des composantes (des tétrades) & déterminer. Ainsi, on aura directement de

(4.43)

Gll = a2 + 02 (445)
Gy = U +d (4.46)
G12 = G21 = ab + cd (447)

pour simplifier, on choisit ¢ = 0 avec G1; # 0, on obtient

Gz e

a=+vGy, b= , d= (4.48)
1 Niem Nem
Ainsi, les tétrades et leurs inverses sont
1 0 0 0 1 0 0 0
e, 1 G
a _ 0 G \/Gl'i 0 - 0 EH _\/5\/12Gl1 0
e’ = e, (4.49)
0 0 =X ¢ 0 0 Gu g
VG VG
0 0 0 1 0 0 0 1

les matrices de Dirac d’espace courbe ¥ sont données en terme des matrices constantes ¢

suite au (4.8) comme

5/0 = 6(10 a:,yO (450)
P o= e =9 (4.51)
S R UV SRS DR <R (4.52)

. N (4.53)

VG = /g [1+Tr () ¢ + det () ¢3] (4.54)
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Passons maintenant a ’équation de Dirac relative a la métrique (4.40)
(ih*D,, — mc) 1p = 0. (4.55)

le potentiel de confinement V3 (¢3) vu au chapitre précédent est introduit ici comme couplage

minimale
Ao =V (gs), A=0 (4.56)
de fagon qu’on a
D,=0,+T, (4.57)
et
T, + %qu, (4.58)
montrons d’abord que la connections I'y = 0. En effet,
Ty = }lwabovavb, (4.59)
avec
Wabo = Wacecgvoebﬂ (4.60)

puisque les tétrades ne dépendent pas du temps, on aura

Wabo = nacecﬂrg)\eb)\ (461)
mais
o Y (0 | O Ovon
0A 2 \9¢°  O¢* aq*
_— (4.62)
donc
['h=0 (4.63)
Ainsi, I’équation de Dirac devient
(iﬁvoy?’Dg + ihy°3 D, — 70mc) Y = —ih (ag + EVA (q3)> P (4.64)
c
Une représentation standard des matrices de Dirac constantes est donnée par
0 I 0 : 0 o
v = , =
0 —1I —o'

T (4.65)
0
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ol I est la matrice unité 2 x 2 et o' sont les matrices de Pauli. Cette représentation est
particulierement pratique car elle met en évidence le caractére spinoriel de la fonction d’onde
de la particule et elle sépare les composantes d’énergie positive et négative. Ce but sera en

principe achever en écrivant la fonction d’onde comme un bispineur
b= P (4.66)

(e

Cependant, le calcul dans le cas général est tres long et assez compliqué, mais c’est faisable.
Cela est dit au présence des connections I'; qui sont fonctions des matrices de Dirac. C’est
pourquoi qu’on va considérer ici un exemple assez simple juste pour montrer la démarche de la
méthode. L’exemple est celui d’une particule confinée sur la surface d’'un cylindre de rayon R

ou I’équation paramétrique est

r(p,z) = (Rcosy, Rsinp, z) (4.67)
donc on déduit

r, = (—Rsing, Rcosy,0) (4.68)

r. = (0,0,1) (4.69)

d’ou la métrique sur la surface est

R? 0
g = (4.70)
0 1
le vecteur normal & la surface du cylindre est
n(p,2) = ﬁ — (cos ,sinp, 0) (4.71)

donc la deuxiéme forme est représentée par la matrice

—-R 0
b = (4.72)
0 0
la matrice a = — bg ™" est donc
+ 0
a=| " (4.73)
0 0
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Remarquons que Tr(a) = 1/R et det (o) = 0. La métrique de ’espace "euclidien" est
Geo, 0 0
G = G.. 0 (4.74)
0 1
avec
Gy (R+ 7')2
G, 1
Gy G.,=0

7 représente la coordonnée de 'espace voisinage (7 = ¢°) le déterminant G est donc

VG=R+7=R(1+7) = R1+Tr(a)7)

la métrique de 'espace-temps pour un point de l'espace voisinage (ct,p, z, T) trés proche de la

surface est

det (y) =7 = — (R + 7)°. Les tétrades sont

c’est-a-dire, les e,” non nulles sont e’

gamma " sont

1 0
0 R+
0 0
0 0

S = O O

ds? = Adt* — (R +7)% dy?

_ o O O

—d2? — (dr)* |
1 0
1
=, = 0 7
0 0
0 0

T <<

0
0
1
0

0
0
0
1

(4.75)

(4.76)

=1,e,¥=1/(R+7),e,” =1et e;” = 1. Les matrices

2R

N
s}

Ainsi, 'équation de Dirac (4.64) se réduit a

(@'hyoy?)DT + iqyole(p + ihy°y*D, — 70m6> ) = <—ih@0 + %V (7')> (0

(4.81)
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Maintenant, reste a calculer les connections I'; , I', et I',. En effet,

1

Tr = JWur ", (4.82)
on a
Wapr = nacecﬁvTeb/B (483)
ou
V.e,” =0.¢," +T7 ¢, (4.84)
on a
o P (0 | OV O
™ 2 or og™ gt
_ Mo\ _ 1 Gy,
2 \ar ) 2G,, \ O
1
= =TI7 4.85
R+ e (4.85)
donc
Ve = 0" +T%e,".
1 1

- + —0 (4.86)

c’est-a-dire

I,=0 (4.87)
calculons I', :
1 a
Ty = J0u, 17" (4.88)
on a :
v B
wabtp naceﬂ @€
Nac€s (Qoebﬁ + Fg/\eb A) (4.89)
= s (FgAeb’\) —0 (4.90)

puisque Fg/\ = 0. Donc
r',=0 (4.91)
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de méme
1
L. = JWaY" (4.92)
avec
Wabz = nacecﬁvZebﬁ
= 04% <8zeb5 —|—FfAeb’\>
= e’y (The) =0 (4.93)
donc
r,=0 (4.94)
avec la matrice v est explicitement
1 0 0 0
0 -G 0 0
v = e (4.95)
0 0 -G, 0
0 0 0o -1
I'équation de Dirac (4.81) devient
9] ih |0 N, . iq
ha® — ha*— — =—ith({0y+ —V 4.96
<Za87-+R+T 8gp+zaaz fymc)w i <0+C (T))w (4.96)
Ensuite, on pose
b [ ) i (4.97)
¥y

on obtient le systéme

s il 00,

20V,
or R+T dp +iha 0z —meyy

N ih 00, ¢
3 1 1 1 2 1
or TRE0 ap e

(E + qhw )) 0y (4.98)

iho +me, = (E + th( )) by (4.99)

Dans le but de continuer notre analyse, on peut proposer a ce stade un modeéle du potentiel
V (1) comme dans le chapitre précédent. On suppose donc que cette particule est confinée entre

deux cylindres coaxiaux de rayon R + d/2 , c’est-a-dire;

0 si |7 <d/2

Vi(r) =
oo si|7| >d/2.

(4.100)



4.3 Particule de Dirac sur une surface 49

Le systéme précédent devient

ihcaga(;f_Z + RZZCT : gfj + iheo? (;/; 2 — (E+md) ¢, (4.101)
ihca?’%lf}%—Rﬂj_cT agil—l— ihc Zaawzl = (E—mc®) 1, (4.102)

il est facile de vérifier que la composante 1), satisfait I’équation

h?c? 82¢1 h26282¢1

_ _ 522 0y ih*c? o2 o,
(R+ 7-)2 D2 022 or?  (R+ 7)2 D

ensuite, on considére la transformation unitaire suivante pour éliminer le terme proportionnel

= (B> —m?c") ¢y, (4.103)

ao?;

Py = €279 (4.104)

I'équation (4.103) se transforme a
_ h?c? 32¢ h202@ _ R22 ¢ . h?c?
(R+7)2 0¢? 0z* o 4(R+7)

Comme on ne s’intéresse qu’a la surface, on peut prendre la limite 7 — 0 et par suite, on

560 = (E* —m®c*) ¢ (4.105)

a:
h2c? 5%¢ 82¢ 02(/> h2c?
T R22 — h2c? E? —m?2 4.106
R? 0p? 922 o2 AR? = )¢ ( )
Cette derniére équation peut maintenant facilement séparée en partie normale et surfacique :
¢ = ¢, (,2) by () (4.107)
on obtient
. h262 a2¢s (907 Z) _ h2C2 82¢s ((pa Z) _ h202 —E2+m2c4 _ h202 a2¢n (7—) = ¢ = Ctes
O (0, 2) B2 09 ¢, (p,2) 022 4R? Oy (1) OT?
(4.108)
on pose
E? —c=FE? (4.109)
on a donc
h2c? 0? 5 o 0% REP 9 4 9 )
(_?8_802 — hc 9.2 ame +m-c ) o, = Eio, Eq. tangentielle (4.110)
2
—h2628 ?"2(7) = ¢, (1) Eq. normale  (4.111)
T
ou

e=E? —m* (4.112)
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4.4 Limite non relativiste

A la limite non relativiste ; E? — m?c? ~ 2mc*Ey I'équation (4.110) s’écrit

< R 92 n* o? h?

oo 2maE —8mRz) b, = Exo, (4.113)

donc on a bien le potentiel géométrique (3.54) et 'équation surfacique du chapitre précédent a

savoir ,
h
A
SmRR?

L’étude ci-dessus est un exemple simple pour traiter une particule relativiste sur une surface.

(4.114)

Il est donc intéressant de traiter d’autres problémes, par exemple, une particule sur une sphére
et sur un cone. Cependant, le probléme qu’on peut rencontrer est la modélisation du potentiel
de confinement pour permettre de découpler I’équation de Dirac.

on a calculé précédemment la courbure de Gauss pour cette surface et on a obtenu k = 1/rZ.

Donc on a bien vérifié la relation.




Chapitre 5

Conclusion générale

La dynamique quantique d’une particule non relativiste confinée sur une surface courbe par
I’action d’un potentiel de confinement est basée principalement sur la séparation de I’équation de
Schrodinger en deux parties ; une partie normale qui ne dépend que de la coordonnée normale et
lautre tangentielle qui dépend des coordonnées intrinséques de la surface en plus d’un potentiel
de nature géométrique qui est fonction des courbures caractéristiques de cette surface (courbure
de Gauss et courbure moyenne).

Pour une particule relativiste, ce probléme n’est pas trivial. En effet, la forme générale du
potentiel de confinement V) (¢3) rend I’équation de Dirac difficile & découpler. C’est pour cette
raison qu’on a adopté une forme simple de ce potentiel comme un puits infini introduit comme
un couplage minimal. Ce choix nous a aidé i) a découpler ’équation de Dirac. ii) séparer la
partie surfacique de la partie normale. iii) obtenir la limite non relativiste.

On a considéré un exemple simple qui est une particule sur un cylindre, juste pour montrer
la démarche de la méthode, mais sans doute cette technique peut étre appliquée a plusieurs

autres systémes physiques.




Annexe

Les symboles de Christoffel s’écrivent :

. 9™ (OGmk OGim  Ogri
I : _
M2 ( oz’ * ozk axm>

on peut noter, en changeant les indices, que le premier terme se simplifier avec le trosiéme, il
vient : '
ki 2 Oxk
Suite a la formule :
det A = exp(trin A)
= d(det A) = tr (A"'dAdet A)

alors pour A = g;,,, avec det (g;,) = ¢ il vient :

dg = 99" dgim

cela veut dire :

Ainsi, pour g négatif :

c-a-d :

i) La divergence d’un tenseur une fois contravariant A* s’écrit :

DA DA

- » 9n (/~9)
i 9 i gk k
b.A Ox* T oz’ * Oxk A
_ 814. N 8111(\/'—9)141-
Oz’ Oz’

ou bien D;A’ = A _‘.qA)
V=g or?
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ii) Le laplacien V3¢ d’une fonction ¢ est défini comme div (grad p) = D; (grad ¢)’. En

déduire que :

VZp = D; (grad o)’ .
p 9 (\/—_g (grad w)i)

o oo

mais (grad @)’ = ¢¥ (grad p); = 97050 = g722 il vient :

oxI?

19
Vip = ——

/=g Oz

(\/—_gg” %)
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Resumé

Dans ce mémoire nous étudions la dynamique des particules sur les surfaces courbes, d'apres le
formalisme de confinement. Pour traiter le probleme, nous donnons quelques notions de Géométrie.
Ensuite, nous exposons la méthode de confinement pour une particule non relativiste (I'équation de
Schrédinger) du point de vue de Da Costa avec une application (une particule liée a un cylindre).
Pour les particules relativistes (I'équation de Dirac) sur une surface courbe, on adopte une méthode
tres simple basée sur la modélisation du potentiel de confinement par un puits infini introduit
comme un couplage minimal, ce qui nous permet de découpler I'équation de Dirac et de trouver la

limite non relativiste d'une fagon trés simple.

Mots clés : Géométrie de Gauss, Méthode de confinement, Potentiel géométrique, L'équation de

Schrédinger, L'équation de Dirac.
Abstract

In this thesis, we study the dynamics of particles on curved surfaces, according to the confinement
formalism. To deal with the problem, we give some notions of Geometry. Then, we have exposed
the method of confinement for a no relativistic particle (the Schrodinger equation) from the point of
view of Da Costa with an application on a particle bound to a cylinder. For relativistic particles
(Dirac's equation) on a curved surface, we adopt a very simple method based on the modeling of the
confinement potential by an infinite well introduced as a minimal coupling, which allows us to
decouple the equation of Dirac and find the non-relativistic limit in a very simple way. Finally, we
consider the example of a particle on a cylinder, which is a simple example, just to show the
approach of the method.

Keywords: Gaussian geometry, thin layer method, Geometric potential, Schrédinger’s equation,

Dirac's equation.



