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Introduction générale

Introduction générale

Une modification faite sur les conditions locales d’un écoulement a surface libre donne
naissance a une discontinuité qui se propage le long du canal, c’est la manifestation d’une
«onde de choc» communément connue sous le nom de « Ressaut hydraulique ». Ce
phénomeéne a la fois complexe et merveilleux a depuis longtemps suscité l'intérét et
I’enthousiasme des chercheurs.

La maftrise de la position (siege de I'onde) du ressaut et la détermination de ses diverses
caractéristiques a travers différents ouvrages a I'exemple des évacuateurs de crues et les
bassins de dissipation constitue a la fois un défit pour les ingénieurs et demeure une piéce

maitresse et indispensable pour le dimensionnement de ces derniers.

Basé sur deux lois de conservation: une équation de conservation de la masse et une
équation de conservation de la quantité de mouvement, tel est le modele décrivant le
mouvement non permanent d’un écoulement a surface libre. Mis en ceuvre par Barré de
Saint Venant (1871) il y a déja 150 ans, il s’agit d’'un systeme d’équations aux dérivées
partielles (EDP), non linéaire de type hyperbolique dont une solution analytique s’avere
pratiqguement impossible. Viennent alors a la rescousse le développement de I'outil
informatique et I’essore qu’ont connues les méthodes numériques, dont nous qualifiant de
« pullulement », pour le calcul et la prédiction du champ d’écoulement, charcuté par ces

ondes de choc, est alors rendu possible.

C'est dans une telle optique que notre travail a été entreprit dans le but de proposer un
modele numérique simple basé sur I'une des méthodes les plus utilisée a savoir la méthode
des différences finies avec un schéma explicite développé par Peter Lax (schéma diffusif de

Lax) et confronter les résultats obtenus aux mesures expérimentales et a ceux obtenus pour
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d’autres modeéles numériques (basés sur d’autres schémas) objet des travaux antérieurs

élaboré par d’autres chercheurs.

Dans le souci de bien mener ce travail et afin d’atteindre |'objectif escompté, le présent

mémoire s’articule sur quatre chapitres, a savoir :

Chapitre premier : nous abordons dans un premier temps les généralités relatives au

phénomeéne du ressaut hydraulique ou des définitions et des explications relatives a ce
dernier seront données. Aussi un état de I'art relatif aux travaux menés pour le calcul du

ressaut notamment les modéles numériques proposés a ce sujet.

Chapitre deuxiéme : dans ce chapitre, nous essayons de tracer les principales étapes

marquant |'établissement des équations gouvernant le mouvement d’un liquide dans un

canal a ciel ouvert.

Chapitre troisieme : un balayage sur les différentes méthodes numériques sera présenté

dans ce chapitre. La méthode des différences finies sera par contre abordée plus en détail
notamment les différents schémas a I'image du schéma de Lax objet de notre travail ou une

application aux équations de Saint Venant sera faite.

Chapitre quatrieme : Ce chapitre dernier concernera la partie de la validation du modele par

la confrontation des résultats obtenus lors de I'élaboration de ce travail avec les résultats
expérimentaux et ce du modele numérique issus des travaux menés par Gharangik (1988).
Les tests effectues permettront I'analyse du ressaut hydraulique sous ces deux aspects:

dynamique et stationnaire.

Nous terminons notre travail par une conclusion générale et perspectives envisageables

dans le contexte du sujet traité.
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Chapitre 1

Généralités sur le ressaut

Dans ce chapitre nous essayons d’abord de décrire le ressaut hydraulique dans son aspect
physique tout en tragons les différentes étapes qui ont marqué les travaux entrepris sur ce
dernier. En fin nous cléturons ce chapitre par le passage en revue des travaux relatifs aux

calculs numériques du ressaut hydraulique entrepris jusqu’a présent.

. Introduction

Le ressaut hydraulique est 'un des phénomeénes hydrauliques les plus complexes, il avait
constitué depuis longtemps un centre d’intérét ou il a animé la curiosité de beaucoup de
chercheurs, non seulement a cause de son importance dans la conception des bassins de
dissipation et autre ouvrages hydrotechniques mais aussi a cause de sa complexité a la fois
séduisante et fascinante. Bien que le débit demeure constant pour des écoulements
stationnaires comportant un ressaut, I'écoulement a l'intérieur de celui-ci est fortement
instationnaire. Subséquemment les effets de turbulences caractérisent ces écoulements et
meénent a des mouvements spatiaux additivement au phénomene de I'entrainement d’air,

associé a I’écoulement bi-phasique qui complique davantage la description du ressaut.

Le ressaut hydraulique est par définition une brusque surélévation de la surface libre d’un
courant permanent occupant une position fixe dans le lit uniforme. Ce phénomeéne se
produit lorsqu’un régime torrentiel (caractérisé par un nombre de Froude Fr >1) devient
fluvial (caractérisé par un nombre de Froude Fr <1) sur une courte distance, il est
accompagné d’une agitation plus au moins marquée et de grandes pertes d’énergie. Les

surfaces libres se situent nécessairement de part et d’autre du niveau critique.
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Le ressaut hydraulique est dit classique lorsqu’il se forme dans un canal de section droite
rectangulaire de pente nulle ou faible. C'est le profil de référence qui a servi de base a

I’étude du phénomene tant du point de vue théorique qu’expérimental.

Figure 1.1 : Barrage de BURDEKIN en Australie, montrant un ressaut hydraulique prononcé induit par

des obstructions en aval et un changement de gradient

Les caractéristiques du ressaut sont essentiellement :

* * . 7 . H
Les longueurs L, et L;qui désignent respectivement la longueur du rouleau et la longueur

du ressaut.
Les hauteurs initiales h, et finale h, , appelées également hauteurs conjuguées.

La capacité de dissipation du ressaut est généralement évaluée par le rapport de la perte de
charge qu’il occasionne entre ses sections initiale et finale a la charge totale dans sa section

initiale.

L’écoulement torrentiel a 'amont du ressaut est caractérisé par un nombre de Froude (Fr>1)
étroitement lié au débit volume, a la hauteur initiale h, ainsi qu’a la forme géométrique du

canal.
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On s’accorde a dire que le ressaut hydraulique est régi par I'équation de la quantité de

mouvement dont I'application a pour objectif de définir la relation liant le rapport y’ =F2

1

des hauteurs conjuguées et le nombre de Froude Fr, incident.

Le ressaut hydraulique peut étre contrdlé par un seuil a paroi mince ou épaisse, continu ou
discontinu ainsi que par une marche positive ou négative. Tous ces obstacles ont pour
fonction d’assurer la formation du ressaut par I’élévation du plan d’eau a I'aval, de controler
sa position lors de changements des parametres de I'écoulement tels que les débits et

contribuer enfin a une meilleure capacité du bassin.

Il. Ressaut hydraulique classique

Comme nous I'avons déja signalé ci-dessus le ressaut hydraulique classique se produit dans
un canal rectangulaire de pente nulle ou faible, sa facilité la rendu le profil le plus utilisé dans
la pratique et dont plusieurs travaux notamment expérimentaux qui ont conduit a des
résultats pertinents qui ont contribué davantage a une compréhension meilleure du

phénoméne.

II.1. Type du ressaut classique

Selon la valeur du nombre de Froude amont, Fr, un ressaut peut correspondre a différents
types d’écoulement. La figure 1.1, permet d’établir une classification selon I'allure générale
de la surface libre, et ceci selon la nomenclature utilisée par le « U.S. bureau of

réclamation ».
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Figure 1.2: Forme du ressaut classique selon la classification de Bradly et Peterka (1957)

T S FI-' Betweelli 1.]'.' an.(l-?_‘-.'j .
A -Prejump Stage

Oscilating Jet
Raoller “4-"__-'?’/\____(_/—"-_\\_______—
RS e —
% PP . e —— e
o - T T - —- _
L =

Fr Between 2.5 and 4.5
B - Transition Stage

o - —
= . ==
J:, o - = — - —

- ——

- Fr Between 4.5 and 9.0
C - Range of Well Balanced Jumps

- Fr Higher than 9.0 .
D = Effective Jump but Rough Surface Dowstream

1.2. Rapport des hauteurs conjuguées du ressaut

La figure 1.2 montre un ressaut classique évoluant entre ses sections initiale et finale 1 et 2 :

L’écoulement a 'amont du ressaut (a I'origine) est caractérisé par une profondeur h, et une

Figure 1.3: Ressaut hydraulique classique

vitesseV,, I'équation de continuité permet d’écrire :

vi vi
2g 2g
5 Ly » l H:
h>
v
h
A
1 X 2
-
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V, == (1.1)

Q est le débit volume et A, l'aire de la section mouillée initiale qui s’exprime par :
A =bh (1.2)
Avec

b : la largeur du canal rectangulaire.

Comme nous l'avons déja signalé, les ressaut hydraulique est régi par I'équation de la
guantité de mouvement appliquée entre ses sections initiale et finale, c’est en fait la
seconde loi de Newton qui est appliquée, énongant que la variation de la quantité de
mouvement s’opérant entre les sections 1 et 2 est égale a la somme des forces extérieures
agissant sur la masse liquide en mouvement. L’application de cette loi a nécessité quatre
hypothéses simplificatrices :

1. La répartition de la pression dans la section finale et initiale est

hydrostatique ;
2. La distribution des vitesses est uniforme ;
3. La perte de charge par frottement est négligeable ;

4. Larésistance de |'air est négligeable.

Sachant que la quantité de mouvement est donnée par pQV , I'application de la loi de

Newton méne a écrire :

2 *\2
w.b.%+ MV, = a).b.(hzT)+ oV, (1.3)

Ou w = p.g, p :estlamasse volumique et g l’accélération de la pesanteur.

En tenant compte des relations (1.1) et (1.2) et sachant que le nombre de Froude

caractérisant I'écoulement a I'amont du ressaut est tel que :

Fr* = Q
gb’.h’

(1.4)

La relation (1.3) conduit a écrire :

y' =%=O,S[\/l+8Fr2 ~1] (1.5)

1
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La relation (1.5) est connue sous le nom de I'équation de Bélanger et permet d’évaluer le
rapport y* des hauteurs conjuguées du ressaut en fonction du nombre de Froude Fr,, Hager

et Sinniger (1985) proposent une relation approchée applicable pour les nombres de Froude

Fr, >2:

+ h 1
y :ﬁ:ﬁ'Frl_E (1'6)
1

I.3. Longueurs caractéristiques du ressaut

Deux longueurs caractérisent le ressaut hydraulique, il s’agit de la longueur L, de son
rouleau ainsi que la longueur L;sur laquelle il s’étend. Ces caractéristiques n’ont pu étre

mises en valeur que par la voie de I'expérimentation.

I.4. Longueur du rouleau

En 1990 Hager et al. (1990) définissent en fait deux longueurs de rouleau suivant le type
de ressaut étudié et introduisent ainsi la notion de la longueur du rouleau développée et

non développée. La figure 1.3 illustre ces deux type de longueur L, qui leur

correspondent.

a)

Lr

b)

Figure 1.4: a) Rouleau non développé, b) Rouleau développé

La longueur du rouleau non développée est caractérisée par une longueur plus courte

qgue celle du rouleau développée et sa surface a I'aval se présente sous |'aspect de
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vagues au fond de la masse liquide en mouvement. On peut distinguer une zone de
rouleau dite de séparation formant un tourbillon de fond. En raison de la présence de
cette zone, le jet entrant dans la section initiale du ressaut est dévié vers la surface libre.
Le rouleau développé présente une surface relativement lisse et il est caractérisé par une
quasi-stabilité. Le jet entrant dans la section initiale du ressaut adhére sur une certaine
distance au fond du canal puis diverge en s’orientant vers I'aval. Les essais effectués par

Hager et al. (1990) montrent que, pour le cas du ressaut classique, le rapport

. L h

A, =—dépend du nombre de Froude Fr, et du rapport d’aspect w=-1, les auteurs

b
1

proposent les relations suivantes :

A =-12+ 160Tgh(%) Pour w = % <0.1 (1.7)

A =—12+ IOOTgh(IZ—r‘S) Pour 0,1<W<0,7 (1.8)

9

Nb : « Tgh » désigne la tangente hyperbolique.

I.5. Longueur du ressaut

7 . . * . s
La seconde caractéristique du ressaut est la longueur L;sur laguelle il s’étend. Comme la
* A epe 2 . s . .
longueur du rouleau, L; n’a pas pu étre quantifiée que par voie de I'expérimentation et sa

s e e . N . * . n
définition varie d’un auteur a un autre. En effet, on estime que la longueur L, doit étre

mesurée toujours par la section a I'aval du ressaut ou :

1. Lasurface libre est pratiguement horizontale
2. Lasurface de turbulence du rouleau est faible
3. Les grosses bulles d’air dues a la présence du rouleau de surface sont
inexistantes.
Toutes les définitions ont pour but d’indiquer la limite aval du ressaut au-dela de laquelle la

protection ou le rendement du bassin amortisseur n’est pas nécessaire.
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Les essais de Bradley et Peterka (Debabeche, 2003) ont permis a Hager et al. (1990) de

7 . . s * . 7
déterminer une relation permettant d’évaluer la longueur L; du ressaut. Celle-ci, rapportée

a la hauteur initiale h, du ressaut, peut s’écrire :

L _
i 220.Tgh{(|:r1—1)} (1.9)
h, 22

D’aprés Hager et al. (1990), la variation de la longueur relative —1 en fonction du nombre

2

de Froude Fr, indique que ce dernier rapport prend une valeur moyenne de 6 pour la

gamme pratique 4 < Fr <12 . Ce résultat est encore admis de nos jours.

*

Li
Ci_g (1.10)
h,

11.6. Rendement du ressaut

La figure 1.4 montre la ligne de charge totale le long de la longueur L? sur laquelle s’étend

le ressaut classique.

Fy
Y

Figure 1.5: (......) ligne de charge totale le long du ressaut hydraulique

En se référant au plan 0-0, la charge totale dans la section initiale du ressaut s’écrit :

2

H, = b+, (1.11)
29

Tandis que la charge dans la section finale est :

%2

V
H,=h +a,—2* 1.12
T ( )
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a , Désigne le facteur de correction de I'énergie cinétique dont on admet que la valeur est
égale a l'unité.
La perte de charge AH " due au ressaut est la différence des charges totales initiale et finale :

AH =H, —H,’ (1.13)
En raison du caractere permanant de I’écoulement, I’équation de continuité reste en vigueur
et I'on peut écrire :

Q=V,.A =V,.A (1.14)
Oou

A =hbEt A =hb (1.15)

En tenant compte des relations (1.12), (1.13), (1.15) la relation (1.13) s’écrit :

AH" =(h —h," )+ {(h;z - h;‘z)(%ﬂ (1.16)

q=Q/b est le débit unitaire dont I'expression peut étre déduite de I'équation de la quantité

de mouvement définie par (1.3) :

g (hh,"+hh)
29 4

(1.17)

Ainsi, I'équation (1.16) s’écrit sous sa forme définitive :

AH' —£h2—_hli (1.18)

©4h"h

La relation (1.18) exprime la perte de charge due au ressaut classique en fonction des

hauteurs conjuguées de celui-ci.

. o . +  AH .
On exprime souvent la capacité de dissipation du ressaut par le rapport 7 :?, qui
1

représente en faite son rendement. En tenant compte de la relation (1.4), les charges totales

initiale et finale du ressaut peuvent s’écrire respectivement :

2
H, = h{u%} (1.19)
2
H' =h|y " (1.20)
2 1 2Y*2
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Ou Y " est le rapport des hauteurs conjuguées du ressaut classique défini par I'équation (1.5)

de Belanger. Ainsi, le rendement 7" s’écrit :

2
[Y* + Frl*z}
S R (1.21)

Bien que la relation (1.21) permet le calcul explicite du rendementn”, Hager et Schleiss

(2009) proposent une expression approchée, applicable pour Fr, >2:

n :[l—ﬂ} (1.22)

Fr,

Les relations (1.21) et (1.22) sont représentées graphiquement dans le systéme d’axes de

coordonnées cartésiennes de la figure (1.5).

0.8
07 1
0,6 |
05 |
04 |
03 |
02 1
0,1 |

0

(=) : Courbe tracé selon la relation (1.21)

(...) : Courbe tracé selon la relation (1.22)

Figure 1.6: rendement du ressaut classique en fonction du nombre Froude (Hager et Schleiss, 2009).

La figure (1.5) montre d’une part que le rendement 7" du ressaut classique est supérieur a
50% pour F, >5.1 et que les rendements calculés en application de la relation approchée

(1.21) est Iégérement supérieurs a ceux obtenus par la relation exacte (1.22) d’autre part;

I’écart maximum observé peut atteindre les 2%.
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Etat de l'art
Nous tracerons dans cette partie I’évolution qu’ont connue les travaux menés pour ce qui
concerne le calcul du ressaut hydraulique par voie des méthodes numériques et nous
essayons de mettre en exergue les principales phases qui ont marqué ces travaux de

recherche.

Une grande partie des études antérieures relatives au ressaut hydraulique étaient
expérimentales ou analytique traitant des cas simples. Cependant le développement qu’ont
connu les ordinateurs avait comme conséquence d’orienter les recherches vers I'emploi des

modeles numériques pour simuler le ressaut hydraulique.

Il est notable qu’il est plus commode d’utiliser les modeles numériques que les modeles
physiques. D’une part car ces derniers (modeles numériques) s’avere plus économiques de
plus, 'usage des modeles physiques de petite taille pour la conception des bassins de
dissipation peut ne pas reproduire les effets de la viscosité, de I’entrainement de I'air et de

certains autres parameétres importants.

Un modele mathématique adéquat d’un ressaut hydraulique combiné avec des données
expérimentales obtenues avec un modeéle physique devrait améliorer davantage les

prévisions du cas réel (prototype).

Abott (1969) et Katopodes (1984) ont employé des équations dans I'eau peu profonde
appelée communément les équations de Sain Venant, pour décrire I'écoulement a surface

libre stationnaire dans leurs modéles.

McCorquodale (1983) a développé un modéle mathématique pour prévoir les
caractéristiques internes d’écoulement du ressaut hydraulique. Ce modéle mathématique
est une version modifiée du travail présenté par Narayanan (1975) pour calculer
I’écoulement interne d’un ressaut hydraulique. Katapodes (1984) a utilisé le méme principe

mais il a appliqué la méthode des éléments finis pour simuler le ressaut hydraulique.

Il utilise la résolution de I’équation bidimensionnelle d’état stationnaire par une méthode
d’intégral par tranche horizontale appelé en anglais Strip integral method et en abrégé (SIM)

pour calculer la longueur du ressaut, la distribution de vitesse, le profil de la ligne d’eau ainsi
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que les pressions au fond du canal. Les résultats calculés ont bien été comparés aux données

expérimentales.

Les principales hypothéses relatives a la dérivation de I'équation en eau peu profonde
(équation de Saint Venant) sont la répartition de la pression hydrostatique et la distribution
uniforme de la vitesse sur toute section transversale. Cependant, un ressaut hydraulique est
associé a un gradient relativement important de vitesse et de profil de surface libre et
I'hypothése de distribution de pression hydrostatique suivant la verticale n'est plus valide
(Basco, 1983). Par conséquent, il est nécessaire d'appliquer les équations d'écoulement a
surface libre rapidement varié pour décrire la nature physique du ressaut et des méthodes
numériques doivent étre utilisées pour résoudre avec précision les équations qui régissent le

phénomeéne.

Apres l'apport significatif de Saint-Venant (1871) a I'étude des écoulements instationnaire
dans les canaux a ciel ouvert, Boussinesq (1872) étend son travail en prenant en compte les
courbures en surface libre et dans le fond du canal et de la distribution des vitesses (Lai,
1986). La théorie qui incorpore les effets de |'accélération verticale résultant de la courbure
de la ligne en approximation a I'équation de quantité de mouvement horizontal est appelée :

théorie Boussinesq (Basco, 1987).

Le systeme d'équations décrivant des écoulements rapidement variés a été développé par
différents auteurs pour différentes situations principalement basées sur une distribution de
pression non hydrostatique (McCowan 1985, Basco 1983, Basco 1987). Ces équations
utilisent la théorie de Boussinesq pour des lignes de courant. Cependant, Basco (1983) et
McCowan (1985) proposent de nombreuses formes d'équations de type Boussinesq au
modélisateur numérique ol chaque forme se distingue de I'autre par différentes hypotheses
simplificatrices et diverses procédures d'intégration utilisées dans leur dérivation (McCowan,

1985).

Les équations de type Boussinesq sont un ensemble d'équations aux dérivées partielles
hyperboliques non linéaires et les solutions analytiques ne sont disponibles que pour des cas
simples. Ce n'est que lorsque les ordinateurs a grande vitesse ont été disponibles que les
méthodes numériques sont devenues populaires, car le nombre requis de calculs pour

résoudre un probleme est treés important.
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(Abbott, 1979, Lai, 1986) étaient les premiers chercheurs qui ont utilisé la méthode des
caractéristiques pour résoudre les équations de Saint venant. Cependant, elle ne convient
pas aux écoulements avec un gradient important de vitesse et de profil de surface libre car
elles nécessitent un traitement spécial du front d'onde en tant que condition limite interne.
Lax (1954) et Lax et Wendroff (1960) ont mis au point une technique de différences finies
permettant I'analyse des écoulements a front raide sans les isoler. Cette technique est
capable de capturer les chocs et simplifie grandement la simulation des écoulements avec de
grands gradients de surface. Plusieurs techniques de capture de choc du second ordre ont
depuis été développées et appliquées a I'analyse des trains d'onde et les mascarets dans les

canaux a ciel ouvert (Abbott, 1979, Fennema et Chaudry, 1986, Lai, 1986).

La technique des différences finies explicite est devenue populaire en raison de sa simplicité.
La taille du pas de temps dans cette technique est limitée par la condition de stabilité de
Courant (régle CFL) afin d'obtenir une solution stable (Courant et al., 1928). D'un autre c6té,
la technique des différences finies implicites est inconditionnellement stable. Le temps de
calcul peut étre sélectionné indépendamment de la discrétisation spatiale. Cependant, des
recherches récentes montrent que la taille du pas de temps dans les méthodes implicites
doit étre presque égale a celle des méthodes explicites pour la précision, surtout si un choc

est formé (Fennema et Chaudry, 1986).

Un certain nombre de schémas dissipatifs précis de second ordre ont été utilisés pour
simuler un ressaut hydraulique. A I'exemple du schéma de Lax-Wendroff (1960) a deux
niveaux et le schéma de dissipation de phase (Abbott, 1969). Les schémas du premier et du
second ordre donnent d’assez bons résultats lorsqu'ils sont utilisés pour résoudre les
équations d'écoulement graduellement varié (Berreksi et al. 2008; Berreksi, 2012).
Cependant, les équations d'écoulement rapidement varié ont des termes de troisieme ordre
et, comme l'a noté Abbott (1979), un effort considérable doit étre déployé pour réduire les
erreurs de troncature générées par l'application de différences finies si des erreurs
inacceptables doivent étre évitées. Par conséquent, des méthodes précises de troisieme
ordre ou d'ordre supérieur doivent étre employées dans la résolution numérique des

équations d'écoulement rapidement varié.
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Le schéma de MacCormack, présenté par MacCormack en 1969, est un schéma explicite de
la méthode des différences finies de deuxieme ordre de précision, dans I'espace et dans le
temps. Gottlieb et Turkel (1976) ont mis au point une méthode dissipative deux-quatre
permettant d'étendre le schéma de MacCormack pour obtenir des résultats précis dans
I'espace et de second ordre dans le temps. Comme pour toutes les méthodes d'ordre
supérieur avec des erreurs dispersives, le schéma de MacCormack produit des oscillations a
haute fréquence prés du choc. Pour amortir cette oscillation, une viscosité artificielle est
employée (Jameson, 1981). En utilisant cette technique, il est possible de simuler avec

précision le ressaut hydraulique dans les écoulements a canal ouvert.

Gharangik (1988) pour simuler un ressaut hydraulique dans un canal rectangulaire a
développer un modele numérique dans lequel les équations a une dimension avec des
conditions aux limites appropriées d'un écoulement rapidement varié (équation de
Boussinesq) ont été résolues, jusqu'a ce qu'un état stationnaire soit atteint. Les équations
bidimensionnelles de la continuité et de la quantité de mouvement dans les directions
horizontales et verticales ont été moyennées sur la profondeur pour obtenir des équations
d'écoulement a une dimension. La pente de frottement a été déterminée en supposant que
les pertes de charge dans des conditions d'écoulement instationnaire peuvent étre calculées

en utilisant une équation de perte de charge en régime permanent (équation de Manning).

Le schéma de MacCormack a été utilisé pour la résolution des équations citées ci-dessus. Ce
schéma a été modifié pour obtenir une précision d’ordre quatre dans I'espace et d’ordre
deux dans le temps. Pour ce faire, la méthode dissipative deux-quatre a été utilisée pour
résoudre avec précision les équations sur la profondeur. Comme pour la plupart des
méthodes d'ordre supérieur, le systeme MacCormack a produit une oscillation a haute
fréquence pres du ressaut hydraulique. Pour amortir ces oscillations, une viscosité artificielle

a été introduite dans la solution.

Sakarya et Tokyay (2000) ont étudié la simulation numérique d’un ressaut hydraulique de
type A se produisant a une transition positive brusque, ce qui est un exemple d’un
écoulement torrentiel-fluvial combiné avec une discontinuité dans le lit du canal, est donnée
en utilisant une approche par intégrale. Un écoulement fluvial graduellement varié dans un
canal prismatique rectangulaire et horizontal avec une élévation abrupte du fond est

considéré comme condition initiale. Puis, la profondeur de I’écoulement en amont est
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réduite a une valeur produisant un écoulement torrentiel et demeure ainsi durant les
calculs. L’écoulement non permanent résultant est déterminé par l'utilisation du schéma de
MacCormack et du schéma dissipatif deux-quatre pour les équations de Saint-Venant dans le
cas non permanent et unidimensionnel. Dans la simulation numérique, la transition brusque
est traitée comme une frontiére interne. En aval et aux frontiéeres internes, la méthode des
caractéristiques est employée afin d’évaluer les parametres significatifs. La simulation
numérique est vérifiée en comparant les résultats avec les données et méthodes analytiques

disponibles.

La formation d’un ressaut hydraulique dans un bassin de tranquillisation a I'aval d’un
déversoir, avec un nombre de Froude Fr = 6, et qui se développe en amont de I'écoulement,

e

a été étudiée par Carvalho et al. (2008) en utilisant un modéle physique et un modele
numérique. Le modele numérique est basé sur les équations 2D de Navier—Stokes en
moyenne de Reynolds; la surface libre est représentée en utilisant un algorithme de
raffinement en volumes finis (VOF), les obstacles internes sont décrits au moyen de la
méthode de représentation d’obstacle par surface ou volume partiels (FAVOR), et la
dynamique de turbulence est prise en compte par un modele de turbulence k—& développé
spécialement. Les dispositifs additionnels du code, qui sont essentiels pour son application
pratique, comprennent: un contréle automatique du pas de temps, des schémas d’ordre
élevé pour la convection et une variété de conditions aux limites pour les variables
dépendantes sur la surface libre et le long des obstacles internes. Avec ce modeéle, les
caractéristiques du ressaut hydraulique ont été analysées en deux étapes. D’abord la
turbulence n’est pas prise en compte. Puis I'évolution des solutions numériques a été
contrblée en calculant I’'évolution en temps des variables dépendantes en plusieurs points
ou sections. Les valeurs calculées de vitesse et de pression ont été comparées aux mesures
de laboratoire et aux formules disponibles dans la littérature. L’accord entre les résultats

numériques et les mesures de laboratoire était satisfaisant.

Une simulation numérique des ressauts de type B dans les canaux rectangulaires
horizontaux ayant une chute abrupte a fait I'objet d’un travail de collaboration de Tokyay et
al. (2007). Un écoulement graduel constant et supercritique est supposé comme condition
initiale. Un flux instable est créé en augmentant la profondeur en aval. Les équations de

Saint-Venant unidimensionnelles et instationnaire sont résolues a I'aide de la méthode des
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différences finies en utilisant le schéma de MacCormack et du schéma dissipatif deux-
quatre. La solution a écoulement constant est obtenue en traitant la variable de temps
comme un parameétre d'itération et en laissant la solution converger vers |'état stationnaire.
La chute abrupte est traitée comme une limite intérieure et résolue par la méthode des

caractéristiques. Les résultats sont comparés avec des études expérimentales et analytiques.
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Chapitre 2

Equations différentielles du mouvement

Dans ce chapitre nous allons essayer de tracé les principales étapes marquant
I’établissement des équations qui gouvernent le mouvement d’un liquide dans un canal a
ciel ouvert, bien connues sou le nom des « égquations en eau peu profonde ou de Saint-

Venant »

. Introduction

La circulation des fluides et en particulier des liquides s’effectue soit au moyen des canaux
ou des conduites organisés selon des réseaux plus aux moins complexes. C'est le cas des
circuits naturel : réseaux hydrographiques, systéme sanguin et réseaux capillaires, c’est aussi
le cas des systémes ou circuit fait part ’homme : réseaux de distribution de fluide, canaux a
ciel ouvert irrigation, ...etc.

Les écoulements des fluides sont décrits par des équations trés complexes considérés dans
leurs formulations générales.

Quant aux écoulements a surface libre ces derniers peuvent étre permanents, non
permanents, supercritiques, critiques ou subcritiques et ils sont gouvernés par les équations
dites de Saint Venant. Ces équations sont obtenues en appliquant les deux principes de la
dynamique des fluides a savoir le principe de continuité et le principe de variation de la
quantité de mouvement, aussi elles peuvent s’établir par l'intégration des équations

tridimensionnelles de Navier-Stokes sur |’axe des z (la profondeur).
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Il. Hypothése de base
Il est a noter que |'obtention des équations de Saint-Venant n’est possible que sous un
nombre d’hypothéses simplificatrices lesquelles nous citons ci-aprés :
. La pente &, du fond du canal est petite de sorte que sinf ~tanf ~ 0 etcosd =~ 1.
. La répartition de la pression est hydrostatique dans une section et ceci n’est
possible que si I'accélération verticale est faible, autrement dit si la variation de la
surface de I'eau avec la distance est graduelle.
= |Les pertes par frottement a I'état transitoire peuvent étre calculées en utilisant les
formules pour le calcul des pertes par frottement en état stationnaire.
= Ladistribution des vitesses dans une section du canal est uniforme.

= Le canal est rectiligne et prismatique.

lll. équation de mouvement
ln.1. équation de continuité

L’équation de continuité dans un écoulement peut étre écrite comme suit (Basco, 1983) :

u oy (2.01)
oXx oz
Dans laquelle :

U : Vitesse d’écoulement dans la direction x

W : Vitesse d’écoulement dans la direction z

Nous moyennons en profondeur I'équation (2.01) en la multipliant par dz et en l'intégrant
suivant la profondeur du fond du lit du canal (z=0) a la surface libre (z=h) (selon la figure

I1.1) :

h h
[Haz+ [Pz =0 (2.02)
) 0Z

o OX
En appliquant la regle de Leibnitz :

o ( azj ( azJ
—|udz+|u—| —-ju—
OX 5, OX )|, OX

Faisons référence aux quantités pour le fond (z = 0) et pour la surface de I'eau (z = h) par les

+W|z=h _\N| _O (203)

=0
z=h

indices b et s respectivement, I’équation (2.03) devient alors :
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h
ifudz+ub%—u5%+ws—wb:0 (2.04)
oX 5 OX OX

La vitesse d’écoulement a la surface libre w, peut s’écrire comme suit :

~dh _éh oh

W, =—=—+U,— (2.05)
dt ot OX

TS P 77 7777

Figure 2.1: Schéma de définition pour la dérivation d'équations gouvernantes

0z
Ayant la variation de z le long du fond du canal (un canal horizontal), —2 =0. De plus ce

dernier est supposé rigide, donc: w, =0

Revenant a I'’équation (2.04) et remplagant W, par son expression on obtient :

QHQQQ=0 (2.06)
ot OX

C’est I’équation de continuité unidimensionnelle.

L’équation (2.06) peut s’écrire :
8_h+u8_h+h8_u=0 (2.07)
ot OX OX
ou__1(dch  oh (2.08)
OX h{ ot OX

Il découle de I'équation (2.01) :
w__oau (2.09)
0z OX

Puisque la vitesse u est supposée constante a travers la profondeur d'écoulement, nous

. )« . . ou
pouvons intégrer I’équation (2.09) comme suit :wW=——12

OX
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Ou:

ou__w (2.10)
OX z

De I'’équation (2.08) et (2.10) nous pour ont écrire que :

[athua—hjz (2.112)
h ot OX

1.2. Equation de quantité de mouvement

I1.2.1. Equation de quantité de mouvement sur I'axe des (z) :

L’équation de quantité de mouvement sur la direction des (z) peut s’écrire comme suit :

@+u@+wﬂ+—@+g:0 (2.12)
ot OX oz p oz

En multipliant I’équation (2.12) par z et en réarrangeant les termes nous obtenons :

d d d o d 10 p
—(zwW)+—(uwz)—-w—(uz)+—(wz2)-w—I(wz )+ ——(pz)——+0z=0 2.13
P+ — (wz) =W (u2)+ —(W'2) az( ) paz(p) P (2.13)

Cette équation peut se réduire a :

P_0 o awj_wz (2.14)

0 10
—=—(wz)+—(uwz +— W’z)+ 9z +——(pz —t+—
~ (W) +—(uwz)+ —(W'2)+ g pa(p) (8X ~
De I'équation de continuité, équation (2.1), la somme des termes entre parenthéses est nulle
de ce fait I'’équation (2.14) devient :

pP_0 9 9 190 (- w
= (WZ)+6x (UWZ)+8 (W z)+gz+paz(pz) (2.15)

ot

L'intégration de cette équation sur la profondeur d'écoulement, h nous obtenons :

h h h h
%(Wz)dz+j uwz)dZJrig(wzz)dz+‘([gzdz+£%%(pz)dz—l‘wdz2 (2.16)

O e, >

Py, _
P

o'—.:r

En appliquant la regle de Leibnitz, cette équation peut s’écrire comme suit :

O —y

h
dz:gl(wz)dz—(WZ)s%?NW )azb +—I (uwz iz - (uwz), Z—2+(uwz) %

P
Yo, ot OX

+(wz), - (w? z)+2gh2 J.W dz+p[(pz) —(pz),] (2.17)
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= En surface libre les conditions suivantes s’appliquent :

1. (wz)s[%h+usg—2—ws}=0

2. comme la pression a la surface libre est atmosphérique,(pz)S =

= De la méme facon au fond du canal les conditions suivantes s’appliquent :
1. puisque wW=0au fond du canal, (wz), =0.
2. aufond du canal I'entité (pz), =0
Sur la base de ces conditions I’équation (2.17) peut s’écrire comme suit :

B

o o1 Lo
Py :—juzdz +—'|‘uwzdz +—gh’ —jwzdz (2.18)
P ot 0 X 0 2 0

I11.2.2. Equation de quantité de mouvement sur I’axe des (x) :

L’équation de quantité de mouvement sur I’axe des (x) s’écrit comme suit :

a—u+ua—u+wa—u+la—p 0 (2.19)
ot OX oz p OX

En réarrangeant les termes, I'équation (2.19) peut s’écrire comme suit :

ou 6u _(W) 10op _0

(2.20)
at OX P OX

En multipliant I’équation (2.20) par dz, en intégrant cette derniére de 0 a h et en se référant
aux conditions au fond du canal et en surface libre on obtient :

d 0 "1 op
—(hu)+—=—(hu? )+ [==dz=0 2.21
8t( u)+8x( u )+_([an z (2.21)

L'application de la regle de Leibnitz a I'’équation (2.21) donne :

0 0 p p|oh (p) oz,
hu)+—(hu® d —=0 2.22
8t( up+ ax( - I e ( j OX ( jb OX (2:22)

0z
Comme discuté dans les paragraphes précédents, (ps)=0 and 8_b=0 en substituant ces
X

relations et I'équation (2.18) dans I'équation (2.22) et en réorganisant les termes de
I'équation résultante, on aboutit a :
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h h h
g(hu)+ﬁ(hu2+lgh2j+£ g_[wzdz+ijuwzdz—jwzdz =0  (2.23)
ot OX 2 ox | oty OX 5, 0

Simplifions les termes du dernier terme de I'équation (2.23). En utilisant I’équation (2.10) et

en substituant la valeur de w a partir de I’équation (2.10) nous obtenons :

h
gjwzdz :g —g—uzzdz (2.24)
X
0
Aussi, en simplifiant on obtient :
h 3
ﬁj.wzdz = 2 _a_Uh_ (225)
oty ot ox 3
De maniere similaire :
h
62 wzdz :ai —ug—uzzdz (2.26)
X9 X X
Ou:
h 3
o uwzdz :i —ua—Uh— (2.27)
oX 5, OX ox 3
Et
h h 2
Iwzdz = J.zz(—a—uj dz (2.28)
0 0 OX
Ou:
h 2 1.3
widz = uy (2.29)
J
0 ox) 3

Maintenant, revenons a équation (2.23), isolant le dernier terme et appelons-le Y, alors :

a a h 6 h h
Y=— —jwzdz +—juwzdz—jw2dz (2.30)
ox | oty OX 5 0

En substituant les équations (2.25) a (2.29) a la place des termes de I'équation (2.30), nous
obtenons :
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3 3 2.3
_ofeuh’) of euh” _(5_“j L (2.31)
ot\ox 3 oX\ ox 3 ox) 3

En développant les termes de I'équation on obtient :

_0
OX

3 A2 3 2 3 2 3 2
=ﬁ _8_Ul3h26_h_h__8 u _h_(a_u) _h_ 0 lj_ 8_U13h28_h_h_(8_uj (2.32)
ox| ox3 ot 3 oxot 3\ ox 3 ox ox 3 ox 3\ ox
Ou:
3 2u 2 2
Y:i hza—u(a—h+ua—uj+h— 0 +2(8_uj +ua—L2J (2.33)
OX ox\ ot OX 3 | oxot OX OX
En utilisant I’équation (2.8), on aura
3 2 2 2
y--2 hzﬁ(—ha—u}rh— OU ,ofM +ua—L2J (2.34)
OX OX OX 3 | oxot OX OX
Et en réarrangeant ¢a nous donne :
h*o|ou o (ou)
Y=——— U ——| — (2.35)
3 Ox| oxot OX OX
Si nous replagant I'équation (2.35) dans I’équation originale (2.23) on obtient :
3 2 2 2
g(hu)+i(hu2+lgth—i hoyou +u8_l;_(8_uj =0 (2.36)
ot OX 2 ox| 3| oxot  ox OX
Par conséquent, I'’équation de la quantité de mouvement suivant la direction (x) peut
s’écrire :
3 2 2 2
é(hu)+i hu2+lgh2—h— ou +ua—g—[a—uj =0 (2.37)
ot OX 2 3 | oxot OX OX
3 2 2 2
Le terme h— ou +ua g—(a—uj de I’équation (2.37) est appelé terme de Boussinesq.
3 | oxot OX OX

Son apparition est causée en considérant le terme de deuxieme ordre de la distribution de

pression le long de la profondeur de I'eau a ondes d’amplitude finie.

Il est clair d’aprées les équations (2.6) et (2.37) que si on omet le terme de Boussinesq de ces
équations nous retrouvons les équations unidimensionnelles d’écoulement instationnaire

dite équation de Saint-Venant:
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Continuité :
8_h + M =0 (2.38)
ot OX

Quantité de mouvement :

%(hu)+§{hu2 +%gh2}=0 (2.39)

Plusieurs travaux ont montré que pour I'étude du ressaut hydraulique les modéles avec ou
sans les termes de Boussinesq donnent des résultats similaires (Gharangik et Chaudhry,
1991).

IV. Conclusion

Les équations dites de Saint-Venant peuvent se présenter suivant les probléemes a résoudre
sous deux formes: forme conservative et forme non conservative. En raison de leurs
caractéres hyperboliques elles admettent des solutions discontinues, qu’on nomme ressaut.

Bientot agées de 150 ans, les équations de Saint-Venant n’ont pas pris « une ride ». Elles
sont utilisées pour modéliser et analyser nombre de phénomenes liés a I'océanographie
cotiere ou aux écoulements a faible profondeur, comme les inondations et les ondes de
crue, les ruptures de barrage, les ondes de marée et les ressauts.

Les équations de Saint-Venant reposent sur deux principes de conservation : la conservation
de la masse et la conservation de la quantité de mouvement étant donné que notre travail
consiste en I'analyse du ressaut hydraulique qui est caractérisé par une perte d’énergie nous
baptisons tous nos calculs le long de I'élaboration du présent travail sur les équations de
Saint-Venant sous sa forme conservative.

Suite a la complexité des équations hyperboliques d’ou une solution analytique s’avere hors
de porter, le recours a une méthode numérique fera I'objet des prochains chapitres et
constitue le but de notre modeste recherche.
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Chapitre 3

Résolution numérique

Dans le présent chapitre et dans un premier temps nous aborderons les différentes méthodes
de résolution numériques des équations aux dérivées partielles, notamment la méthode des
différences finies. La deuxieme partie fera I'objet d’une introduction détaillée a la méthode
des différences finies ainsi que son application aux équations de Barré de Saint-Venant objet

de notre recherche.
I. Méthodes de résolution des EDP

I.1. Introduction

Le chercheur est confronté lors de son analyse des probléemes physique a résoudre des
équations différentielles qui régissent le phénomene étudié et plus souvent il s’agit des

équations a différences partielles (EDP) notamment en hydraulique.

Les principaux types de probléemes analysés sont les problémes elliptiques, paraboliques et

hyperboliques. Les méthodes de résolution utilisées sont :
= Les méthodes analytiques.
= Les méthodes expérimentales.

= Les méthodes numériques.
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Figure 3.1: Champ d'écoulement calculé dans la confluence de la riviére Kazibacha et de la riviére

Solmari pendant la marée descendante (Chaudhy, 2008)

.2. Les méthodes de résolution

.2.1. Méthodes analytiques

Le probléme étant défini par un modele mathématique choisi, la méthode analytique consiste
a rechercher la solution exacte du probleme en résolvant les équations qui régissent le

modele.

a) Modeéle mathématique

Un modele mathématique est la mise en équation d’'un phénomeéne dans le but de
représenter fidelement le comportement réel du phénomene. Des relations reliant les
variables d’entrées aux variables de sorties sont établies. Le modele est construit selon le but a

atteindre.

Le succeés du modele dépend de sa facilité d’utilisation et de la précision des résultats prédits
par le modele. Le modele mathématique n’et pas spécifique aux sciences de I'engineering
seulement mais se retrouve dans d’autres domaines comme les sciences naturelles, les

sciences sociales, les sciences économiques, ..etc.
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b) Laformulation

Le modele mathématique est formulé par des équations aux dérivées partielles et des
conditions aux limites qui garantissent l'unicité de la solution, donc le fonctionnement du

systeme physique.

Forme générale des équations du second ordre a deux variables indépendantes (x et y) de la

physique mathématique est la suivante :

A52f+5 0’9 +C82?+D%+E%+F¢:G(x,y) (3.01)
OX oxoy oy ox oy

Ou ¢ =¢(X,Yy) est la fonction recherchée dépendante de x et de y, c’est la fonction qui donne

le comportement du modeéle. A, B, C, D, E et F sont les coefficients de I'équation aux dérivées

partielles. lIs sont fonction de x et de y et peuvent étres des constantes.

L’équation (3.01) peut s’écrire sous la forme :

Aa ?+B oy +Ca ?: f(x,y,qﬁ,%,%j (3.02)
OX Oxoy oy ox oy

Selon le signe de B? —4AC on admet le classement suivant :
1- B?—-4AC <0 I'équation est dite elliptique a I'exemple de I'équation de Laplace.

2- B?—4AC >0 I'équation est dite parabolique a I'exemple de I'équation de la conduction

instationnaire de la chaleur.

3- B?-4AC =0 I'équation est dite hyperbolique a I'exemple de I'équation des ondes ou

I’équation de vibration transversale.

c) Résolution

Les équations aux dérivées partielles peuvent étre résolues par de nombreuses méthodes. La
méthode de la solution générale et la méthode de séparation des variables sont les plus

couramment utilisées.

La premiére méthode consiste d’abord a déterminer la solution générale de I’équation aux
dérivées partielles puis de la particulariser afin d’obtenir la solution du probléme en utilisant

les conditions aux limites. La seconde méthode consiste, par contre, a rechercher d’abord des
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solutions particulieres, puis de les utiliser a la recherche de la solution du probleme. Cette

deuxieme méthode trouve un champ d’application bien plus vaste que la premieére.

1.2.2. Méthodes expérimentales

La méthode expérimentale est définit comme une activité pratique de recherche par des
techniques de mesures de parametres entrant globalement dans la résolution d’un probléme
donné. C’est un autre moyen mis a la disposition de I'ingénieur pour valider un résultat

analytique ou mécanique.

L'expérimentation est le seul moyen précis d’évaluer les différentes hypothéses qui ont été
émises, elle servira a aller chercher des données, c'est-a-dire des informations qui serviront a
confirmer ou a infirmer une hypothése. Les résultats obtenus sont surtout confrontés aux
résultats analytiques (quand ceux-ci existent) car ces résultats sont objectifs et résistent bien a
la subjectivité. La méthode expérimentale pour étre fiable, doit tenir compte d’un certain

nombre de criteres ou normes scientifiques et qui sont les suivantes :

= objectif a atteindre (émission d’hypothese, formulation)

= procédure d’analyse expérimentale et matériel expérimental

= résultats (appelés données)

= interprétation des résultats et validation.
On utilise dans certaines disciplines pour designer la méthode expérimentale la désignation,
OPHERIC (Observation, Probléme, Hypothese, Expérience, Résultats, Interprétation,

Conclusion), couramment utilisé dans la conduite d’activités expérimentales.

1.2.3. Méthodes numériques

Il existe plusieurs méthodes numériques de résolution de problemes que rencontre les

ingénieurs. Parmi ces méthodes, on peut citer :

= |La méthode des différences finies.

= Les méthodes d’approximation intégrales et variationnelles (qui ont donné naissance
a la méthode des éléments finis).

= |La méthode des éléments finis.

= La méthode des caractéristiques.
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a) La méthode des différences finies

La méthode des différences finies est basée sur l'approximation locale des dérivées
apparaissant dans les équations différentielles. En se basant sur le développement limité de
Taylor, les fonctions dérivées sont approchées par plusieurs types de schémas aux différences
finies: différences finies en avant, en arriére et centrées. La précision du résultat varie d'un
schéma a un autre selon la troncature utilisée. La méthode utilise un maillage, ou grille du

domaine d’intégration.

L’équation discrétisée, selon les schémas cités plus haut, est projetée aux points du maillage.
On obtient alors un systeme d'équations dont la résolution permet de trouver la solution
approchée du probleme. La méthode peut résoudre aussi bien des probléemes a domaines

réguliers (Figure 111.1) qu’irrégulier (Figure 111.2).

Frantiére régulitre

3’-‘“? [108))

Ax

Figure 3.2: Maillage du domaine régulier

Pour un domaine irrégulier, les pas Axet Ay deviennent respectivement aAX et [Ay aux

points voisins des frontiéres, ou o et S étant des coefficients de correction du pas, connus,

Inférieurs a 1.

- 5 ahx .
il L e \F?uEr courbe
pay}
Frontitre droite >,
Domaine poreux aipen.
o -
tyl /] \ ;
Imgerméable A,

Figure 3.3: Maillage d’une digue de retenue d’eau
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b) Les méthodes d'approximation intégrales et variationnelles

Les méthodes d’approximation peuvent se classer en deux catégories principales: Les
méthodes de résidus pondérés, ou méthodes intégrales et les méthodes variationnelles ou

méthodes a extremum.

Le principe général de I'approximation consiste a chercher la meilleure approximation d'une
fonction sur le domaine d'intégration de maniére a satisfaire au mieux les lois physiques

auxquelles elle obéit.

La solution est écrite sous forme d'une série polynomiale ou trigonométrique a termes finis.
Des parametres généralisés sont introduits et des fonctions de base sont alors construites. Le
principe de la méthode consiste a rechercher les parameéetres qui donnent la meilleure

approximation construite a |'aide de fonctions de base.

Les méthodes des résidus pondérés utilisent des fonctions test de maniere a minimiser I'erreur
ou le résidu de I'équation différentielle. Différentes méthodes de résidus pondérés sont
obtenues selon la valeur de la fonction test. La méthode de collocation par sous domaine, la

méthode la méthode des moindres carrés et la méthode de Galerkin.

Dans d’autre cas, les lois physiques peuvent s'exprimer sous une forme variationnelles c'est-a-
dire sous la forme de conditions d’extremum d'une fonctionnelle comme c'est le cas I'énergie
totale par exemple en mécanique des structures. La méthode adaptée a ce type de probleme
est la méthode de Ritz, qui aboutit plus tard a la méthode des éléments finis en mécanique

des structures.

c¢) La méthode des éléments finis

La méthode des éléments finis, bien connue aujourd'hui, est la méthode la plus utilisée
actuellement, son champ d'application ne cesse de s'élargir. Le succés de la méthode réside
principalement dans sa formulation elle réunit les principes les plus forts de la méthode des
différences finies et ceux de la méthode des équations intégrales : respectivement la
discrétisation du domaine d’intégration et le principe de construction d’approximation et sa

formulation.

La méthode des éléments finis améliore ces deux principes comme suit :
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a) Le domaine d’intégration n'est plus discrétisé par des points comme pour le cas de la
méthode des différences finies, mais par des sous domaines continus ou des
“continuum’, dont le nombre est fini, et qu'on appelle éléments finis (Fig. 3.4). En
utilisant ce découpage, (modélisation géométrique), la méthode fournit un modéle qui

représente aussi fidelement que possible le phénomeéne physique dans sa réalité.

Figure 3.4: discrétisation par élément triangulaire d’un Oued et ces lits mineur et

majeur

b) La formulation intégrale, de type Galerkin, est appliquée non pas sur le domaine
d’intégration global, mais sur des éléments finis standard, ayant des fonctions de
formes normées, au lieu des fonctions de base de la méthode de Galerkin. La
formulation devient unifiée pour les différents types de problemes. Une bibliographie

d'éléments est alors mise a jour.

La méthode devient alors programmable par excellence. Possédant tous ces atouts, la
méthode ne cesse de se développer et de s’étendre de plus en plus a des domaines qui étaient

jusque-la du seul ressort des méthodes expérimentales.

Il. Introduction a la méthode des différences finies

La méthode des différences finies est une méthode numérique de résolution des équations
différentielles ordinaires ou des équations aux dérivées partielles. Sa formulation est basée sur
I'approximation locale au voisinage d'un point donné des fonctions dérivées apparaissant dans
les équations différentielles (Fig 3.5). Les fonctions dérivées sont approchées par des fonctions

polynomiales données par le développement en série de Taylor.
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|

X
]

I

D R
X

A [

° Xe +AX x

Figure 3.5: Approximations de différences finies

Le développement de Taylor représente le noyau de la méthode des différences finies, nous
avons jugé judicieux d’apporter quelques détails concernant ce dernier dans le présent

chapitre.

Il.L1. Développement en série de Taylor

On montre que si une fonction f(x) est analytique, indéfiniment dérivable au voisinage du
point X =X, (c'est a dire dans un intervalle ouvert contenant le pointX = X0,0-<|X—X0| <R),

alors cette fonction peut étre approchée par une fonction polynomiale écrite sous la forme de

série convergente qu'on appelle série de Taylor
2 n
(0= 10+ ()1 (1 b+ B0 e S o) 03

2! n!

le second membre de I'équation (3.03) est le développement en série de la fonction f au

voisinage du point X = X,,. L’équation (3.03) peut s’écrit encor :

f(x)= z% £(x) (3.0

n=1

1.2. Développement limité de Taylor

En fait, dans I'équation (3.04). On ne peut tenir compte que d’'un nombre fini de termes:On
effectue une troncature de la série. On a donc un développement a termes finis c'est le

développement limité de Taylor (appelée aussi formule de Taylor) de la fonction f autour du

point X = X,.
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f(x)= f(xo)+(x—xo)f'(xo)+—(X_X°)2 f"(x0)+...+—(x_xo)n f"(x,)+R

o -~ ) (3.05)

Le dernier terme de I'équation (3.05) est appelé reste ou erreur de troncation, est donné par

la formule de Lagrange :

(X(; iol)) f n+1(§)’ (3.06)

Avec X—X, <& <X+ X,

Cette erreur est de premier ordre de grandeur de (x—x,)"" et elle est notée paro(x —x,)"" .

Puisque la fonction est infiniment dérivable, f"(&) existe et est bornée. La série converge

n+l1
puisque la limw

( 1) =0. Ecrite sous la forme (3.06) la formule de Taylor est utilisée pour
N—o0 n +

approcher les fonctions par des fonctions polynomiales.

En posant h = Ax = x—X, la formule de Taylor (3.06) devient:

f(x, +h)= f(x,)+ hf'(x0)+% f"(xo)+% f(x, )+ o(h”“) (3.07)

On peut interpréter graphiquement l'erreur de troncation. Par exemple, si on tient compte

uniqguement du terme contenant la dérivée premiere, I'équation (3.07) s'écrit :
f(x, +h)= f(x,)+hf'(x,)£erreur (3.08)

Le signe *est introduit pour tenir compte de l'allure (concave ou convexe) de la courbe

donnée par f(x).
I1.3. Description de la méthode (différences finies)

11.3.1. Principe

La méthode consiste a estimer par approximation les valeurs d'une ou de plusieurs fonctions a
partir des conditions aux limites. Cette approximation représente une discrétisation du

domaine en remplacent l'opérateur différentielle par un opérateur aux différences finies.
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1.3.2. Discrétisation numérique

Comme nous l'avons déja mentionné il s’agit de remplacer les opérateurs différentiels (les
drivées premieres, secondes et autres) par des différences finies établies a partir du
développement de série de Taylor qu’on appelle schémas puis on résout le systeme
d’équation algébrique ainsi obtenu en tenant compte des conditions initiales et des conditions
aux limites. Il existe plusieurs schémas, nous les aborderons un plus en détail dans cette

deuxieme partie.

1.3.3. Expression des dérives premiéres
a) Différences finies en avant

La fonction f est connue aux points xi (points pivot) du domaine d’analyse a I'aide de la

formule de Taylor (3.07) on développe la fonction f jusqu'a I'ordre 2.

2

f(x +h)= f(xi)+hf'(xi)+%f"(§) (3.09)

& Abscisse d’un point se trouvant au voisinage de x; avecx; <& <X, +h.

En résolvant I'équation (3.09) pour f'(X;),ona:

f'(x,)= +0(h) (3.10)

f(x +h)—f(x)
h

L'erreur est de I'ordre de grandeur du pas h (de I'ordre du degré le plus petit du pas h).

La formule de la dérivée premiere s’écrit en notation indicielle comme suit :

fr :%m(h) (3.11)

L’équation (3.11) représente I'expression de la dérivée premiere de la fonction f écrite par un
schéma de différences finies en avant ou différences progressives.

b) Différences finies en arriére :

En remplacent h par —h dans I'équation (3.09) on obtient :

2

04 =) = £04)=hF'04)+ 1 F(), % ~h< £ <x 312)
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En résolvant I’équation (3.09) pour f'(X;),ona:

fo)-fox=h)

f'(Xﬂ)z h

(h)

(3.13)

L'ordre de grandeur est le méme de celui obtenu pour le schéma des différences en avant.

L’équation (3.13) s’écrit sous indicielle :

f.—f
fv_: i i—1 Oh
)

c) Différences finies centrées :

L’élimination de f(x;) des équations

' h? 2 h* ., h* 4
f(x +h)=f(x )+hf (xi)+7!f (xi)+§f (xi)+7!f (&)

\ h* o) L h* .
f(x, +h)= f(x)-hf (Xi)+?!f (Xi)_gf (Xi)"'I!f (¢)

Nous permet de trouver la dérivée premiére par un schéma de différences centres

f'(xi _ flq+h)—f(x - h)+0(h2)]

2h

o(h?)= _ £ , x—h<&<x+h

Qui s’écrit en notation indicielle

f_(l) — fi+1 —f

o il +0(h2)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

L'erreur est de 'ordre deh”. La dérivée premiére centrée est plus précise que dans le cas de

différences en avant ou en arriére.
d) Expression des dérives secondes
= Différences finies en avant

On écrit le développement de f(x, +h)et f(x, —h)
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g +h)= £ (6 )ht ) £+ 20 (3.20)
£(x,+2h)= f(xi)+2hf'(xi)+2h2f"(xi)+%h3f(3)(5) (3.21)

Eliminant f(x,) entre les deux équations, on obtient :

F(x, )= f(xi)—2f(xi;]-h)+ f(xi+2h)+0(h) .

o(h)=-hf (&) (3.23)

& Point au voisinage de X;, on prend le voisinage qui contient les autres X, < & < X; +2h.

On a, en notation indicielle :

g fi=2 frilgl *lia | o(n) (3.24)

L'équation (3.24) représente I'expression de la dérivée seconde écrite par un schéma de

différences finies en avant ou progressives.
= Différences finies en arriére
On considere le développement de f(x, —h) et f(x, —2h):

o —h)= £(x)ht )+ 1)~ 10 (3.29

£(x,—2h)= f(x )—2hf'(x, )+ 2h* f ~(xi)_§h3 £0(g) (3.26)

Eliminant f(x;) entre les deux équations, on obtient le schéma de différences finies en arriére

de la dérivée seconde :

£1(x )= f(x, _2h)_2:]2(Xi —h)+ f(xi)+0(h) (3.27)
o(h)=hfO(&), x -2h<&E<x, (3.28)
£0) = fis _2hzi—1 + i +o(h) (3.29)
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Qui est un schéma de différences finies en arrieres de la dérivée seconde.
= Différences finies centrées

On considére le développement de f(x; +h) et f(x,—h):

2 3 4
£+ )= (x4 hE (6 )+ o £7(x, )+ L £0(x, )+ £ 0(e)
2! 3! 41
(3.30)
h2 h3 h4
f(Xi + h): f(Xi)—hf '(Xi)+_ f"(xi)__ f (3)(Xi )"'_ f (4)(5)
2! 3! 41
(3.31)
Idem comme pour les schémas précédent en élimant f(x, ), ona:
fu(xi)z f(xi _h)_th(ZXi)+ f(xi +h)+0(h2) (332)
o(hz)z—%hzf(“)(f), X, —h<&<x +h (3.32)
f(2) _ fi—l _Zfi + fi+1 +0(h2) (333)

Qui est un schéma de différences finies centrées de la dérivée seconde.
e) Analyse de I'approximation
= Erreur de troncature

L'erreur de troncature vient du fait qu'on a tronqué le développement en série de Taylor de la

fonction f.

L'erreur de troncature par pas est la différence entre la valeur calculée et la valeur exacte, en

supposant qu'un pas précédent la valeur calculée et la valeur exacte étaient identiques.
= La consistance d'un schéma aux différences finies

Nous n'aurons de chance d'obtenir la convergence du schéma que si nous approchons
correctement le probleme continu, c'est-a-dire si nous remplagons les dérivées partielles par

des différences finies effectivement.
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La « qualité » de cette consistance s'appelle la précision du schéma.

A rappeler que plusieurs schémas ont été proposés par les chercheurs dont nous présenterons

les plus utilisés dans ce qui suit.
= La stabilité:

Un schéma numérique est dit stable, si les erreurs de n'importe quelle origine n'augmentent
pas a chaque pas de temps de calcul. L'instabilité numérique peut avoir une cause d'origine

physique ; c'est le cas lorsque le phénomeéne n’est pas correctement modélisé.
= Laconvergence:

Un schéma est dit convergent quand la solution de I'équation aux différences se rapproche de
la vraie solution de I'équation aux dérivées partielles ayant les mémes conditions initiales et

aux limites lorsque la dimension des mailles de discrétisation diminue.

Généralement, un schéma consistant est stable et également convergent.

11.3.4. Schémas aux différences finies (schéma explicite et schéma implicite)

Un schéma est explicite (Fig 3.6 a), si chaque valeur approchée de la solution au temps
t + At et au point x donné, est décrite a partir des valeurs de la solution précédente au temps
t en ce méme point. Cette valeur est donc explicitement fonction des valeurs connues, déja

calculées et s'obtient directement pour touts les points du maillage (Anderson et al. ,1984).

Un schéma est implicite (Fig 3.6 b), si la valeur approchée en un point x au tempst + At , est
écrite en fonction de la solution précédente au temps t, et les valeurs voisines au temps
t+ At. Il s'agit donc d'une liaison implicite, entre toutes les valeurs au temps t+ At, qui se

résout globalement.
a) Schéma implicite

Dans un schéma implicite, les dérivées spatiales sont remplacées par les approximations de
différences finies. Selon les approximations de ces dernieres et |'évaluation des coefficients
des équations directrices, plusieurs schémas (Cunge et Wegner, 1964; Vasiliev et al., 1965 et
Chaudhry, 2008) ont été rapportés dans la littérature. Parmi ces schémas, nous citons le
schéma de Preissmann qui a été largement utilisé pour I'analyse des écoulements

instationnaires a surface libre et est présenté ici :
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a_v_ (Vik+1 +V-k+l

)_ (Vik +Vitl+l)

— i+1 (334)
ot 2At
v _al v e - (3.35)
ox AX AX
k+1 k+1 k k
)= V) ) 39

Ou a est un coefficient de pondération, 0.5 < a < 1.

b) Schéma explicite :

Plusieurs méthodes explicites de différences finies ont été utilisées pour I'analyse des

écoulements instationnaire a surface libre. Nous présentons les détails de I'une de ces

méthodes et celle qu’on utilisera pour I’élaboration de notre modeste travail, appelée schéma

de diffusion de Lax (Abbott, 1979).Le schéma de Lax est trés simple a programmer et donne

des résultats satisfaisants. En outre, un alésage ne doit pas étre isolé dans les calculs.

Cependant, la principale insuffisance ou limite du schéma est que de courts intervalles de

temps peuvent étre nécessaires pour la stabilité et que les fronts d'ondes raides peuvent étre

diffusés.

a) Schema explicite

E= 4

b) Schema implicite

Figure 3.6: Molécules de calcul dans un schéma de différences finies.

Dans ce schéma, les dérivées partielles et les coefficients D et S, des équations régissant le

ressaut hydraulique sont approximés comme suit:

2_:‘ =% (3.37)
aa—\t/ =V'kHA—;V' (3.38)
Z—:z% (3.39)
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N _Vi -V (3.40)
OX 2AX
Dans lequel
h = %(hik_1 +ht)) (3.41)
V- %(Vikl +v)) 3.42)
D’ = %(Dik1 +DY,) (3.43)
.1
s = (8.0, +5.0) (3.44)

Une comparaison entre les deux schémas nécessite au préalable une étude des différents
schémas. Selon la comparaison faite par certains chercheurs, on retient les avantages et les

inconvénients suivants (Chaudhry, 2008):

= La méthode explicite exige une condition de stabilité sur le pas de temps
tandis que la méthode implicite ne nécessite aucune.

= Lasouplesse de programmation offerte par la méthode explicite est
beaucoup meilleure que celle offerte par la méthode implicite, surtout
lorsque le temps de programmation est limité.

= |'économie de calcul est beaucoup plus importante pour un schéma
implicite car il n'y a aucune restriction sur le pas de temps.

= Etant donné que le pas de temps dépend de chaque itération, les valeurs de
cette derniere paraissent souvent tres petites de sorte que les précisions sur
les calculs sont meilleures.

= La méthode explicite est tres conseiller dans le cas de problemes de
discontinuité. Dans ce qui suit, on s'intéressera plus particulierement a la

méthode de Lax, qui nous servira a résoudre les équations de Saint Venant.
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11.3.5. Application du schéma de LAX aux équations de Saint-Venant
a) Forme non conservative :

Soient les deux équations de Saint Venant pour les canaux prismatiques :

Equation de continuité :

ah Dﬂ Va—hzo (3.45)
at OX OX

A , .
u: D :E' A : étant la section et B la largeur du canal.

Equation dynamique :

oV ., 0V ah
ANV Z_g(s, =S 3.46
a a9 g(° f) (3.46)

En remplacent les dérives partielles des équations (3.45) et (3.46) par leurs expressions de

différences finies et les coefficients D et S, (les équations 3.37 a 3.44) et par simplification

nous obtenons :

V)= 2 ) (3.47)

i+1

hik+l :%(hik hllil) l it D (V|+l

v =%(Vik V|-|¢(—l) ; 2;[( g(hilj—l _ hik_l)_%%v (V,fl —VX )+ gA'[(S0 —5:)

(3.48)

Il est clair (Fig 3.7) que les coordonnées des points i,k +1), (i,k) , (i-1,k) et (i+1,k) sont
respectivement : (xo,t0 +At), (Xo,to), (XO —Ax,to)et (X0 +Ax,t0). En étalant un peu plus le
développement en série de Taylor les termes des équations (3.37) a (3.42) et on les

comparant aux équations (3.45) et (3.46) on peut facilement montrer que des termes

1(Ax)* &*h t1(Ax)262v

supplémentaires apparaissent a I'exemple des terme : qui sont des
At ox* 2 At ox

termes diffusifs d’ou le nom du schéma (schéma de diffusion de Lax).
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t L
t,+at k+1
At
T } K
k—I
AX | AX
xn x=
i—1 i i+

Figure 3.7: Notation pour les grilles de calcul

b) forme conservative :

La forme conservative des équations de Saint Venant régissant le phénomene du ressaut

hydraulique peuvent s’écrire comme suit :

U +F +S=0 (3.49)

Dans le quel :

u=[ A e[ YA ]S 0 3.50
“lva)’ " Tlvirgan)’ T Tl oAS, - S,) (3.50

Et Ah : moment statique de la section d’écoulement sur la surface libre. Ce moment peut étre

calculer a partir de :
[[0(x)-nlo(n)dn (3.51)

Dans laquelle o et la largeur de la surface de I'eau a une profondeur7 . Le remplacement des

approximations de différences finies des équations (3.37)-(3.44) dans I'équation (3.49) donne :

FY —Ff )-sat (3.52)

i+1

Uik+1 :%(Uikﬂ +Uik1)_%%(
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Une fois que les valeurs de A et V.A ont été déterminées au temps (k+1) nous déterminons les

variables d’intérét, h et V puis on passe au prochain pas de temps.

Cette méthode est utilisée a I'intérieur de la grille de calcul, cependant elle ne peut pas étre

utilisée aux limites.

A cet effet, d’autres procédures et méthodes ont été proposées pour résorber cette contrainte
dont nous présenterons I'une des méthodes les plus utilisée dans ce contexte notamment la

méthode des caractéristiques.
c) Conditions initiales et conditions aux limites :

Les équations aux différences finies présentées précédemment sont utilisées aux points de la
grille intérieure. En commencgant les calculs, nous spécifions les conditions initiales et nous
incluons les conditions aux limites pour simuler les limites du canal et I'entrée et les conditions
d'écoulement aux extrémités du canal. Une bonne inclusion des conditions aux limites est tres
importante pour une application réussie de toute technique numérique, en particulier pour les
systémes hyperboliques, dans lequel une erreur introduite aux limites est propagée et reflétée
tout au long de la grille. Ces erreurs peuvent provoquer une instabilité dans de nombreux cas

(Anderson, et al. 1984).

= Conditions initiales
On suppose que la profondeur et la vitesse de I'écoulement supercritique a la premiere
section (Fig 3.8) sont connues pour calculer la profondeur de I'écoulement initiale (h) et la
vitesse (u) a tous les nceuds de calcul du systéme. Les conditions initiales sont déterminées en
résolvant |'équation d'énergie décrivant |'écoulement graduellement varié dans les canaux
ouverts.
L'écoulement permanent graduellement varié dans les canaux ouverts est décrit par I'équation

suivante (Chaudhry, 2008) :

S,-S
%=°—uzf (3.53)

1——

gh

Cette équation est intégrée pour trouver la profondeur d'écoulement le long du canal. Pour ce

faire, la méthode d'Euler est utilisée comme suit :
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Soit connue la profondeur de I'écoulement h, en (X = Xi) (Fig 3.8), alors la profondeur de

I'écoulement en(x =X, ) est :

i+1

(3.54)

Par |'utilisation répétée de I'équation. (3.52), le profil d'écoulement le long du canal est calculé

par pas de longueur AX .

' Downstream
*;_ ‘1 @ @ bOUndey \

/

. -
Sluice —af ' - !
gate H | I

H

H | |

—_

'
Upstream }
boundary

Figure 3.8: Notation pour le calcul des conditions initiales

=  Conditions aux limites

Les différents schémas aux différences finies présentés dans le paragraphe IV4 ont été décrits

pour déterminer les conditions aux nceuds de calcul intérieurs.

Conditions aux limites

I A \/-\
‘i/ i i \
JHINTTTT N —
: : i N
Y| S S —
i i i N
JISINTTTT o S e
i—1 i i+1 2

Figure 3.9: Maillage du domaine et conditions aux limites

Aux limites, un traitement différent est requis, comme indiqué dans les paragraphes suivants :
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A la limite amont, la profondeur d'écoulement (h) et la vitesse (u) sont requises et restent
inchangées par rapport aux conditions initiales pendant les calculs. A la limite aval, une
profondeur d'écoulement constante est spécifiée et la vitesse d'écoulement est calculée en
ayant recours a la méthode des caractéristiques (a partir de I'équation caractéristique
positive). Une différence finie avant est utilisée dans la forme caractéristique des équations

(2.36) et (2.37) comme suit :

La célérité d'une onde de gravité dans un écoulement a surface libre dans un canal

rectangulaire a largeur unitaire est donnée par I'expression :

c=4/gh (3.55)

Ou c est la célérité de I'onde. Ensuite, en utilisant I'équation caractéristique positive (nous
présenterons en bref cette méthode dans les paragraphes qui suivent et pour plus de détails,

voir Chaudhry, 1987) :

i+1 i

k
UiI:I = gAt(So =S )_[%j (h'kH N hik )+u'k (3.56)

k+1
i+1

La vitesse,U. . au temps inconnu k + 1, est ainsi déterminée. La précision globale du schéma

n'est pas altérée si I'ordre de précision des conditions aux limites est inférieur de un a celui des

nceuds intérieurs (Chaudhry, 2008).
= Meéthode des caractéristiques

Dans cette méthode, les équations de Saint-Venant sont d'abord converties en équations
caractéristiques, qui sont ensuite résolues le long de la courbe caractéristique. La méthode est
inadaptée aux systémes ayant de nombreux changements géométriques, et elle échoue en
raison de la convergence de la courbe caractéristique chaque fois qu'un choc se forme. Bien
gue tres populaire dans les années 1960, cette méthode a été remplacée par les méthodes de

différences finies.

Cependant, pour certaines méthodes de différences finies, les équations caractéristiques sont

utilisées pour développer les conditions aux limites comme il a été indiqué précédemment.

En multipliant I’équation (3.45) par un multiplicateur inconnu A et en l'ajoutant a I'équation

(3.46), nous obtenons :
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oV oV oh g \oh
—+\V+AD)— |+ A —+|V+= |— |=09lS5,-S 3.57
[a ( )m} {8t( zjw} a(s, =) 3.57)
. . A . . dx g
Maintenant si nous définissons le multiplicateur inconnu A4 tel que V +/1D=E=V +z ,

/ B i ) .
nous obtenons que A =+ gT . La célérité d'une onde dans un écoulement en surface libre est

donnée par I'expression :

c=_[22 (3.58)

, g ., ) ., dx N
Par conséquent, 4 = I'expression précédente de Y peut étre écrite comme :
& _yvic (3.59)
at

En utilisant I’équation (3.59) et I'expression des dérivées totales de h et V I'équation (3.55)

peut s’écrire :

dv gdh
—+=——=90(S,-S 3.60
at T Cdt g( 0 f) ( )
De méme pour A = —%, on peut écrire que :
ax =V -C (3.61)
dt

Alors en utilisant I’équation (3.61) et I'expression des dérivées totales de h et V I'équation

(3.62) peut s’écrire :
=38 (s, -s,) (3.62)

A notez par ailleurs, que I’équation (3.60) n’est valide que si I’équation (3.59) est satisfaite et

I’équation (3.62) n’est valide que si I'équation (3.61) est valide. Les équations (3.59) et (3.61)
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représentent les courbes caractéristiques (Fig 3.10) dans le plan (x, t). En se référant a cette

figure et en notant les conditions précédentes pour la validité des équations (3.60) et (3.62) il
est clair que I'équation (3.60) est valide le long de la courbe caractéristique positive C*, et

I’équation (3.62) est valide le long de la courbe caractéristique négative C™.

| __ |
4 ; 1
. i
Characrer:’_sn‘c curves
) I
k+1 |F.f |
c* o |
—
Y K
E A B
=~
k— 1
T T
i— 1 i i+ 1
Distance, x

Figure 3.10: Notation pour les équations caractéristiques

positives et négatives

En multipliant les équations (3.60) et (3.62) par dt et intégrant le long de la courbe

caractéristique AP et BP, nous obtenons :

T T% T (s, -5, bt (3.63)
P P P
Jav—[ Zdn=[g(s, s, b (3.64)

Dans ces équations on cherche les valeurs de V et h qui sont les inconnues en fonction

d’autres variables, on obtient :

V.-V, +(%j (h. —h)=g(S, -, ), At (3.65)
A
V, -V, +[%j (h. —h)=g(S, -5, ), At (3.66)

C’est deux équations peuvent étre écrites comme suit :
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vit=Cc,-C, h (3.67)
Et
vi*t=C, +C, h (3.68)
Dans lesquelles :
C, =V +C, ht +9(S,-S,) At (3.69)
C,=V¥ -C, h +g(s,-S,) At (3.70)
Avec C, :% (3.71)

d) Condition de stabilité : Condition de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL)

Une méthode est dite instable, si elle est sujette a une propagation importante des erreurs
numeériques de discrétisation et d'arrondi. Un probléme peut étre bien conditionné alors que
la méthode numérique choisie pour le résoudre est instable. Dans ce cas, il est impératif de
changer de méthode numérique. Par contre, si le probleme de départ est mal conditionné,
aucune méthode numérique ne pourra y remédier. Il faudra alors essayer de trouver une
formulation mathématique différente du méme probléme, si on sait que le probleme physique

sous-jacent est stable.

En mathématique, la condition de stabilité (Courant-Friedrichs-Lewy) ou condition de Courant
du nom des auteurs (Richard Courant, Kurt Friedrichs et Hans Lewy) est une condition pour
résoudre des équations différentielles (équations de Saint-Venant) et vérifier leur
convergence. Elle est utilisée en général, pour vérifier que le schéma utilisé pour le calcul est

stable et qu'il converge vers la solution recherchée, c'est-a-dire vers la solution du systéme

Pour la stabilité du schéma cité ci-dessus, il faut que le nombre de Courant, (C,), soit inférieur

ou égal a 1.

Avec

C

n

- At% (3.72)
AX
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Ainsi, l'intervalle de temps de calcul dépend de I'espacement spatial de la grille, la vitesse
d'écoulement, et la célérité, qui sont des fonctions de la profondeur d'écoulement.
Puisque la profondeur d'écoulement et la vitesse d'écoulement peuvent changer de maniere

significative pendant les calculs.

IIl. Conclusion

Les méthodes aux différences finies consistent a discrétiser, moyennant un maillage de calcul
prédéfini, chaque dérivée partielle d’'une variable dans I'EDP a I'aide du développement en
série de Taylor de la valeur de cette variable. Ainsi, la discrétisation de 'EDP permet d’obtenir
des relations linéaires entre la valeur de la variable en un noeud et les valeurs de cette méme
variable aux nceuds voisins du maillage de calcul.

Les méthodes aux différences finies apportent, grace a leur simplicité, la possibilité de
construire des schémas numériques d’ordre élevé a faible co(t.

Cependant, elles semblent plus difficiles a mettre en ceuvre pour les problemes a géométrie
complexe ou la construction d’'un seul maillage structuré est difficile. Elles sont donc mal

adaptées aux écoulements en géométries complexes.

Mémoire Master Il 51



Chapitre 4 Application et validation du modéle numérique

Chapitre 4

Application et validation du modele
numeérique

Une fois le modéle est mis en ceuvre (objet du précédent chapitre), il est de rigueur
scientifique de le confronter a des essais expérimentaux afin de tester sa fiabilité et sa
performance, c’est le contexte de ce chapitre dans la mesure ol I'on compare les résultats

obtenus du modele proposé aux données expérimentales issues des travaux antérieurs.

I. Base et données expérimentales de validation

La base expérimentale, servant de validation au modéle numérique élaboré dans le cadre de
ce travail, a été puisée du travail de Gharangik (1988). Ce travail est I'un des travaux les plus
consistant et s’inscrit dans le rang des travaux de références et fondamentales dans ce sujet.
Les données de laboratoire ont été obtenues sur une installation d'essais dans le

département d'Ingénierie Civile et Environnementale de I’'Université de Washington.

I.1. présentation de l'installation d’essai

L'installation d'essai est composée d'un canal horizontal a parois de 14.00 metres de long, de
0.9 métre de haut et de 0.30 meétre de large avec une section transversale rectangulaire
(figure IV.1). Le canal est alimenté en eau a partir d'un grand réservoir a charge constante a
travers une vanne murale. Aprés avoir traversé le canal, I'eau passe par un réservoir de
mesure, puis déversé dans un canal de drainage menant a un puisard souterrain. Le ressaut
a été formé a une distance de 3 meétres et ceux en ajustant la profondeur de l'eau a I'aide
d'une vanne réglable a I'extrémité du canal. L'emplacement du ressaut a ensuite varié en

fonction de I'état d'écoulement.
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Le débit a été déterminé au moyen du réservoir de mesure. Les profondeurs d'écoulement a
I'extrémité amont et dans la section du canal en paroi métallique ont été mesurées a des
intervalles équidistants par un limnimetre ayant une précision de 0,03 centimétre. Un
systeme de grille de repérage sur la section vitrée a été utilisé pour mesurer les profils du
ressaut et leur emplacement. Les expériences pour chaque ensemble de données ont été
répétées pour s’assurer de la précision des résultats du test.

Des tests ont été effectués avec le nombre de Froude incident, allant de 2.30a 7.0.

" Head tonk
= A Sharp-edged gate Tail gate —
Heoffles r -
H Glass walls Metal walls v 0.9m
» b - —= Flow —»- 1
o -
Q\ : [ F— 3m | It m N[
Valve
Measuring
Tank
Avi
Pump
: N Large sump
K— | ) d-l——

Figure 4.1: Schéma du dispositif expérimental (Gharangik, 1988)

Il est a noter par ailleurs que les profils de surface de |'eau sont mesurés sur la partie du
canal ou le corps principal du ressaut est formé. La distance, x = 30cm, représente la limite
amont et est prise comme point de référence pour les mesures. Pour exécuter le modele
numérique, la profondeur et la vitesse d'écoulement en amont et la profondeur en aval
doivent étre spécifiées. Pour cela, les profondeurs d'écoulement mesurées ont servi au
calcul de la vitesse amont pour chaque simulation a partir de I'équation de continuité.
Q=Bhu (4.01)
Ou Q est le débit d’écoulement, B la largeur du canal, h est la hauteur mesurée et u est la
vitesse calculée de I’écoulement. Le nombre de Froude du flux entrant est obtenu a partir de

la formule suivante (Chow, 1959) :
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F=— (4.02)
Jah

Ou

F.=nombre de Froude

U = vitesse d’écoulement, et

h = hauteur d’écoulement.

Les valeurs de la profondeur h et de vitesse u a I'état stationnaire ont été spécifiées en tant
gue conditions initiales et été calculés en supposant que le régime est complétement
supercritique. Les calculs instationnaires ont été débutés en augmentant la profondeur en
aval a une valeur mesurée expérimentalement. Le modele numérique du ressaut
hydraulique a été exécuté jusqu'a ce que les calculs convergent vers un nouvel état

stationnaire.

Le pas de temps est conditionné par le nombre de Courant et I'espacement des nceuds de
calcul. Le nombre de Courant a été fixé a 0.95, puisque la meilleure résolution du ressaut est
obtenue quand il est proche de 1.0. La taille de la grille de calcul a influencé la simulation de

la longueur du ressaut hydraulique.

Dans le modéle numérique (MacCormack), le coefficient de rugosité de Manning (Mn) est

approché en mesurant le profil de la surface d'eau dans le canal d'essai pendant le régime
supercritique initial et en créant le méme profil de surface avec le modele numérique en

utilisant diverses valeurs de (M . ) (Gharangik, 1988).

Le modele numérique a été exécuté pour un ensemble de données expérimentales

répertoriées dans un tableau illustré ci apres.

I.2. Liste des données expérimentales (Tableau des tests)

Le modéle numérique a été testé pour des valeurs expérimentales résumés dans le tableau

suivant :
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Tableau 4.1. Conditions Hydrodynamiques des tests

g:':;i:o Hauteur amont (m) Vitesse U, (m/s) ::::-::ede Hauteur aval (m)
1 0.031 3.831 7.0 0.265
3 0.04 3.578 5.74 0.286
4 0.043 2.737 4.23 0.222
6 0.064 1.826 2.30 0.168

II. Procédure de calcul numérique

La modification locale opérée sur les conditions d’écoulement comme par exemple la
manceuvre d’'une vanne murale dans un écoulement a surface libre, introduit dans le liquide
une discontinuité portant sur les parametres de cet écoulement et donne ainsi naissance
d’une onde de choc connue communément sous le nom de ressaut hydraulique.

Un tel mouvement est régit par les équation de Saint Venant et il s’agit d’'un systeme
d’équation au dérivées partielles (EDP) non linéaire de type hyperboligue comme exposé

dans les précédents chapitres.

Confronté a I'impossibilité de les résoudre analytiquement, nous faisant appel aux outils qui
demeurent depuis une belle lurette des outils d’appoint quant au calcul et la prédiction du

champ d’écoulement charcuté par ces ondes de choc a sa surface libre.

Nous nous sommes rabattu sur la méthode des différences finies en utilisant le schéma
diffusif de Lax qui est un schéma explicite. Suivant cette méthode, la solution est obtenue
par une succession de calculs itératifs des variables en démarrant les simulations des
conditions initiales et en intégrant des conditions aux frontieres, jusqu'a ce qu’un état
d’équilibre soit établit.

Pour une simulation correcte et stable, le temps doit impérativement obéir a la condition de
stabilité dite de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL). A cet effet la stabilité du schéma de Lax se
traduit par le nombre de Courant illustré dans le chapitre précédent (Eq 3.70) et le pas de
temps doit étre choisit de tel sorte que :

C, AX

At = (4.03)
Max|\_/|+c|
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Avec C pris égale a 0.95 pour toutes les simulations exécutées le long de ce présent travail.

III. Résultats et discussion

II1.1. Analyse stationnaire du ressaut

Les calculs de simulation ont été exécutés pour déterminer I'écoulement en régime
permanent s’établissant dans le canal rectangulaire suite au changement dans I’écoulement

opéré a l'aval du canal a I'exemple de la fermeture d’une vanne murale.

Le but, a cet effet est de tracer le profil de la ligne d’eau h(x) le long du canal et ainsi localiser
rigoureusement I'endroit de I'apparition du ressaut hydraulique et prendre connaissance de
tous ces caractéristiques (longueurs caractéristiques et hauteurs conjuguées). Ces résultats
sont particulierement intéressants du point de vue pratique de dimensionnement des ces
canaux rectangulaires notamment pour la conception des bassins de dissipation. La
prédiction de la position du ressaut pour certains ouvrages a I’'exemple des grandes conduite

d’assainissement permet la connaissance des points a potentiels de débordement.

Les résultats de calcul sont illustrés, conjointement aux mesures expérimentales établit par
Gharangik (1988). Les tests menés dans le cadre de ce travail ont concerné quatre (04) cas a
différents nombres de Froude, comme illustré dans le tableau (IV.1). Les différents graphes

obtenus apreés la simulation des tests sont présentés ci-aprés (figures 4.2 a 4.5) :
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—— Lax (présent modele)
* Experimental (Gharangik, 1988)

0,35 - ---- MacCormack (Gharangik, 1988)
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Figure 4.2: Profil du ressaut stabilisé

Nombre de Froude=7.0
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—— Lax (présent modele)
= Experimental (Gharangik,1988)
0,35 - ----MacCormack (Gharangik, 1988)

0,3 N L L R I = = = m =

0,25 -

0,2
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0,05 ) s =m_=m "

Distance le long du canal (m)

Figure 4.3: Profil du ressaut stabilisé

Nombre de Froude=5.74
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Chapitre 4

Application et validation du modéle numérique
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Figure 4.4: Profil du ressaut stabilisé

Nombre de Froude=4.23
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Chapitre 4
0,35 1 —— Lax (présent modéle)
= Experimental (Gharangik, 1988)
0,3 - ----MacCormack (Gharangik, 1988)
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Figure 4.5: Profil du ressaut stabilisée

Nombre de Froude=2.30
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II1.2. Tests N°01, 03 et 04 respectivement pour Fr=7.0, 5.74 et 4.23

Les résultats de ces simulations sont superposés aux résultats expérimentaux de Gharangik
(1988) ainsi que ses calculs numériques en utilisant le schéma de MacCormack du second
ordre. Les résultats du modéle proposé congruent bien avec les résultats du schéma de
MacCormack du second ordre calculé par Gharangik (1988).

Concernant la postions du ressaut les deux sont légérement décalés a I'aval par rapport aux
résultats expérimentaux (1.16 m par rapport au modeéle proposé a Fr=7.0). Ce désaccord est
dd principalement a I'aspect numérique et concerne le terme source qui résulte des
frottement, ce dernier dans le modele proposé et dans le schéma de MacCormack est
considéré (lors de la discrétisation) constant en bloc autrement dit constant pour chaque pas
de temps ce qui ne reflete pas tout a fait la réalité du fait que les frottements varient
continlment dans le temps. Le traitement numérique adopté de ce terme influence la
position du ressaut par rapport aux résultats expérimentaux.

II1.3. Tests N°06 pour Fr=2.30

C’est les résultats présentés dans la figure 4.5, il est bien claire que les deux modeles (Lax et
MacCormack) concordent tres bien avec les résultats expérimentaux de Gharangik (1988), le
nombre de Froude étant petit (Fr=2.30) |'effet de frottement a diminué considérablement et
le probleme indiqué précédemment pour les cas d’'un nombre de Froude grand n’a que peu

d’influence.

II1.4. Analyse dynamique du ressaut hydraulique

Afin d’étudier le ressaut hydraulique dans son aspect dynamique et voir I'influence du

nombre de Froude sur I'avancée dynamique du ressaut, nous avons analysé le déplacement

du ressaut dans le temps et ce en reconstituons ces différentes positions correspondant a

des temps différents et en les superposant sur un méme graphe.

Pour ce faire, nous avons analysé les simulations dont le nombre de Froude est égal a 7.0 et

2.30 respectivement, voir les figures 4.6 et 4.7.

=  Pour un nombre de Froude Fr=2.30, 'avancé du ressaut débute de I'aval vers I'amont (du
régime subcritique vers le régime supercritique) comme c’est illustré dans la figure 4.6
aux temps t= 46s, 71s jusqu’a sa stabilisation a partir de t=120s. Le temps a 175s est une

confirmation de la position finale du ressaut.

Mémoire Master Il 61



Chapitre 04 Vérification du modéle numérigue
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Figure 4.6: Profil du ressaut pour différents temps
Nombre de Froude=2.30
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Chapitre 4
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Figure 4.7: Profil du ressaut pour différents temps
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=  Pour un nombre de Froude Fr=7.0, le ressaut avance de I'aval (voir la figure a t= 10s)
vers I'amont (voir a t= 35s). Aprés un quasi équilibre, le ressaut reprend son
mouvement tout en changeant le sens de son déplacement de I'amont vers 'aval
(voir a t= 55s, 65s) jusqu'a ce qu’il atteint son équilibre a partir de t= 105s. Ce
comportement peut s’expliquer du point de vue physique par la prépondérance des
forces d’inertie qui se traduit par un nombre de Froude assez grand (dans notre cas
Fr=7.0) et qui tente de freiner I'arrivée de la surélévation (ressaut) en arrivant vers
I'entrée du canal (régime supercritique), ce dernier est contraint de s’éloigner vers

I’aval pour se stabiliser apres quelques temps.

IV. conclusion

En tentant de valider le modéle proposé, nous avons comparé les résultats issus de ce
dernier aux données expérimentales des travaux élaborés par Gharangik (1988) et pour une
meilleur analyse, ses résultats obtenus par le calcul numérique en utilisant un schéma de

MacCormack ont été intégrés dans la table de comparaison.

A l'issu des différentes simulations faites pour I'étude stationnaire du ressaut pour des
nombres de Froude différents (Fr= 7.0, 5.74, 4.23 et 2.30), le modeéle proposé a donné de
bon résultats par rapport aux résultats expérimentaux hormis le léger décalage observé sur
la position du ressaut qui nous a révélé que les frottements (le terme source) nécessitent un
traitement numérique assez fin car il influe potentiellement la détermination de la position
du ressaut.

De I'analyse dynamique, nous avons décelé I'impact et I'effet du nombre de Froude sur
I’avancé dynamique du ressaut et comment q’un « bras de force » est créé entre les forces
d’inerties qui tentent de retarder sa progression vers 'amont (I’entrée du canal) et le ressaut

lui-méme qui avance jusqu’a ce qu’un équilibre soit établit et le ressaut se stabilise.

L'analyse des résultats des différents tests met bien en exergue la faculté du modeéle

proposé a bien prédire les différentes caractéristiques du ressaut hydraulique.
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Conclusion générale et
perspectives

Les chercheurs dans le domaine de I'"hydraulique ont toujours été fasciné par I'étude des
écoulements a surface libre et ce a la fois a cause de leur complexité et leurs merveilles.
Modélisé mathématiquement par I'un des éminent scientifique de son époque un ingénieur,
physicien et mathématicien francais du nom de Barré de Saint-Venant qui a proposé a
I’'académie des sciences en 1871 un systeme d’équations aux dérivés partielles basé sur les
deux principes de conservation, de la masse et celui de la quantité de mouvement, ce
systeme aboutie a un couple d’équations classé selon la physique mathématique dans la
famille des équations hyperboliques non linéaires gouvernant la quasi-totalité des
écoulements non permanents. En modifiant les conditions de I'’écoulement en un point, ceci
donne lieu a I'apparition d’une perturbation se propageant de part et d’autre de ce point
sous forme d’onde connue sous le nom d’onde de choc ou Ressaut hydraulique. Résoudre
analytiquement I'équation de Saint Venant régissant ce phénomeéne est dans la pratique

sans issue possible, le recours aux méthodes numériques est alors indispensable.

L'objectif de notre travail entreprit fut de proposer un modéle numérique simple, en
utilisant la méthode des différences finies avec un schéma explicite de premier ordre a
savoir le schéma diffusif de Lax pour la prédiction et le calcul du ressaut hydraulique (I'onde

de choc).

A cet effet et dans un premier temps, nous avons définit ce qu’est un ressaut hydraulique et
quelles sont ses caractéristiques pour ensuite passer en revu la synthese bibliographique des

travaux menés jusqu'a présent quant au calcul numérique du ressaut hydraulique.
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Par la suite dans le chapitre deuxieme, nous avons retracé les étapes principales marquant
I’établissement des équations régissant les écoulement a surface libre (équations de Saint

Venant).

Tandis que dans le chapitre troisieme, nous avons fait le tour des méthodes de résolution
numérique des équations aux dérivées partielles (EDP) ol nous avons mis en premier plan la
méthode des différences finies, de méme, nous avons décrit les différentes étapes a suivre
pour la discrétisation d’'une EDP et comme cas concret d’application, nous avons discrétisé
les équations de Saint Venant objet de notre travail, par la méthode des différences finies en

utilisant le schéma diffusif de Lax.

Dans l'optique de valider le modéle proposé basé sur le schéma de Lax, des simulations
numériques ont été effectuées et comparées a des résultats expérimentaux de laboratoire
obtenus par les travaux menés par Gharangik (1988). Pour une meilleur analyse, la
comparaison a touché aussi ses résultats obtenus a partir des modeles numériques issus
d’autres schémas a savoir le schéma de MacCormack précis au second ordre dans I'espace et

dans le temps, ceci a constitué le contenu du dernier chapitre.

L'analyse a été scindée en deux parties, la premiére a porté sur I'état stationnaire du ressaut,
autrement dit la position finale du ressaut (siege de I'onde stationnaire), la deuxieme partie
a concerné l'aspect dynamique du ressaut. Les résultats obtenus ont été trés probants et en
trés bonne concordance avec les résultats expérimentaux. Cependant de légeres différences
dans la position du ressaut ont été décelées et celles-ci sont dues au terme source
(frottement) ce qui nous méne a affirmer qu’un traitement numérique plus rigoureux de ce
terme est potentiellement plus précis quant a la détermination de la position du ressaut. De
I’'analyse dynamique, nous avons pu mettre en relief I'influence du nombre de Froude sur
I'avancé dynamique du ressaut, notamment la réaction des forces d’inerties sur la
progression du ressaut vers I'amont (I’entrée du canal) jusqu'a I'état d’équilibre (stabilisation

du ressaut).

A l'image des résultats obtenus dans le cadre de ce modeste travail, nous pouvons prétendre

que le modele proposé est bien adapté a la prédiction et le calcul du ressaut hydraulique.
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Comparativement aux autres schémas, le schéma de Lax est d’une tres grande simplicité
dans sa conception, une facilité dans lI'implémentation et abouti a des résultats tres
satisfaisants vu I'effort moindre qu’il exige, son ordre de précision (premier ordre) empéche
I'apparition de phénoméne parasite (dispersion numérique). Quant a sa stabilité il est

soumis a la condition de Courant (CFL) que nous avons respecté le long de nos calculs.

Ce travail ne représente qu’une modeste contribution au calcul du ressaut hydraulique pour
un canal horizontal de forme rectangulaire. Comme nous I'avons déja signalé ci-dessus, le
traitement numérique du terme source influence sensiblement la détermination de la
position du ressaut. Manier finement ce terme en utilisant d’autres méthodes numériques a
I'image des éléments finis semble étre une piste a explorer pour améliorer davantage le
calcul et la prédiction du ressaut. Le modele peut étre transposé aux canaux de forme
prismatique quelconque (trapézoidale, circulaire...etc.), ce qui ouvre de nouveaux champs

d’investigation pour des recherches ultérieures.
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Résumé

Le travail porte sur la modélisation numérique du probléme du ressaut hydraulique
stationnaire dans un canal rectangulaire par la méthode des différences finies. La
détermination et connaissance des caractéristiques du ressaut ; position, longueur, hauteur
ainsi que la dissipation d’énergie occasionnée sont alors de premiere importance pour
I’exercice de conception et calcul des ouvrages et systemes hydrauliques a surface libre.
Moyennant certaines hypothéses simplificatrices admissibles en pratiques le modeéle
mathématique de Saint-Venant 1D a été utilisé pour le calcul dynamique de I’onde de choc.
La solution numérique du couple d’équations aux dérivées partielles hyperboliques a été
obtenue par la Méthode des Différences Finies et par la méthode des caractéristiques aux
frontiéres du canal.

Les résultats portaient sur la prédiction du profil dynamique de la surface libre d’eau suite a
un contrdle aval du débit et I’état stationnaire du ressaut dans le canal. Les résultats obtenus
a cet effet montrent une trés bonne concordance comparativement aux mesures
expérimentales et numériques d’autres chercheurs.

Mots-clés : Ressaut hydraulique, canal a surface libre, Equations de Saint-Venant, Différences Finies.
Abstract

This work deals with the numerical modeling of the hydraulic jump problem in a rectangular channel
by the finite element method. The determination and knowledge of the jump characteristics; the
position, length, height and energy dissipation are of prime importance for the design and calculation
of hydraulic structures and systems with free surface flows. On the basis of certain simplifying
assumptions that are acceptable in practice, the Saint-Venant 1D mathematical model has been used
for the dynamic computation of the shock wave. The numerical solution of the set of hyperbolic
partial differential equations was obtained by the Finite Element Method and the Method of
Characteristics at the boundaries.

The results concerned the prediction of the dynamic water-free profile following a downstream
control of the flow rate and the stationary state of the hydraulic jump in the channel. The results
obtained for this purpose show a very good agreement with experimental measurements and
numerical other researches.

Key Words: Hydraulic jump, free surface channel, Saint-Venant equations,
finite differences.
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