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Chapitre 1

Introduction générale

Il est connu que dans le domaine quantique certains phénomeénes non relativistes s’ex-
pliquent de maniére satisfaisante par I’équation de Schrédinger. Dans le domaine relativiste par
contre, il est plus approprié d’utiliser des équations comme celle de Klein Gordon (KG) et de
Dirac, au lieu de I’équation de Schrodinger.

Cependant en vue de comprendre simplement ces équations il s’est développé parallélement
diverses approches. Citons par exemple ’approche de Schwinger, de Heisenberg, et plus parti-
culierement celle de Feynman basée sur des notions familiéres de mécanique classique comme
I’action, les trajectoires etc....

Une autre approche moins connue et proche de celle Feynman existe : il s’agit de la méca-
nique quantique stochastique (MQS).

Introduit en 1981 par G. Parisi et Wu[l], ce formalisme, récent-a cheval sur les intégrales
de chemins et les équations différentielles stochastiques, est aussi un outil de compréhension de
la mécanique quantique. Bien que sa formulation soit simple, il n’a pas eu cependant le mérite
d’étre développé comme le sont actuellement les autres approches. Brievement, le principe sur
lequel est bati la MQS est le suivant : on se donne un systéme physique qui interagit avec
son environnement ; 'interaction est en général modélisée par un bruit. Sa variable dynamique
devient alors aléatoire et son évolution est décrite par une équation dite de Langevin. C’est
ainsi que des quantités physiques s’obtiennent & partir de la solution de cette équation.

A cette formulation, il est ajouté en plus de ’équation de Langevin qui décrit la relation



entre la variable et le bruit, une notion plus commode de probabilité (réelle). Cette probabilité
est solution d’une équation connue dite de Fokker-Planck (FP). C’est une équation du ler ordre
par rapport au temps et qui se rameéne a celle de Schrodinger par une simple rotation de Wick.

Par ailleurs, dans ’approche de Parisi et Wu, la description nécessite 'introduction d'un
temps supplémentaire qui est fictif. En prenant la lim — oo, ce temps permet du point de
vue statistique de trouver un certain équilibre. En principe, les résultats de la M(Q habituelle
doivent émerger naturellement puisque a 1’équilibre, la probabilité prend la forme standard de
Feynman de poids en exp(Action).

Nous nous proposons dans ce mémoire dans une lére étape de voir les possibilités de ce
formalisme en étudiant le mouvement d’une particule relativiste, sans spin; régie donc par
I’équation de Klein Gordon, soumise & ’action combinée de deux champs d’ondes électroma-
gnétiques planes et orthogonales.

Le champ dont il est question est décrit simplement par un potentiel vecteur donné par la

superposition suivante
V= Au(e) + Bu(x), (1.1)

ou A,(p) = Au(kx), Bu(x) = Bu(Kz) et k # K. Ce champ est en outre assujetti & la condition
de jauge de Lorentz (0,A* = 0,B" = 0) condition qui équivaut &
kA= KB =0, (1.2)
avec le caractere relatif aux photons
k= K?*=0, (1.3)
ainsi que les conditions d’orthogonalité des deux champs d’ondes planes c’est & dire :
AB=kK=KA=kB=0. (1.4)

La solution du probléme avec une seule onde est considéré dans [6], [7].

Nous allons refaire les calculs déja existants dans la littérature [2]

Ce mémoire est composé de 4 chapitres.

Dans le le chap. 2, a titre de rappel nous présentons la formulation de la MQS de Parisi-WU

[4] et au chap.3 nous montrons a partir des équations de Langevin comment calculer la fonction



de Green relative a une particule de KG (spin 0) en utilisant la formulation du propagateur par
la MQS donnée par [4]. Le calcul est d’abord fait dans ’espace des phases, le mouvement étant
régi par ’hamiltonien. Grace aux caractéristiques de deux ondes électromagnétiques planes, le
traitement perturbatif [5] se simplifie énormément. Avec quelques itérations, l’action ainsi que
le facteur de fluctuation sont déterminés. Le calcul est effectué pour une particule relativiste
soumise a l’action combinée de deux champs d’ondes électromagnétiques planes et orthogonales.

Le méme probléme est encore repris au chap.4 mais cette fois ci dans ’espace de configura-
tion. Le lagrangien est utilisé a la place de 'hamiltonien. Nous avons ainsi une seule équation
de Langevin a considérer. Comme précédemment,l’action classique et le facteur de fluctuation
sont recalculés et la fonction de Green alors déterminée a I’équilibre.

Enfin, nous terminons par une conclusion.



Chapitre 2

La quantification stochastique de

Parisi- Wu

2.1 Equation de Langevin

Dans ce chapitre, nous allons donner un apergu assez détaillé sur la méthode de quantifi-

cation stochastique de Parisi-Wu.

La mécanique stochastique est basée principalement sur I’équation de Langevin, qui décrit

la relation entre la variable et le bruit. C’est une équation différentielle au premier ordre par

rapport au temps "s"

dx(s)
ds

= [(x(s)) +n(s), (2.1)

ou 7(s) est un bruit.
Si le bruit 7 satisfait les deux propriétés suivantes :

a- moyenne nulle

(n(s)) =0, (2.2)

b- et le produit de corrélation égal & une fonction de Dirac ¢



2.2 Mécanique stochastique de Parisi-Wu

(n(s)n(s) = Qé(s — s), (2.3)
il est dit ” blanc”.
Avec la condition initiale z(0) = x¢ a l'instant s = 0, la solution de cette équation (2.1)

est dépendévidement du bruit.

x(s) =z + /OSde(m(T)) + /OSdTT](T). (2.4)

Dont sa moyenne se réduit a

(o(s)) = 70 + / dr (f(a()) (2.5)

2.2 Meécanique stochastique de Parisi-Wu

Succinctement, la formulation de Parisi-Wu consiste & :

- associer au temps réel s un temps u fictif. La variable dynamique devient alors une fonction
de 2 variables : z(s) — z(s,u).

- régir ’évolution de cette variable au moyen de ce temps fictif u. L’évolution est maintenant
décrite par ’équation de Langevin

aﬁu:ﬂ(s,u) = f(z(s,u)) +n(s,u), (2.6)

avec

Flalsv) =iz,

ou S représente 'action classique relative au systéme et 7(s,u) un bruit choisi encore blanc a

(2.7)

cause de ses deux propriétés :

a- moyenne nulle

(n(s,u)) =0. (2.8)

b- le produit de corrélation égal au produit de deux fonctions o

(s, u)n(s', 1)) = Q(s — s )0 (u — ). (2.9)



2.2 Mécanique stochastique de Parisi-Wu

- pour u — 00, nous obtenons les quantités physiques de la mécanique quantique.

La moyenne en mécanique quantique se définit par

<£L’($1)Q?<82)> _ <xf7 Sr ‘ T(‘T(Sl)x(sf)) | Lis Si>, (210)

<xf7 Sf ’ Lis Si>

qui est exactement la moyenne en mécanique stochastique

(s Tl i) _ o, upasy, ) 2.11)
<xf> Sf | 24, 84) u—s00 & I )

Cette moyenne peut étre encore définie via l'introduction d’une probabilité P [z, u],

(x(si,u)x(sy,u)) = / Dxx(s;)x(sf)P [z, u], (2.12)
x(sg) = x5, x(s;) = 2, (2.13)

et cette probabilité P est solution de I’équation habituelle de Fokker- Plank, mais cette fois ci

généralisée.

0 oo J J .68
%P [z, u] = / dséx(s) (5:1:(5) - Zda;(s)) Pz, ul, (2.14)

avec bien sur la condition de normalisation

Sb
(1) :/ Dz P [z,u] = 1. (2.15)
A la limite u — o0, il est clair que
0
%P [z,u] =0

dans ce cas la fonction de corrélation (2.12) devient exactement le propagateur de Feynman

/D.%’.T(Si)x(Sf)eiS
lim (z(s;,uw)x(sy,u)) =

u—>00 ;
/Dxezs

= (0] Tx(s:)2(s5) |0) - (2.16)



Chapitre 3

Formulation stochastique du

propagateur

En mécanique quantique, le calcul de la section efficace par exemple nécessite la connais-
sance de 'amplitude de transition ou propagateur. Sa détermination est donc essentielle. Le
but de ce chapitre est de voir comment le détérminer par la mécanique stochastique (SQM) de
Parisi et Wu.

Donnons la formulation stochastique pour calculer le propagateur.

Relions d’abord I'amplitude de transition (zy, s¢ |x;, s;) & la valeur moyenne de ’hamilto-
nien H [4] :

Considérons d’abord un vecteur d’état de Heisenberg vérifiant

125, 51) = Texp [2 /S:iH(s)ds] 125, 50) | (3.1)

ou H(s) est 'hamiltonien qui régit la dynamique du systéme.

Dérivons par rapport au temps s, nous obtenons ’équation d’évolution

0 .
% |Ii, 3i> = ZH(SZ‘> ’QJZ‘, 5i> . (32)

En multipliant & gauche par le bra (zy, s

His.: )
hl <xf7 Sf | Z;, Si> — Z<xf’ Sf| (Sl) |$27 80>
<l'f,8f | ‘/L‘ivsi>

7 (3.3)

882'
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et en intégrant, I’amplitude se calcule

(xf, 55 | @i, 85) = cexp {z/ lim (H(s;,u))ds;| . (3.4)

U—00
Nous voyons qu’elle se calcule en déterminant la moyenne stochastique (H(s;,u)). La

constante ¢ étant indépendante de s; que nous fixons par la condition

)\lim()(xf,sf |z, 80) = 0(xp — ),  A=(sf—s;). (3.5)

Associons maintenant & I'opérateur hamiltonien H un hamiltonien classique. Effectuons

d’abord la séparation suivante

r=2=q+2T
e (3.6)
D = P+ DQ
L’hamiltonien H (s,u) suivant [4] et également en deux parties
H(S,U) = Hcl(87u) +HQ(S7U) (37)
Alors la moyenne de ’hamiltonien H(s,u) est comme suit
(H(s,u)) = (Ha(s)) + (Hq(s, u)) - (3.8)

- le premier terme est une partie classique indépendante du temps fictif u est reliée a ’action

classique ( calculée suivant le chemin classique )

aScl
831-

= Hu(s;). (3.9)

- et le deuxiéme terme contient des déviations a cause des bruits qui ont dévié la particule de

sa trajectoire classique. En principe ce terme donne un facteur dit de fluctuation.

Le propagateur est alors égal a

U—00

(g, 87| 24,8;) = cexp[iSy] exp {z/ " lim (Ho(si,u))ds; | - (3.10)

Finalement la détermination du propagateur passe par le calcul

- de la partie classique
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- et de la partie relative aux fluctuations quantiques (Hg(s;, u)) .

Pour des actions quadratiques, cette moyenne (Hq(s;, u)) a été calculée. C’est ainsi que les
cas relatifs a la particule libre, soumise & une force harmonique ou & un champ magnétique ont
été considérés exactement en utilisant ’espace des configurations et ’espace des phases. Le cas
ou la variable est de type Grassmman a été considéré pour calculer le facteur de fluctuation [4].

Notre but dans le chapitre suivant est d’ajouter & la liste des propagateurs calculables
suivant cette approche (MQS) le propagateur relatif & une particule relativiste soumise a I’action
de deux ondes planes et orthogonales. Considérons la solution de ce probléeme d’abord dans

I’espace des phases.



Chapitre 4

Formulation dans ’espace des phases

4.1 Propagateur d’une particule de spin 0 dans le champ
de deux ondes planes et orthogonales

Nous proposons, dans ce chapitre, en utilisant une nouvelle méthode a savoir la mécanique
quantique stochastique (MQS), de calculer la fonction de Green pour une particule scalaire
(spin 0) relativiste chargée soumise & P'action combinée de deux champs d’ondes planes, que
nous prenons pour faciliter les calculs, orthogonales.

La fonction de Green A(xy, x,) en question est solution de I’équation de Klein Gordon

(72 — mH) A(wy, 2,) = (2 — 740). (4.1)

Avec un temps propre A\, A(zy, x,) peut étre représentée sous la forme d’une intégrale

[ele} s 2
M) =5 [ dAexp{ o A} K (25,723 0), (42)

faisant intervenir un noyau K ou propagateur dont nous proposons de le calculer ici.
Notre étude se fait dans ’espace des phases .Il est donc naturel d’utiliser le formalisme

hamiltonien avec évidemment les 2 variables (zq ,pg) qui deviennent des variables aléatoires

dans I’approche de la MQS.



4.1 Propagateur d’une particule de spin 0 dans le champ de deux ondes planes et
orthogonales 13

Au chapitre 2, il a été montré que 'expression du propagateur a calculer

(g, 8¢ | @i, 8;) = cexp [1Sy] exp [2/ lim (Hg(si,w))dsi|, (4.3)
0

uU—00
passe par la détermination de la partie classique et de la partie relative aux fluctuations
quantiques (Hg(s;,u)) .

Commencons par la partie classique.

4.1.1 Calcul de ’action classique S,

L’hamiltonien qui régit le mouvement de la particule de spin 0 est

H= —é (p—eV)?, (4.4)

et I'action est la suivante
5 . 1 9
5= [ s [p91i(s) ~ 5 (o) - 1. (15
ou V est un potentiel vecteur donné par la superposition suivante
V, = A,(kx) + B,(Kx) (4.6)

Dans toute la suite nous designons kz par ¢ et Kx par y.
Soit maintenant la trajectoire classique d’équation x.. Cette équation se détermine par les

2 équations d’Hamilton, puisque nous somme dans ’espace des phases.

. 0H dA, dB
pclu — @ = (pcl — eAcl — eBcl> . (GI{JMW + €K'ua) s
: OH
Telp, = _8_]?” = Pelp — eAclu - 6Bclp,- (47)
En éliminant I'impulsion, respectivement
DPeip = j:cl,u + 6AAclu + eBcl,u' (48)
Alors, I’équation qui donne la trajectoire classique est
d . dA, dB
%(JZ’M + 614“ + EBN) =€ (pcz - eAcl — eBcl) . (k}uw -+ KM@) R (49)



4.1 Propagateur d’une particule de spin 0 dans le champ de deux ondes planes et

orthogonales 14
d . . dAgy dB
%([E’u—’—@AM—'—@BM) = EexT. (kuw—’—Kua)
dAy dB
K, 4.1
ek( d¢>+e ( dx)’ (420)

ou¢p=kaxet xy =Kz

Intégrons une leére fois /s, il vient

z,+eA,+eB, =c,+ /S ds’ [eku (x( . ;Z:;l) +eK), <£U(S) Zf,)] : (4.11)

ou encore

b= —e(A, + B+ e/ ds’ [ku (i(s').j—ﬁ) LK, (@(s').g—i)] L (412)

avec ¢ = kx(s'), ¥’ = Kz (s') et ¢ un quadri -vecteur constant.
Nous voyons que la connaissance de x au temps s nécessite au préalable la connaissance de
2 au temps s’
Résolvons cette equation par itération
En effet réutilisons I’équation pour un temps s’ et en reportons la dans I’éqauation (4.12).
Il vient successivement

® A § B
t,=c,—e(A,+B,)+ ek‘u/ ds’ (x( . Z¢ ) +eK, / ds' (x(s’)j—xl> , (4.13)

T, = cu—e(Au—i—BM)—i-eku/Sds' [(CV%) ((A +B,). CZZV)

Sa
’

o0 2) 2k [ (1 22) 2]
tekK, / s KC dB”) ((A +B,).2 /) n

, dB dB” dB"

Nous avons adopté la jauge de Lorentz, c’est a dire que : kA =

(4.14)

KB = 0 et nous avons utilisé le caractére relatif aux photons k2 = K2 = 0 ainsi que les



4.1 Propagateur d’une particule de spin 0 dans le champ de deux ondes planes et

orthogonales
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conditions d’orthogonalités des deux champs d’ondes planes c’est & dire AB = kK = KA =

kB = 0, le quadri-vitesse a pour expression

T, = cu—e(Au—l—BM)qLeku/ ds’[(cy.%> —e(A

y dB” dBY
+6KM/ dS/ |:(Cl,d—X,) — € (Bl,d—xl):| s

ou encore

, s dA”
r, = c,—e(A,+B,)+ kﬂ/ ds' [e (CV.W) —é? (A

s dBY dBY
K, /sa s { (W) - (BW)} '

Il nous est utile de trouver une équation simple.

Multiplions les 2 membres par k* ensuite par K* alors

ktz, = ktc, = oy

Ktz, = KFc, = as

et par intégration, le produit

¢ = kr = kt'z, = s + B

X =Kz = Ktz, = azs + 3,
est une fonction linéaire de la variable s.

En utilisant les conditions aux limites
kr, = a5, + B4 Kz, = ass, + By
kxy = ans, + B4 Ky = agsy + 3y
nous pouvons tirer les valeurs des constantes a; et ap
K (xy — z4), (k. Ax)

al = =
Sp — Sq A

KM(xy —x,),, (K. Ax)
a2 = = s
Sy — Sq A

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)



4.1 Propagateur d’une particule de spin 0 dans le champ de deux ondes planes et
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on ainsi que celle de 3, et 3,.

Comme il existe un lien entre le pseudo temps s et ¢ et entre s et x

dp = aqd
¢ s (4.21)
dx = ands
le 4-vecteur x,, s’écrit aussi
ke [O70retO dA dA
x, = c¢,—e(A,+B —i——”/ d¢’ [e<c,,.—,>—62 (A,,.—,)}
12 14 ( 14 N) ay b =150y de de
x=0a25+04 v v
+ﬁ dx’ [e <cy.d£,> —e? (B,,dil)] )
o) Xa:a25a+52 dX dX
: k, e? et
By = = e(dut B+ 2 |e(cA(9) - e(cA@) - S A + G A4,)
K e? e?
+22 e (B0) — e (e B0 - 500 + 5 0]
(6] 2 2
. k, e?
r, = D,—e(A,+B,)+ 04_1 e(c.A(p)) — EA ()| +
K 2
# [eteto) - S 8. (122
(6] 2
ol nous avons posé
k, e? K, e,
DM =Cy— — €C.A<¢a) - A <¢a) - —|€ (CB(Xa>) - =B (Xa) . (423)
(05} 2 (6] 2
Remarquons que ¢, # D, mais que
kxr = kc=kD Kr=Kec= KD
(4.24)
Ate, = A*D,, Btc, = B"D,,

Comme

Atg, = Alc, — eAL = A*D, — eA2, et B'i, = B'c, —eB. = B"D, —eB,  (4.25)



4.1 Propagateur d’une particule de spin 0 dans le champ de deux ondes planes et
orthogonales 17

nous pouvons encore écrire le 4-vitesse comme suit

b= Da eyt B+ |e(D.Aw) - G400 +

aq

+ 22 e (0.500) - S 570 (4.26)

Q9
Intégrons cette derniére équation une deuxiéme fois par rapport a s nous arrivons a

s ! k 5 ! 2
T, = CM—FDMS—@/ ds (AM+BN)+—“/ ds {e(D.A)—%AQ}—i—

(651 Sa

K s , 2
+=2 [ ds {e(D.B)—%Bﬂ. (4.27)

%)
ou Cu est encore un autre 4-vecteur constant.
Ces 2 constantes peuvent étre fixées.

En effet, nous avons pour s = s,

rq, = Cy + Dysq, (4.28)

et pour s = s

Sb k Sp 2
Ty = C'#—FD“sb—e/ ds(A“+Bu)+_“/ dS|:€<D.A)—%A2:|

aq Sa

K, [ 2
+= [ ds {e(D.B)—%Bﬂ], (4.29)

(6] Sa

et en faisant la différence des 2 équations

Ar = xp— 2,

Sp k Sp 2
= D,(sp— Sa) — e/ ds (A, + B,) + a—“ ds [e (D.A) — %Aﬂ +
Sa 1Jsq
K,u Sh 62
£ d D.B) — —B?
e[ c(0.5)- 58

Sb

Sp 2
Az = D,\— e/ ds (A, + B,) + ] ds le (D.A) — %Az} +

a1 Sa

B 7 {e (D.B) — 6—2321 . (4.30)

(05 Sa 2
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Alors
Axr e [ k., [* e
D,u = T—FX/S; ds (Au‘i‘B#)M—E N ds |:€DA—?A :|
KM Sp 62 9
——rF D.B) — —B*|. 4.31
Nzl ds{e( ) 5 } (4.31)

Ayant déterminé complétement la trajectoire classique, calculons I'action qui lui est relative

Sp 1
Scl = —/ ds |:§.%'§l (S) + GACZ.‘TCZ (8) + eBcl.a'scl (S):| . (432)

Le ler terme (énergie cinétique ) est simplement égal &

2

by = Dy elht B+ 2 e (DAG) - G40 +

03]

+ 22 (0500 - S 570 (1.33)

D)

2o |3

_» e (A, + B,)* —eD. (A, + B,) + Dkt {eD.A(cb) - iAQ(cb)}
2 2 @ 2

+D“K# |:€D.B(X) — %QBQ(X)]
_ D (4.34)

Ou nous avons adopté la jauge de Lorentz, c’est a dire que : kA = KB = 0 et nous avons
utilisé le caractére relatif aux photons k? = K? = 0 ainsi que les conditions d’orthogonalités
des deux champs d’ondes planes c’est a dire AB = kK = KA = kB = 0, et nous avons utilisé

aussi

D, k* (k. A x)

a1 A ’

(4.35)

D,K* (K. A )
(6%) N A ’

(4.36)
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tandis que le 2éme terme est

Al = A [Du —e(A, + B,) + K (e (D.A(9)) — %2A2(¢)> +

+§_§ <e (D.B(x)) — ;Boj(x))]
— AD—eA? (4.37)

et finalement le dernier terme est égale &

B = B et B+ 2 () - G0 +

Y <e (D.B(x)) — %QBQ(X))]

Qg
= B.D —eB?, (4.38)

reportons les résultats suivants (4.34),(4.37) et (4.38) dans 'action classique (4.32). nous obte-

nons
Sp D2
Scl e —/ dS |:7+€A.D—€2A2+€B.D_€2B2‘| y
)\D2 Sp Sp Sp Sp
— —T—GD/ dsA+62/ dsAZ—eD/ dsB+62/ dSBz,
_ 2 &+E/des(z4 gy =t [ DA C a2 —ﬁ/des e(DB)—€—282 2
20 A, TR Nay s, 2 Aas J,, ‘ 2

Sp Sh Sh Sb
—eD/ dsA + 62/ dsA? — eD/ dsB + 62/ dsB?,

A Ax? €2 5b 2 A [ k, ANz [° e2
Scl = —§l7+p |:/S; dS (AIJ + B,u):| +2 )\2 /Sa dS (AH +BH)_2I;2—O[1/SE dS (eDA — §A2>

K, A Sb 2 b 5o s o
274 233/ ds (eD.B - %32)} - eD/ dsA + 62/ dsA® — eD/ dsB + 62/ dsB?,
« Sa Sa Sa Sa Sa

(4.39)

Reportons les résultats (4.35) et (4.36) dans cette derniére équation. Nous obtenons
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Ax? 2 [ [ > elAx [
Scl = — 2)\ — ﬁ |:\/S'a dS (AH+BM):| - A /S\a dS (AN+BN)
(ku.Ax))\/sb et (KM.Ax))\/s” et
———— | ds|eD.A——A ——— [ ds|eD.B— —B
Xkao ) “° 2 ) TN K A ), 2
Sp Sp Sp Sp
—eD/ dsA + 62/ dsA? — eD/ dsB + 62/ dsB?,
Ax? e? 5 > eAx [
Scl = _W_ﬁ[/s‘a dS(AM+Bu>:| — )\ /SadS(Au—l—Bu)—l—

Sh 62 Sh 62
/ ds (eD.A — EAQ) +/ ds (eD.B — EBQ)
% Sp Sp % Sp Sp
—eD/ dsA + 62/ dsA? — eD/ dsB + 62/ dsB?,
Azr? €2 5b 2 2 5b 2 e Ag [
= —W—ﬁ[/s‘adSAu} —ﬁ[/sadSBp} — )\ /S‘adS(Au—FBH)

62 Sp Sp
+5 [/ dsA? —I—/ dsBQ} . (4.40)

et aprés quelques simplifications

A2 eAx [ 2 [P o2 o 2
Sy = —— — doA —_— dpA? — dpA
! 2\ Aovq /% oA+ 2001 /qﬁa ¢ 2)\04% [/% ¢ “]
e/\x [Xb 62 Xb 62 Xb 2
— dxB, + — | dyB?— dxB,| . 4.41
pYeT /xa X B+ 203 J . X 2\ [/xa X ”] (4.41)

(zp — x4)? e(xp — x4) /m e(xy — ) /Kxb
= )T ATy T le) [, AT T ) [ g g
S 2\ k(zy — 240) Jia, 9 K(xp — x4) Jka, X

)\62 kaxy 1 kxp 2
TR — dpA? — ———— {/ d A]
2k(xp — 4) [/ka:a ¢ k(ey = a) |ia, ’

)\62 Kaxy 1 Ky 2
R dyB* — ——— [/ d B]
2K (xp — ) [/Kxu X K(zy — 24) /K, X

nous obtenons 'action classique.

Y

(4.42)

Cette action est une fonction de z, Sq, T, Sp.

Passons au calcul du facteur de fluctuation.
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4.1.2 Calcul du facteur de fluctuation

Désignons par x4, et par p}, respectivement la déviation de z* par rapport a la trajectoire
g p g €t par Py resp p

classique 7", et de I'impulsion p* par rapport a p/,
cl cl

no— M H
=Ty + T

(4.43)
P =+ )
L’action se décompose
5 ‘ 1 2
S = —[ ds|p(s)i(s) — 5 (p(s) — eAulp) = eBu(x))
5 . . 1 2
= = [ s [(ha 4 00)  + 0) — 5 (0 10— ) ~ B0
= Sa+ 59, (4.44)
aussi :
- une partie classique S, peut étre extraite
51 dx (s 1
Sa=— [ s puts) Us) L () — edu — eBal | (4.45)
s ds 2
et une autre Sg
sf
Sq = —/ ds [pa-iq + po-iq — € [Aa + Ba — (A(p) + B(X))] (pa + po)
62 ) 2 ]_ 2
—5 [(A(@)+ B(X))" = (Aa+ Ba)] = 5p0| (4.46)
avec évidemment les conditions aux bords
2o(s4) = wo(s) = 0. (4.47)

L’hamiltonien, se décompose lui aussi en 2 parties



4.1 Propagateur d’une particule de spin 0 dans le champ de deux ondes planes et
orthogonales 22

1
Hy = =3 [pa — eAa — eBal’ (4.49)

- et un 2éme hamiltonien

H, = H-H,

1 €2

= 5P —pape — 5 [A(9) + BOOY + ¢ (pa +pe) (A () + B (X))
+€2—2 (Aa + Ba)® — epa (Aq + Ba) - (4.50)

Ajoutons, & ce niveau un temps fictif u au temps réel s, afin de passer a la MQS. Nous
avons alors

- pour les positions avec les conditions aux limites

z(s) — x(s,u), (4.51)
x(Sq,u) = z(sp,u) =0, (4.52)

- et pour les impulsions
p(s) — p(s,u). (4.53)

Leurs évolutions sont sujettes aux 2 équations de Langevin

( OxM(s,u) . dSg .
ou Z53:“(s,u) (s, )
, (4.54)
op'(s,u) . 6Sq i
\ ou Z(SpN(s,u) +&su)
avec toujours les propriétés standard pour les bruits
(n"(s,u)) =0, (€"(s",u)) =0, (n"(s,u)¢,(s',u)) =0
(0" (s, u)n, (s',u)) = (§"(s,u)&, (', ') = 2630(s — s)6(u — ). (4.55)
Un calcul simple utilisant comme par exemple
- les dérivations
4] dA
A(¢) = —Fkd(s — §'), (4.56)

dxo(s,u) do
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- et la régle d’intégration bien connue

!/

/ " de ()9 (x — a) = —f (), (4.57)

nous donne d’abord

0 ) ) 2 dA? dB? dA dB
e _; {pQ + P + % <k:— +K—) —e (k— +K—> (e +pQ)} + (s, u),

88%2 =i[pg —iq +e((Aa+ Ba) = (A(p) + B ) + &(s, w), (4.58)

Sous forme de matrice, ce systéme d’équation nous 1’écrivons

0 e? [ dA? dB? dA dB
0 = ' —(kf—+K— | —e|bk—+ K— ) . (pc
u
he “os )\ [(Aa+ Ba) = (A(p) + B (1))
S, u
- ) ) (4.59)
&(s,u)
et prend la forme vectorielle suivante.
0 = N
a—X:MX—i-w—i-v. (4.60)
U

Nous généralisons donc la solution du systéme suivant [5].

Sp +oo
X (s,u) = )—58) (s,u) + / ds'/ du'G (s,u | 8", )W (s',u)), (4.61)

_)
ou X 8 ) est 1a solution libre qui vérifie cette équation

0 — —

%xg” (s,u) = MOXY + 7, (4.62)
£ (0) o / oo / o=
X (s,u) = ds du'G (s,u | s',u') v (s, u'), (4.63)

et G (s,u| s, u') la fonction de Green associée au systéme libre (A =0, B = 0).
Cette fonction de Green est de type matriciel (2 x 2). Nous pouvons la présenter par
G (s,u| s, u') Gia(s,u| s u')

G(s,u| s u)= : (4.64)
Gop (s,u| s, u') Gaog(s,u| s u')
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Les élément de la fonction de Green libre G (s,u | s',u’) qui vérifie le systéme d’équation
de Langevin libre peuvent étre trouver dans [7].

Passons au calcul du facteur de fluctuation
exp [2/ lim (Hg(si,u))ds; | . (4.65)
O U—0o

Tout d’abord, commencons par la moyenne de Hg

2

1 e
(Ho) = —5(pl) —patpa) — 5 [(A(®) + (B (0N + epa (A (9)) + epa (B (1))
2
e
+e (peA (¢)) + +elpeB (x)) + 5 (Aa + Bcl)2 —epa (Au + Ba) .

(4.66)

Tl est utile de considérer 2 vecteurs de base e; et ¢ o

x
X (s,u) = ?) = erzq (s,u) + €apg (s,u), (4.67)
Pq
ou
1 0
e = et €y = : (4.68)
0 1
pour trouver les expressions de zq (s, u) et de pg (s, u)
zg (s,u) = ?f)—g
po (s,u) = ?;)_5
( _ 7 (0) sb,+oo/ PN T (o ol
zg(s,u)=(1 0)( Xy (s,u)+ [ ds du'G (s,u | s’ ,u') w (s, u')

, (4.69)

N Sp “+o0o
pas) = (0 1) (X9 o+ ["as [ "G o) w0y (50

en fonction des bruits.

\

Par ailleurs les deux champs A (¢) et B (x) contient aussi la déviation zq (s,u). Cette
déviation apparait explicitement si on développe les deux champs en série au voisinage du

chemin classique.
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- 1 n d'A < B
k(ze+z - ) To+T — Q - R (470)
v Q ;n‘ QO p=kx| a Q ;n‘ dX x=Kx.

Il est évident que la déviation zq (s,u) dépend du bruit, via I’équation de Langevin.
Nous avons besoin dans une lére étape de calculer des moyennes sur ¢, = kzg.
Multiplions par k les équations (4.69).

Comme k% = 0 et kA = 0 et & cause du fait que kw (s, u') =0

kxg (s,u) =k (1 ()) )—58) (s,u) Kag (s,u) = K (1 0> )—58) (s,u)
— —
ko (su) =k (0 1) XY (s,0) Kpg(s,u) =K (0 1) X9 (s,w)

(
S +oo G (s,u| s u) Gia(s,ul s, u
]{;Q;Q (37 u) =k (1 0) / dS'/ du! 11 ( | ) 12 ( | )
Sa —o0 Gor (s,u| s, u') Gag(s,u| s u')

sp +00 G ’ ") G 7 Y Y
kp@(s,u)zk(o 1)/ ds’/ gy [Crsulsi ) Gulsuls U)> n(s u))
\ (4

Gop (s,u | s, u') Gaog(s,u| s u') (s )
1)
nous avons
( +o0o
kxg (s,u) = l{;/ds’/ du' [Gyy (s,u | 8", u')n(s',u') + Gra (s,u | 8/ u') E(s', )]
(4.72)
+o0o
kpg (s,u) = k‘/ds// du' [Goy (s,u | s',u')n(s',u') + Gaa (s,u | s’ u’) E(s", u')]
\ —00
La dépendance du bruit dans A (¢)
1 L, d"A
A k(zatzg) = ;ﬁ (k'IQ d(b ‘¢ kxep o <473)

se trouvant au niveau des (kxg(s,u))", alors la moyenne est

(AN |y ioring) = Zj, o Vomte (o))
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1dn A 5 ’ oo ’ ro ro oo oo "

Zn‘dng p=kxy k ds du [Gn(s,u|s,u)n(s,u)+G12(s,u|s,u)ﬁ(S,u)] .
(4.74)

Pour n = 0, il est clair que le terme de la série

_d°A

d¢ ‘¢ kxc > =A (¢cl) : (475)

Pour n =1 le 2éme terme de la série

dA ° / oo !/ / !/ / !/ / !/ / !/
= e (15 [ G (s | S 0 )+ G ) 6050 ) )

dA e
o [ [ (G (s | ) 0l 00) + G | ) (€0
= 0, ) (4.76)

est nul a cause du fait que (n(s',u’)) = ({(s',u')) = 0.
Pour n = 2 le 3éme terme de la série est aussi, nul du fait que k%> =0

Finalement
(A(9)) = Aloa). (4.77)

Le méme raisonnement peut étre fait pour (A? (¢))

(A%(9)) = A% (6a1) (4.78)

méme chose pour le champ

(B(x)) =B (xa), (B*(x))=B*xa) (4.79)

Calculons la moyenne de poA (¢) qui est le 3 éme terme de (Hy) .

L’impulsion, comme nous pouvons le voir

pua (s.0) = (0 1) (Yg’) (s,u) + / as' / G (s, s',u'm(s',u'))
01 (/ ds/+ooduGsu|s W) T (s, ) /ds/+ooduGsu|s ) (5, ))

VS
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Sp “+o00
— / ds’/ du’{Ggl (s,u| s u)n,(s'u') + Gag (s,u| s u') €, (s, )

N ’ ’ dA/ 62 dA2/ Y, ’ ’
+G21(s,u|s’,u’) |:pucl - 6]{/’“ (pcl + pQ) d_¢l + 5kuW + €G22 (87 u | S,u ) [A;Lcl A;L <¢)] }7
(4.80)

dépend des bruits.
Utilisons le fait que k.A = KB =0 et py;.A = 0. Alors

Sp —+00
puAt (9) = / ds'/ du' [Gar (s,u | 8", u')n, (s u) + Gag (s,u | 8 ) €, (s, )

+eGo (s,u | s, u') (A, — A, (9)] A" (¢), (4.81)

et prenons la moyenne sur les bruits

(PuA" (¢9)) = /deS'/ es (s,u| s ') (n, (s, u) A" (9)) + Goz (s, u | 8", u) (€,.(s", ) A (9))

+eGas (s,u | &, U)A;wz (A" (¢)) — eGa (s,u| s',u') <AL (¢) A* (¢)>
+oo 1d"A

— / ds/ du'Gayy (s,u | s, U>Z Ao }¢> kxd<nus u)(k:xQ)>

1drA

LN 1d"A
+6G22 (S,'I,L ‘ S?“’)‘Auclz 'd¢ |¢ kg (ka> >

‘|‘G22 (37 U | 5/7 ul) Z “b:kfcl <£H(S,’ Ul) (k'rQ)n>

=1 dmA 1 d"A
——€G22 (87U’|S’u)z 'd(b |¢ kx ey an de }(ﬁ kxcp (ka> (ka) >

= 0.

Nous trouvons un résultat simple qui signifie qu’il n’y a pas de corrélation entre pg et xq.

Calculons maintenant la moyenne de pg

(4.82)
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Sp “+oo
<pQ> = / dS// du/{GZI (87 u | 5/7 ul> <77u(5/7 u/)> + G22 (57 u | 5,7 u/) <£u(8/7 U’I)>
P , JdA , dA e? dA”
+Gar (s,u | ', u') |:pucl —ekupy. <d7§/> — ek, <pQ-d—¢/> + Eku <Td>}
oG (s, | 5/,0') [Aa = (AL, ()] },

+oo ’ 2 2/
/ ds' / du' Gy {pud ek, ply. <22> “r, <d;1b >] (4.83)

Il a été tenu compte de

dA
(n(s,u)) = (€u(s,u)) =0 et de <pQ.%> = 0. (4.84)
Le résultat est encore simple

(pg) =0 (4.85)

\ 2
Reste a calculer <pQ>
Comme

!/

+00 AZ/ . . d
ds du G21 (s,ul s, u) —eGoa (s,u ] ¢, u)(pd—l—pQ).de
S Sp
—|—/ ds’/ du’{GZl (s,u| s u)n,(s' ') + Gaa (s,u | s u') €, (s, 0))

+eGao (s,u | s, u') [AHC[ Al (gb)} + Go (s, u | s’,u')p;d}, (4.86)
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d A2/
d¢'

77“(5”7 u//)

Sp +o0 2
Py = / ds’ds”/ du/du”{2k# |:%G21 (s,u| s u')Go (80" | 8" u")
dA’
dg¢’

—eGay (s,u | 8", u') Gy (8,0 | 8", u") ply. =" (5", u")

2 2/

+2k, {%Gm (s,u| s u')Ga (s’ u' | 8" u") i

f"(s”, u//)

—eGoy (s,u | s, u') Gy (s',4' | 8" u")

A
X p,Q' é"u(su7 u//)} + Gﬂ (S, ” | S/, u/) G21 (S/, u | S", u//) HM(S/» u')n“(s”, u//)

dd’

+2eGa (s,u | 8", u') Goy (s, 0" | ", u") [Aly — Al (9)] n(s", ")
+Glyy (S, u | s, ul) Glos (S,, o | s u//) €M<S/7 u')f“(s", u//)

+2eGas (s,u | s, u') Gog (s, 4 | s”,u”)fp(s',u') [Af:‘l" — A" (¢)}

+€ G (5, | 5 u) G (s, | /') [AL — A (8)] [Aly = AL(@)] b, (487)

et aprés quelques manipulations

Sp —+00
(rg) = / ds'ds"/ du'du"{Ggl (s;ul s’ u)Goy (s 0" | 8", u") (n, (s, u )" (s" u"))
+Go2 (s,u | 8", u') Gag (8,0 | 8", u”) (€,(s", u)E" (5", u")) }

+oo
= 2/d$’/ du' [G3y (s,u ] s u) 4+ Gy (s,u| ' u)] . (4.88)

Substituons les équations (4.77), (4.78), (4.82), (4.85) et (4.88) dans (4.66) nous obtenons
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(Ho) = —% (r5)

Sp “+oo
(Hg) = —/ ds’/ du/ (G§1 (s,u| s u)+ Ga(s,u| 8',u')) , (4.89)
c’est a dire que la moyenne de Hg calculée avec le champ d’une onde plane est égale a la

moyenne sans champ (libre)

<HQ> ‘A7£07B7é0 = <HQ> }A:O,B:O . (4-90)

Le propagateur dans ce cas est

(xp, 87| 24, 8) = cexp[iSy] exp [z/ Z lim (Hg(s;,u))ds;
0

uU—>00

(xp,sf | Ti,8) = cexpliSy]

S Sp —+o00

X exp [—z/ lim (/ ds’/ du' (G5, (s,u | s',u') + G5, (s,u | s’,u’))) dsz] :
g U Sa —00

(4.91)

Ou seul intervient la fonction de Green G (s,u | ',u’) relative au systéme de Langevin libre

(sans champ).

4.1.3 Conclusion

Le probléme des particules relativistes de Klein Gordon en interaction avec le champ relatif
a deux ondes planes et orthogonales a été résolu dans le formalisme stochastique de Parisi et Wu
et ceci dans ’espace des phases. Le calcul du propagateur a été effectué en deux étapes. Nous
avons d’abord déterminé ’action classique en utilisant le chemin classique et ensuite le facteur de
fluctuation. Grace aux propriétés de 'onde plane et un traitement perturbatif, la solution obte-
nue est analytique et exacte.

Recalculons le propagateur en considérant cette fois ci I’espace de configuration.



Chapitre 5

Formulation dans ’espace de

configuration

5.1 Propagateur d’une particule de spin 0 dans le champ
de deux ondes planes et orthogonales

Ce chapitre a pour but une fois de plus la determination du propagateur ou fonction de
Green relatif au méme probléme précédent.

Il est plus avantageux de calculer le propagateur dans l’espace de configuration et donc
d’utiliser le formalisme lagrangien au lieu du formalisme hamiltonien qui nécessite deux variables

stochastiques (xg, pg) au lieu d'une seule qui est zg .
Effectuons le passage de ’espace des phases & ’espace des configurations.

Notons d’abord qu’en terme de moyenne, nous avons en général

0z (s, u)

(Ho (s u)) = — <pQ<si,u> > F (Lo(snu) (5.1)

S

avec

L. g 0 .0 .0
(Lq(si;u)) = _581,515251-8_.916_52 (w1, u)zq(se, u))—edq lim = (zq(s,u))—eBa lim = (zq(s,u)).

(5.2)
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et la moyenne de Hg(s;, u) pour des V' quadratiques est égale dans ce cas

) ) 0ro(s;,u 1 o 0 .
Jm ({Ho(si,u)) = —lim <pQ<S““>%> T g lm g (walsn, u)zg sy, u))
—eAy lim 9 lim (ro(s,u)) —eBy lim 9 lim (zg(s,u)). (5.3)

s—8; 0§ u—00 s—8; 0Su—00

Pour une particule libre par exemple, les deux variables stochastiques se calculent par les deux

équations de Langevin qui les régissent

GpQ(s,u) — 55@

ou opo(siu) (s, ), (5.4)
avec
sp P
SQ:/ ds <pQ%+HQ> , HQ:_%[])Q—‘SA((]ﬁ)—eB(X)]Q, (5.5)
Alors
0 G,
an(j u) — (% —pg +eA(¢p) +eB (X)) +ng(s,u), (5.6)

Il est facile de s’assurer que dans le produit

<6xQéz’,u) 8pQ8(2, u)> _ i<8xQE()z’,u) 8an(j,u)> _; <pQ(svu)axQéj’u)>

(B o (B )
(5.7)

le ler et le 6éme terme sont nuls a la limite u — oo et que le 3éme terme est simplement égal

a

<pQ(S’u)afEQ(S,,'U/)> _ <8yc@(s’,u) 8:1:Q(s,u)> L eA, <8xQ(s’,u)> By <8:UQa(s’,u)> ‘

ds 0s 0s 0s s
(5.8)

. I 0zg(s', u) . . e

Autrement dit la substitution de pg par 3 est permise uniquement a 1’équilibre
s
( lim ).

Ainsi donc (5.3)

. 1 . o o0 ..

lim (Hg(sj,u)) == lim ——=— lim (zg(s1,u)rg(se,u)), (5.9)

U—00 2 51,52—5; 081 08 u—00
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et le propagateur dans ce cas est ¢égale a[4]

(g, sf| @iy 8) = cexp[iSq] exp [Z%/ lim 9 90 lim (zq(s1,u)zg(sy,u))ds;|. (5.10)
0

s1,52—8; 081 089 u—s00

Cette expression dans ’espace de configuration est valable pour la particule relativiste sans
spin

Revenons & notre probléeme qui est celui de deux ondes planes et orthogonales.

Notre particule relativiste est sans spin. Dans la formulation intégrale de chemins [11], il

est facile de montrer que les chemins sont affectés d’un poids en exp(iS) ou

S = /deSL[:L‘(S)7i’(S)]

Sb 1
- —/ ds |:§:C2(S) + eAx(s) +eBx(s)| , (5.11)
contient I'action dans le systéme des coordonnées
at = aH(s), (5.12)

paramétrisé par la variable s.

Suivant la MQS il est nécessaire d’abord de calculer S,; et ensuite le facteur de fluctuation.

5.1.1 Calcul de P’action classique S

Cherchons au sens de la mécanique classique la trajectoire suivie par notre particule
relativiste.
L’équation de la trajectoire se détermine & partir de I’équation d’Euler-Lagrange :
dA dB

d,. :
E(xﬂ +eA,+eB,) = ekx.% + eK.E, (5.13)

ou¢p=rkxet xy =K.
Nous voyons que
- ’équation de la trajectoire
- ainsi que ’action classique

sont les mémes que celles déja trouvées au chapitre précédent
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Par conséquent, il est inutile de refaire les calculs qui se trouvent dans le chapitre 3

L’action classique est

(x5 — @a)? e(xy — q) /’“b e(rp — 2a) /K"’b
= — — dpA — ——= dxB
SCI 2\ kﬁ(ﬁb — l’a) kxq Qb K(=Tb - l‘a) Kz, X

)\62 kxy ) 1 kxy 2
ok, — ) [/ A i — ) V dw‘] ]

)\62 |:/K$b 1 |: Kaxy :| 2:|
oo [ - [T |,
2K (zy, — x4) | K, X K(xy — x4) |k, X

(5.14)
5.1.2 Calcul du facteur de fluctuation
Désignons par xy, la déviation de * par rapport a la trajectoire classique z7;
ot = wl + g (5.15)
Avec cette décomposition 'action S
o1, . .
S = —/ ds 5% (s) +eA(p)x(s) + eB(x)z(s)
o1 .\ . . . .
= — [ ds 5 (Ta +29)” + eA(P) (Tu + x¢g) + eB(x) (Ta + 2¢)
= Sg+ SQ, (516)
est donc la somme de 2 actions : I'une classique
5 1. . ) .
S = —/ ds bxcl.xcz + eA(py) T+ eB(xy)-Tal , (5.17)

et d'une autre Sg (Sg = S — Su) qui contient les termes restants
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A I o : : :
S — - / ds | Siqiq + da.iq + eA(G).(du + itq) — A(dy) dta +

+ eB(x) (T + 2q) — eB(Xy) Tl

5b 1. o . . ) ) } )
= —/ ds 592 + Ty + 614(05)-(%1 + ?/) - eA(qﬁd).xd + €B<X) (Icl + y) - eB(Xcl>-Icl )

avec évidemment les conditions aux bords

2Q(sa) = 2q(se) = 0.
Notons par zq = v,

¢cl = kxcla Xel = Ky,

et par

¢:k(xcl+xQ)7 X:K(ajcl—i_wQ)

A ce niveau nous ajoutons au temps réel s, le temps fictif « :

y(s) = y(s,u) avec y(sa, u) = y(sp, u) = 0.

L’équation de Langevin qui régit le mouvement y* est la suivante

OyH (s, u) _ 450
ou  Syr(s,u)

avec comme propriétés pour les bruits

+1"(s,u),

<77“(3au)> =0, <€N(3/7ul)> =0, <U”(3,U)fu(slvu’)> =0
(" (s, u)n, (', u')) = (€ (s, w)§, (s, ) = 2656 (s — s")0(u — ).

(n"(s,u)) =0

(s, u)n”(s', ') = 2g"6(s — s")0(u — ')

Développons 1’équation de Langevin

a 5 Sp 1 ] . . . . .
ysw) / ds’ [‘ftf + 3.y + eA(9).(2a + §) — eAldy)-Ta +

ou oy(s,u) 2
+ eB(X)-(Za +y) — eB(Xa)-Ta] +1(s, u),

(5.18)

(5.19)

(5.20)

(5.21)

(5.22)

(5.23)

(5.24)

(5.25)

(5.26)



5.1 Propagateur d’une particule de spin 0 dans le champ de deux ondes planes et
orthogonales

36
en utilisant les dérivations suivantes
( ) .
69(37 u) A(¢cl>'x0l - 07
) (5.27)
0 B(xy)-xa =0
| dy(sw) T
et
) dA , ) dB ,
5y(s,u)A(¢) = %k(ﬂs — 5, 5y(s,u)B(X) = @Ké(s — ') (5.28)

ainssi que la régle connue

/ P da ()0 (@ — a) = —f (a). (5.29)

Nous obtenons successivement

oy(s,u) [ ,[. 0 N . 0 , o . :
= = z/sa ds [y@(S(s s)—i—xd@é(s S)+65y(s7u)A<¢).(l‘cl+y)
+eA(¢)£5(s —s)+e 0 B(X).(xa + ) + eB( )3(5(3 — 5| +n(s,u)
85/ 6y(8,u) X . cl y X 88/ 77 ) Y
(5.30)
et finalement I’équation de Langevin est la suivante
dy(s,u) [ 0? dA . . 0A B . : 0B(x)
Sy @(y—kxd) ek%.(xd—l—y)—keg GKE.(JTCI—F?J)—FG EP +n(s,u).
(5.31)

Supposons que la solution y est la superposition de deux solutions. L’une sans la présence du

champ A, c’est a dire :
- libre : y© (s, )

- plus la partie restante y/(s, u) :

y(s,u) = y(o)(s, u) + y/(s, u). (5.32)

Décomposons la solution libre y(® (s, u) encore en deux termes

yO(s,u) =y (s) +y5 (5,u), (5.33)
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(0)

. (s) la solution de I’équation classique.

ol le ler terme désigne y

Puisque

@ o)
g2 el (s) =0,
il est clair que yﬁ?)(s) =0.
En effet par intégration nous avons
y (s) = as+b, (5.34)

et comme il y a une deuxiéme conditions aux limites
yglo)(sa) =as,+b=0
et ; (5.35)
yg))(sb) =as,+b=0
alors
a=0b0=0, (5.36)
et par conséquent
y (s) = 0. (5.37)
La déviation yg) )(s, u) par rapport au libre est régie maintenant par I’équation de Langevin

suivante

0 P
8qu (S7u) - Zasng (8,'&) + 77(57u)7 (538)

avec toujours les conditions aux limites

Uy (50, 1) = ygy (s1,1) = 0. (5.39)

Désignons par G (s, s';u — /) la fonction de Green libre. Elle est solution de

ou  0s?

les condition aux limites sont

<£ + 8_2) G(O)((s’ s/; U — u') = 5(8 — S,)(S(U - Ul), (5'40)
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GOs,ssu—u)=0, pour s(ous)=s.s, ou u<u (5.41)

Il est facile de trouver I’expression de G (s, s';u — /)

o0 .
2 nmw nmw in?m?

GO®s, s u—u)=0(u—u)=) sin—/(s — s;)sin—(s' — s;) exp | ——(u —u')| . (5.42
A A A A

n=1

D’ou la solution de I’équation libre de Langevin (5.38) est

Sy +o0
yg])(s,u) = / ds'/ du' GO (s, s";u — u')n(s', o), (5.43)
et finalement la solution de I’équation de Langevin en présence du champ (A4,(¢) # 0, B, (x) #
0) (5.31) est la suivante

o2 dA 0A 4B, 9B(x)
@(era:d)— kd¢ (mcl+y)+e$—eKdX (zag+y)+e B

+oo
y(s,u) = (s,u) / ds/ du/ GO (s,5";u —u') x

DA dB OB
(Ta+y)+e— —eK—.(ta+y)+e=—|. (5.44)

/ J—
[wd( ) ekd ds’ dx’ a5’

¢

Grace aux proprietés de la jauge kA = KB = 0, ainsi que le caractére relatif aux photons
k? = K? = 0 et les conditions d’orthogonalités des deux champs d’ondes planes c’est & dire
AB = kK = KA = kB = 0, nous pouvons trouver la solution y(s, u) par une simple itération.
Notons d’abord que
krg =0, Kzgq=0

et aussi
ks, u) = kg (s,u),  Ks,u) = K55 (s,u) (5.45)

En passant par la dérivée suivante

0A dA . .
g = d¢ ‘ k(z+y) k'(xcl+y(87u))
dA (

)
%\k(w) ko (G + 5 (s,u)>. (5.46)
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méme chose pour le champ B(y)

9B dB

o)

Alors la solution de 'équation (5.31) est

+o00o
y(s,u) = (s,u) /ds/ du' GO (s, s";u —u') x
dB
[m D480 | B (1) + 5 50) + 5

+oo
—zel{:/ ds/ du'GO (s, s'; u—u);ij,

+oo
(0 " n 0 . 0A
{xcl( ') +ug (s +z/ ds/ du P =GO, "0 —u") (:L‘d( ) e )]

oo dB
—zeK/ ds/ du'GO (s, 5";u — u')=——
dy’

+oo B
{icl(s') + g'/(Q)(s', u') + i/sa ds”/oo du”%G(O)(s', s"su' —u) (rgl(s") gs”)] .(5.48)

Nous sommes alors en position de calculer la fonction de corrélation libre a deux points

xK@mg+£%wﬂ]

K(z+y)

k(z+y)

K (z+y)

(y(s1,u1).y(s2, uz))
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(y(s1,u1).y(82, u2)) =

Sp “+o00
. dA dB
X xcl<51)+€

. . (0 0
‘k(ﬁy) k. (mcz(s’l) +y29)(s’1,u’1)> + ed " e x K. (xcz( )+y(Q)(sl,u1)>]

dd}
‘ Sp . +o00 ) ~(0) , , dA
—zek dsl dulG (81,873 u1 — U1)W }k(z+y)
,, +ood N A SN/ %
Ta(s1) +?JQ (81, u1) Ula 7 O (s}, 5130y — ) ( Za(s)) + €o5"
1
oo dB
—zeK/ dsl/ du1 31,317U1 —U1)d 7| K (aty)

- (0) d " +ood 9 GO (s &l — o S/ 8_B
Ta(sy) + Yo (st uy) +1i S1 Ula 7 (s1, 813w — uy) | Zalsy) + €o5"
1

Sp +oo
X {yg)(s%uz) + z/ ds’Q/ duby G (54, sh: ug — ub)

X | Zy(sh) + aa
2T

5 pres dA
—z'ek:/ d8/2/ dUIQG(O) (SQu 8,2; Ug — ul2) / }k(:rer)
. o dgy
. . Sp +00 a . 8‘/4
{xcl(s;) + yg))(s'g, uy) + z/ dsg/ duly 5 GO (s, st uly — ul) <:1:cl(s'2’) + e—as,,)]
Sa —00 2 2

. Sp ) +oo ) ~(0) , , dB

// oo " / " !/ " o " aB
|:.’I/'Cl(32) + yQ 827 U2 / / d 2 8 / )(827 82; 'LL2 - U’Z) (l’cl(52) + 688”>:| }> (549)
2

Utilisons le fait que k> = K2 =0 et kA = KB = 0 ainsi que la propriété de la moyenne

. (0 dB
[rey (ﬂfcz(S'z) + 95 (shs %)) + ™

. - (0
oy X I <xcz(s’2) + yg)(s;,ug)ﬂ

<y (s,u) >=0, (5.50)

et

kxa.(s) =0, (5.51)

pour simplifier.
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Alors le produit de corrélation devient
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(y(s1,u1).y(s2, uz))

Sp +oo
= <y$)(sl,u1).ygj)(827u2)> - / ds'lds’Q/ du dub, GO (s1, 8, uy — u)) GO (50, sh; ug — 1)

dB

AF‘ . (0
o b () + 98 (55,00)) e 7

oy

. - (0
- [md K(z+y) X K. (md(s,l) T yé?)@/l’u,l))}

) (0 dB . (0 \
{xcl# sy) + ed¢ |k(x+y (xcl(s’g) + yéz)(s;,ug)) + ed_x’2 Kiory X <xd(s'2) + yé))(sg,u’z)) /

—I—z'G/ d5’2/ dulyGO (55, sh; ug — uh)
(O)u dA, iy L (0 daB N YA
<yQ (517u1) |:d¢/ |k(:c+y) k. <x0l(82) + yQ (52’u2)> + 6dX/2 |k(:c+y) x I (‘/L‘Cl<52) +yQ (SQau2)> /
Hoo dA
—iek / dsZ/ dulyG O (s4, sh: ug — uhy) x <yé)) (Sl’ul)dgb ‘ K(a-y)
% N / ( ) / !/ . d +Ood / n, 1 _ " : " %
Tei(83) + yq (85, uz) +1 S2 UQa 7 (827 S5 Uy — Ug) | Ta(sy) + 683’2’
oo dB
—ieK / dsZ/ dulyG© (54, sh: ug — uhy) x <y((9) (sl,ul)W ‘K(Hy)
2
// oo " / " !/ " " " aB
{xcl(SQ) + yQ (85, uy) / / du 28 ~GO (s, shsub — uy) | Tu(sh) + oo
2
+00
—ze/ dsl/ dut GO (s1, 87 up — uf)
dB
(|57 e o (o) 4 551 ) + e
+oo
—ze/ dsl/ du, GO (sy, s uy — u))
‘ (0) de// Jrood//a (/ no,r //)
d¢ k(z+y) * xCl( )+yQ (817u1> +1 S1 - ulas/l 815,515 U Uy
. 0A
(m 2 o)
+oo
—ze/ dsl/ du, GO (sy, sy uy — u))
Sa .
X <d s |K(I+y) [a:cl(s )—l— sl,ul —H/ ds / du18 ~GO(s, 85 ul —uy)
, 0B
(xcl(s/l') + easg’ﬂ K“yQ“(SQ,U2)> :

: (0 0
iy XK (xcz(s’l) + yg)(s’l,u’l)ﬂ yé);(SQ,U2)>

(5.52
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Apreés quelques manipulations, le produit de corrélation devient respectivement égal a

(W1, 00) (2, 2)) = (55 (s1,00) ) (s202) ) (5.53)

(y(s1,u1).y(s2, uz))

Sp +oo
= / ds’lds’z/ duy duy GO (s1, 813 u1 — u)) GO (59, shyup — uh) < (s, uy)n, (sh, uh) >
Sa —

o0

Sp —+00
= 8/ ds'l/ du, GO (s1, 84 uy — 1)) GO (54, 84 up — 1), (5.54)

(la contraction sur les indices p conduit & un facteur 4 en plus).

Reportons les expressions des fonctions de Green G(©

(y(s1,u1).y(s2,uz))

+o0

= 5 ) sin = (51— i) sin %(82 - si)/ A, 0(uy — )0 (uy — 1))

n,l —00

Sp l - 2,2 ‘12 2
x/ ds] sin TLT?T(S'1 — 8;)sin ;(3'1 — 8;) exp [mT;(ul — u’l)] exp [Z )\7; (ug — u'l)} ,

(5.55)
et calculons l'intégrale sur s}
Comme
A
/ ds cos s = X010 (5.56)
0 A
alors
% l A
/sa ds sin nTW(s’l — ;) sin ;(5'1 —8;) = 5(5”71. (5.57)

En remplacant dans la derniére expression, il vient
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(y(s1,u1).y(s2, uz))

16 . onm . onw Foo in?
= 5 2 sin 7(51 — ;) sin 7(32 — Si)/—oo du'f(uy — u')f(ug — u') exp {/\—
B Z 81\ y mr< _s)si mr( e [in2m? g — 1]
= 5 S = (51— i) sin == (52 — 5;) exp 5 up — usl|

n

2
;T (u1 + Uy — 2u’)1

(5.58)

et & la limite u; = uy — oo l'exponentielle disparait. Il reste & calculer la série ) .

nm

Transformons [sin %(sl — 5;)sin %(32 —s;)| en [% cos — (81 — S3) — €OS %(51 + 59 — 28;)

A
et utilisons l'identité suivante

Zcosnx 2 axr  x?

=— 4= 0<z<2
2~ 6 2ty Osws2

nous obtenons le résultat simple pour le produit de corrélation

. 47
m:gn—m (y(s1,u1).y(s2,u2)) = X(32 — 5i)(sf = 51)-
En dérivant 2 fois/ sjet so et a 1’équilibre
lim (Ho(ss,w) = lim o Tim (y(s1,ur) y(sa, u2)
im si,u)) = = lim ————lim {(y(s1,u1).y(s2,u2)),
U—00 @ 281,82H31‘681 88210%00 Yi51, ) Y52, 2
o;
lim (Ho(s;,w)) = =

nous obtenons pour le propagateur K (zy,z,; \) 'expression

S 2
K(xp,24; ) = cexp[iSy]exp [z/ —desi]
0

= cexp [iSy]exp [—2log A]

Cc .
= 2 exp [1Sy] -

Fixons la constante c¢. Comme elle est indépendante de s; et s;.
A la limite A = sy —s; — 0
.(xb - xa)Q

. . Y i T Xa) | _
/l\lirtl)K(xb,a:a,)\) —/l\lir(l))\2 exp{ 3 } 0 (zp — x4).

(5.59)

(5.60)

(5.61)

(5.62)

(5.63)

(5.64)
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Par intégration sur z;, sur la gaussienne et de la fonction §, nous pouvons voir que

c= 2 (5.65)
D’oul le propagateur
i1 ie(zy — Tq) /k“” ie(zy — Tq) /Kxb i(1y — 24)?
K aA) = — - dpA — ——— dxB — ——
(xb’ v ) (277')2 )\2 b { k(xb - xa) kxzq ¢ K(:Cb - SCa) Kz, * 2A
Z‘)\GQ /kxb 1 [ kCEb :|2
b % dpA? — — — / Ad
2]{7(1’1) - I‘a) [ kzq ¢ k’(wb - ma) kxq ¢
2K<l’b - xa) /I‘(asa X K(xb - xa) { Kz, X
(5.66)

et finalement la fonction de Green relative a la particule de Klein-Gordon soumise & 'onde

plane

1 — X, kxp -z, Kuzy
Ay, 1) = —QGXp{—iM/ d(bA—iM/ dXB}
k

8T k(zy — 2a) Jpa, K(xp — x4) Jxa,

x/oo@ex —imQ)\ —i(xb_xa>2
o AP 2
ile? /’m” 1 ko
B T
2k(xy — x4) [ ko ¢ k(zy — x4) | Jka, ?

ile? Ky 1 Ko :
e d BQ——U d B} . 5.67
2Kv(xb - xa) [/K:ra X K(mb - xa) Kz, X ( )

Cette expression a la méme forme exacte que celle obtenue par 1’approche path integral [12]

2

5.1.3 Conclusion

Nous avons réussi encore une fois a calculer la fonction de Green pour des particules relati-
vistes de Klein Gordon en interaction avec le champ relatif & deux ondes planes et orthogonales

en utilisant le formalisme stochastique de Parisi et Wu et ceci dans ’espace de configuration. Le
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calcul du propagateur a été effectué en deux étapes. D’abord nous avons trouvé la méme action
classique. Ensuite le facteur de fluctuation. Le calcul itératif et perturbatif a parmis d’obtenir
la fonction de Green sous forme compacte et notre résultat par cette approche est comparable
a celui obtenu par 'approche des intégrales de chemins [12].

Par conséquent notre propagateur est le méme que celui déterminé dans ’espace des phases.



Chapitre 6

Conclusion générale

Ce mémoire s’intéresse & la détermination de la fonction de Green pour une particule
relativiste, sans spin et soumise a ’action combinée de deux champs d’ondes électromagnétique
planes et orthogonales suivant la (MQS) de Parisi-WU et ceci dans 'espace des phases et de
configuration.

En premier lieu, nous avons exposer un rappel assez détaillé sur ce formalisme.

Dans 'espace des phases, I’action classique pour une particule de KG a été d’abord extraite
et le facteur de fluctuation a été ensuite déterminé exactement en résolvant les équations de
Langevin pour z¢ et pg. Notons que le traitement perturbatif de type matriciel a été nécessaire
pour cela.

En suivant la méme démarche précédente, la fonction de Green relative a KG a été re-
calculée pour la 2éme fois dans I'espace des configurations. L’action classique une fois extraite,
le facteur de fluctuation a été encore retrouvé grace a un calcul itératif et grace a I'espace de
configuration, nous avons utilisé une seule équation de Langevin au lieu de deux pour ’espace
des phases.

Dans les deux espaces, la fonction de Green obtenue par cette nouvelle approche est exac-

tement la méme que celle obtenue suivant I’approche des intégrales de chemins [12].
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appendix A :

7.1 les élements de la matrice

la fonction de Green G (s,u |s' ,u') ,vérifie le systéme d’équation de langevin libre

(a2 B M“”) GO(s,uls’ ) =3 (s~ &) 8 (u— ) (7.1)
o — 90 =i} oo
Os \ i 0 0 i
= oy Oy ;az—i-%
Lo
Avec
A=(0 -a. -4) (7.3)

Et 0, ,0. représentant les matrices de Pauli.

L’expression de la fonction de Green liber
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GO(s,uls o) — L S(s— )5 (u—u) (7.4)
| (&) '
1
= d(s—s)0(u— 7.5
e e e CLICRLIUR ) (75)
devient
(0) A A 1 / /
GV (s,uls’ u') = —0(s— )0 (u—u) (7.6)
(0u—54-3)
Nous pouvons donc écrire a fonction G (s,u |s' ,u’)sous la form matricielle
( +5 A g)
GO(s,uls" W) = —d(s—8)0(u—1u) (7.7)
(0 -7 4-3) (0 +7 43
Et
g—GA-N(on+ei-t) = @2yt _L_is 402
nTOA T\ ATy T TS T Ty T T
= 02—i0,+0 (7.8)
(0) P <8u+5ff—%) / /
GV (s,ul|s" u') = 10,1 d(s—5)6(u—u)
B Oy —1 10 1 dp
— o o —82—18 +82/ expip (u —u')
S T
X2 in == (s — si) sin == (s — si
Oy —1 105 i (u— '
_ 2 t /d_p expip (u u)2 X sinm(s—si)sinﬂ(s'é’?sg)
A\ —ia, o, 2mprap+ () = A A

Faisonsle changement de variables suivant
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1 1
pP=3 p + 5
dp = dz (7.10)
il s’ensuit que
2 Oy —1 1 0s az ; )
CO®Gs,uls u) = —= az 1e:x:pzp (u ul) 2

X z:sinn—7r (s — s;) sinnTW (" — si)

n=1

2 Ou—i 10y /% expip (u —u')

M —ia, o, 27— ()
X 2 sin % (s — s;) sin % (" — s)
2 Ou—i 10 dZ  expip(u—u')
DN . o nw 2
A —ia, o, 2z -1 () + 1)
X Y sin % (s — s;) sin % (s — ;) (7.11)
n=1

L’expression ci-dessus posséde deux poles

— Z2—}l<(2"77r>2+1) #0 (7.12)

1 onm\”

appliquons la méthode des résidus
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nm 2
1 5+t
X - sin 5 (u—u)
(357)" +1
: oy
<exp ) (714

y . 0
On va donc calculer tous les éléments de la matrice de green,mencons par GG §1) (s,ul|s’ ,u’),nous

obtenons alors

4
Ggl)(s uls' w') = 0(u—u X;sm S SlnnTﬂ(s’ 5)
2nm 2
)" 4+ 1 o
sin &) (u—u’)expZ (u—u .15)
2n7r 2 2
4 oo
Ggl)(s uls' ') = 9(u—u')xnz:lsinn—7r(s—s)smn%(s Si)
n \ 2 n\ 2
] ()" + 1 / ; (2)\) +1 )
X |5 cos 5 (u—u') + - sin 5 (u—u)
2 /(B 11
i (u—u)
X exp 5
—1 (%TW)Q"'":[ i (u—u')
sin (u—u") exp 5 (7.16)



7.1 les élements de la matrice 52

2. o
CO®suls' a) = —0@u—u)=S sino (s —s;)sin — (s — ;)
A — A A
n ) 2 n\ 2
1 V) "L (5" +1
X Te———sin | (u—u'")+icos 5 (u—u')
(355)" +1
o
X exp ! (u2 w) (7.17)
41 nm nm
(0) A / .
Giy(s,u|s" ') = H(U—U)X;TCOST(S si)smT(s — 5;)
1 (%)" +1 i (u—)
X - sin 5 (u—u')| exp (7.18)
(355)" +1
et
4i S nm . nmw
GW(s,uls W) = —0(u—1u) n ; o8 (s — s;) sin Y (s' — s;)
1 (%) +1 (u — )
X —— sin 5 (u—u)| exp (7.19)
(355)" +1
et finalement
2. o0
Gg;)(S, uls W) = 0(u—u) XZ ; sin % (s — s;) sin % (s" — si)
n ) 2 n 2
! e, e
X sin 5 (u—u") —icos 5 (u—u)
(5m)" +1
o
X exp i (u=) (7.20)
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