Table des matiéres

1 Introduction générale

2 Généralités sur les intégrales de chemins
2.1 Approche intuitive de Feynman . . . . . . . . ...
2.1.1 L’amplitude en mécanique quantique . . . . . . . . . ... ... ... ..
2.2 Approche via U'opérateur d’évolution . . . . . . . . . ... ... ... ... ...
2.2.1 Construction du propagateur . . . . .. .. .. ...

2.2.2  Propriétés du propagateur . . . . .. ..o

3 L’intégrale de chemin en coordonnée polaire
3.1 Propagateur non relativiste en présence d'un potentiel central . . . . . . .. ..
3.1.1  Endeuxdimensions . . . . . . ... ... Lo
3.1.2  En trois dimensions . . . . . . ... ..o
3.2 Propagateur de la particule libre . . . . . . .. ..o 000000
3.2.1 Endeux dimensions . . . . .. ... .. L

3.2.2  En trois dimensions . . . . . . . . ..o

4 La théorie de perturbation pour le propagateur
4.1 La théorie de perturbation pour la fonction de Green . . . . . . ... ... ...
4.2 Application : . . . . L
4.2.1 Potentiel delta Vi(z) =0(z) . . . ... ...
4.2.2 potentiel quadratique inverse. . . . . .. ..o

4.2.3 Potentiel Coulombien . . . . . . . . . . . ...

5 Meéthode générale
5.1 Application . . . . . . . . e

10
11
14

19
19
19
22
25
25
28

33
36
37
37
40
41

46



TABLE DES MATIERES

5.1.1 Potentiel delta V(z) =0d(x) . . .. ... ... L
5.1.2 Potentiel quadratique inverse . . . . ... ... ... ... ...

5.1.3 Potentiel Coulombien . . . . . . . ... .. oL oL
6 Conclusion générale

7 Appendices
7.1 APP1 : Fonction de Green Libre . . . . . . . .. . .. ... .. .
7.2 APP2: Fonction de Green Libre . . . . . . . . . . ... ... ..
7.3 APP3: La Fonction de Green de Coulombien . . . . ... .. ... ... ....
7.4 APP4 :L’opérateur Ay . . . . . . . . e



REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE
MINISTERE DE I’ENSEIGNEMENT SUPERIEUR

ET DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE

UNIVERSITE DE JIJEL
Faculté des Sciences Exactes et Informatique

Département de Physique

N° d’ordre :

Série :
Mémoire
présenté pour obtenir le diplome de

Master en physique
Option : Physique Théorique

Par

Houli Amina

Théme

Intégrale de chemins : - Méthode des perturbations

- Traitement de potentiel

Soutenu le

Devant le Jury :

Président : S.Haouat Prof.  Univ. Jijel
Rapporteur : T. Boudjedaa MCA  Univ. Jijel
Examinatrice : R.Rekioua MAA  Univ. Jijel

£ 18 / 07 / 2019






Chapitre 1

Introduction générale

L’intégrale de chemin a été introduite par Feynman comme une nouvelle version de quanti-
fication se basant sur la notion des trajectoires. Par conséquent, elle offre une souplesse et une
maniabilité impréssionante par rapport aux autres méthodes de quantification. Un seul détail
tel que ’absence des opérateurs dans son formalisme témoigne de cette puissance et lui confére,
en plus, une place trés particuliére vis a vis la mécanique classique basée sur cette notion de
trajectoire. D’un point de vue mathématique, on peut la considérer comme une intégrale fonc-
tionnelle portant sur un ensemble de chemins (fonctions) et donc une intégrale en dimension
infinie. Formellement, elle est équivalente & une intégrale de Wiener qui décrit stochastique-
ment le mouvement Bronwien. Bien que sa nature mathématique n’est pas encore cernée, elle
a envahi tous les domaines de la physique comme moyen simple et efficace dans sa description
du phénomeéne microscopique. Cette méthode de quantification est basée sur la notion d’action
et donc du Lagrangien. [.’idée principale a été proposée par Dirac en essayant de faire un trait
d’union entre les systémes quantiques et leurs correspondants classiques. Il a montré qu’une
transformation unitaire sur un systéme quantique peut étre approchée par une expenentielle de
Paction classique. Cette idée générale a été exploitée par Feynman, qui a postulé que cette re-
marque reste aussi valable pour des propagations en temps infinitésimal. Ceci, lui a permis alors
de formuler son bijou comme moyen général de quantification ; qui est I'intégrale de chemin.

Le noyau central de son calcul est dit propagateur (dit aussi fonction de Green). Cette fonc-
tion & deux point (dans l’espace-temps) contient toute I'information sur le systéme quantique
et la calculer suffit presque toute la description utile au systéme quantique. Ce propagateur

peut étre calculé exactement pour des systémes quadratiques, mais pour des systémes fon-
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damentaux en physique comme le systéme Coulombien il faudrait plus de subtilité. Dans ce
but, la technique des transformations spatio-temporelles a été introduite pour réduire ces cas
non quadratiques aux cas quadratiques ou pour convertir un probléme a un autre déja traité
par le méme formalisme. L’approche semi-classique dans ce formalisme est trés naturelle vue
la présence des trajectoires comme moyen de calcul. L’extension de ce formalisme aux cas des
systémes & dimension infinie est d’une souplesse extréme et la preuve en est que les diagrammes
de Feynman en théorie quantique des champs sont déduits avec une fluidité inouie. Comme on
le sait, ces diagrammes est un développement en perturbation de la matrice de diffusion corres-
pondante & la théorie des champs considérée et en mécanique quantique ce développement en
perturbation permet d’approcher la solution petit a petit suivant un petit paramétre qu’on se
fixe au préalable. La question suivante est-ce qu’il est possible dans des situations particuliéres
de sommer toute la série de perturbation suivant ce petit paramétre quand la convergence est
assuré. Bien siir, en théorie quantique des champs, on peut montrer que cette série est conver-
geante sans qu’on essaye de la sommer; ce qui est impossible de toute facon, par contre en
mécanique quantique ( i.e. dimension finie) cette série peut étre montrée qu’elle converge et des
fois étre sommeée dans des cas particuliers.

L’objet de ce mémoire est d’étudier ces cas solubles exactement par la méthode des per-
turbation en dimension 1 et 3. Ces cas portent essentiellement sur les modeéles importants de
la physique, tels que le potentiel d(z — a) et en général la somme des §(z — a;), le potentiel
centrifuge % en dimension 1 et le potential de Coulomb en dimension 3.

Ce mémoire comporte quatre chapitres. Dans le premier chapitre, nous avons présenté
les généralités sur les intégrales de chemin et les notions fondamentales, et nous avons étudié
I’expérience de Feynman des fentes de Young.

Dans le deuxiéme chapitre, on exposera quelques concepts et techniques concernant la
formulation des intégrales de chemins pour le cas du potentiel central (cas non relativiste) en
coordonnées polaires.

Dans le chapitre trois, nous avons exposé la théorie de perturbation pour le propagateur et
la fonction de Green, ainsi que la présentation de trois applications en 1 et 3 dimension (delta
de Dirac, I'inverse quadratique et potentiel de coulomb).

Dans le dernier chapitre, nous avons présenté la méthode générale qui utilise cette série de
perturbation et nous avons présenté les mémes applications.

Finalement nous allons discuter les résultat comme une conclusion générale.



Chapitre 2

Généralités sur les intégrales de

chemins

2.1 Approche intuitive de Feynman

En mécanique quantique standard, on attribue & un systéme quantique un nombre complexe
qu’on appelle fonction d’onde ou amplitude de probabilité ¥ (z;t) qui contient toute I'informa-
tion sur le systéme. Les prévisions quantiques sur le systeme se calcule par le module carré de
ce nombre complexe P = |¥(x,t)[2.

La probabilité P d’un certain événement quantique est un résultat statistique d’une cer-
taine expérience quantique et on la définie dans un sens classique, ol ’'on sous-entend pratique-
ment une expérience qui se répéte indéfiniment et donne le méme résultat avec cette en méme
probabilité P.

L’introduction de cette probabilité en mécanique est due au quantum de Planck, qui in-
dique une imprévisibilité indéfinissable classiquement de 'interaction du systéme microscopique
avec 'appareil de mesure. Par exemple, 'expérience des fentes de Young permet de mettre en
évidence ce caractére quantique et de clarifier les lois de la mécanique quantique sous-jacente
a 'expérience.

Dans 'expérience illustrée par la Fig.1.1, on avons des particules (électrons) émises par
une source d’électrons S en A, dont ces particules ont tous la méme énergie, mais sortent dans

toutes les directions pour rencontrer un écran B. Cet écran a deux fentes, 1 et 2, a travers

lesquels les électrons peuvent passer.
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Enfin, derriére I’écran B sur un plan C', nous avons un détecteur d’électrons qui peut étre

placé a différentes distances x du centre de ’écran. (voir la référence [3] )

Fig.1.1.expérience & deux fentes 1 et 2 , les électrons émis en A se dirigent vers le détecteur
sur ’écran C', mais un écran B a deux trous est interposé. Le détecteur enregistre un comptage
d’arrivée pour chaque électron ; la fraction qui arrive lorsque le détecteur est placé a une distance
x du centre de I’écran est mesurée et est représentée par .

Cette expérience peut étre décrite au moyen d’une amplitude de transition dépendante de
deux points et en suivant les principes de la mécanique quantique, dont le plus important est le
principe de superposition, nous pouvons expliquer la figure d’interférence qui sort sur ’écran C'.
Par ailleurs, si on imagine I’écran B troué d’une multitude de fentes ( en nombre infini méme) et
qu’en plus imaginons aussi une multitude d’écran B’, B”, B, ...(en nombre infini méme), alors
on comprends intuitivement ’approche de Feynman a la mecanique quantique si on postule
en plus, Hypothese de la correspondance classique pour des temps infinitésimaux. Dans ce qui

suit, cette approche intuitive est illustrée conformement aux lois quantiques.

2.1.1 L’amplitude en mécanique quantique

Suivant l'expérience & double fentes, nous avons une quantité de base & la formulation de
Feynman qui est amplitude de probabilité K (xy,1y; x4, t,) pour un particule non relativiste
pour aller d’un point d’espace-temps (x,,t,) a (z,t,). Nous devons ensuite faire la somme
de toutes les possibilités intermédiaires, c’est-a-dire notre somme doit inclure les contributions
de chaque trajectoire reliant (z,,t,) a (xp,%). Si on note amplitude de probabilité pour un
trajectoire x(t) pour aller d’un point d’espace-temps (x,,t,) & (zp,t,) par ®[x(t)], amplitude
totale K (xy, ty; T4, 1t,) est la somme des contributions de chaque chemin.

Cette amplitude de probabilité est appellée "propagateur", et il est donné par :

K (2, ty; T, ta) = Y Bla(t)] (2.1)

{z(®)}
ou ®[x(t)] est Pamplitude de probabilité pour le chemin x(t), tel que z(t,) = xp, z(t) = x4
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Feynman propose de discrétiser chaque chemin, en divisant Uintervalle [t,,t,] en N divisions
régulieres [t;_1,t;] pour j =0,1,..; N—1outy =1t,,ty =1, telquee =t;11—t; et Ne = t,—1,,
ou I'on note par z(t;) = x; pour j =0,1,...,N.

Dans sa forme discrete, cette amplitude totale est notée Ky et est donnée par la somme sur
tous les points x1, s, ..., xy_1 intermédiaires entre x(t,) = z,,et z(t,) = x, pendant la durée

du trajet [t,, ty) -
KN = /.../@(xa,xl,...,x]v1,a:b)dx1...da:N1
N

-1

Ky = /Ks(xN,thxN—htN—ﬂ H Ke(@j, tj; w1, tj-1)dx; (2.2)
j=1

ot K.(zj,t;;xj_1,tj—1) est Pamplitude de transition élémentaire qu’on écrira comme suit :

. N
[ m (4
KE(Ij,tj;$j,1,tj,1> = 2irhe /exp [i—izsg(l'j,le)] (23)
j=1

ou I'on postule que S.(x;,z;_1) est l'action classique sur I'intervalle infinitésimal [¢;_1, ;]

m % +oo +o0 +o0o i N
Kn(xp, ty; 4, t,) = <2i7rh€> / / / exp ﬁzss(a:j,xj_l) dry...dry_q1 (2.4)
—o00 J—00 —00 j=1

Ce propagateur K (xy,ty; T4, 1,) est écrit comme limite de K y(xy, ty; T4, t,) pour N — 00

K(zp, ty; x0,t,) = N Z exp{ t)]} = th Kn(xp, ty; T4, ta)
{r(0)) >
mo\% [ & ]
. 2
= A}Lnéo (2i7rh5) /exp ﬁz (zj,zj_1)| doq...doy_y
m N . N 1 N
. 2
- 0 ) e F 25 H 29
Ou cette constante N est choisie pour la normalisation suivante :
Hm K (zp, ty; Ta, te) = 0(xp — 4) (2.6)

ty—ta

Une forme alternative plus conventionnelle est "'intégrale de chemin" definit dans :

K(antisznts) = [ew {1501} DL ) (27)
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ou le symbole D[z(t)] est la "mesure sur 'espace des chemins" qui signifie la sommation ou

I'intégration sur tous les chemins possibles, avec

tp
S = / Ldt (2.8)
ta

l'action "classique" évaluée entre les deux points finaux. L’équation (2.5) est généralement
appelée expression ou approximation polygonale de l'intégrale de chemin de (2.7).

En résumé, la quantité physique centrale dans ’approche de Feynman est le propagateur K
qui représente ’amplitude de probabilité (ou de transition) d’une particule passant d’un point
spatio-temporel a un autre. La limite semi-classique est quand il n’y a qu’un seul chemin ou
trajectoire (trajectoire classique) qui relie les deux points finaux dans ce cas la particule se
déplace sur un chemin ot ’action est minimale.

Finalement, en mécanique quantique, tous les chemins contribue a I’évolution du systéme, y
compris le chemin classique. La contribution des ces chemins en phase de 'amplitude se mesure

en terme de i dans l'action et leur intéference est 1a pour faire emerger leur effet quantique.

2.2 Approche via opérateur d’évolution

Dans cette section, nous allons construire cette intégrale de chemin de Feynman partant de
I'opérateur d’évolution. Il est vrai que Feynman ’avait présenté via des postulats indépendants
du mode opératoriel se basant seulement sur les propriétés de ’amplitude de transition ( connue
aussi sous le nom de fonction de transformation ou encore de transformation unitaire). Nous
définissons cette amplitude de transition comme élément de matrice de 'opérateur d’évolution
et on lenomme aussi propagateur de Feynman puisque cette amplutude propage la fonction
d’onde associée au systéme quantique d’un point spatio-temporel initial & un point spatio-
temporel final.

Ce propagateur noté K (xy, ty; 24, 1t,) est défini comme suit :

K(xp, ty; oy ta) =< xp|U(ty, ta)|Te > (2.9)

ou Ul(ty, t,) est opérateur d’évolution entre 'instant initial ¢, et I'instant final ¢,. Il n’est pas
difficile de s’assurer que ce propagateur propage I'état initial U (x,,t,) a Pétat final W (x,1,)

suivant la formule :
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U (zp,t) = / < xp|U(tp, ta)| 0 > U (24, t,) dzg
= /K(:cb,tb;xa,ta)\ll (o, ta) dzg (2.10)

sachant que, dans la représentation de Schrodinger, I’évolution dans le temps des états est
définie par I’équation :
ov

z’hE =HV Lavec H = (% + V(:z:)) = (—_7128_2 + V(x)) (2.11)

et dont la solution formelle est donnée sous la forme suivante :

U (t,) >=T. exp (—% (% + v)) U (t,) > (2.12)

avec, 1" est 'opérateur qui ordonne suivant les temps.

2.2.1 Construction du propagateur

Dans le but d’obtenir la construction naturelle de I'intégrale de chemin proposée par Feyn-

man, partons de la formule précédente c’est a dire de

K(a:b,tb;a:a,ta) = <xb|U(tb7ta)‘xa>

= < xplexp {—%H(tb - ta)} |z, > (2.13)

ou Uty t,) = eXp—%HT, avec T' = t, — t, et divisons l'intervalle de temps [ty,t,] en N

intervalles égaux a ¢ = %, et remarquons qu’on peut écrire cette expenentielle comme :

. . N
exp _lpr| = exp ~'He (2.14)
h h
Décomposons 'opérateur hamiltonien comme suit :

2
p

H=—+V(x)=A+1B 2.15

P Vi) =A+ (215)

avec A = % et B =V(z). Pour e = £ << 1 (N >> 1) nous pouvons utiliser la formule de

Trotter suivante :
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exp [—% (A+ B) 5] = exp {—%Ag] exp [—%Ba] x exp(ordre supérieur en puissance de ¢)
(2.16)
Insérons maintenant la relation de fermeture suivante en base des coordonnées [ |z; ><
zj|dz; = 1, ot 'on note chaque x; comme coordonnée correspondante aux extrémité de la
subdivision en temps, autrement dit, écrivons et prenons en plus la limite sur N — oo pour

satisfaire la formule de Trotter précédente

K(zy, ty; xo,ta) = A}lin < Tp) {exp {—%As} exp [—%Be” =

N
: i
= z\}gréo/ H dz; H < x;| exp {—ﬁAs} exp [—ﬁBs} |z > (2.17)

7j=1

qui peut se mettre aussi comme suit :

K(zp, ty; x4, ta) = hm / H dx; H < z;| exp (———6) exp <—%V(x)5> lz;_1 > (2.18)

Pour une deuxi¢me fois, insérons la relation de fermeture en base des impulsions [ |p; ><
p;ldp; =1, oi 'on note chaque p; comme impulsion correspondante & chacun des intervalles

en temps, on obtient alors

1
K(xp, ty; ta,ta) = ]\}gréo/ H dx; H/dp] < x;| exp < > Ip; >< pj|exp (—ﬁV(xk) |zjq >

(2.19)
Par ailleurs, on a les actions d’opérateurs suivants :
. 2 . 2
L p (A%
—— = —— : 2.2
exp< = om > Ipj > exp< o 5> Ipj > (2.20)
exp (—%V(w)s) |21 >=exp (—%V(le)s) |z > (2.21)

Par conséquent, le propagateur (2.19) est écrit comme suit :

K(xp, ty; o, ty) = J\}I_I)noo/HdZL’] /— Xp< p]a:]> (2.22)

1 Dj ¢ !
X exp {—ﬁz—a] exp <—7—iv(%‘—1) > exp <_ﬁpjxj_l>
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1 i 1 ¢
avec < xj|p; >= T €XP <ﬁpjxj , < pjlry >= Vo P TP
On écrira alors

_ dp;
K@y, s 2a,ta) - = Nllnio/ H dr; H/ onh

ou bien

N-1 N . N
) dp; i Ti— Xi_q P
K (xp, ty; Ta, ta) = Nhféo jl_[1 dz; /j1 ﬁiexp {ﬁ Z [Pj <]TJ) <27Jn + V(‘%'—l))} 5}
(2.24)

Remarquons que les intégrations sur les p; sont Gaussiennes et peuvent étre effectuées

. 92 . N
1 D5 —1
K,y 2, t) = T / H w, | H{ { e Ly -y n] } exp [aglw:cjl)e]
(2.25)
Nous utilisons alors 'identité la formule suivante :
dp; —ipy m i () —xj)’
— —_— i = —m— 2.26
onh P { R oo TP = i) Sinhe VR 22 (2.26)

On remplace cette relation dans l'intégrale (2.25) , on arrive a I’expression donnée naturellement

pour le propagateur de Feynman

N N-1 . N
K(xp, ty; x4, t,) = lim <2i777:ﬁ6> ’ / H dx; exp [% Z <;n—€(xj —z1)%— V(xj_1)5>]

N—o0

Notons qu’a la limite N — oo , ot 'intervalle de temps ¢ tend vers zéro, I’exponentiel dans
I'intégrale vue comme intégrale de Rienmman est proportionelle au lagrangien classique du

systeme

i\f: (2%(963‘ —xjo1)” - V(ﬂfj—l)E) = ﬁ:g [% (%)2 - V(xj_l)]

J=1

m. g

_ /t(zx] V(mj))dt:/tbL(mj,:tj,tj)dt (2.28)
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. . X — T

ou &; = lim J J
£—00 IS

d’intégrale de chemin pour le propagateur K (xy,ty; T4, t,) donnée par Feynman et qu’on écrira

L est la vitesse de la particule & 'instant ¢; et enfin on a la formulation

sous la forme continue suivante :

Koty 5 ta) = /( Y b () exp {% /t:bdtL(x(t),i(t),t)}

xayta)

_ /( " [2(t)] exp {%s [:E(t)]} (2.29)

ma,ta)

ou S [z(t)] est nommeée I'action classique

ty
S [x(t)] :/ Ldt (2.30)
123
La mesure de Feynman est noté par
m N et
Dla(t)] = Jim (——)* [] da; (2.31)
=1

2.2.2 Propriétés du propagateur

La propriété 01 :

L’équation de Schrédinger pour un état | W(¢) > est

9
ihor | W(E) >= H [ (1) > (2.32)

2
ou H est I'opérateur Hamiltonien du systéme qui dans notre cas est H =T 4+ V = L + V.

2m
Nous supposons que H est indépendant du temps.

Pour At =t —ty << lona

| Ut + At) >=|T(t) >+ {% | T(t) >| At + O ((At)?)

- (1 - %HAt) | (t) >= exp (—%HAt) | W(t) > (2.33)
et comme la solution formelle en fonction de I'opérateur d’évolution est donnée par

| U(t) >= Ut ty) | U(ty) > (2.34)
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avec
U(t, to) = exp (—%H (t— t0)> (2.35)
Partons de I’équation

| W(ty) >=Ulty, ta) | ¥(t,) > (2.36)
et multiplions & gauche par le bra < x|

< 2| U(ty) >=< 3| Ults, 1) | U(ta) > (2.37)

En insérant une relation de ferméture [ dz,|z, >< z,| = 1; nous obtenons

< mp|V(ty) >= /dxa\za >< xq| < 2p|U(ty, ta) | U(ta) >
_ / Ay < 2ol U(tys 1) |20 >< 20 U(ta) > (2.38)

et < x|V (ty) >= U (2, 1), < 24| V(to) >= VY (24, t4),

U (xp,ty) = /d:na < xp|U (b, to)| 20 > ¥ (24, t0)
_ / K (2, 70, £) 0 (2, 1) i (2.39)

Avec t, > t,
ou K (xy, ty; 24,t,) le propagateur donné par (2.27)
La propriété 02 :

K (xp, ty; T4, t,) vérifie ’équation de Schrodinger

lim K (xp, ty; Ta, ta) = 0 (x5 — T4) (2.40)

ty—ta
La propriété 03 :
Si le Lagrangien ou I’Hamiltonien sont indépendants du temps alors le propagateur K (s, tp; T4, to)

vérifie la propriété suivante :
K(xp, ty; oy te) = K(xp, ty — ta; T4, 0) (2.41)

La propriété 04 :

Considérons les états U (x1,t1), ¥ (x4, t,) et U (x4, 8) avec t, < t1 <ty
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suivant la définition (2.10) , nous avons
W (21, t1) = / K (21, 145 20, 1)U (20, ta) dia (2.42)
U (zp, tp) = /K(xb,tb;xl,tl)\ll (1,t1) dxy (2.43)
et
U (2 1) — / K (0, ty: s 1) (10, £2) d (2.44)
En insérant (2.43) dans (2.42) nous obtenons;
\Ij([ﬂb,tb) - /K(l‘b,tb;xl,tl)d.ﬁvl/K(.Il,tl;fﬂa,ta)\lj (xaata) dxa
= //K(mb, to; 1, t1) K (21, t1; g, te)dx1 V¥ (24, t,) dzg (2.45)
L’équation obtenue a la méme forme que 'équation (2.44 )
Donc le propagateur K (zy, ty; x4, t,) vérifie la propriété suivante :
K(:Eba tba La, ta) = / K(fL‘b, tba xy, tl)K(xl7 tla La, ta>dl‘1 (246)
Cette derniére équation est dite I’équation de Chapman-Kolmogorov.
La propriété 05 :
Partons de I’équation
W(t) >= Uty ta) | W(t) > (2.47)
avec .
Ulty, to) = exp (%ZH (ty — ta)> (2.48)
et on a
U(t) >= ) <9, [U(ta) > |, > (2.49)
il vient que
—1
|\Ij(tb) > = ;exp <€H (tb - ta)) < ¢n|q}(ta) > ’SOTL >
D <@, [U(te) > exp (%En (t, — ta)) 0, > (2.50)
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Avec les vecteurs |, > état propre a H

Hlp, >= E,|p, > (2.51)

En multipliant par le bra < z;| et en insérant la relation de fermeture [ dz,|z, >< z,| =1,

on obtient

< xp| ¥ (tp) > Z/d% < Pplta >< 14| V(t,) > exp ( " E, (t, — ta)) < xplp, > (2.52)

Avec )
< ZL'b|\I/(tb> >= \I/(ZBb,tb)
< x| V(L) >= V(2y, ta
(1) = V(e 1) -
<z, >= ()
L < PnlTa >= 7 (24)
Donc
Uy ty) / i, [Z exp ( (b —t )) o (1)et ()| Ulaarts)  (254)
en comparé par (2.10), alors le propagateur écrit comme
—1
K (xp, ty; Tq,ta) = ; exp (fEn (tp — ta)) o ()Pl (24) (2.55)

Fonction de Green

En mécanique quantique non relativiste la propagation se fait vers le futur ( causalité non

relativiste) nous définissons alors la propagation par la fonction de Green en temps suivante

Gty 1a) = © (1, — 1) (exp - (1 — 1) ) (2:56)

ou O (t, — t,)est la fonction de Heaviside assure cette causalité.

L’élément de matrice entre les états |z, > et |z, > s’écrit alors comme

— (b= ta) Bl >

= @ (tb — ta) K(l’b, tb; Lq, ta) (257)

G(zp, Tasto, ta) = < xp|Gtp, to)|Ta >= O (ty — ta) < xp|(exp

Dans ce cas, G(zy, Za; by, t,) est une solution de I’équation

[zﬁi — H(xb)} G(zp, Ta; by, to) = thd (zp — 4) O (tp — ta) (2.58)
oty
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En introduisant la transformée de Fourier de cette fontion de Green en temps, on obtient la

fonction de Green en énergie définit par
1 [ B (t, — t,
G(xb, La; E) = _/ dT exp [M} G<xb7 Za; b, ta) (259)
th Jo h
Pour H indépendant du temps, cette fonction de Green vérifie

(E . H) G2y, 20; B) = 6 (25 — 7a) (2.60)

G(xy, 24; E) est Pélément de matrice d'un opérateur G(E)

Gy, 24; E) =< 2| G(E)|x, > (2.61)
et ol formellement on écrira
N 1
G(F) = (2.62)

et comme

K(xy, ty; Ta,ta) Zexp ( w (ty — ¢ )) ©n(xp) e (T4) (2.63)

alors cette fonction de Green dépendante de 1’énergie s’écrira comme

G(y,7a; E Z 21 xb 80" x“ (2.64)



Chapitre 3

L’intégrale de chemin en coordonnée

polaire

3.1 Propagateur non relativiste en présence d’un poten-

tiel central

3.1.1 En deux dimensions
Le propagateur de Feynman d’une particule de masse m se déplacant dans un espace eucli-

dien & deux dimensions dans un potentiel V' (z,y) est donné par :

1 m

Koo ) = [ DEO DO [+ [0 (5 @+ - ven)a] @

Sous la forme discréte, il est défini par :

N
. m \N [N-1 i o
K (ry,74;T) = lim <2z'7r715> / jl;[l dxjdy; exp [ﬁ jEl S(j, 7 — 1)] (3.2)

avec S(j,j — 1) représente 'action discréte, qui est donnée par :

.o m
S J = 1) = 5 (Axf + Ayj) — eV (z;,y;) (3.3)
ol ¢ et Auj(u = x,y) sont respectivement l'intervalle élémentaire de temps et l'intervalle

position définis selon les notations standard par :

19 :tj —tj_l
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T:tb—ta:NE-:

AU]' =U; —Uj—1

u; = u(t;)
Passons en coordonnées polaires :  x =rcosf, y = rsinf
Suivant la décomposition polaire habituelle, le propagateur s’écrira dans la représentation

polaire comme :

. N
. m N N—-1 17 o
K (ry,74; T) = lim (2i7rh£) / II r;dr;df; exp [ﬁ ZS(],] — 1)] (3.4)

N—oo -
Jj=1 7j=1

avec

Sy, j—1)= 2%_ [(rjcos; —rj_y cos 0;,_1)° + (r;sin6; —r;_ysinf;_;)* — eV (7, 0;,)] (3.5)

qui peut se mettre aussi comme suit

.o m R
S(j?] - 1) = 2_5 [7’? + T’J2-71 — 27“j7’j,1 COS A(gj} — 8V(7”j,9j)
m -
= 5 [Ar? + 2r;r5-1 (1 — cos AG;)] — eV (7;,6;)
in? Af; —
= E AT32~—|—4TJ‘T']',18H1—) _€V(fj79j) (36)
2e 2
ou
uj = % uj =1;j,0;

A ce stade, notons que les corrections qu’on va introduire en Au; doit étre de telle maniére
que Daction soit du premier ordre en ¢, sachant que Au; = u; — uj_; sont de Pordre en /e.
Ceci nous permet alors les développements (corrections quantiques) suivants dans Paction et la
mesure

m Ar2  AG?2 A9Y
MAA2 L a(72 — 2 i 2Y
5z |2 AT = =)~ 5)

S(j,j—1) = —eV(7y,0;) (3.7)

qui s’ecrira

. m - o m
S(j,j—1)= 5 [Arf- + TJQ-AG?] — eV (7, 05) — %

oA pd 2
TJQ-AHJ- N ArjzAHj
12 4
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ou bien

m _om | PN
S(],j — 1) = —5 [AT2 + 7:2A92] - €V<Fj79j) - |- 3 L+ AT?AG?

ol nous n’avons retenu que les termes AG? et Ar?AH? qui sont tous d’ordre &2

exp (% ;S (4,7 — 1)) ;exp (%S (4,7 — 1))

N . oA pd
_ _tm 7 Ab; 2 A 02
= Z [1 e <—3 + Ar;Af;

j=1

rm

X exp {hQs

At 2a) — Lev, @)]

et pour la mesure dxdy = rdrdf on prendra l’expression suivante :

N-1 N-1

N

1 1

dxjdyj = rjdrjdej = H (Tjrj,1)§ drjdﬁj
j=1 j=1 vV TpTg = i

En suivant la procédure de Laughlin-Schulman ([6]) et la formule suivante :

+oo 2 +oo 2
5 —alU (2n — 1! / —aU m
/oO U exp(—Qﬁ )dU —(%)n - exp(—QB )dU avec [ e

les corrections quantiques seront remplacées respectivement par :

1he 9 1 ihe 4 3 ihe ,
E)JAHJ' — %(E)?Aej — f_;*(ﬁ)

Ar? — (

et par conséquent, le propagateur (3.4) devient

N-1 N :
1 ) m N _ ] ..
K (ry,ra; T) = Ty Z\}LI%O <2i7rh€> / gljll drjdejjlj[lrj o {ﬁA - 1)}

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)
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Avec
2 A pd
.o m 2 _9 2 = hATQ m T2A9 9 9
A(j,j—1) = % [Arj + rjAQj] —eV(r;,0;) — TFJ; - (% + ArjAQj
m _ h2e  m (733 ihe 1 ihe
= Z[Ar2 +72A0% — Fof)) — — = D2 N2, (T2
26[ T j} eV (75,65) 8m77j2 85(3;‘(771) T?(m)>
m _ - h2e
= o [Ar? + T?AQJQ»] —€ [V(Tj,ﬁj) - 8mr2-] (3.15)
J
qui s’écrira sous une forme continue
Trm ., 4.2
S = [5@ +r20%) — Vi (r, e)} dt (3.16)
0
avec le potentiel V,(r, #) corrigé par le terme quantique
h2
Vo(r,0) =V (r.0) — o (3.17)

3.1.2 En trois dimensions

Le propagateur de Feynman d’une particule de masse m se déplacant dans un espace eucli-

dien & trois dimensions dans un potentiel V(x,y, z) est donné par :

K (2, Yo 20 T s 20 T) = / D [e(t)] D [y(8)] D [=(t)

X exp [ﬁ/o (% (i + 3% + %) = V(z,v, z)dt)} (3.18)

et sous sa forme discréte il est défini par :

3N N-1 . N
. m 2 1 ..
K (b, Yo, 20y Tas Yas Za3 T) = i (Ziﬂh€> /]1_[1 drjdy;dz; exp [ﬁ ;S(J,J - 1)] (3.19)
avec S(j,j — 1) laction discréte donnée par :
.. m
S J = 1) = 5o (Axf + Ayj + Az)) — V(wj, 95, %) (3.20)

En utilisant le systéme des coordonnées sphériques (r, 0, ¢) défini ainsi :

xr=rsinfcos¢ ,y=rsinfsing ,z=rcost
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Le propagateur s’écrira dans ces coordonnées sphériques comme suit :

3N N-1 N
Ty 1 mo\z 260 0-dr-df.déb. L i
K(ry,re;T) = ]\}1_{1(1)0 (2i7rh€> / ]1;[1 75 sin 0;dr;df;deé,; exp [h ; S(7, ] 1)] (3.21)

avec

S(j,j—1) = g (rj sin 6; cos gbj —rj_1sinf;_4 Cosqﬁ-, )2 + (rj sin f; sin gbj —rj_1sinf,_4sin gbjfl)z

+ (rjcos8; —1j_y cosb;_1)° — eV (7,0, b;) (3.22)

qui écrit sous la forme suivante :

S(j,j — 1) = % [T? + T‘]2-71 — 2Tjrj—1 sin Qj sin Hj_l COS(¢j — ¢j—1) + cos Gj COS 93'_1}
—€V(77j, éj, &j)
m — —_
= 5 [7‘ +7‘] L — 2r;rj_1 cos \I/j,j_l] —eVi(7,05, ;) (3.23)

ot cosW;; 1 = costljcost;_y +sinf;sinf; y cos(d; — ¢, )

.o m I
S(],j - 1) = 2_5 [7’? -+ 7’?71 — 2Tj7’j71 -+ 27”j7’j,1 — 2Tj7ﬁj71 COS \Ijjﬂ',l} - €V(7’j, 9]', (b])
m I
= 2_5 [ATJZ + 27“]'7“]'*1(1 — COS \I[j,]?l)] — EV(TJ', Qj, ¢j)
m ) \I",'—l R
= 3 {Arf + 4r;r;_y sin® % —eV(7,0;,9;) (3.24)

et pour la mesure dxdydz = r? sin Odrdfde¢, on prendra I’expression suivante :

N-1 N-1
H drjdy;dz; = H 7“]2- sin 0;dr;d0;de,
j=1 j=1

et l'action écrit comme suite :
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U, . o
S(j,j—1) = m [ATJQ- +4drjri_4 sin? %1] — €V(Fj,€j,¢j)

2e
m 2 | 2Ap02 | 22027 2 1 2 2 2A 12 i 27 2N 12,2
= 3 {Arj + 7, Al + 75 sin” 0;Ad; — 1 (Arj + Af; + Ar;Ag; sin® 0; + A0TAP;r;
1 1 - — -
+§A9§f§. + §A¢;¥f§. sin® ej)} — eV (5,05, 9;) (3.26)

ou bien

SGj=1) = 5 [Ar 4+ TN 47 sinzéAqb?] — V(75,05,6;) — = [Ar2AG? + Ar2Ag sin® 0,

8¢
+AP NG + < A04 o+ A¢ 72 sin 0} (3.27)
De la méme maniére, en suivant la procédure de Laughlin-Schulman ([6]) :
teo —aU? (2n — 1)1t [+ —aU?
U exp(——)dU = = / exp AU 3.28
[, et =Sy | e 629

pour évaluer les corrections quantiques on remplagant dans le propagateur, il devient :

3N 1

N
m o\

Ko T) = Jim (5—) / dr;d6,do,

(1,70 T) Voo \2irhe \/Tyre sin 0y, sin 4, ]1_[1 rid6;d9;

N .
X H 77]2- sinf; x exp {% [2% (Ar? + f?AG? + f? sin? QjA¢j2)
=1

s 3 ] — K2 . 1 3.29
—8( (7, j’¢j)+8mf]2,( +sin29j)>}} o

Qui s’écrira :

m \%
K o) = i : dr;jdf;d
(r,7a; T) N <227rh5) \V/TpTg SIn 9b sin 0, / H " 2
il — i [m
X H FJZ sin 6; exp {ﬁ [2_5 (Arjz + F?A@? + 7’]2- sin? HjAgé?)
j=1
—e (V(75,0;,9,) + AV;)] } (3.30)
Ou AV} est la correction quantique donnée par :

AV, = " ( M ) (3.31)

J 8mi2 :
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On remplace FJQ- par 7;7;_1 et sin?6; par sin6;sinf;_; , la forme équivalente écrit comme :

N—oo \2imhe

3N N-1
K(ro,ra;T) = 1im< = ) / [ 2 sinb;dr;do,de,
j=1

N .
X H exp {%% (AT? + Tj?”j_lAQ? + rirj—1 sin 03' sin Hj_lAng?)
j=1

—e(V; + AV))} (3.32)

3.2 Propagateur de la particule libre

Dans ce qui suit, nous allons déterminer la partie radiale du propagateur libre en intégrant
sur la partie angulaire, puis sur la partie radiale du propagateur. Ceci va nous permettra de
manipuler quelques formules utiles au calcul de perturbation, telles que les fonctions de Bessel.

On considére une particule libre V' = 0 se déplacant dans un espace & deux et trois dimensions.

3.2.1 En deux dimensions

Dans ce cas, le propagateur est défini comme suit :

N-1 N :
: m\N i rm
K(xp, %4, T) = ]\}eréo <27rz'ﬁ€> / H ridr;db, Hexp [ﬁ <% (rf + r]2-_1 — 2r;rj_1 COS A%))]
j=1 j=1
m \N [T+ al im

T drdO — (r2 a2

= lim_ (mm) / H1 rdr;db); 1_[lexp {%h (r? + rjl)} (3.33)
= =

—Umr;ri—1

X exp lh—e cos(6; — Qj_l)}
En utilisant le développement en fonctions de Bessel modiées I, suivant :

(e o]

exp(zcosf) = Z I (2) exp(ikf) (3.34)

k=—oc0

alors le terme angulaire de ’action s’écrit comme suit :

—Umr;ri—1

exp [T ot~ )] = 30 (T Yexp ikt~ 0, (6339
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Et le propagateur (3.33) se reécrira comme suit :

N
N-1 00

—UMmr;Ti_ ,
X/ do; » 1, (h—é]l) exp (il;(0; — 0;-1))

j=1 lj=—o0

N N1 N -
= am () [ e Ileow [ 35032
Z Z Z L (—zmrﬂ"o) I, <—m}Z1TO)

l1=—00 lg=—00

_ 27 2T
%I, (%)/{) d0y exp [i (I — 1) 0, ]/0 40y exp [i (I — 1) 0a]

27
X/ dGNexp[ (ZN—ZN 1)0]\[] (336)
0
Ou encore
m \N [N N imo, 9
K (15, 00,70, 00;T) = lim. <2m'h5> /]HTdej]lj[leXP {ﬁ (7] +7“j—1)}

X Z I, (M) 2m)™ exp [il (0 — 0.)] (3.37)

Les intégrations sur les angles ont été simplement effectuée en utilisant la propriété d’or-
thogonalité de fonction exp (ikf) sur U'intervalle [0, 27]. La forme du propagateur se simplifie

alors a

K(ry, 06,710,005 T) = > Ki(ro, 703 T) exp [il (0, — 6,)] (3.38)

l=—00

Ou K (ry,7rq; T) est le propagateur radial qui a la forme suivante :

M,
Ki(ry,10;T) = z\}lféo(the / H ridr; Hexp [ZH 7“ +T‘J 1)] I; ( hj j— 1)
(3.39)

C’est une intégrale de chemin sur le rayon et on va l'intégrer d’'une maniére recurrente en

procédant ordre par ordre.
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POUR L’ORDRE 1

Ki(rg,r9;2¢) = /Tldth(To,ﬁ;E)Kl(ﬁ,7“2;5>

m m g

m
= (%)2 exp {2—716(7"(2) +7’§):| /rldrl exp [h—grl]
1, <_Zgror1> I <_’7;Z’7"2 7“1) (3.40)

Nous introduisons la formule suivante des fonctions de Bessel (la formule (2) section 6.633,

p-699) ([2]) :

* ' b’ + ¢?) —ibc
) T, (—iba) (i — e | 3.41
/0 exp(iax®)I,(—ibx)l,(—icx)xdx 5y OXP |~ 5 (3.41)
avec Re(a) > 0,Re(v) > ~1.ot a= ,b=52 ,c=752

b2+ 2 _m(r3+r§)

4a 2  2eh

bc  mrory
20 2¢h

ce qui donne

m im ihe —im (12 +13) mrors
Kiro,rai2e) = (7o) exp [%% +r§>] (%) eXp( > %k I’< 2ihe )
m im (rg +r3) (mrorg)
— - 1 3.42
2ihe T < 2 2eh ) '\ 2ihe (3.42)

On remarque qu’on obtient la méme forme du propagateur ou juste la durée de temps ¢ est

remplacée par 2¢. Ceci nous inspire a la formule recurrente suivante :

pour 'ordre n

Kz(rb;T’a;Né?) = /dTN—lTN—le(T’b;T’N—l;(N— 1)€)K1(TN—177“a;€)

/d m o m (7“,3 + 7“12\7,1) P LR !
= _ _ _— X _—
AN\ (N — 1)) TP\ 2 TV —Deh | TP \V = 1)ine
m m (T12v71 + 7“5) Mry—17q
— — I 4
X(z'ha)eXp ( 2 eh : ( the ) (3.43)

et avec la méme formule des fonctions de Bessel ([2]), alors on obtient :
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Ki(rp,74; Ne) =

m m 1 MTpTa
ihNe © {2}1 Nz ot )} I (G (3.44)

Sachant que T' = N, la forme finale du propagateur radial de la particule libre est donnée par :

T 2rT T
On remplace la formule (3.45) dans (3.38) et on utilise la formule (3.34), On obtient la forme

Ki(ry,re;T) = ﬁexp [ im (ri+r )} I, (an) (3.45)

du propagateur libre

B > mo mryre _—
K(xo %0, T) = _Z_ T © [ZHT(TZ’ T )} [’( ihT )eXp [i1(6 = 0u)
- m @_m 9 2 _
— (2m’hT> exp [ZHT [(7“,, + ra) 211, cos(0y, Ha)]] (3.46)
Et qui se déduira comme
- m _ 9
K(xy,%x,,T) = (27m'hT) exp [_QET(Xb Xo) } (3.47)

3.2.2 En trois dimensions

Dans ce cas, le propagateur est défini comme

m 3N N-1 00 ™ 2
K(rp,ra;T) = lim. (mﬁg) / E /0 /0 /0 r? sin 0;dr;df;dg,;

N , ,
im —imrrj_
X Hexp [25 3+l 1)] exp {5—%“ cosVU, 4 (3.48)
o

nous allons utiliser la formule suivante (section.8.534 ,p.980) ([2])

exp (Z cos W) = (g) I (v) Z (l+v) L1, (Z)CF (cos ¥) (3.49)

qui est valable pour tout (v # 0,—1,—2,..) ou I, (Z) sont les fonctions de Bessel modifiées et
C} (cos U) représentent les polynomes de Gegenbauer généralisant les polynomes de Legendre.

Pour nos les calculs, on identifie v = %, on aura alors :
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N[

exp (ZcosT) — (9—; r (%) > (z + %) Iy (2) G (cos )
_ (ﬁ)_% i (z + %) 1,1 (2) CF (cos W)
— \/;Z 20+ 1) I,1 (Z) (Pycos W) (3.50)

ou CP (cos¥) = P(cos ¥) est un polynome de Legendre de degré [ en cos ¥

— M imhe > — M
exp | L cont | = By 2 P+ D hy (Z75) Ateosv
R PR

(3.51)
Le propagateur (3.48) devient alors :

, N Y 2
K(rp,ra;T) = A}l_r}rgo (27m'h€> /Jl;[l (/ / / 72 sin 0;dr;df;dg, ) Hexp[ (r2 477 1)}
eSSt 4 1)1, (ZTT) By (cos 0 3.52
l+ ch J 7]

2mrj i1

Ou bien

m % oo > al imhe im
Ky, rgT) = Jim () / 2d moa
(b, 70; T) Nooo \2ihe LT [H 0 " ]li[l 2mr]7’j 1 P15 (T] +7’J*1)
1,02,-,tN= -
Ry zmr]rj 1
X H QL +1)1, Py (cos Wy 1) sin6;d0;de,
1 LJo Jo

X {(ZZN +1) IlN+% (M) P, (cos \I;N7N_1)} (3.53)

ch

Qui peut se mettre aussi sous la forme :



3.2 Propagateur de la particule libre 30

K( T) l ( - >3§ i LY 1/00 dr | ] e

Ty Ta; = lim : ridr;

b N—oo \27mihe Ll Iv=0 TpTq j=1 0 Y j=1 2m7ﬁj’r] 1
1,l2,.In= = =

X exp {2 L2 1)]

-1

27 s -
X |:/ / 2Z +1 l+ (%) Plj(cos\IfjJ-_l)Sin9jd9jd¢j}

7=1

2

zmrjrj 1

X... {(QZN + 1) Iy (_T) P, (cos \IJN7N_1)} (3.54)

et a laide du théoréme d’addition pour les harmoniques sphériques ([11]) :

leYlfm (QU*U) Yim (ﬁ@) _ 2 447: L B (cos W, 1) (3.55)
avec QU1 — ((9”,1,¢n,1) et O = (0, 9,,)
47 i

Pi(cos Wj51) = 5= leYl,m (O 0) Vi (On15 bp1) (3.56)

le développement (3.50) devient :

_ — o
exp(ZcosW¥) = 2m/7ﬂ;]l+ ZYim ns @n) Y7, (n17¢n—1)] (3.57)

m=—I

B [ 2ichn & zmr]r] 1
N I Mmr;r;_1 ;IIJF;( )Zyim ns @ (9”—17¢n—1)]

m=—1

et en insérant cette derniére dans (3.52), on obtient :

00 N-1 N .
. mA\N 1 o mn o 2
KlnraT) =l (G2)° o 3 [ / ”’d”]HeXP 5 05 7))

lila, =

Sty (T gy (T

lj
X Z }/2 M 0],¢> ,mj (] 1’¢j71) Slneﬂdejdqb]

m=-l;

In

X Vg (08, 68) Y (On-1,651) (3.58)

m=—In
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En procédant de la méme maniére que dans le cas deux dimansions, I’orthogonalité des harmo-

niques sphériques décrite par la relation :

/ / l m , l;km/ (0, ¢) sin Qd@dgb = 5l7lz5m,m/ (359)

nous permet alors de ramener le propagateur a la forme suivante :

= (21
K(ry,ra; T Z + Ki(ry,70; T) Pi(cos Wy p) (3.60)
1=0
et W, = cos (Xp, X,)

Dans ce cas le propagateur radial est donné par I’expression intégrale de chemin suivante :

mA\N 1 Nt oo
Kl(rbara;T) = ]\}l_l')noo <%) m [J:HI/O rjer]

><H1,+ ( Zm;m 1)exp B:;_L (r2 412 )} (3.61)

Cette intégrale de chemin peut encore étre intégrée comme le cas deux dimensions suivant la

méme formule des fonctions de Bessel.

Pour l'ordre 1

Ki(ro,r9;2e) = /7”1d7"1Kl(7“0,7“1;5)Kl(7“1,7”2;5)

ANy T
N < ><ih5) ihe V012D {2571 (TO+T2)}

TroT2

& m —imro —imry
X/(; 7"1d7'1 exp |i{;‘_hr%:| [l+% <€—hT1> [l+% (77“1) (362)

on utilise la formule (7.11) avec
V+c  m(r§4r3)

da 4he
bc  mrory
2a  2he

ce qui donne immédiatement

1 my\ m m
Ki(ro,m9;2¢) = (—) <%> ihe V072 eXDP [ﬁ (7“3““3)}

ToT2

ihe —im (r3 +13) —imrors
“om P [T hos \ “one

L o m 1, —1mrory
f— — - ] —tmror2 .
(7”07“2) 2ihe exp [2% 2¢ (TO + 7‘2)] I+3 ( e > (3.63)
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et 'on voit dans la forme du propagateur la durée de temps ¢ est remplacée par 2¢. Par

conséquent, une recurence s’'impose et on a le résultat

Kl(TbaTa;N@ = /dTN17’N1Kz(Tb,TN1;(N—1)6)K1(TN1,7’a;5)

1 m 1)\? m 1, mryry
_1m im 1 Ly () s
ON ihe <wa) P [271 Ne (m+m)} 3 UihNe (3:64)

avec T'= Ne. Enfin, on obtient la forme du propagateur radial

1
m 1 \2 im mryre
Ky(ry, ra;T) = (m_T> ( ) exp {%—T (r? +r§)] Iy (m—bT> (3.65)

TpTq



Chapitre 4

La théorie de perturbation pour le

propagateur

En mécanique quantique non relativiste dans sa version de formulation de Schrodinger,
ou sur celle de Heisenberg, la théorie des perturbations peut étre introduite comme schéma
d’approximation qui permet d’étudier une interaction comme perturbation par rapport a une
autre interaction considérée comme principale. Cette méthode peut étre également employée
dans le cadre de I'approche des intégrales de chemin de Feynman de fagon trés simple et avec
une grande efficacité et comme nous allons le voir dans notre cas sa série de perturbation est
convergente et peut étre sommeée.

Considérons le Lagrangien du systéme comme étant la somme de deux termes 'un dit
principal ; libre (dans notre cas), dont on connait la solution et 1’autre dit terme de perturbation,

donné par :

L(z,#) = Lo(z,3) — aV(z) = (%)j;? — aV(z) (4.1)

a Ly correspond le propagateur libre Ky(xy, z,;T) et nous supposons que le terme de pertur-
bation oV (z) faible par son coefficient o pour assurer la convergence du développement. Le

propagateur total du systéme K (zy, ty; 4, t,) s’écrira comme suit :
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K(xbatb;l'aata) = /D eXp ;/L(x,x)dt]
0
T T

- / Dz (t)]exp |~ / M2t exp | =2 [ V(a)dt (4.2)
h) 2 h
0 0
Développons I’exponentielle comme :
—i —i
exp | —— / Vi(x Z; ( ) —~ / V(z)dt (4.3)
0 n= 0
alors ceci nous permet de reécrire
T 0 (71'04)” T "
) _ fm. h
K(zp, ty; Ta,ta) = /D [z (t)] exp h/ 5%t > - /V(x)dt
n=0 0
= K (ﬂfb,tb,l'a, Z ajb?tbaxa?t ) (4 4)
ou
T T n
v [ m o,
K (xp, ty; Ta, ta Dz [z (t)] exp > (533 dt V(z)dt (4.5)
0 0

et sachant que

ty n ty 11 th—1

/ Vit| —=n! / itV () / itV (2).. / itV () (4.6)

ta ta 0

ou 'on pose z,, = z(t,),k = 1,2,...,n, alors on aura

T tn—1

K, (zp, ty; Ta, ta /Dm )] exp Z/ —x2dt n'/dtl/dt2 /dt V(z1)V(z2)...V(zy)
0
(4.7)

Insérons alors la discrétisation de l'intégrale de Riemann suivante
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ty

N tjt1
/ Lo, #)dt = 3 / Lo(x, &)dt (4.8)
t j=0 Y
ou bien
ty ty to t1
m . m . m m,
/5x2dt = / E:c?dtn + / E:ﬁdtQ + / 51;2dt1 (4.9)
ta tn t1 ta
et celle de la mesure de Feynman suivante :
ty ty tn to t1
Dx| = Dx [z (t)] | dx,Dx [z (t)] | drp—1...dzaD [z (t)] |dziD [z (t)] | (4.10)
ta tn tn—1 t1 ta

Alors nous aurons le développement suivant :

ty tn t3 t2 n
Koy, ty; Tasta) = n!/dtn/dtn_l.../dtg/dtl/dejKo(b,n)V(acn)Ko(n,n—1)
ta ta ta ta J=1

5V (22) Ko (2, 1)V (20) Ko (1, a) (4.11)

avec Ko(n,n—1) est le propagateur libre entre les points spatio-temporels (z,, t,) et (z,—1,tn—1)-

Enfin, on obtient la série de perturbation suivante :

o ] n tp tn t3 to
—1
K (2, th; Tasta) = Ko(a:b,tb;xa,taHZ(T) / dty / dtn_1... / dt / dt,
n=0 ta ta ta ta

X / Hda:jKo(b, n)V (2,)Ko(n,n — 1)

X..V(x9)Ko(2,1)V(x,)Ko(1,a) (4.12)
Dans le cas général, on procéde de la méme maniere pour un Lagrangien :

Lt = Ly (x,3) — asVa(x) (4.13)

et on aura, avec la notation Kj(n,n — 1) propagateur entre les points spatio-temporels (x,,,t,)

et (r,_1,t,—1) dont le Lagrangian classique est L;(z, ), la formule suivante :
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tp tn t3 to

Koo (0,153 T ta) = Kl(xb,tb;xa,ta>+z(_—;f‘) [t [t [ae [ e
n=0

ta ta tq ta

« / [Tt 30 m) Vi) K0 — 1)

% Va(22) K1 (2, 1) Va(an) K1 (1, a) (4.14)

4.1 La théorie de perturbation pour la fonction de Green

La fonction de Green dépendante de l’énergie G(xy,x,; E) est obtenue en passant a la
transformée de Fourier :
iET

G(zp,xq; E) = / exp (T) K(xp, 20, T)dT (4.15)
0

Pour obtenir la série de perturbation associée & cette fonction de Green, on suppose le systéme

indépendant du temps et on applique la transformation de Fourier, on obtient :

o BT o BT
/ dT exp (Z 5 > K(y, ty; o, ta) = / dT'exp (Z 3 ) Ko(wy, ty; T4, ta)
0 0

5> (f_;a)" [ aress (1)

T tn t3 t2
X/dtn/dtn 1- /dtg/dtl
0 0

X / Hd:cho(b, n)V (z,)Ko(n,n —1)

.V (22) Ko(2, )V (2) Ko (1, a) (4.16)

Remarquons qu’on a une transformée d’un produit de convolution comme suit (dans 1’écriture

qui suit on ne s’occupe que de la variable temps, les variables espaces sont transparente dans

cette transformeée)
T

/OOO dT exp (ZEhT) /dtnKo(T — t,)F(ty) (4.17)

0
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ou Ko(T —t,) est le propagateur libre et F'(¢,) donnée par ( le nombre d’intégration figurant
dans F'(t,) est (n — 1)

tn

F(t,) = / dt, Koty — ta1)F(tp_1) (4.18)

qui est lui méme un produit de convolution. Le théoréme de convolution nous permet alors d’ef-
fectuer cette transformée en multipliant les images successives et on obtient le développement

en série de perturbation suivant pour la fonction de Green écrit comme suit :

G(zp, xa; E) = Go(xp, 243 F) + Z (—_za) Gn(zy, xa; F) (4.19)
n=1 h
avec
BT
Go(zp, 24 E) = /Ko(xb,tb;xa,ta) exp (ZT) dT (4.20)

et ot G, (zp, z4; E) est la transformée de Fourier du K, (zy, 24;T) donnée par :

n n

Gy, 2q; E) = / [ Go(zjur, x5 Y] [V () de; (4.21)

j=0 j=1

4.2 Application :

4.2.1 Potentiel delta V(z) = §(z)

Dans ce cas on considére un potentiel ponctuel donné par la fonction de Dirac V() = d(x).

La fonction de Green qui est transformée de Fourier de Ko(xy, ty; 24,t,) (voir APP1)

2 2mE
Go(zp, 245 E) = ( e ) exp (ik |1y, — 14|) avec; k* = i (4.22)

2F h?
A partir de cette fonction de Green, calculons la fonction de Green du potentiel delta en
appliquant I'expression (4.21) :

1) Pour le premier ordre on a

G (2,70 ) = / Golzy, 21 )V (21) Gola1, 2a: B)day

= / Go(zp, 215 E)0(11) Go(1, 205 F) day (4.23)
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on utilise les propriétés de la fonction delta : [ d(z)dx =1 et [d(z)f(x)dx = f(0)

Gi(xp, xg; E) = /Go(a:b,O;E)GO(O,xa;E)(S(:Ul) dx;
= Go(xp,0; E)Go(0,z4; F) (4.24)

2) Pour le deuxieme ordre :

2

Go(zp, 24, E) = /HGO a:j+1,xj,E)HV(mj)dxj

j=1
= /Go Ty, To; B (952) Go(%,l’l;E)é(xl)Go(xla%éE)dl’zdld
= Go xb,O E)Go(() O E)G[)(O l‘a,E) (425)

3) Pour le troisiéme ordre méme chose et on obtient :

Gy (29, 243 E) = Go(s, 05 E) (Go(0, 05 E))* Go(0, 245 E) (4.26)

et par récurrence, le niéme ordre est donné par

Gn(my, 243 E) = Go(a,0; B)(Go(0,0; B))* 1Go(0, 24; E) (4.27)

En remplagant Go(0, z4; E), Go(s,0; E) et Go(0,0; E), et utilisant (4.22), On obtient :

Gn(xp, x4, E) = (%)éexp(ik’ubl) <%>éexp(ik|xa|) <%>n21
- ()T el =il 125)

Ainsi, la fonction de Green totale

n+1
m

G(zp, 24; E) = Go(wp, 24 E —|—Z<_Za> (—) * explike) (4.29)

Considérons maintenant le potentiel W (z) ayant la forme particuliére suivante W(z) = V(x) +
ad(x)

ot 'on a utilisé la formule (4.27)
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= —ia\"
G(éo)(l‘bal‘a;E) = G(V)(xbaxa;E>+nz:l T) Gn(xbaxa;E)
— G(V)(g;b,xa; E)+ <_Tm) G(V)@b,(); E)
[e’s) . n—1
—i (v
_ ‘B V) a'E 4.30
S (G0 00m) 60 rn (4.30)
on utilise .
1
e 4.31
> =1, (431)
n=1
Alors

GV (@, 0; B)G" (0, 24 B)
2 — G(0,0;E)

En utilisant le théoréme de convolution des transformations de Fourier, la fonction de Green

GO (wy, 243 B) = GV (ay, 245 B) + (4.32)

associée au potentiel W (z) = V(z) + ad(x — a) s’écrit sous la forme

G (wy, a; B)GY(a, 24 E)

(9a) B = GaV) :
2
et Pour W(z) =V (z) + > a,d(z — a,)
n=1

GV (xy, 24; F) GV (2, a1; E) GV (2, a9; E)

G(V)(ab%; E) ;—? - G(V)(al,al; E) G(V)(ab%; LK)

G(V)(az,%; E) G(V)(GQ,OM; E) & _ G(V)(az,%; E)
GOrte) (g 24; F) = = (4.34)

&= Ga,aE)  GY(a1, a9 E)

al

G(V)(a2,a1; E) o G(V)(ag,ag; E)

a2

par réccurence,

Pour W(z) =V (x) + Zn:ané(x —ap)

n=1
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GV (2, 74) GV (xp,a1) e GV (zy, ay)
GV (ay, z,) % GV ay,a1) oo GV (ay,ay)
GV ay, , GVNan,a1) oo i GV (a,, an
G(2p, 20; E) = ( | ) (n, 1) o (an, ar) (4.35)
éﬁ — Gay,a1) e, GV (ay, ay)
GV an,a1) oo ;—i — G ay,,a,)

4.2.2 potentiel quadratique inverse

Soit le potentiel quadratique inverse suivant :
1
= ,r>0

Vig)={ *
o ,x <0

la fonction de Green est donnée par :

mi

Go(2p, 05 E) = /ZTp24( m

)y (k) H D (k) (4.36)
i 3

avec , T~ = max(rp, 7,) et 7« = min(rb,ra).Hgl)(z) et J,(z) sont les fonctions de Hankel et
Bissel

alors Go(xp, x.; F') écrit comme suit :

Go(zp, 7; E) = mn (xbxa)% / dUMHg)(kxb)Hi(j) (kz.) (4.37)
ih 0 ’U2 + 1
on utilise 'expression (4.21)
pour le premier ordre
m 1 [ vy sinh vy .
Grlen 20 B) = () (wa)? / Aoy == Hy (k) HY ) (k)
ih 0 v + 1

inhver dz 1.
vy 22T O8 e oy D (k) (4.38)

2 1 U1 U2
U2 + 1 i
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pour effectuer cet calcule on utilise la relation d’orthogonalité ([2])

dx 1) 26 (v—1")
H kx)H, ;) (kr) = ———= 4.39
/0 ( ) Hiyi (k) = vsinh v (4.39)
et on obtient
. . m. o 1 * v sinh v (1) (1)
G1($b,1’a,E) = Q(E) (IL‘bZL'a)2 A dUme (k‘ﬂfb)Hw (k‘xa) (440)
par récurrence,on détermine pour 1'élément G, (zy, z4; F)
Gn(xbwra;E) - / GO(Ibaxn;E)Gn—l(xnvxa;E)V<xn)dIn
0
1
2m. . m. (Tpz,)? / vy sinhvem (1) (1)
—)"(= dvy—————H,;,,(kxy) H;,, " (kz,
(Zh) (Zh) 2 0 2 2 ;1L Z’Ug( xb) 1 ( T )
vysinhoymdr, (1)«
X dvq D o H;,, (l{:xn)szl(kxn) (4.41)
ou on a utilisé la formule (4.39)
Donc, le niéme ordre est donné par
2 (wpaa)? [ inh
) m. .1 (TpTa 2 v sinh v (1) (1)%
Gn(zy,xa; E) = (— - ) Y /0 dv—(v2 n ;11)"+1Hiv (kxp)H;)" (kxg) (4.42)

On remplace cette relation dans (4.19) et on ajoute la série géométrique résultante pour obtenir

la fonction compléte de fonction de Green, on obtient :

m

ih

NI

G(l’b,xa; E) (bea) 2ma 2

/ dUMH”(k; DHY () (4.43)
0

4.2.3 Potentiel Coulombien

L’interaction Coulombienne est décrite par le Lagrangien suivant :

2
L = 1,429
r
m ., Ze?
= — — 4.44
2:E+ . ( )

Suivant la téchnique des perturbations, on considére le potentiel coulombien comme étant

le terme perturbatif ce qui nous laisse écrire :
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- A dt T
K(Xb,Xa;T) K() beXa, +Z m <Z € ) /D / _ T—eXp (ZTZ/ th)
1 0 n

(4.45)
Ou bien

> (izeA\" [T tn
K(Xbaxa;T> = KO(XbaXa;T) + Z ( h ) / dtn/ dtn—l
~ dx]
X... dtl H K() Xj+1, ]+1’XJ, ) (446)

= T

Pour éviter les intégrations sur le temps, on passe a la fonction de Green par la transforma-

tion de Fourier :

iZe? modx;
G(xp,X4; F) = Go(xp,X4; F +Z( > /HGO Xjt+1,X;; E) e’ (4.47)

-
j=1 "7
On note que pour le cas du potentiel central, dépendant uniquement de r, on peut introduire
la forme séparée par I'intermédiaire des harmoniques sphériques : (voir APP2)

la fonction de Green libre est donnée comme :

Go(w, 20 E) = Y Yy (26) Yien (22) Gt (76, 703 E) (4.48)
I,m

Ou Go(ry, rq; E) est la fonction de Green radiale :

m 1 i (m(r?+r}) MTeTh
i B) = — () 4 BT gy (S ) ar 44
Golrs,7a; E) ih /rars eXp{h( o7 )" ey \GRT (4.49)
qui est égale a
mm 1
Go(ry,ra; E) = ——Jl+%(kr<)Hl+1 (krs) (4.50)

h \/TaTb

, 7> = max(ry, r4) et ro = min(ry, 7,). Hf,l)(z) et J,(z) sont les fonctions de

Avec, k = ¥ 2;”]5

Hankel et Bissel.
Alors pour Gy(1p,74; E)

Tb,rav Z (_Za) nl Tlnra,aE) (451)

n=0
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Avec

Gru(ry, 1a; E) :/ (Hrjdry) HGOZ(TJ'HJ’J';E) (4.52)
0 \y=1 j=0

A fin d’effectuer le calcul de la série des perturbation, la forme de G (7, 7; ) dans I’équa-
tion (4.50) n’est pas approprié pour effectuer les intégrations radiales . Nous introduisons une

représentation intégrale alternative pour le produit des fonctions de Hankel et Bessel dans (4.50)

,ON aura
2m 1 °
G )= —  Tayw)d 4.53
e 70i B) = St [ o) (4.53)
Avec
exp [tk (ry + 1) cothw 2k\/Tar
9Ty ey w) = p| (b ) }IQH-l —b (4.54)
sinh w 7 sinh w

Pour le premier terme, (voir APP3)

Gu(re,ra; E) = / rdrGo(ry, 3 E)Go(r, 7e; E)
0

2m 1 2m >
_ = - cw)dw 4.
( ih ) Talb ( ﬁk) /0 gi{Te: i) (4.59)

Avec k=Y Qg”E

Pour le deusiéme terme;

Gu(re,ra; E) = / / r1driredraGo(re, 113 E)Goi(r1, 725 E)Gor(12, 703 E)
0 0

m 1 om\* [
= () g () [ atemrirts -
a 0

et par récurrence on obtient pour G (1, rq; F) :

Gnl(h?; Ta; E) = / rndrnG()l(rba T'n; E)G(n—l)l(rna Ta; E)
0

om\? 1 om\" ! 1 /ood /‘X’d
— (22) (=== — Tn w
ih ) \/ryra \ hk (n—1)"!J, 0 2

X / dw1w} ™ i (T, Tay w1) i (ry, Try wi) (4.57)
0
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on pose

QZW1+WQ
,avec 0 < <o00,0<w<)
W = W1

Qui peut se mettre aussi comme suit :

2m 1 om\" 1 ° L
Gn ) a;E - e —— | — ds2 "y a,Q n_ld
(15,705 ) (lh) — (hk‘) = 1)!/0 gi(rn, T )/0 w w

2m 1 2m\" 1 °

= | — — — dQg;(ry,, 7e, )"

(ih),/rbra(hk> nn—l)'/ 9u(rn; T, )

2m 1 2m\" 1

— (E> NG (hk) n'/ Q"gi(ry, rq, 2)dS (4.58)

Alors,
2m 1 om\" 1 [ "
Gri(ry,7a; B) = (E) T (ﬁ) E/o WG (Tp, o, w)dw (4.59)

On remplace dans (4.51 ) on trouve :

om —ia\" /2m\" 1 [
Gi(ry,ra; E) = ( )WZ( ) (ﬂ) g/o W" Gi(T, Ta, w)dw

2
( maw) gi(rp, Te, w)dw (4.60)

- (E) VTalb ih?k

Pour évaluer ces intégrales dans (4.60),on utilise ( la formule (4), section 6.669,p.716 ) ([2]) :

/ dxexp(2ux — t(a + b) coth )15, (2t cosh x(ab)%) cosh x
0

B r (1/ — W+ %)
= T @ T W, (2ta) M,,,(2th) (4.61)

Ou W, et M,, sont les fonctions de Whittaker avec a = b, Rev > 0, Re (V -+ %) >0,

2maw
Gi(ry,re; E) = < ) dwexp + ik (rp + 74) cothw
V/Talb ik
X I 1 (—2ik /rarb cosh w) cosh w (4.62)

par conséquent, (4.62) est écrit comme suit :
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Qm) 1 F(l+i-p+1i)

Giry,rq; B) = | —
Hrv:ra; E) (zh VTal —2ik(ryra) 5T (20 + 1+ 1)

(~2ikr) M, 1 (~2ikr,) (4.63)

V,l-‘r%
Donc la fonction de Green radiale Gy(ry, 7,; E') prend la forme compacte finale suivante :

mI(l+1—-v) , :
Gl(?"b, Tas E) = %mwl/’l_’_% (—Q’Lk’?"b)MV’H_% (—2Z]{7Ta) (464)

2,1
ma’ )3 ot k= YL

avec; 1 = i(



Chapitre 5

Méthode générale

Dans les sections précédentes, on a réussit a présenter brievement la série des perturbations
pour obtenir les propagateurs exacts qui correspondent aux trois potentiels. Cela suggére qu’il
pourrait étre possible de parvenir & un schéma général de sommation de la série Feynman-dyson.

Dans cette section, on va développer une formulation systématique a cet effet.

Tout d’abord, nous rappelons que la fonction de Green dépendante de ’énergie G(gy, ¢,; E)
associée au propagateur de Feynman K (g, ¢,; T') peut étre représentée par la série de pertur-
bations (4.19). Puisque Gy est la fonction de Green pour la particule libre, il vérifie ’équation

différentielle suivante :

Lo 2em .,
(V2 + k] Go(@p, Gas E) = =0 (d — da) (5.1)
On considére 'opérateur B défini par comme :
Ao —1 R qlk - 5
B (@, 4a) = — V(@) V(@)]* Go(@, Ga; ) (5.2)

Supposons sans nuire a la génaralité que V() > 0 pour tout ¢. Avec cette notation, la série

de Feynman-Dyson en (4.19) est réécrit comme
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Gn (G, @3 E) = /dﬁd@--~d§n—1d§nGo (@, @1; E)V (q1) Go (¢4, 325 E) V (¢2)
><'”GO ((Tn—lv ina E) V (CTR) GO (Jna (Zza E)
= (ih)"™

1 —i
dqds...dq,— dﬁn_WG B
V(xb)V(ma)/ D104a- - Cn—14 (@) V (@1)Go (@, @

XE V V<Q1)V<QQ)GU <q17qQa . \/V Qn)GO (Qn 17qnaE)
X-%j\/‘/(qn)‘/(qa)(?o(qn,qa;lf) (5.3)

ou bien

G (G @ E) = (ih)" 7.8 (@, @) B(@1, &) B (G0, 40)

s/
— — dq1dgs...dg,_1dq;,
4 (Qb) 4 <Qa)

(5.4)
oll on a utilisé la notation du produit des B suivante :
B (G ) = [ Ao, 16,5 o) B (60 ) B (0,03 (5.5)
Donc on pourra écrire :
G(G G E) = ¢—q2a”3" (@, 4a) (5.6)
ou bien formellement
G(Gb, Gus E) = iR [V (G) V (¢a)] 2 ~ | (@) (5.7)
(J—aB>
B
avec ’opérateur formelle OK—A donné par
(I—aB)
aB Y= o An e o
P (Gd) =Y "B (G, (5.8)
(I—aB) =
Soit le développement spectral suivant pour 'opérateur B
B (G, @) = Y 1sp, (@) 5, (d) (5.9)

{u}

ou g, (x) sont les fonctions propre normalisées du noyau B correspondant & la valeur propre

i (avec p pouvant étre continu)
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GGG E) = ih[V(@)V ()" - —BaB
- %[V@)V@)F ) ([ flfw> 0. (@) ), () (5.10)
{u}

L’équation de la valeur propre du noyau B écrit comme :

/ B(@,3.) 0, (@) dao = i, (@) (5.11)

Puisque ¢, sont orthonormés donc :

/ 0 (D), (@) dg = 6 (5.12)

on définit

U (q) = % (5.13)

et on utilise la forme (5.2), 'equation (5.11) prend alors la forme :

—1 . L1 o 5 - - =
7 | W@)V(@)]? Goldb, Ga; B) ¥, (@) V'V (@) dda = 1%, (@) V'V () (5.14)
ou bien .
i o . . .
f /GO<Qb7 qa; E)V (Qa) \Ij,u (Qa) an = M\Ij,u (Qb) (515)
L’expression de la fonction de Green se modifie comme suite :
ih o Nk o
G B) = 5 (200 ) 0 @5 @) (5.10

Puisque Go(xp, z4; E) est la fonction de Green de ’équation de Schrodinger satisfait (5.1).

alors I’équation (5.15) est tronsformée en une équation différentielle :

—1 o oL ., B B
= [Va+#] /dano (@ Go3 B)V (40) W (@) = 0 [V + K] W, (35) (5.17)
on utilise la relation (5.1), on obtient
2m L, 5 5 5
77 [ 260 (@ = Ga) V (Ga),, (@) = 1 [V + K] W, (@) (5.18)
ou bien
2m_ - 2 2 -
2V (@) O, (@) = 1 [V + K] 9,0 () (5.19)
Enfin on obtient :
2m R
I @) ) =0 (5.20)

Il faut noter que la derniére équation (5.20)est trés similaire a I’équation de Schrodinger.
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5.1 Application

5.1.1 Potentiel delta V(z) = 6(x)

Concernant les potentiels il n’est pas possible d’extraire le noyau défini par la relation (5.7)
du fait que la condition V(x) > 0 qui a été clairement transgressée.

d’oul le noyau donné par la relation (5.2) est mal définie , cette difficulté il peut étre contour-
née par une redéfinition d’un zéro sur ’échelle énergétique.

Donc By (z,y) écrit comme :

By (1,y) = (%) Go (.. E) 6 (1) (5.21)

la fonction de Green écrit comme suit :

G (20,10 ) — / T1Go serosi BY [V () day
j=0 J=1
7

— (R)" / (%) Go (1 E) 6 (1) day (%) Go (21, 22: ) V (22) dira

X... (_hl) Go (Tp_1,2n; E)V (xy-1) dxy1Go (2, x4; E) dzy,

= (Zh)n / Bl (.fll'b, $1) él (1’1, 332) dfl?l
x...B; (Tp_1,%n) dxy_1Go (T, T4 F) dzy, (5.22)
ol on a utilisé la notation (5.5)

Donc

G (2, 70 E) = (ih)" / BI (29, ) Go (0, 70: E) da (5.23)

en remlace la relation(5.23) dans (4.19) devient

G(l’b,l’a;E) = G [Eb,xa, +Z( ) /B? (xbaxn)GO (xnaxa;E)dxn

= Go(xp,2q; E) + Z a”/ B Ly, xn) Go (2, 243 F) dayy (5.24)
ou bien .
G (xp, 20; E) = Go (2, 243 E) + / Ay (z,y) Go (Y, 20; E) dy (5.25)



5.1 Application 50

Avec (voir APP4)
> R . L 11
A (xay) = ZO{HBIZ(I'7Q): {aBl |:]—04B1:| }(l’,y)
n=1

_ —ia Go (2,0, E) 6 ()
N ( h )1+%G0 (0,0: E) (5.26)

5.1.2 Potentiel quadratique inverse

Nous dérivons I’expression pour la fonction de Green pour le potentiel V(x) = % L’équation

(5.20)écrit comme :
2m 1

2 ]{32
hf+ S

} U, (x)=0 (5.27)

La solution de I’équation (5.27) est exprimée en termes de la fonction de Hankel H 1(5) comme

suite :
Ui (y) = Aw/yH,) (9) (5.28)

ou A, est la constante de normalisation et y = kx
Les solutions acceptables correspondent aux valeurs réelles de v.

La relation d’orthogonalité (5.12) implique :

[0 VT ) VT Wy = 6 - 1) (5:29

CZyH () BY () = 6 (v — ) (5.30)

(2%

A A,

En remplagant la valeur de ¥, par I’équation (5.28) dans ’équation (5.16) on aura :

G(zp, 7; E) = mzl_ Aoz HY (33) Ao/Zo HE Y (2,)
) a2a ) D ) (5.31)

A2 — Ui 42 =2m 4 1
ou Ay = gsinhom et —v® = 734 + 5

pour évaluer cet calcul de I’expression (5.31), on remplace par

W —2m

(5.32)

1— Qi ’U2 2ma
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la fonction de Green (5.31) devient

m o0
G(zp,z4; E) = %\/xbxa/o dUU2

vsinh v 1)

1 2ma ~ v
+ 4 + h?2

(ko) HY" (ko) (5.33)

5.1.3 Potentiel Coulombien

Nous allons maintenant considérer un cas a trois dimensions pour le potentiel coulombienne
V=t
Puisque le potentiel est de symétrie sphérique , la solution ¥, (¢) de I’équation (5.20) est

séparée en partie radiale et angulaire, comme suit :

W, (@) = Ry () Y (0.) (5.34)

donc I'équation différentiel écrit comme :

d_2+k2_£(€+1) B 2m1
dr? 72 h2ur

(R, (r)] =0 (5.35)

avec
—-m 1

= RKn+e+1)

et le termes de polyndémes de Laguerre écrit comme suit :

=0,1,.., (5.36)

R, (r) = Ayrlexp (—Kr) L2 (2K7r) (5.37)

on utilise la relation (5.12), on obtient

/ R (1) SV ()R (1) /V (Y = Sy (5.38)

ou bien

1 1
/drAnré exp (—Kr) L2 (2K7r) \/jAn/rf exp (—Kr) L2 (2K7) \/j = Opp (5.39)

T T

et nous pouvons écrire aussi
A Ay / drr**~Yexp (—2Kr) L2 (2K7r) LX (2K7) = S (5.40)
0

la constante de normalisation écrit comme :

1
(2K)2@+2 n' 2

A= | —F———
(n+20+1)!

(5.41)
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En remplagant la valeur de R, (r) par I’équation (5.37) dans l’équation (5.34), donc la

fonction de Green (5.16) aura I’expression suivante :

G (3,4 B) = ih) r) Yoo (0 60) R (1) Yo (03, 6,)
— zhz . Anra exp (—Kr,) L2 (2K71,) Anry exp (—Kry) L2 (2K 1)
XYkm (91)7 ¢b) Yz;n (907 ¢a>

1
2

‘ m (2K)2€+2 n‘
= zhz T ap |n o0 1) rlexp (—Kr,) L2 (2K1,)
o K22y ]2 *
m 7y exp (—Kry) L2 (2K713) Yo (00, 63) Yo (04, ¢4) (5.42)

et nous avons

p K
5.43
1—ap n—i—ﬁ—i—l—f—hZK (5.43)

on remplace (5.43) dans (5.42) obtient :

1
2

ai(a h h2K <2K)2Z+2 n! ¢ Kr) L2 (9K
(Qb>Qa7 = 1 Z n —|—€ + 1 _'_ E2K (Tl I 264— 1), T, €Xp (_ ra) n ( ra)
OK)22 1 ]2 .
m ryexp (—Kry) L2 (2K73) Yo (6y, 83) Yo, (0a, 04)

{+1

m 2 (2K)* 2 p)
Z<( )

iK1y = (n+ 20+ 1)! (rura)
LY (2K7r,) L2 (2K7ry)
(n +4+1 h2K)

exp [—K (1p + 74)]

Yir (00, 04) Y (Bas 0,) (5.44)

Donc nous arrivons a I’expression de la fonction de Green
Qb7 Q(ly Z GZ Tb; T(L: }/fm (067 (rbb) nm ( as ¢a) (545)

ou la fonction radiale de Green Gy (ry, 7,; E') est représentée par :

L?f“ (2K, )L%Jrl (2Kry)

m . (QK)%H n! £+1
Gy (rp,ra; B) = KT Z 207 1) (rora) " exp [—K (ry +14)]
% n=0 )

(n +l+1+ h?K)
(5.46)
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a l'aide du représentation standard de (%) sous la forme d’une intégrale d’un fonction

exponentielle
1 (o0}
== 7,/ exp (—ifw) dw (5.47)
&) 0
1 oo
= ex w| dw
(n+ 0+ 1+ ) /0 dl i) )
= / 2"exp [—i (€ + 1) w] exp [ ;77;{ } dw (5.48)
Avec

z = exp (—iw)

a=204+1
z = 2kry
y = 2kr,

m+20+1)!=T(n+20+2)=T(n+a+1)

Alors I'expression (5.46) s’écrit :

Gy ( E) m / L 2Pl L2Y (2K, ) L2 (2K )
Thy Ta = -
v ihKryr, ) “— '(n+a+1)

(2K)25+2 (rbra)f+1

exp [—K (rp 4+ rq)] exp [—i (€ + 1) w] exp [—2 w] dw (5.49)

_am
RPK
on utilise I'identité suivante pour le produit des polynomes de Laguerre (la formule (1)

section 8.976, p.992) ([2])

il () L) () E e, (T (550

—~ I'(nta+l) (1—2) z—1 1—=2

par simplification on trouve

—a

(wyz)> 2.\~ CXP (iw) exp (iwl)
(1—-2) (4k v7a) 2 sinh (%)
%—Qk(rb—kra coth( )
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2\/xyz  2k\/TeT4

1—2 sinh (%)

on remplace dans (5.49)

2m 1 e 2am | exp (k(ry + r4) coth (w))
a; E = L - N
Ge(ro,a; B) ih \/Tora Jo P { ' hQKw} sinh (w)

2k /FoTa
X[2g+1 (m) dw (551)

Alors
2m 1 o 2am
Gy (rp,ra; E) = T ), exp L’h?Kw} g1 (1, 75 w) dw (5.52)
ou
exp (k (ry + 74) coth (w)) 2k /TpTa
. — I v = .
90 (1o, a3 ) sinh (w) 241\ sinh (w) (5.53)

Ce dernier résultat ([?]) est le méme qu’on a trouvé dans le chapitre 4 avec la méthode des

pertubations.



Chapitre 6

Conclusion générale

Dans ce mémoire nous avons exposé la méthode des perturbations dans le formalisme de
Iintégrale de chemin, en présentant son développement a partir du propagateur de Feynman
et en donnant ces propriétés générales. Pour montrer sa maniabilité et sa flexibilité ainsi que
sa puissance de calcul, nous avons choisi quelques exemples de potentiels pour lesquels la série
de perturbation est sommable. Bien siir, pour arriver au résultat analytique, beaucoup de
techniques sont introduites et parmi figurent les propriétés des distributions, des fonctions
spéciales et d’autres éléments d’analyse et la tache n’est pas aussi simple qu’on le pense.

Dans le premier chapitre, nous avons donné des géneralités de construction sur l'intégrale
de chemin et nous avons présenté l'expérience de Feynman des fentes de Young qui illustre
naturellement cette construction et nous nous sommes limités a quelques propriétés de base de
la mécanique quantique pour étudier les propriétés du propagateur et sa construction.

Ensuite dans le chapitre deux, nous avons étudié le formalisme des intégrales de chemins
en coordonnées polaires qui nous a naccesité un changement de coordonnées pas aussi évident
dans ce formalisme et qui nous a amenés au calcul des corrections quantiques dues a l'ordre
des opérateurs en mécanique quantique. Bien stir, nous nous sommes limités & ses coordonnées
vue leur utilité dans les applications visées dans ce mémoire, en particulier la partie radiale des
systémes & symétrie sphérique.

Dans le chapitre trois, nous avons exposé cette méthode de perturbation et choisi pour
illustration de résoudre des problémes a potentiel soluble par cette méthode. Parmi eux, le
potentiel en delta de Dirac et I'inverse quadratique en dimension un, puis celui du potentiel de

coulomb en trois dimensions. Enfin une méthode spectrale qui utilise cette série de perturbation
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est exposée et les mémes exemples sont repris.
Nous pouvons dire que cette technique de perturbation est flexible et puissante par son
calcul et peut aussi étre étendue aux systémes relativistes. Sa puissance formelle est I'outil par

excellence de la théorie quantique des champs.



Chapitre 7

Appendices

7.1 APP1 : Fonction de Green Libre

Go(wp, i E) = (o7) " exp (ik 2, — 2a]) avee; k2 =

2K

En effet, on a :

sa solution formelle est

et on utilise la relation de fermeture :

/dp!p ><pl=1

2mE
2 (7.1)
(7.2)
(7.3)
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1
< x|Gla, >= / < mp|p >< p!ﬁQ—!% > dp

2m

1
= / < mp|p > 7 < plz, > dp

2m
1 / (zp( )) 1
= oo | XP| 5 Ty —Ta) | —5——
2 h
m L

2m
avec

1 p
< Tplp >< plry >= —exp | — (zp — 2,)
21 h

A ce stade, intégrons en utilisant le théoréme des résidus; ou les poles sont :

p? —2mE =0

ou bien

p==xV2mE

avec un choix adéquat du contour d’intégration, il vient donc suivant que z, —z, 2 0 le résultat

suivant
1

Go(xp, x4 E) = ( m )5 exp (ik |z, — 4]) (7.4)

2F

7.2 APP2 : Fonction de Green Libre

L’expression de la fonction de Green libre Go(zp, z,; E) en coordonnées polaires et en fonc-

tion des harmoniques sphériques

7404 1
g A/ ToTa

Go(wp, 2a; E) > Vi (@) Yo (@) Ay, 743 E) (7.5)

l,m
m

avec, a = ¢

Ai(ry,rq; E) est défini par :

1 [ _(rE+1r?) GET —2iaryr, \ dT
Ai(rp,ra; E) = 5/0 exp <W( : T ) T )I2z+1 <Tb) T

L’intégration sur les coordonnées angulaires intermédiaires s’effectue facilement pour arriver

au résultat final suivant :
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fl?b, To; B Z Yim xb Gl(ﬂﬁb, L E) (7-6)

La fonction de Green radiale G(ry, r,; E) exprimée sous la forme suivante :

da 1 X 4aiZé?
Gulrras B) = === 3 (= =) " 1)
¢ n=0

avec la fonction fl(n) (rpro ) est définies par :

FOryroE) = Al(ry, ra; E)

fl(l)(TbTaE) = / Ay(r1,7re; E)Ai(re, rp; E)dry
0

fl(")(rbraE) = / / HAl(TjHﬂ"j?E)Hdrj
0 0 jZo 7=1

on pose U = 2L qU = —2iE;idT
1 [~ C(rE+r)2%E U —2iaryr 2t B dU
A = = yb o Te/m [ (————— 2 ety
’ 2/0 eXp<Z R +2> g T
1 (r2+r3) U daeryr,  dU
= é/exp (—20451)T + E _[H_%(T)F
avec € = £
on utilise( la formule (1) dans la section 8.424,p916) ([2])
A = THD, (2(ca)dr ) (2((ca) )
1= o iyl <)Yi4+1 >
4o, 1
Go = —( )A;
i \/ToTa

qui s’écrira ainsi
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Go = —f<—————>¥—ff“g<2<ea>%r<»n+;<2«eao%r>>

G(2p, 74 E) =D Vi (20)Yim(20)Gi(ry, 7; E) (7.7)

7.3 APP3 : La Fonction de Green de Coulombien

le premier ordre :

Gu(rp,re; E) = / rdrGo(re, 73 E)Go (1,743 E)

_ / rdr/ dwl/ dws [2@—2@\/1_91(%,7" Ufl):| {i—g\/%gz(r,ra,w)}

B / o / o exp [ik (rp cothwy + r, coth ws)] (78)
N /TaTh ! 2 sinh w; sinh wo '

oo 2k 2k /T,
x/ dr exp [ikr (cothw; + cothws)] 941 ( VT \/_> Ioiq1 ( V7o \/_>
0

inh wq 1 sinh ws
Ou
2m 1 &
G a;E = s lay d 7.9
0l(7“b,7“ ) ih s Jo 91(7"177“ w) w ( )
Avec
exp |ik (ry + r,) cothw 2k /r,r
gl(rbvraaw) = p[ ( b ) }]2l+1 . ’ (710)
sinh w 7sinh w

Nous introduisons la formule suivante des fonctions de Bessel (la formule (2) section 6.633,

p-699) ([2]) :

éﬂmwwuﬂmuumm—%mﬁ-@%%h(gﬁ 1)

et on pose /T =1 — 1 =22 — dr = 2zdx

avec
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k sinh(wi+w2)

a= sinh w1 sinh wo 24?2 _ k(rp+ra)
NG ot 4a ~ sinh(wi+tw2)
" sinhwy ! be __ _ 2kyTpTa
_ 2k\/rq 2a — sinh(wi4ws)
~ sinhwo

Donc,( 7.8) écrit comme suit :

exp [

[ik (rp cothwy + 7, coth ws)]

2
Gu(re,ra; E) = —< m)

1
sinh (w1 + ws)

/ d(,dl / d(,L)Q

( B2+
—1
P 4qa

VTaTb

ex

on pose
Q= w1 + w2

w = W1

2
Gu(ry,ra; E) = ( m)

Nz

M1 (

sinh w; sinh w,

—2ik\/TpTa )

12
sinh(w; + wa) (7.12)

/ gz by Tas )dQ

Q
X / dw exp [ik (rp cothw + r, coth (Q — w))]
0

b2+ 2
x exp(—i

Avec

B k sinh
~ sinhwsinh (2 — w)

—ib2 +c& —ik sinh (2 — w)

) exp [—ik (rp + 7,4) coth ]

(7.13)

(7.14)

sinh w

(7.15)

(v

4a  sinhQ

donc la forme finale écrit comme :
2
(%)
Q
X dw exp
0

sinh w

1
TaTb

1 [ 2m

k

Gll(rba Ta; E)

/ G1(r, 7 Q)0
0

Ty (cothw —
1k
+r, (coth (Q—

2

3

=l

\/ TaTb

\%’ m\

le Thy T'a; £2)d

I
>t

1

VTaTb

"% Sinh (Q—w)

w) —

Q
/ g rb,ra;Q)dQ/ dw
0

)

sinh(2—w)
sinh w

— coth Q)
— coth Q)

sinh w
sinh(Q2—

w)

(7.16)
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7.4 APP4 :L’opérateur A,

on pose

[] - @Bl]_l (ZE,y) =K (ZL’,y)

ou

I(z,y)=0d(r—y)

/ (I —aBy](z,2) K (z,y)dz =1 (x,y)

/[I (x,2) —aBy (z,2)| K (z,y)dz = 0 (x — y)

on remplace par l'expression de B (z, 2)
[e=2+ Fewam5e)| K eni=ie-y)

K (5,) = 8 (&~ y) = 5 Go (2,0 B) K (0,1)

ou 'on a utilisé la formule

Donc

K (0,9)+ 5Go(0,0: E) K (0,4) = 8 1)

Alors l'opérateur écrit :

J (y)
K (0,y) = . 7.17
(0,9) 5 9Gy (0,0, ) (7.17)
et nous avons
on remplace (7.17) dans (7.18) :
Donc;
—ia\ Go(z,0;E) 6 (y)
A = : 7.19
v ( Z )1+%Go<o,o;E) T
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