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Introduction

La topologie, est une branche de mathématiques qui étudie la nature qualitative de
I’espace et la position relative des points ou ensembles de points qui le constituent. Dans
I’étude d’un espace topologique on s’intéresse aux propriétés topologiques, citons par
exemple la compacité, le premier axiome de dénombrabilité, la séparabilité,... etc. Ces
propriétés sont préservées par homéomorphismes entre espaces topologiques. C’est a dire,
deux espaces topologiques homéomorphes possedent les mémes propriétés topologiques.
Cela nous ramene a I'un des problemes fondamentaux en mathématiques et en particulier

dans la topologie générale : le probleme de classification des espaces.

L’un des outils utilisés pour résoudre ce genre de probleme est la topologie algébrique

(Groupes de Poincaré, Groupes d’homologie).

L’espace des applications continues définies d’un espace topologique X dans un autre
espace topologique F, noté C(X, E), (en particulier C(X) si £ = R) a été introduit par
les mathématiciens en dix neuvieme siecle. L’idée principale d’associer une topologie a
I'ensemble C'(X, E) se découle des notions de la convergence simple et de la convergence
uniforme des suites de fonctions. Par conséquent, plusieurs topologies ont été développées
par les topologues pour qu’ils puissent étudier les espaces topologiques et leurs propriétés.
Les topologies classiques les plus connues sur les espaces des applications continues sont
la topologie de la convergence simple et la topologie de la convergence uniforme. Les to-
pologies set-open ont été introduites en 1951 par Arens et Dugundji comme généralisation

de la premiere citée précédemment.

Apres des études approfondies sur ces espaces, les topologues ont observé un lien
entre les propriétés d’un espace topologique X et les propriétés de ’espace des applica-
tions C'(X, E) muni de la topologie de la convergence simple, notée ultérieurement par
Cp(X, E), et a partir de ca ils se sont intéressés a l'interprétation de cette relation, d’ou

des nouveaux résultats ont été abordés, notamment, les notions de t-équivalence et [-



Introduction vi

équivalence.
Pour nous limiter a l’essentiel, on s’intéresse dans ce travail a 1’étude des structures al-

gébriques sur 'espace des applications continues muni de la topologie de la convergence

simple C,(X, E).

Ce manuscrit se compose de quatre chapitres. Dans le premier, on va élaborer quelques
notions de base de la topologie générale ; a savoir la compacité, les axiomes de séparation
et les structures uniformes. Ensuite, on va introduire les topologies set-open, en particulier
la topologie de la convergence simple, sur ’espace des applications continues; en parlant
de ses propriétés et des résultats nécessaires dont on va l'utiliser dans ce qui suit. Dans
le deuxieme chapitre on va développer la notion d’une topologie compatible avec des lois
internes et externes d’une structure algébrique définie sur un ensemble, de tel sorte que
ce dernier va posséder des nouvelles structures dont on va les connaitre apres sous le nom
de groupe (resp. anneau, module) topologique. Dans le troisiéme chapitre, on va préciser
quand est ce que 'espace des applications continues définies d’un espace topologique X
dans un espace topologique E, C,(X, F), muni de la topologie de la convergence simple
possede la structure de groupe (resp. anneau, module) topologique. Ainsi on définit 1'ap-
plication évaluation canonique et on étudie ses propriétés. On va également introduire les
notions de R-complete régularité et R-Tychonoff. Dans le dernier chapitre, on va intro-
duire les notions de t,(E)-équivalence et [,(E)-équivalence. Ensuite, nous allons donner le
Théoreme de Nagata. On montre que les anneaux topologiques C, (X, E) et C,(Y, E) sont
topologiquement isomorphes si et seulement si les espaces X et Y sont homéomorphes.
Puis on conclue ce travail par le Théoreme de Gelfand-Kolmogorov. On montre que si X
et Y sont deux espaces topologiques compacts alors C,,(X) et C,(Y') sont homéomorphes

si et seulement si X et Y sont homéomorphes.



Chapitre 1

Topologies sur I’ensemble des

applications continues

Dans ce chapitre nous rappelons quelques notions de base sur la topologie générale
et nous définissons des topologies sur les espaces des applications (fonctions) continues.
On commence d’abord par les espaces topologiques en parlant de quelques propriétés
topologiques : axiomes de séparation et compacité. Ensuite, on va aborder les espaces
uniformes et ses structures. Enfin, on va introduire les topologies set-open sur I'espace des
applications (fonctions) continues et en particulier la topologie de la convergence simple.

Pour développer ces notions on peut consulter [1],[3] et [5].

Dans tout ce mémoire, on note par Tx la topologie d’un espace topologique X et par

V(z) la collection des voisinages d'un point x.

1.1 Notions de la topologie générale

Soit X un ensemble non vide.
Définition 1.1. On appelle topologie sur X toute famille T de parties de X vérifiant les
propriétés suivantes :

1. X,0eT.

2. Pour tous Uy, Uy € T, ona Uy NUy € T.

3. Pour toute sous famille (U;)ier de T, on a Uie,U; € T
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Dans ce cas, (X,7T) est dit espace topologique et les éléments de T sont appelés les

ouverts de X.

Exemple 1.2.
1. La famille T = {0, X} est une topologie sur X, appelée topologie grossicre.

2. La famille T = P(X), la famille de tous les sous ensembles de X, est une topologie
sur X, appelée topologie discréte et X muni de cette topologie T est appelé espace

discret.

3. La famille T constituée de tous les intervalles ouverts et des réunions d’intervalles

ouverts de R est une topologie sur R appelée la topologie usuelle.

Définition 1.3. Soient X un espace topologique et A C X. On appelle topologie induite
de X sur A, la famille
Ta={QNA:QeT}.

Définition 1.4. Soient (X,T) un espace topologique et B C T. On dit que B est une

base de T, si tout élément de T est une réunion d’éléments de B. i.e.,
VQET, EI(U,),GIQB Q:UUz
i€l
Exemple 1.5.
1. La famille Bg = {]a,b[: a,b € R} est une base de la topologie usuelle sur R.

2. Soit X un ensemble. Alors B = {{z},x € X} est une base de la topologie discréte
sur X.

Proposition 1.6. Toute base B d’un espace topologique X jouit des deuz propriétés sui-

vantes :
By) Pour tout Uy, Uy € B, six € Uy NUs il existe U € B tel que x € U C Uy N Us.
By) Vee X,3U eB:xeU.
Proposition 1.7. Soit (X, T) un espace topologique et B C T. Alors B est une base de

T si et seulement si pour tout point x € X et pour tout voisinage ouvert V de x, il existe

UeBtelquexelUCV.

Démonstration. Supposons que B est une base de 7. Soient z € X et V € T tel que
x € V. Alors

VGTiH(Ui)igngiv:UUi?l’EUUi:>E|i0€]IZL’€UiOZ>IEUiOCV

i€l i€l
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Inversement, soit 2 € T et x € Q). D’apres 'hypothese, il existe U, € B tel que

xre U, CQ.

Alors
QclUt.cq.
€N

Ce qui implique que

a=JU.

e

D’ou B est une base de T. O

Proposition 1.8. Soit X un ensemble et soit B une famille non vide de sous ensembles

de X qui posséde les propriétés (By) et (Bs) de la Proposition 1.6. Soit
T={QCX /3B, CB:Q=UBy}

ot UBy = U{A : A € By}. Alors T est une topologie sur X et la famille B est une base
pour espace topologique (X, T).

Démonstration. Montrons que 7 est une topologie sur X.
1. Ona 0 = UBy avec By = 0 et X = UBy avec By = B. Donc 0, X € T.

2. Soient Uy, U, € T. Montrons que Uy NUy € T. On a

U= VietUo=J W,
T€S teT
avec Vi, W, € B. Alors
UnU,= |J (VanWy).
(s,t)eSXT
Il suffit de montrer que V; N W, s’écrit sous la forme d’une réunion d’éléments de

B. D’apres (By) on a
Vee VonNW, ,3Q(z) e B:xz e Qz) C VN W,

Donc

vonw.= | Q@)
zeVsNWy

Il suffit de prendre
By =A{Qz) :xz € V,n W, }.

3. La troisieme condition est satisfaite par définition de la famille 7. Il est clair que

B est une base pour T .
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Définition 1.9. Soient (X,7T) un espace topologique et B C T. On dit que B' est une
sous base de T si la famille, I(B'), de toutes les intersections finies d’éléments de B' est

une base de T .

Exemple 1.10. La famille B' = { ] — 00, a[, |b,+00[: a,b € R } est une sous base pour
la topologie usuelle sur R. Il suffit de voir que Bg C I(B’).

Définition 1.11. Soient X etY deux espaces topologiques et f : X — Y une application.
Alors f est continue si pour tout xg € X et tout voisinage V' de f(xg) dans Y, il existe

un voisinage U de x¢ dans X telle que f(U) C V.

Proposition 1.12. Soient X et Y deux espaces topologiques et f : X — Y wune appli-

cation. Alors les conditions suivantes sont équivalentes
1. f continue.
2. Si B est une base de'Y, alors f~Y(U) est un ouvert de X pour tout U € B.
3. Si S est une sous base de Y, alors f~1(V) est un ouvert de X pour tout V € S.

4. Si pour tout ouvert (resp. fermé) V de Y, f~H(V) est un ouvert (resp. fermé) de
X.

Définition 1.13. Soient X, Y deux espaces topologique et f : X — Y une application.
On dit que f est un homéomorphisme si f est bijective continue et Uapplication f~! est
continue.

On dit que X et'Y sont homéomorphes s’il existe un homéomorphisme entre X etY, et

on note X ~Y.

Définition 1.14. Soient X etY deux espaces topologiques et f : X — Y une application

continue. On dit que f est un plongement si f est un homéomorphisme de X dans f(X).

Définition 1.15. Soient X etY deuz espaces topologiques et f : X — Y une application.

On dit que f est ouverte si pour tout ouvert U de X, f(U) est un ouvert dansY .

Proposition 1.16. Soient X et Y deux espaces topologiques et soit f : X — Y une

application. On dit que f est un homéomorphisme si elle est bijective, continue et ouverte.
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Topologie produit

Soient (X, 7;)icr une famille d’espaces topologiques non vides et X = [T;c; X;.

Définition 1.17. On appelle ouvert élémentaire de X toute partie 2 = [I;c; 2 0u §; € T;
et chaque ); égale a X; sauf pour un nombre fini d’indices.
On appelle topologie produit sur X la topologie qui a comme base la famille des ouverts

élémentaires de X.

Définition 1.18. Soit (X;)ic; une famille d’espaces topologiques et X = [lic; X;. On
appelle application projection de X sur X;, j € I, Uapplication qui au point © = (x;)icr

associe le point x; € Xj. i.e.,

p” : X ——+<X%

(%)iez = Z;

Proposition 1.19. La famille By = {p;jl(Uj) :U; € Tj,j € 1} est une sous base pour la
topologie produit sur X

Démonstration. On a pour tout j € J

Py, (Uj) = {z = (wi)ier € X : py;(2) € Uj}

avec
X sii# ],
Uj sii=j.

Donc I(By) = B ou B est la base de la topologie produit. En effet, En effet,

e -Ile

icl
avec
U; sii=j,
gh - !
X; sii#j.
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Proposition 1.20. Soient X un espace topologique, (Y;)icr une famille d’espaces topo-
logiques et f; - X — Y; une application pour tout v € I. On définit une application f,
appelée application diagonale, comme suit :
f:X— HYi
iel

z— f(z) = (fi(2))ier

Alors f est continue si et seulement si f; est continue pour tout i € I.

Démonstration. Supposons que pour tout ¢ € I, f; est continue. Soit U = [[;c; U; un
ouvert élémentaire dans [[;c; Y;. On a
70 = {2 € X« (fiw))er € TTU
el

:{xGX:fi(x)EUi,iEI}
:{xGX:foi_l(Ui),iEI}

= ﬂ fi_1<Ui)'

i€l
Comme f; est continue et U; est un ouvert pour tout ¢ € I, alors f~1(U) est un ouvert.
Inversement, il suffit de remarquer que f; = p,, o f avec p,, : (yi)ier — y; est la projection

canonique de [];c; Y; dans Y; qui est continue. O

1.2 Axiomes de séparation

Définition 1.21. Soit X un espace topologique.

1. On dit que X est un espace Ty si pour tous x,y deux points distincts de X, il
existe ou bien un voisinage de x ne contenant pas y ou bien un voisinage de y ne
contenant pas x.

2. On dit que X est un espace Ty si pour tous x, y deux points distincts de X, il existe
un voisinage de x ne contenant pas y et un voisinage de y ne contenant pas x.

3. On dit que X est un espace Ty (ou de Hausdorff ou séparé) si pour tous x,y € X
tel que x # vy, ils existent U € V(x) et V € V(y) avec UNV = 0.

Exemple 1.22.
1. Soit X = {0,1}. Alors T = {0, {0}, X} est une topologie sur X. L’espace X est

Ty mais n’est pas T7.
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2. Sur R on définit la topologie suivante :
T ={R\A: A une partie finie de R} U {0}.

Alors (R, T) est un espace topologique Ty mais n’est pas séparé. En effet,

Pour tous xz,y € R tel que © # y, alors U = R\ {x} est un voisinage ouvert de y
avec x ¢ U et V =R\ {y} est un voisinage ouvert de x avec y ¢ V, alors R est
Ty. Montrons par ’absurde que R n’est pas séparé. Soient x,y € R tel que x # y.
Alors il existe U € V(x) et V € V(y) tel que UNV = (. Comme U,V € T alors
R\U et R\V sont des parties finies. On a UNV =0 alors V' C (R\U), donc V est
fini et donc VUR\V =R est fini. Ce qui est absurde car R n’est pas fini. Donc
(R,T) n'est pas séparé. Cette topologie est appelée la topologie co-finie sur R.

3. Tout espace métrique (X, d) est séparé. En effet,
Six,y € X tel que x # y alors d(z,y) # 0, on peut prendre la boule ouverte
B (m, %d(m,y)) comme voisinage de x et la boule ouverte B (y, éd(x,y)) comme

voisinage de y, et on a

1 1
D’ou le résultat.

Proposition 1.23. Un espace topologique X est Ty si et seulement si le singleton {z} est

fermé dans X, pour tout v € X.

Démonstration. Supposons que X est un espace T;. Soit x € X et montrons que

{x} = {z}. Soit y € {x}. Alors
VVeVy): Vn{z}#£0=VVeV(y) :zeV.

Comme X est un espace T}, donc nécessairement y = x. Dot {x} C {z}.
Inversement, supposons que les singletons de X sont des fermés et soient z, y € X tels
que x # y. Alors X\{z} est un voisinage ouvert de y ne contenant pas = et X \{y} est un

voisinage de x ne contenant pas y. D’ou X est T. Il

Définition 1.24. Un espace topologique X est dit régulier (ou T3) si :
1. X est un espace T.

2. Pour tout x € X et tout fermé F tel que x ¢ F, ils existent deux ouverts U et V
de X tels que
xeU FcCcVetUNV=0.
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Définition 1.25. Un espace topologique X est dit complétement régulier (ou bien de

Tychonoff) si :
1. X est un espace T .

2. Pour tout x € X et pour tout fermé F de X tel que x ¢ F, il existe une fonction
continue f: X — [0,1] avec f(z) =0 et f(y) = 1, pour tout y € F.

Exemple 1.26. (R, [.|) est un espace complétement régulier.

Proposition 1.27. Tout espace complétement régulier est réqulier.

Démonstration. Soit F' un fermé de X et ¢ F'. Comme X est complétement régulier,
alors il existe une fonction continue f : X — [0,1] tel que f(z) =0 et f(F) = {1}.

On a [O, % [,B, 1} sont des ouverts dans le sous espace [0, 1] car

M;H—L;WMH a];u:gqmmu.

Posons U = f71([0,3[) et V = f~!(]3,1]). Comme f est continue alors U et V sont des

ouverts de X. Onaxz € U, FCV et UNV ={. Donc X est un espace régulier. U

Théoréme 1.28. Soit (X;);cr une famille d’espaces topologiques. Alors [l;cr Xi est un
espace Ty Ty, régulier et complétement régulier) si et seulement si X; est un espace Ty (

Ty, régulier et complétement régulier) pour tout i € I.

Démonstration. Supposons que [T ; X; est T}. Alors, d’apres la Proposition 1.23, {z} =
[Tics{z:} est fermé dans [[;c; X;. Donc {z;} est fermé dans X; pour tout i € I. Ce qui
implique que X; est T} pour tout ¢ € I. L’implication inverse est évidente.
Supposons maintenant que [];c; X; est To. Alors pour tous z = (z;);er et y = (y;)ier dans
[Lics X tels que x # y, ils existent U € V(z) et V € V(y) tels que UNV = 0.
Montrons que X; est séparé pour tout ¢ € I. Soient iy € I, z;, et y;, dans X;, tels que
Tiy # Yip- Choisissons @ = (2;)ier € [Lier X tel que z; € X; est arbitraire pour tout i € 1
et y = (yi)ier € [lics Xi tel que y; = x; pour tout i # io.
Comme x;, # y;, alors x # y. Donc, ils existent U € V(z) et V € V(y) tels que UNV = 0.
On a

UeV(x) =U=TIlU avec U; € V(z;)

VeVy) =V=ILV avec V; € V()

De plus
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Unv=0=(JU)n(]V:) =0

el el
i€l

:>5|21€[U11m‘/“:®

Comme x; = y; pour tout i # ig alors iy = ig. D’ot U, N'V;, = 0. D’out X;, est séparé.
Supposons maintenant que X; est séparé pour tout ¢« € I et montrons que [[;c; X; est
séparé.

Soient x = (z;)ier et y = (yi)ier dans [[;c; X; tels que x # y. Donc il existe ig € I tel
que z;, # yi,- Comme X;, est séparé alors ils existent U;, un voisinage de x;, et V;, un
voisinage de y;, avec U;, N'V;, = 0.

Choisissons deux voisinage de x et y dans [[;c; X; comme suit :

UEV(Z‘) tel queU:HUz . Uz:Xza VZ#Z(),

i€l
Ve V(y) telqueV:HVi . Vi =X, Vi # 4.
icl
On a
iel iel icl
D’ou [];c; X, est séparé. U
Compacité

Définition 1.29. Soient X un espace topologique et (S););cr une famille de parties de X.
e On dit que (;);er est un recouvrement de X si X = U;es .

o Un recouvrement est dit ouvert si tout membre de ce recouvrement est un ouvert.

Définition 1.30. Un espace topologique X est dit compact s’il est séparé et si de tout
recouvrement ouvert de X on peut extraire un sous recouvrement fini.
Exemple 1.31.

1. Pour tous a,b € R | [a,b] est compact.

2. L’espace R n’est pas compact.

3. L’intervalle |0, 1] muni de la topologie usuelle induite de R n’est pas compact. En
effet, la famille {]%,1] : n € N*} est un recouvrement ouvert de ]0,1] dont on ne

peut extraire aucun sous recouvrement fini.
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4. Un espace séparé et fini est compact.

Proposition 1.32. Soient X,Y deux espaces topologiques et f : X — Y une application

continue. St A C X est un compact et Y séparé, alors f(A) est compact.

Démonstration. Soit (U;);e; un recouvrement ouvert de f(A). Alors
AC fH(A) C T (UierUs) C Uier f7H(U3).

Comme f est continue, alors (f~!(U;)):er est un recouvrement ouvert de A dans X. Mais
A est compact, donc on peut extraire un sous recouvrement fini de ce recouvrement. Soit

{i1,49,...,0x} C I tel que

k
Ac U r )
j=1
Alors i
f(A) - U U,-]..
j=1
Donc (U, )1<j<k est un sous recouvrement fini de f(A). D’ou f(A) est compact. d

Définition 1.33. Soit F = (F;)ie; une famille de sous-ensembles d’un ensemble X. On
dit que F est centrée ou bien vérifie la condition d’intersection finie, si ey Fi # 0 pour
tout J C I fini.
Exemple 1.34.

1. Toute famille (F;)ien telle que F; C Fivq pour tout i € N est centrée.

2. Dans un espace métrique (X,d), la famille {B(x,2),n € N} otz € X est centrée.
Proposition 1.35. Soit X un espace topologique séparé. Alors X est compact si et seule-

ment si toute famille centrée de fermés de X a une intersection non vide.

Théoréme 1.36. (Théoréme de Tychonoff)
Soit (X;)ie; une famille d’espaces topologiques non vides. Alors 'espace produit [1;c; X;

est compact si et seulement si chaque X; [’est aussi.

Démonstration. Voir Théoreme 37.3 dans [11]. O

Définition 1.37. Un espace topologique est dit localement compact s’il est séparé et si
tout point de cet espace admet un voisinage compact. D’une maniere équivalente, si tout

point admet un voisinage U tel que U soit compact.

Exemple 1.38. (R, |.|) est localement compact. En effet, pour tout x € R, il existe € > 0

tel que [x — e, x + €] est un voisinage compact de x.



1.3. Structures uniformes et espaces uniformes 11

1.3 Structures uniformes et espaces uniformes

Soit X un ensemble. On note par A la diagonale de X x X i.e.,
A={(z,x):xz € X}.
Soient V, W deux sous ensembles de X x X. Soit A C X, posons
VW =VoW ={(z,z2): (z,y) € W, (y,z) € V pour un certain y € X}

Vii={(z,y): (y,x) eV}
Vizl ={y: (z,y) € V}

VAl = U Viz]

€A
Un ensemble V de X x X est dit symétrique si V = V1. On a les propriétés suivantes :
1. (VoW)[A] = V[W[A]].
2. (VoW) t=w-loV-1

3. SiV C X x X est symétrique, alors VoW oV =U{V]z] x V[y] : (x,y) € W}.

Définition 1.39. On appelle structure uniforme sur X toute famille non-vide U de sous-
ensembles de X X X qui satisfait les axiomes suivants :

(U1) SiV el alors AC V.

(U2) SiV.W e U alors VNIV e U.

(U3) SiV el etV CW alors W e U.

(U4) SiV el alors V7 eld.

(U5) SiV el alors il existe W € U telle que W oW C V.

La paire (X,U) est appelée espace uniforme et les ensembles de U sont appelées les

entourages de la structure uniforme définie sur X.

Exemple 1.40.

1. Sur l’ensemble des nombres réels, R, on définit la structure uniforme dite usuelle
par

Upg ={V CR?:3r >0,V, CV},

o

Ve={(z,y) eR* [z —y|<r}



1.3. Structures uniformes et espaces uniformes 12

2. Soit X un ensemble. Les familles suivantes :
U={VCXxX:ACV}
U, ={X x X}
forment des structures uniformes sur X.

Proposition 1.41. Les conditions (U4) et (U5) dans la Définition 1.39 sont équivalentes

a la condition suivante :

(U6) Pour tout V€ U, il existe W € U telle que W o W1 C V.

Démonstration. Il est clair que (U4) et (U5) implique (U6). Montrons I'inverse ; sup-
posons que (U6) est vérifiée et soit V, W € U telle que W oW1 C V. On a

Wil=AoW ' lcWoW'lcCV.
Donc W C V1. D’apres (U3), on aura V! € Y. Pour montrer (U5), posons
W =wnw
Alors W' € U et on a
WoW CWoW ! CV.
Il

Définition 1.42. Soit U une structure uniforme sur X. Une famille B C U est dite base

ou systeme fondamental d’entourages de U, si pour tout V€ U il existe W € B telle que
W cVv.

Exemple 1.43. La famille B = {V, C R? : r > 0} forme une base pour la structure

uniforme usuelle sur R.

Proposition 1.44. Une famille B de sous-ensembles de X x X est une base pour une
structure uniforme U sur X si et seulement si :

(B1) Tout élément de B contient A.

(B2) Si'V € B, alors V™! contient un élément de B.

(B3) Si'V € B, alors il existe W € B telle que W oW C V.

(B4) Si Vi,V € B, il existe V € B telle que V- C Vi N V5.

Proposition 1.45. Soit X un ensemble et U une structure uniforme sur X.

1. Si'V est un entourage de U alors VNV~ et V1NV sont des entourages symé-
triques de U.

2. Les entourages symétriques forment un systeme fondamental d’entourages de U.
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Topologie d’un espace uniforme

Définition 1.46. Soit (X,U) un espace uniforme. La famille
Tu={ACX :VoeA3VeU VA

est une topologie sur X appelée la topologie déduite de la structure uniforme U ou la

topologie uniforme.

La topologie déduite de la structure uniforme usuelle définie sur R est la topologie
usuelle. Idem pour Q. Sur un ensemble quelconque X, la topologie déduite de Uy est la

topologie discrete.

Définition 1.47. Soit (X, T) un espace topologique. Une structure uniforme U sur X est
dite compatible avec la topologie T si T = Tyy.
L’espace topologique (X, T) est dit uniformisable s’il existe une structure uniforme sur X

compatible avec sa topologie.
Le théoreme suivant donne un critere pour qu’un espace topologique soit uniformisable,
pour la preuve on peut consulter [5].

Théoréme 1.48. Un espace topologique (X,T) est uniformisable si et seulement s’il est

de Tychonoff.

1.4 Topologies set-open sur les espaces de fonctions

Dans cette section, X et Y sont deux espaces topologiques.

Soit {X1, Xs,..., X,,} une famille finie d’ensemble, et z € X; x X3 x ... x X,,. Donc
x = (21,9, ...,x,) avec x; € X; pour tout i € {1,...,n}. Le point = peut étre interprété
comme suit :
n
z:{1,2,..,n} — U X;
i=1

Jjr—z(j) = z;

Inversement, si on a une application
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f : {1,2,...,?7,} — CJ X,L
i=1
jr— f(j) € X;

alors il existe un unique point z; € X; x Xy x -+ x X, tel que

JL2,0m) = xp = (f(1), f(2), .., [(n)).

A Taide de cette interprétation on définit dans le cas ou [ est arbitraire

[[X={fT—UXi/ f(i) e X;,Viel}.

iel iel
Soient X Y deux espaces topologiques. On note par Y I’ensemble de toutes les appli-

cations définies de X dans Y, i.e.,
Y¥ ={f:X — Y/ f une application }

que 'on munit de la topologie produit. On note par C(X,Y’) I'ensemble de toutes les
fonctions continues définies de X vers Y. Soient A et B deux sous ensembles d’un espace

X. On définit 'ensemble [A, B] par
[A, Bl ={f e C(X,Y): f(A) € B}.
Si A = {«} alors on écrit [z, B] au lieu de [{z}, B].

Propriétés 1.49. Soient X etY deux espaces topologiques, A, A, ..., A, des parties de
X et B, By, ..., B, des parties de Y. Alors

Démonstration.

1. [CJ Ai,B] _{fecx.y): () 4)c B}

=1 =1

= {fecxy): U s c B)
= {feC(X,Y): f(A4) C B,Vi € {1,...n}}

- ﬁ{f € C(X,Y): f(A) C B}

i=1
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- 4. B).
z.lA,:ml ]_{feC(XY cmB}
={feC(X,)Y): f(A) C B;,Vie{l,..,n}}

— {f €C(X.Y): f(4) C B}

=1

D:

[A, Bil.

1

%

Définition 1.50. Soient X et Y deux espaces topologiques. La famille

Bp:{n [z, Uil : z; € X, U; 67},@':1,...,71.}

i=1
est une base pour une topologie sur C(X,Y') appelée la topologie de la convergence simple

sur C(X,Y), qu’on la note par T, et l’espace obtenu sera noté Cp(X,Y).

Proposition 1.51. Soient x € X et U C Y. Soit l'application projection

pr, Y — Y
fr—pn.(f) = f(z)
Alors
[2,U] = O(X,Y) np; (U),

Démonstration. Pour z € X et U C Y, on a
[z, Ul={feCX,)Y): f(z)eU}
={feCXY): p.(f) €U}
={feCX,)Y): fep ' (U)}
=C(X,Y)Nnp, " (U).

g

Proposition 1.52. Soient X et Y deuz espaces topologiques. La topologie T, coincide
avec la topologie induite sur C(X,Y) par la topologie produit de Y.
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Démonstration. On note par 77 la topologie induite sur C'(X,Y’) par la topologie pro-
duit sur YX. Soit W € Ty alors W = AN C(X,Y) out A est un ouvert de YX (on peut

prendre A un ouvert élémentaire de Y). Soit
A=p. (Us) Npy, (Usy) 0N (Us),
avec z; € X; et U,, € Ty, pour tout ¢ € I. Alors
ANC(X,Y) =[x, Uy NN [z, Uy, .
Donc
ANCX,)Y) e,

D’ou

Ti C T,

Soit W e 7T,. Alors W = U €; tel que Q; € B, pour tout ¢« € I. Donc pour chaque 1, ils
existent xf, xh, ...,xl € X, et Uy, Us, ..., U} € Ty tel que

ﬂx UZ

Jj=1

23, Ul] = C(X,Y) Ny, (U).

Alors

U; siz = x;'.,
Donc Q; = C(X,Y) N[Lex Az tel que A, =

Y sinon.

Alors pour tout 7 € I on a

QeTi=JUeThi=WeTi=T,CT.

el

Théoréme 1.53. Si Y est un espace T; (i = 0,1,2,3), alors C,(X,Y) Uest aussi.

Démonstration. SiY est un espace 7T}, alors 'espace produit [],cy Y, est aussi un espace
T;, avec Y, =Y, pour tout z € X. Donc C,(X,Y) comme un sous espace de [[,cy Yz est

un espace 7T;. O
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Proposition 1.54. Soit X, Y deux espaces topologiques et By une base de Y. Alors la
famille B, = { ﬁ [, U] : ;€ X, U; € By,i =1, ,n} est une base de Cp(X,Y).
1

1=

k

Démonstration. Soit W = N [z;,V;] € B, tel que x; € X et V; un ouvert de Y pour
i=1

tout i € {1,...,k}. Soit f € W. Alors f(x;) € V; pour tout i = 1,....,k. Comme By

est une base de Y alors il existe, pour tout ¢ € {1,...,k}, un ouvert W; € By tel que

f(z;) € W; C V;. Donc

k
Posons N [z;, Wi] = W;. Alors

=1

fe Wf c W.
Donc
JitcUwrc Uw
few fev few
D’ou
W = U Wry.
fev

Alors tout ouvert de base de C,(X,Y’) s’écrit comme réunion d’élément de B,. D’ou

B’, est une base de C,(X,Y). O

Définition 1.55. Soient X, Y deux espaces topologiques et o une famille non vide de
sous ensembles de X. On appelle topologie set-open sur C(X,Y) la topologie notée T, qui
a comme base la famille

Ba :{ [BZ7UZ] / Bz € o, U,L 67;/}

)

L

On note C(X,Y) muni de T, par Co(X,Y).

Remarque 1.56.
1. Si a est la famille de toutes les parties finies de X alors To =T,.
2. Sia = K(X), la famille de toutes les parties compactes de X, alors To, = Ty est
appelée la topologie compact-open et on a Co(X,Y) = Cp(X,Y).

Proposition 1.57. Soit X un espace topologique séparé. La topologie de la convergence

simple est moins fine que la topologie compact-open sur C(X,Y), c¢’est a dire, T, C Tg.

Démonstration.

On a B, C By, puisque toute partie finie de X est compacte. D’ou 7, C 7Ty. O
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Proposition 1.58. Soit X un espace topologique complétement régulier et Y un espace Ty
qui contient un chemin 7y tel que v(0) # v(1). Alors Cp(X,Y) = Cr(X,Y) si et seulement

si toute partie compacte de X est finie.

Démonstration. Supposons que toute partie compacte de X est finie alors B, = B,
d’ou T, = Ty, et donc Cp(X,Y) = Cy(X,Y).

Inversement, supposons que 7, = 7 et montrons que toute partie finie de X est compacte.
Soit K un compact de X et v : [0,1] — Y un chemin dans Y tel que v(0) # ~(1).

Considérons l'application
g: X —Y
z— g(x) = (1)
Posons U = Y \ {7(0)}. Comme Y est un espace T} alors {7(0)} est un fermé de Y, donc
U est un ouvert de Y. De plus, g(K) = {y(1)} C U. Alors g € [K,U] € T, = T,. Donc il
existe W un ouvert de base dans C,(X,Y) de la forme W = N, [z;, U;] ou 21, ...z, € X
et Uy,...,U, € Ty tel que g € W C [K,U]. Posons B = {x1, 23, ...,x,} et montrons que
K C B. Supposons que K ¢ B, donc il existe zg € K tel que zy ¢ B. Il est clair que B est

fermé dans X car X est T7. Comme X est complétement régulier, il existe f : X — [0, 1]
une application continue telle que f(xg) =0 et f(B) ={1}. Alors yo f € C(X,Y) et

(vo f)(z) =~v(1) =g(x;) € Us, Vi € {1,...,n}.

Donc

yofeW ... (%)
D’autre part
(o /)(wo) =7(0) U = (yo /IK) LU = (vof) ¢ [K Ul
Ce qui est contradictoire avec (x). Donc K C B. Et donc K est fini. O

Définition 1.59. Soit o une famille de sous ensembles d’un espace topologique X. On

dit que a est un réseau de X si la condition suivante est satisfaite :
VeeXVVeVkx),FAca:z e ACV.

Si tous les éléments de o sont fermés (compacts) on dit alors que « est un réseau fermé
(compact).
Exemple 1.60.
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1. Toute base est un réseau.

2. Soit X un espace Ty. Alors la famille F(X) de toutes les parties finies de X est
un réseau fermé. En effet, pour tout élément x € X et pour tout V € V(x) il existe
{z} € F(X) tel que x € {x} C V. Si de plus, X est séparé, alors F(X) est un

réseau compact.

Proposition 1.61. Soient XY deux espaces topologiques et f : X — Y une application

continue surjective. Si o est un réseau de X, alors f(a) est un réseau de'Y ot
fla)={f(A)/Aea}.

Démonstration. Supposons que « est un réseau de X et montrons que f(a) est un
réseau de Y. i.e.,

VyeY,YUe€V(y),3Be fla):ye BCU.

Soient y € Y et U € V(y). Alors il existe € X tel que y = f(z) et f~(U) € V(x) car f

est continue surjective. Comme « est un réseau alors

JAca:ze AC f1(U)= f(x) e f(A)CU
=ye f(A)cU.

Donc il existe B = f(A) € f(a) tel que y € B C U. D’ou f(«) est un réseau de Y. O

Proposition 1.62. Soit X un espace topologique et o un réseau de X. Soit V' un fermé

d’un espace topologique Y . Alors pour tout B € «, [B, V] est un fermé de Co(X,Y).

Démonstration. Il suffit de montrer que C,(X,Y) \ [B, V] est un ouvert de Co(X,Y).
Soit f € Co(X,Y) \ [B,V]. Alors

f¢B V= f(B)LV
= dxg € B: f(xo) ¢V
= f(zg) €Y \V
=19 € fHY \ V).

Comme « est un réseau alors

dBy€a:x0 € By C fH(Y\V)= fe€[By,Y\V].

Montrons que [By, Y \ V] C Co(X,Y) \ [B,V]. Soit g € [By,Y \ V]. Alors g(xy) ¢ V et
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comme o € B, alors

9(B)LV =g¢[B,V]
= g€ Cu(X,Y)\ [B,V]
= [By, Y \ V] C Cu(X,Y)\ [B,V].

Donc Co(X,Y) \ [B, V] s’écrit comme réunion d’ouverts de C,(X,Y). Alors [B, V] est

fermé . O

Définition 1.63. Soient X, Y deux espaces topologiques. Un sous ensemble A de X est
dit Y -compact si pour toute application continue f: X — Y, f(A) est compact dans Y .
Proposition 1.64. Soit X un espace , a un réseau de X et'Y un espace topologique.

1. Si'Y est un espace T; alors Co(X,Y) est un espace T; pouri = 0,1, 2.

2. Si de plus « est constitué de parties Y -compactes et Y est complétement régulier,

alors Co(X,Y) est complétement régulier.

Démonstration. Voir [10]. O



Chapitre 2

Structures algébriques sur un espace

topologique

Dans ce chapitre on va munir un ensemble d’une structure algébrique et d'une topologie
compatible avec ses lois internes et externes, cette structure algébrique peut posséder des
propriétés topologiques. Dans la premiere section, on va présenter la notion de groupe
topologique, ensuite les anneaux topologiques et finalement les modules topologiques. Les

références utilisées dans ce chapitre sont [3],[15],[17] et [9].

2.1 Groupes topologiques

Définition 2.1. On appelle groupe topologique un ensemble G muni d’une structure de
groupe, noté additivement, et d’une topologie T satisfaisant aux axiomes suivants :
A1) L’application addition

o, GXxG—G

(z,y) — 2z +y

est continue.

As) L’application symétrie

v :G—G

T +— —x
est continue.

21
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On note ’élément neutre pour l'addition par Og et le groupe topologique (G,+,T) par
G.  Siles conditions (Ay) et (Ay) sont vérifiées, on dit que la topologie T est compatible
avec la structure de groupe.
Exemple 2.2.

1. Les groupes (R,+), (Q,+) muni de la topologie usuelle sont des groupes topolo-

giques.

2. Un groupe muni de la topologie discréete est un groupe topologique dit groupe discret.
En effet, les applications ¢ et p_ sont continues car toute application d’un espace

topologique discret dans un espace topologique discret est toujours continue.

Théoréme 2.3. Les axiomes (A1) et (As) sont équivalents a l'axiome suivant :

As) L’application
v :GxG—G

(may)'—>$_y

est continue.

Démonstration. On remarque que pour tous z,y € G, on a

Pu(,y) = 0, (2,0 ()

Et comme ¢, et ¢_ sont des applications continues alors ¢, 'est aussi.

Réciproquement, pour tout y € GG on a

00, y) =06 —y=—y=¢_(y).

Or, o, est continue pour tout y € G, alors ¢_ I'est aussi. De plus, pour tout (z,y) € GXG,

on a

pu(z, 0 (y) =2 —(—y) =z +y=v.(z,9)
Comme ¢, et ¢_ sont continues pour tout (z,y) € G x G alors ¢, est aussi continue.
D’ot le résultat. O
Théoreme 2.4. Soient G' un groupe topologique et a,b € G.

i) La translation a gauche, l, : x — a + x de G dans G (resp. la translation d

droite, 1, : x — x + a) est un homéomorphisme.

it) La symétrie ¢_ :x+—— —x de G dans G est un homéomorphisme.



2.1. Groupes topologiques 23

Démonstration.

i) D’apres (A;) dans la Définition 2.1, [, est continue. Montrons qu’elle est bijective.

Soient x, 2" € G tel que [,(x) = l,(2'), donc a + = = a + 2’ alors
(—a)+a+zx=(—a)+a+2' = z=2a.

D’ou [, est injective.
La surjection est vérifiée car pour tout y € G, il existe x = y —a € G tel que

y = lu(z). D’ou [, est bijective et on a I’application inverse

(I G6—a

rT—— —a+x

La continuité de (I,)~! se découle directement de la continuité de I,.

ii) Evidente.

Soient G un groupe topologique, U C G, V C G et a € G. On définit
a+U={a+u: velU}
V4+U={v4+u: veVueU}

Corollaire 2.5. Soit G un groupe topologique et soit a € G.
i) Si U est un ensemble ouvert de G alors a+U (resp. U+ a) est un ouvert dans G.

it) Si U est un ouvert dans G alors —U est aussi un ouvert dans G.

Démonstration. Il suffit de remarquer que 'ensemble a+U (resp. U+a, —U) est 'image
directe de I'ouvert U par ’homéomorphisme [, (resp. rq, ¢_), d’ou le résultat. O
Théoreme 2.6. Soit G un groupe topologique et V un ouvert de G. Alors

1. SiV € V(0g) alors il existe U € V(0¢) tel que U +U C V.

2. 51V €V(0q) alors =V € V(0g).

3. StV € V(0g) alors il existe U € V(0g) tel que U —U C V.

Démonstration.
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1. Soit V un voisinage ouvert de O . Comme 'application addition

o, :GxG—GC

(,y) — o, (z,y) =2 +y
est continue, alors @Il(V) est un ouvert dans G' x G . Donc

Og €V =, (0c) C e (V).

¢ 1 (0g) ={(z,y) €e Gx G :x+y=0g}.
Il est clair que
(0c,06) € ¥ '(0c)
Donc

L2 (OGa OG) ev.

D’apres la définition de la continuité, il existe un voisinage ouvert W = U; x U,
de (0¢g,0¢) tel que ¢ (W) C V. Prenons U = U; N Us qui est un voisinage ouvert
de 0g. Donc

p (UxU) S (W)CV.

Alors
U+UCV.
D’ou le résultat.

2. Soit V € V(0g). Alors, il existe O un ouvert de G tel que 0g € O C V.

Donc
v_(0g) € _(0) S @_(V).
Alors
0g € -0 C =V.
On a vu déja que la symétrie ¢_ : x — —x est un homéomorphisme de G dans

G. Donc ¢_(0) = =0 est un ouvert dans G, alors =V € V(0g).

3. De la méme maniere que dans (1), et en considérant I’application continue

v :GXG— (G

(z,y) — 2 —y
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On trouve que ,(0g,0c) € V. Donc il existe un voisinage ouvert W = Wy x Wy
de (0g,0¢) dans G x G tel que (W) C V.

Prenons U = W; N W5 qui est un voisinage ouvert de Og. Donc
U X U) C o (W) C V.

Alors

D’ou le résultat.

O
Théoreme 2.7. Tout groupe topologique est un espace uniforme.
Démonstration. Voir Théoreme 12.1.1 dans [18]. O
Corollaire 2.8. Tout groupe topologique T est completement régqulier.
Démonstration. Voir Théoréme 12.1.4 dans [18]. O

Lemme 2.9. Soit G un groupe topologique et soient x,y € G. Alors

re{y} & ye{z}

Démonstration. Il suffit de montrer une seule implication, I'inverse s’obtient de la méme
maniere. Soient z,y € G tel que x € @ Donc tout voisinage de x contient le point y.

Considérons I’application continue

o :G—G
T — —

Soit U un voisinage dans G du point ¢_(z) = —z. Comme @ _ est continue, alors il existe
un voisinage U’ de x tel que

o (U)CU
Donc

U' c e '(U)
Or, U’ € V(z). Alors

yeU C o ().
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Donc

o (yyeU=—-yel.

Comme U est arbitraire alors tout voisinage de —z contient le point —y. Alors

—zx €{—y}... (%)
Considérons 'application continue

o, GXxG—G

(z,y) — 2z +y

Soit V' un voisinage dans G du point ¢, (—z,y) = —x +y. Comme ¢, est continue, alors
il existe un voisinage W de (—x,y) dans G x G tel que ¢ (W) C V.
Soit W = W7 x Wy , avec W un voisinage ouvert de —z et Ws un voisinage ouvert de

y. D’apres (%), on a

—reW,=—-yel
= (~y,y) €W
= (-yy) e, W)CV
= -—y+yeV

= 0g € V.
Comme V est arbitraire, donc tout voisinage de —x + y contient O, alors
—x+y € {0g}... (xx).

Soit © un voisinage de ¢, (z, —x +y) = y dans G. Comme ¢, est continue, alors il existe
un voisinage ' = Oy x Qy de (x,—x + y) dans G x G tel que 2 est un voisinage ouvert

de z dans G et 2y est un voisinage ouvert de —x 4y dans G et ¢, (') C Q. De (*x), on a

—r 4y €Ny = 0g €
= (2,0q) € ¥ C (,OII(Q)
= ¢, (z,0¢) € Q
= ¢ (r,—x+2)eQ

=z € .

Comme ) est arbitraire alors tout voisinage de y contient x, donc y € @ D’ou le

résultat. 0



2.1. Groupes topologiques 27

Proposition 2.10. Soit G un groupe topologique et soit A une partie de G. Alors, on a
A=n{A+V:V eV(0s)}

En particulier, on a

{0c} =n{V:V € V(0g)}.

Démonstration. Supposons que b € A et montrons que
ben{A4+V:V eV(0q)}.

Soit b € A. Alors pour tout voisinage U de b, on a UN A # (). Soit V € V(0g), d’apres le
Théoreme 2.6 et sans perte de généralité, on peut prendre V symétrique. Si V' € V(0s)
alors b+ V € V(b). En effet, si V€ V(0¢), alors, il existe O un ouvert dans G tel que

0g e OCV.

Considérons la translation a gauche [, : G — G, qui associe a chaque = € G, 1’élément
b+ x. Donc
lb(OG) c lb(O) - lb(V)
D’ou
beb+0OCbL+V.
D’apres le Corollaire 2.5, on a b+ O est un ouvert dans G. D'ou b+ V € V(b).

Comme b+ V € V(b), alors
(b+V)NA=#0D.

Dong, ils existent v € V et a € A tel que a = b+ v. Alors

a=b+v=b=a—-v
=beA+V
=be A+ V. VV € V(0q).

Doub e N{A+V :V € V(0g)}. Réciproquement, soit b € N{A+V : V € V(0g)} et
montrons que b € A.

Considérons la translation [, telle que

ly:G — G

r—b+x
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Soit W € V(b), alors on a b = b+ 0 = [,(0g) € W. Comme [, est continue, il existe U
un voisinage symétrique de Og tel que [,(U) C W.ie, b+ U C W.
Onaben{A+V:V e€V(0q)}, alors b e A+ V pour tout V€ V(0g). En particulier,
pour V. =U, on a

beA+U = dac A, JuelU: b=a+u.

Alors
b=at+u=a=bt+u=acb+U.
Donc
a€ ANb+U)CANW = be A
D’ou le résultat. O

Théoréme 2.11.

Soit G un groupe topologique. Alors on a les équivalences suivantes :
1. G estTy.
2. G est de Hausdorff.
3. G est de Tychonoff.
4. {0c} est fermé.
5 NV :VeV0q)}={0s}

Démonstration.

(1) = (3) Soit G un groupe topologique Tj. Soient z,y € G tels que x # y. On
suppose qu’il existe U € V() tel que y ¢ U. Montrons que G est T;. Supposons que
G n’est pas 17, c’est a dire, pour tous z,y € G tels que z # y tout voisinage de z
contient y ou bien tout voisinage de y contient x. Mais le premier cas est impossible
car G est Tp. Soit, done, V € V(y) tel que z € V, alors y € {z}. D’aprés le Lemme
29, onazx € @ Donc, tout voisinage de x contient y, ce qui est contradictoire

avec GG est Ty. D’ou GG est T;. D’apres le Corollaire 2.8, GG est de Tychonoff.
(3) = (4) Si G est de Tychonoff alors G est T3, donc, {0g} est fermé.
(4) = (2) Supposons que {0g} est fermé et montrons que G est séparé.

Pour montrer que G est séparé, il suffit de montrer que la diagonale de G

A={(r,y) e GxG:y=u}
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est fermé dans G x G. On remarque que A est 'image réciproque de {Og} par

I’application

0 GXxXG—G

(z,y) — 2z —y

En effet,

Comme ¢, est continue et {0g} est fermé dans G, alors p;'({0g}) = A est un
fermé dans G' x G, d’ou le résultat.

(2) = (5) Si G est séparé, alors G est T et donc {0g} est fermé. On montre
maintenant que

AV :V e V(0g)} = {0}

D’apres la Proposition 2.10, on a
NV :V eV(0e)} = {0c}

Comme {0g} est fermé dans G, alors {0¢} = {0g}. D'otl le résultat.
(5) = (1) Supposons que N{V : V € V(0g)} = {0g}. D’apres la Proposition
2.10, {0g} est fermé. Comme pour tout a € G, la translation [, : G — G avec
lo(z) = 4 a est un homéomorphisme. Alors I'image directe de {O¢} par [, est un
fermé. Donc, on obtient ,({0¢}) = {a} est fermé dans G, pour tout a € G. Donc
G est T, ce qui implique que G est 1.

U

Proposition 2.12. Soit (G;)cr une famille de groupes topologiques. Alors G = [;c; Gi
muni de la loi
i€l i€l i€l

((wi)ier, (Yi)ier) ¥ (Ti + Yi)ier

est un groupe topologique dit produit des groupes topologiques G;, muni de la topologie

produit des Gj.
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Démonstration. Montrons d’abord que [[G; a la structure d’un groupe. Considérons
ic
I’application

P, HG’ X HGZ —>HG1
i€l el el

(z,y) —z+y

Soient x = (2;)ier, ¥ = (Yi)ier € 1 G;. Alors
iel

0. (v, y) =v+y = (Ti)ier + Wi)ier = (&5 + Yi)ier € H Gi.
icl

Donc, 'addition est une loi interne. On peut facilement vérifier que cette loi est associative
et admet comme élément neutre Og = (Og, )ier, tel que Og, est ’élément neutre de G; , pour
tout ¢ € I. De plus, tout élément z = (z;);c; € [1 G; admet un symétrique —z = (—x4)ier
tel que pour tout ¢ € I , —z; est le symétrique é:jxi dans GG; . D’ou [[;c; G; est un groupe.
Maintenant, il suffit de montrer que ’application
Oy HGZ- X HGZ» — HGi
iel iel iel

((i)ier, (Yi)ier) = (Ti — Yi)ier

est continue. Soit U = [] U; un ouvert dans [];c; G;. Alors

iel
0. N U) = {(x,y) el[Gix]][Gi:z—yce HUl}

i€l i€l i€l

= {(3771/) e[IGi xI1Gs: (@)ier — (wi)ier € HUZ}
i€l i€l i€l

= {(%9) e [I1G xI1Gi: (xi —wyi)ier € HUZ}
i€l i€l i€l

= {(.’L’,y) € HG’ X HGZ X — Y € Ui, Vi € [}
i€l i€l

= {(x,y) S HG, X HGZ ;€U 4y et y, € (—Uz) + x;, Vi € I}
i€l i€l

— {(x,y) e[[Gix]]Gi:z€ (HUZ> +y et y€ (H(—UJ) +x}
i€l i€l i€l i€l

= (H Ui +y> X (H(_Uz) —|—a:) -

i€l il

Comme pour tout ¢ € I ,U; est un ouvert de G;. Alors d’apres le Corollaire 2.5, U;+y; et
—U,; +x; sont aussi des ouverts de G; pour tout i € I. Donc ([[;e; Ui)+vy et [Lic; (—Us) +x
sont aussi des ouvert dans [[;c; G;.

D’ott ¢, 1 (U) est un ouvert de (I[;e; Gi) X (Il;er Gi). Donc @, est continue, d’ott [[;c; G;

est un groupe topologique. ]
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Exemple 2.13. Soit X un espace topologique.

1. L’ensemble RX des applications de X vers R muni de la topologie produit est un
groupe topologique. En effet, on sait que R est un groupe donc l’espace produit
RX est aussi un groupe. De plus lapplication ¢, : R* x RY — RX définie par

0.(f,9) = f — g pour tout (f,g) dans R x RX est continue. Dot le résultat.

2. L’espace des applications continues Cp(X) ={ f: X — R : f continue} muni de
la topologie de la convergence simple est un groupe topologique. En effet, C,(X) est
un sous groupe de RX . La restriction de lapplication ¢. sur l'espace Cp(X)x Cp(X)

reste continue.

Définition 2.14. Soient G, G’ deux groupes topologiques. On dit qu’une application

f: G — G est un homomorphisme de groupes topologique, si
1 flz+y) = f(z)+ fy).Vo,y € G.
2. f est continue.
Si, de plus, f est un homéomorphisme, on dit que f est un isomorphisme de groupes

topologiques.

On dit que G et G' sont topologiquement isomorphes, s’il existe un isomorphisme de

groupes topologiques G dans G'.

2.2 Anneaux topologiques

Définition 2.15. On appelle anneau topologique, un ensemble R muni d’une structure

d’anneau et d’une topologie T satisfaisant auz axiomes suivants :
ar) L’application addition ¢, : (x,y) — v +y de R x R dans R est continue.
ay) L’application symétrie ¢_ : x — —x de R dans R est continue.
az) L’application multiplication ¢y : (z,y) — z.y de R X R dans R est continue.
On note 'anneau topologique (R,+,.,Tg) par R. L’élément neutre pour la loi d’addi-

tion (+) est noté par Og.

Si la multiplication (.) admet un élément neutre, noté 1g, on dit que R est unitaire.

Exemple 2.16.

1. Les ensembles R et Q muni des lois d’addition, de multiplication et de la topologie

usuelle, sont des anneauz topologiques.
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2. Un anneau muni de la topologie discréete est un anneau topologique dit anneau

discret.

Théoreme 2.17. Soit R un anneau topologique. Alors on a

1. Pour tout b € R, application ¥y : © — x.b (resp, Uapplication 1y, : x — b.x) est

continue. Si b est inversible, alors iy, et 1y, sont des homéomorphismes.
2. L’application (x,y) — y.x est continue.

3. 51T est un espace topologique quelconque et si f,g: T — R sont des applications

continues en un point quelconque t. Alors f + g, —f et f.g sont continues en t.

Démonstration.

1. D’apres (a3) dans la Définition 2.15, il est clair que 1), et ¢, sont continues.

Supposons que b est inversible. Montrons que v, est injective. Soient x, 2’ € R tels

que () = Pp(2"). Donc
vy(z) =Pp(2) = zb=2"b= 2z =2

D’ou l'injection.

On a 1y est surjective, car pour tout y € R, il existe z = y.b~! € R tel que

y=1v(z).

Donc, v est bijective. De plus, d’apres (a3) dans la Définition 2.15 'application
Yy' ' R— R

r— b1

est continue. D’olt ¢ est un homéomorphisme. (De la méme maniére, on montre
pour ).
2. L’application (z,y) — y.x de R x R dans R est continue. Il suffit de remarquer

qu’elle est la composition des deux applications continues

Yy :RXR— R et p:RXxR— RXR

(z,y) —> .y (z,y) — (y, )

3. La composition des applications continues est une application continue. D’ou le

résultat.
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Proposition 2.18.
Soit (R;)icr une famille d’anneauz topologiques. Alors 'ensemble R = [[;c; R; muni de la
loi

i€l i€l i€l

(wi)ier, (Yi)ier) = ox(@i)ier, (Yi)ier) = (Ti-Yi)ier

et de la topologie produit des topologies des R;, est un anneau topologique dit [’anneau

produit des R;.

Démonstration. D’apres la Proposition 2.12, on a [[;c; R; est un groupe topologique.
Considérons 'application
Px - HRZ X HRl — HRT
iel iel iel

((@i)ier, Wi)ier) = px((Ti)ier, (Ti)ier) = (vi-Yi)ier

On peut facilement vérifier que (.) est une loi interne, associative, distributive par rapport
a la loi d’addition et admet comme élément neutre 1z = (1g,)icr, tel que 1g, est 'élément
neutre de R; pour la multiplication. Il reste a montrer que ¢, est continue. Remarquons
que 'application ¢y est la composition de I'application
¢1: [[(Ri x R;) — [[ R
iel iel

(@i, Yi)ier — (T5-Ys)ier

et I'application

¢2:HR7; X HRZ —>H(Rz X Rz)

iel el el

((®i)ier, (Yi)ier) = (i, Yi)ier

i.e. py = @10 Pa.

Montrons d’abord que ¢; est continue. Considérons 'application projection
DPr; - H(Rz X Rl) — R; X R;
iel
(i, Yi)ier = (i, Ys)

et I'application
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(xz', yz')z'e[ = Z;.Y;

On sait que I'application projection p,, est continue et comme R; est un anneau topolo-
gique pour tout i € I, alors ¢’, est aussi continue. Donc, la composition ¢’, o p,, est une
application continue. Remarquons que ¢; = (% o p,.)ies, donc, d’aprés la Proposition
1.20, 'application ¢, est aussi continue.

Montrons que ¢, est continue. Soit W = [T (W,; x W/) un ouvert dans 'anneau [] (R; X R;)

iel icl
avec W; et W/ sont des ouverts dans R;, pour tout i € I.

¢y (W)

Il
—N

((@)ier, (yi)ier) € [T Ri x [T Ri + (i, vi)ier € [J(Ws x W)) }

icl i€l i€l

I
—N

((wi)ier, (Yi)ier) € HRz' X HRi D (wpy) E Wi x Wi e [}

icl el

Il
—

((@i)ier, Wi)ier) € [T Ri x [[Ri: @i € Wi,y € W], i € f}

i€l i€l

I
—N

((i)ier, (Wi)ier) € [T Ri x [T Ri : (wi)ier € [T Wi, (Wi)ier € HWZI}

iel el il il

L@Q X I]:LL?.

el el

S
m

Comme W;, W/ sont des ouverts dans R; pour tout ¢ € I, donc [[;c; W; et [1;c; W/ sont
des ouverts dans [[;c; R;. Alors ¢o ' (W) est un ouvert de [[;c; R; X [L;e; Ri. Donc ¢ est

continue. D’ou le résultat. O
Définition 2.19. Soit R un anneau commutatif et unitaire et soit I une partie non vide
de R. On dit que I est un idéal de R si :

a) (I,4) est un sous groupe abélien de (R,+).

b) Vae R, Vr €l :ax €l

Exemple 2.20. Dans tout anneau R, les sous-groupes triviauz R et {Og} sont des idéaux.

Tout idéal de R autre que R et {Ogr} s’appelle un idéal propre de R.

Définition 2.21. Soit R un anneau commutatif et I un idéal de R. On dit que I est un

idéal maximal de R si I # R, et si pour tout idéal J différent de I, I C J implique J = R.

Remarque 2.22. Soit R un anneau commutatif.

a) Si I est un idéal de R et si 1 € I alors I = R. En effet, quelque soit a € R, on a
alg=ae€l. Donc RC I. Comme on a toujours I C R, alors I = R.



2.3. Modules topologiques 35

b) Si I est un idéal propre de R, alors aucun élément de I n’est inversible. En effet,

1

s’il existe x € I tel que x=! existe, alors x.o™' = 1 € I car I idéal donc d’aprés

(a), I = R ce qui contredit I’hypothése. Donc x n'est pas inversible.

Définition 2.23. Soit R et R’ deux anneauz topologiques. On dit qu’une application f

de R dans R' est un morphisme topologique d’anneauz si
L flx+y) = f(z)+ fy), Yo,y € R,
2. f(zy) = f(x).f(y), Yo,y € R.
3. f est continue.

Si, de plus, [ est un homéomorphisme, on dit que f est un isomorphisme d’anneaux topo-
logique. On dit que R et R sont topologiquement isomorphes, s’il existe un isomorphisme

d’anneauz topologiques de R dans R'.

2.3 Modules topologiques

Définition 2.24. Soit R un anneau topologique commutatif. On appelle R-module topo-

logique un ensemble E muni
e d’une structure de R-module.
e d’une topologie compatible avec la structure de groupe additif E tel que [’application
o :(rya)— r.a de R X E dans E soit continue.
Exemple 2.25.
1. L’espace topologique R est un module sur R.
2. Tout anneau topologique est un module sur lui méme.
3. Tout groupe abélien est un Z-module.

Proposition 2.26. Soit (E;);c; une famille quelconque de modules topologiques non vides

sur R. Alors E = [l;c; Ei le R-module produit des E; est un R-module topologique.

Démonstration. Il suffit de montrer la continuité des deux applications

o, ExE—FE et o :RxE—FE

((ws)iers (Yi)ier) ¥ (Ti + Yi)ier (7, (@i)ier) — (r-T3)ier
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Comme F; est un groupe topologique pour tout i € I, alors, d’apres la Proposition
2.12, T[ E; est aussi un groupe topologique. Donc ¢, est continue.
iel
Montrons maintenant que ¢_ est continue. Remarquons que ¢_ est la composition des

deux applications

fRXE—>RXEJ et SOZNRXE,L—>EZ

(r, (zi)ier) —> (1, 2;) (r,x;) — .o

Comme pour tout i € I, E; est un R-module topologique alors ¢ est continue. On a
aussi f est continue. En effet, soit W = U x W; un ouvert de R x £}, avec U un ouvert

de R et W; ouvert dans E;. Alors

f_l(W) = {(T» (Ti)ier) € R HEz D f(r (@)ier) € W}

i€l

— {(7", (zi)ier) e R [ Ei: (r,z;) €U X VVJ}

icl
iel
avec
E;, si i #7,
Qi - ’
W; st i=j.
Comme W; est un ouvert de Ej;, alors [] €2; est un ouvert élémentaire de [] E;. Donc
iel icl
U x TI €; est un ouvert de R x [[ E;. D’ou f est continue.

iel icl
La composition de deux applications continues est continue, donc d’apres la Proposition

1.20, ¢ = (¢" o f)ier est continue. D’ont E est un R-module topologique. O

Définition 2.27. Soit R un anneau topologique commutatif et soient E et E' deur R-
modules topologiques. On dit qu’une application f : E — E' est un morphisme topolo-

gique de R-modules si
1. flx+y)=flz)+ f(y), Yo,y € E.
2. firx)=r.f(x), Vr € R,Vz € E.
3. f est continue.

Si, de plus, f est un homéomorphisme, on dit que f est un homéomorphisme linéaire.
On dit que E et E' sont linéairement homéomorphes s’il existe un homéomorphisme li-

néaire de ' dans E'.
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Exemple 2.28. Soit R un anneau commutatif et soit E, E' deur R-modules.

1. Si M est un sous-module de E, alors linjection i : M — E définie par i(z) = x

pour tout x € M, est un morphisme de R-modules.

2. L’application

E— F

z+— Op

est un morphisme de R-modules, appelé morphisme nul.



Chapitre 3
Quelques propriétés de Cp(X, E)

On s’intéresse dans ce chapitre a ’étude des propriétés algébriques et topologiques
des espaces de fonctions continues définies d’un espace topologique X dans un R module
topologique F, muni de la topologie de la convergence simple. Dans la premiere section
on va étudier sous quelles conditions C,(X, E) possede la structure de groupe (anneau,
module) topologique. Ensuite, on va introduire 'application évaluation canonique et don-
ner quelques résultats. La derniere section est consacrée aux notions de R-Tychonoff et
R-completement régulier. Les références principales utilisées dans ce chapitre sont [2] et

[4].

Soient R un anneau topologique commutatif unitaire. Notons par Og, 1 les éléments

neutres pour les lois d’addition et de multiplication de I'anneau R.

3.1 Structures algébriques sur C,(X, E)

Proposition 3.1. Soit X un espace topologique et E un groupe topologique. Alors C,(X, E)

muni de la loi de composition (f,g) — f + g est un groupe topologique.

Démonstration. Montrons que C,(X, E) est un groupe. Vérifions d’abord que la loi de

composition (f,g) — f + ¢ est une loi interne. On a

f+9g: X —F

z— (f +9)(@) = f(z) + g(2)
est une loi interne. Soient f,g € C,(X, E). Montrons que I'application f + g est bien

38
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définie et continue. Pour tous x et y € X tel que x =y, on a

Or, E est un groupe alors
f(@) +9(x) = f(y) + 9(y).
Donc

(f+9)(x)=(f+9)(y).

Donc f + g est bien définie. D’autre part, pour tout ouvert U dans E, on a

(f+9)~'(U

reX:(f+9)x )eU}

reX: f(x ()GU}

reX:xe YU - g(z)) ethgl(U—f(l’))}

HU=g(x)ng (U = f(a)).

=4
{
{xeX f(zx GU—g(x)etg(x)EU—f(x)}
{
I~

Comme F est un groupe topologique et d’apres le Corollaire 2.5, ona U—g(z) et U—f(x)
sont des ouverts dans F. Or, f et g sont des applications continues alors f~1(U — g(z)) et
g Y (U — f(z)) sont des ouverts dans X . Donc (f + ¢g)~}(U) est un ouvert dans X. Dot
[+g€Cy(X,E). Donc "+" est une loi interne.

I est clair que "+" est commutative, associative et admet l'application nulle fy (fo =

Oc(x,r)) comme élément neutre. De plus, si f € C(X, E) alors 'application

—f: X —F
z— (=f)(z) = = f(z)

est bien définie et continue. En effet, soient x,y € X tel que x = y alors

r=y= f(x) = f(y)

—f(z)+ f(z) = —f(z) + f(y)
—fy) =—f(@)+ fly) = f(y)
—fly) = —f(2).

=
=
=

D’ott —f est bien définie. Soit U un ouvert de E alors
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(=N U)={r € X: —f(z) €U}
={reX:[f(z)e(-U)}
={reX:zefi(-U)}
=f7(=0).
Comme f est continue et —U est ouvert d’apres le Corollaire 2.5, alors (—f)~*(U) est un
ouvert de X. D’ou —f est continue. Il est clair que f — f = fy alors — f est le symétrique
de f. Donc C,(X, E) est un groupe abélien.

Montrons que la topologie de la convergence simple sur C'(X, E) est compatible avec la

structure de groupe. D’apres le Théoreme 2.3, il suffit de montrer que 'application
0. Co(X, E) x C)(X, E) — C,(X, E)
est continue.
D’apres la Proposition 1.12, il suffit de prendre un ouvert de la base de C,(X, E) et
montrer que son image réciproque par ¢, est un ouvert dans C,(X, E) x C,(X, E).

Soit W = F) [z;, W;] un ouvert de la base de C,(X, E), avec z; € X, et W; un ouvert de
i=1
E. Donc

@ (W)

(f,9) € (Co(X, E))? iw*(f,g)ew}
(f,9) € (Cy(X, E))* :f—gew}
(1.0) € (CUX.E)F: =g € (Yo W}

(f,9) € (Co(X,E))?: f—g€[x;,Wi],i= 1n}
(f,9) € (C)(X,E))?: (f — g)(w:) € Wiyi = 1n}
(f,9) € (Co(X, E)) ¢ flz:) € Wi+ g(x;) et g(z;) € flz) —Wyi=1,...,n

(f.9) € (Co(X,E))*: f € [z, Wi+ gla:)] et g € [z, fz;) —Wil,i=1,...n

= (i ato) x (o ) - 9.

=1

|
— " A

On a pour tout 7 € {1,....n}, W; est ouvert dans E et comme FE est un groupe topolo-
gique, alors W; + g(z;) et f(x;) — W; sont des ouverts dans E. Donc [x;, W; + g(x;)] et
[z, f(z;) — W] sont des ouverts dans C,(X, F), pour tout i € {1,...,n} et donc p, (W)

est un ouvert. D’ou le résultat. O
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Proposition 3.2. Soit X un espace topologique. Si E est un anneau topologique alors
(Cp(X, E), +,.) muni de la loi d’addition (f,g) — f+g et de multiplication (f,g) — f.g

est un anneau topologique.

Démonstration. On peut facilement vérifier que C,(X, E) est un sous anneau de EX.
On a vu déja que C,(X, E) est un groupe topologique, donc il suffit de montrer que

I’application

@ Co(X, E) x Co(X, E) — Cy(X, E)
(fr9)— f.g

est continue. On a E est un anneau topologique, alors

«  ExFE—F

(z,y) — p(z,y) = 1y

n

est continue. Soit U = () [z;,U;] un ouvert de base dans l'espace C,(X, E), avec
i=1

x; € X, U; est un ouvert dans E, pour tout i € {1,...,n} . On a

()7 0) = {(1.9) € (X BN s () (f9) € U}
(F.9) € (C(X, B)?: £ € [\ [z Ui

—

(.9) € (CoX.E)? : (F9)(w) € Ussi = 1,

(£.9) € (CyX, E)* : flai).glw) € Usyi = 1.}
(£.9) € (CoX. BN ¢ s(F(@1). g(w)) € Ui = 1, o
(£.9) € (CyX. B (S 9(2) € 93" (Ui = L.

I
— N N

Sii € {1,...,n} alors U; est ouvert dans FE et ¢ : E x E — F est continue alors ¢ *(U;)
est un ouvert dans F x E. Donc on peut écrire o 1 (U;) = Q; x € avec Q;, Q) sont des

ouverts de F. Donc on a

ww*<>{u» ((XED(ﬂmy@DEQX%J=me}

{ (X E))?: f(m) € Qu glas) € Qi = 1, n}
:{ (X,E)?:f ez Qi ge [xi,Qg],izl,...,n.}
— { (X, E))?: f € ié[xi,Qi], g€ i]l[xi,ﬁé]}



3.1. Structures algébriques sur C,(X, E) 42

- (ﬁ[ggm) X (ﬁ[wﬂo

i=1 i=1

Pour tout i € {1,...,n}, on a Q;, 2 sont des ouverts dans E, donc [z;, ], [z, ] sont

des ouverts dans C,(X, E), d’otu les intersections finies N [z;, (4], N [z;, €] sont aussi des
i=1 i=1

ouverts dans C,(X, E). Alors, (¢%) " (U) est ouvert dans C,(X, E) x Cp(X, E).

Donc %, est continue. D’ou le résultat. O

Proposition 3.3. Soit X un espace topologique. Si E est un R-module topologique alors
Co(X, E) est aussi un R-module topologique. Si de plus E est Ty alors il existe un plon-
gement h de E dans Cy(X, E) tel que h(E) est fermé dans Cp(X, E).

Démonstration. De la méme maniere que dans les Propositions 3.1 et 3.2, il est facile
de vérifier que C,(X, E)) est un sous module topologique de EX sur R.

Pour tout = € X et pour tout a € F/, on définit I'application constante suivante

ax : X — F

r— ax(x) =a
Considérons I'application

h:E— Cy(X,E)

a— h(a) = ax

Montrons que h : E — h(E) est un homéomorphisme. Montrons d’abord que

h: E — h(E) est injective. Soient a,a’ € E tel que h(a) = h(ad'), alors

D’ou h: E — h(FE) est injective.

Montrons que h : E — h(F) est continue. Soit W = U NAh(E) un ouvert dans h(E) avec
U ouvert dans C,(X, E). Supposons que U = ﬁ [x;, U;] avec z; € X et U; un ouvert dans
E pour tout ¢ € I. Donc -
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= {aE E:acU,i= 1,...,n.}
—{aEE:ae ﬂUZ}
i=1
Nu.
i=1

Comme Uj; est un ouvert de E, alors 'intersection finie N}, U; est un ouvert de F, donc

h=Y(W) est un ouvert de E, d’ott h est continue.
Montrons maintenant que h est ouverte. Soit V' un ouvert de F et soient x1, zo, ..., T,, des

points arbitraires de X. Donc F) [z;, V] est un ouvert de C,(X, E) et on a

1=

En effet, si g € h(V) alors g € h(E). De plus, il existe a € V tel que g = h(a) = ax.
Donc
g(z;) = ax(z;) =a,Vie{l,..,n} = g€ [z, V],Vie {l,..,n} = g € [z, V].
i=1
Donc

g € h(E)N ([ [z, V])-

5.

=1

D’ou
h(V) € R(E) 0 (i, V])-
i=1
Supposons maintenant que g € h(E) N ( ﬁ [x;,V]), alors
i=1
gERE) et g€ (i, V]=3a€E:g=h(a) et glz;) EV,i=1,...,n.
i=1

=Jda€E:g=ax et g(zv;)) =acVyi=1,..,n
=dacV:g=ax
=g € h(V).

Donc
n

) (A1) € A0,

=1

h(V) = h(E)N (ﬂ[m w) .

i=1
Alors h(V') est ouvert dans h(E), donc h est ouverte sur son image.

Montrons maintenant que h(E) est un fermé dans C,(X, E). 1l suffit de montrer que
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Co(X, E) \ h(E) est un ouvert. Soit g € C,(X, E) tel que g ¢ h(FE). Alors, ils existent
x1, Ty € X tel que g(x1) # g(xz). Comme E est T alors, d’apres le Théoreme 2.11,
il est aussi séparé. Donc, on peut fixer Uy, Uy deux ouverts de E tel que g(x1) € U; et

g(xq) € Uy et Uy N Uy = (). Donc
g e [Jfl,Ul] N [I27U2].

Montrons que ([zq, U] N [z2, Uz]) N A(E) = (). Supposons qu’il existe une application f
dans ([z1, U] N [zg, Us]) N h(E). Alors

f € h(E) et f € ([.Il,Ul] N [JIQ,UQD = daec E: f = h(a) et f((L’l) e U et f(IQ) e U,
= f=ax et f(z1) € Uy et f(xg) € Uy
= ax(z1) € Uy et ax(zy) € Uy

=a€cU NU;y

ce qui est absurde. D’ou

([z1, U] N [, Ua]) N R(E) = 0.

Donc

([z1, U] N[22, Us]) C Cp(X, E) \ h(E).

Alors Cp(X, E) \ h(E) est un ouvert. Dot h(E) est fermé dans C,(X, E). O

Définition 3.4. Soit X un espace topologique. On dit que X est zéro-dimensionnel s’il

admet une base constituée d’ouverts et des fermés en méme temps.

Proposition 3.5. Si E est un R-module topologique zéro dimensionnel, alors Cp(X, E)

est un R-module topologique zéro-dimensionnel.

Démonstration. Supposons que E est un R-module topologique zéro-dimensionnel.
Soit B une base de E constituée d’ouverts et de fermés en méme temps. D’apres la

Proposition 1.54, la famille

B/p = {ﬂ[l‘z,U,],ZL'l S X, U, € B}

i=1
est une base de C,(X, E).

Soit z € X et V € B. Montrons que chaque élément de 5, est un fermé dans C,(X, E).
Il suffit de montrer que [z, V] est un fermé pour tous z € X et V un fermé de E. Comme
V' est fermé. Donc d’apres la Proposition 1.62, [z, V] est fermé dans C,(X, E). D'ou le
résultat. U
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3.2 Application évaluation canonique

Définition 3.6. Soient X un espace topologique, R un anneau topologique, et E un R-

module topologique. Soit x € X. L’application
& Cp(X,E) — F
fr—=&(f) = f(2)
est appelée application évaluation au point x.

Proposition 3.7. Soient X un espace topologique, R un anneau topologique et E un R-
module topologique. L’application évaluation &, : Cy(X, E) — E est continue et linéaire

(morphisme de module) pour tout point x € X.

Démonstration. Montrons que &, est continue. Soit x € X et soit U un ouvert dans E.

Alors
&) ={ e GX B) () e U}
= {f € G(X, B): f(z) € U}
= [z,U].

Comme U est un ouvert de £, alors [z, U] est aussi un ouvert dans C,,(X, E), d’ou &, est
continue, pour tout point x € X.

Montrons maintenant que &, est linéaire. Soient o, 3 € R et f,g € Cp(X, E). Alors

Sl f + 0.9) = (a.f + B.g)(x) = a.f(x) + B.g(x) = a&e(f) + 5.&(9).

D’ou &, est linéaire. O

Soient X un espace topologique, R un anneau topologique et E un R-module topo-
logique. On note par C,(Cy(X, E), E), 'espace des fonctions continues de C,(X, E) dans

E muni de la topologie de la convergence simple.
Définition 3.8. On appelle application évaluation canonique, 'application
ex : X — Cy(Cy(X, E), E)
r— ex(r) =&

Proposition 3.9. Soient X un espace topologique, R un anneau topologique et E un R-
module topologique T . Alors, Uapplication évaluation canonique ex : X — C,(Cy(X, E), E)

est continue. De plus, l'ensemble ex(X) est fermé dans l’espace C,(Cp(X, E), E).
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Démonstration. Montrons que ex est continue. Soit W un ouvert de base dans C,(C, (X, E), E).
Supposons que W = ﬁ [fi, Wi] avec f; € Cp(X, E) et W; est ouvert dans E, pour tout
i=1
ie{l,..,n}.
W) = {2 € X s ex(w) € (1fi Wil}
i=1

~frexieeninm)

r€ X :& €lfi, W;],Vi e {1,2,...,n}}

{

= {x € X :&(fi) e W, Vi e {1,2, ,n}}
{x € X : fi(x) e W;,Vi € {1,2, ,n}}
{

reX:xe f7H(W),Vie{l,2, ...,n}}

Pour tout i € {1,2,....,n}, on a f; € C,(X, E) et W; est ouvert dans E, alors f; ' (W;) est
ouvert dans X. Donc, 'intersection finie, ﬁ £ 1(W;) est ouverte. D’otl ex est continue.
Montrons que ex(X) est un fermé danslzcl’p(C’p(X, E),E). 11 suffit de montrer que
Cp(Cp(X, E), E) \ ex(X) est un voisinage de tous ses points.

Soit p € C,(CL(X, E), E) \ ex(X). Alors

pdex(X)=VreeX:p#ex()
= VereX: p#&

S Vo e X, 3f € GXE): o(f) £ &) = f(x).

Comme FE est T7, d’apres le Théoreme 2.11, il est aussi séparé, donc pour tout x € X, ils

existent deux ouverts V' et W dans E tel que
o(f)eVet flx) e Wet VAW =0...(x)

Soit U = {¢ € C,(CL(X, E),E) : ¢Y(f) € V} = [f,V]. Donc, U est un voisinage ouvert
de ¢ dans C,(C,(X, E), E). Montrons que U Nex(X) = (). Supposons qu’il existe g €
UnNex(X), alors

geUnex(X)=geUetgeex(X)
=geUetdbeX:g=¢
= &(f) = f(b) e V.
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Ce qui est contradictoire avec (). Donc U Nex(X) = (. Et donc
Uc CP(CP(X7 E)? E) \ eX<X)'

Alors C,(Cy(X, E), E)\ex(X) est un ouvert. D’ott ex (X) est fermé dans C,(C, (X, E), E).
U

Définition 3.10. Soient X etY deuz espaces topologiques complétement régulier. Soit F
un sous ensemble non vide de Y**.

e On dit que F est une famille séparante si pour tout x,y € X, x # vy, il existe f € F tel
que £(z) £ 1(y).

e On dit que F est réguliére si pour tout fermé F C X et pour tout point x ¢ F, il existe

f € F tel que f(x) ¢ f(F).

Proposition 3.11. Si C,(X, E) est une famille séparante et réguliére alors l'application
évaluation canonique ex : X — C,(Cy(X, E), E) est un homéomorphisme sur son image

ex(X) .

Démonstration. De la Proposition 3.9, ex est continue et il est clair que I’application
ex : X — ex(X) est surjective. Il reste & montrer que ex est injective et fermée.

Soient x,y € X tel que x # y. Comme C,(X, E) est une famille séparante, il existe
fe (X, E) tel que f(z) # f(y) alors &, # &, d'ou ex(z) # ex(y).

Montrons que ex est fermée. Soit F' un fermé dans X. Il suffit de montrer que I’ensemble
Cp(Cp(X, E), E) \ ex(F) est un ouvert de E.

Soit x € X \ F. Comme C,(X, E) est une famille réguliere, il existe f € C,(X, E) tel que

f(xz) & f(F). Donc il existe Uy, € V(f(x)) tel que

Upy N fF) =0 ... (x).

Considérons l'ouvert [f, Usy| dans Cp(C,(X, E), E). 1l est clair que &, € [f, Us)]. Mon-
trons que [f, Upz)) C Cp(Cp(X, E), E) \ ex(F) .

Soit g € [f,Upw)), alors g ¢ ex(F). En effet, supposons qu'il existe yy € F tel que
g = ex(yo), donc g = &y, on a alors g(f) = &,,(f) = f(w) € Uy ce qui est contradic-
toire avec (x). D'ott on a g ¢ ex(F'), ce qui implique que g € C,(C,(X, E), E) \ ex(F).
Donc C,(Cy(X, E), E) \ ex(F) est un voisinage de &,, et comme &, est arbitraire, alors
Co(Co(X, E), E)\ ex(F) est un ouvert, donc ex (F) est fermé. D’ou ex est une application

fermée.
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3.3 Espaces R-Tychonoff

Définition 3.12. Soit X un espace topologique et R un anneau topologique. On dit que
X est:

1. R-complétement régulier, si pour tout fermé F dans X et pour tout point

a€ X\ F, il existe f € C(X,R) tel que f(a) ¢ f(F).
2. R-Tychonoff, si pour tout fermé F dans X et pour tout point a € X \ F, il existe
g € C(X,R) tel que g(a) = 0g et F C g7 (1g).
Proposition 3.13. Soit R un anneau topologique T} et soit X un espace topologique
complétement régulier et R-Tychonoff. Alors, on a

(i) Si E est un R-module topologique, alors pour tout fermé F de X |, pour tout point
a € X\ F et pour tout point b € E, il existe f € C(X,E) tel que f(a) = O0g et
f(F) = A{b}.

(i) X est R-complétement régulier.

Démonstration.

(i) Soient F' un fermé de X et a € X \ F), alors, il existe f : X — R continue avec

f(a) =0gret f(F) = {1lg}. On a E est un R-module topologique, donc 'application

¢ :RxE—E

(r,x) — r.x
est continue. Soit b € E et soit I'application

gObZR—>E

r——71.b

Il est clair que ¢, est continue, pour tout b € E.

Considérons I'application

h: X —F

x+— h(z) = (gpo f)(2)

Alors, h est continue. De plus, on a

h(a) = wp(f(a)) = pp(0r) = 0r.b = Op
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et pour tout y € F' on a

h(y) = ¢o(f(y)) = ws(1r) = 1r.b = b.

D’ou le résultat.

(ii) Soit F' un fermé de X et soit a € X \ F' alors il existe f € C'(X, R) avec f(a) = 0g
et f(F)={1lg}. Comme R est T} alors {1g} est un fermé dans R et on a f(F) =

{1r} = {1r}.

Donc f(a) ¢ f(F), d'ou X est R-completement régulier.

Propriétés 3.14.

1. L’anneau R est un espace R-complétement réqulier.

2. Soit (X;)ier une famille d’espaces topologiques complétement réguliers. Alors si
pour tout i € I, X; est R-complétement régulier (resp. R-Tychonoff) alors l’espace
produit [I;c; X; est un espace R-complétement réqulier (resp. R-Tychonoff).

3. Un sous espace d’un espace R-complétement régulier (resp. R-Tychonoff) est un

espace R-complétement régulier (resp. R-Tychonoff).

Démonstration.

1. Pour tout fermé F' C R et pour tout point x € R\ F, considérons 1'application

f:R— R
r— f(x) =2

Ona f(F)=F = F et f(r) =x pour tout z € R\ F. Donc f(z) ¢ f(F). D'ou R

est R-completement régulier.

2. (a) Soit (X;);er une famille des espaces R-complétement réguliers et montrons que
X = [Lier X est un espace R-completement régulier.
Soit F' un fermé de X, donc, F' = [] F;, avec F; est fermé dans X; pour tout
el !
Soit a = (a;)er € X \ F. Donc
a¢ [[F, = Fioel: ay,e X\ Fi.
el
Comme X, est R-completement régulier, alors il existe f;, € C(X;,, R) tel que

fio(a) & fi,(F},), donc il existe Uy, € V(fi,(a;,)) tel que Uy, N fi, (Fiy) = 0.

Considérons 'application
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f:X—R
x> f(x) = (fio © Pr,y ) ()
avec p,, est 'application projection
Pry, X — X,
T — Pry, () = x4,

L’application projection est continue et comme f;, € C(X;,, R), alors I'applica-

tion f = fi, o p,, est continue et on a

f(a’) = fio(aio) et f(F) = fio(Fio)'
Donc, il existe U = Uy, € V(f(a)) tel que U N f(F) = 0. D’on f(a) ¢ f(F).
D’ou X est R-completement régulier.

(b) Soit (X;);er une famille d’espaces R—Tychonoff, montrons que ’espace produit
X =TT X, est aussi R-Tychonoft.

icl
Soit F' = [] F; un fermé de X, avec F; est fermé pour tout ¢ € I et soit
el

ae X\ F. Alors
a¢ F=Jigel: a,dF,.

Comme X, est R-Tychonoff, alors il existe g;, € C(X,,, R) avec g;,(a;,) = Or
et gi,(Fi,) = {1r}. Considérons I'application g = g;, o p;, tel que
g: X —R
T g(x) = (gio Oprio)(l‘) = gio(xio)

Comme g;, € C (X, R) et 'application projection p,, est continue alors g est

continue. Et on a

g(a) = Gio (p"'io (a)) = Gio (&io) = Og.
De plus, pour tout y = (y;)ier € F on a

9(Y) = 9io(Priy (¥)) = Gio(Yio) = 1r.
D’ou X est R-Tychonoftf.

3. Soit X un espace R-Tychonoff et soit X’ un sous espace de X. Montrons que X’
est aussi R-Tychonoff. Soit F” = F N X’ un fermé dans X', avec F' un fermé dans

X. Soit a € X"\ F’, donc

aeX'\F=aeX eta¢ F'=a¢ FNX =a¢PF.
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Comme X est R-Tychonoff, alors, il existe g € C(X,R) tel que g(a) = Og et
9(F) = {1&}.

Soit gx+ la restriction de g sur X’. On a

gix'(a) = g(a) = Og.

De plus, comme F' = F'N X', alors I C F et donc,

g (F) = g(F) = {1}
D’ou X’ est R-Tychonoff.
O

Proposition 3.15. Soient E un R-module topologique et soit X un espace complétement

réqulier et R-complétement régulier. Alors

(i) Pour tout fermé F' dans X et pour tout point a € X \ F, il existe f € C(X, E) tel

que f(a) & f(F).
(it) C(X, E) est une famille séparante et réguliére.

Démonstration.

(i) Soit F' un fermé de X et soit a € X \ F. Comme X est R-complétement régulier,

alors il existe f € C(X, R) avec f(a) ¢ f(F'). Donc

fla) & f(F) = 3U e V(f(a) : UNf(F) =0.

Considérons 'application
g: X —FE
z—g= (o f)(x) = f(z).b
avec ¢y, est I'application continue

gObZR—>E

r— pp(r)=r1b
Comme f et ¢, sont continues alors g est continue. De plus, on a,
9(a) = (g o f)(a) = vu(f(a)) = f(a).b.

Et pour tout y € ', on a

9(y) = eu(f(y)) = f(y)-b.
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Donc

g(F) = f(F)..
Considérons 'ensemble V' = U.b = {u.b: u € U}. Comme f(a) € U, alors f(a).b €
V', donc g(a) € V.

Montrons que V Ng(F) = (). Supposons qu’il existe un élément z € VN g(F'). Donc

zeVNg(F)=z€eV et z€g(F).

On a

z€g(F)=VWeV(z): Wngy(F) #0.

Donc, en particulier pour W =V, on a

VNg(F)#0= FveVetvegy(F)

= JveUbetve f(F).b
JueU:v=ubetIzeF :v=f(x)b
JueUzeF:ub= f(x)b
JueUzxeF:(u— f(x)).b=0g
JueUxeF:u— f(xr)=0g

R

JuelUzeF :u= f(x)
= UNf(F)#0

ce qui est contradictoire avec I’hypothese. Donce, g(a) ¢ g(F'). D’ou le résultat.

I suffit de montrer que C(X, E) est séparante, car d’apres la (i), C(X, E) est
réguliere. Soient x,y € X tel que x # y. Comme X est completement régulier,
alors X est T} et donc {z} et {y} sont des fermés dans X. D’apres (i), il existe

f e C(X, E) tel que f(x) & f({y}) = {f(y)}. Or, E est Ty, alors, {f(y)} = {f(y)}-
Donc, f(z) # f(y). D’ou le résultat.

g

Remarque 3.16. Soit X un espace topologique compléetement régulier et soit B un R-

module topologique Ty. D’aprés la Définition 3.10 et la Proposition 3.15, on a X est

R-complétement régulier si et seulement si la famille C'(X, E) est séparante et réguliére.

Proposition 3.17. Soit X un espace topologique. Si X est zéro dimensionnel, alors X

est un espace R-Tychonoff.

Démonstration. Considérons la fonction caractéristique y¢o : X — R tel que
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1R six € C,
Xe() =

Op size X \ C.
Si C' est un ensemble qui est ouvert et fermé en méme temps, alors 'application y¢ est
continue. Fixons un point z € X et un fermé F de X tel que z € X \ F. Comme X est
zéro dimensionnel, on peut trouver un ensemble ouvert-fermé C' tel que C' C X \ F. Alors
X\ C est un ensemble ouvert-fermé et on a ' C F C X \ C.
La fonction caractéristique g = xx\c est continue, et on a g(z) =0 et F C g~ '(1g).

D’otu X est un espace R-Tychonoff. O

Définition 3.18. Soit R un anneau topologique. Un R-module topologique E est dit :
(i) Simple s’il ne contient aucun sous module non-trivial sur R.
(i) Localement simple si E est non trivial et il existe U un voisinage ouvert de O
dans E et U ne contient aucun sous-module non-trivial de E sur R.
(1ii) R-fermé s’il existe une fonction continue surjective pp : E — R tel que pour

tout t € R et pour tous x,y € E, on a

ep(r,y) = vp(r) + ¢p(y),

pp(tr) = top(x).
Lemme 3.19. Soit R un anneau et E un R-module. Alors Ra est un R-module pour tout
a€ k.
Démonstration. Fixons un point a € E tel que a # Og. Par définition, on a

Ra ={z.a:x € R}.

Montrons d’abord que Ra est un groupe abélien. Soient z,y € Ra alors, ils existent

r1,y1 € R tel que x = x1a et y = y1a. Donc,
r+y=mxa+ya=(x;+y)a € Ra.
De plus, on a
Op + 7104 =210+ 0 = 710 et ria+ (—r1)a = (—210) + 10 = Op.

Donc, Ra est un groupe abélien pour la loi d’addition, d’élément neutre Og.
Montrons que Ra est un R-module. Soient o, f € R et x,y € Ra. Donc z = x7.a et

Yy = yp.a, avec x1,y; € R. Alors

a(z +y) = a(ria+ ya) = aria + ayia € Ra.
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(a+ Bz = (a+ f)ria = aria + fria € Ra.

a(fz) = a(fria) = (af)ria = (af)x.

D’ou le résultat. 0

Remarque 3.20.

1. On note par E, l'ensemble R.a tel que a € F, i.e.,
E, = Ra = {ta/ t € R}.

2. D’aprées le Lemme 3.19, pour tout anneau simple R et tout a € R,a # Og, on

a: Ra= R .i.e. R estun corps. De plus, pour tout R-module simple E et tout

a€ Fa#0g, ona: Ra=F.

Proposition 3.21. Soient E un R-module topologique, R-fermé et simple, a € E tel que
vp(a) = 1g. Alors E, = {ta : t € R} est un sous-module de E sur R satisfaisant les

propriétés suivantes :

1. vy = @pg, + Eo — R est un isomorphisme topologique de R-module E, dans le

R-module R.

2. L’application v, : E — E,, ot ¥.(z) = v, (¢p(z)) pour tout © € E, est un

homomorphisme ouvert continu de R-module E vers le R-module E,.
3. L'espace E est homéomorphe avec lespace o (0) X E,.

4. L’ensemble E, est un fermé dans E.

Démonstration.

1. Montrons que v, = ¢g|g,, est un isomorphisme.

v, B, — R
T — va(2) = vp(z)
On a v, est un morphisme de R-module. En effet,

Soient x, y € FE, et r € R, alors ils existent ¢,t' € R tel que x = ta et y = t'a.
On a

va(x +y) = pp(z +y) = pp(ta+t'a) = pp((t +1')a).

D’apres la définition de I'application ¢g, on trouve

vo(x+y) = (t+1)op(a) = top(a) +t'op(a) = vp(ta) + vp(t'a) = pp(r) + vr(y).
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D’ou
Va(% +¥) = va(2) + va(y)-
De plus, on a
va(re) = @p(re) = rop(r) = rv.(z).

Montrons que v, est bijective. Soient z,y € F, tel que v,(z) = v,(y) , alors

Va() = va(y) = ¢r(z) = ¢r(Y)
= ¢p(ta) = pp(t'a)
= top(a) = t'pp(a)
=tlp=1t.1p
=ta=ta

=T =Y.

D’ou v, est injective.
Montrons que v, est surjective. On a I'mwv, C R, donc il suffit de montrer que

R CImuv,. Soitte€ R. On a

va(ta) = pp(ta) = tpg(a) =t.1g =t.

Donc il existe © = t.a € E, tel que v,(x) =t, dou t € v,(E,). Alors R C Imuv,.
Donc v, est surjective. D’ou v, est bijective.

Comme FE est un R-module alors I'application

9o :RxE—F

(t,z) —> pu(t,z) =tx
est continue. Cela implique que I'application

v;' ' R— E

t—t.a

est continue. D’ou v, est un homéomorphisme. Alors v, est un isomorphisme de

R-modules topologique.
2. On a ¢, = v,

N Yoyp : E — E, est une application continue surjective, car c’est

la composition de deux applications continues et surjectives. Montrons que ), est

un morphisme de R-modules. Soient =,y € £, r € R. On a

Yalz +y) = v, (ep(r+Yy) = v, (¢p(@) + vE(Y)).
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On a v, : B, — R est un isomorphisme. Donc, ils existent 2’,y" € E, tel que

va(a’) = ¢i() et va(y) = i(y). Donc

v, (ee(@) + 0p(Y) = v, ' (Va(2) + va(y')

= v, (pr(@)) + v, (p(y))
= ta(®) + tha(y).-
De plus, on a
ba(rz) = v (pp(re)) = v (ree(e)).

De la méme maniere, il existe 2’ € E, tel que v,(2’) = ¢g(x). Donc

v (rep()) = v, (rva (')
= va(ree(r'))

D’ou v, est un morphisme de R-modules. Montrons que v, est une application

ouverte. Soit U un ouvert de E. Montrons que 1,(U) est un ouvert de E,.

Vo(U) = v, (op(U))
={x € E, :v,(x) € pp(U)}
={z € E, : pp(z) € pp(U)}
={z € E, :z € vy (pp(U))}
= E,Nog' (¢e(U))
—E,NU.

Or, U est un ouvert de E, alors 1,(U) est un ouvert de E,, d’ou v, est ouverte.
3. Considérons I'application
Vg (Og) X B, — E

(l’,y) '—>¢(37a3/) =r+y

Montrons que cette application est un homéomorphisme. Montrons d’abord que ¥

est un morphisme de R-modules bijective. Vérifions que ¢5'(0r) x E, est un sous
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module de E x E. 11 suffit de montrer que ¢5'(0z) est un sous module de E. On a

¢e(0r) = ¢(0g.a) = Orpr(a) = Og.

Donc I'élément neutre O € ¢5'(0g). Soient z,y € wz'(0) , donc

op(r) =0g et ¢vr(y) = Og.

Alors
ve(2) + ¢r(y) = 0r = ve(z +y) = Og.

D'ott 7 +y € ¢5'(0x). De plus, pour tout = € ()" }(0g) on a —x € ¢'(0z). En
effet,

QDE(OE) =0r = g0E<£IZ' — :C) =0r = (pE(x) + QOE(—LE) =0r = (pE<—£IZ') = 0g.
D’ott 5" (0r) est un sous groupe de (E,+). Soit 7 € R,z € p5' (0g) alors

op(r.e) =rep(r) =r0g = 0g.

Donc ¢3! (0x) est un sous module de E. Montrons maintenant que ¢ est un mor-

phisme de R-modules. Soient (z,y), (2,y') € ¢5'(0r) x E,. Alors

U((z,y) + (@ y) = vz + 2",y +¢)
=(@+2)+ W +y)
=@ +y)+ (@ +y)
= ¥(z,y) + (@ y).

Soit r € R et (z,9) € vz (0r) X E, , donc

b(r(z,y)) = lre,ry) = re+ry = r(@+y) = ri(z,y).

D’otlt ¢ est bien un morphisme de R-modules. Montrons que 1 est bijective. Pour

montrer que ¥ est injective, il suffit de vérifier que kery) = {(0g,0g)}. On a

Keryy = {(z,y) € o5 (Or) X E, : ¥(x,y) = 0p}
(z,y) € 05" (0r) X Ey: 2 +y = 0g}
(2,y

(=

z,y) € o5 (0g) X B, : 1 = —y}

{
{
{(—=y.y) € o' (0r) x E,}.

Donc, on a

yeb, &decR:y=ta et —y € ¢5'(Or) & vp(—y) = Or
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Il résulte que pg(y) = 0g, donc
(pE<tCL) =0g = thE(CL> =0g =1t =0g.

D’ot y = Og.a = O, alors Kery = {(0g,0g)}, d’ou ¢ est injective.
Montrons que 1 est surjective. Il suffit de montrer que E C Imy = o5 (0g) + E,.
Supposons qu'il existe z € E \ ¢ (0g) + E, . Donc

< ¢ SDL_CI(OR) + Ea =z 7é T ‘I—y,\V/l’ € QDL_?I(OR%V?J € Ea-

Alors
z# x+ta,Vr € ¢z (0g),Vt € R.

Donc, on a

vr(z) # ¢p(r+ta) = pp(x) + t.pp(a) =0 +t.1g =t,Vt € R.

absurde. D’ou ¢ est surjective.

Montrons que 1 est continue. Soit U un ouvert de £, montrons que 1! (U) est un

ouvert de o' (0g) x E,.

v U) = {(2,y) € o' (0r) X By : ¢(x,y) € U}
={(z,y) € p5'(0r) X B, :x+y € U}
{(z,y) € ' (Or) X B,z €U —yety e U —x}
(

Comme U est un ouvert de F, donc, U — x et U — y sont des ouverts de E.

Alors (¢z'(0g) N (U — y)) est un ouvert dans ¢z (0g) et (E, N (U — x)) est un
ouvert dans F,.

Donc 1~ }(U) est un ouvert dans o' (0g) x E,. D’olt ¥ est continue.

Montrons que 1 est une application ouverte. Soit € x Q' un ouvert dans

¢z (0r) x E,. Donc, on a
(9 x Q/) = {Y(z,y)/ (z,y) € 2 x Ql} ={z+y/reQet Q/} —Q0+0.

Or, Q+ Q' est un ouvert dans F, alors (€2 x Q') est ouvert dans E, et donc v est
ouverte. D’ou 1 est une application continue, bijective et ouverte et donc est un

homéomorphisme.

4. Montrons, par I'absurde, que E, est fermé dans E. Supposons qu’il existe z dans

E, \ E,. Donc
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2€E,=VYU€V(z):UNE, #0

=VYU e€V(z):Jz €U et x =ta,avect € R...(x)

2¢ B, =>Vte R:z#ta

Comme E est Ti, alors il est aussi séparé. Donc, pour tout ¢ € R ils existent
Up € V(2) et V € V(t.a) tel que Uy NV = (). Ce qui est contradictoire avec ().
Donc, E, = E,. D’ou E, est fermé dans E.



Chapitre 4

Homéomorphismes induits par
isomorphismes d’anneaux des

fonctions

L’objectif de ce chapitre est de présenter deux résultats connues sous les noms de
Théoreme de Nagata et Théoreme de Gelfand-Kolomogorov. On va montrer qu’un iso-
morphisme d’anneaux (topologiques) des fonctions induit un homéomorphisme entre les
espaces topologiques X et Y. Dans la premiere section, on va introduire les notions de
tp(E)-équivalence et [,(E)-équivalence et on va montrer que deux espaces topologiques
homéomorphes sont [,(E)-équivalents (¢,(E)-équivalents). Dans la deuxiéme section, on
montre que si les anneaux topologiques C,(X, E) et C,(Y, E) sont topologiquement iso-
morphes alors les espaces X et Y sont homéomorphes. Dans la derniere section, on montre
que si X et Y des espaces compacts et si les anneaux C,(X) et C,(Y') sont isomorphes

alors X et Y sont homéomorphes. Les résultats de ce chapitre sont pris de [1],[2] et [4].

4.1 [,(E)-Equivalence et t,(E)-Equivalence

Définition 4.1. Soient R un anneau topologique et E un R-module topologique. Soient

X, Y deux espaces topologiques.

1. On dit que X etY sontt,(E)-équivalents si les deux espaces topologiques Cp(X, E)
et Cp(Y, E) sont homéomorphes et on note dans ce cas X Oy,

2. On dit que X etY sontl,(E)-équivalents si les deur R-modules topologiques C,(X, E)

60
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et Cp(Y, E) sont linéairement homéomorphes et on note dans ce cas X "Dy,

Remarque 4.2. Si E =R, alors deuz espaces l,(E)-équivalents (resp. t,(E)-équivalents)

sont appelés l-équivalents (resp. t-équivalents).

Proposition 4.3. Soient R un anneau topologique et E un R-module topologique. Soient
X et'Y deux espaces topologiques de Tychonoff. St X et'Y sont homéomorphes on note

XrQYetona

Xty xBWyo x By,

Démonstration. Soit h:Y — X un homéomorphisme. Considérons I'application

¢ : Cy(X,E) — C,(Y, E)
fr=9(f)=foh

Montrons que ¢ est un homéomorphisme linéaire. Montrons d’abord que ¢ est linéaire
(morphisme de modules).

Soient fi, fo € C(X,E)etr € R, on a

o(fi + f2) = (fi + f2) o h.

Soit g € C,(Y, E), alors

(f1 + f2)(h(g)) = fi(h(g)) + f2(h(g))-

Donc

(fi+fo)oh=fioh+ faoh.
D’ou
o(fi+ f2) = o(f1) + @(f2)-
Soit f € Cp(X, E) et r € R, alors
o(r.f) = (r.f) oh.

Soit g € C,(Y, E), donc

((r.f) o h)(g) = (r-f)(h(g)) = r-f(h(g)).

D’ou

p(r-f) = re(f)-
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Alors ¢ est linéaire.

Montrons que ¢ est injective. Soient f,g € C(X, E) tel que ¢(f) = ¢(g) alors
foh=goh.

Donc
fohoh™ =gohoh™
Alors
=g

D’ou ¢ est injective.
Soit g € C(Y, E) alors il existe f = go h™! tel que g = ¢(f). D’ott la surjectivité.

Montrons que ¢ est continue. Soit W = [y, V] un ouvert dans C(Y, E) avec y € Y et
V ouvert de E. Alors

(W) ={f € Go(X,E) : o(f) € W}
={fe€C(X,E): fohel[yV]}
={f€C(X,E): (foh)(y) €V}
={f € CG(X,E): f(h(y)) € V}
={f € CG(X,E): f € [n(y),V]}
= [h(y), V]

Donc [h(y), V] est un ouvert de C,(X, E') donc ¢ est continue. Considérons l'application
Y Cp(Y,E) — Cy(X, E)
gr—v(g) =goh™

Montrons que 9 est continue. Soit [z, U] un ouvert de C,(X, E) avec x € X et U un

ouvert de E. Donc

7 ([2,V]) = {9 € C)(Y, E) : ¥(g) € [z, U]}
={g€C,(Y,E):goh™ €[z,U}}
={g € C)(Y,E) : g(h"(2)) € U}
={9€C)Y,E): g€ [h'(2), U}
= [ (x),U].

Donc [h!(x), U] est un ouvert dans C,(Y, E). D’ott ¢ est continue. De plus, on a

p o) =ide,v.p et ¥ oy =ido,x.p-
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Donc ¢ est un homéomorphisme linéaire entre C,(X, E) et C,(Y, E). D’ou le résultat.

g

4.2 Théoreme de Nagata

Soient X un espace topologique, R un anneau topologique et £ un R-module topolo-

gique. On définit le sous ensemble de C,(C,(X, E), E) suivant :
L,(X,E) ={a1&, + a2y, + ... + &y, 1 € R, &, € ex(X),z; € X,n € N},
ou &,, est 'application évaluation au point z; € X.

Si F' un R-module topologique. On note par £,(F, E) 'ensemble de toutes les applica-
tions linéaires et continues définies de F' dans E. L’ensemble £,(F, E) est un sous espace
de C,(F, E).

Proposition 4.4. Soient R un anneau localement simple et X un espace R-Tychonoff.
Alors
£,(Co(X,R),R) = L,(X,R).

Démonstration. Il est clair que L,(X, R) C £,(C,(X, R), R). Montrons que
£,(Co(X,R),R) C L,(X, R).
Soit € £,(C,(X, R), R). Montrons que p s’écrit de la forme

p=a18e; + -+ @y,

avec n € N, &, € ex(X),o; € R.

Supposons que i # Oc,(c,(x,r),r) €t soit fo € Cp(X, R) l'application nulle, i.e.

Jo = 0c,(x,r), alors u(fo) = O car p est linéaire.

Soit U un voisinage de Or dans R tel que U ne contenant aucun sous-modules de R.

On a pu(fo) = 0g € U. Comme pu est continue, alors il existe W un voisinage ouvert
de fy dans C,(X, R) tel que u(W) C U. Donc, ils existent n € N, {z1,...,z,} C X et
{Vi,..,Vo} C Tr tel que W = ﬁ [x;, V3]

On a U € V(0g), alors il eXiStellzllll ouvert V' dans R tel que Og € V' C U. On peut prendre
Vi=Vo=...=V,=V.Dou W = ﬁ [z;, V]. Soit g € C,(X, R) tel que g(z;) = Og, pour

i=1
tout i € {1,...,n}. Pour tout o € R, on a

(a.9)(z;) = ag(z;)) =0r = a.ge W
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= p(ag) € p(W) CU
= au(g) € U,Va € R.

Donc R.u(g) C U. D’apres le Lemme 3.19, R.u(g) est un sous-module de R sur R contenu
dans U. Donc nécessairement Ru(g) = {Or} et u(g) = Og.
Comme X est R-Tychonoff, on peut fixer g; € C(X, R) tel que

gi(x;) = 1r et gi(z;) = 0r pour tout i # j.

Posons «; = 1(g;) et considérons p/ = a1, + ... + @&, . Alors, pour tout g € C(X, R)

on a
:u,(g) = algazl (g) + ...+ O‘ngxn(g) = alg(xl) + ...+ O-/ng(xn)

Soit g € C,(X, R) et posons ¢ = g — g(x1)g1 — g(x2)g2 — ... — g(xn)gn. 1l est clair que
g € Co(X,R) et ¢'(z;) = Og, pour tout i € {1,...,n}.

Donc p(g") = 0g. Comme g est linéaire, alors on a

1(g) =0r = (g — 9(x1)g1 — g(x2)g2 — ... — g(xn)gn) = Or
= u(g) — g(z1)p(gr) — . — g(xn)1(gn) = Or
= n(g) = jzlgm)u(g»
= u(g) = Zi: aig(xi) = 1'(g)-

1

i

Donc ¢/ = p. D’ou le résultat. O

Proposition 4.5. Soit R un anneau topologique et soient F', F' et E des R-modules
topologiques. Si F' et F' sont linéairement homéomorphes alors £,(F, E) et £,(F', E)

sont linéairement homéomorphes.

Démonstration. Supposons qu’il existe un homéomorphisme linéaire de F' dans F”.
Alors d’apres la Proposition 4.3 les espaces C,(F, E) et C,(F’, E') sont linéairement ho-
méomorphes. Ce qui implique que £,(F, E) et £,(F", E) sont linéairement homéomorphes.

D’ou le résultat. O

Proposition 4.6. Soient R un anneau, E un R-module topologique et X un espace to-
pologique. Alors pour tout f € Cy(X, E), il existe une application continue unique f dans
£,(Ly(X,E), E) tel que f = foex avecex : X — L,(X, E) est l'application évaluation

canonique.
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Démonstration. Posons £y = E pour tout f € C,(X, E). Par définition, on a

ex(X) C Ly(X,E) C BB = T[  Ej.
feCr(X,E)

Considérons I'application projection
pr,  EYYF) — By = E
9 — pr(9) = 9(f)
L’application p,, est continue et linéaire. En effet, soit U un ouvert de E. Alors
pr, N(U) ={g € BN 1 p,. (g) € U}

={g € EZP 1 g(f) € U}

={ge EYNF g e [f,U]}

= [/, U].
Comme U est ouvert dans E, alors [f, U] est ouvert dans E“»(X:F) d’ot la continuité de
Pr-
Soient g, ¢ € E»XE) on a

pr(g+9)=(g+39)f)=g(f) +9(f) =, (9) +pr,(9)

De plus, pour r € R et g € ECXE) on a

pr(rg) = (rg)(f) = rg(f) =r.pr;(9)

Donc p,, est linéaire.

Soit f = Proinx.m) L,(X,E) — E, alors f est continue et linéaire. Soit z € X, alors
(Foex)(@) = By ) © €X)(@) = Pry (ex (@) = pr, (&) = &) = F(a).
Donc foey = f. Alors

V) € C(X,E),3f = pry ;) € So(Lp(X, E), E) : [ = [oex.

(X’
Montrons maintenant 'unicité. Supposons qu'il existe h € £,(L,(X, E), E) tel que

f=hoex. Pour tout z € X, on a

(foex)(x) = (hoex)(z) = flex(w)) = hlex(2)) = f(&) = h(&).

D’autre part, on a par définition, L,(X, E) =< ex(X) > . Soit g € L,(X, E), alors ils
existent n € N a; € R, x; € X tel que g = i a;&,,. Alors
i=1

F(g) = f(i 0k,) = é“iﬂfmf) = S auh(e.) = hé 0k) = hig).

Donc f = h. D’ou I'unicité. U
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Théoreme 4.7. Soient R un anneau, E un R-module topologique et X un espace topolo-
gique. Considérons 'espace ex(X) tel que ex : X — L,(X, E) est Uapplication évalua-
tion. Alors les R-modules Cp(X, E), Cplex(X), E) et £,(L,(X, E), E) sont linéairement

homéomorphes.

Démonstration. Soit Ey = E pour tout f € Cp(X, E). On a

ex(X) C Ly(X,E) CE»™E = ] Ey.
FECH(X.E)

Considérons 'application projection
Dry ECrXE) B
g9 — pri(9) = 9(f)

et soit f = : Ly(X,E) — E. Les applications p,, et f sont linéaires et

Prip,x.p)
continues. Considérons l'application suivante

¢ Cp(X, E) — Cplex(X), E)
Fr—=0(f) = fexx) = Prijey(x)

Montrons que ¢ est un homéomorphisme linéaire. Vérifions d’abord que ¢ est bijective.

Soient f,g € C,(X, E) tel que ¢(f) = ¢(g), alors

P(f) = 0(9) = fiex(x) = Tlex () = Prype, x) = Projex (x):

Soit h € ex(X). Alors il existe x € X tel que h = &,. Donc

pry(h) = pr,(R) = D (&) = Pr, (&) = &(f) = &lg) = f(2) = g(o) = f =y

D’otu ¢ est injective.
Montrons maintenant que ¢ est surjective. Soit g € C,(e(X), E) tel que g = ¢(f). Donc

9= Prspoy () Soient x € X et §, € ex(X). Alors on a

9(&) = pr; (&) = glex () = &(f) = (goex)(z) = f(2).

Donc f = goex. Alors
Vg € Cyplex(X),E), Af =goex € Cp)(X,E) : g = o(f).

D’ou ¢ est bijective.
n

Montrons maintenant que ¢ est continue et ouverte. Soit W = [, Vi] un ouvert de
i=1

base dans C,(ex(X), E) avec z; € X et V; ouvert dans E, pour tout i € {1,...,n}. Alors
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e (W) ={f € Co(X, E) : o(f) e W}

~{f € CX.B) fexi € (6o V)

= {[ € CUX.B) i pryy ) € lan Vi =1, m)
= {f € C,(X.E) :prf@xi) €Viyi=1,..,n}
={feCyX,E): &, (f)eViyi=1,..,n}
={feCyX,E): f(xz;) eV;;i=1,...,n.}
e [, Vi

i=1

Comme pour tout i € {1,...,n}, V; est un ouvert dans E, alors [x;,V;] est ouvert dans

Cp(X, E). Donc ﬁ [2;, Vi] est ouvert dans C,(X, E). Dol ¢ est continue.
i=1

n

Soit maintenant U = () [z;, U;] un ouvert de base dans C,(X, F) et montrons que ¢ est
i=1

ouverte. On a

DL

p(U) ={p(f) : f €[]z Ui}

1

-
Il

={o(f): felx;,U], i=1,...n.}
={o(f): f(xi) €Uy, i=1,...,n.}
={o(f) 1 &.(f) €U, i=1,..,n.}
={o(f) :p, (&) €V i=1,...,n}
={e(f) 1 Pry o x) € o Uil i =1, m.}
={o(f) s 0(f) € [fxi, Ul,i=1,..,n.}
- (.0l
Comme pour tout i € {1, ...,n}, U; est un ouvert dans E, alors n [€,.., Us] est ouvert dans

=1

Cplex(X), E), d'ou ¢ est ouverte. Donc ¢ est un homéomorphisme.
L’application ¢ est linéaire. En effet, pour tout f,g € C,(X, E), on a
P +9) = Pripagy oy )

Soit x € X et soit &, € ex(X). Alors

Pripeg (&) = &(f +9) = &(f) + &(9) = pry (&) + Pry(E2)-
Pour tout t € Ret f € Cp(X,E), on a p(t.f) = Pric £y ox( . Soit z € X et &, € ex(X).
Alors
Priy(&a) = &a(t.f) = £.8(f) = t.pr;(&).
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Donc

Pricp)jex(x) =1Prs o (x):

D’ou ¢ est linéaire.

Donc ¢ est un homéomorphisme linéaire. D’ott C, (X, E) et Cp(ex(X), E) sont homéo-
morphes.
Montrons maintenant que C,(X, E) et £,(L,(X, E), E) sont linéairement homéomorphes.

Considérons 'application

(U Cp(Xa E) — Sp(Lp(X> E), E)
fr=o(f)=f= Pri,x.E)

Montrons que ¥ est un homéomorphisme linéaire. On montre d’abord que v est linéaire.

Soient f,g € Cp(X,E), alors ¢(f +g) = Pris i)\, (X.B) . Soit h € L,(X,FE), alors ils

n
existent z; € X, o;; € R tel que h = )~ o;&,,. Donc on a
i=1

h(f+g) = Zazé}l f+g) = Zai(&:z( )+ (g Zazfxl )+i @iz, (9) = h(f)+h(g)-

=1

Donc
Pryig(h) = ey (R) + pry (R),
d’ou
Drivy = Pry + Drys
alors

U(f +9) = o(f) +¢(9).

De plus, pour tout t € R et f € C,(X, E), on a
7vb(rf) :p"'f‘Lp(XyE‘)'

Soit g € L,(X,E). Alors g = f: a;&,,, avec x; € X, € R. On a
i=1

oy (9) = 9(0.0) = S i (0.6) = St () = to() =t (9).

Donc py, , = t.p,,. Alors ¥(rf) = ry(f). D’olt ¢ est linéaire.
Montrons que v est injective. Soient f,g € C,(X, E) tel que ¢(f) = 1¥(g). Alors

Priip,cx.p) = Proj,(x,p)°
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Soit h € L,(X, E), donc h = i &, avec r; € X et ; € R. On a
i=1

pry(h) = pr,(h) = h(f) = h(g)

i=1 =1

ji%ﬂngymm
= Z% —g(xi)) = Op
= ;aiﬁxi(f —9g) =0g

= h_(f —9) =0p.

Comme h est linéaire donc f — g = O¢,(x,r). D’ou f = g. Alors 9 est injective.

De plus, ¢ est surjective, car pour tout g € £,(L,(X, E), E)), il existe une application
unique f = goey tel que g = ¥(f).

Montrons que 1 est continue. Soit W = [g, V] un ouvert de base de £,(L,(X, E), E) avec
g € L,(X,E) et V ouvert de E. Donc

wil(W) = {f € Cp
- {f € Cp

(X, E) - 4(f) e W}
(X E) :pry  xmy € 19 VI
={f e C(X,B) : pry(g) €V}
={feG(X.E):g(f) eV}
={feCGX.E): feg (V)}

=g (V).

Y

Y

Comme g € L,(X, E), alors y est continue et donc, g~' (V') est un ouvert dans C,(X, E).

D’ou v est continue.

Montrons que 9 est ouverte. Soit U = [z, V] un ouvert de C,(X, E), avec v € X et V

un ouvert de E. Alors

W(U) ={&(f) : felzV]}
= {p'f’f‘Lp(X7E) : f(ZL’) S V}

— (b Gl €V
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= {prf‘Lp(X,E) :prf(gx) 6 V}
- {prf\Lp(X,E) Py xm) © (&, V)
= [fﬂca V} N ’SP(LP(Xa E)7 E)

Comme &, € L,(X, E) et V ouvert dans E, donc ¢(U) est un ouvert dans £,(L, (X, E), E).

D’ot le résultat. U

Remarque 4.8. 5i X est un espace R-complétement régulier alors l'application évaluation
ex : X — Co(Cy(X, E), E) est un homéomorphisme sur son image. En effet, comme X
est R-complétement régulier alors, d’aprés la Proposition 3.15, Cp(X, E) est une famille
séparante et réquliere. Le résultat se découle directement de la Proposition 3.11. Dans ce

cas, on peut identifier X avec ex(X).

Théoreme 4.9. Soient X,Y deux espaces topologiques R-Tychonoff et R un anneau to-
pologique localement simple. Les espaces Cy(X, R) et C,(Y, R) sont linéairement homéo-
morphes si et seulement si les espaces L,(X,R) et L,(Y,R) sont linéairement homéo-

morphes.

Démonstration. Supposons qu’il existe p : L,(Y, R) — L,(X, R) un homéomorphisme
linéaire. Donc d’apres la Proposition 4.5 on a £,(L,(X, R), R) et £,(L,(Y, R), R) sont

linéairement homéomorphes. D’apres le Théoreme 4.7, on a
Cp(X, R) =~ £,(Ly(X, R), R) et Cp(Y, R) =~ £,(L,(Y, R), R).

Ce qui implique que

C\(X, R) ~ C,(Y, R).

Inversement, supposons que C,(X, R) ~ C,(Y, R). Comme R est localement simple et

X,Y sont R-Tychonoff, d’apres la Proposition 4.4, on a
£,(Cp(X,R),R) = L,(X,R) et £,(C,(Y,R),R) = L,(Y, R).
Comme C,(X, R) ~ C,(Y, R) alors
£p(Co(X; R), R) = £,(Cy (Y, R), R).

D’ou

L,(X,R) ~ L,(Y, R).
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Soit X un espace topologique et E un R-module topologique. Pour n > 1 , on définit

I’ensemble suivant :

Lpn(X, B) = {on&e, + abey + .o + s, 0 &, € ex(X), a5 € Ryi <n}.
Il est clair que L, (X, E) C L, ,+1(X, E) pour tout n.

Ly(X, B) = {Lpu(X. E)/ n € N}.

Proposition 4.10. L’application p, : R* x X" — L, (X, E), avec

P, A, ey Ay, X1, Tay ooy ) = anex (1) + oex () + ... + apex(xy,)
est une application continue de R™ x X" sur L, (X, E).

Soit R un anneau topologique simple et soit X un espace R-Tychonoff. Fixons un
certain n € N.
Définition 4.11. Soit pu 'application suivante
p:C(X,R) — R"
= u(f) = (a(f), s pa(f))

avec j1; : C(X,R) — R, pour i = {1,...,n}.
L’application p est dite multiplicative si elle est linéaire et vérifie u(fg) = p(f)u(g) pour
toutes f,g € Cp(X, R).

Remarque 4.12. Si lapplication
p:C(X,R) — R"
f = ,u(f) = (:ul(f)v "'nun(f))

est multiplicative alors, pour tout i € {1,...,n}, p; : C(X, R) — R est multiplicative. i.e.

w; est linéaire et vérifie u;(fg) = pi(f)pi(g) pour toutes f,g € C(X, R).

Notons par 1,,)(X, R) = {n € L,(C(X,R),R") : n#0 et p est multiplicative}.
Théoréme 4.13. Soient X un espace R-Tychonoff et R un anneau simple. Alors les
espaces X" et 1, n)(X, R) sont homéomorphes.

Démonstration. Montrons d’abord que I(, (X, R) = (I1)(X, R))™.

Soit 1gn = (1g, 1R, ..., 1g) I'élément neutre de R". Pour tout i < n, on pose

Ry ={(z1,22,...,7,) € R" 1 7 = O, Vj # i}.



4.2. Théoreme de Nagata 72

R; est un sous anneau de R™ d’élément neutre 1; = (Og, ..., 1g, Og, ...,0r). Il est clair que

R et R; sont topologiquement isomorphes. Considérons maintenant I’application

pi - R — R;

(21, T2y ooy ) — 1 (21, 29, .y )

Montrons que p; est continue. Soit U = H?:1 U; N R; un ouvert de R;, avec Hngl Uj est

un ouvert de R. Alors

pi NU) = {(x1,...,2,) € R" : ps(21,...,2,) €U}

={(z1,...,zp) € R" : 1;.(x1,..,xp) € (ﬁ Uj) N R;}

={(z1,...,2,) € R" : (Og, ..., x4, ...,0R) € (ﬁ U;) N R;}

J=1

~ 1%

j=1
Avec

O, =U; sij=i,
Q=" /

J

Q=R sij#i.
Donc []7, §2; est un ouvert élémentaire de R". D’ou p; est continue.

n
Montrons que p; est ouverte. Soit W = [] W, un ouvert de R" tel que W; est un ouvert
7=1

dans R, pour tout j. On a

pi(W) = A{pi(x1,....,x,) : (x1,...,2,) € W}

= {Li.(21, e ) ¢ (w1, ., ) € [[ W}
j=1
= {(OR,...,ZL'Z‘,OR,....,OR) . (IL’l,...,l'n) S H W]}
j=1

Jj=1

n
Donc [] W; N R; est ouvert dans R;, d’ou p; est une application ouverte.
j=1
Montrons que p; est multiplicative. Soient x = (z1, ..., z,), 2" = (2}, ...,2) € R™. Alors
pi(r.a’) = 1. (x .2, ..., op.))
= (OR, ceey xlx;, OR, ceny OR)

= (OR, ...,IZ',OR, ...,OR).(OR, ...,ZL’;,OR, ceny OR)

= p;(x).p;(2).
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D’otu p; est multiplicative.
Montrons que p; est linéaire. Soient = = (x1, ..., x,) et @’ = (], ...,z]) € R™.
On a
pi(r +2') =pi((x1 + 2, sz + 7))
=1Li.(x1 + 2, .z, + )
= 1;. (21, oy ) + L2, s 7))
= pi(z) + pi(2").
Soit r € R et © = (x1, ..., x,) € R". Alors

pi(r.z) = pi(r.xy, ..., r.ay,)
= 1.(r.ay, .y 1)
= (Og, ...,m.x;,0R, ..., OR)
=7r.(0gry ..., i, ..., OR)
= r.pi(x).
Donc p; est linéaire.
Soit p1 € I(,n)(X, R). Considérons 'application
i L) (X, R) — I 1y (X, R)
po—r mi(p) = piop = pi;
Il est clair que 7; (1) = p; € Ip1y(X, R), pour tout i € {1,...,n}. Donc u € (L, 1)(X, R))".

i€{l1,...,n}. Donc
L) (X, R) = (Ip1) (X, R))"

On pose I,(X, R) = I, 1)(X, R). Montrons d’abord que [,(X, R) = ex(X). Soit x € X
alors &, € L,(X, R). De plus, pour toutes f,g € C,(X, R) on a

E(f-9) = (f.9)(x) = f().9(x) = &(f)-E(9)-

Donc &, est multiplicative. D’ou &, € I,(X, R).
Soit € I,(X, R) alors ils existent n > 1, oy; € R\{Og}, z; € X tel que

n = O‘l‘gzl + -+ angxn'

Comme R est un anneau commutatif simple, alors il existe 5; € R\{Og} tel que

azﬁz = 1R~
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Or, X est R-Tychonoff, on peut fixer pour tout i < n, f; € C,(X, R) tel que f;(x;) = 5
et fi(z;) = Og pour tout j #i. On a

n(fi) = are, (fi) + -+ + &, (fi) = arfi(w1) + -+ + anfi(wn) = il = 1p.

Supposons que n > 2. Il est clair que fi.fs = fo, tel que fy est 'application nulle dans

Cp(X, R). Comme f est linéaire, alors

p(fi-fa) = u(fo) = 0r ... (%)

D’autre part, on a
p(fi-f2) = p(fr)-u(f2) = 1r.1g = 1g.

Ce qui est contradictoire avec (x). Donc n =1 et on a = ay.&,,.

Supposons que aq # 1g, donc B # 1z. Mais on a
B =1g.p1 = an.fifr = an(fi-f1)(@1) = p(fi-f1) = p(f1).0(fi) = 1r1r = 1g
contradiction avec f; # 1g. Donc ag = 1 = 1l et p =&, € ex(X). Alors
ex(X) = L,(X,R).
Or, X et ex(X) sont homéomorphes alors X est homéomorphe a I,(X, R). O

Théoréme 4.14. Si les anneauzr C,(X, R) et C,(Y, R) sont topologiquement isomorphes

alors les espaces X et'Y sont homéomorphes.

Démonstration. Supposons qu’il existe un isomorphisme d’anneaux topologiques ¢ de
Co(Y, R) dans C,(X, R). 1l suffit de montrer que ¢ induit un homéomorphisme entre
I,(X,R) et 1,(Y, R). Considérons I’application

¢: L,(X,R) — I,(Y,R)

fr—1Top
L’application ¢ est bien définie. En effet, soient f,g € I,(X, R) tel que f = g. Donc
f=g=fop=gop=o(f)=d9).

De plus, ¢(f) € L,(Y, R), car ¢(f) # 0. Et pour toutes h, g € C,(Y, R), on a

o(f)(h.g) = fop(h.g) = f(p(h.g) = f(p(h).0(g9)) = f(w(h)f(p(g) = ¢(f)(h).0(f)(9)-
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D’ou ¢(f) est multiplicative et donc ¢(f) € I,(Y, R). Montrons que ¢ est un homéo-
morphisme. On montre d’abord que ¢ est bijective. Soient f1, fo € I,(X, R) tels que

o(f1) = ¢(f2), donc
o(f1) = d(f2) = fiow= faop= fi = fo

D’ou ¢ est injective. Et pour tout g € I,(Y, R), il existe f = go o' € L,(X, R) tel que
g = o(f). D’ou ¢ est bijective.

Montrons que ¢ est continue. Soit Q = [h, V]| N L,(Y, R) un ouvert dans I,(Y, R) avec
h € C,(Y, R) et V ouvert de R. Donc

¢~ (Q) ={f € L(X,R): 6(f) € O}
={f e L,(X,R): fope[hVINIL(Y, R)}
={f e L,(X,R): f €[e(h),V]}
= lp(h), VIN L,(X, R).

Comme ¢ est un isomorphisme, alors ¢(h) € C,(X, R). Donc [p(h), V] est un ouvert dans
I,(X,R). D’ou ¢ est continue.

Montrons que ¢ est ouverte. Soit Q' = [¢g,U] N I,(X, R) un ouvert de I,(X, R), avec
g € Cp(X, R) et U un ouvert de R. Dong, il existe h € C,(Y, R) tel que g = p(h).

On a

¢() ={o(f) : f € ¥}
={o(f) - f € [p(h), UIN (X, R)}
={o(f) : f(e(h) € U}
={o(f): fope[hUl}
= [h,UINL(Y,R)

Donc ¢(§') et un ouvert dans I,(Y, R). D’ou ¢ est ouverte. Donc 1,(X, R) et I,(Y, R) sont

homéomorphes et d’apres le Théoreme 4.13, X et Y sont homéomorphes. U

Remarque 4.15. Si R = R dans le Théoréme 4.1/, on obtient le Théoréme de Nagata.

4.3 Théoreme de Gelfand-Kolmogorov

Proposition 4.16. Soit X un espace completement régqulier. Alors, pour tout homomor-

phisme non trivial h : C(X) — R et pour toute application constante f. : X — R
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définie par f.(x) = ¢ pour tout v € X, on a

h(f.) =c¢, VYceR.

Démonstration. Soit X un espace compléetement régulier. Et considérons l’ensemble
C(X) comme anneau unitaire muni des lois d’addition et multiplication usuelles. On note
par 1 I'élément neutre de 'anneau C(X) par rapport a la multiplication.

Montrons que h(f,) = ¢ sur trois étapes. Premiérement, pour tout ¢ € Z, ensuite pour
tout ¢ € Q, finalement, pour ¢ € R.

Soit A : C'(X) — R un homomorphisme d’anneaux non trivial alors

Soit z € X alors

nfois
Donc
fo=1+..4+1.
H—f -
Alors
i) =h(l+.+1)=h(1)+..+h(1)=1+..+1=n.
nfois
Donc

h(f,) =n, Yné€Z.

Montrons que h(f,) = r pour tout rationnel r € Q. Soit r € Q alors ils existent (p,q)
dans Z x Z* tel que r = E. Alors, pour z € X on a
q

Foralz) = 5 — f,(@). fijq(2).

Donc
h(fr) = b fprq) = W fp-fr7q) = B(fp)-R(f1/q)-

1
Montrons d’abord que h(fi/,) = -, Vg € Z*. On a
q

h(i) =1= h(fq-(qul) =1
(
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W(fo) ™) = -

.
De plus, pour tout ¢ € Z*, on a (fy) ™" = fi/4. En effet, pour tout z € X on a

Lz) =1= ((f) " fo)(z) =1
(fo) " (@)-folz) =1
(fa)™ ()q—l
(

fa)” ()I* Fija(@).

q_

LR

Alors
B(f) ™) = h(fajg) = ;,vq ez

1
Donc h(r) = h(fy).h(f1/q) = p.(=) = r. D’ott le résultat.
q

Montrons maintenant que h(f.) = ¢ pour tout réel ¢ € R. Premiérement, on montre
qu’il existe un isomorphisme d’anneaux entre K l’ensemble de toutes les applications

constantes définies de X dans R et I'anneau R. Considérons 'application

fR—K

c— f.

11 est clair que f est un homomorphisme d’anneaux. Soient ¢, ¢’ € R tel que f(c) = f()

alors f. = f.. Donc pour tout z € X on a

fc(x) = fc/(x) =c=/.

D’ou f est injective. Soit g € K tel que g(x) = yo pour tout x € X, alors il existe
c=1yo € R tel que g = f(c). D’ou la surjectivité. Considérons 'application

¥:R—R
¢ 1p(c) = (ho f)(c) = h(f.)

Comme h et f sont des morphisme d’anneaux donc v est un morphisme d’anneau. Soient

c,d € R tel que ¢ < d alors d — ¢ > 0 donc, il existe a € R tel que d — ¢ = a®. Donc

alors
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d’ou

W(e) <P(d) ... (%)

Il résulte que ¥ (c) = ¢ pour tout ¢ € R. En effet, supposons qu’il existe b € R tel que
¥(b) # b. Comme Q est dense dans R, alors il existe ¢ € Q tel que b < ¢ < ¢ (b). D’apres
(%) on a

P(b) < (q) = (ho f)(a) = h(f(q)) = h(fy) =4
alors 1(b) < ¢. Mais on a ¢ < ¥(b), donc 1(b) = ¢ = ¥(q) alors b = ¢ ce qui est absurde.
D’ou ¢(c) = ¢,Ve € R done

(ho F)(e) = h(F()) = h(f) = &, Ve € R.
D’ot le résultat. U

Proposition 4.17. Soit X un espace complétement régulier. Fixons arbitrairement xqo un
point dans X. Alors l'ensemble I,, = {f € C,(X) : f(xo) = 0} forme un idéal propre de
Vanneau C(X). St de plus X est un espace compact alors tout idéal propre J de Cp(X) est
contenu dans un idéal constitué de fonctions de C,(X) qui s’annulent a un point arbitraire

r e X.

Démonstration. Montrons d’abord que I, est un idéal propre de C,(X). Il est clair

que I, est un sous groupe de C,(X). Soient f € I, et g € Cp(X). Alors

(f.9)(xo) = f(z0).9(x) = 0.

Donc f.g € I,,. D’ou I, est un idéal de C,(X).
Comme X est completement régulier alors il existe f € C,(X) tel que f(zo) # 0. Donc
f ¢ 1,,. D’ou I, est un idéal propre de C,(X).

Montrons maintenant la deuxieme partie, supposons que J est un idéal propre de
Cp(X) et soit f € J.
L’ensemble f~!(0) est non vide, car si f~1(0) = 0 on aura f(x) # 0, pour tout z € X.
Donc % € Cp(X). Comme J est un idéal alors f(%) € Jdonc 1€ JdouJ=Cy(X) ce
qui est absurde car J est propre.
Soit I'ensemble Z(f) = {z € X : f(z) = 0} = f~1(0). L’ensemble Z(f) est fermé car {0}
est fermé dans R et f est continue. Soient fi,..., f, € J alors f = i f? € J, car J est
idéal. D’apres ce qui précede Z(f) = f~1(0) # 0 et on a -

Z(f) ={z e X : f(x) =0}
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Donc la famille {Z(f), f € J} est une famille centrée de fermés et comme X est compact

alors
(WZ(f) - feT}#0.
Soit xy € N{Z(f): f € J}. Alors on a f(xy) = 0 pour tout f € J donc J C I,. O

Proposition 4.18. Soit X un espace compact et soit J un idéal mazimal propre de C,(X).
Alors il eziste vg € X tel que J = I,,. Par conséquent tout idéal mazimal de Cy(X) est

fermé.

Démonstration. Comme J est un idéal propre alors d’apres la Proposition 4.17, il existe
o € X tel que J C I,,. Or, J est maximal alors nécessairement J = I,,. Remarquons

que I, = &,.'(0) avec &, est I'application évaluation. Comme &, est continue et {0} est

fermé dans R alors &' ({0}) est fermé dans Cp,(X). O

Proposition 4.19. Soit X un espace compact. Soit H(X) l'ensemble de tous les homo-
morphismes non nuls définies de C,(X) dans R. Alors H(X) = ex(X).

Démonstration. Considérons 'application évaluation canonique

ex : X — Cy(Cp(X))

r— &,

On peut facilement montrer que pour z € X, &, : Cp(X) — R est un homomorphisme
d’anneaux. Donc ex(X) C H(X). Montrons maintenant que H(X) C ex(X).

Soit h € H(X). Comme R est un corps alors le noyau h~*(0) est un idéal maximal de
C,(X). Donc il existe zg € X tel que h=1(0) = I,,,. Soit f € C,(X) et posons f(zy) = co.

Considérons I'application constante f,, : X — R avec f,,(x) = ¢o. Alors

(f - fco)(xo) = f(mo) - fco<$0) =cy—cy=0.
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Donc f — fo, € I,, = h™(0). Dot h(f — f,,) = 0. Comme h est un morphisme
d’anneaux alors h(f) — h(fe) = 0, ce qui implique que

h(f) = h(fco) = Co = f(x())

On a montré que h(f) = f(zo) pour tout f € C,(X), alors h(f) = &,(f) pour tout
f € Cp(X). Donc pour tout homomorphisme h € H(X), il existe xg € X tel que h = &,,.
D’ou H(X) = ex(X). D’apres la Proposition 3.11 H(X) est homéomorphe a X. O

Théoréme 4.20. (Théoréme de Gelfand-Kolmogorov)
Soient X,Y deux espaces compacts et soit h : C(X) — C(Y') un isomorphisme d’anneaux

alors, X et'Y sont homéomorphes.

Démonstration. D’apres la Proposition 4.19, on a H(X) ~ X (H(Y) ~ Y), donc il suf-
fit de montrer que I'isomorphisme entre C'(X) et C(Y’) induit un homéomorphisme entre
les deux anneaux H(X) et H(Y). Sachant que H(X) (H(Y) ) est muni de la topologie
induite de la topologie produit de C'(X).

Soit ¢ : C(X) — C(Y) un isomorphisme d’anneaux algébrique. Considérons I’applica-

tion

Y H(X) — H(Y)
h +—— 1(h) :hocp*1

Montrons que ¢ est un homéomorphisme. Soient hq, hy € H(X) tel que (hy) = ¥ (hs).
Alors hy o ™' = hy o ™! donc hy = hy. D’olt ¥ est injective. Soit g € H(Y) tel que
g = 1(h) alors, il existe h = g o ¢ tel que g = 1(h). D’olt ¥ est surjective.

Montrons que ¢ est continue. Soit W un ouvert de base de H(Y"). Alors

W =1[f,VINH()

avec f € C(X) et V ouvert dans R. Alors

W) = {h € H(X) : ¢(h) € W}

={hecHX):hopt€[f,V]}

={heH(X): (hop™")(f) €V}

={h e H(X) : e~ '(f)) € V}
(X)

={heHX):helg ' (f),V]}
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=HX) N e (). V]

D’ott ¢y~ 1(WW) est un ouvert de H(X). Montrons que 1 est une application bijective et

que 'application inverse est continue. Considérons I'application
P HEY) — H(X)
g9 g)=gop

De la méme maniére que 2, on montre que ¥»~* est continue. De plus, on a

(Woy™")(h) = (h) =v(hop)=hoypop™ =hheH(Y).

Donc ) o p~t = idyy). De la méme maniere, on trouve i~ Loy = idy(x). D’ou ¢
est bijective et donc est un homéomorphisme entre H(X) et H(Y). Donc X et Y sont

homéomorphes. D’ou le résultat. O



Bibliographie

1]

2]

8]

[9]

A.V. Arhangel’skii, General topology 11I, Encyclopaedia of Mathematical Sciences,
Vol 51 (1989).

A.V. Arkhangel’Skii Topological function spaces. Mathématics and it’s Applica-
tions(Soviet Series), Vol 78, Kluer Academic Publishers Group, Dordrecht, Boston,
London, (1992).

N. Bourbaki, Eléments de mathématiques, Topologie Générale, Chapitre 1 & 4, Paris,
(1971).

M. M. Choban, R. N. Dumbraveanu, ,(R)-equivalence of topological spaces and
topological modules, Bul. Acad.Stiinte Repub. Mold. Mat., (2015), no. 1, pp 20-47.

R. Engelking, General topology, Sigma Series in Pure Mathematics, Vol 6, (1989).

L. Gillman, M. Jerison, Rings of continuous functions, D.Van Nostrand Company,

INC, (1960).

G.L.M. Groenewegen, A.C.M. Van Rooij, Spaces of continuous functions, At-
lantis Studies in Mathematics, Vol 4, (2016).

T. Husain, Topology and maps, Mathematical concepts and methods in science and

engineering, Vol 5, (1977).

Y. Matsushima, Groupe de Lie, Cours de 'institut Fourier, tome 1 (1966).

[10] R.A. McCoy, I. Ntantu, Topological properties of spaces of continuous functions,

Lecture Note in Math, NO 1315, Springer-Verlag Germany, (1988).

[11] J. Munkres, Topology , 2nd ed. Pearson Education Limited, (2013).

[12] J. Nagata, On lattices of functions on topological spaces and of functions on uniform

spaces, Osaka Math. J. 1 (1949), no. 2, pp 166-181.

[13] V. V. Tkachuk, A C,- Theory problem book, Functional equivalencies, Springer,

(2016).

82



Bibliographie 83

[14] V. V. Tkachuk, A C,- Theory problem book, Topological and function spaces, Sprin-
ger, (2011).

[15] S. Touré, Algébre, Premier cycle, EDICEF, (1991).

[16] J. Van Mill, The infinite-dimensional topology of function spaces, North Holland
Mathematical Library, Amsterdam, Vol 64, (2001).

[17] S. Warner, Topological rings. North holand mathematics studies. Elsevier, vol 178,
(1993).

[18] A. Wilansky, Topology for analysis, George Springer, Indiana University, (1970).



slad e 4B yaell 5 peluwedl Olicdaill slind Al juy 1is Lilee 2 @igd
oL Le 8 93 9has 3 9 30 I oo 3 90 9l (i) slind gond X oo 9 9 9k
e o> sk ubde B Ols 3] 41 G Cp(X, E) = A ey cdad!
Ao o> s (wlde Adn iSO Loyl Cp(X, E) slinall old R dalst
(_;35:1‘,:»@\éjh)YLjﬂam@.&‘#‘u@ghﬂleﬂaﬂ
(feagn (i pad oo a0 10s Jai (pe L gt g 9l (SLAGL Y 9 X (lslind

B g 8 got 95 - ialle Ay Hdad g BILAL A ,lad

Résumé

Dans ce mémoire on s’intéresse & 1’étude de ’espace des applications conti-
nues définies d’un espace topologique X dans un espace (R-module) topo-
logique £ muni de la topologie de la convergence simple, noté Cp(X, E).
On montre que si F est un module topologique sur un anneau R alors
I'espace Cp(X, E) est aussi un R-module topologique. Par la suite, on défi-
nit I'application évaluation canonique et on donne quelques propriétés. Ceci
va nous permettre de donner des critéres pour que deux espaces topolo-
giques soient homéomorphes. Pour cela on expose deux théorémes connues.

Le Théoréme de Nagata et le Théoréme de Gelfand-Kolmogorov.

Abstract

In this thesis we focus on the study of the space of continuous mappings
defined from a topological space X to a topological space (R-module) E
endowed with the topology of pointwise convergence, denoted by Cp(X, E).
We show that if E is a topological R-module then the space Cp(X, E) is also
a topological R-module. Then, we define the canonical evaluation mapping
and give some properties. This will allow us to give criteria for two topolog-
ical spaces to be homeomorphic. Two well-known theorems are exhibited;

Theorem of Nagata and Theroem of Gelfand-Kolmogorv.



