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Introduction

La topologie, est une branche de mathématiques qui étudie la nature qualitative de
l’espace et la position relative des points ou ensembles de points qui le constituent. Dans
l’étude d’un espace topologique on s’intéresse aux propriétés topologiques, citons par
exemple la compacité, le premier axiome de dénombrabilité, la séparabilité,... etc. Ces
propriétés sont préservées par homéomorphismes entre espaces topologiques. C’est à dire,
deux espaces topologiques homéomorphes possèdent les mêmes propriétés topologiques.
Cela nous ramène à l’un des problèmes fondamentaux en mathématiques et en particulier
dans la topologie générale : le problème de classification des espaces.

L’un des outils utilisés pour résoudre ce genre de problème est la topologie algébrique
(Groupes de Poincaré, Groupes d’homologie).

L’espace des applications continues définies d’un espace topologique X dans un autre
espace topologique E, noté C(X,E), (en particulier C(X) si E = R) a été introduit par
les mathématiciens en dix neuvième siècle. L’idée principale d’associer une topologie à
l’ensemble C(X,E) se découle des notions de la convergence simple et de la convergence
uniforme des suites de fonctions. Par conséquent, plusieurs topologies ont été développées
par les topologues pour qu’ils puissent étudier les espaces topologiques et leurs propriétés.
Les topologies classiques les plus connues sur les espaces des applications continues sont
la topologie de la convergence simple et la topologie de la convergence uniforme. Les to-
pologies set-open ont été introduites en 1951 par Arens et Dugundji comme généralisation
de la première citée précédemment.

Après des études approfondies sur ces espaces, les topologues ont observé un lien
entre les propriétés d’un espace topologique X et les propriétés de l’espace des applica-
tions C(X,E) muni de la topologie de la convergence simple, notée ultérieurement par
Cp(X,E), et à partir de ça ils se sont intéressés à l’interprétation de cette relation, d’où
des nouveaux résultats ont été abordés, notamment, les notions de t-équivalence et l-
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Introduction vi

équivalence.
Pour nous limiter à l’essentiel, on s’intéresse dans ce travail à l’étude des structures al-
gébriques sur l’espace des applications continues muni de la topologie de la convergence
simple Cp(X,E).

Ce manuscrit se compose de quatre chapitres. Dans le premier, on va élaborer quelques
notions de base de la topologie générale ; à savoir la compacité, les axiomes de séparation
et les structures uniformes. Ensuite, on va introduire les topologies set-open, en particulier
la topologie de la convergence simple, sur l’espace des applications continues ; en parlant
de ses propriétés et des résultats nécessaires dont on va l’utiliser dans ce qui suit. Dans
le deuxième chapitre on va développer la notion d’une topologie compatible avec des lois
internes et externes d’une structure algébrique définie sur un ensemble, de tel sorte que
ce dernier va posséder des nouvelles structures dont on va les connaitre après sous le nom
de groupe (resp. anneau, module) topologique. Dans le troisième chapitre, on va préciser
quand est ce que l’espace des applications continues définies d’un espace topologique X
dans un espace topologique E, Cp(X,E), muni de la topologie de la convergence simple
possède la structure de groupe (resp. anneau, module) topologique. Ainsi on définit l’ap-
plication évaluation canonique et on étudie ses propriétés. On va également introduire les
notions de R-complète régularité et R-Tychonoff. Dans le dernier chapitre, on va intro-
duire les notions de tp(E)-équivalence et lp(E)-équivalence. Ensuite, nous allons donner le
Théorème de Nagata. On montre que les anneaux topologiques Cp(X,E) et Cp(Y,E) sont
topologiquement isomorphes si et seulement si les espaces X et Y sont homéomorphes.
Puis on conclue ce travail par le Théorème de Gelfand-Kolmogorov. On montre que si X
et Y sont deux espaces topologiques compacts alors Cp(X) et Cp(Y ) sont homéomorphes
si et seulement si X et Y sont homéomorphes.



Chapitre 1

Topologies sur l’ensemble des
applications continues

Dans ce chapitre nous rappelons quelques notions de base sur la topologie générale
et nous définissons des topologies sur les espaces des applications (fonctions) continues.
On commence d’abord par les espaces topologiques en parlant de quelques propriétés
topologiques : axiomes de séparation et compacité. Ensuite, on va aborder les espaces
uniformes et ses structures. Enfin, on va introduire les topologies set-open sur l’espace des
applications (fonctions) continues et en particulier la topologie de la convergence simple.
Pour développer ces notions on peut consulter [1],[3] et [5].

Dans tout ce mémoire, on note par TX la topologie d’un espace topologique X et par
V(x) la collection des voisinages d’un point x.

1.1 Notions de la topologie générale

Soit X un ensemble non vide.

Définition 1.1. On appelle topologie sur X toute famille T de parties de X vérifiant les
propriétés suivantes :

1. X, ∅ ∈ T .

2. Pour tous U1, U2 ∈ T , on a U1 ∩ U2 ∈ T .

3. Pour toute sous famille (Ui)i∈I de T , on a ∪i∈IUi ∈ T .

1



1.1. Notions de la topologie générale 2

Dans ce cas, (X, T ) est dit espace topologique et les éléments de T sont appelés les
ouverts de X.

Exemple 1.2.

1. La famille T = {∅, X} est une topologie sur X, appelée topologie grossière.

2. La famille T = P(X), la famille de tous les sous ensembles de X, est une topologie
sur X, appelée topologie discrète et X muni de cette topologie T est appelé espace
discret.

3. La famille T constituée de tous les intervalles ouverts et des réunions d’intervalles
ouverts de R est une topologie sur R appelée la topologie usuelle.

Définition 1.3. Soient X un espace topologique et A ⊆ X. On appelle topologie induite
de X sur A, la famille

TA = { Ω ∩ A : Ω ∈ T }.

Définition 1.4. Soient (X, T ) un espace topologique et B ⊆ T . On dit que B est une
base de T , si tout élément de T est une réunion d’éléments de B. i.e.,

∀ Ω ∈ T , ∃ (Ui)i∈I ⊆ B : Ω =
⋃
i∈I
Ui.

Exemple 1.5.

1. La famille BR = {]a, b[: a, b ∈ R} est une base de la topologie usuelle sur R.

2. Soit X un ensemble. Alors B = {{x}, x ∈ X} est une base de la topologie discrète
sur X.

Proposition 1.6. Toute base B d’un espace topologique X jouit des deux propriétés sui-
vantes :

B1) Pour tout U1, U2 ∈ B, si x ∈ U1 ∩ U2 il existe U ∈ B tel que x ∈ U ⊂ U1 ∩ U2.

B2) ∀x ∈ X, ∃ U ∈ B : x ∈ U.

Proposition 1.7. Soit (X, T ) un espace topologique et B ⊂ T . Alors B est une base de
T si et seulement si pour tout point x ∈ X et pour tout voisinage ouvert V de x, il existe
U ∈ B tel que x ∈ U ⊂ V.

Démonstration. Supposons que B est une base de T . Soient x ∈ X et V ∈ T tel que
x ∈ V. Alors

V ∈ T ⇒ ∃(Ui)i∈I ⊆ B : V =
⋃
i∈I
Ui ⇒ x ∈

⋃
i∈I
Ui ⇒ ∃i0 ∈ I : x ∈ Ui0 ⇒ x ∈ Ui0 ⊂ V.
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Inversement, soit Ω ∈ T et x ∈ Ω. D’après l’hypothèse, il existe Ux ∈ B tel que

x ∈ Ux ⊂ Ω.

Alors
Ω ⊂

⋃
x∈Ω

Ux ⊂ Ω.

Ce qui implique que
Ω =

⋃
x∈Ω

Ux.

D’où B est une base de T . �

Proposition 1.8. Soit X un ensemble et soit B une famille non vide de sous ensembles
de X qui possède les propriétés (B1) et (B2) de la Proposition 1.6. Soit

T = { Ω ⊆ X / ∃ B0 ⊆ B : Ω = ∪B0 }

où ∪B0 = ∪{A : A ∈ B0}. Alors T est une topologie sur X et la famille B est une base
pour l’espace topologique (X, T ).

Démonstration. Montrons que T est une topologie sur X.

1. On a ∅ = ∪B0 avec B0 = ∅ et X = ∪B0 avec B0 = B. Donc ∅, X ∈ T .

2. Soient U1, U2 ∈ T . Montrons que U1 ∩ U2 ∈ T . On a

U1 =
⋃
x∈S

Vs et U2 =
⋃
t∈T

Wt

avec Vs,Wt ∈ B. Alors

U1 ∩ U2 =
⋃

(s,t)∈S×T
(Vs ∩Wt).

Il suffit de montrer que Vs ∩Wt s’écrit sous la forme d’une réunion d’éléments de
B. D’après (B1) on a

∀x ∈ Vs ∩Wt , ∃Ω(x) ∈ B : x ∈ Ω(x) ⊂ Vs ∩Wt.

Donc
Vs ∩Wt =

⋃
x∈Vs∩Wt

Ω(x).

Il suffit de prendre
B0 = {Ω(x) : x ∈ Vs ∩Wt}.

3. La troisième condition est satisfaite par définition de la famille T . Il est clair que
B est une base pour T .
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Définition 1.9. Soient (X, T ) un espace topologique et B′ ⊂ T . On dit que B′ est une
sous base de T si la famille, I(B′), de toutes les intersections finies d’éléments de B′ est
une base de T .

Exemple 1.10. La famille B′ = { ] −∞, a[, ]b,+∞[ : a, b ∈ R } est une sous base pour
la topologie usuelle sur R. Il suffit de voir que BR ⊂ I(B′).

Définition 1.11. Soient X et Y deux espaces topologiques et f : X −→ Y une application.
Alors f est continue si pour tout x0 ∈ X et tout voisinage V de f(x0) dans Y , il existe
un voisinage U de x0 dans X telle que f(U) ⊆ V.

Proposition 1.12. Soient X et Y deux espaces topologiques et f : X −→ Y une appli-
cation. Alors les conditions suivantes sont équivalentes

1. f continue.

2. Si B est une base de Y , alors f−1(U) est un ouvert de X pour tout U ∈ B.

3. Si S est une sous base de Y , alors f−1(V ) est un ouvert de X pour tout V ∈ S.

4. Si pour tout ouvert (resp. fermé) V de Y, f−1(V ) est un ouvert (resp. fermé) de
X.

Définition 1.13. Soient X, Y deux espaces topologique et f : X −→ Y une application.
On dit que f est un homéomorphisme si f est bijective continue et l’application f−1 est
continue.
On dit que X et Y sont homéomorphes s’il existe un homéomorphisme entre X et Y, et
on note X ' Y.

Définition 1.14. Soient X et Y deux espaces topologiques et f : X −→ Y une application
continue. On dit que f est un plongement si f est un homéomorphisme de X dans f(X).

Définition 1.15. Soient X et Y deux espaces topologiques et f : X −→ Y une application.
On dit que f est ouverte si pour tout ouvert U de X, f(U) est un ouvert dans Y .

Proposition 1.16. Soient X et Y deux espaces topologiques et soit f : X −→ Y une
application. On dit que f est un homéomorphisme si elle est bijective, continue et ouverte.
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Topologie produit

Soient (Xi, Ti)i∈I une famille d’espaces topologiques non vides et X = ∏
i∈I Xi.

Définition 1.17. On appelle ouvert élémentaire de X toute partie Ω = ∏
i∈I Ωi où Ωi ∈ Ti

et chaque Ωi égale à Xi sauf pour un nombre fini d’indices.
On appelle topologie produit sur X la topologie qui a comme base la famille des ouverts
élémentaires de X.

Définition 1.18. Soit (Xi)i∈I une famille d’espaces topologiques et X = ∏
i∈I Xi. On

appelle application projection de X sur Xj, j ∈ I, l’application qui au point x = (xi)i∈I
associe le point xj ∈ Xj. i.e.,

prj
: X −→ Xj

(xi)i∈I 7−→ xj

Proposition 1.19. La famille B0 = {p−1
rj

(Uj) : Uj ∈ Tj, j ∈ I} est une sous base pour la
topologie produit sur X.

Démonstration. On a pour tout j ∈ J

p−1
rj

(Uj) = {x = (xi)i∈I ∈ X : prj
(x) ∈ Uj}

= {x = (xi)i∈I ∈ X : xj ∈ Uj}

=
∏
i∈I

Ωi.

avec

Ωi =


Xi si i 6= j,

Uj si i = j.

Donc I(B0) = B où B est la base de la topologie produit. En effet, En effet,
n⋂
j=1

p−1
rj

(Uj) =
∏
i∈I

Ωi

avec

Ωi =


Uj si i = j,

Xi si i 6= j.

�



1.2. Axiomes de séparation 6

Proposition 1.20. Soient X un espace topologique, (Yi)i∈I une famille d’espaces topo-
logiques et fi : X −→ Yi une application pour tout i ∈ I. On définit une application f,

appelée application diagonale, comme suit :

f : X −→
∏
i∈I
Yi

x 7−→ f(x) = (fi(x))i∈I

Alors f est continue si et seulement si fi est continue pour tout i ∈ I.

Démonstration. Supposons que pour tout i ∈ I, fi est continue. Soit U = ∏
i∈I Ui un

ouvert élémentaire dans ∏i∈I Yi. On a

f−1(U) =
{
x ∈ X : (fi(x))i∈I ∈

∏
i∈I
Ui

}

=
{
x ∈ X : fi(x) ∈ Ui, i ∈ I

}
=
{
x ∈ X : x ∈ f−1

i (Ui), i ∈ I
}

=
⋂
i∈I
f−1
i (Ui).

Comme fi est continue et Ui est un ouvert pour tout i ∈ I, alors f−1(U) est un ouvert.
Inversement, il suffit de remarquer que fi = pri

◦f avec pri
: (yi)i∈I 7−→ yi est la projection

canonique de ∏i∈I Yi dans Yi qui est continue. �

1.2 Axiomes de séparation

Définition 1.21. Soit X un espace topologique.

1. On dit que X est un espace T0 si pour tous x, y deux points distincts de X, il
existe ou bien un voisinage de x ne contenant pas y ou bien un voisinage de y ne
contenant pas x.

2. On dit que X est un espace T1 si pour tous x, y deux points distincts de X, il existe
un voisinage de x ne contenant pas y et un voisinage de y ne contenant pas x.

3. On dit que X est un espace T2 (ou de Hausdorff ou séparé) si pour tous x, y ∈ X
tel que x 6= y, ils existent U ∈ V(x) et V ∈ V(y) avec U ∩ V = ∅.

Exemple 1.22.

1. Soit X = {0, 1}. Alors T = {∅, {0}, X} est une topologie sur X. L’espace X est
T0 mais n’est pas T1.
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2. Sur R on définit la topologie suivante :

T = {R\A : A une partie finie de R} ∪ {∅}.

Alors (R, T ) est un espace topologique T1 mais n’est pas séparé. En effet,
Pour tous x, y ∈ R tel que x 6= y, alors U = R \ {x} est un voisinage ouvert de y
avec x /∈ U et V = R \ {y} est un voisinage ouvert de x avec y /∈ V , alors R est
T1. Montrons par l’absurde que R n’est pas séparé. Soient x, y ∈ R tel que x 6= y.
Alors il existe U ∈ V(x) et V ∈ V(y) tel que U ∩ V = ∅. Comme U, V ∈ T alors
R\U et R\V sont des parties finies. On a U ∩V = ∅ alors V ⊆ (R\U), donc V est
fini et donc V ∪ R\V = R est fini. Ce qui est absurde car R n’est pas fini. Donc
(R, T ) n’est pas séparé. Cette topologie est appelée la topologie co-finie sur R.

3. Tout espace métrique (X, d) est séparé. En effet,
Si x, y ∈ X tel que x 6= y alors d(x, y) 6= 0, on peut prendre la boule ouverte
B
(
x, 1

3d(x, y)
)
comme voisinage de x et la boule ouverte B

(
y, 1

3d(x, y)
)
comme

voisinage de y, et on a

B
(
x,

1
3 d(x, y)

)⋂
B
(
y,

1
3 d(x, y)

)
= ∅.

D’où le résultat.

Proposition 1.23. Un espace topologique X est T1 si et seulement si le singleton {x} est
fermé dans X, pour tout x ∈ X.

Démonstration. Supposons que X est un espace T1. Soit x ∈ X et montrons que
{x} = {x}. Soit y ∈ {x}. Alors

∀ V ∈ V(y) : V ∩ {x} 6= ∅ ⇒ ∀ V ∈ V(y) : x ∈ V.

Comme X est un espace T1, donc nécessairement y = x. D’où {x} ⊂ {x}.
Inversement, supposons que les singletons de X sont des fermés et soient x, y ∈ X tels
que x 6= y. Alors X\{x} est un voisinage ouvert de y ne contenant pas x et X\{y} est un
voisinage de x ne contenant pas y. D’où X est T1. �

Définition 1.24. Un espace topologique X est dit régulier (ou T3) si :

1. X est un espace T1.

2. Pour tout x ∈ X et tout fermé F tel que x /∈ F , ils existent deux ouverts U et V
de X tels que

x ∈ U, F ⊂ V et U ∩ V = ∅.
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Définition 1.25. Un espace topologique X est dit complètement régulier (ou bien de
Tychonoff) si :

1. X est un espace T1.

2. Pour tout x ∈ X et pour tout fermé F de X tel que x /∈ F , il existe une fonction
continue f : X −→ [0, 1] avec f(x) = 0 et f(y) = 1, pour tout y ∈ F.

Exemple 1.26. (R, |.|) est un espace complètement régulier.

Proposition 1.27. Tout espace complètement régulier est régulier.

Démonstration. Soit F un fermé de X et x /∈ F . Comme X est complètement régulier,
alors il existe une fonction continue f : X −→ [0, 1] tel que f(x) = 0 et f(F ) = {1}.
On a

[
0, 1

2

[
,
]

1
2 , 1

]
sont des ouverts dans le sous espace [0, 1] car

[0, 1
2 [=]− 1, 1

2[∩ [0, 1] et ]12 , 1 ] =]12 , 2[∩ [0, 1] .

Posons U = f−1([0, 1
2 [) et V = f−1(]1

2 , 1]). Comme f est continue alors U et V sont des
ouverts de X. On a x ∈ U , F ⊂ V et U ∩ V = ∅. Donc X est un espace régulier. �

Théorème 1.28. Soit (Xi)i∈I une famille d’espaces topologiques. Alors ∏i∈I Xi est un
espace T1 ( T2, régulier et complètement régulier) si et seulement si Xi est un espace T1 (
T2, régulier et complètement régulier) pour tout i ∈ I.

Démonstration. Supposons que∏n
i=1Xi est T1. Alors, d’après la Proposition 1.23, {x} =∏

i∈I{xi} est fermé dans ∏i∈I Xi. Donc {xi} est fermé dans Xi pour tout i ∈ I. Ce qui
implique que Xi est T1 pour tout i ∈ I. L’implication inverse est évidente.
Supposons maintenant que ∏i∈I Xi est T2. Alors pour tous x = (xi)i∈I et y = (yi)i∈I dans∏
i∈I Xi tels que x 6= y, ils existent U ∈ V(x) et V ∈ V(y) tels que U ∩ V = ∅.

Montrons que Xi est séparé pour tout i ∈ I. Soient i0 ∈ I, xi0 et yi0 dans Xi0 tels que
xi0 6= yi0 . Choisissons x = (xi)i∈I ∈

∏
i∈I Xi tel que xi ∈ Xi est arbitraire pour tout i ∈ I

et y = (yi)i∈I ∈
∏
i∈I Xi tel que yi = xi pour tout i 6= i0.

Comme xi0 6= yi0 alors x 6= y. Donc, ils existent U ∈ V(x) et V ∈ V(y) tels que U ∩V = ∅.
On a 

U ∈ V(x) ⇒ U = ∏
i∈I Ui avec Ui ∈ V(xi)

V ∈ V(y) ⇒ V = ∏
i∈I Vi avec Vi ∈ V(yi)

De plus
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U ∩ V = ∅ ⇒ (
∏
i∈I
Ui) ∩ (

∏
i∈I
Vi) = ∅

⇒
∏
i∈I

(Ui ∩ Vi) = ∅

⇒ ∃i1 ∈ I : Ui1 ∩ Vi1 = ∅.

Comme xi = yi pour tout i 6= i0 alors i1 = i0. D’où Ui0 ∩ Vi0 = ∅. D’où Xi0 est séparé.
Supposons maintenant que Xi est séparé pour tout i ∈ I et montrons que ∏i∈I Xi est
séparé.
Soient x = (xi)i∈I et y = (yi)i∈I dans ∏i∈I Xi tels que x 6= y. Donc il existe i0 ∈ I tel
que xi0 6= yi0 . Comme Xi0 est séparé alors ils existent Ui0 un voisinage de xi0 et Vi0 un
voisinage de yi0 avec Ui0 ∩ Vi0 = ∅.
Choisissons deux voisinage de x et y dans ∏i∈I Xi comme suit :

U ∈ V(x) tel que U =
∏
i∈I
Ui : Ui = Xi, ∀i 6= i0,

V ∈ V(y) tel que V =
∏
i∈I
Vi : Vi = Xi, ∀i 6= i0.

On a
U ∩ V =

∏
i∈I
Ui ∩

∏
i∈I
Vi =

∏
i∈I

(Ui ∩ Vi) = ∅

D’où ∏i∈I Xi est séparé. �

Compacité

Définition 1.29. Soient X un espace topologique et (Ωi)i∈I une famille de parties de X.
• On dit que (Ωi)i∈I est un recouvrement de X si X = ⋃

i∈I Ωi.

• Un recouvrement est dit ouvert si tout membre de ce recouvrement est un ouvert.

Définition 1.30. Un espace topologique X est dit compact s’il est séparé et si de tout
recouvrement ouvert de X on peut extraire un sous recouvrement fini.

Exemple 1.31.

1. Pour tous a, b ∈ R , [a, b] est compact.

2. L’espace R n’est pas compact.

3. L’intervalle ]0, 1] muni de la topologie usuelle induite de R n’est pas compact. En
effet, la famille {] 1

n
, 1] : n ∈ N∗} est un recouvrement ouvert de ]0, 1] dont on ne

peut extraire aucun sous recouvrement fini.
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4. Un espace séparé et fini est compact.

Proposition 1.32. Soient X, Y deux espaces topologiques et f : X −→ Y une application
continue. Si A ⊂ X est un compact et Y séparé, alors f(A) est compact.

Démonstration. Soit (Ui)i∈I un recouvrement ouvert de f(A). Alors

A ⊂ f−1(f(A)) ⊂ f−1(∪i∈IUi) ⊂ ∪i∈If−1 (Ui) .

Comme f est continue, alors (f−1(Ui))i∈I est un recouvrement ouvert de A dans X. Mais
A est compact, donc on peut extraire un sous recouvrement fini de ce recouvrement. Soit
{i1, i2, ..., ik} ⊂ I tel que

A ⊂
k⋃
j=1

f−1(Uij ).

Alors
f(A) ⊂

k⋃
j=1

Uij .

Donc (Uij )1≤j≤k est un sous recouvrement fini de f(A). D’où f(A) est compact. �

Définition 1.33. Soit F = (Fi)i∈I une famille de sous-ensembles d’un ensemble X. On
dit que F est centrée ou bien vérifie la condition d’intersection finie, si ⋂i∈J Fi 6= ∅ pour
tout J ⊂ I fini.

Exemple 1.34.

1. Toute famille (Fi)i∈N telle que Fi ⊂ Fi+1 pour tout i ∈ N est centrée.

2. Dans un espace métrique (X, d), la famille {B(x, 1
n
), n ∈ N} où x ∈ X est centrée.

Proposition 1.35. Soit X un espace topologique séparé. Alors X est compact si et seule-
ment si toute famille centrée de fermés de X a une intersection non vide.

Théorème 1.36. (Théorème de Tychonoff)
Soit (Xi)i∈I une famille d’espaces topologiques non vides. Alors l’espace produit ∏i∈I Xi

est compact si et seulement si chaque Xi l’est aussi.

Démonstration. Voir Théorème 37.3 dans [11]. �

Définition 1.37. Un espace topologique est dit localement compact s’il est séparé et si
tout point de cet espace admet un voisinage compact. D’une manière équivalente, si tout
point admet un voisinage U tel que U soit compact.

Exemple 1.38. (R, |.|) est localement compact. En effet, pour tout x ∈ R, il existe ε > 0
tel que [x− ε, x+ ε] est un voisinage compact de x.
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1.3 Structures uniformes et espaces uniformes

Soit X un ensemble. On note par ∆ la diagonale de X ×X, i.e.,

∆ = {(x, x) : x ∈ X}.

Soient V,W deux sous ensembles de X ×X. Soit A ⊆ X, posons

VW = V ◦W = {(x, z) : (x, y) ∈ W, (y, z) ∈ V pour un certain y ∈ X}

V −1 = {(x, y) : (y, x) ∈ V }

V [x] = {y : (x, y) ∈ V }

V [A] =
⋃
x∈A

V [x]

Un ensemble V de X ×X est dit symétrique si V = V −1. On a les propriétés suivantes :

1. (V ◦W )[A] = V [W [A]].

2. (V ◦W )−1 = W−1 ◦ V −1.

3. Si V ⊂ X ×X est symétrique, alors V ◦W ◦ V = ⋃{V [x]× V [y] : (x, y) ∈ W}.

Définition 1.39. On appelle structure uniforme sur X toute famille non-vide U de sous-
ensembles de X ×X qui satisfait les axiomes suivants :
(U1) Si V ∈ U alors ∆ ⊆ V .
(U2) Si V,W ∈ U alors V ∩W ∈ U .
(U3) Si V ∈ U et V ⊆ W alors W ∈ U .
(U4) Si V ∈ U alors V −1 ∈ U .
(U5) Si V ∈ U alors il existe W ∈ U telle que W ◦W ⊆ V .

La paire (X,U) est appelée espace uniforme et les ensembles de U sont appelées les
entourages de la structure uniforme définie sur X.

Exemple 1.40.

1. Sur l’ensemble des nombres réels, R, on définit la structure uniforme dite usuelle
par

UR = {V ⊆ R2 : ∃r > 0, Vr ⊆ V },

où
Vr = {(x, y) ∈ R2 :| x− y |< r}.
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2. Soit X un ensemble. Les familles suivantes :

Ud = {V ⊆ X ×X : ∆ ⊆ V }

Ug = {X ×X}

forment des structures uniformes sur X.

Proposition 1.41. Les conditions (U4) et (U5) dans la Définition 1.39 sont équivalentes
à la condition suivante :

(U6) Pour tout V ∈ U , il existe W ∈ U telle que W ◦W−1 ⊆ V .

Démonstration. Il est clair que (U4) et (U5) implique (U6). Montrons l’inverse ; sup-
posons que (U6) est vérifiée et soit V,W ∈ U telle que W ◦W−1 ⊆ V . On a

W−1 = ∆ ◦W−1 ⊂ W ◦W−1 ⊂ V.

Donc W ⊂ V −1. D’après (U3), on aura V −1 ∈ U . Pour montrer (U5), posons

W ′ = W ∩W−1.

Alors W ′ ∈ U et on a
W ′ ◦W ′ ⊆ W ◦W−1 ⊆ V.

�

Définition 1.42. Soit U une structure uniforme sur X. Une famille B ⊂ U est dite base
ou système fondamental d’entourages de U , si pour tout V ∈ U il existe W ∈ B telle que
W ⊂ V .

Exemple 1.43. La famille B = {Vr ⊂ R2 : r > 0} forme une base pour la structure
uniforme usuelle sur R.

Proposition 1.44. Une famille B de sous-ensembles de X × X est une base pour une
structure uniforme U sur X si et seulement si :
(B1) Tout élément de B contient ∆.
(B2) Si V ∈ B, alors V −1 contient un élément de B.
(B3) Si V ∈ B, alors il existe W ∈ B telle que W ◦W ⊆ V .
(B4) Si V1, V2 ∈ B, il existe V ∈ B telle que V ⊂ V1 ∩ V2.

Proposition 1.45. Soit X un ensemble et U une structure uniforme sur X.

1. Si V est un entourage de U alors V ∩ V −1 et V −1 ∩ V sont des entourages symé-
triques de U .

2. Les entourages symétriques forment un système fondamental d’entourages de U .
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Topologie d’un espace uniforme

Définition 1.46. Soit (X,U) un espace uniforme. La famille

TU = {A ⊆ X : ∀x ∈ A,∃V ∈ U , V [x] ⊆ A}

est une topologie sur X appelée la topologie déduite de la structure uniforme U ou la
topologie uniforme.

La topologie déduite de la structure uniforme usuelle définie sur R est la topologie
usuelle. Idem pour Q. Sur un ensemble quelconque X, la topologie déduite de Ud est la
topologie discrète.

Définition 1.47. Soit (X, T ) un espace topologique. Une structure uniforme U sur X est
dite compatible avec la topologie T si T = TU .
L’espace topologique (X, T ) est dit uniformisable s’il existe une structure uniforme sur X
compatible avec sa topologie.

Le théorème suivant donne un critère pour qu’un espace topologique soit uniformisable,
pour la preuve on peut consulter [5].

Théorème 1.48. Un espace topologique (X, T ) est uniformisable si et seulement s’il est
de Tychonoff.

1.4 Topologies set-open sur les espaces de fonctions

Dans cette section, X et Y sont deux espaces topologiques.

Soit {X1, X2, ..., Xn} une famille finie d’ensemble, et x ∈ X1 × X2 × ... × Xn. Donc
x = (x1, x2, ..., xn) avec xi ∈ Xi pour tout i ∈ {1, ..., n}. Le point x peut être interprété
comme suit :

x : {1, 2, ..., n} −→
n⋃
i=1

Xi

j 7−→ x(j) = xj

Inversement, si on a une application
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f : {1, 2, ..., n} −→
n⋃
i=1

Xi

j 7−→ f(j) ∈ Xj

alors il existe un unique point xf ∈ X1 ×X2 × · · · ×Xn, tel que

f(1, 2, ..., n) = xf = (f(1), f(2), ..., f(n)).

A l’aide de cette interprétation on définit dans le cas où I est arbitraire

∏
i∈I
Xi = {f : I −→

⋃
i∈I
Xi / f(i) ∈ Xi,∀i ∈ I}.

Soient X ,Y deux espaces topologiques. On note par Y X l’ensemble de toutes les appli-
cations définies de X dans Y , i.e.,

Y X = { f : X −→ Y / f une application }

que l’on munit de la topologie produit. On note par C(X, Y ) l’ensemble de toutes les
fonctions continues définies de X vers Y . Soient A et B deux sous ensembles d’un espace
X. On définit l’ensemble [A,B] par

[A,B] = {f ∈ C(X, Y ) : f(A) ⊆ B}.

Si A = {x} alors on écrit [x,B] au lieu de [{x}, B].

Propriétés 1.49. Soient X et Y deux espaces topologiques, A,A1, ..., An des parties de
X et B,B1, ..., Bn des parties de Y . Alors

1.
[
n⋃
i=1

Ai, B
]

=
n⋂
i=1

[Ai, B].

2.
[
A,

n⋂
i=1

Bi

]
=

n⋂
i=1

[A,Bi].

Démonstration.

1.
[
n⋃
i=1

Ai, B

]
= {f ∈ C(X, Y ) : f(

n⋃
i=1

Ai) ⊂ B}

= {f ∈ C(X, Y ) :
n⋃
i=1

f(Ai) ⊂ B}

= {f ∈ C(X, Y ) : f(Ai) ⊂ B, ∀i ∈ {1, ..., n}}

=
n⋂
i=1
{f ∈ C(X, Y ) : f(Ai) ⊂ B}
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=
n⋂
i=1

[Ai, B].

2.
[
A,

n⋂
i=1

Bi

]
= {f ∈ C(X, Y ) : f(A) ⊂

n⋂
i=1

Bi}

= {f ∈ C(X, Y ) : f(A) ⊂ Bi,∀i ∈ {1, ..., n}}

=
n⋂
i=1
{f ∈ C(X, Y ) : f(A) ⊂ Bi}

=
n⋂
i=1

[A,Bi] .

�

Définition 1.50. Soient X et Y deux espaces topologiques. La famille

Bp =
{ n⋂
i=1

[xi, Ui] : xi ∈ X,Ui ∈ TY , i = 1, ..., n.
}

est une base pour une topologie sur C(X, Y ) appelée la topologie de la convergence simple
sur C(X, Y ), qu’on la note par Tp et l’espace obtenu sera noté Cp(X, Y ).

Proposition 1.51. Soient x ∈ X et U ⊂ Y . Soit l’application projection

prx : Y X −→ Y

f 7−→ prx(f) = f(x)

Alors
[ x, U ] = C(X, Y ) ∩ p−1

rx
(U).

Démonstration. Pour x ∈ X et U ⊂ Y , on a

[ x, U ] = { f ∈ C(X, Y ) : f(x) ∈ U }

= { f ∈ C(X, Y ) : prx(f) ∈ U }

= { f ∈ C(X, Y ) : f ∈ p−1
rx

(U) }

= C(X, Y ) ∩ p−1
rx

(U).

�

Proposition 1.52. Soient X et Y deux espaces topologiques. La topologie Tp coïncide
avec la topologie induite sur C(X, Y ) par la topologie produit de Y X .
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Démonstration. On note par T1 la topologie induite sur C(X, Y ) par la topologie pro-
duit sur Y X . Soit W ∈ T1 alors W = A ∩ C(X, Y ) où A est un ouvert de Y X (on peut
prendre A un ouvert élémentaire de Y X). Soit

A = p−1
rx1

(Ux1) ∩ p−1
rx2

(Ux2) ∩ ... ∩ p−1
rxn

(Uxn),

avec xi ∈ Xi et Uxi
∈ TY , pour tout i ∈ I. Alors

A ∩ C(X, Y ) = [x1, Ux1 ] ∩ ... ∩ [xn, Uxn ].

Donc
A ∩ C(X, Y ) ∈ Tp.

D’où
T1 ⊂ Tp.

Soit W ∈ Tp. Alors W = ⋃
i∈I

Ωi tel que Ωi ∈ Bp pour tout i ∈ I. Donc pour chaque i, ils
existent xi1, xi2, ..., xin ∈ X, et U i

1, U
i
2, ..., U

i
n ∈ TY tel que

Ωi =
n⋂
j=1

[xij, U i
j ].

On a
[xij, U i

j ] = C(X, Y ) ∩ p−1
r

xi
j

(U i
j).

Alors
Ωi = C(X, Y ) ∩ p−1

r
xi

1
(U i

1) ∩ ... ∩ p−1
r

xi
n

(U i
n).

Donc Ωi = C(X, Y ) ∩∏x∈X Ax tel que Ax =


U i
j si x = xij,

Y sinon.
Alors pour tout i ∈ I on a

Ωi ∈ T1 ⇒
⋃
i∈I

Ωi ∈ T1 ⇒ W ∈ T1 ⇒ Tp ⊂ T1.

�

Théorème 1.53. Si Y est un espace Ti (i = 0, 1, 2, 3), alors Cp(X, Y ) l’est aussi.

Démonstration. Si Y est un espace Ti, alors l’espace produit
∏
x∈X Yx est aussi un espace

Ti, avec Yx = Y , pour tout x ∈ X. Donc Cp(X, Y ) comme un sous espace de ∏x∈X Yx est
un espace Ti. �
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Proposition 1.54. Soit X, Y deux espaces topologiques et BY une base de Y . Alors la
famille B′p =

{
n⋂
i=1

[xi, Ui] : xi ∈ X, Ui ∈ BY , i = 1, ..., n.
}
est une base de Cp(X, Y ).

Démonstration. Soit W =
k⋂
i=1

[xi, Vi] ∈ Bp tel que xi ∈ X et Vi un ouvert de Y pour
tout i ∈ {1, . . . , k}. Soit f ∈ W. Alors f(xi) ∈ Vi pour tout i = 1, ..., k. Comme BY
est une base de Y alors il existe, pour tout i ∈ {1, . . . , k}, un ouvert Wi ∈ BY tel que
f(xi) ∈ Wi ⊂ Vi. Donc

f ∈
k⋂
i=1

[xi,Wi] ⊂
k⋂
i=1

[xi, Vi].

Posons
k⋂
i=1

[xi,Wi] = Wf . Alors
f ∈ Wf ⊂ W.

Donc ⋃
f∈W
{f} ⊂

⋃
f∈V

Wf ⊂
⋃
f∈W

W.

D’où
W =

⋃
f∈V

Wf .

Alors tout ouvert de base de Cp(X, Y ) s’écrit comme réunion d’élément de B′p. D’où
B′p est une base de Cp(X, Y ). �

Définition 1.55. Soient X, Y deux espaces topologiques et α une famille non vide de
sous ensembles de X. On appelle topologie set-open sur C(X, Y ) la topologie notée Tα qui
a comme base la famille

Bα =
{ n⋂
i=1

[Bi, Ui] / Bi ∈ α, Ui ∈ TY
}
.

On note C(X, Y ) muni de Tα par Cα(X, Y ).

Remarque 1.56.

1. Si α est la famille de toutes les parties finies de X alors Tα = Tp.

2. Si α = K(X), la famille de toutes les parties compactes de X, alors Tα = Tk est
appelée la topologie compact-open et on a Cα(X, Y ) = Ck(X, Y ).

Proposition 1.57. Soit X un espace topologique séparé. La topologie de la convergence
simple est moins fine que la topologie compact-open sur C(X, Y ), c’est à dire, Tp ⊂ Tk.

Démonstration.
On a Bp ⊂ Bk puisque toute partie finie de X est compacte. D’où Tp ⊂ Tk. �
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Proposition 1.58. Soit X un espace topologique complètement régulier et Y un espace T1

qui contient un chemin γ tel que γ(0) 6= γ(1). Alors Cp(X, Y ) = Ck(X, Y ) si et seulement
si toute partie compacte de X est finie.

Démonstration. Supposons que toute partie compacte de X est finie alors Bp = Bk,
d’où Tp = Tk et donc Cp(X, Y ) = Ck(X, Y ).
Inversement, supposons que Tp = Tk et montrons que toute partie finie de X est compacte.
Soit K un compact de X et γ : [0, 1] −→ Y un chemin dans Y tel que γ(0) 6= γ(1).
Considérons l’application

g : X −→ Y

x 7−→ g(x) = γ(1)

Posons U = Y \ {γ(0)}. Comme Y est un espace T1 alors {γ(0)} est un fermé de Y , donc
U est un ouvert de Y . De plus, g(K) = {γ(1)} ⊂ U . Alors g ∈ [K,U ] ∈ Tk = Tp. Donc il
existe W un ouvert de base dans Cp(X, Y ) de la forme W = ⋂n

i=1[xi, Ui] où x1, ..., xn ∈ X
et U1, ..., Un ∈ TY tel que g ∈ W ⊂ [K,U ]. Posons B = {x1, x2, ..., xn} et montrons que
K ⊂ B. Supposons que K * B, donc il existe x0 ∈ K tel que x0 /∈ B. Il est clair que B est
fermé dans X car X est T1. Comme X est complètement régulier, il existe f : X −→ [0, 1]
une application continue telle que f(x0) = 0 et f(B) = {1}. Alors γ ◦ f ∈ C(X, Y ) et

(γ ◦ f)(xi) = γ(1) = g(xi) ∈ Ui, ∀i ∈ {1, . . . , n}.

Donc
γ ◦ f ∈ W . . . (∗)

D’autre part

(γ ◦ f)(x0) = γ(0) /∈ U ⇒ (γ ◦ f)(K) * U ⇒ (γ ◦ f) /∈ [K,U ].

Ce qui est contradictoire avec (∗). Donc K ⊂ B. Et donc K est fini. �

Définition 1.59. Soit α une famille de sous ensembles d’un espace topologique X. On
dit que α est un réseau de X si la condition suivante est satisfaite :

∀ x ∈ X, ∀ V ∈ V(x),∃ A ∈ α : x ∈ A ⊂ V.

Si tous les éléments de α sont fermés (compacts) on dit alors que α est un réseau fermé
(compact).

Exemple 1.60.
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1. Toute base est un réseau.

2. Soit X un espace T1. Alors la famille F (X) de toutes les parties finies de X est
un réseau fermé. En effet, pour tout élément x ∈ X et pour tout V ∈ V(x) il existe
{x} ∈ F (X) tel que x ∈ {x} ⊂ V. Si de plus, X est séparé, alors F (X) est un
réseau compact.

Proposition 1.61. Soient X,Y deux espaces topologiques et f : X −→ Y une application
continue surjective. Si α est un réseau de X, alors f(α) est un réseau de Y où

f(α) = {f(A) / A ∈ α}.

Démonstration. Supposons que α est un réseau de X et montrons que f(α) est un
réseau de Y . i.e.,

∀ y ∈ Y, ∀ U ∈ V(y),∃ B ∈ f(α) : y ∈ B ⊂ U.

Soient y ∈ Y et U ∈ V(y). Alors il existe x ∈ X tel que y = f(x) et f−1(U) ∈ V(x) car f
est continue surjective. Comme α est un réseau alors

∃A ∈ α : x ∈ A ⊂ f−1(U)⇒ f(x) ∈ f(A) ⊂ U

⇒ y ∈ f(A) ⊂ U.

Donc il existe B = f(A) ∈ f(α) tel que y ∈ B ⊂ U. D’où f(α) est un réseau de Y. �

Proposition 1.62. Soit X un espace topologique et α un réseau de X. Soit V un fermé
d’un espace topologique Y . Alors pour tout B ∈ α, [B, V ] est un fermé de Cα(X, Y ).

Démonstration. Il suffit de montrer que Cα(X, Y ) \ [B, V ] est un ouvert de Cα(X, Y ).
Soit f ∈ Cα(X, Y ) \ [B, V ]. Alors

f /∈ [B, V ]⇒ f(B) * V

⇒ ∃x0 ∈ B : f(x0) /∈ V

⇒ f(x0) ∈ Y \ V

⇒ x0 ∈ f−1(Y \ V ).

Comme α est un réseau alors

∃B0 ∈ α : x0 ∈ B0 ⊂ f−1(Y \ V )⇒ f ∈ [B0, Y \ V ] .

Montrons que [B0, Y \ V ] ⊂ Cα(X, Y ) \ [B, V ]. Soit g ∈ [B0, Y \ V ]. Alors g(x0) /∈ V et
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comme x0 ∈ B, alors

g(B) * V ⇒ g /∈ [B, V ]

⇒ g ∈ Cα(X, Y ) \ [B, V ]

⇒ [B0, Y \ V ] ⊂ Cα(X, Y ) \ [B, V ].

Donc Cα(X, Y ) \ [B, V ] s’écrit comme réunion d’ouverts de Cα(X, Y ). Alors [B, V ] est
fermé . �

Définition 1.63. Soient X, Y deux espaces topologiques. Un sous ensemble A de X est
dit Y -compact si pour toute application continue f : X −→ Y, f(A) est compact dans Y .

Proposition 1.64. Soit X un espace , α un réseau de X et Y un espace topologique.

1. Si Y est un espace Ti alors Cα(X, Y ) est un espace Ti pour i = 0, 1, 2.

2. Si de plus α est constitué de parties Y -compactes et Y est complètement régulier,
alors Cα(X, Y ) est complètement régulier.

Démonstration. Voir [10]. �



Chapitre 2

Structures algébriques sur un espace
topologique

Dans ce chapitre on va munir un ensemble d’une structure algébrique et d’une topologie
compatible avec ses lois internes et externes, cette structure algébrique peut posséder des
propriétés topologiques. Dans la première section, on va présenter la notion de groupe
topologique, ensuite les anneaux topologiques et finalement les modules topologiques. Les
références utilisées dans ce chapitre sont [3],[15],[17] et [9].

2.1 Groupes topologiques

Définition 2.1. On appelle groupe topologique un ensemble G muni d’une structure de
groupe, noté additivement, et d’une topologie T satisfaisant aux axiomes suivants :

A1) L’application addition

ϕ+ : G×G −→ G

(x, y) 7−→ x+ y

est continue.

A2) L’application symétrie

ϕ− : G −→ G

x 7−→ −x

est continue.

21
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On note l’élément neutre pour l’addition par 0G et le groupe topologique (G,+, T ) par
G. Si les conditions (A1) et (A2) sont vérifiées, on dit que la topologie T est compatible
avec la structure de groupe.

Exemple 2.2.

1. Les groupes (R,+), (Q,+) muni de la topologie usuelle sont des groupes topolo-
giques.

2. Un groupe muni de la topologie discrète est un groupe topologique dit groupe discret.
En effet, les applications ϕ+ et ϕ− sont continues car toute application d’un espace
topologique discret dans un espace topologique discret est toujours continue.

Théorème 2.3. Les axiomes (A1) et (A2) sont équivalents à l’axiome suivant :
A3) L’application

ϕ∗ : G×G −→ G

(x, y) 7−→ x− y

est continue.

Démonstration. On remarque que pour tous x, y ∈ G, on a

ϕ∗(x, y) = ϕ+(x, ϕ−(y)).

Et comme ϕ+ et ϕ− sont des applications continues alors ϕ∗ l’est aussi.
Réciproquement, pour tout y ∈ G on a

ϕ∗(0G, y) = 0G − y = −y = ϕ−(y).

Or, ϕ∗ est continue pour tout y ∈ G, alors ϕ− l’est aussi. De plus, pour tout (x, y) ∈ G×G,
on a

ϕ∗(x, ϕ−(y)) = x− (−y) = x+ y = ϕ+(x, y).

Comme ϕ∗ et ϕ− sont continues pour tout (x, y) ∈ G × G alors ϕ+ est aussi continue.
D’où le résultat. �

Théorème 2.4. Soient G un groupe topologique et a, b ∈ G.

i) La translation à gauche, la : x 7−→ a + x de G dans G (resp. la translation à
droite, ra : x 7−→ x+ a) est un homéomorphisme.

ii) La symétrie ϕ− : x 7−→ −x de G dans G est un homéomorphisme.
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Démonstration.

i) D’après (A1) dans la Définition 2.1, la est continue. Montrons qu’elle est bijective.
Soient x, x′ ∈ G tel que la(x) = la(x′), donc a+ x = a+ x′ alors

(−a) + a+ x = (−a) + a+ x′ ⇒ x = x′.

D’où la est injective.
La surjection est vérifiée car pour tout y ∈ G, il existe x = y − a ∈ G tel que
y = la(x). D’où la est bijective et on a l’application inverse

(la)−1 : G −→ G

x 7−→ −a+ x

La continuité de (la)−1 se découle directement de la continuité de la.

ii) Évidente.

�

Soient G un groupe topologique, U ⊆ G, V ⊆ G et a ∈ G. On définit

a+ U = { a+ u : u ∈ U}

V + U = { v + u : v ∈ V, u ∈ U}

Corollaire 2.5. Soit G un groupe topologique et soit a ∈ G.

i) Si U est un ensemble ouvert de G alors a+U (resp. U + a) est un ouvert dans G.

ii) Si U est un ouvert dans G alors −U est aussi un ouvert dans G.

Démonstration. Il suffit de remarquer que l’ensemble a+U (resp. U+a,−U) est l’image
directe de l’ouvert U par l’homéomorphisme la (resp. ra, ϕ−), d’où le résultat. �

Théorème 2.6. Soit G un groupe topologique et V un ouvert de G. Alors

1. Si V ∈ V(0G) alors il existe U ∈ V(0G) tel que U + U ⊆ V.

2. Si V ∈ V(0G) alors −V ∈ V(0G).

3. Si V ∈ V(0G) alors il existe U ∈ V(0G) tel que U − U ⊆ V.

Démonstration.
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1. Soit V un voisinage ouvert de 0G . Comme l’application addition

ϕ+ : G×G −→ G

(x, y) 7−→ ϕ+(x, y) = x+ y

est continue, alors ϕ−1
+ (V ) est un ouvert dans G×G . Donc

0G ∈ V ⇒ ϕ−1
+ (0G) ⊆ ϕ−1

+ (V ).

On a
ϕ−1

+ (0G) = {(x, y) ∈ G×G : x+ y = 0G}.

Il est clair que
(0G, 0G) ∈ ϕ−1

+ (0G)

Donc
ϕ+(0G, 0G) ∈ V.

D’après la définition de la continuité, il existe un voisinage ouvert W = U1 × U2

de (0G, 0G) tel que ϕ+(W ) ⊆ V. Prenons U = U1 ∩ U2 qui est un voisinage ouvert
de 0G. Donc

ϕ+(U × U) ⊆ ϕ+(W ) ⊆ V.

Alors
U + U ⊆ V.

D’où le résultat.

2. Soit V ∈ V(0G). Alors, il existe O un ouvert de G tel que 0G ∈ O ⊆ V .
Donc

ϕ−(0G) ∈ ϕ−(O) ⊆ ϕ−(V ).

Alors
0G ∈ −O ⊆ −V.

On a vu déjà que la symétrie ϕ− : x 7−→ −x est un homéomorphisme de G dans
G. Donc ϕ−(O) = −O est un ouvert dans G, alors −V ∈ V(0G).

3. De la même manière que dans (1), et en considérant l’application continue

ϕ∗ : G×G −→ G

(x, y) 7−→ x− y
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On trouve que ϕ∗(0G, 0G) ∈ V . Donc il existe un voisinage ouvert W = W1 ×W2

de (0G, 0G) dans G×G tel que ϕ∗(W ) ⊆ V .
Prenons U = W1 ∩W2 qui est un voisinage ouvert de 0G. Donc

ϕ∗(U × U) ⊆ ϕ∗(W ) ⊆ V.

Alors
U − U ⊆ V.

D’où le résultat.

�

Théorème 2.7. Tout groupe topologique est un espace uniforme.

Démonstration. Voir Théorème 12.1.1 dans [18]. �

Corollaire 2.8. Tout groupe topologique T1 est complètement régulier.

Démonstration. Voir Théorème 12.1.4 dans [18]. �

Lemme 2.9. Soit G un groupe topologique et soient x, y ∈ G. Alors

x ∈ {y} ⇔ y ∈ {x}.

Démonstration. Il suffit de montrer une seule implication, l’inverse s’obtient de la même
manière. Soient x, y ∈ G tel que x ∈ {y}. Donc tout voisinage de x contient le point y.
Considérons l’application continue

ϕ− : G −→ G

x 7−→ −x

Soit U un voisinage dans G du point ϕ−(x) = −x. Comme ϕ− est continue, alors il existe
un voisinage U ′ de x tel que

ϕ−(U ′) ⊆ U.

Donc
U ′ ⊆ ϕ−1

− (U).

Or, U ′ ∈ V(x). Alors
y ∈ U ′ ⊆ ϕ−1

− (U).
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Donc
ϕ−(y) ∈ U ⇒ −y ∈ U.

Comme U est arbitraire alors tout voisinage de −x contient le point −y. Alors

−x ∈ {−y} . . . (∗)

Considérons l’application continue

ϕ+ : G×G −→ G

(x, y) 7−→ x+ y

Soit V un voisinage dans G du point ϕ+(−x, y) = −x+ y. Comme ϕ+ est continue, alors
il existe un voisinage W de (−x, y) dans G×G tel que ϕ+(W ) ⊆ V.

Soit W = W1 ×W2 , avec W1 un voisinage ouvert de −x et W2 un voisinage ouvert de
y. D’après (∗), on a

−x ∈ W1 ⇒ −y ∈ W1

⇒ (−y, y) ∈ W

⇒ ϕ+(−y, y) ∈ ϕ+(W ) ⊆ V

⇒ −y + y ∈ V

⇒ 0G ∈ V.

Comme V est arbitraire, donc tout voisinage de −x+ y contient 0G, alors

−x+ y ∈ {0G} . . . (∗∗).

Soit Ω un voisinage de ϕ+(x,−x+ y) = y dans G. Comme ϕ+ est continue, alors il existe
un voisinage Ω′ = Ω1 × Ω2 de (x,−x+ y) dans G×G tel que Ω1 est un voisinage ouvert
de x dans G et Ω2 est un voisinage ouvert de −x+ y dans G et ϕ+(Ω′) ⊆ Ω. De (∗∗), on a

−x+ y ∈ Ω2 ⇒ 0G ∈ Ω2

⇒ (x, 0G) ∈ Ω′ ⊆ ϕ−1
+ (Ω)

⇒ ϕ+(x, 0G) ∈ Ω

⇒ ϕ+(x,−x+ x) ∈ Ω

⇒ x ∈ Ω.

Comme Ω est arbitraire alors tout voisinage de y contient x, donc y ∈ {x}. D’où le
résultat. �
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Proposition 2.10. Soit G un groupe topologique et soit A une partie de G. Alors, on a

A = ∩{A+ V : V ∈ V(0G)}.

En particulier, on a
{0G} = ∩{V : V ∈ V(0G)}.

Démonstration. Supposons que b ∈ A et montrons que

b ∈ ∩{A+ V : V ∈ V(0G)}.

Soit b ∈ A. Alors pour tout voisinage U de b, on a U ∩A 6= ∅. Soit V ∈ V(0G), d’après le
Théorème 2.6 et sans perte de généralité, on peut prendre V symétrique. Si V ∈ V(0G)
alors b+ V ∈ V(b). En effet, si V ∈ V(0G), alors, il existe O un ouvert dans G tel que

0G ∈ O ⊆ V.

Considérons la translation à gauche lb : G −→ G, qui associe à chaque x ∈ G, l’élément
b+ x. Donc

lb(0G) ∈ lb(O) ⊆ lb(V ).

D’où
b ∈ b+O ⊆ b+ V.

D’après le Corollaire 2.5, on a b+O est un ouvert dans G. D’où b+ V ∈ V(b).
Comme b+ V ∈ V(b), alors

(b+ V ) ∩ A 6= ∅.

Donc, ils existent v ∈ V et a ∈ A tel que a = b+ v. Alors

a = b+ v ⇒ b = a− v

⇒ b ∈ A+ V

⇒ b ∈ A+ V, ∀V ∈ V(0G).

D’où b ∈ ∩{A + V : V ∈ V(0G)}. Réciproquement, soit b ∈ ∩{A + V : V ∈ V(0G)} et
montrons que b ∈ A.
Considérons la translation lb telle que

lb : G −→ G

x 7−→ b+ x
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Soit W ∈ V(b), alors on a b = b + 0G = lb(0G) ∈ W . Comme lb est continue, il existe U
un voisinage symétrique de 0G tel que lb(U) ⊆ W . i.e., b+ U ⊆ W.

On a b ∈ ∩{A + V : V ∈ V(0G)}, alors b ∈ A + V pour tout V ∈ V(0G). En particulier,
pour V = U , on a

b ∈ A+ U ⇒ ∃ a ∈ A, ∃u ∈ U : b = a+ u.

Alors
b = a+ u⇒ a = b+ u⇒ a ∈ b+ U.

Donc
a ∈ A ∩ (b+ U) ⊆ A ∩W ⇒ b ∈ A.

D’où le résultat. �

Théorème 2.11.
Soit G un groupe topologique. Alors on a les équivalences suivantes :

1. G est T0.

2. G est de Hausdorff.

3. G est de Tychonoff.

4. {0G} est fermé.

5. ∩{V : V ∈ V(0G)} = {0G}.

Démonstration.

(1) ⇒ (3) Soit G un groupe topologique T0. Soient x, y ∈ G tels que x 6= y. On
suppose qu’il existe U ∈ V(x) tel que y /∈ U.Montrons que G est T1. Supposons que
G n’est pas T1, c’est à dire, pour tous x, y ∈ G tels que x 6= y tout voisinage de x
contient y ou bien tout voisinage de y contient x. Mais le premier cas est impossible
car G est T0. Soit, donc, V ∈ V(y) tel que x ∈ V , alors y ∈ {x}. D’après le Lemme
2.9, on a x ∈ {y}. Donc, tout voisinage de x contient y, ce qui est contradictoire
avec G est T0. D’où G est T1. D’après le Corollaire 2.8, G est de Tychonoff.

(3)⇒ (4) Si G est de Tychonoff alors G est T1, donc, {0G} est fermé.

(4)⇒ (2) Supposons que {0G} est fermé et montrons que G est séparé.
Pour montrer que G est séparé, il suffit de montrer que la diagonale de G

∆ = {(x, y) ∈ G×G : y = x}
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est fermé dans G × G. On remarque que ∆ est l’image réciproque de {0G} par
l’application

ϕ∗ : G×G −→ G

(x, y) 7−→ x− y

En effet,

ϕ−1
∗ ({0G}) = {(x, y) ∈ G×G : ϕ∗(x, y) = 0G}

= {(x, y) ∈ G×G : x− y = 0G}

= {(x, y) ∈ G×G : x = y}

= ∆.

Comme ϕ∗ est continue et {0G} est fermé dans G, alors ϕ−1
∗ ({0G}) = ∆ est un

fermé dans G×G, d’où le résultat.

(2) ⇒ (5) Si G est séparé, alors G est T1 et donc {0G} est fermé. On montre
maintenant que

∩{V : V ∈ V(0G)} = {0G}.

D’après la Proposition 2.10, on a

∩{V : V ∈ V(0G)} = {0G}

Comme {0G} est fermé dans G, alors {0G} = {0G}. D’où le résultat.

(5) ⇒ (1) Supposons que ∩{V : V ∈ V(0G)} = {0G}. D’après la Proposition
2.10, {0G} est fermé. Comme pour tout a ∈ G, la translation la : G −→ G avec
la(x) = x+ a est un homéomorphisme. Alors l’image directe de {0G} par la est un
fermé. Donc, on obtient la({0G}) = {a} est fermé dans G, pour tout a ∈ G. Donc
G est T1, ce qui implique que G est T0.

�

Proposition 2.12. Soit (Gi)i∈I une famille de groupes topologiques. Alors G = ∏
i∈I Gi

muni de la loi
∏
i∈I
Gi ×

∏
i∈I
Gi −→

∏
i∈I
Gi

((xi)i∈I , (yi)i∈I) 7−→ (xi + yi)i∈I

est un groupe topologique dit produit des groupes topologiques Gi, muni de la topologie
produit des Gi.
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Démonstration. Montrons d’abord que ∏
i∈
Gi a la structure d’un groupe. Considérons

l’application

ϕ+ :
∏
i∈I
Gi ×

∏
i∈I
Gi −→

∏
i∈I
Gi

(x, y) 7−→ x+ y

Soient x = (xi)i∈I , y = (yi)i∈I ∈
∏
i∈I
Gi . Alors

ϕ+(x, y) = x+ y = (xi)i∈I + (yi)i∈I = (xi + yi)i∈I ∈
∏
i∈I
Gi.

Donc, l’addition est une loi interne. On peut facilement vérifier que cette loi est associative
et admet comme élément neutre 0G = (0Gi

)i∈I , tel que 0Gi
est l’élément neutre de Gi , pour

tout i ∈ I. De plus, tout élément x = (xi)i∈I ∈
∏
i∈I
Gi admet un symétrique −x = (−xi)i∈I

tel que pour tout i ∈ I , −xi est le symétrique de xi dans Gi . D’où ∏i∈I Gi est un groupe.
Maintenant, il suffit de montrer que l’application

ϕ∗ :
∏
i∈I
Gi ×

∏
i∈I
Gi −→

∏
i∈I
Gi

((xi)i∈I , (yi)i∈I) 7−→ (xi − yi)i∈I

est continue. Soit U = ∏
i∈I
Ui un ouvert dans ∏i∈I Gi. Alors

ϕ∗
−1(U) =

{
(x, y) ∈

∏
i∈I
Gi ×

∏
i∈I
Gi : x− y ∈

∏
i∈I
Ui

}

=
{

(x, y) ∈
∏
i∈I
Gi ×

∏
i∈I
Gi : (xi)i∈I − (yi)i∈I ∈

∏
i∈I
Ui

}

=
{

(x, y) ∈
∏
i∈I
Gi ×

∏
i∈I
Gi : (xi − yi)i∈I ∈

∏
i∈I
Ui

}

=
{

(x, y) ∈
∏
i∈I
Gi ×

∏
i∈I
Gi : xi − yi ∈ Ui, ∀i ∈ I

}

=
{

(x, y) ∈
∏
i∈I
Gi ×

∏
i∈I
Gi : xi ∈ Ui + yi et yi ∈ (−Ui) + xi, ∀i ∈ I

}

=
{

(x, y) ∈
∏
i∈I
Gi ×

∏
i∈I
Gi : x ∈

(∏
i∈I
Ui

)
+ y et y ∈

(∏
i∈I

(−Ui)
)

+ x
}

=
(∏
i∈I
Ui + y

)
×
(∏
i∈I

(−Ui) + x

)
.

Comme pour tout i ∈ I ,Ui est un ouvert de Gi. Alors d’après le Corollaire 2.5, Ui+yi et
−Ui+xi sont aussi des ouverts de Gi pour tout i ∈ I. Donc (∏i∈I Ui)+y et ∏i∈I (−Ui)+x

sont aussi des ouvert dans ∏i∈I Gi.
D’où ϕ∗−1(U) est un ouvert de (∏i∈I Gi)× (∏i∈I Gi). Donc ϕ∗ est continue, d’où

∏
i∈I Gi

est un groupe topologique. �
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Exemple 2.13. Soit X un espace topologique.

1. L’ensemble RX des applications de X vers R muni de la topologie produit est un
groupe topologique. En effet, on sait que R est un groupe donc l’espace produit
RX est aussi un groupe. De plus l’application ϕ∗ : RX × RX −→ RX définie par
ϕ∗(f, g) = f − g pour tout (f, g) dans RX × RX est continue. D’où le résultat.

2. L’espace des applications continues Cp(X) = { f : X −→ R : f continue} muni de
la topologie de la convergence simple est un groupe topologique. En effet, Cp(X) est
un sous groupe de RX . La restriction de l’application ϕ∗ sur l’espace Cp(X)×Cp(X)
reste continue.

Définition 2.14. Soient G,G′ deux groupes topologiques. On dit qu’une application
f : G −→ G′ est un homomorphisme de groupes topologique, si

1. f(x+ y) = f(x) + f(y), ∀x, y ∈ G.

2. f est continue.

Si, de plus, f est un homéomorphisme, on dit que f est un isomorphisme de groupes
topologiques.

On dit que G et G′ sont topologiquement isomorphes, s’il existe un isomorphisme de
groupes topologiques G dans G′.

2.2 Anneaux topologiques

Définition 2.15. On appelle anneau topologique, un ensemble R muni d’une structure
d’anneau et d’une topologie T satisfaisant aux axiomes suivants :

a1) L’application addition ϕ+ : (x, y) 7−→ x+ y de R×R dans R est continue.

a2) L’application symétrie ϕ− : x 7−→ −x de R dans R est continue.

a3) L’application multiplication ϕ× : (x, y) 7−→ x.y de R×R dans R est continue.

On note l’anneau topologique (R,+, ., TR) par R. L’élément neutre pour la loi d’addi-
tion (+) est noté par 0R.

Si la multiplication (.) admet un élément neutre, noté 1R, on dit que R est unitaire.

Exemple 2.16.

1. Les ensembles R et Q muni des lois d’addition, de multiplication et de la topologie
usuelle, sont des anneaux topologiques.
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2. Un anneau muni de la topologie discrète est un anneau topologique dit anneau
discret.

Théorème 2.17. Soit R un anneau topologique. Alors on a

1. Pour tout b ∈ R, l’application ψb : x 7−→ x.b (resp, l’application ψ′b : x 7−→ b.x) est
continue. Si b est inversible, alors ψb et ψ′b sont des homéomorphismes.

2. L’application (x, y) 7−→ y.x est continue.

3. Si T est un espace topologique quelconque et si f, g : T −→ R sont des applications
continues en un point quelconque t. Alors f + g,−f et f.g sont continues en t.

Démonstration.

1. D’après (a3) dans la Définition 2.15, il est clair que ψb et ψ′b sont continues.
Supposons que b est inversible. Montrons que ψb est injective. Soient x, x′ ∈ R tels
que ψb(x) = ψb(x′). Donc

ψb(x) = ψb(x′)⇒ x.b = x′.b⇒ x = x′.

D’où l’injection.
On a ψb est surjective, car pour tout y ∈ R, il existe x = y.b−1 ∈ R tel que
y = ψ(x).
Donc, ψb est bijective. De plus, d’après (a3) dans la Définition 2.15 l’application

ψ−1
b : R −→ R

x 7−→ x.b−1

est continue. D’où ψ est un homéomorphisme. (De la même manière, on montre
pour ψ′b).

2. L’application (x, y) 7−→ y.x de R × R dans R est continue. Il suffit de remarquer
qu’elle est la composition des deux applications continues

ϕ× : R×R −→ R et ϕ : R×R −→ R×R

(x, y) 7−→ x.y (x, y) 7−→ (y, x)

3. La composition des applications continues est une application continue. D’où le
résultat.

�
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Proposition 2.18.
Soit (Ri)i∈I une famille d’anneaux topologiques. Alors l’ensemble R = ∏

i∈I Ri muni de la
loi

∏
i∈I
Ri ×

∏
i∈I
Ri −→

∏
i∈I
Ri

((xi)i∈I , (yi)i∈I) 7−→ ϕ×((xi)i∈I , (yi)i∈I) = (xi.yi)i∈I

et de la topologie produit des topologies des Ri, est un anneau topologique dit l’anneau
produit des Ri.

Démonstration. D’après la Proposition 2.12, on a ∏i∈I Ri est un groupe topologique.
Considérons l’application

ϕ× :
∏
i∈I
Ri ×

∏
i∈I
Ri −→

∏
i∈I
Ri

((xi)i∈I , (yi)i∈I) 7−→ ϕ×((xi)i∈I , (xi)i∈I) = (xi.yi)i∈I

On peut facilement vérifier que (.) est une loi interne, associative, distributive par rapport
à la loi d’addition et admet comme élément neutre 1R = (1Ri

)i∈I , tel que 1Ri
est l’élément

neutre de Ri pour la multiplication. Il reste à montrer que ϕ× est continue. Remarquons
que l’application ϕ× est la composition de l’application

φ1 :
∏
i∈I

(Ri ×Ri) −→
∏
i∈I
Ri

(xi, yi)i∈I 7−→ (xi.yi)i∈I

et l’application

φ2 :
∏
i∈I
Ri ×

∏
i∈I
Ri −→

∏
i∈I

(Ri ×Ri)

((xi)i∈I , (yi)i∈I) 7−→ (xi, yi)i∈I

i.e. ϕ× = φ1 ◦ φ2.

Montrons d’abord que φ1 est continue. Considérons l’application projection

pri
:
∏
i∈I

(Ri ×Ri) −→ Ri ×Ri

(xi, yi)i∈I 7−→ (xi, yi)

et l’application

ϕi× : Ri ×Ri −→ Ri
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(xi, yi)i∈I 7−→ xi.yi

On sait que l’application projection pri
est continue et comme Ri est un anneau topolo-

gique pour tout i ∈ I, alors ϕi× est aussi continue. Donc, la composition ϕi× ◦ pri
est une

application continue. Remarquons que φ1 = (ϕi× ◦ pri
)i∈I , donc, d’après la Proposition

1.20, l’application φ1 est aussi continue.
Montrons que φ2 est continue. SoitW = ∏

i∈I
(Wi×W ′

i ) un ouvert dans l’anneau ∏
i∈I

(Ri×Ri)
avec Wi et W ′

i sont des ouverts dans Ri, pour tout i ∈ I.

φ2
−1(W ) =

{
((xi)i∈I , (yi)i∈I) ∈

∏
i∈I
Ri ×

∏
i∈I
Ri : (xi, yi)i∈I ∈

∏
i∈I

(Wi ×W ′
i )
}

=
{

((xi)i∈I , (yi)i∈I) ∈
∏
i∈I
Ri ×

∏
i∈I
Ri : (xi, yi) ∈ Wi ×W ′

i , i ∈ I
}

=
{

((xi)i∈I , (yi)i∈I) ∈
∏
i∈I
Ri ×

∏
i∈I
Ri : xi ∈ Wi, yi ∈ W ′

i , i ∈ I
}

=
{

((xi)i∈I , (yi)i∈I) ∈
∏
i∈I
Ri ×

∏
i∈I
Ri : (xi)i∈I ∈

∏
i∈I
Wi, (yi)i∈I ∈

∏
i∈I
W ′
i

}
=
∏
i∈I
Wi ×

∏
i∈I
W ′
i .

Comme Wi,W
′
i sont des ouverts dans Ri pour tout i ∈ I, donc ∏i∈IWi et

∏
i∈IW

′
i sont

des ouverts dans ∏i∈I Ri. Alors φ2
−1(W ) est un ouvert de ∏i∈I Ri ×

∏
i∈I Ri. Donc φ2 est

continue. D’où le résultat. �

Définition 2.19. Soit R un anneau commutatif et unitaire et soit I une partie non vide
de R. On dit que I est un idéal de R si :

a) (I,+) est un sous groupe abélien de (R,+).

b) ∀a ∈ R, ∀x ∈ I : a.x ∈ I.

Exemple 2.20. Dans tout anneau R, les sous-groupes triviaux R et {0R} sont des idéaux.
Tout idéal de R autre que R et {0R} s’appelle un idéal propre de R.

Définition 2.21. Soit R un anneau commutatif et I un idéal de R. On dit que I est un
idéal maximal de R si I 6= R, et si pour tout idéal J différent de I, I ⊂ J implique J = R.

Remarque 2.22. Soit R un anneau commutatif.

a) Si I est un idéal de R et si 1R ∈ I alors I = R. En effet, quelque soit a ∈ R, on a
a.1R = a ∈ I. Donc R ⊂ I. Comme on a toujours I ⊂ R, alors I = R.
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b) Si I est un idéal propre de R, alors aucun élément de I n’est inversible. En effet,
s’il existe x ∈ I tel que x−1 existe, alors x.x−1 = 1R ∈ I car I idéal donc d’après
(a), I = R ce qui contredit l’hypothèse. Donc x n’est pas inversible.

Définition 2.23. Soit R et R′ deux anneaux topologiques. On dit qu’une application f

de R dans R′ est un morphisme topologique d’anneaux si

1. f(x+ y) = f(x) + f(y), ∀x, y ∈ R.

2. f(x.y) = f(x).f(y), ∀x, y ∈ R.

3. f est continue.

Si, de plus, f est un homéomorphisme, on dit que f est un isomorphisme d’anneaux topo-
logique. On dit que R et R′ sont topologiquement isomorphes, s’il existe un isomorphisme
d’anneaux topologiques de R dans R′.

2.3 Modules topologiques

Définition 2.24. Soit R un anneau topologique commutatif. On appelle R-module topo-
logique un ensemble E muni

• d’une structure de R-module.

• d’une topologie compatible avec la structure de groupe additif E tel que l’application
ϕ∼ : (r, a) 7−→ r.a de R× E dans E soit continue.

Exemple 2.25.

1. L’espace topologique R est un module sur R.

2. Tout anneau topologique est un module sur lui même.

3. Tout groupe abélien est un Z-module.

Proposition 2.26. Soit (Ei)i∈I une famille quelconque de modules topologiques non vides
sur R. Alors E = ∏

i∈I Ei le R-module produit des Ei est un R-module topologique.

Démonstration. Il suffit de montrer la continuité des deux applications

ϕ+ : E × E −→ E et ϕ∼ : R× E −→ E

((xi)i∈I , (yi)i∈I) 7−→ (xi + yi)i∈I (r, (xi)i∈I) 7−→ (r.xi)i∈I
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Comme Ei est un groupe topologique pour tout i ∈ I, alors, d’après la Proposition
2.12, ∏

i∈I
Ei est aussi un groupe topologique. Donc ϕ+ est continue.

Montrons maintenant que ϕ∼ est continue. Remarquons que ϕ∼ est la composition des
deux applications

f : R× E −→ R× Ej et ϕi∼ : R× Ei −→ Ei

(r, (xi)i∈I) 7−→ (r, xj) (r, xi) 7−→ r.xi

Comme pour tout i ∈ I, Ei est un R-module topologique alors ϕi∼ est continue. On a
aussi f est continue. En effet, soit W = U ×Wj un ouvert de R × Ej, avec U un ouvert
de R et Wj ouvert dans Ej. Alors

f−1(W ) =
{

(r, (xi)i∈I) ∈ R×
∏
i∈I
Ei : f(r, (xi)i∈I) ∈ W

}

=
{

(r, (xi)i∈I) ∈ R×
∏
i∈I
Ei : (r, xj) ∈ U ×Wj

}
= U ×

∏
i∈I

Ωi.

avec

Ωi =


Ei si i 6= j,

Wj si i = j.

Comme Wj est un ouvert de Ej, alors
∏
i∈I

Ωi est un ouvert élémentaire de ∏
i∈I
Ei. Donc

U × ∏
i∈I

Ωi est un ouvert de R× ∏
i∈I
Ei. D’où f est continue.

La composition de deux applications continues est continue, donc d’après la Proposition
1.20, ϕ∼ = (ϕi∼ ◦ f)i∈I est continue. D’où E est un R-module topologique. �

Définition 2.27. Soit R un anneau topologique commutatif et soient E et E ′ deux R-
modules topologiques. On dit qu’une application f : E −→ E ′ est un morphisme topolo-
gique de R-modules si

1. f(x+ y) = f(x) + f(y), ∀x, y ∈ E.

2. f(r.x) = r.f(x), ∀r ∈ R, ∀x ∈ E.

3. f est continue.

Si, de plus, f est un homéomorphisme, on dit que f est un homéomorphisme linéaire.
On dit que E et E ′ sont linéairement homéomorphes s’il existe un homéomorphisme li-
néaire de E dans E ′.
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Exemple 2.28. Soit R un anneau commutatif et soit E, E ′ deux R-modules.

1. Si M est un sous-module de E, alors l’injection i : M −→ E définie par i(x) = x

pour tout x ∈M , est un morphisme de R-modules.

2. L’application

E −→ E ′

x 7−→ 0E′

est un morphisme de R-modules, appelé morphisme nul.



Chapitre 3

Quelques propriétés de Cp(X,E)

On s’intéresse dans ce chapitre à l’étude des propriétés algébriques et topologiques
des espaces de fonctions continues définies d’un espace topologique X dans un R module
topologique E, muni de la topologie de la convergence simple. Dans la première section
on va étudier sous quelles conditions Cp(X,E) possède la structure de groupe (anneau,
module) topologique. Ensuite, on va introduire l’application évaluation canonique et don-
ner quelques résultats. La dernière section est consacrée aux notions de R-Tychonoff et
R-complètement régulier. Les références principales utilisées dans ce chapitre sont [2] et
[4].

Soient R un anneau topologique commutatif unitaire. Notons par 0R, 1R les éléments
neutres pour les lois d’addition et de multiplication de l’anneau R.

3.1 Structures algébriques sur Cp(X,E)

Proposition 3.1. Soit X un espace topologique et E un groupe topologique. Alors Cp(X,E)
muni de la loi de composition (f, g) 7−→ f + g est un groupe topologique.

Démonstration. Montrons que Cp(X,E) est un groupe. Vérifions d’abord que la loi de
composition (f, g) 7−→ f + g est une loi interne. On a

f + g : X −→ E

x 7−→ (f + g)(x) = f(x) + g(x)

est une loi interne. Soient f, g ∈ Cp(X,E). Montrons que l’application f + g est bien

38
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définie et continue. Pour tous x et y ∈ X tel que x = y, on a
f(x) = f(y),

g(x) = g(y).

Or, E est un groupe alors
f(x) + g(x) = f(y) + g(y).

Donc
(f + g)(x) = (f + g)(y).

Donc f + g est bien définie. D’autre part, pour tout ouvert U dans E, on a

(f + g)−1(U) =
{
x ∈ X : (f + g)(x) ∈ U

}
=
{
x ∈ X : f(x) + g(x) ∈ U

}
=
{
x ∈ X : f(x) ∈ U − g(x) et g(x) ∈ U − f(x)

}
=
{
x ∈ X : x ∈ f−1(U − g(x)) et x ∈ g−1(U − f(x))

}
= f−1(U − g(x)) ∩ g−1(U − f(x)).

Comme E est un groupe topologique et d’après le Corollaire 2.5, on a U−g(x) et U−f(x)
sont des ouverts dans E. Or, f et g sont des applications continues alors f−1(U − g(x)) et
g−1(U − f(x)) sont des ouverts dans X . Donc (f + g)−1(U) est un ouvert dans X. D’où
f + g ∈ Cp(X,E). Donc "+" est une loi interne.
Il est clair que "+" est commutative, associative et admet l’application nulle f0 (f0 ≡
0C(X,E)) comme élément neutre. De plus, si f ∈ C(X,E) alors l’application

−f : X −→ E

x 7−→ (−f)(x) = −f(x)

est bien définie et continue. En effet, soient x, y ∈ X tel que x = y alors

x = y ⇒ f(x) = f(y)

⇒ −f(x) + f(x) = −f(x) + f(y)

⇒ −f(y) = −f(x) + f(y)− f(y)

⇒ −f(y) = −f(x).

D’où −f est bien définie. Soit U un ouvert de E alors
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(−f)−1(U) = {x ∈ X : −f(x) ∈ U}

= {x ∈ X : f(x) ∈ (−U)}

= {x ∈ X : x ∈ f−1(−U)}

= f−1(−U).

Comme f est continue et −U est ouvert d’après le Corollaire 2.5, alors (−f)−1(U) est un
ouvert de X. D’où −f est continue. Il est clair que f − f = f0 alors −f est le symétrique
de f . Donc Cp(X,E) est un groupe abélien.
Montrons que la topologie de la convergence simple sur C(X,E) est compatible avec la
structure de groupe. D’après le Théorème 2.3, il suffit de montrer que l’application

ϕ∗ : Cp(X,E)× Cp(X,E) −→ Cp(X,E)

(f, g) 7−→ f − g

est continue.
D’après la Proposition 1.12, il suffit de prendre un ouvert de la base de Cp(X,E) et
montrer que son image réciproque par ϕ∗ est un ouvert dans Cp(X,E)× Cp(X,E).
Soit W =

n⋂
i=1

[xi,Wi] un ouvert de la base de Cp(X,E), avec xi ∈ X, et Wi un ouvert de
E. Donc

ϕ∗
−1(W ) =

{
(f, g) ∈ (Cp(X,E))2 : ϕ∗(f, g) ∈ W

}
=
{

(f, g) ∈ (Cp(X,E))2 : f − g ∈ W
}

=
{

(f, g) ∈ (Cp(X,E))2 : f − g ∈
n⋂
i=1

[xi,Wi]
}

=
{

(f, g) ∈ (Cp(X,E))2 : f − g ∈ [xi,Wi], i = 1, ..., n.
}

=
{

(f, g) ∈ (Cp(X,E))2 : (f − g)(xi) ∈ Wi, i = 1, ..., n.
}

=
{

(f, g) ∈ (Cp(X,E))2 : f(xi) ∈ Wi + g(xi) et g(xi) ∈ f(xi)−Wi, i = 1, ..., n.
}

=
{

(f, g) ∈ (Cp(X,E))2 : f ∈ [xi,Wi + g(xi)] et g ∈ [xi, f(xi)−Wi], i = 1, ..., n.
}

=
(

n⋂
i=1

[xi,Wi + g(xi)]
)
×
(

n⋂
i=1

[xi, f(xi)−Wi]
)
.

On a pour tout i ∈ {1, ..., n}, Wi est ouvert dans E et comme E est un groupe topolo-
gique, alors Wi + g(xi) et f(xi) −Wi sont des ouverts dans E. Donc [xi,Wi + g(xi)] et
[xi, f(xi)−Wi] sont des ouverts dans Cp(X,E), pour tout i ∈ {1, ..., n} et donc ϕ∗−1(W )
est un ouvert. D’où le résultat. �
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Proposition 3.2. Soit X un espace topologique. Si E est un anneau topologique alors
(Cp(X,E),+, .) muni de la loi d’addition (f, g) 7−→ f+g et de multiplication (f, g) 7−→ f.g

est un anneau topologique.

Démonstration. On peut facilement vérifier que Cp(X,E) est un sous anneau de EX .
On a vu déjà que Cp(X,E) est un groupe topologique, donc il suffit de montrer que
l’application

ϕp× : Cp(X,E)× Cp(X,E) −→ Cp(X,E)

(f, g) 7−→ f.g

est continue. On a E est un anneau topologique, alors

ϕ× : E × E −→ E

(x, y) 7−→ ϕ(x, y) = x.y

est continue. Soit U =
n⋂
i=1

[xi, Ui] un ouvert de base dans l’espace Cp(X,E), avec
xi ∈ X, Ui est un ouvert dans E, pour tout i ∈ {1, ..., n} . On a

(ϕp×)−1(U) =
{

(f, g) ∈ (Cp(X,E))2 : (ϕp×)(f, g) ∈ U
}

=
{

(f, g) ∈ (Cp(X,E))2 : f.g ∈
n⋂
i=1

[xi, Ui]
}

=
{

(f, g) ∈ (Cp(X,E))2 : (f.g)(xi) ∈ Ui, i = 1, ..., n.
}

=
{

(f, g) ∈ (Cp(X,E))2 : f(xi).g(xi) ∈ Ui, i = 1, ..., n.
}

=
{

(f, g) ∈ (Cp(X,E))2 : ϕ×(f(xi), g(xi)) ∈ Ui, i = 1, ..., n.
}

=
{

(f, g) ∈ (Cp(X,E))2 : (f(xi), g(xi)) ∈ ϕ−1
× (Ui), i = 1, ..., n.

}
.

Si i ∈ {1, ..., n} alors Ui est ouvert dans E et ϕ× : E×E −→ E est continue alors ϕ−1
× (Ui)

est un ouvert dans E × E. Donc on peut écrire ϕ−1
× (Ui) = Ωi × Ω′i avec Ωi, Ω′i sont des

ouverts de E. Donc on a

(ϕp×)−1(U) =
{

(f, g) ∈ (Cp(X,E))2 : (f(xi), g(xi)) ∈ Ωi × Ω′i, i = 1, ..., n.
}

=
{

(f, g) ∈ (Cp(X,E))2 : f(xi) ∈ Ωi, g(xi) ∈ Ω′i, i = 1, ..., n.
}

=
{

(f, g) ∈ (Cp(X,E))2 : f ∈ [xi,Ωi], g ∈ [xi,Ω′i], i = 1, ..., n.
}

=
{

(f, g) ∈ (Cp(X,E))2 : f ∈
n⋂
i=1

[xi,Ωi], g ∈
n⋂
i=1

[xi,Ω′i]
}
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=
(

n⋂
i=1

[xi,Ωi]
)
×
(

n⋂
i=1

[xi,Ω′i]
)
.

Pour tout i ∈ {1, ..., n}, on a Ωi, Ω′i sont des ouverts dans E, donc [xi,Ωi], [xi,Ω′i] sont
des ouverts dans Cp(X,E), d’où les intersections finies

n⋂
i=1

[xi,Ωi],
n⋂
i=1

[xi, Ω′i] sont aussi des

ouverts dans Cp(X,E). Alors, (ϕp×)−1(U) est ouvert dans Cp(X,E)× Cp(X,E).
Donc ϕp× est continue. D’où le résultat. �

Proposition 3.3. Soit X un espace topologique. Si E est un R-module topologique alors
Cp(X,E) est aussi un R-module topologique. Si de plus E est T1 alors il existe un plon-
gement h de E dans Cp(X,E) tel que h(E) est fermé dans Cp(X,E).

Démonstration. De la même manière que dans les Propositions 3.1 et 3.2, il est facile
de vérifier que Cp(X,E) est un sous module topologique de EX sur R.
Pour tout x ∈ X et pour tout a ∈ E, on définit l’application constante suivante

aX : X −→ E

x 7−→ aX(x) = a

Considérons l’application

h : E −→ Cp(X,E)

a 7−→ h(a) = aX

Montrons que h : E −→ h(E) est un homéomorphisme. Montrons d’abord que
h : E −→ h(E) est injective. Soient a, a′ ∈ E tel que h(a) = h(a′), alors

aX(x) = a′X(x)⇒ a = a′.

D’où h : E −→ h(E) est injective.
Montrons que h : E −→ h(E) est continue. Soit W = U ∩h(E) un ouvert dans h(E) avec
U ouvert dans Cp(X,E). Supposons que U =

n⋂
i=1

[xi, Ui] avec xi ∈ X et Ui un ouvert dans
E, pour tout i ∈ I. Donc

h−1(W ) =
{
a ∈ E : h(a) ∈ W

}
=
{
a ∈ E : h(a) ∈ U ∩ h(E)

}
=
{
a ∈ E : aX ∈

n⋂
i=1

[xi, Ui]
}

=
{
a ∈ E : aX(xi) ∈ Ui, i = 1, ..., n.

}
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=
{
a ∈ E : a ∈ Ui, i = 1, ..., n.

}
=
{
a ∈ E : a ∈

n⋂
i=1

Ui

}

=
n⋂
i=1

Ui.

Comme Ui est un ouvert de E, alors l’intersection finie ∩ni=1Ui est un ouvert de E, donc
h−1(W ) est un ouvert de E, d’où h est continue.
Montrons maintenant que h est ouverte. Soit V un ouvert de E et soient x1, x2, ..., xn, des
points arbitraires de X. Donc

n⋂
i=1

[xi, V ] est un ouvert de Cp(X,E) et on a

h(V ) = h(E) ∩ (
n⋂
i=1

[xi, V ]).

En effet, si g ∈ h(V ) alors g ∈ h(E). De plus, il existe a ∈ V tel que g = h(a) = aX .
Donc

g(xi) = aX(xi) = a,∀i ∈ {1, ..., n} ⇒ g ∈ [xi, V ],∀i ∈ {1, ..., n} ⇒ g ∈
n⋂
i=1

[xi, V ].

Donc
g ∈ h(E) ∩ (

n⋂
i=1

[xi, V ]).

D’où
h(V ) ⊆ h(E) ∩ (

n⋂
i=1

[xi, V ]).

Supposons maintenant que g ∈ h(E) ∩ (
n⋂
i=1

[xi, V ]), alors

g ∈ h(E) et g ∈
n⋂
i=1

[xi, V ]⇒ ∃ a ∈ E : g = h(a) et g(xi) ∈ V, i = 1, ..., n.

⇒ ∃ a ∈ E : g = aX et g(xi) = a ∈ V, i = 1, ..., n.

⇒ ∃ a ∈ V : g = aX

⇒ g ∈ h(V ).

Donc
h(E) ∩

(
n⋂
i=1

[xi, V ]
)
⊆ h(V ).

D’où
h(V ) = h(E) ∩

(
n⋂
i=1

[xi, V ]
)
.

Alors h(V ) est ouvert dans h(E), donc h est ouverte sur son image.
Montrons maintenant que h(E) est un fermé dans Cp(X,E). Il suffit de montrer que
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Cp(X,E) \ h(E) est un ouvert. Soit g ∈ Cp(X,E) tel que g /∈ h(E). Alors, ils existent
x1, x2 ∈ X tel que g(x1) 6= g(x2). Comme E est T1 alors, d’après le Théorème 2.11,
il est aussi séparé. Donc, on peut fixer U1, U2 deux ouverts de E tel que g(x1) ∈ U1 et
g(x2) ∈ U2 et U1 ∩ U2 = ∅. Donc

g ∈ [x1, U1] ∩ [x2, U2].

Montrons que ([x1, U1] ∩ [x2, U2]) ∩ h(E) = ∅. Supposons qu’il existe une application f

dans ([x1, U1] ∩ [x2, U2]) ∩ h(E). Alors

f ∈ h(E) et f ∈ ([x1, U1] ∩ [x2, U2])⇒ ∃a ∈ E : f = h(a) et f(x1) ∈ U1 et f(x2) ∈ U2

⇒ f = aX et f(x1) ∈ U1 et f(x2) ∈ U2

⇒ aX(x1) ∈ U1 et aX(x2) ∈ U2

⇒ a ∈ U1 ∩ U2

ce qui est absurde. D’où
([x1, U1] ∩ [x2, U2]) ∩ h(E) = ∅.

Donc
([x1, U1] ∩ [x2, U2]) ⊆ Cp(X,E) \ h(E).

Alors Cp(X,E) \ h(E) est un ouvert. D’où h(E) est fermé dans Cp(X,E). �

Définition 3.4. Soit X un espace topologique. On dit que X est zéro-dimensionnel s’il
admet une base constituée d’ouverts et des fermés en même temps.

Proposition 3.5. Si E est un R-module topologique zéro dimensionnel, alors Cp(X,E)
est un R-module topologique zéro-dimensionnel.

Démonstration. Supposons que E est un R-module topologique zéro-dimensionnel.
Soit B une base de E constituée d’ouverts et de fermés en même temps. D’après la
Proposition 1.54, la famille

B′p = {
n⋂
i=1

[xi, Ui], xi ∈ X,Ui ∈ B}

est une base de Cp(X,E).
Soit x ∈ X et V ∈ B. Montrons que chaque élément de B′p est un fermé dans Cp(X,E).
Il suffit de montrer que [x, V ] est un fermé pour tous x ∈ X et V un fermé de E. Comme
V est fermé. Donc d’après la Proposition 1.62, [x, V ] est fermé dans Cp(X,E). D’où le
résultat. �
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3.2 Application évaluation canonique

Définition 3.6. Soient X un espace topologique, R un anneau topologique, et E un R-
module topologique. Soit x ∈ X. L’application

ξx : Cp(X,E) −→ E

f 7−→ ξx(f) = f(x)

est appelée application évaluation au point x.

Proposition 3.7. Soient X un espace topologique, R un anneau topologique et E un R-
module topologique. L’application évaluation ξx : Cp(X,E) −→ E est continue et linéaire
(morphisme de module) pour tout point x ∈ X.

Démonstration. Montrons que ξx est continue. Soit x ∈ X et soit U un ouvert dans E.
Alors

ξ−1
x (U) =

{
f ∈ Cp(X,E) : ξx(f) ∈ U

}
=
{
f ∈ Cp(X,E) : f(x) ∈ U

}
= [x, U ].

Comme U est un ouvert de E, alors [x, U ] est aussi un ouvert dans Cp(X,E), d’où ξx est
continue, pour tout point x ∈ X.
Montrons maintenant que ξx est linéaire. Soient α, β ∈ R et f, g ∈ Cp(X,E). Alors

ξx(α.f + β.g) = (α.f + β.g)(x) = α.f(x) + β.g(x) = αξx(f) + β.ξx(g).

D’où ξx est linéaire. �

Soient X un espace topologique, R un anneau topologique et E un R-module topo-
logique. On note par Cp(Cp(X,E), E), l’espace des fonctions continues de Cp(X,E) dans
E muni de la topologie de la convergence simple.

Définition 3.8. On appelle application évaluation canonique, l’application

eX : X −→ Cp(Cp(X,E), E)

x 7−→ eX(x) = ξx

Proposition 3.9. Soient X un espace topologique, R un anneau topologique et E un R-
module topologique T1. Alors, l’application évaluation canonique eX : X −→ Cp(Cp(X,E), E)
est continue. De plus, l’ensemble eX(X) est fermé dans l’espace Cp(Cp(X,E), E).
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Démonstration. Montrons que eX est continue. SoitW un ouvert de base dans Cp(Cp(X,E), E).
Supposons que W =

n⋂
i=1

[fi,Wi] avec fi ∈ Cp(X,E) et Wi est ouvert dans E, pour tout
i ∈ {1, ..., n}.

e−1
X (W ) =

{
x ∈ X : eX(x) ∈

n⋂
i=1

[fi,Wi]
}

=
{
x ∈ X : ξx ∈

n⋂
i=1

[fi,Wi]
}

=
{
x ∈ X : ξx ∈ [fi,Wi],∀i ∈ {1, 2, ..., n}

}
=
{
x ∈ X : ξx(fi) ∈ Wi,∀i ∈ {1, 2, ..., n}

}
=
{
x ∈ X : fi(x) ∈ Wi,∀i ∈ {1, 2, ..., n}

}
=
{
x ∈ X : x ∈ f−1

i (Wi),∀i ∈ {1, 2, ..., n}
}

=
n⋂
i=1

f−1
i (Wi).

Pour tout i ∈ {1, 2, ..., n}, on a fi ∈ Cp(X,E) et Wi est ouvert dans E, alors f−1
i (Wi) est

ouvert dans X. Donc, l’intersection finie,
n⋂
i=1

f−1
i (Wi) est ouverte. D’où eX est continue.

Montrons que eX(X) est un fermé dans Cp(Cp(X,E), E). Il suffit de montrer que
Cp(Cp(X,E), E) \ eX(X) est un voisinage de tous ses points.
Soit ϕ ∈ Cp(Cp(X,E), E) \ eX(X). Alors

ϕ /∈ eX(X)⇒ ∀ x ∈ X : ϕ 6= eX(x)

⇒ ∀ x ∈ X : ϕ 6= ξx

⇒ ∀ x ∈ X, ∃f ∈ Cp(X,E) : ϕ(f) 6= ξx(f) = f(x).

Comme E est T1, d’après le Théorème 2.11, il est aussi séparé, donc pour tout x ∈ X, ils
existent deux ouverts V et W dans E tel que

ϕ(f) ∈ V et f(x) ∈ W et V ∩W = ∅ . . . (∗)

Soit U = {ψ ∈ Cp(Cp(X,E), E) : ψ(f) ∈ V } = [f, V ]. Donc, U est un voisinage ouvert
de ϕ dans Cp(Cp(X,E), E). Montrons que U ∩ eX(X) = ∅. Supposons qu’il existe g ∈
U ∩ eX(X), alors

g ∈ U ∩ eX(X)⇒ g ∈ U et g ∈ eX(X)

⇒ g ∈ U et ∃b ∈ X : g = ξb

⇒ ξb(f) = f(b) ∈ V.
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Ce qui est contradictoire avec (∗). Donc U ∩ eX(X) = ∅. Et donc

U ⊆ Cp(Cp(X,E), E) \ eX(X).

Alors Cp(Cp(X,E), E)\eX(X) est un ouvert. D’où eX(X) est fermé dans Cp(Cp(X,E), E).
�

Définition 3.10. Soient X et Y deux espaces topologiques complètement régulier. Soit F
un sous ensemble non vide de Y X .

• On dit que F est une famille séparante si pour tout x, y ∈ X, x 6= y, il existe f ∈ F tel
que f(x) 6= f(y).
• On dit que F est régulière si pour tout fermé F ⊂ X et pour tout point x /∈ F , il existe
f ∈ F tel que f(x) /∈ f(F ).

Proposition 3.11. Si Cp(X,E) est une famille séparante et régulière alors l’application
évaluation canonique eX : X −→ Cp(Cp(X,E), E) est un homéomorphisme sur son image
eX(X) .

Démonstration. De la Proposition 3.9, eX est continue et il est clair que l’application
eX : X −→ eX(X) est surjective. Il reste à montrer que eX est injective et fermée.
Soient x, y ∈ X tel que x 6= y. Comme Cp(X,E) est une famille séparante, il existe
f ∈ Cp(X,E) tel que f(x) 6= f(y) alors ξx 6= ξy, d’où eX(x) 6= eX(y).
Montrons que eX est fermée. Soit F un fermé dans X. Il suffit de montrer que l’ensemble
Cp(Cp(X,E), E) \ eX(F ) est un ouvert de E.
Soit x ∈ X \F . Comme Cp(X,E) est une famille régulière, il existe f ∈ Cp(X,E) tel que
f(x) /∈ f(F ). Donc il existe Uf(x) ∈ V(f(x)) tel que

Uf(x) ∩ f(F ) = ∅ . . . (∗).

Considérons l’ouvert [f, Uf(x)] dans Cp(Cp(X,E), E). Il est clair que ξx ∈ [f, Uf(x)]. Mon-
trons que [f, Uf(x)] ⊂ Cp(Cp(X,E), E) \ eX(F ) .
Soit g ∈ [f, Uf(x)], alors g /∈ eX(F ). En effet, supposons qu’il existe y0 ∈ F tel que
g = eX(y0), donc g = ξy0 , on a alors g(f) = ξy0(f) = f(y0) ∈ Uf(x) ce qui est contradic-
toire avec (∗). D’où on a g /∈ eX(F ), ce qui implique que g ∈ Cp(Cp(X,E), E) \ eX(F ).
Donc Cp(Cp(X,E), E) \ eX(F ) est un voisinage de ξx, et comme ξx est arbitraire, alors
Cp(Cp(X,E), E)\eX(F ) est un ouvert, donc eX(F ) est fermé. D’où eX est une application
fermée.

�
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3.3 Espaces R-Tychonoff

Définition 3.12. Soit X un espace topologique et R un anneau topologique. On dit que
X est :

1. R-complètement régulier, si pour tout fermé F dans X et pour tout point
a ∈ X \ F, il existe f ∈ C(X,R) tel que f(a) /∈ f(F ).

2. R-Tychonoff, si pour tout fermé F dans X,et pour tout point a ∈ X \F , il existe
g ∈ C(X,R) tel que g(a) = 0R et F ⊂ g−1(1R).

Proposition 3.13. Soit R un anneau topologique T1 et soit X un espace topologique
complètement régulier et R-Tychonoff. Alors, on a

(i) Si E est un R-module topologique, alors pour tout fermé F de X , pour tout point
a ∈ X \ F et pour tout point b ∈ E, il existe f ∈ C(X,E) tel que f(a) = 0E et
f(F ) = {b}.

(ii) X est R-complètement régulier.

Démonstration.

(i) Soient F un fermé de X et a ∈ X \ F , alors, il existe f : X −→ R continue avec
f(a) = 0R et f(F ) = {1R}. On a E est un R-module topologique, donc l’application

ϕ : R× E −→ E

(r, x) 7−→ r.x

est continue. Soit b ∈ E et soit l’application

ϕb : R −→ E

r 7−→ r.b

Il est clair que ϕb est continue, pour tout b ∈ E.
Considérons l’application

h : X −→ E

x 7−→ h(x) = (ϕb ◦ f)(x)

Alors, h est continue. De plus, on a

h(a) = ϕb(f(a)) = ϕb(0R) = 0R.b = 0E
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et pour tout y ∈ F on a

h(y) = ϕb(f(y)) = ϕb(1R) = 1R.b = b.

D’où le résultat.

(ii) Soit F un fermé de X et soit a ∈ X \F alors il existe f ∈ C(X,R) avec f(a) = 0R
et f(F ) = {1R}. Comme R est T1 alors {1R} est un fermé dans R et on a f(F ) =
{1R} = {1R}.
Donc f(a) /∈ f(F ), d’où X est R-complètement régulier.

�

Propriétés 3.14.
1. L’anneau R est un espace R-complètement régulier.
2. Soit (Xi)i∈I une famille d’espaces topologiques complètement réguliers. Alors si

pour tout i ∈ I,Xi est R-complètement régulier (resp. R-Tychonoff) alors l’espace
produit ∏i∈I Xi est un espace R-complètement régulier (resp. R-Tychonoff).

3. Un sous espace d’un espace R-complètement régulier (resp. R-Tychonoff) est un
espace R-complètement régulier (resp. R-Tychonoff).

Démonstration.

1. Pour tout fermé F ⊂ R et pour tout point x ∈ R \ F , considérons l’application

f : R −→ R

x 7−→ f(x) = x

On a f(F ) = F = F et f(x) = x pour tout x ∈ R \ F . Donc f(x) /∈ f(F ). D’où R
est R-complètement régulier.

2. (a) Soit (Xi)i∈I une famille des espaces R-complètement réguliers et montrons que
X = ∏

i∈I Xi est un espace R-complètement régulier.
Soit F un fermé de X, donc, F = ∏

i∈I
Fi, avec Fi est fermé dans Xi pour tout

i ∈ I.
Soit a = (ai)i∈I ∈ X \ F . Donc

a /∈
∏
i∈I
Fi ⇒ ∃i0 ∈ I : ai0 ∈ Xi0 \ Fi0 .

Comme Xi0 est R-complètement régulier, alors il existe fi0 ∈ C(Xi0 , R) tel que
fi0(a) /∈ fi0(Fi0), donc il existe Ui0 ∈ V(fi0(ai0)) tel que Ui0 ∩ fi0(Fi0) = ∅.
Considérons l’application
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f : X −→ R

x 7−→ f(x) = (fi0 ◦ pri0
)(x)

avec pri0
est l’application projection

pri0
: X −→ Xi0

x 7−→ pri0
(x) = xi0

L’application projection est continue et comme fi0 ∈ C(Xi0 , R), alors l’applica-
tion f = fi0 ◦ pri0

est continue et on a

f(a) = fi0(ai0) et f(F ) = fi0(Fi0).

Donc, il existe U = Ui0 ∈ V(f(a)) tel que U ∩ f(F ) = ∅. D’où f(a) /∈ f(F ).
D’où X est R-complètement régulier.

(b) Soit (Xi)i∈I une famille d’espaces R−Tychonoff, montrons que l’espace produit
X = ∏

i∈I
Xi est aussi R-Tychonoff.

Soit F = ∏
i∈I
Fi un fermé de X, avec Fi est fermé pour tout i ∈ I et soit

a ∈ X \ F . Alors
a /∈ F ⇒ ∃i0 ∈ I : ai0 /∈ Fi0 .

Comme Xi0 est R-Tychonoff, alors il existe gi0 ∈ C(Xi0 , R) avec gi0(ai0) = 0R
et gi0(Fi0) = {1R}. Considérons l’application g = gi0 ◦ pri0

tel que

g : X −→ R

x 7−→ g(x) = (gi0 ◦ pri0
)(x) = gi0(xi0)

Comme gi0 ∈ C(Xi0 , R) et l’application projection pri0
est continue alors g est

continue. Et on a
g(a) = gi0(pri0

(a)) = gi0(ai0) = 0R.

De plus, pour tout y = (yi)i∈I ∈ F on a

g(y) = gi0(pri0
(y)) = gi0(yi0) = 1R.

D’où X est R-Tychonoff.

3. Soit X un espace R-Tychonoff et soit X ′ un sous espace de X. Montrons que X ′

est aussi R-Tychonoff. Soit F ′ = F ∩X ′ un fermé dans X ′, avec F un fermé dans
X. Soit a ∈ X ′ \ F ′, donc

a ∈ X ′ \ F ′ ⇒ a ∈ X ′ et a /∈ F ′ ⇒ a /∈ F ∩X ′ ⇒ a /∈ F.
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Comme X est R-Tychonoff, alors, il existe g ∈ C(X,R) tel que g(a) = 0R et
g(F ) = {1R}.
Soit g|X′ la restriction de g sur X ′. On a

g|X′(a) = g(a) = 0R.

De plus, comme F ′ = F ∩X ′, alors F ′ ⊂ F et donc,

g|X′(F ′) = g(F ′) = {1R}.

D’où X ′ est R-Tychonoff.

�

Proposition 3.15. Soient E un R-module topologique et soit X un espace complètement
régulier et R-complètement régulier. Alors

(i) Pour tout fermé F dans X et pour tout point a ∈ X \ F , il existe f ∈ C(X,E) tel
que f(a) /∈ f(F ).

(ii) C(X,E) est une famille séparante et régulière.

Démonstration.

(i) Soit F un fermé de X et soit a ∈ X \ F . Comme X est R-complètement régulier,
alors il existe f ∈ C(X,R) avec f(a) /∈ f(F ). Donc

f(a) /∈ f(F )⇒ ∃U ∈ V(f(a)) : U ∩ f(F ) = ∅.

Considérons l’application

g : X −→ E

x 7−→ g = (ϕb ◦ f)(x) = f(x).b

avec ϕb est l’application continue

ϕb : R −→ E

r 7−→ ϕb(r) = r.b

Comme f et ϕb sont continues alors g est continue. De plus, on a,

g(a) = (ϕb ◦ f)(a) = ϕb(f(a)) = f(a).b.

Et pour tout y ∈ F , on a

g(y) = ϕb(f(y)) = f(y).b.
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Donc
g(F ) = f(F ).b.

Considérons l’ensemble V = U.b = {u.b : u ∈ U}. Comme f(a) ∈ U , alors f(a).b ∈
V , donc g(a) ∈ V.
Montrons que V ∩g(F ) = ∅. Supposons qu’il existe un élément z ∈ V ∩g(F ). Donc

z ∈ V ∩ g(F )⇒ z ∈ V et z ∈ g(F ).

On a
z ∈ g(F )⇒ ∀ W ∈ V(z) : W ∩ g(F ) 6= ∅.

Donc, en particulier pour W = V , on a

V ∩ g(F ) 6= ∅ ⇒ ∃v ∈ V et v ∈ g(F )

⇒ ∃v ∈ U.b et v ∈ f(F ).b

⇒ ∃u ∈ U : v = u.b et ∃x ∈ F : v = f(x).b

⇒ ∃u ∈ U, x ∈ F : u.b = f(x).b

⇒ ∃u ∈ U, x ∈ F : (u− f(x)).b = 0E

⇒ ∃u ∈ U, x ∈ F : u− f(x) = 0R

⇒ ∃u ∈ U, x ∈ F : u = f(x)

⇒ U ∩ f(F ) 6= ∅

ce qui est contradictoire avec l’hypothèse. Donc, g(a) /∈ g(F ). D’où le résultat.

(ii) Il suffit de montrer que C(X,E) est séparante, car d’après la (i), C(X,E) est
régulière. Soient x, y ∈ X tel que x 6= y. Comme X est complètement régulier,
alors X est T1 et donc {x} et {y} sont des fermés dans X. D’après (i), il existe
f ∈ C(X,E) tel que f(x) /∈ f({y}) = {f(y)}. Or, E est T1, alors, {f(y)} = {f(y)}.
Donc, f(x) 6= f(y). D’où le résultat.

�

Remarque 3.16. Soit X un espace topologique complètement régulier et soit E un R-
module topologique T1. D’après la Définition 3.10 et la Proposition 3.15, on a X est
R-complètement régulier si et seulement si la famille C(X,E) est séparante et régulière.

Proposition 3.17. Soit X un espace topologique. Si X est zéro dimensionnel, alors X
est un espace R-Tychonoff.

Démonstration. Considérons la fonction caractéristique χC : X −→ R tel que
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χC(x) =


1R si x ∈ C,

0R si x ∈ X \ C.

Si C est un ensemble qui est ouvert et fermé en même temps, alors l’application χC est
continue. Fixons un point x ∈ X et un fermé F de X tel que x ∈ X \ F. Comme X est
zéro dimensionnel, on peut trouver un ensemble ouvert-fermé C tel que C ⊆ X \F. Alors
X \ C est un ensemble ouvert-fermé et on a F ⊆ F ⊆ X \ C.
La fonction caractéristique g = χX\C est continue, et on a g(x) = 0R et F ⊆ g−1(1R).
D’où X est un espace R-Tychonoff. �

Définition 3.18. Soit R un anneau topologique. Un R-module topologique E est dit :
(i) Simple s’il ne contient aucun sous module non-trivial sur R.
(ii) Localement simple si E est non trivial et il existe U un voisinage ouvert de 0E

dans E et U ne contient aucun sous-module non-trivial de E sur R.
(iii) R-fermé s’il existe une fonction continue surjective ϕE : E −→ R tel que pour

tout t ∈ R et pour tous x, y ∈ E, on a
ϕE(x, y) = ϕE(x) + ϕE(y),

ϕE(tx) = tϕE(x).

Lemme 3.19. Soit R un anneau et E un R-module. Alors Ra est un R-module pour tout
a ∈ E.

Démonstration. Fixons un point a ∈ E tel que a 6= 0E. Par définition, on a

Ra = {x.a : x ∈ R}.

Montrons d’abord que Ra est un groupe abélien. Soient x, y ∈ Ra alors, ils existent
x1, y1 ∈ R tel que x = x1a et y = y1a. Donc,

x+ y = x1a+ y1a = (x1 + y1)a ∈ Ra.

De plus, on a

0E + x1a = x1a+ 0E = x1a et x1a+ (−x1)a = (−x1a) + x1a = 0E.

Donc, Ra est un groupe abélien pour la loi d’addition, d’élément neutre 0E.
Montrons que Ra est un R-module. Soient α, β ∈ R et x, y ∈ Ra. Donc x = x1.a et
y = y1.a, avec x1, y1 ∈ R. Alors

α(x+ y) = α(x1a+ y1a) = αx1a+ αy1a ∈ Ra.
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(α + β)x = (α + β)x1a = αx1a+ βx1a ∈ Ra.

α(βx) = α(βx1a) = (αβ)x1a = (αβ)x.

D’où le résultat. �

Remarque 3.20.

1. On note par Ea l’ensemble R.a tel que a ∈ E, i.e.,

Ea = Ra = {ta/ t ∈ R}.

2. D’après le Lemme 3.19, pour tout anneau simple R et tout a ∈ R, a 6= 0R, on
a : Ra = R .i.e. R est un corps. De plus, pour tout R-module simple E et tout
a ∈ E, a 6= 0E, on a : Ra = E.

Proposition 3.21. Soient E un R-module topologique, R-fermé et simple, a ∈ E tel que
ϕE(a) = 1R. Alors Ea = {ta : t ∈ R} est un sous-module de E sur R satisfaisant les
propriétés suivantes :

1. υa = ϕE |Ea
: Ea −→ R est un isomorphisme topologique de R-module Ea dans le

R-module R.

2. L’application ψa : E −→ Ea, où ψa(x) = υ−1
a (ϕE(x)) pour tout x ∈ E, est un

homomorphisme ouvert continu de R-module E vers le R-module Ea.

3. L’espace E est homéomorphe avec l’espace ϕ−1
E (0)× Ea.

4. L’ensemble Ea est un fermé dans E.

Démonstration.

1. Montrons que υa = ϕE |Ea
, est un isomorphisme.

υa :Ea −→ R

x 7−→ υa(x) = ϕE(x)

On a υa est un morphisme de R-module. En effet,
Soient x, y ∈ Ea et r ∈ R, alors ils existent t, t′ ∈ R tel que x = ta et y = t′a.
On a

υa(x+ y) = ϕE(x+ y) = ϕE(ta+ t′a) = ϕE((t+ t′)a).

D’après la définition de l’application ϕE, on trouve

υa(x+ y) = (t+ t′)ϕE(a) = tϕE(a) + t′ϕE(a) = ϕE(ta) +ϕE(t′a) = ϕE(x) +ϕE(y).
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D’où
va(x+ y) = va(x) + va(y).

De plus, on a
υa(rx) = ϕE(rx) = rϕE(x) = rva(x).

Montrons que υa est bijective. Soient x, y ∈ Ea tel que υa(x) = υa(y) , alors

va(x) = va(y)⇒ ϕE(x) = ϕE(y)

⇒ ϕE(ta) = ϕE(t′a)

⇒ tϕE(a) = t′ϕE(a)

⇒ t.1R = t′.1R

⇒ ta = t′a

⇒ x = y.

D’où υa est injective.
Montrons que va est surjective. On a Imva ⊆ R, donc il suffit de montrer que
R ⊆ Imva. Soit t ∈ R. On a

va(ta) = ϕE(ta) = tϕE(a) = t.1R = t.

Donc il existe x = t.a ∈ Ea tel que va(x) = t, d’où t ∈ va(Ea). Alors R ⊆ Imva.
Donc υa est surjective. D’où υa est bijective.
Comme E est un R-module alors l’application

ϕ∼ : R× E −→ E

(t, x) 7−→ µ(t, x) = t.x

est continue. Cela implique que l’application

v−1
a : R −→ E

t 7−→ t.a

est continue. D’où υa est un homéomorphisme. Alors υa est un isomorphisme de
R-modules topologique.

2. On a ψa = v−1
a ◦ ϕE : E −→ Ea est une application continue surjective, car c’est

la composition de deux applications continues et surjectives. Montrons que ψa est
un morphisme de R-modules. Soient x, y ∈ E, r ∈ R. On a

ψa(x+ y) = υ−1
a (ϕE(x+ y)) = υ−1

a (ϕE(x) + ϕE(y)).
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On a υa : Ea −→ R est un isomorphisme. Donc, ils existent x′, y′ ∈ Ea tel que
υa(x′) = ϕE(x) et υa(y′) = ϕE(y). Donc

υ−1
a (ϕE(x) + ϕE(y)) = υ−1

a (υa(x′) + υa(y′)

= υ−1
a (υa(x′ + y′))

= x′ + y′

= υ−1
a (ϕE(x)) + υ−1

a (ϕE(y))

= ψa(x) + ψa(y).

De plus, on a
ψa(rx) = υ−1

a (ϕE(rx)) = υ−1
a (rϕE(x)).

De la même manière, il existe x′ ∈ Ea tel que υa(x′) = ϕE(x). Donc

υ−1
a (rϕE(x)) = υ−1

a (rυa(x′))

= υa(rϕE(x′))

= υ−1
a (ϕE(rx′))

= υ−1
a (υa(rx′))

= rx′ = rυ−1
a (ϕE(x)).

D’où ψa est un morphisme de R-modules. Montrons que ψa est une application
ouverte. Soit U un ouvert de E. Montrons que ψa(U) est un ouvert de Ea.

ψa(U) = υ−1
a (ϕE(U))

= {x ∈ Ea : υa(x) ∈ ϕE(U)}

= {x ∈ Ea : ϕE(x) ∈ ϕE(U)}

= {x ∈ Ea : x ∈ ϕ−1
E (ϕE(U))}

= Ea ∩ ϕ−1
E (ϕE(U))

= Ea ∩ U.

Or, U est un ouvert de E, alors ψa(U) est un ouvert de Ea, d’où ψa est ouverte.

3. Considérons l’application

ψ : ϕ−1
E (0R)× Ea −→ E

(x, y) 7−→ ψ(x, y) = x+ y

Montrons que cette application est un homéomorphisme. Montrons d’abord que ψ
est un morphisme de R-modules bijective. Vérifions que ϕ−1

E (0R)×Ea est un sous
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module de E×E. Il suffit de montrer que ϕ−1
E (0R) est un sous module de E. On a

ϕE(0E) = ϕ(0R.a) = 0RϕE(a) = 0R.

Donc l’élément neutre 0E ∈ ϕ−1
E (0R). Soient x, y ∈ ϕ−1

E (0) , donc

ϕE(x) = 0R et ϕE(y) = 0R.

Alors
ϕE(x) + ϕE(y) = 0R ⇒ ϕE(x+ y) = 0R.

D’où x+ y ∈ ϕ−1
E (0R). De plus, pour tout x ∈ (ϕE)−1(0R) on a −x ∈ ϕ−1

E (0R). En
effet,

ϕE(0E) = 0R ⇒ ϕE(x− x) = 0R ⇒ ϕE(x) + ϕE(−x) = 0R ⇒ ϕE(−x) = 0R.

D’où ϕ−1
E (0R) est un sous groupe de (E,+). Soit r ∈ R, x ∈ ϕ−1

E (0R) alors

ϕE(r.x) = r.ϕE(x) = r.0R = 0E.

Donc ϕ−1
E (0R) est un sous module de E. Montrons maintenant que ψ est un mor-

phisme de R-modules. Soient (x, y), (x′, y′) ∈ ϕ−1
E (0R)× Ea. Alors

ψ((x, y) + (x′, y′)) = ψ((x+ x′, y + y′)

= (x+ x′) + (y + y′)

= (x+ y) + (x′ + y′)

= ψ(x, y) + ψ(x′, y′).

Soit r ∈ R et (x, y) ∈ ϕ−1
E (0R)× Ea , donc

ψ(r.(x, y)) = ψ(rx, ry) = rx+ ry = r(x+ y) = rψ(x, y).

D’où ψ est bien un morphisme de R-modules. Montrons que ψ est bijective. Pour
montrer que ψ est injective, il suffit de vérifier que kerψ = {(0E, 0E)}. On a

Kerψ = {(x, y) ∈ ϕ−1
E (0R)× Ea : ψ(x, y) = 0E}

= {(x, y) ∈ ϕ−1
E (0R)× Ea : x+ y = 0E}

= {(x, y) ∈ ϕ−1
E (0R)× Ea : x = −y}

= {(−y, y) ∈ ϕ−1
E (0R)× Ea}.

Donc, on a

y ∈ Ea ⇔ ∃t ∈ R : y = t.a et −y ∈ ϕ−1
E (0R)⇔ ϕE(−y) = 0R
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Il résulte que ϕE(y) = 0R, donc

ϕE(t.a) = 0R ⇒ tϕE(a) = 0R ⇒ t = 0R.

D’où y = 0R.a = 0E, alors Kerψ = {(0E, 0E)}, d’où ψ est injective.
Montrons que ψ est surjective. Il suffit de montrer que E ⊆ Imψ = ϕ−1

E (0R) +Ea.

Supposons qu’il existe z ∈ E \ ϕ−1
E (0R) + Ea . Donc

z /∈ ϕ−1
E (0R) + Ea ⇒ z 6= x+ y,∀x ∈ ϕ−1

E (0R),∀y ∈ Ea.

Alors
z 6= x+ t.a,∀x ∈ ϕ−1

E (0R),∀t ∈ R.

Donc, on a

ϕE(z) 6= ϕE(x+ t.a) = ϕE(x) + t.ϕE(a) = 0R + t.1R = t,∀t ∈ R.

absurde. D’où ψ est surjective.

Montrons que ψ est continue. Soit U un ouvert de E, montrons que ψ−1(U) est un
ouvert de ϕ−1

E (0R)× Ea.

ψ−1(U) = {(x, y) ∈ ϕ−1
E (0R)× Ea : ψ(x, y) ∈ U}

= {(x, y) ∈ ϕ−1
E (0R)× Ea : x+ y ∈ U}

= {(x, y) ∈ ϕ−1
E (0R)× Ea : x ∈ U − y et y ∈ U − x}

= (ϕ−1
E (0R) ∩ (U − y))× (Ea ∩ (U − x)).

Comme U est un ouvert de E, donc, U − x et U − y sont des ouverts de E.
Alors (ϕ−1

E (0R) ∩ (U − y)) est un ouvert dans ϕ−1
E (0R) et (Ea ∩ (U − x)) est un

ouvert dans Ea.
Donc ψ−1(U) est un ouvert dans ϕ−1

E (0R)× Ea. D’où ψ est continue.
Montrons que ψ est une application ouverte. Soit Ω × Ω′ un ouvert dans
ϕ−1
E (0R)× Ea. Donc, on a

ψ(Ω× Ω′) = {ψ(x, y)/ (x, y) ∈ Ω× Ω′} = {x+ y/ x ∈ Ω et Ω′} = Ω + Ω′ .

Or, Ω + Ω′ est un ouvert dans E, alors ψ(Ω×Ω′) est ouvert dans E, et donc ψ est
ouverte. D’où ψ est une application continue, bijective et ouverte et donc est un
homéomorphisme.

4. Montrons, par l’absurde, que Ea est fermé dans E. Supposons qu’il existe z dans
Ea \ Ea. Donc
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z ∈ Ea ⇒ ∀U ∈ V(z) : U ∩ Ea 6= ∅

⇒ ∀U ∈ V(z) : ∃x ∈ U et x = t.a, avec t ∈ R . . . (∗)

On a
z /∈ Ea ⇒ ∀t ∈ R : z 6= t.a

Comme E est T1, alors il est aussi séparé. Donc, pour tout t ∈ R ils existent
U0 ∈ V(z) et V ∈ V(t.a) tel que U0 ∩ V = ∅. Ce qui est contradictoire avec (∗).
Donc, Ea = Ea. D’où Ea est fermé dans E.

�



Chapitre 4

Homéomorphismes induits par
isomorphismes d’anneaux des
fonctions

L’objectif de ce chapitre est de présenter deux résultats connues sous les noms de
Théorème de Nagata et Théorème de Gelfand-Kolomogorov. On va montrer qu’un iso-
morphisme d’anneaux (topologiques) des fonctions induit un homéomorphisme entre les
espaces topologiques X et Y. Dans la première section, on va introduire les notions de
tp(E)-équivalence et lp(E)-équivalence et on va montrer que deux espaces topologiques
homéomorphes sont lp(E)-équivalents (tp(E)-équivalents). Dans la deuxième section, on
montre que si les anneaux topologiques Cp(X,E) et Cp(Y,E) sont topologiquement iso-
morphes alors les espaces X et Y sont homéomorphes. Dans la dernière section, on montre
que si X et Y des espaces compacts et si les anneaux Cp(X) et Cp(Y ) sont isomorphes
alors X et Y sont homéomorphes. Les résultats de ce chapitre sont pris de [1],[2] et [4].

4.1 lp(E)-Équivalence et tp(E)-Équivalence

Définition 4.1. Soient R un anneau topologique et E un R-module topologique. Soient
X, Y deux espaces topologiques.

1. On dit que X et Y sont tp(E)-équivalents si les deux espaces topologiques Cp(X,E)
et Cp(Y,E) sont homéomorphes et on note dans ce cas X tp(E)∼ Y.

2. On dit que X et Y sont lp(E)-équivalents si les deux R-modules topologiques Cp(X,E)

60
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et Cp(Y,E) sont linéairement homéomorphes et on note dans ce cas X lp(E)∼ Y.

Remarque 4.2. Si E = R, alors deux espaces lp(E)-équivalents (resp. tp(E)-équivalents)
sont appelés l-équivalents (resp. t-équivalents).

Proposition 4.3. Soient R un anneau topologique et E un R-module topologique. Soient
X et Y deux espaces topologiques de Tychonoff. Si X et Y sont homéomorphes on note
X

h∼ Y et on a
X

h∼ Y ⇒ X
l(E)∼ Y ⇒ X

t(E)∼ Y.

Démonstration. Soit h : Y −→ X un homéomorphisme. Considérons l’application

ϕ : Cp(X,E) −→ Cp(Y,E)

f 7−→ ϕ(f) = f ◦ h

Montrons que ϕ est un homéomorphisme linéaire. Montrons d’abord que ϕ est linéaire
(morphisme de modules).
Soient f1, f2 ∈ C(X,E) et r ∈ R, on a

ϕ(f1 + f2) = (f1 + f2) ◦ h.

Soit g ∈ Cp(Y,E), alors

(f1 + f2)(h(g)) = f1(h(g)) + f2(h(g)).

Donc
(f1 + f2) ◦ h = f1 ◦ h+ f2 ◦ h.

D’où
ϕ(f1 + f2) = ϕ(f1) + ϕ(f2).

Soit f ∈ Cp(X,E) et r ∈ R, alors

ϕ(r.f) = (r.f) ◦ h.

Soit g ∈ Cp(Y,E), donc

((r.f) ◦ h)(g) = (r.f)(h(g)) = r.f(h(g)).

D’où
ϕ(r.f) = r.ϕ(f).
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Alors ϕ est linéaire.
Montrons que ϕ est injective. Soient f, g ∈ C(X,E) tel que ϕ(f) = ϕ(g) alors

f ◦ h = g ◦ h.

Donc
f ◦ h ◦ h−1 = g ◦ h ◦ h−1.

Alors
f = g.

D’où ϕ est injective.

Soit g ∈ C(Y,E) alors il existe f = g ◦ h−1 tel que g = ϕ(f). D’où la surjectivité.

Montrons que ϕ est continue. Soit W = [y, V ] un ouvert dans C(Y,E) avec y ∈ Y et
V ouvert de E. Alors

ϕ−1(W ) = {f ∈ Cp(X,E) : ϕ(f) ∈ W}

= {f ∈ Cp(X,E) : f ◦ h ∈ [y, V ]}

= {f ∈ Cp(X,E) : (f ◦ h)(y) ∈ V }

= {f ∈ Cp(X,E) : f(h(y)) ∈ V }

= {f ∈ Cp(X,E) : f ∈ [h(y), V ]}

= [h(y), V ].

Donc [h(y), V ] est un ouvert de Cp(X,E) donc ϕ est continue. Considérons l’application

ψ : Cp(Y,E) −→ Cp(X,E)

g 7−→ ψ(g) = g ◦ h−1

Montrons que ψ est continue. Soit [x, U ] un ouvert de Cp(X,E) avec x ∈ X et U un
ouvert de E. Donc

ψ−1([x, V ]) = {g ∈ Cp(Y,E) : ψ(g) ∈ [x, U ]}

= {g ∈ Cp(Y,E) : g ◦ h−1 ∈ [x, U ]}

= {g ∈ Cp(Y,E) : g(h−1(x)) ∈ U}

= {g ∈ Cp(Y,E) : g ∈ [h−1(x), U ]}

= [h−1(x), U ].

Donc [h−1(x), U ] est un ouvert dans Cp(Y,E). D’où ψ est continue. De plus, on a

ϕ ◦ ψ = idCp(Y,E) et ψ ◦ ϕ = idCp(X,E).
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Donc ϕ est un homéomorphisme linéaire entre Cp(X,E) et Cp(Y,E). D’où le résultat.

�

4.2 Théorème de Nagata

Soient X un espace topologique, R un anneau topologique et E un R-module topolo-
gique. On définit le sous ensemble de Cp(Cp(X,E), E) suivant :

Lp(X,E) = {α1ξx1 + α2ξx2 + ...+ αnξxn : αi ∈ R, ξxi
∈ eX(X), xi ∈ X,n ∈ N},

où ξxi
est l’application évaluation au point xi ∈ X.

Si F un R-module topologique. On note par Lp(F,E) l’ensemble de toutes les applica-
tions linéaires et continues définies de F dans E. L’ensemble Lp(F,E) est un sous espace
de Cp(F,E).

Proposition 4.4. Soient R un anneau localement simple et X un espace R-Tychonoff.
Alors

Lp(Cp(X,R), R) = Lp(X,R).

Démonstration. Il est clair que Lp(X,R) ⊆ Lp(Cp(X,R), R). Montrons que

Lp(Cp(X,R), R) ⊆ Lp(X,R).

Soit µ ∈ Lp(Cp(X,R), R). Montrons que µ s’écrit de la forme

µ = α1ξx1 + · · ·+ αnξxn ,

avec n ∈ N, ξxi
∈ eX(X), αi ∈ R.

Supposons que µ 6= 0Cp(Cp(X,R),R) et soit f0 ∈ Cp(X,R) l’application nulle, i.e.
f0 ≡ 0Cp(X,R), alors µ(f0) = 0R car µ est linéaire.
Soit U un voisinage de 0R dans R tel que U ne contenant aucun sous-modules de R.
On a µ(f0) = 0R ∈ U. Comme µ est continue, alors il existe W un voisinage ouvert
de f0 dans Cp(X,R) tel que µ(W ) ⊆ U . Donc, ils existent n ∈ N, {x1, ..., xn} ⊂ X et
{V1, ..., Vn} ⊂ TR tel que W =

n⋂
i=1

[xi, Vi].
On a U ∈ V(0R), alors il existe un ouvert V dans R tel que 0R ∈ V ⊆ U. On peut prendre
V1 = V2 = ... = Vn = V. D’où W =

n⋂
i=1

[xi, V ]. Soit g ∈ Cp(X,R) tel que g(xi) = 0R, pour
tout i ∈ {1, ..., n}. Pour tout α ∈ R, on a

(α.g)(xi) = α.g(xi) = 0R ⇒ α.g ∈ W
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⇒ µ(αg) ∈ µ(W ) ⊆ U

⇒ αµ(g) ∈ U,∀α ∈ R.

Donc R.µ(g) ⊆ U. D’après le Lemme 3.19, R.µ(g) est un sous-module de R sur R contenu
dans U. Donc nécessairement Rµ(g) = {0R} et µ(g) = 0R.
Comme X est R-Tychonoff, on peut fixer gi ∈ C(X,R) tel que

gi(xi) = 1R et gi(xj) = 0R pour tout i 6= j.

Posons αi = µ(gi) et considérons µ′ = α1ξx1 + ... + αnξxn . Alors, pour tout g ∈ C(X,R)
on a

µ′(g) = α1ξx1(g) + ...+ αnξxn(g) = α1g(x1) + ...+ αng(xn).

Soit g ∈ Cp(X,R) et posons g′ = g − g(x1)g1 − g(x2)g2 − ...− g(xn)gn. Il est clair que

g′ ∈ Cp(X,R) et g′(xi) = 0R, pour tout i ∈ {1, ..., n}.

Donc µ(g′) = 0R. Comme µ est linéaire, alors on a

µ(g′) = 0R ⇒ µ(g − g(x1)g1 − g(x2)g2 − ...− g(xn)gn) = 0R

⇒ µ(g)− g(x1)µ(g1)− ...− g(xn)µ(gn) = 0R

⇒ µ(g) =
n∑
i=1

g(xi)µ(gi)

⇒ µ(g) =
n∑
i=1

αig(xi) = µ′(g).

Donc µ′ = µ. D’où le résultat. �

Proposition 4.5. Soit R un anneau topologique et soient F , F ′ et E des R-modules
topologiques. Si F et F ′ sont linéairement homéomorphes alors Lp(F,E) et Lp(F ′, E)
sont linéairement homéomorphes.

Démonstration. Supposons qu’il existe un homéomorphisme linéaire de F dans F ′.
Alors d’après la Proposition 4.3 les espaces Cp(F,E) et Cp(F ′, E) sont linéairement ho-
méomorphes. Ce qui implique que Lp(F,E) et Lp(F ′, E) sont linéairement homéomorphes.
D’où le résultat. �

Proposition 4.6. Soient R un anneau, E un R-module topologique et X un espace to-
pologique. Alors pour tout f ∈ Cp(X,E), il existe une application continue unique f̄ dans
Lp(Lp(X,E), E) tel que f = f ◦ eX avec eX : X −→ Lp(X,E) est l’application évaluation
canonique.
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Démonstration. Posons Ef = E pour tout f ∈ Cp(X,E). Par définition, on a

eX(X) ⊆ Lp(X,E) ⊆ ECp(X,E) =
∏

f∈Cp(X,E)
Ef .

Considérons l’application projection

prf
: ECp(X,E) −→ Ef = E

g 7−→ prf
(g) = g(f)

L’application prf
est continue et linéaire. En effet, soit U un ouvert de E. Alors

prf

−1(U) = {g ∈ ECp(X,E) : prf
(g) ∈ U}

= {g ∈ ECp(X,E) : g(f) ∈ U}

= {g ∈ ECp(X,E) : g ∈ [f, U ]}

= [f, U ].

Comme U est ouvert dans E, alors [f, U ] est ouvert dans ECp(X,E), d’où la continuité de
prf
.

Soient g, g′ ∈ ECp(X,E), on a

prf
(g + g′) = (g + g′)(f) = g(f) + g(f ′) = prf

(g) + prf
(g′).

De plus, pour r ∈ R et g ∈ EC(X,E), on a

prf
(rg) = (rg)(f) = r.g(f) = r.prf

(g).

Donc prf
est linéaire.

Soit f̄ = prf |Lp(X,E) : Lp(X,E) −→ E, alors f̄ est continue et linéaire. Soit x ∈ X, alors

(f̄ ◦ eX)(x) = (prf |Lp(X,E) ◦ eX)(x) = prf
(eX(x)) = prf

(ξx) = ξx(f) = f(x).

Donc f̄ ◦ eX = f . Alors

∀f ∈ Cp(X,E),∃f̄ = prf |Lp(X,E) ∈ Lp(Lp(X,E), E) : f = f̄ ◦ eX .

Montrons maintenant l’unicité. Supposons qu’il existe h ∈ Lp(Lp(X,E), E) tel que
f = h ◦ eX . Pour tout x ∈ X, on a

(f̄ ◦ eX)(x) = (h ◦ eX)(x)⇒ f̄(eX(x)) = h(eX(x))⇒ f̄(ξx) = h(ξx).

D’autre part, on a par définition, Lp(X,E) =< eX(X) > . Soit g ∈ Lp(X,E), alors ils
existent n ∈ N, αi ∈ R, xi ∈ X tel que g =

n∑
i=1

αiξxi
. Alors

f̄(g) = f̄(
n∑
i=1

αiξxi
) =

n∑
i=1

αif̄(ξxi
) =

∑
i=1

αih(ξxi
) = h(

n∑
i=1

αiξxi
) = h(g).

Donc f̄ = h. D’où l’unicité. �
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Théorème 4.7. Soient R un anneau, E un R-module topologique et X un espace topolo-
gique. Considérons l’espace eX(X) tel que eX : X −→ Lp(X,E) est l’application évalua-
tion. Alors les R-modules Cp(X,E), Cp(eX(X), E) et Lp(Lp(X,E), E) sont linéairement
homéomorphes.

Démonstration. Soit Ef = E pour tout f ∈ Cp(X,E). On a

eX(X) ⊆ Lp(X,E) ⊆ ECp(X,E) =
∏

f∈Cp(X,E)
Ef .

Considérons l’application projection

prf
: ECp(X,E) −→ E

g 7−→ prf
(g) = g(f)

et soit f̄ = prf |Lp(X,E) : Lp(X,E) −→ E. Les applications prf
et f̄ sont linéaires et

continues. Considérons l’application suivante

ϕ : Cp(X,E) −→ Cp(eX(X), E)

f 7−→ ϕ(f) = f̄|eX(X) = prf |eX(X)

Montrons que ϕ est un homéomorphisme linéaire. Vérifions d’abord que ϕ est bijective.
Soient f, g ∈ Cp(X,E) tel que ϕ(f) = ϕ(g), alors

ϕ(f) = ϕ(g)⇒ f̄|eX(X) = ḡ|eX(X) ⇒ prf |eX(X) = prg |eX(X).

Soit h ∈ eX(X). Alors il existe x ∈ X tel que h = ξx. Donc

prf
(h) = prg(h)⇒ prf

(ξx) = prg(ξx)⇒ ξx(f) = ξx(g)⇒ f(x) = g(x)⇒ f = g.

D’où ϕ est injective.
Montrons maintenant que ϕ est surjective. Soit g ∈ Cp(e(X), E) tel que g = ϕ(f). Donc
g = prf |eX(X). Soient x ∈ X et ξx ∈ eX(X). Alors on a

g(ξx) = prf
(ξx)⇒ g(eX(x)) = ξx(f)⇒ (g ◦ eX)(x) = f(x).

Donc f = g ◦ eX . Alors

∀g ∈ Cp(eX(X), E), ∃f = g ◦ eX ∈ Cp(X,E) : g = ϕ(f).

D’où ϕ est bijective.
Montrons maintenant que ϕ est continue et ouverte. Soit W =

n⋂
i=1

[ξxi
, Vi] un ouvert de

base dans Cp(eX(X), E) avec xi ∈ X et Vi ouvert dans E, pour tout i ∈ {1, ..., n}. Alors
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ϕ−1(W ) = {f ∈ Cp(X,E) : ϕ(f) ∈ W}

= {f ∈ Cp(X,E) : f̄|eX(X) ∈
n⋂
i=1

[ξxi
, Vi]}

= {f ∈ Cp(X,E) : prf |eX(X) ∈ [ξxi
, Vi], i = 1, ..., n.}

= {f ∈ Cp(X,E) : prf
(ξxi

) ∈ Vi, i = 1, ..., n.}

= {f ∈ Cp(X,E) : ξxi
(f) ∈ Vi, i = 1, ..., n.}

= {f ∈ Cp(X,E) : f(xi) ∈ Vi, i = 1, ..., n.}

=
n⋂
i=1

[xi, Vi].

Comme pour tout i ∈ {1, ..., n}, Vi est un ouvert dans E, alors [xi, Vi] est ouvert dans
Cp(X,E). Donc

n⋂
i=1

[xi, Vi] est ouvert dans Cp(X,E). D’où ϕ est continue.

Soit maintenant U =
n⋂
i=1

[xi, Ui] un ouvert de base dans Cp(X,E) et montrons que ϕ est
ouverte. On a

ϕ(U) = {ϕ(f) : f ∈
n⋂
i=1

[xi, Ui]}

= {ϕ(f) : f ∈ [xi, Ui], i = 1, ..., n.}

= {ϕ(f) : f(xi) ∈ Ui, i = 1, ..., n.}

= {ϕ(f) : ξxi
(f) ∈ Ui, i = 1, ..., n.}

= {ϕ(f) : prf
(ξxi

) ∈ Ui, i = 1, ..., n.}

= {ϕ(f) : prf |eX(X) ∈ [ξxi
, Ui], i = 1, ..., n.}

= {ϕ(f) : ϕ(f) ∈ [ξxi
, Ui], i = 1, ..., n.}

=
n⋂
i=1

[ξxi
, Ui].

Comme pour tout i ∈ {1, ..., n}, Ui est un ouvert dans E, alors
n⋂
i=1

[ξxi
, Ui] est ouvert dans

Cp(eX(X), E), d’où ϕ est ouverte. Donc ϕ est un homéomorphisme.
L’application ϕ est linéaire. En effet, pour tout f, g ∈ Cp(X,E), on a

ϕ(f + g) = pr(f+g) |eX(X)
.

Soit x ∈ X et soit ξx ∈ eX(X). Alors

pr(f+g)(ξx) = ξx(f + g) = ξx(f) + ξx(g) = prf
(ξx) + prg(ξx).

Pour tout t ∈ R et f ∈ Cp(X,E), on a ϕ(t.f) = pr(t.f) |eX(X)
. Soit x ∈ X et ξx ∈ eX(X).

Alors
prt.f

(ξx) = ξx(t.f) = t.ξx(f) = t.prf
(ξx).
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Donc
pr(t.f) |eX(X)

= t.prf |eX(X).

D’où ϕ est linéaire.

Donc ϕ est un homéomorphisme linéaire. D’où Cp(X,E) et Cp(eX(X), E) sont homéo-
morphes.
Montrons maintenant que Cp(X,E) et Lp(Lp(X,E), E) sont linéairement homéomorphes.
Considérons l’application

ψ : Cp(X,E) −→ Lp(Lp(X,E), E)

f 7−→ ψ(f) = f̄ = prf |Lp(X,E)

Montrons que ψ est un homéomorphisme linéaire. On montre d’abord que ψ est linéaire.
Soient f, g ∈ Cp(X,E), alors ψ(f + g) = pr(f+g) |Lp(X,E)

. Soit h ∈ Lp(X,E), alors ils

existent xi ∈ X,αi ∈ R tel que h =
n∑
i=1

αiξxi
. Donc on a

h(f+g) =
n∑
i=1

αiξxi
(f+g) =

n∑
i=1

αi(ξxi
(f)+ξxi

(g)) =
n∑
i=1

αiξxi
(f)+

n∑
i=1

αiξxi
(g) = h(f)+h(g).

Donc
prf+g

(h) = prf
(h) + prg(h),

d’où
prf+g

= prf
+ prg ,

alors
ψ(f + g) = ψ(f) + ψ(g).

De plus, pour tout t ∈ R et f ∈ Cp(X,E), on a

ψ(rf) = prf |Lp(X,E).

Soit g ∈ Lp(X,E). Alors g =
n∑
i=1

αiξxi
, avec xi ∈ X,αi ∈ R. On a

prtf
(g) = g(t.f) =

n∑
i=1

αiξxi
(t.f) =

n∑
i=1

tαiξxi
(f) = tg(f) = tprf

(g).

Donc prt.f
= t.prf

. Alors ψ(rf) = rψ(f). D’où ψ est linéaire.
Montrons que ψ est injective. Soient f, g ∈ Cp(X,E) tel que ψ(f) = ψ(g). Alors

prf |Lp(X,E) = prg |Lp(X,E).
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Soit h ∈ Lp(X,E), donc h =
n∑
i=1

αiξxi
, avec xi ∈ X et αi ∈ R. On a

prf
(h) = prg(h)⇒ h(f) = h(g)

⇒
n∑
i=1

αiξxi
(f) =

n∑
i=1

αiξxi
(g)

⇒
n∑
i=1

αif(xi) =
n∑
i=1

αig(xi)

⇒
n∑
i=1

αi(f(xi)− g(xi)) = 0E

⇒
n∑
i=1

αiξxi
(f − g) = 0E

⇒ h(f − g) = 0E.

Comme h est linéaire donc f − g = 0Cp(X,E). D’où f = g. Alors ψ est injective.
De plus, ψ est surjective, car pour tout g ∈ Lp(Lp(X,E), E)), il existe une application
unique f = g ◦ eX tel que g = ψ(f).
Montrons que ψ est continue. Soit W = [g, V ] un ouvert de base de Lp(Lp(X,E), E) avec
g ∈ Lp(X,E) et V ouvert de E. Donc

ψ−1(W ) = {f ∈ Cp(X,E) : ψ(f) ∈ W}

= {f ∈ Cp(X,E) : prf |Lp(X,E) ∈ [g, V ]}

= {f ∈ Cp(X,E) : prf
(g) ∈ V }

= {f ∈ Cp(X,E) : g(f) ∈ V }

= {f ∈ Cp(X,E) : f ∈ g−1(V )}

= g−1(V ).

Comme g ∈ Lp(X,E), alors y est continue et donc, g−1(V ) est un ouvert dans Cp(X,E).
D’où ψ est continue.

Montrons que ψ est ouverte. Soit U = [x, V ] un ouvert de Cp(X,E), avec x ∈ X et V
un ouvert de E. Alors

ψ(U) = {ψ(f) : f ∈ [x, V ] }

= {prf |Lp(X,E) : f(x) ∈ V }

= {prf |Lp(X,E) : ξx(f) ∈ V }
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= {prf |Lp(X,E) : prf
(ξx) ∈ V }

= {prf |Lp(X,E) : prf |Lp(X,E) ∈ [ξx, V ]}

= [ξx, V ] ∩ Lp(Lp(X,E), E).

Comme ξy ∈ Lp(X,E) et V ouvert dans E, donc ψ(U) est un ouvert dans Lp(Lp(X,E), E).
D’où le résultat. �

Remarque 4.8. Si X est un espace R-complètement régulier alors l’application évaluation
eX : X −→ Cp(Cp(X,E), E) est un homéomorphisme sur son image. En effet, comme X
est R-complètement régulier alors, d’après la Proposition 3.15, Cp(X,E) est une famille
séparante et régulière. Le résultat se découle directement de la Proposition 3.11. Dans ce
cas, on peut identifier X avec eX(X).

Théorème 4.9. Soient X, Y deux espaces topologiques R-Tychonoff et R un anneau to-
pologique localement simple. Les espaces Cp(X,R) et Cp(Y,R) sont linéairement homéo-
morphes si et seulement si les espaces Lp(X,R) et Lp(Y,R) sont linéairement homéo-
morphes.

Démonstration. Supposons qu’il existe µ : Lp(Y,R) −→ Lp(X,R) un homéomorphisme
linéaire. Donc d’après la Proposition 4.5 on a Lp(Lp(X,R), R) et Lp(Lp(Y,R), R) sont
linéairement homéomorphes. D’après le Théorème 4.7, on a

Cp(X,R) ' Lp(Lp(X,R), R) et Cp(Y,R) ' Lp(Lp(Y,R), R).

Ce qui implique que
Cp(X,R) ' Cp(Y,R).

Inversement, supposons que Cp(X,R) ' Cp(Y,R). Comme R est localement simple et
X, Y sont R-Tychonoff, d’après la Proposition 4.4, on a

Lp(Cp(X,R), R) = Lp(X,R) et Lp(Cp(Y,R), R) = Lp(Y,R).

Comme Cp(X,R) ' Cp(Y,R) alors

Lp(Cp(X,R), R) ' Lp(Cp(Y,R), R).

D’où
Lp(X,R) ' Lp(Y,R).

�
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Soit X un espace topologique et E un R-module topologique. Pour n ≥ 1 , on définit
l’ensemble suivant :

Lp,n(X,E) = {α1ξx1 + α2ξx2 + ...+ αnξxn : ξxi
∈ eX(X), αi ∈ R, i ≤ n}.

Il est clair que Lp,n(X,E) ⊆ Lp,n+1(X,E) pour tout n.

Lp(X,E) =
⋃
{Lp,n(X,E)/ n ∈ N}.

Proposition 4.10. L’application pn : Rn ×Xn −→ Lp,n(X,E), avec

pn(α1, α2, ..., αn, x1, x2, ..., xn) = α1eX(x1) + α2eX(x2) + ...+ αneX(xn)

est une application continue de Rn ×Xn sur Lp,n(X,E).

Soit R un anneau topologique simple et soit X un espace R-Tychonoff. Fixons un
certain n ∈ N.

Définition 4.11. Soit µ l’application suivante

µ : C(X,R) −→ Rn

f 7−→ µ(f) = (µ1(f), ..., µn(f))

avec µi : C(X,R) −→ R, pour i = {1, ..., n}.
L’application µ est dite multiplicative si elle est linéaire et vérifie µ(fg) = µ(f)µ(g) pour
toutes f, g ∈ Cp(X,R).

Remarque 4.12. Si l’application

µ : C(X,R) −→ Rn

f 7−→ µ(f) = (µ1(f), ..., µn(f))

est multiplicative alors, pour tout i ∈ {1, ..., n}, µi : C(X,R) −→ R est multiplicative. i.e.
µi est linéaire et vérifie µi(fg) = µi(f)µi(g) pour toutes f, g ∈ C(X,R).

Notons par I(p,n)(X,R) = {µ ∈ Lp(C(X,R), Rn) : µ 6= 0 et µ est multiplicative}.

Théorème 4.13. Soient X un espace R-Tychonoff et R un anneau simple. Alors les
espaces Xn et I(p,n)(X,R) sont homéomorphes.

Démonstration. Montrons d’abord que I(p,n)(X,R) = (I(p,1)(X,R))n.
Soit 1Rn = (1R, 1R, ..., 1R) l’élément neutre de Rn. Pour tout i ≤ n, on pose

Ri = {(x1, x2, ..., xn) ∈ Rn : xj = 0R,∀j 6= i}.
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Ri est un sous anneau de Rn d’élément neutre 1i = (0R, ..., 1R, 0R, ..., 0R). Il est clair que
R et Ri sont topologiquement isomorphes. Considérons maintenant l’application

pi : Rn −→ Ri

(x1, x2, ..., xn) 7−→ 1i.(x1, x2, ..., xn)

Montrons que pi est continue. Soit U = ∏n
j=1 Uj ∩ Ri un ouvert de Ri, avec

∏n
j=1 Uj est

un ouvert de R. Alors

pi
−1(U) = {(x1, ..., xn) ∈ Rn : pi(x1, ..., xn) ∈ U}

= {(x1, ..., xn) ∈ Rn : 1i.(x1, ..., xn) ∈ (
n∏
j=1

Uj) ∩Ri}

= {(x1, ..., xn) ∈ Rn : (0R, ..., xi, ..., 0R) ∈ (
n∏
j=1

Uj) ∩Ri}

=
n∏
j=1

Ωj.

Avec

Ωj =


Ωj = Ui si j = i,

Ωi = R si j 6= i.

Donc ∏n
i=1 Ωi est un ouvert élémentaire de Rn. D’où pi est continue.

Montrons que pi est ouverte. Soit W =
n∏
j=1

Wj un ouvert de Rn tel que Wj est un ouvert
dans R, pour tout j. On a

pi(W ) = {pi(x1, ..., xn) : (x1, ..., xn) ∈ W}

= {1i.(x1, ..., xn) : (x1, ..., xn) ∈
n∏
j=1

Wj}

= {(0R, ..., xi, 0R, ...., 0R) : (x1, ..., xn) ∈
n∏
j=1

Wj}

=
n∏
j=1

Wj ∩Ri.

Donc
n∏
j=1

Wj ∩Ri est ouvert dans Ri, d’où pi est une application ouverte.

Montrons que pi est multiplicative. Soient x = (x1, ..., xn), x′ = (x′1, ..., x′n) ∈ Rn. Alors

pi(x.x′) = 1i.(x1.x
′
1, ..., xn.x

′
n)

= (0R, ..., xi.x′i, 0R, ..., 0R)

= (0R, ..., xi, 0R, ..., 0R).(0R, ..., x′i, 0R, ..., 0R)

= pi(x).pi(x′).
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D’où pi est multiplicative.
Montrons que pi est linéaire. Soient x = (x1, ..., xn) et x′ = (x′1, ..., x′n) ∈ Rn.
On a

pi(x+ x′) = pi((x1 + x′1, ..., xn + x′n))

= 1i.(x1 + x′1, ..., xn + x′n)

= 1i.(x1, ..., xn) + 1i(x′1, ..., x′n)

= pi(x) + pi(x′).

Soit r ∈ R et x = (x1, ..., xn) ∈ Rn. Alors

pi(r.x) = pi(r.x1, ..., r.xn)

= 1i.(r.x1, ..., r.xn)

= (0R, ..., r.xi, 0R, ..., 0R)

= r.(0R, ..., xi, ..., 0R)

= r.pi(x).

Donc pi est linéaire.
Soit µ ∈ I(p,n)(X,R). Considérons l’application

πi : I(p,n)(X,R) −→ I(p,1)(X,R)

µ 7−→ πi(µ) = pi ◦ µ = µi

Il est clair que πi(µ) = µi ∈ I(p,1)(X,R), pour tout i ∈ {1, ..., n}. Donc µ ∈ (I(p,1)(X,R))n.
De plus, si µ ∈ (I(p,1)(X,R))n, avec µ = (µi)i=1,...,n, alors µi ∈ I(p,1)(X,R) pour tout
i ∈ {1, ..., n}. Donc

I(p,n)(X,R) = (I(p,1)(X,R))n

On pose Ip(X,R) = I(p,1)(X,R). Montrons d’abord que Ip(X,R) = eX(X). Soit x ∈ X
alors ξx ∈ Lp(X,R). De plus, pour toutes f, g ∈ Cp(X,R) on a

ξx(f.g) = (f.g)(x) = f(x).g(x) = ξx(f).ξx(g).

Donc ξx est multiplicative. D’où ξx ∈ Ip(X,R).
Soit µ ∈ Ip(X,R) alors ils existent n ≥ 1, αi ∈ R\{0R}, xi ∈ X tel que

µ = α1.ξx1 + · · ·+ αnξxn .

Comme R est un anneau commutatif simple, alors il existe βi ∈ R\{0R} tel que

αi.βi = 1R.
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Or, X est R-Tychonoff, on peut fixer pour tout i ≤ n, fi ∈ Cp(X,R) tel que fi(xi) = βi

et fi(xj) = 0R pour tout j 6= i. On a

µ(fi) = α1ξx1(fi) + · · ·+ αnξxn(fi) = α1fi(x1) + · · ·+ αnfi(xn) = αiβi = 1R.

Supposons que n ≥ 2. Il est clair que f1.f2 = f0, tel que f0 est l’application nulle dans
Cp(X,R). Comme µ est linéaire, alors

µ(f1.f2) = µ(f0) = 0R . . . (∗)

D’autre part, on a
µ(f1.f2) = µ(f1).µ(f2) = 1R.1R = 1R.

Ce qui est contradictoire avec (∗). Donc n = 1 et on a µ = α1.ξx1 .

Supposons que α1 6= 1R, donc β1 6= 1R. Mais on a

β1 = 1R.β1 = α1.β1β1 = α1(f1.f1)(x1) = µ(f1.f1) = µ(f1).µ(f1) = 1R.1R = 1R

contradiction avec β1 6= 1R. Donc α1 = β1 = 1R et µ = ξx1 ∈ eX(X). Alors

eX(X) = Ip(X,R).

Or, X et eX(X) sont homéomorphes alors X est homéomorphe à Ip(X,R). �

Théorème 4.14. Si les anneaux Cp(X,R) et Cp(Y,R) sont topologiquement isomorphes
alors les espaces X et Y sont homéomorphes.

Démonstration. Supposons qu’il existe un isomorphisme d’anneaux topologiques ϕ de
Cp(Y,R) dans Cp(X,R). Il suffit de montrer que ϕ induit un homéomorphisme entre
Ip(X,R) et Ip(Y,R). Considérons l’application

φ : Ip(X,R) −→ Ip(Y,R)

f 7−→ f ◦ ϕ

L’application φ est bien définie. En effet, soient f, g ∈ Ip(X,R) tel que f = g. Donc

f = g ⇒ f ◦ ϕ = g ◦ ϕ⇒ φ(f) = φ(g).

De plus, φ(f) ∈ Ip(Y,R), car φ(f) 6= 0. Et pour toutes h, g ∈ Cp(Y,R), on a

φ(f)(h.g) = f ◦ϕ(h.g) = f(ϕ(h.g)) = f(ϕ(h).ϕ(g)) = f(ϕ(h))f(ϕ(g)) = φ(f)(h).φ(f)(g).
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D’où φ(f) est multiplicative et donc φ(f) ∈ Ip(Y,R). Montrons que φ est un homéo-
morphisme. On montre d’abord que φ est bijective. Soient f1, f2 ∈ Ip(X,R) tels que
φ(f1) = φ(f2), donc

φ(f1) = φ(f2)⇒ f1 ◦ ϕ = f2 ◦ ϕ⇒ f1 = f2.

D’où φ est injective. Et pour tout g ∈ Ip(Y,R), il existe f = g ◦ ϕ−1 ∈ Ip(X,R) tel que
g = φ(f). D’où φ est bijective.
Montrons que φ est continue. Soit Ω = [h, V ] ∩ Ip(Y,R) un ouvert dans Ip(Y,R) avec
h ∈ Cp(Y,R) et V ouvert de R. Donc

φ−1(Ω) = {f ∈ Ip(X,R) : φ(f) ∈ Ω}

= {f ∈ Ip(X,R) : f ◦ ϕ ∈ [h, V ] ∩ Ip(Y,R)}

= {f ∈ Ip(X,R) : f ∈ [ϕ(h), V ]}

= [ϕ(h), V ] ∩ Ip(X,R).

Comme ϕ est un isomorphisme, alors ϕ(h) ∈ Cp(X,R). Donc [ϕ(h), V ] est un ouvert dans
Ip(X,R). D’où φ est continue.
Montrons que φ est ouverte. Soit Ω′ = [g, U ] ∩ Ip(X,R) un ouvert de Ip(X,R), avec
g ∈ Cp(X,R) et U un ouvert de R. Donc, il existe h ∈ Cp(Y,R) tel que g = ϕ(h).
On a

φ(Ω′) = {φ(f) : f ∈ Ω′}

= {φ(f) : f ∈ [ϕ(h), U ] ∩ Ip(X,R)}

= {φ(f) : f(ϕ(h)) ∈ U}

= {φ(f) : f ◦ ϕ ∈ [h, U ]}

= [h, U ] ∩ Ip(Y,R).

Donc φ(Ω′) et un ouvert dans Ip(Y,R). D’où φ est ouverte. Donc Ip(X,R) et Ip(Y,R) sont
homéomorphes et d’après le Théorème 4.13, X et Y sont homéomorphes. �

Remarque 4.15. Si R = R dans le Théorème 4.14, on obtient le Théorème de Nagata.

4.3 Théorème de Gelfand-Kolmogorov

Proposition 4.16. Soit X un espace complètement régulier. Alors, pour tout homomor-
phisme non trivial h : C(X) −→ R et pour toute application constante fc : X −→ R
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définie par fc(x) = c pour tout x ∈ X, on a

h(fc) = c, ∀c ∈ R.

Démonstration. Soit X un espace complètement régulier. Et considérons l’ensemble
C(X) comme anneau unitaire muni des lois d’addition et multiplication usuelles. On note
par 1̄ l’élément neutre de l’anneau C(X) par rapport à la multiplication.
Montrons que h(fc) = c sur trois étapes. Premièrement, pour tout c ∈ Z, ensuite pour
tout q ∈ Q, finalement, pour c ∈ R.

Soit h : C(X) −→ R un homomorphisme d’anneaux non trivial alors

h(1̄) = 1.

Soit x ∈ X alors
fn(x) = n = 1 + ...+ 1 = 1̄(x) + ...+ 1̄(x)︸ ︷︷ ︸

nfois

.

Donc
fn = 1̄ + ...+ 1̄︸ ︷︷ ︸

nfois

.

Alors
h(fn) = h(1̄ + ...+ 1̄) = h(1̄) + ...+ h(1̄) = 1 + ...+ 1︸ ︷︷ ︸

nfois

= n.

Donc
h(fn) = n, ∀n ∈ Z.

Montrons que h(fr) = r pour tout rationnel r ∈ Q. Soit r ∈ Q alors ils existent (p, q)
dans Z× Z∗ tel que r = p

q
. Alors, pour x ∈ X on a

fp/q(x) = p

q
= fp(x).f1/q(x).

Donc
h(fr) = h(fp/q) = h(fp.f1/q) = h(fp).h(f1/q).

Montrons d’abord que h(f1/q) = 1
q
,∀q ∈ Z∗. On a

h(1̄) = 1⇒ h(fq.(fq)−1) = 1

⇒ h(fq).h((fq)−1) = 1

⇒ q.h((fq)−1) = 1
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⇒ h((fq)−1) = 1
q
.

De plus, pour tout q ∈ Z∗, on a (fq)−1 = f1/q. En effet, pour tout x ∈ X on a

1̄(x) = 1⇒ ((fq)−1.fq)(x) = 1

⇒ (fq)−1(x).fq(x) = 1

⇒ (fq)−1(x).q = 1

⇒ (fq)−1(x) = 1
q

= f1/q(x).

Alors
h((fq)−1) = h(f1/q) = 1

q
,∀q ∈ Z∗.

Donc h(r) = h(fp).h(f1/q) = p.(1
q

) = r. D’où le résultat.

Montrons maintenant que h(fc) = c pour tout réel c ∈ R. Premièrement, on montre
qu’il existe un isomorphisme d’anneaux entre K l’ensemble de toutes les applications
constantes définies de X dans R et l’anneau R. Considérons l’application

f : R −→ K

c 7−→ fc

Il est clair que f est un homomorphisme d’anneaux. Soient c, c′ ∈ R tel que f(c) = f(c′)
alors fc = fc′ . Donc pour tout x ∈ X on a

fc(x) = fc′(x)⇒ c = c′.

D’où f est injective. Soit g ∈ K tel que g(x) = y0 pour tout x ∈ X, alors il existe
c = y0 ∈ R tel que g = f(c). D’où la surjectivité. Considérons l’application

ψ : R −→ R

c 7−→ ψ(c) = (h ◦ f)(c) = h(fc)

Comme h et f sont des morphisme d’anneaux donc ψ est un morphisme d’anneau. Soient
c, d ∈ R tel que c ≤ d alors d− c ≥ 0 donc, il existe a ∈ R tel que d− c = a2. Donc

ψ(d)− ψ(c) = ψ(a2)

alors
ψ(d− c) = (ψ(a))2 ≥ 0
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d’où
ψ(c) ≤ ψ(d) . . . (∗)

Il résulte que ψ(c) = c pour tout c ∈ R. En effet, supposons qu’il existe b ∈ R tel que
ψ(b) 6= b. Comme Q est dense dans R, alors il existe q ∈ Q tel que b ≤ q ≤ ψ(b). D’après
(∗) on a

ψ(b) ≤ ψ(q) = (h ◦ f)(q) = h(f(q)) = h(fq) = q

alors ψ(b) ≤ q. Mais on a q ≤ ψ(b), donc ψ(b) = q = ψ(q) alors b = q ce qui est absurde.
D’où ψ(c) = c,∀c ∈ R donc

(h ◦ f)(c) = h(f(c)) = h(fc) = c,∀c ∈ R.

D’où le résultat. �

Proposition 4.17. Soit X un espace complètement régulier. Fixons arbitrairement x0 un
point dans X. Alors l’ensemble Ix0 = {f ∈ Cp(X) : f(x0) = 0} forme un idéal propre de
l’anneau C(X). Si de plus X est un espace compact alors tout idéal propre J de Cp(X) est
contenu dans un idéal constitué de fonctions de Cp(X) qui s’annulent à un point arbitraire
x ∈ X.

Démonstration. Montrons d’abord que Ix0 est un idéal propre de Cp(X). Il est clair
que Ix0 est un sous groupe de Cp(X). Soient f ∈ Ix0 et g ∈ Cp(X). Alors

(f.g)(x0) = f(x0).g(x0) = 0.

Donc f.g ∈ Ix0 . D’où Ix0 est un idéal de Cp(X).
Comme X est complètement régulier alors il existe f ∈ Cp(X) tel que f(x0) 6= 0. Donc
f /∈ Ix0 . D’où Ix0 est un idéal propre de Cp(X).

Montrons maintenant la deuxième partie, supposons que J est un idéal propre de
Cp(X) et soit f ∈ J .
L’ensemble f−1(0) est non vide, car si f−1(0) = ∅ on aura f(x) 6= 0, pour tout x ∈ X.
Donc 1

f
∈ Cp(X). Comme J est un idéal alors f.( 1

f
) ∈ J donc 1̄ ∈ J d’où J = Cp(X) ce

qui est absurde car J est propre.
Soit l’ensemble Z(f) = {x ∈ X : f(x) = 0} = f−1(0). L’ensemble Z(f) est fermé car {0}
est fermé dans R et f est continue. Soient f1, ..., fn ∈ J alors f =

n∑
i=1

f 2
i ∈ J , car J est

idéal. D’après ce qui précède Z(f) = f−1(0) 6= ∅ et on a

Z(f) = {x ∈ X : f(x) = 0}
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= {x ∈ X :
n∑
i=1

f 2
i (x) = 0}

= {x ∈ X : f1
2(x) + f2

2(x) + ...+ fn
2(x) = 0}

= {x ∈ X : fi(x) = 0, i = 1, ..., n.}

=
n⋂
i=1
{fi−1(0)}

=
n⋂
i=1

Z(fi).

Donc la famille {Z(f), f ∈ J} est une famille centrée de fermés et comme X est compact
alors ⋂

{Z(f) : f ∈ J} 6= ∅.

Soit x0 ∈
⋂{Z(f) : f ∈ J}. Alors on a f(x0) = 0 pour tout f ∈ J donc J ⊆ Ix0 . �

Proposition 4.18. Soit X un espace compact et soit J un idéal maximal propre de Cp(X).
Alors il existe x0 ∈ X tel que J = Ix0 . Par conséquent tout idéal maximal de Cp(X) est
fermé.

Démonstration. Comme J est un idéal propre alors d’après la Proposition 4.17, il existe
x0 ∈ X tel que J ⊆ Ix0 . Or, J est maximal alors nécessairement J = Ix0 . Remarquons
que Ix0 = ξ−1

x0 (0) avec ξx est l’application évaluation. Comme ξx0 est continue et {0} est
fermé dans R alors ξ−1

x0 ({0}) est fermé dans Cp(X). �

Proposition 4.19. Soit X un espace compact. Soit H(X) l’ensemble de tous les homo-
morphismes non nuls définies de Cp(X) dans R. Alors H(X) = eX(X).

Démonstration. Considérons l’application évaluation canonique

eX : X −→ Cp(Cp(X))

x 7−→ ξx

On peut facilement montrer que pour x ∈ X, ξx : Cp(X) −→ R est un homomorphisme
d’anneaux. Donc eX(X) ⊆ H(X). Montrons maintenant que H(X) ⊆ eX(X).
Soit h ∈ H(X). Comme R est un corps alors le noyau h−1(0) est un idéal maximal de
Cp(X). Donc il existe x0 ∈ X tel que h−1(0) = Ix0 . Soit f ∈ Cp(X) et posons f(x0) = c0.
Considérons l’application constante fc0 : X −→ R avec fc0(x) = c0. Alors

(f − fc0)(x0) = f(x0)− fc0(x0) = c0 − c0 = 0.
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Donc f − fc0 ∈ Ix0 = h−1(0). D’où h(f − fc0) = 0. Comme h est un morphisme
d’anneaux alors h(f)− h(fc0) = 0, ce qui implique que

h(f) = h(fc0) = c0 = f(x0).

On a montré que h(f) = f(x0) pour tout f ∈ Cp(X), alors h(f) = ξx0(f) pour tout
f ∈ Cp(X). Donc pour tout homomorphisme h ∈ H(X), il existe x0 ∈ X tel que h = ξx0 .
D’où H(X) = eX(X). D’après la Proposition 3.11 H(X) est homéomorphe à X. �

Théorème 4.20. (Théorème de Gelfand-Kolmogorov)
Soient X, Y deux espaces compacts et soit h : C(X) −→ C(Y ) un isomorphisme d’anneaux
alors, X et Y sont homéomorphes.

Démonstration. D’après la Proposition 4.19, on a H(X) ' X (H(Y ) ' Y ), donc il suf-
fit de montrer que l’isomorphisme entre C(X) et C(Y ) induit un homéomorphisme entre
les deux anneaux H(X) et H(Y ). Sachant que H(X) (H(Y ) ) est muni de la topologie
induite de la topologie produit de C(X).
Soit ϕ : C(X) −→ C(Y ) un isomorphisme d’anneaux algébrique. Considérons l’applica-
tion

ψ : H(X) −→ H(Y )

h 7−→ ψ(h) = h ◦ ϕ−1

Montrons que ψ est un homéomorphisme. Soient h1, h2 ∈ H(X) tel que ψ(h1) = ψ(h2).
Alors h1 ◦ ϕ−1 = h2 ◦ ϕ−1, donc h1 = h2. D’où ψ est injective. Soit g ∈ H(Y ) tel que
g = ψ(h) alors, il existe h = g ◦ ϕ tel que g = ψ(h). D’où ψ est surjective.
Montrons que ψ est continue. Soit W un ouvert de base de H(Y ). Alors

W = [f, V ] ∩H(Y )

avec f ∈ C(X) et V ouvert dans R. Alors

ψ−1(W ) = {h ∈ H(X) : ψ(h) ∈ W}

= {h ∈ H(X) : h ◦ ϕ−1 ∈ [f, V ]}

= {h ∈ H(X) : (h ◦ ϕ−1)(f) ∈ V }

= {h ∈ H(X) : h(ϕ−1(f)) ∈ V }

= {h ∈ H(X) : h ∈ [ϕ−1(f), V ]}
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= H(X) ∩ [ϕ−1(f), V ].

D’où ψ−1(W ) est un ouvert de H(X). Montrons que ψ est une application bijective et
que l’application inverse est continue. Considérons l’application

ψ−1 : H(Y ) −→ H(X)

g 7−→ ψ−1(g) = g ◦ ϕ

De la même manière que ψ, on montre que ψ−1 est continue. De plus, on a

(ψ ◦ ψ−1)(h) = ψ(ψ−1(h)) = ψ(h ◦ ϕ) = h ◦ ϕ ◦ ϕ−1 = h,∀h ∈ H(Y ).

Donc ψ ◦ ψ−1 = idH(Y ). De la même manière, on trouve ψ−1 ◦ ψ = idH(X). D’où ψ

est bijective et donc est un homéomorphisme entre H(X) et H(Y ). Donc X et Y sont
homéomorphes. D’où le résultat. �
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Résumé

Dans ce mémoire on s’intéresse à l’étude de l’espace des applications conti-

nues définies d’un espace topologique X dans un espace (R-module) topo-

logique E muni de la topologie de la convergence simple, noté Cp(X,E).

On montre que si E est un module topologique sur un anneau R alors

l’espace Cp(X,E) est aussi un R-module topologique. Par la suite, on défi-

nit l’application évaluation canonique et on donne quelques propriétés. Ceci

va nous permettre de donner des critères pour que deux espaces topolo-

giques soient homéomorphes. Pour cela on expose deux théorèmes connues.

Le Théorème de Nagata et le Théorème de Gelfand-Kolmogorov.

Abstract

In this thesis we focus on the study of the space of continuous mappings

defined from a topological space X to a topological space (R-module) E

endowed with the topology of pointwise convergence, denoted by Cp(X,E).

We show that if E is a topological R-module then the space Cp(X,E) is also

a topological R-module. Then, we define the canonical evaluation mapping

and give some properties. This will allow us to give criteria for two topolog-

ical spaces to be homeomorphic. Two well-known theorems are exhibited;

Theorem of Nagata and Theroem of Gelfand-Kolmogorv.


