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Notations et abréviations 4

Notations et abréviations

Ω est un domaine de Rd (d = 2 ou 3).

Γ la frontière de Ω supposée régulière .

mes(Γ) la mesure de Lebesgue de Γ.

ν La normale unitaire sortante à Γ.

Sd L’espace des matrices symétrique d’ordre d.

R R ∪ {−∞,+∞}.
C([0, T ], H) espace des fonctions continues de [0,T] à valeurs dans H .

‖·‖C([0,T ],H) La norme de C([0, T ], H).

H un espace de Hilbert.

〈·, ·〉 le produit scalaire de H.

‖ . ‖ la norme de H.

L2([0, T ], H) espace des applications essentiellement bornées définies sur [0, T ]

à valeurs dansH.

(·, ·) les crochets de dualités.

p.p presque par tout.

int(C) intérieur d’un ensembleC.

adh(C) adhérence d’un ensembleC.

C− le cône polaire négatif d’un ensembleC.

C⊥ le sous-espace orthogonal d’un ensembleC.

ιC(·) la fonction caractéristique d’un ensembleC.

5f(x0) le gradient de f au point x0.

Div(f) la divergence de la fonction f.

B boule unité fermée .

⇀ convergence faible.

s.c.i semi-continue inférieurement.

s.c.s semi-continue supérierement.



Introduction

Ce mémoire est dévolu à l’étude d’inclusions différentielles associées à des

cônes normaux. ce type de problème a été introduit a 1971 dans un célèbre exposé

de J.J.Moreau. En effet, dans [20], ce dernier a introduit et a étudié minutieusement le

problème suivant qui est connu sous le nom de processus de rafle : u′(t) ∈ −NC(t)(u(t)) p.p sur [0, T ],

u(0) = u0 ∈ C(0),

où NC(t)(u(t)) et le cône normal au sens de l’analyse convexe à l’ensemble convexe C(t)

au point u(t).

Pour interpréter le mécanisme décrit par ce problème , on suppose que u(t) se trouve

à l’ensemble C(t) a ce point est réduit à zéro et donc, la vitesse du point est nulle ,

c-à-d le point ne bouge pas. par contre, tout contact du point u(t) avec la frontière de

l’ensemble C(t) produit un choc qui repousse ce première avec une vitesse opposée à la

normale à l’ensemble. En résume, le problème décrit le mouvement d’un ensemble qui

traîne un point.

Il intervient dans beaucoup de domaine comme dans l’élastoplasticité, en contrôle op-

timale, en médecine avec la modélisation de canaux de médicaments, en modélisation

de mouvement de foule, de circuit électrique, etc...

Récemment, dans [3], les auteurs ont proposé une nouvelle variante du processus de

rafle avec des contraintes sur la vitesse : A1u
′(t) + A0u(t)− f(t) ∈ −NC(t)(u

′(t)) p.p sur [0, T ],

u(0) = u0,

A0, A1 : H −→ H sont deux opérateurs linéaires bornés. Ils ont montré le caractère

bien posé pour cette variante sous la bornitude de C. Des applications sur les circuits

5
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électriques non-réguliers ont été fourni. Le cas des contraintes non bornées C a été

relaxé dans [5]. Poursuivre l’idée, une autre variante du processus de rafle implicite a

été introduit et étudier dans [3] : u′(t) ∈ −NC(t)(Au
′(t) +Bu(t)) p.p sur [0, T ],

u(0) = u0,

avec condition de compatibilité :

Bu0 ∈ C(0).

où A,B : H −→ H sont deux opérateurs linéaires, bornés.

Dans ce mémoire, nous nous intéressons à une généralisation de la variante

étudiée dans [2] dans le cas d’un ensemble mobile dépendant de l’État u′(t) ∈ −NC(t,u(t))(Au
′(t) +Bu(t)) p.p sur [0, T ],

u(0) = u0,

sans recourir à aucune hypothèse de compacité, ce qui est connu pour être un problème

ouvert. La condition de viabilité initiale supplémentaire Bu0 ∈ C(0) n’est plus requise

ici, ce qui permet une vitesse initiale différente de zéro. L’ensemble des contraintes est

censé se déplacer d’une manière absolument continue en ce qui concerne le temps et

Lipschitz continue par rapport à l’État. Le cône normal à l’ensemble mobile est supposé

être hypomonotone-like (Voir l’hypothèse 2 pour la définition). Mentionnons que la

classe des cartes à valeur définie satisfaisant cette dernière propriété est très grande

pour les applications (voir lemmes 2.1.1, 2.1.2 pour plus de détails).

Pour conclure cette introduction, nous mentionnons que le présent travail peut être

considéré comme une amélioration et une extension de la recherche initiée par les

auteurs dans [2]. En fait, la technique utilisée dans le présent document diffère de

celle employée dans [2]. La preuve ici est basée sur une discrétisation temporelle im-

plicite combinée avec la construction d’une suite de Cauchy par interpolation linéaire

qui converge fortement vers une solution unique de (2.5). De toute évidence, l’unicité

d’une solution, ainsi que la convergence forte des solutions approximatives à la solu-

tion unique, obtenue dans cet mémoire, sont des propriétés importantes, comparées à

la convergence faible d’une sous-suite obtenue en [2, 3, 5]. Notez que la condition de

compatibilité (2.4) n’est plus nécessaire ici, qui est en concordance avec le résultat ob-

tenu en [25] pour le problème de contact avec frottement quasi-statique (voir théorème

10,3 page 193 et Remarque 4,6 dans [2]). Tous les résultats de ce mémoire sont dûs

aux auteurs de [1] Le document est organisé comme suit. Nous rappelons dans le cha-

pitre 1 quelques notations de base, des définitions et des résultats qui sont utilisés dans
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tout le mémoire. Dans le chapitre 2, le caractère bien-posé de (2.5) est soigneusement

étudié en utilisant une discrétisation temporelle implicite. Une application au problème

de contact avec frottement quasi-statique est donnée dans le chapitre 3 .



Chapitre 1
Concepts de base et résultats

préliminaires

Dans ce chapitre nous allons introduire tous les résultats et les notions qui nous

seront très utiles tout au long de ce mémoire. On commence par quelques notations,

puis nous présentons quelques concepts d’analyse convexe et d’analyse fonctionnelle.

1.1 Ensembles convexes

Définition 1.1.1 (Ensembles convexes). Un sous-ensemble C de H est dit convexe si

∀x, y ∈ C ∀λ ∈ [0, 1] : λx+ (1− λ)y ∈ C.

FIGURE 1.1 – A convexe, B non convexe.

Exemple 1.1.1.

8
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1. H et ∅ sont convexes.

2. Les convexes de R sont les intervalles de R.

3. Une boule ouverte ou fermée est convexe.

1.2 Fonctions convexes

Définition 1.2.1 (Domaine effectif). Soient H un espace de Hilbert et une fonction J :

H −→ R. On appelle domaine effectif de J l’ensemble défini par :

domJ := {x ∈ H : J(x) < +∞}.

Définition 1.2.2 (Fonction propre). La fonction J est dit propre si domf 6= ∅.
et J(x) 6= −∞, ∀x ∈ H.

Définition 1.2.3 (Fonction convexe). On dit qu’une fonction J : H −→ R est convexe si

pour tout x, y ∈ domJ et pour tout t ∈ [0, 1] on a :

J(tx+ (1− t)y) ≤ tJ(x) + (1− t)J(y).

Exemple 1.2.1. Soient B : H −→ H une application linéaire symétrique et une fonction

f : H −→ R définie par f(x) =< Bx, x > alors :

B est semi-définié positive si et seulement si f est convexe.

Définition 1.2.4 (Épigraphe). On appelle épigraphe d’une fonction J : H −→ R l’en-

semble défini par :

epiJ := {(x, t) ∈ H × R : J(x) ≤ t}.

FIGURE 1.2 – Exemples Épigraphe des fonctions usuelles.
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propriété 1.2.1.

1. J est convexe si et seulement si son épigraphe est fermé dans H × R.

2. Si J1 et J2 sont des fonctions convexes, alors J1 + J2 est convexe.

3. (Ji)i∈I est une famille de fonctions convexe alors l’enveloppe supérieure des (Ji)

est convexe c’est-à-dire la fonction J définie par :

J(x) = sup
i∈I

Ji(x)

est convexe.

1.3 Topologie faible

Soient E un espace de Banach et E ′ son dual topologique i.e., E ′ = {f : E −→
R, f linéaire continue} tel que pour tout f ∈ E ′,

‖f‖E′ = sup
x∈E
‖x‖≤1

|〈f, x〉| .

On désigne par ϕf : E −→ R l’application définie par ϕf (x) = 〈f, x〉 . Lorsque f décrit

E ′ on obtient une famille (ϕf )f∈E′ d’applications de E dans R.

Définition 1.3.1. La topologie faible σ(E,E′) sur E est la topologie la moins fine sur E

(avec le minimum d’ouverts) rendant continues toutes les applications (ϕf )f∈E′ .

Définition 1.3.2. On dit qu’une suite (xn)n est converge vers x pour la topologie faible

(xn
n→∞
⇀ x) si et seulement si (f, xn)

n→∞−→ (f, x) ,∀f ∈ E ′.

Remarque 1.3.1. Si E est un espace de Hilbert donc on peut identifier E ′ par E, alors

xn
n→∞
⇀ x⇔ 〈y, xn〉

n→∞−→ 〈y, x〉 ,∀y ∈ E .

où 〈·, ·〉 est le produit scalaire de E.

Proposition 1.3.1. [14] Tout ensemble borné B dans un espace de Hilbert H est fai-

blement relativement compact i.e. de toute suite (wn)n de B, il existe w ∈ H et une

sous-suite extraire (wnk)k tels que (wnk)k converge faiblement vers w dans H i.e.

∀ϕ ∈ H : 〈wnk , ϕ〉 −→ 〈w,ϕ〉, quand k −→∞.

Proposition 1.3.2. [14] Soit C un convexe fermé de E, alors C est faiblement fermé.
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1.4 Semi-continuité

Pour une fonction J : H −→ R nous pouvons définir la semi-continuité.

Définition 1.4.1 (Semi-continuité inférieure). Une fonction J : H −→ R est semi-

continue inférieurement sur H (en abrégé s.c.i) si pour toute suite (xn)n∈N convergente

vers x, on a :

lim inf
n→+∞

J(xn) ≥ J(x)

Exemple 1.4.1. Soit A : H −→ H une application linéaire, symétrique et semi- définié

positive, alors

la fonction f : H −→ R définie par f(x) = 〈Ax, x〉 est s.c.i sur H.

En effet,

Soit xn une suite converge vers x dans H alors par la linéarité de A, on a

f(x− xn) = 〈A(x− xn), x− xn〉

= 〈Ax, x〉 − 〈Ax, xn〉 − 〈Axn, x〉+ 〈Axn, xn〉

Par la symétrie de A et du produit scalaire, on a

f(x− xn) = 〈Ax, x〉 − 2〈Ax, xn〉+ 〈Axn, xn〉

= f(x)− 2〈Ax, xn〉+ f(xn)

Et comme A est semi-définie positive, on déduit que

f(x)− 2〈Ax, xn〉+ f(xn) ≥ 0

Or

2〈Ax, xn〉 − f(x) ≤ f(xn)

Il est clair que 〈Ax, xn〉 −→ 〈Ax, x〉 = f(x) quand n −→ ∞ (par la continuité du produit

scalaire), donc en passant à la limite inférieure, on obtient

f(x) ≤ lim inf
n−→∞

f(xn)

D’où le résultat.

Remarque 1.4.1.

1. J est s.c.s si (−J) est s.c.i .
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2. J est continue si et seulement si J est s.c.s et s.c.i. à la fois.

propriété 1.4.1.

1. J est s.c.i si et seulement si son épigraphe est fermé dans H × R.

2. Si J1 et J2 sont s.c.i alors J1 + J2 est s.c.i.

3. (Ji)i∈I est une famille de fonctions s.c.i alors l’enveloppe supérieure des (Ji) est

s.c.i.

Définition 1.4.2. Une fonction f : H −→ R est faiblement semi-continue inférieurement

sur H si pour tout xn ⇀ x, on a

lim inf
n→+∞

f(xn) ≥ f(x).

Remarque 1.4.2. Toute fonction faiblement s.c.i alors elle est s.c.i mais la réciproque est

n’est pas vraie en générale, elle est juste sous la convexité de la fonction.

Exemple 1.4.2. Soit A : H −→ H une application linéaire, symétrique et semi-définie

positive, alors

la fonction f : H −→ R définie par f(x) =< Ax, x > est faiblement s.c.i sur H.

Théorème 1.4.1. [11] Soit E un espace vectoriel topologique compact et soit f : E −→ R

une fonction s.c.i, alors f atteint son minimum sur E.
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1.5 Sous-différentiel et cône normal

Définition 1.5.1 (Sous-différentiel). Soient H un espace de Hilbert et f une fonction

convexe, propre et définie de H à valeurs dans R et x0 ∈ dom(f).

Le sous-différentiel de f au point x0, noté ∂f(x0) est le sous-ensemble de H défini par :

∂f(x0) := {ξ ∈ H : f(x) ≥ f(x0) + 〈ξ, x− x0〉 , ∀x ∈ H} .

FIGURE 1.3 – Le sous différentiel (animation).

Remarque 1.5.1. Si x0 /∈ dom(f), alors ∂f(x0) = ∅.

Exemple 1.5.1.

Considérons la fonction

f : R −→ R

x 7−→ f(x) = |x| .

∂f(0) = [−1, 1]. En effet,

∂f(0) = {y ∈ R : f(x) ≥ f(0) + 〈y, x〉 ∀x ∈ R}

= {y ∈ R : |x| ≥ x · y ∀x ∈ R}

= {y ∈ R : x y ≤ x, ∀x > 0} ∩ {y ∈ R : x y ≤ −x, ∀x < 0} ∩ R

= {y ∈ R : y ≤ 1} ∩ {y ∈ R : y ≥ −1} ∩ R

= [−1, 1].

Proposition 1.5.1. Si f : H −→ R convexe et différentiable en x0 alors

∂f(x0) = {5f(x0)}.
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Définition 1.5.2 (Cône). Un sous-ensemble C ⊂ H est un cône si

∀x ∈ C , ∀λ ≥ 0 , λx ∈ C.

Définition 1.5.3 (Cône normal). Soit C ⊂ H un sous-ensemble convexe et x0 ∈ C. On

appelle cône normal de C au point x0 l’ensemble noté NC(x0) défini par :

NC(x0) = {ξ ∈ H : 〈ξ, x− x0〉 ≤ 0, ∀x ∈ C}.

On vérifie aisément que NC(x0) est un cône convexe et fermé et que {0} ∈ NC(x0).

FIGURE 1.4 – Exemple de Cônes normaux.

Théorème 1.5.1. Soit E un espace vectoriel normé, C ⊂ E un sous-ensemble convexe tel

que int(C) 6= ∅. Alors si x ∈ int(C), on a NC(x) = {0} .

Preuve. Soit v ∈ NC(x) =⇒ v = 0 ?

x ∈ int(C) =⇒ ∃δ > 0 x+ δB(0, 1) ⊂ C,

〈v, x+ δe− x〉 ≤ 0 ∀e ∈ B(0, 1),

〈v, δe〉 ≤ 0 ∀e ∈ B(0, 1),

〈v, e〉 ≤ 0 ∀e ∈ B(0, 1).

Soit r > 0 suffisamment petit telle que rv ∈ B(0, 1)

〈v, rv〉 ≤ 0 =⇒ r ‖v‖2 ≤ 0,

=⇒ ‖v‖ = 0 =⇒ v = 0.

�

Proposition 1.5.2. Soit C un sous-ensemble convexe de H et x, y ∈ H tel que

x+ y ∈ C, −x ∈ C alors :

1) NC(x+ y) = NC−y(x) .

2) NC(−x) = −N−C(x) .
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Preuve.

1) soit z ∈ NC(x+ y)⇐⇒ 〈z, w − x− y〉 ≤ 0 ∀ w ∈ C,

⇐⇒ 〈z, (w − y)− x〉 ≤ 0 ∀ w ∈ C,

⇐⇒ z ∈ NC−y(x) .

2) soit z ∈ NC(−x)⇐⇒ 〈z, w + x〉 ≤ 0 ∀ w ∈ C,

⇐⇒ 〈−z,−w − x〉 ≤ 0 ∀ w ∈ C,

⇐⇒ −z ∈ N−C(x) .

D’où le résultat. �

1.6 Fonctions conjuguées

Définition 1.6.1. Étant donnée une fonction propre J : H −→ R on définit la fonction

J∗ : H −→ R, conjugué de J par :

J∗(x∗) := sup
x∈H
{〈x∗, x〉 − J(x)}.

L’application J 7−→ J∗ est appelèe transformation de Legendre-Fenchel.

Notons que J∗ est une fonction convexe et s.c.i sur H. En effet, pour chaque x ∈ H fixé

l’application x∗ 7−→ 〈x∗, x〉−J(x) est convexe et continue, donc s.c.i. Par suite, l’enveloppe

supérieure de ces fonctions (lorsque x parcourt l’ensemble d’indices H) est convexe et s.c.i.

Proposition 1.6.1. [14] On suppose que J est une fonction convexe s.c.i et propre, alors

J∗ est une fonction propre.

On définit maintenant, lorsque J∗ est une fonction propre, la fonction J∗∗ : H −→ R

par :

J∗∗(x) := sup
x∗∈H
{〈x∗, x〉 − J∗(x∗)}.

Théorème 1.6.1. [14](Fenchel-Moreau). On suppose que J est une fonction propre,

convexe et s.c.i. alors J∗∗ = J .

Lemme 1.6.1. Soit J : H −→ R une fonction propre, convexe et s.c.i alors :

x∗ ∈ ∂J(x)⇔ x ∈ ∂J∗(x∗).

Ce signifié que (∂J)−1 = ∂J∗.
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Preuve. Soit x∗ ∈ ∂J(x) et donc

J(y)− J(x) ≥ 〈x∗, y − x〉, ∀ y ∈ H.

Or

〈x∗, x〉 − J(x) ≥ 〈x∗, y〉 − J(y), ∀ y ∈ H.

Par suite J∗(x∗) = 〈x∗, x〉 − J(x), d’où pour tout z ∈ H :

J∗(z)− J∗(x∗) ≥ 〈z, x〉 − J(x)− 〈x∗, x〉+ J(x) = 〈z − x∗, x〉.

Par conséquent x ∈ ∂J∗(x∗).
Inversement, soit x ∈ ∂J∗(x∗) alors en utilisant le résultat précédent on trouve que

x∗ ∈ ∂J∗∗(x), comme J une fonction propre, convexe et s.c.i alors d’après le théorème

1.6.1 on a : J = J∗∗, et par suite x∗ ∈ ∂J(x). �

1.7 Fonction indicatrice

Définition 1.7.1. Soit C un sous-ensemble non vide de H, la fonction indicatrice associée

à C est définie par :

δC(·) : H −→ R

x 7−→ δC(x) =

 0 si x ∈ C,
+∞ si x /∈ C.

FIGURE 1.5 – Fonction indicatrice.
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Remarque 1.7.1.

1. dom(δC) = C et epi(δC) = C × [0,+∞].

2. La fonction δC(·) est convexe si et seulement si C est convexe de H.

3. La fonction δC(·) est s.c.i si et seulement si C est fermé dans H.

Proposition 1.7.1. Soit C un sous-ensemble non vide et convexe de H, et x0 ∈ H, alors

∂δC(x0) =

∅ si x0 /∈ C.

NC(x0) si x0 ∈ C.

Preuve. .

* Si x0 /∈ C, on a évidemment que ∂δC(x0) = ∅.
* Si x0 ∈ C, on va montrer que ∂δC(x0) = NC(x0) .

Soit ξ ∈ ∂δC(x0), alors

〈ξ, x− x0〉 ≤ δC(x)− δC(x0), ∀x ∈ H.

En particulier pour x ∈ C on a

〈ξ, x− x0〉 ≤ 0 ,∀x ∈ C.

Or ξ ∈ NC(x0) .

Inversement, si ξ ∈ NC(x0) alors

〈ξ, x− x0〉 ≤ 0 ,∀x ∈ C
Or 〈ξ, x− x0〉 ≤ δC(x)− δC(x0) ,∀x ∈ C.

De plus 〈ξ, x− x0〉 ≤ δC(x)− δC(x0) ,∀x ∈ H (puisque δC(x) = +∞, si x /∈ C),

donc ξ ∈ ∂δC(x0).

D’où le résultat.

�

1.8 Fonction support

Définition 1.8.1. On appelle fonction support de C ⊂ H qu’on note σ(C, ·) la fonction

définie sur H par :
σ(C, ·) : H −→ R

ξ 7−→ σ(C, ξ) = sup
x∈C
〈ξ, x〉.

Le domaine de σ(C, ·) est appelé le cône barriére de C et souvent désigné par b(C) :=

dom(σ(C, ·)).
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Exemple 1.8.1.

1. Si C = {x}, alors σ(C, ξ) = 〈ξ, x〉.

2. Si C = B, alors σ(C, ξ) = ‖ξ‖.

3. Si C est un cône, alors σ(C, ξ) = δC(ξ) et b(C) = C−.

4. Si C est un sous-espace vectoriel, alors σ(C, ξ) = δC⊥(ξ) et b(C) = C⊥.

Proposition 1.8.1.

1. Pour tout C ⊂ H non vide la fonction support est sous-additive, positivement ho-

mogène (i.e. σ(C, ξ1 + ξ2) ≤ σ(C, ξ1) + σ(C, ξ2) et σ(C, λξ) = λσ(C, ξ) ∀λ > 0).

2. Pour tout C1, C2 ⊂ H, et ξ ∈ H, nous avons : σ(C1 +C2, ξ) = σ(C1, ξ) + σ(C2, ξ) et

σ(C1 ∪ C2, ξ) = max(σ(C1, ξ), σ(C2, ξ)).

Remarque 1.8.1. soit C un ensemble non vide de H :

1. δ∗C(y) = sup
x∈H
{〈y, x〉 − δC(x)} = sup

x∈C
〈y, x〉 = σC(y) , ∀ y ∈ H .

Donc la fonction support est la conjuguée de l’indicatrice.

2. D’après la proposition précédente la fonction support σ(C, ·) est convexe surH même

si l’ensemble C n’est pas convexe de H.

3. La fonction support est propre et s.c.i même si l’ensemble C n’est pas fermé de H.

Proposition 1.8.2. Toute fonction support σ(C, ·) d’un sous-ensemble C ⊂ H est une

fonction propre, convexe s.c.i et positivement homogène de H dans R.

Inversement, toute fonction J : H −→ R propre, convexe s.c.i et positivement homogène

est la fonction support de l’ensemble suivant :

Cσ := {ξ ∈ H /∀x ∈ H, 〈ξ, x〉 ≤ J(x)}.

De plus, si J(0) = 0 on a : Cσ := ∂J(0).

Preuve. D’après ce qui précède la première assertion est évidente.

Pour établir la seconde, calculons la fonction conjuguée de J :

Si x∗ appartient à Cσ, alors J∗(x∗) = 0 car

J∗(x∗) = sup
x∈H
{〈x∗, x〉 − J(x)} ≤ 0 = 〈x∗, 0〉 − J(0) ≤ J∗(x∗).

Si x∗ n’appartient pas à Cσ, il existe alors x0 ∈ H tel que 〈x∗, x0〉 − J(x0) > 0 donc

J∗(x∗) ≥ sup
λ>0
{〈x∗, λx0〉 − J(λx0)}
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Comme la fonction J est positivement homogène alors :

J∗(x∗) ≥ sup
λ>0

λ{〈x∗, x0〉 − J(x0)} = +∞.

Nous avons donc vérifié que J∗ est la fonction indicatrice de Cσ.

Puisque J est une fonction propre, convexe et s.c.i on déduit que :

J(x∗) = J∗∗(x∗) = δ∗Cσ(x∗) = σ(Cσ, x
∗) , ∀x∗ ∈ H.

�

Proposition 1.8.3. Soit C un sous-ensemble non vide et convexe de H et x un élément

de C, alors

ξ ∈ NC(x)⇔ σ(C, ξ) = 〈ξ, x〉.

Preuve. Soit y ∈ C, alors

ξ ∈ NC(x)⇔ 〈ξ, y − x〉 ≤ 0

⇔ 〈ξ, y〉 ≤ 〈ξ, x〉.

En appliquant le sup sur y on obtient :

ξ ∈ NC(x)⇔ σ(C, ξ) ≤ 〈ξ, x〉.

Comme x ∈ C, on a σ(C, ξ) ≥ 〈ξ, x〉, alors

ξ ∈ NC(x)⇔ σ(C, ξ) = 〈ξ, x〉.

D’où le résultat. �

Lemme 1.8.1. [22] Soit (un)n∈N une suite de fonctions, un : [0, T ] −→ H telle que un⇀u∗

dans L2([0, T ];H), i.e.

T∫
0

〈un(t), ϕ(t)〉 dt −→
T∫

0

〈u∗(t), ϕ(t)〉 dt, n→∞ ∀ϕ ∈ L2([0, T ];H).

Soit T > 0 et D(·) un sous ensemble non vide de H, supposons que

1. D(t) est convexe fermé ∀t ∈ [0, T ] .

2. D(·) est L-Lipschitzienne sur [0, T ] .

Alors,

x 7−→
∫ T

0
σ(D(t), x(t))dt est semi-continue inférieurement sur L2([0, T ], H).
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1.9 Distance de Hausdorff

Définition 1.9.1 (Fonction distance). Soit C ⊂ H une partie non vide.

La fonction distance associée à C est définie par : dC(x) := inf
y∈C
‖x− y‖.

Proposition 1.9.1. Soit C ⊂ H une partie non vide, alors

1. dC(x) = 0⇔ x ∈ adh(C).

2. La fonction distance est continûment Lipschitzienne de rapport égale à 1.

Définition 1.9.2 (Distance de Hausdorff). Soient H un espace de Hilbert, C1 et C2 deux

sous-ensembles fermés non vide de H. On appelle distance de Hausdorff entre C1 et C2 la

fonction numérique dH(·, ·) définie par :

dH(C1, C2) := sup
y∈H
| dC1(y)− dC2(y) |

:= max(sup
x∈C1

dC2(x), sup
x∈C2

dC1(x)).

Proposition 1.9.2. Soient C1, C2 ⊂ H deux sous-ensembles non vide et fermés de H alors :

dH(C1, C2) ≤ ε⇔ C1 ⊂ C2 + εB et C2 ⊂ C1 + εB, ε > 0.

Preuve. Supposons que dH(C1, C2) ≤ ε, donc d’après la définition précédente, nous

avons

| dC1(y)− dC2(y) |≤ dH(C1, C2) ≤ ε, ∀ y ∈ H. (1.1)

Soit y ∈ C1, comme ce dernier est un fermé de H, alors de (1.1) on a :

dC2(y) ≤ ε. (1.2)

soit z ∈ C2 une projection de y sur C2 (puisque C2 est un fermé de H de plus cette

projection n’est pas unique ), alors de (1.2) on a :

‖y − z‖ := dC2(y) ≤ ε.

Or y − z ∈ εB i.e. y ∈ C2 + εB.

D’où C1 ⊂ C2 + εB, et de même façon on trouve que C2 ⊂ C1 + εB.

Inversement, supposons que C1 ⊂ C2 + εB et C2 ⊂ C1 + εB, ε > 0.

Soit x ∈ C1, alors x = z + e, e ∈ εB et

dC2(x) ≤ ‖z − x‖ = ‖e‖

≤ ε.

Or sup
x∈C1

dC2(x) ≤ ε, et de même façon on trouve que sup
x∈C2

dC1(x) ≤ ε .

Et par suite dH(C1, C2) ≤ ε. �
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1.10 Multi-applications et continuité

Définition 1.10.1. Soient X et Y deux ensembles non vides. On appelle Multi-application

(ou fonction multivoque) de X dans Y tout application T de X dans P(Y ) (ensembles des

parties de Y ) et on note T : X −→P(Y ) ou T : X ⇒ Y . Alors ∀x ∈ X : T (x) ⊂ Y est un

sous-ensemble de Y .

Définition 1.10.2. On appelle domaine (effectif) de T qu’on le note D(T ) le sous-ensemble

de X défini par :

D(T ) = {x ∈ X : T (x) 6= ∅}.

Et l’image de T noté R(T ) le sous-ensemble de Y défini par :

R(T ) = {y ∈ Y/∃x ∈ X : y ∈ T (x)} =
⋃

x∈D(T )

T (x).

Définition 1.10.3. On appelle graphe de T et on le note gph(T ) le sous-ensemble de X×Y
défini par :

gph(T ) = {(x, y) ∈ X × Y : x ∈ D(T ), y ∈ T (x)} .

Remarque 1.10.1.

1. Si l’ensemble T (x) contient au plus un élément on dira que T et univoque .

2. T−1 est la Multi-application dont le graphe est symétrique de celui de T i.e.

y ∈ T−1(x)⇔ x ∈ T (y), on a évidemment D(T−1) = R(T ).

3. L’ensemble des Multi-applications est ordonné par l’inclusion des graphes :

T1 ⊂ T2 ⇔ pour tout x ∈ X , T1(x) ⊂ T2(x).

1.11 Opérateurs maximaux monotones

Notion d’opérateur monotone

Définition 1.11.1 (Opérateur monotone). L’opérateur T : H ⇒ H est dit monotone si

∀u, v ∈ D(T ) ∀u1 ∈ T (u),∀v1 ∈ T (v), 〈v1 − u1, v − u〉 ≥ 0.

Proposition 1.11.1. Soit f une fonction convexe propre sur H. Alors le sous-différentiel

de f est un opérateur monotone.
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Preuve.

∂f est monotone⇔ ∀x1, x2 ∈ D(∂f), ∀y1 ∈ ∂f(x1),∀y2 ∈ ∂f(x2), 〈y1 − y2, x1 − x2〉 ≥ 0.

Soient x1, x2 ∈ D(∂f) et y1 ∈ ∂f(x1), y2 ∈ ∂f(x2).

y1 ∈ ∂f(x1)⇔ f(x) ≥ f(x1) + 〈y1, x− x1〉 , ∀x ∈ H, (1.3)

y2 ∈ ∂f(x2)⇔ f(x) ≥ f(x2) + 〈y2, x− x2〉 , ∀x ∈ H, (1.4)

on a en particulier pour x = x2 dans (1.3) et pour x = x1 dans (1.4), f(x2) ≥ f(x1) +

〈y1, x2 − x1〉 et f(x1) ≥ f(x2) + 〈y2, x1 − x2〉, par addition

〈y1, x2 − x1〉+ 〈y2, x1 − x2〉 ≤ 0, donc 〈y1 − y2, x1 − x2〉 ≥ 0.

D’où la monotonie de ∂f. �

Remarque 1.11.1. Si T1 et T2 sont des opérateurs monotones, alors T1 + T2 est un opéra-

teur monotone .

Notion d’opérateur maximale monotone

L’ensemble des opérateurs monotones de H est inductif pour l’inclusion des

graphes se qui justifie la définition suivante :

Définition 1.11.2 (Opérateur maximal monotone). Un opérateur T : H ⇒ H est dit

maximal monotone s’il est monotone et s’il n’existe pas d’opérateur monotone G : H ⇒ H

tel que gph(T ) ⊂ gph(G).

FIGURE 1.6 – Graphe d’un opérateur non monotone (à gauche) et version monotone

(en centre) et version maximale monotone (à droite).

Proposition 1.11.2. [15] Soit un opérateur T : H ⇒ H. Il y a équivalence entre les

propriétés suivantes :
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1. T est maximal monotone.

2. T est monotone et R(I + T ) = H.

Exemple 1.11.1. Soit T : H ⇒ H un opérateur maximal monotone de H, les opérateurs

T−1 et λT pour λ > 0 sont maximaux monotones.

Corollaire 1.11.1. [16] Soit T : H −→ H un opérateur monotone et continu. Alors T est

maximal monotone.

Proposition 1.11.3. [15] Soit f une fonction convexe propre sur H. Si f est semi-continue

inférieurement alors le sous-différentiel de f est maximal monotone.

Pour la démonstration on a besoin du lemme suivant :

Lemme 1.11.1. [15] Soit f une fonction convexe propre sur H et α ≥ 0. La fonction

convexe x 7→ f(x) +
α

2
‖x− y‖2 atteint son minimum en x0 si et seulement si α(y − x0) ∈

∂f(x0)

Revenons maintenant à la preuve de la proposition 1.11.3.

Preuve. On sait déjà d’après la Proposition 1.11.1 que ∂f est monotone, donc il reste

à démontrer que R(I + ∂f) = H. Il est clair que R(I + ∂f) ⊂ H. Montrons que H ⊂
R(I + ∂f).

Soit y ∈ H, donc y ∈ R(I + ∂f)⇔

y ∈
⋃

x∈D(I+∂f)

(I + ∂f)(x)⇔ ∃ x0 ∈ D(I + ∂f) tel que : y ∈ (I + ∂f)(x0),

⇔ ∃ x0 ∈ D(I + ∂f) tel que : y ∈ x0 + ∂f(x0).

La fonction x 7→ f(x)+
1

2
‖x− y‖2 est convexe s.c.i et tend vers +∞ lorsque ‖x‖ 7→ +∞,

donc d’après le Théorème 1.4.1 elle atteint son minimum en x0 ∈ H ce qui implique

d’après le Lemme 1.11.1 que y ∈ x0 + ∂f(x0). D’où ∂f est maximal monotone d’après la

Proposition 1.11.2. �

Remarque 1.11.2. D’après la proposition précédente (et la remarque 1.7.1), on peut dire

que : si C est un sous-ensemble non vide, convexe et fermé de H alors le cône normale de

C est un opérateur maximal monotone.
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Surjectivité et somme d’opérateurs maximaux monotones

T étant un opérateur maximal monotone, on peut trouver facilement des condi-

tions suffisantes pour que T soit surjectif.

Définition 1.11.3 (Opérateur coercif). On dit que un opérateur T : H ⇒ H est coercif

si pour tout (xn, yn) ∈ gph(T ) tel que limn→+∞ ‖ xn ‖= +∞, nous avons

lim
n→+∞

< xn − x0, yn >

‖ xn ‖
= +∞ ,∀x0 ∈ H. (1.5)

Autrement dit, T est coercif s’il existe β > 0 tel que :

〈Tx, x〉 ≥ β‖x‖2, ∀ x ∈ H.

Corollaire 1.11.2. [10] Soit T : H ⇒ H un opérateur maximal monotone et coercif, alors

T est surjectif.

Étant donnés A et B maximaux monotones, l’opérateur A + B est monotone

mais, en générale, il n’est pas maximal monotone (puisque son domaine peut être vide).

Corollaire 1.11.3. [15] Soient A,B : H ⇒ H deux opérateurs maximaux monotones. si

(D(B) ∩ int(D(A)) 6= ∅, alors A+B est maximal monotone.

1.12 Fonctions absolument continues

Définition 1.12.1. On dit qu’une fonction v de [0, T ] dans H est absolument continue si

pour tout ε > 0, il existe η > 0 tel que pour toute suite d’intervalle In =]αn, βn[ deux à deux

disjointes vérifiant
∑
n

|αn − βn| 6 η, on ait
∑
n

‖v(αn)− v(βn)‖ 6 ε.

Théorème 1.12.1. Une fonction v : [0, T ] −→ H est absolument continue si et seulement

si elle est intégrale de sa dérivée, c’est à dire :

v(t)− v(0) =

t∫
0

v′(s)ds ,∀ t ∈]0, T [.

On voit bien qu’une fonction absolument continue est continue par contre la réciproque est

fausse.

Remarque 1.12.1.
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1. Toute fonction lipschitzienne est absolument continue.

2. Toute fonction absolument continue est dérivable p.p.

Définition 1.12.2. Soit v : R −→ R une fonction continue, le module de continuité de v

est la fonction w : [0,+∞] −→ [0,+∞] , définie par :

w(h) := sup
|x−y|≤h

| v(x)− v(y) |, h > 0. (1.6)

Lemme 1.12.1. Soit u : [0, T ] −→ H une fonction continue telle que u′(t) ∈ H, et soit B

un opérateur linéaire, borné et symétrique sur H, alors

d

dt
〈Bu(t), u(t)〉 = 2〈u′(t), Bu(t)〉, p.p t ∈ [0, T ].

Preuve.

d

dt
〈Bu(t), u(t)〉 = lim

h−→0

1

h
(〈Bu(t+ h), u(t+ h)〉 − 〈Bu(t), u(t)〉)

= lim
h−→0

1

h
(〈B(u(t+ h) + u(t)− u(t)), u(t+ h)〉 − 〈Bu(t), u(t)〉)

Par la linéarité de B :

d

dt
〈Bu(t), u(t)〉 = lim

h−→0

1

h
〈B(u(t+ h)− u(t)), u(t+ h)〉+ lim

h−→0

1

h
(〈Bu(t), u(t+ h)〉 − 〈Bu(t), u(t)〉)

Par la continuité de B, u et du produit scalaire, on a

d

dt
〈Bu(t), u(t)〉 = 〈Bu(t)′, u(t)〉+ 〈Bu(t), u(t)′〉

La symétrie de B et du produit scalaire donne :

d

dt
〈Bu(t), u(t)〉 = 2〈u(t)′, Bu(t)〉.

�

1.13 Inégalités de Grönwall

Lemme 1.13.1 (version discret). Soit α > 0 et (un), (βn) sont suites non négatives

satisfaites :

un ≤ α +
n−1∑
k=0

βkuk, ∀n = 0, 1, 2...(avec β−1 := 0).

Alors, pour tout n, nous avons

un ≤ α exp(
n−1∑
k=0

βk).
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Lemme 1.13.2 (version continue). Soit T > 0 et a(·), b(·) ∈ L1([0, T ];R) avec b(t) ≥ 0

pour tout t ∈ [0, T ]. soit w : [0, T ] −→ R+ une fonction absolument continue satisfaite :

(1− α)w′(t) ≤ a(t)w(t) + b(t)wα(t), p.p. t ∈ [0, T ].

Où 0 ≤ α < 1. alors pour tout t ∈ [0, T ], on a :

w1−α(t) ≤ w1−α(0) exp(

∫ t

0

a(τ)dτ) +

∫ t

0

exp(

∫ t

s

a(τ)dτ)b(s)ds.



Chapitre 2
Inégalité quasi-variationnelle d’évolution

et processus de rafle

La formulation mathématique du processus de rafle (sweeping process) intro-

duit par J.J. Moreau est donnée par : u′(t) ∈ −NC(t)(u(t)) p.p sur [0, T ],

u(0) = u0 ∈ C(0),
(2.1)

où NC(t) désigne le cône normal associé à l’ensemble fermé et convexe C(t) dans un

espace de Hilbert H.

Dans [3], les auteurs ont étudié le nouveau modèle suivant : A1u
′(t) + A0u(t)− f(t) ∈ −NC(t)(u

′(t)) p.p sur [0, T ],

u(0) = u0,
(2.2)

où C(·) est un ensemble mobile borné, A0, A1 : H −→ H sont deux opérateurs bornés,

symétriques, linéaires et monotones et f : [0, T ] −→ H est une fonction continue.

Dans [2], les auteurs ont proposé la variante suivante : u′(t) ∈ −NC(t)(Au
′(t) +Bu(t)) p.p sur [0, T ],

u(0) = u0,
(2.3)

avec condition de compatibilité :

Bu0 ∈ C(0), (2.4)

où A,B : H −→ H sont deux opérateurs linéaires, bornés, symétriques et monotones et

A est coercif.

27
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L’ensemble mobile t 7−→ C(t) bouge dans un sens absolument continue, c’est-à-dire qu’il

existe une fonction absolument continue v : [0, T ] −→ R tel que :

dH(C(s), C(t)) ≤ |v(s)− v(t)| ∀ t ∈ [0, T ],

Dans ce mémoire, nous nous intéressons à une généralisation du problème étu-

dié dans [2] au cas d’un ensemble mobile dépendant de l’état u sans aucune condition

sur la donnée initiale i.e. sans vitesse de déplacement initiale.

Notre objectif est de Trouver u : [0, T ] −→ H vérifiant : u′(t) ∈ −NC(t,u(t))(Au
′(t) +Bu(t)) p.p sur [0, T ],

u(0) = u0,
(2.5)

sous les hypothèses suivantes :

Hypothèse 1 : L’ensemble des contraintes C : [0, T ]×H ⇒ H a valeurs convexes fermées

dans l’espace de Hilbert H et il existe une fonction absolument continue v : [0, T ] −→ R

et L ≥ 0 tel que pour tous s, t ∈ [0, T ] et u,w ∈ H :

dH(C(s, u), C(t, w)) ≤| v(s)− v(t) | +L ‖ u− w ‖ . (2.6)

i.e. C bouge dans un sens absolument continue par rapport à t et un sens Lipschitzienne

par rapport à u.

Hypothèse 2 : Le cône normale de C est hypomonotone-like, i.e. pour R > 0, il’existe

L̃ ≥ 0 et une fonction absolument continue ṽ : [0, T ] −→ R tel que si

ai ∈ NC(ti,ui)(bi) pour ai ∈ H, ui, bi ∈ RB, ti ∈ [0, T ], i = 1, 2

alors

〈a1 − a2, b1 − b2〉 ≥ −L̃‖a1 − a2‖‖u1 − u2‖ − (‖a1‖+ ‖a2‖)|ṽ(t1)− ṽ(t2)|. (2.7)

Hypothèse 3 : A,B : H −→ H sont des opérateurs linéaires bornés, symétriques tel

que A satisfait :

〈Ax, x〉 ≥ β‖x‖2 , β > 0.

Remarque :

1. Si C(t, u) ≡ C est un constant, fermé et convexe, alors le cône normale de C est

hypomonotone-like.

2. D’après l’hypothèse 3 (et le corollaire 1.11.1), on déduit que les opérateurs A,B

sont maximaux monotones, linéaires et symétriques.
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2.1 Résultats auxiliaires

Nous allons commencer par rappeler quelques résultats qui nous seront utiles

dans la preuve du résultat principal.

Lemme 2.1.1. Posons C(t, u) = f(t, u) + C1(t) pour tout t ∈ [0, T ], u ∈ H, où

C1 : [0, T ] × H ⇒ H a valeurs non vide, fermés, convexes et v1-absolument continue, f :

[0, T ]×H −→ H est v2-absolument continue par rapport à t (le temps) et L-continûment

Lipschitzien par rapport à u (l’état) i.e. il existe deux foncions v1, v2 : [0, T ] −→ R absolu-

ment continues et L ≥ 0, tel que

dH(C1(t), C1(s)) ≤ |v1(t)− v1(s)|, et (2.8)

‖f(t, u)− f(s, w)‖ ≤ |v2(t)− v2(s)|+ L‖u− w‖ (2.9)

pour t, s ∈ [0, T ] et u,w ∈ H. Alors les hypothèses 1 et 2 sont satisfaites.

Preuve. Il est clair que C a valeurs non vide, fermés et convexes.

soient s, t ∈ [0, T ] et u,w ∈ H, soit y ∈ H donc d’après la définition de la fonction

distance :

| dC1(s)+f(s,u)(y)− dC1(t)+f(t,w)(y) | = | inf
z∈C1(s)

‖y − z − f(s, u)‖−dC1(t)(y − f(t, w))|

= | inf
z∈C1(s)

‖y − z − f(t, w) + f(t, w)− f(s, u)‖−dC1(t)(y − f(t, w))|

≤ |dC1(s)(y − f(t, w))− dC1(t)(y − f(t, w))|+ ‖f(t, w)− f(s, u)‖

En appliquant le sup sur y on obtient,

dH(C1(s) + f(s, u), C1(t) + f(t, w)) ≤ dH(C1(s), C1(t)) + ‖f(t, w)− f(s, u)‖

D’après (2.8) et (2.9), on trouve

dH(C1(s) + f(s, u), C1(t) + f(t, w)) ≤ |v1(t)− v1(s) + |v2(t)− v2(s)|+ L‖u− w‖

Comme v1(·), v2(·) sont absolument continues, alors on peut écrire

dH(C1(s) + f(s, u), C1(t) + f(t, w)) ≤ |
∫ t

s

v
′

1(τ)dτ |+ |
∫ t

s

v
′

2(τ)dτ |+ L‖u− w‖

≤
∫ t

s

(|v′1(τ)|+ |v′2(τ)|)dτ + L‖u− w‖

=

∫ t

0

(|v′1(τ)|+ |v′2(τ)|)dτ −
∫ s

0

(|v′1(τ)|+ |v′2(τ)|)dτ + L‖u− w‖

= |v(t)− v(s)|+ L‖u− w‖
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Où v(t) =
∫ t

0
(|v′1(τ)|+ |v′2(τ)|)dτ une fonction absolument continue.

On va montrer l’hypomonotone-like du cône normale de C, soit ai ∈ NC(ti,ui)(bi),

ai ∈ H, ui, bi ∈ RB, ti ∈ [0, T ], i = 1, 2, donc pour i = 1, on a :

a1 ∈ NC(t1,u1)(b1) = NC1(t1)+f(t1,u1)(b1) = NC1(t1)(b1 − f(t1, u1)).

alors

〈a1, z − b1 + f(t1, u1)〉 ≤ 0, ∀ z ∈ C1(t1). (2.10)

De plus b2 ∈ C1(t2) + f(t2, u2), d’après (2.8) et la proposition (1.9.2), on a b2 ∈ C1(t1) +

|v1(t1)− v1(t2)|B + f(t2, u2).

On prend z = b2− |v1(t1)− v1(t2)|e− f(t2, u2) ∈ C1(t1), où e ∈ B, et en remplaçant dans

(2.10), on obtient

〈a1, b2 − b1 + f(t1, u1)− f(t2, u2)〉 ≤ 〈a1, |v1(t1)− v1(t2)|e〉, e ∈ B.

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwartz, on trouve

〈a1, b2 − b1 + f(t1, u1)− f(t2, u2)〉 ≤ |v1(t1)− v1(t2)|‖a1‖. (2.11)

D’une façon similaire, on a

〈a2, b1 − b2 + f(t2, u2)− f(t1, u1)〉 ≤ |v1(t1)− v1(t2)|‖a2‖. (2.12)

De (2.11) et (2.12), on déduit que

〈a2 − a1, b1 − b2 + f(t2, u2)− f(t1, u1)〉 ≤ |v1(t1)− v1(t2)|(‖a1‖+ ‖a2‖)

alors

〈a1 − a2, b1 − b2〉 ≥ −〈a1 − a2, f(t2, u2)− f(t1, u1)〉 − |v1(t1)− v1(t2)|(‖a1‖+ ‖a2‖)

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwartz, on trouve

〈a1 − a2, b1 − b2〉 ≥ −‖a1 − a2‖‖f(t2, u2)− f(t1, u1)‖ − |v1(t1)− v1(t2)|(‖a1‖+ ‖a2‖)

D’après l’inégalité (2.9), on a

〈a1 − a2, b1 − b2〉 ≥ − ‖a1 − a2‖(|v2(t2)− v2(t1)|+ L‖u2 − u1‖)− |v1(t1)− v1(t2)|(‖a1‖+ ‖a2‖)

=− L‖a1 − a2‖‖u2 − u1‖ − (‖a1‖+ ‖a2‖)(|v2(t1)− v2(t2)|+ |v1(t1)− v1(t2)|)

≥− L‖a1 − a2‖‖u1 − u2‖ − (‖a1‖+ ‖a2‖)|v(t1)− v(t2)|.

D’où le résultat. �
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Lemme 2.1.2. Posons C(t, u) = f1(t, u) + f2(t, u)B, où f1 : [0, T ]×H −→ H,

f2 : [0, T ]×H −→ [α,+∞[, (t, u) 7−→ fi(t, u) sont vi absolument continues par rapport à

t et Li-continûment Lipschitzien par rapport à u, i.e.

‖f1(t, u)− f1(s, w)‖ ≤ |v1(t)− v1(s)|+ L1‖u− w‖ (2.13)

‖f2(t, u)− f2(s, w)‖ ≤ |v2(t)− v2(s)|+ L2‖u− w‖ (2.14)

avec Li ≥ 0, i = 1, 2 et α > 0.

Alors, les hypothèses 1 et 2 sont satisfaites.

Preuve. Il est clair que C a valeurs non vide, fermés et convexes.

soient s, t ∈ [0, T ] et u,w ∈ H, d’après (2.13)-(2.14) on a :

‖f1(t, u)−f1(s, w)+(f2(t, u)−f2(s, w))e‖ ≤ |v1(t)−v1(s)|+L1‖u−w‖+|v2(t)−v2(s)|+L2‖u−w‖,∀e ∈ B.

≤ |v(t)− v(s)|+ L‖u− w‖, ∀ e ∈ B.

Donc f1(t, u)− f1(s, w) + (f2(t, u)− f2(s, w))e ∈ (|v(t)− v(s)|+ L‖u− w‖)B (∗).
Où v(t) =

∫ t
0
(|v′1(τ)|+ |v′2(τ)|)dτ une fonction absolument continue et L = L1 + L2 .

Soit α ∈ C(t, u) alors

α = f1(t, w) + f2(t, w)e, e ∈ B

= (f1(s, w) + f2(s, w)e) + (f1(t, u)− f1(s, w)) + (f2(t, u)− f2(s, w))e

(∗) Implique que α ∈ C(s, w) + (|v(t)− v(s)|+ L‖u− w‖)B.

D’où C(t, u) ⊂ C(s, w) + (|v(t)− v(s)|+ L‖u− w‖)B.

De même façon on trouve que C(s, w) ⊂ C(t, u) + (|v(t)− v(s)|+ L‖u− w‖)B.

D’après la proposition 1.9.2, on déduit que

dH(C(t, u), C(s, w)) ≤| v(t)− v(s) | +L ‖ u− w ‖ .

On va montrer la hypomonotone-like du cône normale de C, soit

ai ∈ NC(ti,ui)(bi) = Nf1(ti,ui)+f2(ti,ui)B(bi) = Nf2(ti,ui)B(bi − f1(ti, ui)), ai ∈ H, ui, bi ∈
RB, ti ∈ [0, T ], i = 1, 2, donc

a1 ∈ Nf2(t1,u1)B(b1 − f1(t1, u1)) (2.15)

a2 ∈ Nf2(t2,u2)B(b2 − f1(t2, u2))

Comme f2(t1, u1) > 0, f2(t2, u2) > 0 et d’après la définition du cône normal

a2 ∈ Nf2(t1,u1)B(
(b2 − f1(t2, u2))f2(t1, u1)

f2(t2, u2)
) (2.16)
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De (2.15)-(2.16), on a

〈a1,−z + b1 − f1(t1, u1)〉 ≥ 0, ∀z ∈ f2(t1, u1)B. (2.17)

〈−a2, z −
(b2 − f1(t2, u2))f2(t1, u1)

f2(t2, u2)
〉 ≥ 0, ∀ z ∈ f2(t1, u1)B. (2.18)

En additionnant de (2.17) et (2.18), on obtient

〈a1 − a2, b1 − f1(t1, u1)− (b2 − f1(t2, u2))f2(t1, u1)

f2(t2, u2)
〉 ≥ 0.

Alors,

〈a1 − a2, b1 − f1(t1, u1)〉 ≥ 〈a1 − a2,
(b2 − f1(t2, u2))f2(t1, u1)

f2(t2, u2)
〉

Donc,

〈a1−a2, b1−b2+b2−f1(t1, u1)+f1(t2, u2)−f1(t2, u2)〉 ≥ 〈a1−a2,
(b2 − f1(t2, u2))f2(t1, u1)

f2(t2, u2)
〉

〈a1 − a2, b1 − b2〉 ≥ 〈a1 − a2,
(b2 − f1(t2, u2))f2(t1, u1)

f2(t2, u2)
〉 − 〈a1 − a2, b2 − f1(t2, u2)〉

− 〈a1 − a2, f1(t2, u2)− f1(t1, u1)〉

≥ 〈a1 − a2,
(b2 − f1(t2, u2))(f2(t1, u1)− f2(t2, u2))

f2(t2, u2)
〉

− 〈a1 − a2, f1(t2, u2)− f1(t1, u1)〉

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwartz et les propriétés de la norme, on obtient

〈a1 − a2, b1 − b2〉 ≥ −‖a1 − a2‖(
‖b2‖+ ‖f1(t2, u2)‖

f2(t2, u2)
)‖f2(t1, u1)− f2(t2, u2)‖

− ‖a1 − a2‖‖f1(t2, u2)− f1(t1, u1)‖

D’après (2.13) et (2.14), on a

〈a1 − a2, b1 − b2〉 ≥ −‖a1 − a2‖(
‖b2‖+ ‖f1(t2, u2)‖

f2(t2, u2)
)(|v2(t2)− v2(t1)|+ L2‖u2 − u1‖)

− ‖a1 − a2‖(|v1(t2)− v1(t1)|+ L1‖u2 − u1‖)

Comme f2(t, u) ≥ α ∀ (t, u) ∈ [0, T ]×RB, α > 0 et b2 ∈ RB, alors

〈a1 − a2, b1 − b2〉 ≥ −‖a1 − a2‖(
R + sup

(t,u)∈[0,T ]×RB
‖f1(t, u)‖

α
)(|v2(t2)− v2(t1)|+ L2‖u2 − u1‖)

− ‖a1 − a2‖(|v1(t2)− v1(t1)|+ L1‖u2 − u1‖)

= −(kL2 + L1)‖a1 − a2‖‖u1 − u2‖ − ‖a1 − a2‖(|v1(t2)− v1(t1)|

+ k|v2(t2)− v2(t1)|)

≥ −L̃‖a1 − a2‖‖u1 − u2‖ − (‖a1‖+ ‖a2‖)|ṽ(t1)− ṽ(t2)|.
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Où k = (
R+ sup

(t,u)∈[0,T ]×RB
‖f1(t,u)‖

α
) et ṽ(t) =

∫ t
0
(|v′1(τ)|+ k|v′2(τ)|)dτ, L̃ = L1 + kL2.

D’où le résultat. �

Lemme 2.1.3. SoitD un sous-ensemble non vide, convexe et fermé deH, alors l’hypothèse

3 implique que :

AND(Ax) = NA−1(D)(x), ∀ x ∈ A−1(D). (2.19)

Pour la preuve on a besoin du corollaire suivant :

Corollaire 2.1.1. [15] Soit A un opérateur maximal monotone, alors on a l’équivalence

suivante : (A symétrique)⇔ (A autoadjoint).

Preuve. Soit x ∈ A−1(D) nous avons

ξ ∈ AND(Ax)⇔ ∃ξ′ ∈ ND(Ax) tel que ξ = Aξ
′

⇔ ξ = Aξ
′
et 〈ξ′ , y − Ax〉 ≤ 0, ∀ y ∈ D

⇔ ξ = Aξ
′
et 〈ξ′ , Ay′ − Ax〉 ≤ 0, ∀ y′ ∈ A−1(D)

Par la linéarité de A, on a

ξ ∈ AND(Ax)⇔ ξ = Aξ
′
et 〈ξ′ , A(y

′ − x)〉 ≤ 0, ∀ y′ ∈ A−1(D)

D’après le corollaire précédent, on déduit que A est autoadjoint alors

ξ ∈ AND(Ax)⇔ ξ = Aξ
′
et 〈Aξ′ , y′ − x〉 ≤ 0, ∀y′ ∈ A−1(D)

⇔ 〈ξ, y′ − x〉 ≤ 0, ∀ y′ ∈ A−1(D)

⇔ ξ ∈ NA−1(D)(x)

D’où le résultat. �

Lemme 2.1.4. Soit D un sous-ensemble non vide, convexe et fermé de H, alors d’après

l’hypothèse 3 on déduit que la Multi-application x 7−→ ND(x) + Ax est surjective.

De plus l’application (ND + A)−1 est univoque et 1/β continûment Lipschitz, avec β la

constante de coercivité de A.

Preuve. On commence pour démontrer que ND +A est maximal monotone et coercive.

D’après ce qui précède, on a ND , A sont des opérateurs maximaux monotones et

(int(D(A)) ∩D(ND)) = H ∩D = D 6= ∅,
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Donc d’après le corollaire 1.11.3, on déduit que A + ND est un opérateur maximal

monotone. soit yi ∈ ND(xi) + Axi, i = 1, 2, alors

〈y2 − y1, x2 − x1〉 = 〈ξ2 + Ax2 − ξ1 − Ax1, x2 − x1〉, ξi ∈ ND(xi), i = 1, 2

= −〈ξ2, x1 − x2〉 − 〈ξ1, x2 − x1〉+ 〈A(x2 − x1), x2 − x1〉

Par la coercivité de A et la définition du cône normale, on a

〈y2 − y1, x2 − x1〉 ≥ β‖x2 − x1‖2

D’où la coercivité de ND + A .

Et par suit le corollaire 1.11.2 implique que l’opérateur ND + A est surjectif.

D’autre part, on a xi ∈ (ND + A)−1(yi), i = 1, 2, et

‖x2 − x1‖ ≤
1

β
‖y2 − y1‖

Par conséquent, la fonction (ND+A)−1 est univoque et 1/β-continument Lipschitzienne.

�

Lemme 2.1.5. D’après l’hypothèse 1 , on peut trouver pour tout t ∈ [0, T ] et u ∈ H,

y ∈ C(t, u) satisfait : ‖y‖ ≤ c+ L‖u− u0‖.
telle que c une constante dépende seulement de la condition initiale.

Preuve. Soit y0 ∈ C(0, u0) fixé, d’après l’hypothèse 1 et la proposition 1.9.2, on a

y0 ∈ C(0, u0) ⊂ C(t, u) + (|v(t)− v(0)|+ L‖u− u0‖)B.

Donc on peut choisir y ∈ C(t, u) tel que :

‖y − y0‖ = ‖(|v(t)− v(0)|+ L‖u− u0‖)e‖, e ∈ B.

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwartz et l’inégalité triangulaire, on obtient

‖y − y0‖ ≤ |v(t)− v(0)|+ L‖u− u0‖

Comme la fonction v continue sur un compact, alors on peut écrire

‖y‖ ≤ ‖y0‖+ |v(0)|+ max
t∈[0,T ]

|v(t)|+ L‖u− u0‖.

Donc c = ‖y0‖+ |v(0)|+ max
t∈[0,T ]

|v(t)|. �
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2.2 Résultats d’existence et d’unicité

Dans cette section nous allons aborder la question d’existence et d’unicité d’une

solution pour le problème non linéaire (2.5).

Tout d’abord, qu’est-ce qu’on entend par solution du problème non linéaire

(2.5)?

Définition 2.2.1. Une fonction u : [0, T ] −→ H est une solution de (2.5), si les conditions

suivantes sont vérifiées :

1) u(0) = u0.

2) u(·) est différentiable presque partout sur ]0, T [.

3) Au′(t) +Bu(t) ∈ C(t, u(t)) p.p sur [0, T ].

4) u′(t) ∈ −NC(t,u(t))(Au
′(t) +Bu(t)) p.p sur [0, T ].

Théorème 2.2.1. Si les hypothèses 1,2 et 3 sont vérifiées, alors pour toute condition

initiale u0 ∈ H le problème (2.5) admet une seule solution continûment lipschitzienne .

Pour démontrer le caractère bien posé du problème (2.5) on va appliqué la

méthode de discrétisation i.e. on va construire une suite de solution approché un :

[0, T ] −→ H pour (2.5) via la discrétisation de l’intervalle [0, T ].

Ensuite on va montrer que un converge vers une fonction u : [0, T ] −→ H qui est solution

du problème (2.5).

Preuve. On commence pour l’existence de la solution.

I- Existence

Pour chaque n ∈ N∗, on considère la partition suivante de l’intervalle I := [0.T ]

Ini+1 := [tni , t
n
i+1], tni = ihn, hn =

T

n
, 0 ≤ i ≤ n− 1.

On veut construire une suite un : [0, T ] −→ H solution de (2.5), pour cela on va la

définir sur chaque sous intervalles Ini+1, 0 ≤ i ≤ n− 1.

On pose  un(tni ) := uni

un(tni+1) := uni+1
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algorithme :

-Posons un0 := u0.

-Pour 0 ≤ i ≤ n− 1, trouver vni+1 et uni+1 tel que

vni+1 ∈ −NC(tni+1,u
n
i )(Av

n
i+1 +Buni ). (2.20)

uni+1 = uni + hnv
n
i+1.

D’après la proposition 1.5.2, on peut écrire (2.20) comme

vni+1 ∈ −NC(tni+1,u
n
i )−Buni (Avni+1). (2.21)

Posons D = C(tni+1, u
n
i )−Buni et en utilisant le lemme 2.1.3, on trouve

Avni+1 ∈ −AND(Avni+1) = −NA−1(D)(v
n
i+1). (2.22)

(2.22) équivalant à

0 ∈ (NA−1(D) + A)(vni+1).

En utilisant la relation suivante (y ∈ Ax⇔ x ∈ A−1y), on obtient

vni+1 ∈ (NA−1(D) + A)−1(0).

D’après le lemme 2.1.4, on déduit que

vni+1 = (NA−1(D) + A)−1(0). (2.23)

et cet algorithme est bien définie.

Maintenant, nous utilisons la suite discrètes (uni ) pour construire la suite des solutions

approchées (un) de [0.T ] à H en prenant leurs restrictions sur chaque intervalle Ini+1

comme suit.

un(t) =

 un0 si t = 0,

uni +
t− tni
hn

(
uni+1 − uni

)
si t ∈ In

i+1
; i = 0, n− 1.

un(t) est l’interpolation de Lagrange de uni et uni+1.

On remarque que la suite (un)n∈N∗ ⊂ C([0, T ], H), de plus

u′n(t) = vni+1, p.p t ∈ Ini+1, 0 ≤ i ≤ n− 1 (i.e. p.p t ∈ [0, T ]). (2.24)
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Voir figure 2.1.

FIGURE 2.1 – La solution approchée un.

(a) un(·) est uniformément bornée

Par la coercivité de A et la relation (2.20), on a pour tout v ∈ C(tni+1, u
n
i )

β‖vni+1‖2 ≤ 〈vni+1, Av
n
i+1〉

= 〈vni+1, Av
n
i+1 +Buni − v + v −Buni 〉

≤ 〈vni+1, v −Buni 〉

≤ ‖v −Buni ‖‖vni+1‖

En utilisant la relation suivante (uni = u0 +hn
i∑

k=1

vnk ...(∗)) et la linéarité de B, on obtient

‖vni+1‖ ≤
1

β
‖v −Buni ‖ = ‖v −Bu0 − hn

i∑
k=1

Bvnk‖

≤ 1

β
(‖v‖+ ‖Bu0‖+ hn‖B‖

i∑
k=1

‖vnk‖)

En utilisant le lemme 2.1.5 :

‖vni+1‖ ≤
1

β
(c+ L‖uni − u0‖+ ‖Bu0‖+ hn‖B‖

i∑
k=1

‖vnk‖)

En utilisant pour la deuxième fois la relation (∗), alors

‖vni+1‖ ≤
1

β
(c+ ‖Bu0‖) +

1

β
hn(L+ ‖B‖)

i∑
k=1

‖vnk‖
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D’après l’inégalité de Grönwall (version discret), on trouve

‖vni+1‖ ≤
1

β
(c+ ‖Bu0‖) + exp(

i∑
k=1

1

β
hn(L+ ‖B‖))

D’où

‖u′n(t)‖ ≤M, p.p t ∈ [0, T ]. (2.25)

Où , M = 1
β
(c+ ‖Bu0‖) + 1

β
hn(L+ ‖B‖) exp( 1

β
(L+ ‖B‖)T ).

Et comme (un)n∈N∗ est continue alors elle est absolument continue, donc on peut écrire

un(t) = u0 +

∫ t

0

u′n(t), ∀t ∈ [0, T ].

Par (2.25), on déduit que

‖un(t)‖ ≤ ‖u0‖+MT, ∀ t ∈ [0, T ].

Par conséquent la suite (un)n∈N∗ est uniformément bornée.

De plus pour tout t, s ∈ [0, T ], on a

‖un(t)− un(s)‖ = ‖
∫ t

s

u′n(τ)dτ‖

≤
∫ t

s

‖u′n(τ)‖dτ

= M |t− s|.

Alors, un(·) M-continûment Lipschitz.

(b) convergence

Pour passer du cas discret au cas continue on introduit les fonctions pas suivante :
θn(t) = tni+1 ; t ∈ Ini+1

ηn(t) = tni ; t ∈ Ini+1

θn(0) = ηn(0) = 0.

On note que :

sup
t∈[0,T ]

|θn(t)− t| n→+∞−→ 0 et sup
t∈[0,T ]

|ηn(t)− t| n→+∞−→ 0 .

Maintenant, nous prouvons la convergence de la suite (un)n.

Pour cela il suffit de démontrer que (un)n∈N∗ est une suite de Cauchy dans l’espace
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C([0, T ], H).

Fixons m,n ∈ N∗, m ≥ n, t ∈ [0, T ]\{tmi , tnj } tel que i ∈ {1, ...,m}, j ∈ {1, ..., n} :

On note que vmi+1 ∈ −NC(tmi+1,u
m
i )(Av

m
i+1 +Bumi ) et vnj+1 ∈ −NC(tnj+1,u

n
j )(Av

n
j+1 +Bunj ).

D’après ce qui précède et comme les opérateurs A,B sont bornés, nous avons que les

suites (umi )1≤i≤m, (u
n
j )1≤j≤n, (Av

m
i+1 +Bumi )1≤i≤m, (Av

n
j+1 +Bunj )1≤j≤n sont uniformément

bornées. alors par l’hypomonotonicity-like du cône normale de C, il existe L̃ > 0 et

une fonction absolument continue ṽ : [0, T ] −→ R tel que :

ω = 〈vnj+1 − vmi+1, Av
n
j+1 +Bunj − Avmi+1 −Bumi 〉

= 〈vnj+1 − vmi+1, A(vnj+1 − vmi+1)〉 − 〈vnj+1 − vmi+1, B(unj − umi )〉

≤ |ṽ(tmi+1)− ṽ(tnj+1)|(‖vmi+1‖+ ‖vnj+1‖) + L̃‖umi − unj ‖‖vmi+1 − vnj+1‖

= |ṽ(tmi+1)− ṽ(t) + ṽ(t)− ṽ(tnj+1)|(‖vmi+1‖+ ‖vnj+1‖) + L̃‖umi − unj ‖‖vmi+1 − vnj+1‖

≤ 2M(w(hm) + w(hn)) + L̃‖umi − unj ‖‖vmi+1 − vnj+1‖

Or

〈vnj+1 − vmi+1, A(vnj+1 − vmi+1)〉 ≤ ε1(hm, hn) + L̃‖umi − unj ‖‖vmi+1 − vnj+1‖+ 〈vmi+1 − vnj+1, B(unj − umi )〉

Où ε1(hm, hn) := 2M(w(hm) + w(hn)) et w(·) est le module de continuité de ṽ. En uti-

lisant la coercivité et la continuité de A et B (respectivement) et l’inégalité de Cauchy-

Schwartz on obtient,

β

2
‖vmi+1 − vnj+1‖2 ≤ ε1(hm, hn) + (L̃+ ‖B‖)‖umi − unj ‖‖vmi+1 − vnj+1‖ −

β

2
‖vmi+1 − vnj+1‖2

≤ ε1(hm, hn) +
L̃2

1

2β
‖umi − unj ‖2, L̃1 = L̃+B

(En utilisant le fait que la fonction x 7−→ αx − βx2 est concave et α
2β

le point de maxi-

mum)

≤ ε1(hm, hn) +
L̃2

1

2β
‖um(θm(t))− um(t) + um(t)− un(t) + un(t)− un(θn(t))‖2

≤ ε1(hm, hn) +
3L̃2

1

2β
(‖um(θm(t))− um(t)‖2 + ‖um(t)− un(t)‖2 + ‖un(t)

− un(θn(t))‖2)

(En utilisant l’inégalité (a+ b+ c)2 ≤ 3(a2 + b2 + c2),∀ a, b, c ∈ R)

Comme la fonction un(·) est M-Lipschitzienne, on déduit que

β

2
‖vmi+1 − vnj+1‖2 ≤ ε1(hm, hn) +

3M2L̃2
1

2β
(h2

m + h2
n) +

3L̃2
1

2β
‖um(t)− un(t)‖2
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Posons

ε2(hm, hn) := ε1(hm, hn) +
3M2L̃2

1

2β
(h2

m + h2
n) (2.26)

Alors, ε2(hm, hn) −→ 0 quand m,n −→∞, car w(hn)
n−→+∞−→ 0 . donc de (2.26), on a

β

2
‖u′m(t)− u′n(t)‖2 ≤ ε2(hm, hn) +

3L̃2
1

2β
‖um(t)− un(t)‖2

Or

‖u′m(t)− u′n(t)‖ ≤ ε(hm, hn) +

√
3L̃1

β
‖um(t)− un(t)‖

Où

ε(hm, hn) :=

√
2ε2(hm, hn)

β

Par l’inégalité de Grönwall (version continue) et comme um(0) = un(0) = u0, on trouve

que

‖um(t)− un(t)‖ ≤ exp(
2L̃1T

β
)ε(hm, hn)t

≤ exp(
2L̃1T

β
)ε(hm, hn)T.

Donc

‖um(t)− un(t)‖C([0,T ],H) ≤ exp(
2L̃1T

β
)ε(hm, hn)T.

En passant à la limite, on déduit que ‖um(t)− un(t)‖C([0,T ],H)
m,n→+∞−→ 0.

Par conséquent (un(·))n est une suite de Cauchy dans C([0, T ], H) qui est complet, et par

suite il existe u ∈ C([0, T ], H) tel que un converge uniforme vers u .

(c) u solution de (2.5) :

Pour démontrer que u est une solution de (2.5), on va vérifier la définition

2.2.1 : 1) On sait que lim
n−→∞

un(t) = u(t),∀ t ∈ [0, T ], pour t = 0, on a

lim
n−→∞

un(0) = u(0), mais un(0) = u0, alors u(0) = u0.

2) u(·) est M-continument Lipschitzienne, puisque pour tous s, t ∈ [0, T ], on a

‖u(t)− u(s)‖ = lim
n−→∞

‖un(t)− un(s)‖ ≤M |t− s|.

Et par suite d’après la remarque 1.12.1, on déduit que u(·) est dérivable p.p sur [0, T ].

3) D’après (2.25) on peut remarquer que ‖u′n(t)‖L2([0,T ],H) ≤M
√
T , i.e. (u′n)n ⊂ L2([0, T ], H).

De plus d’après la proposition 1.3.1, il existe w ∈ L2([0, T ], H) et une sous-suite de

(u′n(·))n noté aussi (u′n(·))n tels que u′n(·) converge faiblement vers w dans L2([0, T ], H).
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On montre que u′(t) = w(t), p.p t ∈ [0, T ].

On a un(t) = u0 +
∫ t

0
u′n(s)ds, ∀ t ∈ [0, T ].

Soit z ∈ H, tel que ‖z‖ ≤ 1 :

〈z, un(t)〉 = 〈z, u0 +

∫ t

0

u′n(s)ds〉

= 〈z, u0 +

∫ T

0

ι[0,t]u
′
n(s)ds〉

= 〈z, u0〉+

∫ T

0

〈zι[0,t], u′n(s)〉ds

On fait tendre n −→∞

〈z, u(t)〉 = 〈z, u0〉+

∫ T

0

〈zι[0,t], w(s)〉ds

= 〈z, u0 +

∫ t

0

w(s)ds〉. (2.27)

∀z′ ∈ H − {0}, il est clair que ‖ z
′

‖z′‖‖ = 1, donc de (2.27) on a

〈 z
′

‖z′‖
, u(t)〉 = 〈 z

′

‖z′‖
, u0 +

∫ t

0

w(s)ds〉

Or

〈z′ , u(t)〉 = 〈z′ , u0 +

∫ t

0

w(s)ds〉

Ce qui est implique que u(t) = u0 +
∫ t

0
w(s)ds

D’où u′(t) = w(t) p.p t ∈ [0, T ], et par suite u′n(·) converge faiblement vers u′(·) dans

L2([0, T ], H).

Maintenant, nous montrons que Au′(t) +Bu(t) ∈ C(t, u(t)),∀ t ∈ [0, T ].

Soit ε > 0, on définit l’ensemble suivant :

Dε := {ϕ ∈ L2([0, T ], H) : Aϕ(t) +Bu(t) ⊂ C(t, u(t)) + εB p.p t ∈ [0, T ]} .

Dε est un ensemble convexe et fermé, d’après la proposition 1.3.2 Dε est faiblement

fermé dans L2([0, T ], H).

D’autre part, de (2.20) on a

Au′n(t) +Bun(θn(t)) ∈ C(ηn(t), un(θn(t)))

⊂ C(t, u(t)) + (|v(ηn(t))− v(t)|+ L‖un(θn(t))− u(t)‖)B

Puisque ‖un(θn(t))− u(t)‖ n→∞−→ 0 et |v(ηn(t))− v(t)| n→∞−→ 0 , on déduit que u′n ∈ Dε pour

n plus grand, et comme Dε est faiblement fermé dans L2([0, T ], H) alors u′ ∈ Dε car u′n
converge faiblement vers u′ dans L2([0, T ], H) et par suite

Au′(t) +Bu(t) ⊂ C(t, u(t)) + εB,∀ ε > 0.
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Puisque C(t, u(t)) est convexe et fermé, nous obtenons Au′(t) +Bu(t) ∈ C(t, u(t)).

3) Soit v ∈ C(t, u(t)), comme C(t, u(t)) ⊂ C(ηn(t), un(θn(t))) + (|v(ηn(t)) − v(t)| +

L‖un(θn(t))−u(t)‖)B, on peut trouver z ∈ C(ηn(t), un(θn(t))) tel que ‖v−z‖ ≤ |v(ηn(t))−
v(t)|+ L‖un(θn(t))− u(t)‖. de (2.20), on a

u′n(t) ∈ −NC(ηn(t),un(θn(t)))(Au
′
n(t) +Bun(θn(t))), p.p t ∈ [0, T ].

Ce qui est implique que

〈−u′n(t), z − Au′n(t)−Bun(θn(t))〉 ≤ 0

Or

〈−u′n(t), v − Au′n(t)−Bun(t)〉 ≤ 〈−u′n(t), v − z −Bun(t) +Bun(θn(t))〉

≤ αn(t) (2.28)

Où αn(t) = M(|v(ηn(t)) − v(t)| + L‖un(θn(t)) − u(t)‖ + ‖B‖M |θn(t) − t|) −→ 0 quand

n −→∞.

Puisque elle est vraie pour tout v ∈ C(t, u(t)), nous obtenons :

σ(C(t, u(t)),−u′n(t)) + 〈u′n(t), Au′n(t) +Bun(t)〉 ≤ αn(t).

En intégrant sur [0, T ] et en appliquant la continuité inférieure, on obtient

lim inf
n−→∞

∫ T

0

{σ(C(t, u(t)),−u′n(t)) + 〈u′n(t), Au′n(t) +Bun(t)〉}dt ≤ 0. (2.29)

Posons D(t) = C(t, u(t)) alors, comme la fonction support est convexe et d’après le

lemme 1.8.1 on a la fonction x 7−→
∫ T

0
σ(t, x(t))dt est faiblement semi-continue infé-

rieurement dans L2([0, T ], H).

Et comme u′n(·) converge faiblement vers u′(·) dans L2([0, T ], H), on a∫ T

0

σ(t,−u′(t))dt ≤ lim inf
n−→∞

∫ T

0

σ(D(t),−u′n(t))dt (2.30)

De plus la fonction x 7−→
∫ T

0
〈x(t), Ax(t)〉dt et aussi faiblement semi-continue inférieu-

rement dans L2([0, T ], H) (exemple 1.4.2), et par suite∫ T

0

〈u′(t), Au′(t)〉dt ≤ lim inf
n−→∞

∫ T

0

〈u′n(t), Au′n(t)〉dt. (2.31)

On note par B = ∇ϕB où la fonction ϕB(x) := 1
2
〈Bx, x〉 est continue . alors d’après le
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lemme 1.12.1 on a∫ T

0

〈u′(t), Bu(t)〉dt =

∫ T

0

d

dt
ϕB(u(t))dt = ϕB(u(T ))− ϕB(u(0))

= lim
n−→∞

ϕB(un(T ))− ϕB(un(0))

= lim
n−→∞

∫ T

0

d

dt
ϕB(un(t))dt

= lim
n−→∞

∫ T

0

〈u′n(t), Bun(t)〉. (2.32)

De (2.29), (2.30),(2.31),(2.32), on a∫ T

0

{σ(D(t),−u′(t)) + 〈u′(t), Au′(t) +Bu(t)〉}dt ≤ 0. (2.33)

D’après ce qui précède Au′(t) +Bu(t) ∈ D(t) p.p t ∈ [0, T ], alors

〈−u′(t), Au′(t) +Bu(t)〉 ≤ σ(D(t),−u′(t)), p.p t ∈ [0, T ].

Or

σ(D(t),−u′(t)) + 〈u′(t), Au′(t) +Bu(t)〉 ≥ 0, p.p t ∈ [0, T ]. (2.34)

De (2.33),(2.34), on a

σ(D(t),−u′(t)) + 〈u′(t), Au′(t) +Bu(t)〉 = 0, p.p t ∈ [0, T ].

Or

σ(D(t),−u′(t)) = 〈−u′(t), Au′(t) +Bu(t)〉, p.p t ∈ [0, T ].

D’après la proposition 1.8.3, on déduit que

u′(t) ∈ −NC(t,u(t))(Au
′(t) +Bu(t)) p.p sur [0, T ].

D’où u(·) est une solution de (2.5). (i)

On va montrer l’unicité de la solution :

I- Unicité

On suppose que pour toute condition initiale u0 le problème (2.5) admet deux solutions

u1(·) et u2(·) i.e. pour i = 1, 2, on a u′i(t) ∈ −NC(t,ui(t))(Au
′
i(t) +Bui(t)) p.p sur [0, T ],

ui(0) = u0,
(2.35)

On commence pour démontrer que u′i(·) est uniformément bornée.

Pour i = 1, 2 :

〈u′i(t), y − Au′i(t)−Bui(t)〉 ≥ 0, ∀y ∈ C(t, ui(t)), p.p sur [0, T ]
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En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwartz et la coercivité de A :

β‖u′i(t)‖2 ≤ 〈u′i(t), Au′i(t)〉 ≤ ‖u′i(t)‖‖y −Bui(t)‖ (2.36)

D’après le lemme 2.1.5, on peut trouver yt ∈ C(t, ui(t)) tel que ‖yt‖ ≤ c+L‖ui(t)− u0‖.
En remplaçant dans (2.36), on trouve

‖u′i(t)‖ ≤
1

β
‖yt −Bui(t)‖

≤ 1

β
[c+ L‖ui(t)− u0‖+ ‖B‖‖ui‖]

≤ 1

β
(L+ ‖B‖)‖ui‖+

1

β
(c+ L‖u0‖).

En utilisant l’inégalité de Grönwall (version continue) :

‖u′i(t)‖ ≤ [‖u0‖+
T

β
(c+ L‖u0‖)] exp(

T

β
(L+ ‖B‖)).

Donc u′i(t), Au
′
i(t) +Bui(t) sont uniformément bornés par un entier R > 0, i.e.

u′i(t), Au
′
i(t) +Bui(t) ∈ RB.

Par hypomonotonicity-like du cône normale de C, il existe L̃ > 0 tel que

〈u′1(t)−u′2(t), Au′1(t)+Bu1(t)−Au′2(t)−Bu2(t)〉 ≤ L̃‖u1(t)−u2(t)‖‖u′1(t)−u′2(t)‖, p.p t ∈ [0, T ].

Par la coercivité de A et l’inégalité de Cauchy-Schwartz :

β‖u′1(t)− u′2(t)‖2 ≤ L̃‖u1(t)− u2(t)‖‖u′1(t)− u′2(t)‖+ 〈u′1(t)− u′2(t), Bu2(t)−Bu1(t)〉

≤ (L̃+ ‖B‖)‖u1(t)− u2(t)‖‖u′1(t)− u′2(t)‖

Or

β

2
‖u′1(t)− u′2(t)‖2 ≤ L̃‖u1(t)− u2(t)‖‖u′1(t)− u′2(t)‖+ 〈u′1(t)− u′2(t), Bu2(t)−Bu1(t)〉

≤ (L̃+ ‖B‖)‖u1(t)− u2(t)‖‖u′1(t)− u′2(t)‖ − β

2
‖u′1(t)− u′2(t)‖2

≤ L̃1
2

2β
‖u1(t)− u2(t)‖2, L̃1 = L̃+ ‖B‖

Donc

‖u′1(t)− u′2(t)‖ ≤ L̃1

β
‖u1(t)− u2(t)‖

En utilisant l’inégalité de Grönwall (version continue) :

‖u1(t)− u2(t)‖ ≤ ‖u1(0)− u2(0)‖ exp(
L̃1t

β
) = 0, ∀ t ∈ [0, T ].

Par conséquent u1 ≡ u2, d’oú l’unicité de la solution . (ii)

De (i) et (ii), le problème (2.5) admet une unique solution u, de plus elle est M-

continûment Lipschitzienne et ‖u(t)‖ ≤ ‖u0‖+MT ∀ t ∈ [0, T ]. �
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2.3 Résolution de l’inégalité quasi-variationnelle d’évo-

lution

Maintenant, nous étudions l’inégalité quasi-variationnelle d’évolution suivante :

Trouver u : [0, T ] −→ H tel que : u′(t) ∈ K p.p. t ∈ [0, T ] et ∀ v ∈ K , on a a(u′(t), v − u′(t)) + b(u(t), v − u′(t)) + j(v)− j(u′(t)) ≥ 〈f(t, u(t)), v − u′(t)〉,
u(0) = u0 ∈ H,

(2.37)

Supposons que les hypothèses suivantes sont satisfaites :

(H1) K ⊂ H est non vide, fermé et cône convexe.

(H2) a(·, ·), b(·, ·) deux formes bilinéaires continues et symétriques et a(·, ·) satisfaite

pour tout x ∈ H, il existe β > 0 tel que :

a(x, x) ≥ β‖x‖2.

(H3) j : K −→ R est une fonction convexe, positivement homogène (i.e., j(λx) =

λj(x),∀λ > 0) et continûment Lipschitzienne avec j(0) = 0.

(H4) la fonction f : [0, T ]×H −→ H satisfaite :

‖f(t, u)− f(s, w)‖ ≤ |v(t)− v(s)|+ L‖u− w‖, ∀ t, s ∈ [0, T ] et u, w ∈ H.

Où L ≥ 0 et v : [0, T ] −→ R une fonction absolument continue.

Maintenant, on définit la fonction J : H −→ R ∪ {+∞} suivante :

J(x) =

 j(x), si x ∈ K,
+∞, si non .

Et soient A,B : H −→ H deux opérateurs linéaires bornés et symétriques tel que :

〈Au, v〉 = a(u, v), 〈Bu, v〉 = b(u, v), ∀u, v ∈ H. (2.38)

Et par suite le problème (2.37) s’écrit sous la forme suivante :

Trouver u : [0, T ] −→ H tel que : ∀ v ∈ H p.p t ∈ [0, T ], on a 〈Au′(t), v − u′(t)〉+ 〈Bu(t), v − u′(t)〉+ J(v)− J(u′(t)) ≥ 〈f(t, u(t)), v − u′(t)〉,
u(0) = u0 ∈ H.

(2.39)

Proposition 2.1. Sous les hypothèses (H1)-(H4), le problème (2.37) (ou (2.39)) admet

une solution unique continûment Lipschitzienne pour toute condition initiale u0 ∈ H.
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Preuve. L’idée de la preuve est basée sur le théorème 2.2.1 c’est à dire, on va écrire le

problème (2.37) comme (2.5), ensuite on va vérifier les hypothèses 1,2,3 .

Donc la preuve se fait en 2 étapes :

1 erétape : écrivons (2.37) sous forme du problème (2.5) :

On a (2.39) équivalant à f(t, u(t))− Au′(t)−Bu(t) ∈ ∂J(u′(t)),

u(0) = u0 ∈ H.
(2.40)

Ensuite, D’après les hypothèses (H1), (H3), il est claire que J est une fonction propre

convexe, s.c.i et positivement homogène avec J(0) = 0, alors d’après la proposition

1.8.2 on a :

J(x∗) = σ(Cσ, x
∗) = δ∗Cσ(x∗) , ∀x∗ ∈ H. (2.41)

Où Cσ = ∂J(0) est un ensemble non vide convexe, fermé.

D’autre part, comme la fonction indicatrice de Cσ est propre, convexe et s.c.i et d’après

le lemme 1.6.1, théorème1.6.1 et (2.41) on trouve que :

x∗ ∈ ∂J(w)⇔ w ∈ ∂J∗(x∗) = ∂δCσ(x∗) = NCσ(x∗).

Par conséquent de (2.40) on obtient que :

u′(t) ∈ NCσ(f(t, u(t))− Au′(t)−Bu(t)).

D’après la proposition 1.5.2 on déduit que : u′(t) ∈ −NC(t,u(t))(Au
′(t) +Bu(t)),

u(0) = u0 ∈ H.

Où C(t, u(t)) := f(t, u)− Cσ = f(t, u)− ∂J(0) .

2 ème étape : vérifions les hypothèses 1,2 et 3 :

D’après (H4) On remarque que l’ensemble C est un cas particulier du lemme 2.1.1, alors

les hypothèses 1,2 sont satisfaites, de plus de (2.38) et (H2) on déduit que l’hypothèse

3 est satisfaite.

Alors d’après le lemme 2.2.1 le problème (2.37) admet une solution unique continûment

Lipschitzienne. �



Chapitre 3
Application au problème de contact avec

frottement Quasi-statique

L’objet de cette partie est l’étude d’un problème aux limites avec contact, et

frottement, entre un corps déformable et une fondation. Nous décrivons la formulation

variationnelle de ce modèle qui est sous la forme d’une inéquation variationnelle d’évo-

lution pour le champ des déplacements. Alors, nous prouvons l’existence et l’unicité de

la solution pour ce modèle. La démonstration est basée sur les résultats du chapitre 2.

Notation : Soit Ω un ouvert borné et connexe de Rd, d = 2 ou 3 . Nous notons par

σ = (σij(x, t)) tel que σij ∈ L2(Ω) le champ des contraintes tel que x ∈ Ω et t ∈ [0, T ].

Soit u = u(x, t) = (ui(x, t)), 1 ≤ i ≤ d, le champ des déplacements. Nous désignons par

ε = ε(u) le champ des déformations linéarisées. pour un vecteur υ nous désignons par

υν et υτ les composantes normale et tangentielle à la frontière, c’est-à-dire : υν = υ.ν

υτ = υ − υνν
(3.1)

Les composantes normale et tangentielle du champ des contraintes, notées respective-

ment σν et στ sont définies par les égalités : σν = σν.ν

στ = σν − σν .ν
(3.2)

Nous utilisons (3.1) et (3.2) pour obtenir la relation suivante :

σν.υ = σνυν + στ .υτ . (3.3)
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Rappelons que le tenseur des déformations linéarisées est donné par : ε(u) = (εij(u)),

εij(u) = 1
2
( ∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

), 1 ≤ i, j ≤ d.

Loi de comportement des matériaux visco-élastiques : est une relation entre le ten-

seur des contraintes σ et le tenseur des déformations ε = ε(u), est décrit par l’équation

suivante :

σ = Aε(u′) + Bε(u) avec σij = aijkhεkh(u
′) + bijkhεkh(u). (3.4)

Dans cette équation A = (aijkh) ∈ L∞(Ω) est le tenseur des coefficients visco-élastiques,

B = (bijkh) ∈ L∞(Ω) est le tenseur des coefficients élastiques.

Condition de contact et de frottement : De façons générale, nous comprenons par

condition de contact une relation impliquant les composantes normales du champ des

déplacements, des vitesses ou des contraintes et nous comprenons par loi de frottement

une relation entre la contrainte tangentielle στ et la vitesse tangentielle u′τ ou bien le

déplacement tangentiel uτ . La contrainte στ s’appelle aussi force de frottement.

On dit que le contact est bilatéral si La composante normale du champ des déplace-

ments s’annule sur la surface de contact et donc uν = 0.

De plus le contact est sans frottement si στ = 0. Dans le cas où la force de frottement στ

ne s’annule pas sur la surface de contact, alors le contact est avec frottement.

Problème : Le cadre physique se compose d’un corps déformable Ω ⊂ Rd (d = 2, 3)

qui est en contact avec une fondation rigide. La frontière Γ = ∂Ω est régulière et com-

posées de trois parties : Γ = ΓU ∪ ΓN ∪ ΓC , avec ΓU ∩ ΓN = ΓU ∩ ΓC = ΓN ∩ ΓC = ∅
et mes(ΓU) > 0 (voir figure 3.1). la frontière ΓU , le corps est supposé être fixé, ce qui

signifie que le déplacement est donné et sur ΓC le corps est en contact de frottement

bilatéral avec une fondation, i.e., il n’est pas une perte de contact entre le corps et la

fondation. Les tractions agissent sur ΓN . du cas quasi-statique, où tous les effets d’ac-

célération sont négligés, l’équilibre du corps dans ce cadre physique est basé sur la Loi

constitutive avec les conditions aux limites suivantes : trouvez un champ de déplace-
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ment u : [0, T ]× Ω −→ Rd tel que :

σ(t) = Aε(u′(t)) + Bε(u(t)) dans Ω× [0, T ]. (3.5)

−Div(σ(t)) = f(t, u) dans Ω× [0, T ]. (3.6)

u = 0, sur ]0, T [×ΓU (3.7)

σν = h sur ]0, T [×ΓN (3.8)

|στ | ≤ g sur ΓC , uν = 0 sur ΓC (3.9)

στ = −g u
′
τ

|u′τ |
si u′τ 6= 0. (3.10)

u(0, x) = u0(x) , x ∈ Ω (3.11)

FIGURE 3.1 – Un corps en contact avec une Fondation rigide .

Nous notons que (3.6) représente l’équation d’équilibre, et (3.7) représente la condition

aux limites pour le champ de déplacement, et f(t, u) la densité d’une force volumique,

dépendant de t et de u. Nous supposons que les tenseurs des coefficients visco-élastiques

A = (aijkh) ∈ L∞(Ω) et des coefficients élastiques B = (bijkh) ∈ L∞(Ω) ont les propriétés

de symétrie et d’ellipticité (voir [12] pour plus de détails). La condition (3.8) représente

la condition de surface de traction dans laquelle agissent la traction surfacique de den-

sité h selon le temps t sur la frontière ΓN .

En (3.9) et (3.10) g ∈ L∞(ΓC) est une fonction non négatif représentant une seuil de

frottement.

Théorème 3.1 (Formule de Green). Soit Ω un ouvert borné régulier de classe C1 et soit

la fonction σ : Ω −→ Sd alors :∫
Ω

σ.ε(υ)dx+

∫
Ω

Div(σ).υdx =

∫
Γ

σν.υdΓ , ∀ υ ∈ (H1(Ω))d.
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Où Div(σ) = ( ∂
∂xj
σij).

Théorème 3.2 (Inégalité de Korn). Soit Ω un ouvert borné de Rd de frontière régulière

Γ. Alors il existe une constante c dépendant uniquement de Ω tel que :∫
Ω

εij(υ)εij(υ)dx+

∫
Ω

υiυidx ≥ c‖υ‖2
H , ∀ υ ∈ (H1(Ω))d.

Le Théorème suivant est un conséquence de l’inégalité de Korn :

Théorème 3.3. Soit Ω un ouvert borné et connexe de Rd de frontière régulière Γ. Soient

ΓU , ΓD deux parties de Γ telle que Γ = ΓU ∪ ΓD avec ΓU ∩ ΓD = ∅ et mes(ΓU) > 0. Alors il

existe une constante β > 0 tel que :∫
Ω

εij(υ)εij(υ)dx ≥ β‖υ‖2
H , ∀ υ ∈ V,

tel que : V = {υ ∈ (H1(Ω))d : υ = 0 sur ΓU}.

Nous passons maintenant à la construction de la formulation variationnelle de

notre problème.

A cet effet nous supposons dans ce qui suit que la force volumique de densité f et la

traction surfacique de densité h ont la régularité :

f ∈ (L2(Ω))d et h ∈ (L2(ΓN))d.

Théorème 3.4. Le problème précédent s’écrit sous la forme du problème (2.37).

où

H = (H1(Ω))d.

K = {υ ∈ (H1(Ω))d : υ = 0 sur ΓU et υν = 0 sur ΓC}.

a(u, υ) =

∫
Ω

aijkhεkh(u)εij(υ)dx , u , υ ∈ H.

b(u, υ) =

∫
Ω

bijkhεkh(u)εij(υ)dx , u , υ ∈ H.

j(υ) =

∫
ΓC

g|υτ |dΓ , υ ∈ K.

〈f(t, u), υ〉 =

∫
Ω

f(t, u)υdx+

∫
ΓN

h(t)υdΓ , υ ∈ H.

Preuve. En multipliant (3.6) par une fonction teste υ ∈ (H1(Ω))
d et en intégrant sur Ω,

on obtient

−
∫

Ω

Div(σ(t)).υdx =

∫
Ω

f(t, u).υdx.
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En utilisant la formule de Green :∫
Ω

σ(t).ε(υ)dx−
∫

Γ

σν.υdΓ =

∫
Ω

f(t, u).υdx.

En utilisant (3.3) :∫
Ω

σ(t).ε(υ)dx−
∫

ΓC

(σνυν + στ .υτ )dΓ−
∫

ΓU∪ΓN

σν.υdΓ =

∫
Ω

f(t, u).υdx.

Supposons que υ = 0 sur ]0, T [×ΓU , υν = 0 sur ΓC et σν = h sur ΓN alors :∫
Ω

σ(t).ε(υ)dx−
∫

ΓC

στ .υτdΓ =

∫
Ω

f(t, u).υdx+

∫
ΓN

h(t)υdΓ.

Or∫
Ω

Aε(u′(t)).ε(υ)dx+

∫
Ω

Bε(u(t)).ε(υ)dx−
∫

ΓC

στ .υτdΓ =

∫
Ω

f(t, u)υdx+

∫
ΓN

h(t)υdΓ.

D’où∫
Ω

aijkhεkh(u
′)εij(v)dx+

∫
Ω

bijkhεkh(u)εij(v)dx−
∫

ΓC

στ .υτdΓ =

∫
Ω

f(t, u)υdx+

∫
ΓN

h(t)υdΓ.

Notons par a(u, υ) =
∫

Ω
aijkhεkh(u)εij(v)dx, b(u, υ) =

∫
Ω
bijkhεkh(u)εij(v)dx, K = {υ ∈

(H1(Ω))d : υ = 0 sur ΓU et υν = 0 sur ΓC}. Supposons que u′(t) ∈ K alors υ − u′(t)
est aussi, et par suite

a(u′(t), υ−u′(t))+b(u(t), υ−u′(t))−
∫

ΓC

στ (υτ−u′τ (t))dΓ =

∫
Ω

f(t, u)(υ−u′(t))dx+

∫
ΓN

h(t)(υ−u′(t))dΓ.

(3.12)

D’après la loi de frottement (3.10) nous pouvons remarquer que :

−στu′τ = g|u′τ | sur ΓC .

Et donc, en tenant compte du fait que :

xy ≥ −|x||y|.

Nous avons

στ (υτ − u′τ ) ≥ g|u′τ | − g|υτ |.

Par intégration sur la frontière ΓC nous obtenons :∫
ΓC

στ (υτ − u′τ )dΓ ≥
∫

ΓC

(g|u′τ | − g|υτ |)dΓ.

Remplaçant dans (3.12) on trouve que :

a(u′(t), υ − u′(t)) + b(u(t), υ − u′(t)) + j(υ)− j(u′(t)) ≥ 〈f(t, u(t)), υ − u′(t)〉 ∀ υ ∈ K.
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Où

j(υ) =

∫
ΓC

g|υτ |dΓ ∀ υ ∈ K,

〈f(t, u), υ〉 =

∫
Ω

f(t, u)υdx+

∫
ΓN

h(t)υdΓ ∀ υ ∈ H.

D’où le résultat. �

Pour plus de détails sur la formulation variationnelle du problème (3.6)-(3.11),

nous nous référons à ([12], [17], [24]).

Par conséquent, la coercicivité des formes bilinéaires a et b est une conséquence du

théorème 3.3. La symétrie de a et b découle également de la symétrie des coefficients

d’élasticités.

Nous supposons que (t, u) 7−→ f(t, u) bouge dans un sens absolument continue par

rapport au temps t et un sens Lipschitzienne par rapport à u et que t 7−→ h(t) bouge

dans un sens absolument continue.

Le résultat suivant est une conséquence de la proposition 2.1 :

Corollaire 3.1. Sous les hypothèses ci-dessus, pour chaque u0 ∈ H, notre problème a une

solution unique qui est continùment Lipschitzienne.



Conclusion

Au terme de ce travail nous relevons l’apport de quelques éléments détermi-

nants dans ce mémoire.

D’abord pour le chapitre 2, nous devons la convergence forte des suites de so-

lutions approchées à cause du présence de l’état dans l’ensemble des contraintes. C’est

que l’hypomonotone-like est déterminante en ce sens qu’elle joue pour le processus de

rafle implicite un rôle analogue à celle de la maximal monotone pour la processus de

rafle classique.

Pour le troisième chapitre on souligne le rôle du processus de rafle implicite

pour l’étude des inégalités variationnelles d’évolution.

En effet, le processus de rafle implicite constitue un point entre le problème de contact

avec frottement quasi-statique est les inégalités variationnelles.
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