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Introduction

La théorie de l�approximation est un domaine bien établi des mathématiques qui a connu

un grand développement à partir de la �n du 19 éme siècle et elle prend leur point de départ

avec Weiestrass. L�approximation d�une fonction est liée aux problèmes de représentation des

fonctions comme limites de fonctions plus simples (développements en série, développements

en série de Fourier, représentations intégrales, etc.). En pratique, on cherche à construire une

suite de fonctions fn qui converge vers la fonction de base f . Lorsque les fonctions fn sont des

polynômes, on parle d�approximation polynomiale.

L�approximation polynomiale est beaucoup plus utilisée, car il est facile de rendre l�erreur

d�approximation arbitrairement petite en augmentant le degré du polynôme. Elle se fonde sur le

théorème de Weierstrass (1866) qui a¢ rme que toute fonction continue sur un intervalle [a; b] est

limite uniforme d�une suite de fonctions polynomiales. Ce travail, qui porte sur l�interpolation

et l�approximation polynomiale qui sont très étroitement reliés puisqu�ils tendent à répondre

aux mêmes questions. Nous étudions l�approximation d�une fonction continue par un polynôme

et le problème se pose en ces termes : Etant donné une fonction f d�une variable réelle et dé�nie

sur un intervalle fermé et borné, peut on approcher f par un polynôme de degré au plus n de

tel sorte que l�erreur entre ce polynôme et la fonction f soit minimal ou contrôlable.

Au chapitre 01, nous allons commencer par l�interpolation polynomiale où nous étudierons

au moins trois polynômes d�interpolation : Lagrange, Newton (di¤érences divisées) et celle

de Hermite. On démontre l�existence et l�unicité d�un tel polynôme avec l�erreur pour chaque

interpolation. Ensuite, nous citons le théorème de Weierstrass avec une démonstration basée

sur les polynômes de S. N. Bernstein [4].

Dans le deuxième chapitre et après avoir l�existence d�un polynôme qui approche une fonc-
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tion continue, nous dé�nissons le procédé d�approximation dans le sens fonctionnelle, et comme

choix des espaces et des normes, nous avons choisis l�espace des fonctions continues C ([a; b])

muni de la norme de convergence uniforme notée k:k1 et une autre norme, celle de la conver-

gence quadratique notée k:k2.

On dé�nit d�abord le concept de meilleure approximation et on démontre ensuite l�existence

et l�unicité du polynômes de meilleure approximation dans les deux cas, et on termine bien sur

avec un exemple.

Nous rappelons aussi les propriétés fondamentales d�un espace de préhilbertien et nous in-

sisterons sur la notion de projection orthogonale qui nous aide à dé�nir une meilleure approxi-

mation polynomiale sur un sous espace vectoriel de dimension �nie. Nous terminons ce chapitre

avec les polynômes orthogonaux et quelques propriétés fondamentales de ces polynômes.

L�interpolation au zeros des polynômes de Tchebychev sert à diminuer l�erreur commise

entre la fonction et le polynôme interpolant.

Nous abordons dans le dernier chapitre un second procédé d�interpolation, probablement

le plus ancien et on parle des fonctions splines. Pour tracer une courbe passant par des points

donnés, les dessinateurs utilisaient des lattes ( en englais "splines") �exible, en fait une planche

de peu d�épaisseur, que l�on astreint à passer par les points souhaités et dont on n�a plus qu�à

suivre le bord d�un coup de crayon. L�expression "spline function" a été utilisée pour la première

fois par Isaac Schoenberg dans un article publié en 1946.

On vient ainsi de dé�nir une nouvelle classe de fonctions appelées fonctions splines qui

dé�nissent un espaces vectoriel de dimension �nie, mais on restreint sur les splines de degré 3

(cubique).

A travers les splines cubiques d�interpolation, nous reproduisons quelques estimations de

l�erreur et nous évitons le phénomène de Runge (l�un des inconvénients de l�interpolation de

Lagrange).
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Chapitre 1

Interpolation polynômiale et

théorème de Weiestrass

Dans les problèmes numériques, on substitue très souvent une fonction f (x) connue en un

nombre �ni de points x1; x2; :::; xn par une fonction P (x) plus simple et facilement calculable :

c�est l�approximation. En termes mathématiques, l�approximation consiste à minimiser la dis-

tance qui sépare les fonctions f (x) et P (x). L�interpolation impose de plus que les fonctions

f (x) et P (x) coïncident aux points xj . Lorsque la fonction P (x) représente la fonction f (x)

décrite par un ensemble de points expérimentaux (xj ; f (xj)), on parle de lissage.

1.1 Interpolation Polynomiale

On désigne dans tout ce qui suit par Pn l�espace vectoriel des fonctions polynômes sur R à

coe¢ cients réels, de degré inférieur ou égal à n. On a donc dimPn = n+ 1:

Par ailleurs, si f est une fonction dé�nie sur un intervalle [a; b] � R à valeurs dans R ou C

la norme uniforme de f sur [a; b] sera notée

kfk1 = sup
x2[a;b]

jf (x)j :

On note aussi par C ([a; b]) l�espace des fonctions continues sur [a; b] à valeurs dans R:
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1.1.1 Interpolation de Lagrange

Etant donné une fonction réelle f dé�nie par les (n+1) points x0; x1; :::; xn dans un intervalle

[a; b] deux à deux distincts, non nécessairement rangés par ordre croissant.

Notre problème est le suivant : Existe-t-il un polynôme pn 2 Pn tel que

pn (xi) = f (xi) ; 8i = 0; 1; :::; n ?

Théorème 1.1.1 Le problème d�interpolation pn (xi) = f (xi) ; 0 � i � n; admet une seule

solution, donnée par la formule (1:1) :

Preuve. Un tel polynôme sera appelé polynôme d�interpolation (de Lagrange) de f aux

points x0; x1; :::; xn:

Posons :

Li (x) =
Y
j 6=i

(x� xj)
(xi � xj)

; 0 � i � n;

où le produit est e¤ectué sur les indices j tels que 0 � j � n; j 6= i: Il est clair que Li 2 Pn et

que

�ij = Li(xj) =

8<: 0 si j 6= i

1 si j = i

Le problème ci-dessus admet donc au moins une solution

pn (x) =
nX
i=0

f (xi)Li (x) ; pn 2 Pn: (1.1)

Il reste à prouver l�unicité. Supposons que qn 2 Pn soit une autre solution du problème. Alors

pn (xi) = qn (xi) = f (xi) ; donc xi est racine de qn � pn. Par suite le polynôme

�n+1 (x) =
nY
j=0

(x� xj) ;

divise qn � pn: Comme deg �n = n+ 1 et qn � pn 2 Pn; la seule possibilité est que qn � pn = 0:

Remarque 1.1.2 Pour démontrer le théorème d�existence explicitement, on peut également
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poser pn (x) =
nP
j=0

ajx
j et résoudre un système linéaire de n+ 1 équations

nX
j=0

ajx
j
i = f (xi) ; 0 � i � n;

en n+ 1 inconnues a0; a1; :::; an dont le déterminant associé est de Vandermonde.

Théorème 1.1.3 On suppose que f est n+1 fois dérivable sur [a; b] : Alors pour tout x 2 [a; b] ;

il existe un point �x 2 ]min (x; xi) ;max (x; xi)[ tel que

f(x)� pn (x) =
1

(n+ 1)!
�n+1 (x) f

(n+1) (�x) (1:3)

Preuve. Pour x 2 fx0; x1; :::; xng, les deux membres sont nuls, quel que soit � Supposons

désormais que x =2 fx0; x1; :::; xng et considérons la fonction t 7! g (t)

g (t) = f (t)� pn (t)� (f (x)� pn (x))
�n+1 (t)

�n+1 (x)
(1:3:�)

g 2 Cn+1 ([a; b]) : ( g�f est un polynôme). En outre, g a au moins n+2 racines distinctes dans

[a; b]. En e¤et, on véri�e que g (xk) = 0 pour tout k = 0; :::; n et que g (x) = 0: En appliquant le

théorème de Rolle n+ 1 fois, on en déduit d�abord que g0 a au moins n racines distinctes dans

[a; b], puis que g00 a au moins n� 1 racines distinctes dans [a; b], etc., et �nalement que g(n+1)

a au moins une racine dans [a; b]. Il existe donc � 2 [a; b] tel que g(n+1) (�) = 0:

D�autre part, on déduit directement de (1:3:�) que

g(n+1) (t) = f (n+1) (t)� p(n+1)n (t)� f (x)� pn (x)
�n+1 (x)

(n+ 1)!;

parce que pn(n+1) = 0 et �
(n+1)
n+1 = (n+ 1)!: On conclut en choisissant t = �:

Corollaire 1.1.4

kf(x)� pn (x)k1 � 1

(n+ 1)!
k�n+1 (x)k1

f (n+1)
1
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Remarque 1.1.5

1. Ces formules montrent que la taille de l�erreur d�interpolation f(x) � pn(x) dépend à la

fois de la quantité
f (n+1) qui peut être grande si f oscille trop vite et de la quantité

k�n+1 (x)k qui est liée à la répartition des points xi dans l�intervalle [a; b].

2. Les polynômes de Lagrange ne sont pas pratiques puisque d�un point de vue numérique, il

est di¢ cile de déduire Li+1 à partir de Li:

1.1.2 Formule de Newton. Di¤érences divisées

La formule d�interpolation de Lagrange a l�inconvénient suivant : si on rajoute un point, il

faut refaire tous les calculs. De ce point de vue, il est plus avantageux de chercher le polynôme

d�interpolation sous la forme

pn (x) = A1 +A2 (x� x1) + � � �+An (x� x1) � � � (x� xn�1) ; (1.4)

proposée par Newton (bien avant Lagrange). En posant x = x1; :::; xn; on peut calculer

successivement les coe¢ cients A1; A2; :::; An. Nous allons donner une formule explicite de ces

coe¢ cients.

Étant donné k nombres distincts x1; :::; xk; posons

!k (x) = (x� x1) � � � (x� xk) ;

et

f(x1; :::; xk) =

kX
j=1

f (xj)

!0k (xj)
;

la notation est correcte car, pour k = 1, on retrouve la valeur de f en x1. Il est clair que

f(x1; :::; xk) est une fonction symétrique de ces variables.

Pour k = 2, on obtient

f (x1; x2) =
f (x1)� f (x2)

x1 � x2
:
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Remarque 1.1.6 Posons !k(x) = (x� x1) ::: (x� xn)

On véri�e sens peine que :

8x 2 Rnfxkg; lk (x) =
!k (x)

!
0
k (xk) (x� xk)

; k = 1; :::; n:

Proposition 1.1.7 (Formule d�interpolation de Newton)

a) Le polynôme d�interpolation de Newton est donné par

pn (x) =
nX
k=1

f(x1; :::; xk)
k�1Y
j=1

(x� xj) : (1.5)

b) Les coe¢ cients se calculent par les formules de di¤érences divisées ;

f(x1; :::; xk) =
f(x2; :::; xk)� f(x1; :::; xk�1)

xk � x1
; k = 2; 3; : : : : (1.6)

Preuve.

(a) Pour 1 � m � n �xé quelconque, posons

pm (x) =
mX
k=1

Ak

k�1Y
j=1

(x� xj) : (1.7)

On utilise les coe¢ cients Ak de (1:4): Alors pm 2 Pm�1 et pm (xk) = f (xk) pour 1 � k � m,

donc pm est le polynôme d�interpolation de Lagrange de f , associé aux points x1; : : : ; xm.

Par conséquent, on a

pm (x) =

mX
k=1

f (xk)
!m (x)

!0m (xk) (x� xk)
; (1.8)

pour tout x 2 Rnfx1; :::; xmg. En comparant les coe¢ cients principaux au second membre

de (1:7) et (1:8), on obtient que Am = f (x1; :::; xm) et (1:5) se résulte de (1:4).

(b) On introduit les polynômes d�interpolation p; q 2 Pk�2 par les conditions
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p (xj) = f (xj) ; 1 � j � k � 1 et q (xj) = f (xj) ; 2 � j � k;

et on dé�nit ensuite le polynôme r 2 Pk�1 par

r (x) =
x� x1
xk � x1

q (x) +
xk � x
xk � x1

p (x) : (1.9)

On véri�e sans peine que r(xj) = f(xj) pour tout 1 � j � k, donc r est le polynôme d�inter-

polation de f associé aux points x1; :::; xk:

D�après la partie (a), les coe¢ cients principaux des polynômes p; q et r sont donnés respecti-

vement par

f(x1; :::; xk�1); f(x2; :::; xk) et f(x1; :::; xk):

En utilisant l�identité (1:9), on en déduit (1:6).

Exemple 1.1.8 Soit f(x) = x3; n = 3, x1 = 1,x2 = 2; x3 = 4. Le schéma

Figure01

permet de faciliter le calcul de

p2 (x) = f (x1) + f (x1; x2) (x� x1) + f (x1; x2; x3) (x� x1) (x� x2) ;
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ici le schéma est

Figure02

d�où

p2 (x) = 1 + 7 (x� 1) + 7 (x� 1) (x� 2) :

1.1.3 Interpolation d�Hermite

On �xe n points distincts x1; :::; xn dans un intervalle compact [a; b] et n entiers strictement

positifsm1; :::;mn. Pour des nombres réels y
(j)
k ; 1 � k � n; 0 � j � mk�1, donnés quelconques,

on cherche un polynôme p de degré minimal tel que

p(j) (xk) = y
(j)
k ; 1 � k � n 0 � j � mk � 1: (1.10)

Pour m1 = ::: = mn = 1, on retrouve l�interpolation de Lagrange.

Dé�nition 1.1.9 p est le polynôme d�interpolation d�Hermite de f , associé aux points x1; :::; xn

avec multiplicités m1; :::;mn.

Proposition 1.1.10 (Théorème d�interpolation d�Hermite) Posons m : = m1+ :::+mn:

(a) Il existe un unique polynôme p 2 Pm�1 véri�ant (1:10).

(b) Soit f 2 Cm(I). Il existe un unique polynôme p 2 Pm�1 tel que

p(j) (xk) = f
(j) (xk) ; 1 � k � n 0 � j � mk � 1: (1.11)

Preuve. Il su¢ t de montrer (a). Considérons l�application linéaire A : Pm�1 ! Rm dé�nie

par
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Ap : =
�
p (x1) ; :::; p

(m1�1) (x1) ; :::; p (xn) ; :::; p
(mn�1) (xn)

�
:

Il faut montrer qu�elle est bijective. Comme dim Pm�1 = dim Rm <1, il su¢ t de montrer

qu�elle est injective, c�est-à-dire que Ap = 0 ) p = 0.

Si p 2 Pm�1 et Ap = 0, alors xk est une racine de p de multiplicité � mk pour chaque k.

Par conséquent le polynôme p a au moins m1+ :::+mn = m racines, plus que son degré. Donc

il est identiquement nul.

Exemple 1.1.11 Pour m1 = : : : = mn = 2, on a

p (x) =

nX
k=1

�
y
(0)
k h

0
k (x) + y

(1)
k h

1
k (x)

�
avec

h1k (x) = (x� xk)Lk (x)
2

et
h0k (x) = (1� 2L0k (x) (x� xk))Lk (x)

2

= Lk (x)
2 � 2L0k (xk)h1k (x) ;

où L1; :::; Lk sont les polynômes de base de Lagrange :

Lk 2 Pn�1; Lk (xj) = �kj :

En e¤et, il est clair que p 2 P2n�1: Il su¢ t de véri�er les relations

h0k (xj) =
�
h1k
�0
(xj) = �kj et

�
h0k
�0
(xj) = h

1
k (xj) = 0:

On a
h1k (xj) = (xj � xk)Lk (xj)2 = (xj � xk) �kj = 0;

h0k (xj) = Lk (xj)
2 � 2L0k (x)h1k (xj) = Lk (xj)

2 = �kj ;�
h1k
�0
(xj) = Lk (xj)

2 + 2 (xj � xk)Lk (xj)L0k (xj)

= �kj + 2 (xj � xk) �kjL0k (xj) = �kj ;
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et en�n �
h0k
�0
(xj) = 2Lk (xj)L

0
k (xj)� 2L0k (xk)

�
h1k
�0
(xj)

= 2�kj (L
0
k (xj)� L0k (xk)) = 0:

D�où l�expression de pn:

Posons maintenant


: = (x� x1)m1 ::: (x� xn)mn : (1.12)

Le résultat suivant généralise le théorème 1.1.3.

Théorème 1.1.12 Soit f 2 Cm([a; b]) et x 2 [a; b]. Il existe � = � (x) 2 [a; b] tel que

f (x)� p (x) = 
 (x)

m!
f (m) (�) : (1.13)

Par conséquent,

kf � pk1 � k
k1
m!

f (m)
1
: (1.14)

Remarque 1.1.13 L�estimation (1:14) est optimale : on a l�égalité pour tout f 2 Pm, et les

deux membres ne sont pas nuls si deg f = m, parce que f � p est un multiple de 
 d�après

(1:13).

Pour la démonstration nous avons besoin d�une généralisation du théorème de Rolle pour

des fonctions ayant des racines multiples. Rappelons que si une fonction g véri�e les conditions

g(j) (�) = 0; j = 0; :::;m� 1;

pour un certain point � et pour un entier m � 0, alors on dit que � est une racine de g de

multiplicité � m. Il est clair que dans ce cas � est une racine de g(i) de multiplicité � m � i

pour i = 1; :::;m.

Lemme 1.1.14 Soit g 2 Cm([a; b]). Si g a au moins m+1 racines(comptées avec multiplicité),

alors g(m) a au moins une racine dans [a; b].

12



Preuve. Il su¢ t de montrer que g0 a au moins m racines (avec multiplicité) ; le cas général

s�en déduit par récurrence.

D�après l�hypothèse, il existe des points x1 < : : : < xn dans [a; b] (n � 1) et des entiers

m1; :::;mn � 1 tels que m1 + :::+mn = m+ 1 et xk est une racine de g de multiplicité � mk,

k = 1; :::; n. En appliquant le théorème habituel de Rolle, on trouve que g0 a au moins une

racine dans chacun des n� 1 intervalles ouverts ]xk; xk+1[, k = 1; :::; n� 1. En outre, d�après la

remarque ci-dessus, xk est une racine de g0de multiplicité � mk�1, k = 1; :::; n. Par conséquent,

g0 a au moins

(n� 1) +
nX
k=1

(mk � 1) = m1 + :::+mn � 1 = m

racines.

Preuve. ( du théorème 1.1.11 ) Il su¢ t de prouver (1:13). Si x 2 fx1; :::; xng, alors les

deux membres sont nuls, quel que soit � Supposons donc que x =2 fx1; :::; xng (alors 
 (x) 6= 0)

et introduisons la fonction g 2 Cm([a; b]) par la formule

g (y) = f (y)� p (y)� (f (x)� p (x)) 
 (y)

 (x)

; y 2 [a; b] : (1.15)

Montrons que g a au moins m+1 racines dans [a; b] (avec multiplicité). En e¤et, on déduit

de (1:11) et (1:12) que xk est une racine de g de multiplicité � mk; k = 1; :::; n. De plus, on a

g(x) = 0. En appliquant le théorème précédent, on en déduit que g(m) a au moins une racine

dans [a; b]. Il existe donc � tel que g(m) (�) = 0:

Par ailleurs, on déduit directement de (1:15) que

g(m) (y) = f (m) (y)� p(m) (y)� (f (x)� p (x)) 

(m) (y)


 (x)

= f (m) (y)� f (x)� p (x)

 (x)

m!:

En particulier, on a

0 = g(m) (�) = f (m) (�)� f (x)� p (x)

 (x)

m!

d�où (1:13).
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Exemple 1.1.15 1) n = 1 le polynôme p est le polynôme de Taylor d�ordre m associé à la

fonction f au point x1.

2) Considérons le cas particulier suivant avec n = 3 et m = 4

I = [�1; 1]; (x1; x2; x3) = (�1; 0; 1) ; (m1;m2;m3) = (1; 2; 1) :

Pour f 2 C4(I); p 2 P3 est donc dé�ni par les conditions

p (x) = f (x) ; x = �1; 0; 1 et p0 (0) = f 0 (0) : (1.16)

On déduit du théorème 1:1:11 que

8x 2 I; j(f � p) (x)j � j
 (x)j
4!

f (4)1 :
En intégrant cette inégalité sur I et en utilisant l�égalité

k
k1 =
����Z 1

�1
x2
�
1� x2

�
dx

���� = 4

15
;

on en déduit que ����Z 1

�1
f dx�

Z 1

�1
p dx

���� �
f (4)1
90

: (1.17)

Calculons
R 1
�1 p dx: comme p 2 P3; on a

p (x) = a+ bx+ cx (x+ 1) + dx (x+ 1) (x� 1)

avec des coe¢ cients réels a; b; c; d convenables. Comme

Z 1

�1
p dx =

Z 1

�1
a+ cx (x+ 1) dx = 2a+

2

3
c (1.18)

il su¢ t de déterminer les coe¢ cients a et c. En utilisant les trois premières conditions de (1:16),

14



on obtient le système linéaire

8>>><>>>:
f (�1) = p (�1) = a� b;

f (0) = p (0) = a;

f (1) = p (1) = a+ b+ 2c:

D�où

a = f (0) et 2c = f (�1)� 2f (0) + f (1) :

En reportant dans (1:18) et ensuite en reportant (1:18) dans (1:17), on trouve la formule :

����Z 1

�1
f dx� f (�1) + 4f (0) + f (1)

3

���� �
f (4)1
90

; (1.19)

pour tout f 2 C4 (I) :

Remarque 1.1.16 Nous pouvons dé�nir des formules d�interpolation mixte Lagrange-Hermite

où les valeurs des dérivées ne sont utilisées que pour certains points. Nous pouvons également

faire intervenir des dérivées d�ordre plus élevée.

1.2 Théorèmes d�approximation de Weierstrass

Nous rappelons d�abord le théorème d�approximation de Weierstrass qui établit la densité

de l�espace des polynôme dans l�espace C ([0; 1]) pour la norme uniforme. En d�autres termes ,

la suite des fonctions

1; x; x2; :::; xn; :::

est totale dans C ([0; 1]) muni de la norme uniforme. Ce théorème a fasciné les mathéma-

ticiens qui lui ont donné plusieurs démonstrations. La démonstration originale de Weierstrass

ne donne pas un procédé d�approximation pratique et ne fournit pas une majoration commode

de la quantité kf � pk1. On présente ici un procédé explicite d�approximation uniforme d�une

fonction f continue sur [0; 1] qui dépend des polynômes de S. N. Bernstein.

Dé�nition 1.2.1 On appelle polynôme de Bernstein d�ordre n d�une fonction f de C ([0; 1]) et

15



on note Bnf , le polynôme de degré inférieure ou égal à n dé�ni par

Bnf (x) =
nP
i=0
f(
i

n
)

�
n

i

�
xi (1� x)n�i n = 1; 2; :::

Théorème 1.2.2 Soit [a; b] un intervalle fermé borné et f une fonction dans C([a; b]): Alors

pour tout � > 0; il existe un entier n 2 N, et un polynôme p 2 Pn tels que

kf � pk1 < �:

Preuve. Quitte à faire le changement t = (x� a) = (b� a), on peut supposer dans la suite

que a = 0 et b = 1.

Désignons par qni le polynôme dé�ni par

qni (x) =

�
n

i

�
xi (1� x)n�i ; où 0 � i � n:

Les polynômes qni sont positifs sur [0; 1], forment une base de l�espace des polynômes de

degré inférieur ou égal à n et véri�ent les relations :

nX
i=0

qni (x) = 1; (1.20)

nX
i=0

iqni (x) = nx; (1.21)

nX
i=0

i (i� 1) qni (x) = n (n� 1)x2: (1.22)

Pour le voir, on considère la formule de Newton

(x+ y)n =
nX
i=0

�
n

i

�
xiyn�i:

En prenant y = 1� x, on obtient (1:20). Si l�on dérive la formule de Newton par rapport à

x et on multiplie par x, on obtient
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nx (x+ y)n�1 =
nX
i=0

i

�
n

i

�
xiyn�i;

et la relation de (1:21) s�en déduit en prenant y = 1 � x. En dérivant deux fois la formule

de Newton par rapport à x et en multipliant par x2, on obtient la relation

n (n� 1)x2 (x+ y)n�2 =
nX
i=0

i (i� 1)
�
n

i

�
xiyn�i;

qui implique (1:22) lorsque l�on prend y = 1� x: Les formules (1:20) ; (1:21) et (1:22) ; ainsi

prouvées, impliquent la suivante

nX
i=0

(i� nx)2 qni (x) = nx (1� x) : (1.23)

La relation (1:20) permet d�écrire

f (x)�Bnf (x) =
nX
i=0

�
f (x)� f

�
i

n

��
qni (x) ;

et il vient donc, pour tout x 2 [0; 1];

jf (x)�Bnf (x)j �
nX
i=0

����f (x)� f � in
����� qni (x) : (1.24)

Ceci étant, la fonction f est uniformément continue sur [0; 1]. Donc pour tout � > 0; il

existe un réel � > 0 tel que

����f (x)� f � in
����� < �

2 et ce pour tout x tel que

����x� � in
����� < �:

Considérons, alors pour tout x 2 [0; 1] les deux ensembles

N 0 =

�
i 2 N :

����x� � in
����� < ��

N" =

�
i 2 N :

����x� � in
����� � ��

On a

X
i2N 0

����f (x)� f � in
����� qni (x) � �

2

X
i2N 0

qni (x) �
�

2

nX
i=0

qni (x) =
�

2
:
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En désignant par M le maximum de f sur l�intervalle [0; 1] et sachant que pour n dans N";

(nx� i)2 � n2�2, on a aussi d�après (2:4)

P
i2N"

����f (x)� f � in
����� qni (x) � 2M

P
i2N"

qni (x) � 2M
n2�2

nP
i=0
qni (x) (i� nx)2

� 2M
n�2
x (1� x) � M

2n�2
:

Il existe un entier N (�) tel que le dernier terme de l�inégalité ci-dessus soit inférieure à �
2

dès que n � N (�) : Donc, pour tout � > 0; et pour n plus grand que N (�) ;

jf (x)�Bnf (x)j � �
2 +

�
2 = �

pour tout x 2 [0; 1]; ce qui établit la convergence uniforme sur [0; 1] de la suite Bn (f) vers

f:

Remarque 1.2.3 1) Les polynômes de Bernstein Bnf ne constituent pas une bonne approxi-

mation uniforme de f pour n petit. Leur succès vient du fait que, pour n petit , il conservent

les propriétés géométriques globales de f (monotonie, convexité). La �gure (3), qui représe les

graphes de f(x) = x3 et les polynômes Bernstein B2f et B5f , montre que la converge de (Bnf)

est lente.

Figure 03

2) Notons aussi que la méthode d�approximation la plus naturelle, à savoir l�interpolation poly-

nomiale, ne donne pas nécessairement de suite de polynômes convergente vers f . Par exemple,
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Bernstein à montré que si les points d�interpolation sont équidistants dans l�intervalle [�1; 1];

avec x0 = �1 et xn = 1; alors pour f(x) = jxj; les polynômes d�interpolation de Lagrange

divergent en chaque point de [�1; 1] excepté en x = 0; x = �1; et x = 1! Cette situation est

connue sous le nom de phénomène de Runge.
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Chapitre 2

Meilleure approximations dans un

e.v.n

Le problème type de l�approximation des fonctions est le suivant : "Approcher" les éléments

d�un espace fonctionnel E par les éléments d�un sous ensemble donné X.

L�exemple le plus usuel est celui où E est un espace des fonctions réelles continue sur un

intervalle de R avec la norme de la convergence uniforme k:k1 ou la norme de la convergence

quadratique k:k2 et X est l�ensemble Pn des fonctions polynomiales de degré � n:

Supposons que E est un espace vectoriel normé. On peut espérer pour le problème considéré

deux types de solutions :

A) On démontre que X est dense dans E .

Autrement dit tout élément de E peut être approché d�aussi près que l�on veut par des

éléments de X. Parmi les résultats les plus célèbres de ce genre, on a le théorème de Weiers-

trass (L�approximation des fonctions par des polynômes) ou plus généralement les théorèmes de

Stone- Weierstrass, et certain théorèmes de convergence dans la théorie des séries de Fourier.

B) X n�est pas dense dans E

Si f 2 E; alors la distance de f à X

d (f;X) = inf
q2X

kf � qk ;

est en général non nulle, et le problème intéressant est alors le suivant :
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8<: Trouver p 2 X; tel que

kf � pk = d (f;X)
(2.1)

Dé�nition 2.0.4 Dans les conditions qui précèdent, si p véri�e (2:1) on dit que p est l�élément

de meilleure approximation de f dans X .

2.1 Meilleure approximation pour la norme uniforme k:k1

Soit f une fonction continue sur un intervalle fermé et borné [a; b] (i.e f 2 C([a; b])) et on

dé�nie sur cet espace la norme k:k1 (appelée norme de la borne uniforme):

kfk1 = max
a�x�b

jf(x)j ; (2.2)

où la distance entre deux fonctions f(x), g(x) 2 C ([a; b]) est donc donnée par

kf � gk1 = max
a�x�b

jf(x)� g(x)j : (2.3)

2.1.1 Existence de la meilleure approximation

Théorème 2.1.1 Étant donné que f 2 C ([a; b]) ; il existe un polynôme pn 2 Pn tel que

kf � pnk1 = min
q2Pn

kf � qnk1 :

Preuve. Dé�nissons la fonction E

E : Rn+1 ! R+

(c0; :::; cn) 7! E(c0; :::; cn) = kf � qnk1 ; où qn(x) = c0 + :::+ cnxn

Nous allons d�abord montrer que E est continue ; ceci implique que E atteint ses bornes sur

tout ensemble fermé de Rn+1 (théorème de Heine) : Nous serons alors construire un ensemble

non vide fermé et borné S � Rn+1 tel que la borne inférieure de E sur S est la même que sa

borne inférieure sur l�ensemble de Rn+1 .
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Pour montrer que E est continue à chaque point (c0; :::; cn) 2 Rn+1, soient (�0; :::; �n) 2 Rn+1

dé�nissons de plus le polynôme �n 2 Pn par

�n(x) = �0 + :::+ �nx
n:

D�après l�inégalité triangulaire

E(c0 + �0;:::; cn + �n) = kf � (qn + �n)k1

� kf � qnk1 + k�nk1 = E(c0; :::; cn) + k�nk1

Maintenant, pour un certain nombre � positif donné, choisissons

� = �=(1 + :::+Kn)

où K = maxfjaj; jbjg. Considérons pour toute (�0; :::; �n) 2 Rn+1 tel que j�ij � � , i = 0; :::; n.

Alors

E(c0 + �0;:::; cn + �n)� E(c0; :::; cn) � k�nk1 (2.4)

E(c0 + �0;:::; cn + �n)� E(c0; :::; cn) � max
x2[a;b]

(j�0j+ j�1j jxj+ :::+ j�nj jxnj)

� �(1 + :::+Kn)

= "

d�une façon similaire

E(c0; :::; cn) = kf � (qn + �n) + �nk1

� kf � (qn + �n)k1 + k�nk1

� E(c0 + �0;:::; cn + �n) + "

et donc

E(c0; :::; cn)� E(c0 + �0;:::; cn + �n) � " (2.5)
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de (2:4); (2:5) on a

jE(c0 + �0;:::; cn + �n)� E(c0; :::; cn)j � "

pour tout (�0; :::; �n) 2 Rn+1 telle que j�ij � �; i = 0; :::; n, où � = �=(1 + :::: + Kn) et

K = maxfjaj; jbjg. La fonction E est continue au point (c0; :::; cn) 2 Rn+1 et comme (c0; :::; cn)

est un point arbitraire dans Rn+1 , il en résulte que E est continue sur l�ensemble de Rn+1 .

Notons par S l�ensemble des points (c0; :::; cn) dans Rn+1 tel que

E(c0; :::; cn) � kfk1 + 1;

l�ensemble S est évidemment bornée et fermée dans Rn+1, en outre S est non vide puisque

E(0; :::; 0) = kfk1

� kfk1 + 1;

comme (0; :::; 0) 2 S. D�où la fonction continue E atteint sa borne inférieure sur l�ensemble S.

Notons cette borne inférieure par d et notons (c�0; :::; c
�
n) le point de S où il est atteint.

Comme (0; :::; 0) 2 S, il en résulte que

d = min
(c0;:::;cn)2S

E(c0; :::; cn) � E(0; :::; 0) = kfk1 :

Selon la dé�nition de S

E(c0; :::; cn) > kfk1 + 1 8(c0; :::; cn) 2 Rn+1nS:

Par conséquent, si (c0; :::; cn) =2 S , alors E( c0; :::; cn) > d+1 > d. Par suite la borne inférieure

d de la fonction E sur l�ensemble S est la même que la borne inférieure de E sur toutes les

valeurs de (c0; :::; cn) 2 Rn+1 .

La limite inférieure est d atteint en un point (c�0; :::; c
�
n) dans S.

Soit p�n(x) = c
�
0 + :::+ c

�
nx
n; nous constatons que

d = kf � p�nk1
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et donc p�n est le polynôme nécessaire de meilleure approximation de degré n de la fonction f

pour la norme k:k1.

2.1.2 Unicité de la meilleure approximation

L�unicité de la meilleure approximation est une conséquence du théorème de l�alternance de

Tchebyshev (dit aussi théorème d�oscillation). Nous citons le théorème sans démonstration.

Théorème 2.1.2 Supposons que f 2 C ([a; b]) ; alors p� 2 Pn est le polynôme de meilleure

approximation pour f sur [a; b] si et seulement si, il existe une suite de n+2 points x0; x1; :::; xn

(a � x0 � x1 � ::: � xn � b) telle que

f (xk)� p� (xk) = � (�1)k kf � p�k , k = 0; 1; :::; n+ 1; � = �1:

L�énoncé du théorème est souvent exprimé en disant que f � p� atteint sa valeur maximale

absolue avec des signes en alternance aux points xi; i = 0; 1; :::; n+ 1:

Théorème 2.1.3 Etant donné un intervalle [a; b] fermé et borné de R, alors toute fonction

f 2 C ([a; b]) admet un unique polynôme de meilleure approximation pn 2 Pn sur [a; b].

Preuve. Soit f 2 C ([a; b]) ; et

kfk = kfk1 = max jf (x)j et En(f) = min
p2Pn

kf � pk = kf � pnk :

Supposons de plus que qn 2 Pn est aussi un polynôme de meilleure approximation pour f ,

et que pn et qn sont distincts, alors,

kf � pnk = kf � qnk = En(f) = min
q2Pn

kf � qk ;

Cela implique d�après l�inégalité triangulaire que :

f � 12 (qn + pn)

1

=

12 (f � qn) + 12 (f � pn)

1

� 1

2
kf � qnk1 +

1

2
kf � pnk1 = En(f)
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Par conséquent
1

2
(pn + qn) 2 Pn

est également un polynôme de meilleure approximation de f sur [a; b].

Par la Théorème Oscillation il existe une suites de n+ 2 points xi; i = 0; 1; :::; n+ 1, où����f (xi)� 12 (qn (xi) + pn (xi))
���� = En(f), i = 0; ::::::; n+ 1:

ceci est équivalent à

jf (xi)� pn (xi) + f (xi)� qn (xi)j = 2En(f):

Maintenant

jf (xi)� pn (xi)j � max
x2[a;b]

jf (x)� pn (x)j = kf � pnk1 = En(f)

pour la même raison, il s�ensuit donc que

jf (xi)� qn (xi)j � En(f):

Il en résulte que

f (xi)� pn (xi) = f (xi)� qn (xi) ; i = 0; ::::::; n+ 1:

Ainsi, la di¤érence pn � qn = 0 au n+ 2 points distincts. Comme pn � qn est un polynôme

de degré � n, il en résulte que pn � qn est identiquement nul. Ceci, cependant, contredit notre

hypothèse initiale selon laquelle pn et qn sont distincte, et implique �nalement l�unicité du

polynôme de meilleure approximation pn 2 Pn pour f 2 C ([a; b]) :

Construction du polynôme minimax (polynôme de meilleure approximation)

La caractérisation du polynôme minimax en termes de nombre de points dans lesquels la

distance maximale doit être obtenue avec signe oscillant nous permet de construire le polynôme

minimax dans des cas simples par calcul direct.

Nous n�allons pas traiter de la construction du polynôme de minimax dans le cas général.
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L�algorithme permettant de le faire est connu sous le nom d�algorithme de Remez.

Un cas simple où nous pouvons démontrer une construction directe du polynôme est lorsque

la fonction est convexe, comme dans l�exemple suivant.

Exemple 2.1.4 Soit f(x) = ex; x 2 [1; 3]. Trouver le polynôme minimax de degré � 1 noté

P �1 (x).

D�après la caractérisation du polynôme minimax, nous recherchons un polynômes P �1 (x)

telle que sa distance maximale entre P �1 (x) et f(x) est obtenue 3 fois avec un signe alternatif.

Clairement, dans le cas du problème présent, puisque la fonction est convexe, la distance maxi-

male sera obtenue aux deux bords de l�intervalle avec un point intérieur. Nous utiliserons cette

observation dans la construction qui suit.

La construction elle-même est représentée graphiquement (voir �gure 04:)

Figure 04

Soit l1(x) la ligne qui relie les extrémités (1; e) et (3; e3), c�est à dire,

l1(x) = e+m(x� 1):

La pente m est donnée par m =
e3 � e
2

:

Soit l2(x) la tangente de f(x) en un point a identi�é de telle sorte que la pente soit m.
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Puisque f 0(x) = ex, on a ea = m, c�est à dire,

a = logm:

Maintenant

f(a) = elogm = m;

et

l1(a) = e+m(logm� 1):

Par conséquent, la moyenne entre f(a) et l1(a) que nous désignons par �y est donnée par

�y =
f(a) + l1(a)

2
=
m+ e+m logm�m

2
=
e+m logm

2
:

Le polynôme de minimax P �1 (x) est la droite de la pente m passant par (a; �y),

P �1 (x)�
e+m logm

2
= m(x� logm);

c�est à dire

P �1 (x) = mx+
e�m logm

2
:

Nous notons que la di¤érence maximale entre P �1 (x) et f(x) est obtenue à x = 1; a et 3.

2.2 Meilleure approximation pour la norme quadratique k:k2

Dans un espace muni d�un produit scalaire (préhilbertien), le problème théorique de la

détermination de meilleure approximation est devient peut être simple que dans un espace

normé quelconque, découle directement sur le théorème de la projection orthogonale.

On dispose ici deux méthodes de détermination de la meilleure approximation : l�une déjà

vu auparavant et similaire à la première dite méthode de Tchebyshev et l�autre se base sur

la projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel fermé de dimension �nie ou un convexe

fermé en général.

27



2.2.1 Existence et unicité de la meilleure approximation au sens de Tcheby-

chev

Nous rappelons que la norme k:k2 d�une fonction f(x) est dé�nie comme kfk2 =
�R b
a jf(x)j

2 dx
� 1
2
:

Comme précédemment, on note Pn l�espace de tout polynôme de degré � n.

Le problème de l�approximation suivant la norme k:k2 peut être reformulé par : parmi tous

les polynômes de degré � n; trouver le polynôme qui est le proche de f suivant la norme k:k2,

autrement dit

Trouver Q�n 2 Pn tel que kf �Q�nk2 = min
Qn2Pn

kf �Qnk2 :

Soit

Qn(x) =
nX
i=0

aix
i:

Nous voulons minimiser kf(x)�Qn(x)k2 parmi tous les Qn 2 Pn. Par commodité, au lieu

de minimiser di¤érence en norme k:k2, nous minimisons son carré. Soit donc � le carré de la

distance entre f(x) et Qn(x), c�est-à-dire

�(a0; : : : ; an) =
R b
a (f(x)�Qn(x))

2dx

=
R b
a f

2(x)dx� 2
nP
i=0
ai
R b
a x

if(x)dx+
nP
i=0

nP
j=0

aiaj
R b
a x

i+jdx:

� est une fonction de n + 1 coe¢ cient du polynôme Qn(x). Cela signi�e que nous voulons

trouver un point â = (â0; : : : ; ân) 2 Rn+1 pour lequel � atteint son minimum, c�est-à-dire

@�

@ak
ja=â = 0: (2.6)

La condition (2:6) implique que

0 = �2
R b
a x

kf(x)dx+
nP
i=0
âi
R b
a x

i+kdx+
nP
j=0

âj
R b
a x

j+kdx

= 2

�
nP
i=0
âi
R b
a x

i+kdx�
R b
a x

kf(x)dx

�
:

(2.7)

Ceci nous donne un système d�équations linéaires dont les inconnus sont (â0; : : : ; ân) :
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nP
i=0
âi
R b
a x

i+kdx =
R b
a x

kf(x)dx; k = 0; : : : ; n: (2.8)

La solution du problème pour la norme k:k2 est donnée par

Q�n(x) =
nX
i=0

âix
i;

où les coe¢ cients âi; i = 0; : : : ; n sont solution de (2:8).

Remarque 2.2.1 Le système (2:8) a toujours une solution.

Laissons Hn+1(a; b) dénoter la matrice de coe¢ cients (n+1)� (n+1) du système (2:8) sur

l�intervalle [a; b], c�est à dire,

(Hn+1(a; b))i;k =
R b
a x

i+k�2dx; 1 � i; k � n+ 1:

Pour [a; b] = [0; 1] la matrice Hn(0; 1) est donnée par :

Hn(0; 1) =

0BBBBBB@
1=1 1=2 : : : 1=n

1=2 1=3 : : : 1=(n+ 1)
...

...

1=n 1=(n+ 1) : : : 1=(2n+ 1)

1CCCCCCA (2.9)

La matrice (2:9) est connue sous le nom de matrice de Hilbert dont le déterminant est de

Cauchy.

det(Hn) =
(1!2! � � � (n� 1)!)4

1!2! � � � (2n� 1)! :

Par conséquent, det(Hn) 6= 0 et Hn est inversible, et en générale les matrices de Hilbert sont

des matrices inversibles. Ce qui prouve que non seulement le problème de meilleure approxima-

tion au sens de k:k2 a une solution, de plus cette solution est unique.
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2.2.2 Existence et unicité de la meilleure approximation dans un Préhilber-

tien

Dé�nition 2.2.2 On appelle produit scalaire sur un espace vectoriel réel E une application de

E � E dans R:
h �i : E � E ! R

(x; y)! hx; yi;

qui possède les propriétés suivants : 8 x; y; z 2 E , 8� 2 R

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

h x+ y; z i = hx; zi+ hy; zi

h�x; yi = � hx; yi

hx; yi = hy; xi

hx; xi � 0

hx; xi = 0() x = 0

c�est à dire : le produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique dé�nie positive.

Dé�nition 2.2.3 Un espace préhilbertien est un espace vectoriel muni d�un produit scalaire ,

où l�application x!
p
hx; xi satisfait les axiomes d�une norme et on posera donc :

k x k=
p
hx; xi:

Dé�nition 2.2.4 On dit que deux vecteurs x et y d�un espace préhilbertien E sont orthogonaux

si hx; yi = 0: L�orthogonale d�une partie non vide A de E est l�ensemble A?des éléments de E

qui sont orthogonaux à tous les éléments de l�ensemble

A? = fy 2 E : hx; yi = 0, 8x 2 Ag :

Lemme 2.2.5 A? est un sous-espace vectoriel fermé de E.

Commençons par étudier brièvement quelques résultats bien connue de l�analyse hilber-

tienne : soit E est un espace préhilbertien réel, c�est-à-dire un espace vectoriel réel muni d�un

produit scalaire noté hx; yi et de la norme associée kxk2 = hx; xi :
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Théorème 2.2.6 (Projection orthogonale)

Soit F un sous espace vectoriel de dimension �nie de E : Pour tout vecteur f 2 E; il existe

un unique vecteur p dans F tel que :

kf � pk = inf
q2F

kf � qk :

C�est la projection orthogonale de f sur F . autrement dit l�unique p 2 F tel que

hf � p; qi = 0;

pour tout q 2 F . On dit que p est la meilleure approximation de f par un élément de F .

Preuve. Elle se fait en deux étapes : on commence par prouver l�existence et l�unicité de la

projection orthogonale de f sur F , puis on montre qu�elle minimise la distance de f à F . Soit

pk, k = 0; :::; n, une base de F . L�identité

hf � p; qi = 0;8q 2 F

est équivalent à

hf � p; pli = 0;

pour tout l = 0; :::; n. Prenons p =
nP
k=0

�kpk, on obtient le système

nX
k=0

�khpk; pli = hf; pli; l = 0; :::; n;

dont il faut montrer qu�il possède une et une seule solution. C�est le cas si le système homogène

associé n�admet que la solution identiquement nulle. Si

nX
k=0

�khpk; pli =
*

nX
k=0

�kpk; pl

+
= 0;

pour tout l, alors *
nX
k=0

�kpk;

nX
l=0

�lpl

+
=


nX
k=0

�kpk


2

= 0;
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et donc
nP
k=0

�kpk = 0. Comme les pkconstituent une base de F , ils sont indépendants, de sorte

que �k = 0 pour tout k, ce qu�il fallait démontrer. Ce raisonnement montre l�existence et

l�unicité de la projection orthogonale.

Montrons que la projection orthogonale réalise la plus courte distance de f à F . En e¤et,

pour tout q 2 F , on a

kf � qk2 = kf � p+ p� qk2 = kf � pk2 + kp� qk2 + 2 hf � p; p� qi

= kf � pk2 + kp� qk2 > kf � pk2 :

Réciproquement, montrons qu�un point p 2 F a plus courte distance de f est nécessairement

la projection orthogonale. Si kf � qk2 > kf � pk2pour tout q 2 F , remplaçons q dans cette

expression par p� �h avec h 2 F et � un nombre réel non nul. On obtient

kf � p+ �hk2 = kf � pk2 + 2� hf � p; hi+ �2 khk2 > kf � pk2 ;

de sorte que

2� hf � p; hi+ �2 khk2 > 0:

Divisons par � > 0 et faisons tendre � vers 0, on obtient

2 hf � p; hi > 0

De même, mais avec � < 0, on a

2 hf � p; hi 6 0;

de sorte que hf � p; hi = 0 pour tout h 2 F .

Corollaire 2.2.7 La meilleure approximation de f par un élément p de F est unique. Si pk ,

k = 0; :::; n, est une base de F , on a

p =

nX
k=0

�kpk

où les coe¢ cients �k sont solutions du système
nP
k=0

�k hpk; pli, l = 0; :::; n:

Lorsque les pk sont deux à deux orthogonaux. Cette matrice est diagonale de sorte que l�on
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obtient le corollaire suivant.

Corollaire 2.2.8 Si pk , k = 0; :::; n, est une base orthogonale de F , la meilleure approximation

de f est donnée par

p =

nX
k=0

hf; pki
hpk; pki

pk

2.2.3 Polynômes orthogonaux (Polynômes de Tchebychev)

Dé�nition 2.2.9 Notons [a; b] un intervalle fermé ou non, borné ou non et soit w : [a; b]�!R

une fonction continue, strictement positive (w(x) > 0 pour tout x 2 [a; b]) et telle que, pour

tout entier n 2 N, l�intégrale Z b

a
xnw(x)dx

est absolument convergente. La fonction w est appelée fonction poids. Notons Cw([a; b]) l�en-

semble des fonctions f : [a; b]�!R telles que l�intégrale

Z b

a
jf(x)j2w(x)dx

est convergente.

Proposition 2.2.10 Pour tout f , g 2 Cw([a; b]), l�intégrale

hf; gi =
Z b

a
f(x)g(x)w(x)dx

est absolument convergente et dé�nit un produit scalaire sur Cw([a; b]).

Dé�nition 2.2.11 On appele polynômess orthogonaux associés à la fonction poids w sur l�in-

tervalle [a; b], la suite des polynômess pn obtenus par orthogonalisation de Gram-Schmidt de la

suite des monômes xn, n > 0.

Quelques exemples classiques de fonctions poids et polynômes orthogonaux associées :
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Polynômes Poids w(x) Intervalle

Legendre 1 [�1; 1]

Laguerre exp(�x) [0;1[

Hermite exp(�x2) ]�1;1[

Tchebychev 1p
1�x2 ]�1; 1[

Théorème 2.2.12 Pour tout n 2 N, les polynômes orthogonaux unitaires véri�ent

01/ p0(x) = 1;

02/ degré pn = n;

03/ pn(x) est un polynôme (xna pour coe¢ cient 1),

04/
R
I pn(x)q(x)w(x)dx = 0 pour tout polynôme q de degré < n;

05/ p0; :::; pn engendrent l�espace des polynômes de degré 6 n;

06/

pn+1(x) = (x� �n+1)pn(x)� 2n+1pn�1(x) pour tout n > 0

avec
�n+1 = hxpn; pni� hpn; pni ; n > 0;

21 = 0; 2n+1 = hpn; pni� hpn�1; pn�1i ; n > 0; p�1(x) = 0:

Polynômes de Tchebychev

On dé�nit les polynômes de Tchebychev par

tn(x) = cos(nArccosx) ; x 2 [�1; 1]:

Il n�est pas évident a priori que tn est un polynôme ! Pour le voir, on procède comme suit.

Posons � = Arccosx, c�est-à-dire x = cos � avec � 2 [0; �]. Il vient alors

tn(x) = cosn�;
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tn+1(x) + tn�1(x) = cos((n+ 1)�) + cos((n� 1)�

= 2 cosn� cos � = 2xtn(x);

La fonction tn se calcule donc par les formules de récurrence

t0(x) = 1; t1(x) = x; :::; tn+1(x) = 2xtn(x)� tn�1(x):

Il en résulte que tn est un polynôme de degré n, dont le coe¢ cient directeur est 2n�1 si n � 1.

Déterminons les racines de tn.

Si x = cos � 2 [�1; 1] avec � 2 [0; �], on a tn(x) = cosn� = 0 si et seulement si n� = �
2 + i�;

soit � =
2i+ 1

2n
� avec 0 � i � n � 1. Le polynôme tn admet donc exactement n racines

distinctes :

cos
2i+ 1

2n
� 2]� 1; 1[; 0 � i � n� 1:

Comme tn est de degré n, il ne peut avoir d�autres racines.

L�intégale suivante se calcule par le changement de variable x = cos �, 0 < � < �

Z 1

0
tm(x)tn(x)

1p
1� x2

dx =

8>>><>>>:
0 si m 6= n;
�

2
si m = n 6= 0;

� si m = n = 0:

Elle montre que les polynômes de Tchebychev sont orthogonaux sur l�intervalle ]�1; 1[ pour

la fonction poids
1p
1� x2

.

Remarque 2.2.13 Le théorème de la meilleure approximation en utilisant les polynômes or-

thogonaux est donné par le corollaire 2.2.8.
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Chapitre 3

Splines

Jusqu�a maintenant, notre objectif est basé sur l�approximation d�une fonction donnée sur un

intervalle fermé et borné [a; b], par un polynôme d�interpolation ou par la méthode de projection

orthogonal sur des espaces vectoriels de dimension �nie (dé�nir une meilleure approximation

pour au moins deux normes). Tous ces constrictions son global dans la nature, dans le sens

où une approximation d�une fonction est dé�nie par la même expression analytique sur tout

l�intervalle [a; b]. Une alternative est plus e¢ cace et �exible pour approcher une fonction est de

diviser [a; b] en sous intervalles et dé�nir des polynômes sur chacune, qu�on l�appelé splines.

Les splines vont réaliser une interpolation polynomiale par morceaux mais on imposera de

plus un degré de régularité aux points de discrétisation appelés aussi "n�uds". Nous ne pré-

senterons ici qu�un exemple élémentaire des fonctions splines cubiques. On obtient des résultats

similaires de l�interpolation polynomiale.

Nous nous proposons d�interpoler la fonction f (x) sur un intervalle I = [a; b], choisissons

pour cela une partition de I

a = x0 � x1 � ::: � xn = b:

On na déjà vu dans le premier chapitre au moins trois modèles d�interpolation basé surtout

des polynômes de lagrange explicitement ou implicitement. Le but toujours est d�améliorer les

polynômes d�interpolation et de faire minimiser l�erreur qu�on veut, pour cela on reviendra à

l�interpolation polynomials avec les splines notre objectif dans ce chapitre.

Avant de mettre les dé�nitions préliminaires des splines on introduit au moins deux in-
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convénients de l�interpolation polynomiale. Donc la procédure est la suivante, on introduit

une nouvelle interpolation aux racines des polynômes de Tchebychev. De plus citons avec un

exemple le phénomène de Runge connu de la théorie de l�approximation même dans la théorie

d�approximation de Fourier.

3.1 Interpolation aux n�uds de Tchebychev

Pour l�instant, nous allons nous intéresser à l�interpolation polynomiale dans le cas où les

n�uds peuvent étre choisis. Comment le procéder ? Une des approches passe par la fonction de

(1:2)

�n+1 (x) =
nY
j=0

(x� xj)

intervient dans la formule d�erreur

f(x)� pn (x) =
1

(n+ 1)!
�n+1 (x) f

(n+1) (�x) ;

avec �x dans le plus petit intervalle contenant tous les n�uds ainsi que x. Les fortes oscil-

lations aux extrémités sur la �gure 05:

Figure 05
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sont le re�et de celles de �n+1 (x) pour des points équidistants. L�idée est maintenant de

choisir un ensemble de n�uds fxjg minimisant k�n+1 (x)k1 .

Dé�nition 3.1.1 Les points d�interpolation de Tchebychev d�ordre n sont les points xi =

cos 2i+12n+2�, 0 � i � n, racines du polynôme tn+1. Les points xi sont répartis symétriquement

autour de 0 (avec xn�i = �xi), de façon plus dense au voisinage de 1 et �1.

Figure 06

Puisque le coe¢ cient directeur de tn+1 est 2n, il vient

tn+1(x) = 2
n
nQ
i=0
(x� xi) = 2n�n+1 (x)

Pour se ramener à un intervalle [a; b] quelconque au lieu de [�1; 1]; on utilisera la bijection

linéaire

[�1; 1] ! [a�b]

u 7! x =
a+ b

2
+
a� b
2
u

qui envoie �1 sur a et 1 sur b. Les images des points d�interpolation de Tchebychev ui 2]�1; 1[

sont donnés par

xi =
a+ b

2
+
a� b
2
cos

2i+ 1

2n+ 2
� ; 0 � i � n:

Ces points sont encore appelés points d�interpolation de Tchebychev d�ordre n de l�intervalle

[a; b]. Dans ce cas, on a x� xi =
b� a
2
(u� ui) , donc le polynôme �n+1 est donné par

�n+1(x) =
nQ
i=0
(x� xi) =

�
b� a
2

�n+1 nQ
i=0
(u� ui) :
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où
nQ
i=0
(u� ui) =

1

2n
tn+1(u) est le polynôme �n+1(u) correspondant à [�1; 1]. On obtient donc

�n+1(x) =
(b� a)n+1

22n+1
tn+1 (u) =

(b� a)n+1
22n+1

tn+1

�
2

b� a

�
x� a+ b

2

��
:

Théorème 3.1.2 Pour f 2 Cn+1 ([�1;+1]) et x 2 [�1;+1]

jf(x)� pn (x)j =
max�x2[�1;+1]

��f (n+1) (�x)��
(n+ 1)!

2�n:

Si f est in�niment dérivable et la norme de ses dérivées croit plus lentement avec n que

(n+1)!, l�erreur décroit donc exponentiellement avec le degré n. Aucun interpolant par morceaux

ne fait aussi bien !

Remarque 3.1.3 Cette valeur est beaucoup plus petite que l�estimation (
b� a
e
)n+1 obtenue

pour k�n+1k avec des points xi équidistants, surtout lorsque n est assez grand : pour n = 30

par exemple, on a (
e

4
)n+1 < 7�10�6. Il en résulte que l�interpolation aux points de Tchebychev

est en général considérablement plus précise que l�interpolation en des points équidistants, d�où

son intérêt pratique.

3.2 Phénomène de Runge

Exemple 3.2.1 Supposons qu�on approche la fonction suivante :

f (x) =
1

1 + x2
; � 5 � x � 5;

en utiliant l�interpolation de Lagrange avec n�uds équirépartis. On peut véri�er qu�il existe des

points x à l�intérieur de l�intervalle d�interpolation tels que

lim
n!1

jf (x)�Qnf (x)j 6= 0

En particulier, l�interpolation de Lagrange diverge pour jxj > 3:63: Ce phénomène est particu-

lièrement évident au voisinage des extrémités de l�intervalle d�interpolation comme le montre

la �gure 07.
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Figure 07

3.3 Fonctions splines

Dé�nition 3.3.1 Soit Gn := fx0; :::; xng une subdivision de n + 1 points dans [a; b]; où a =

x0 < x1 < ::: < xn�1 < xn = b: Une fonction S : [a; b] ! R est appelée spline cubique si les

conditions suivantes sont satisfaits :

01) Pour chacun j = 0; :::; n� 1; la restriction Sj[xj ;xj+1] est un polynôme de degré 3.

02) S 2 C2 ([a; b]) : Par conséquent, spline cubique peut être représenté comme

S (x) =
n�1X
j=0

[aj + bj (x� xj) + cj (x� xj)2 + dj (x� xj)3]�[xj ;xj+1] (x) ; (3.1)

où �D est la fonction caractéristique de l�ensemble D avec �D (x) := 0 pour x =2 D et �D (x) :=

1 pour x 2 D. Notons que la valeur à xn est automatiquement donnée en raison de la

continuité de S.

En combinant avec les conditions d�interpolation S (xj) = yj ; j = 0; :::; n où (y0; :::; yn) est

donné, la plupart des coe¢ cients de S sont uniquement déterminés.

Plus précisèment, S (xj) = yj ; j = 0; :::; n� 1, donne en utilisant (3:1) immédiatement aj = yj
pour tous j = 0; :::; n� 1. En outre, le fait que S 2 C2 ([a; b]) nous fournira
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yj + bj (xj+1 � xj) + cj (xj+1 � xj)2 + dj (xj+1 � xj)3 = yj+1 8j = 0; :::; n� 1; (3.2)

bj + 2cj (xj+1 � xj) + 3dj (xj+1 � xj)2 = bj+1 8j = 0; :::; n� 2; (3.3)

2cj + 6dj (xj+1 � xj) = 2cj+1 8j = 0; :::; n� 2: (3.4)

Avec un pas hj := xj+1 � xj ; (3:4) on obtient

dj =
cj+1 � cj
3hj

8j = 0; :::; n� 2: (3.5)

L�insertion de (3.5) dans (3.2) donne

bj =
yj+1 � yj

hj
� cjhj �

cj+1 � cj
3hj

h2j

=
yj+1 � yj

hj
� 1
3
(cj+1 + 2cj)hj 8j = 0; :::; n� 2:

(3.6)

Finalement, en insérant (3.5) et (3.6) dans (3.3), on obtient

yj+1 � yj
hj

� 1
3
(cj+1 + 2cj)hj + 2cjhj + (cj+1 � cj)hj =

yj+2 � yj+1
hj+1

� 1
3
(cj+2 + 2cj+1)hj+1;

(3.7)

pour tout j = 0; :::; n� 3:

qui est équivalent à

1

3
hjcj +

2

3
(hj+1 + hj) cj+1 +

1

3
hj+1cj+2 =

yj+2 � yj+1
hj+1

� yj+1 � yj
hj

; 8j = 0; :::; n� 3: (3.8)

Equation (3.8) est un système linéaire dont vecteur inconnu correspondant est (c0; :::cn�1)
T ,

et la matrice associée est :
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0BBBBBBBBBBBBBBBB@

1
3h0

2
3 (h1 + h0)

1
3h1 0

0 1
3h1

2
3 (h2 + h1)

1
3h2 0

. . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

1
3hn�4

2
3 (hn�3 + hn�4)

1
3hn�3 0

1
3hn�3

2
3 (hn�2 + hn�3)

1
3hn�2

1CCCCCCCCCCCCCCCCA
(3.9)

Il s�agit d�une matrice de (n� 2) � n; (M(n�2)�n (R)); qu�elle est évidemment de rang

maximum (n� 2) (comme hj 6= 0 pour tous j) .

Ainsi, deux autres conditions sont nécessaires pour obtenir (c0; :::cn�1)
T d�une manière

unique (et automatiquement aussi les autres coe¢ cients via (3.5) et (3.6) pour j = 0; :::; n� 2).

Trois possibilités d�ajouter deux conditions indépendantes qui sont communes ( nous étu-

dions la première avec un peu de détail).

(N) La spline cubique naturelle doit satisfaire S" (x0) = S" (xn) = 0 qui donne c0 = 0

(qui découpe la première colonne de la matrice ci-dessus) et la dernière équation

supplémentaire

cn�1 + 3dn�1hn�1 = 0 (3.10)

ce qui equivaut à

dn�1 = �
cn�1
3hn�1

(3.11)

L�insertion (3.11) dans (3.2) pour j = n� 1 donne

bn�1 =
yn � yn�1
hn�1

� cn�1hn�1 + 1
3cn�1hn�1

=
yn � yn�1
hn�1

� 2
3cn�1hn�1

(3.12)

Nous observons maintenant que (3.6) est valable pour j = n� 1 si nous dé�nissons cn := 0:
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Par conséquent, (3.8) peut également être obtenue de façon analogue pour j = n � 2. Nous

obtenons

1

3
hn�2cn�2 +

2

3
(hn�1 + hn�2) cn�1 =

yn � yn�1
hn�1

� yn�1 � yn�2
hn�2

(3.13)

Cela ajoute la dernière ligne

�
0; :::; 0;

1

3
hn�2;

2

3
(hn�1 + hn�2)

�
(3.14)

à la matrice au-dessus, est maintenant on obtient une matrice tridiagonal (avec la taille

(n� 1) � (n� 1)). Cette matrice est maintenant, en e¤et, régulière. elle est même dé�nie po-

sitive. Cela peut être vu comme suit : Nous observons d�abord que la matrice (appelons-la

A = (aij)i;j=1;:::;n�1) satisfait

n�1P
j=1;j 6=i

jaij j < aij 8i = 1; :::; n� 1; (3.15)

pour la raison très triviale que 1
3 <

2
3 :

Remarque 3.3.2 La matrice qui véri�e 3.15 est dite matrice d�une diagonale strictement do-

minante

(H) Le spline cubique hermitiene a la propriété de donné des dérivés au bord : S
0
(x0) et

S
0
(xn) sont donnés.

(P) Le spline cubique périodique sont donné par : y0 = yn; S
0
(x0) = S

0
(xn) ; et S

"
(x0) =

S" (xn) :

Propriété extrémale

le théorème suivant stipule que la spline naturelle ne peut pas avoir une plus grande norme

k:k2 de la dérivée seconde que la fonction qu�elle interpole (en supposant que cette fonction a

une dérivée seconde continue). En fait, nous minimisons la norme k:k2 de la dérivée seconde

non seulement par rapport à la fonction "originale" que nous interpolons, mais également par

rapport à toute fonction qui interpole les données (et possède une dérivée seconde continue).

En ce sens, nous appelons la spline naturelle "naturelle".
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Théorème 3.3.3 Supposons que f 00 (x) soit continue dans [a; b], et que a = t0 < t1 < � � � <

tn = b: Si s (x) est la spline cubique naturelle interpolant f (x) aux n�uds ftig alors

Z b

a

�
s
00
(x)
�2
dx �

Z b

a

�
f
00
(x)
�2
dx:

Preuve. On dé�nit g (x) = f (x)� s (x) : Comme s (x) interpole f (x) aux n�uds ftig leur

di¤érence s�annule à ces points, c.-à-d.

g (ti) = 0; 0 � i � n:

Maintenant

Z b

a

�
f
00
�2
dx =

Z b

a

�
s
00
�2
dx+

Z b

a

�
g
00
�2
dx+ 2

Z b

a

�
s
00
g
00
�2
dx:

Nous montrerons que le dernier terme du côté droit de est zéro, ce qui termine la preuve

puisque les deux autres termes du côté droit sont non négatifs. En divisant ce terme en une

somme d�intégrales sur les sous-intervalles et en intégrant par parties sur chaque sous-intervalle,

nous avons

Z b

a
s00g00dx =

nX
i=1

Z ti

ti�1

s00g00dx =
nX
i=1

"�
s00g0

�
jtiti�1 �

Z ti

ti�1

s000g0dx

#

Puisque nous avons choisis les splines cubiques i.e s00(t0) = s00(tn) = 0, et puisque s
000
(x) est

constant sur [ti�1; ti] (dire ci) on se retrouve avec

Z b

a
s
00
g
00
dx = �

nX
i=1

Z ti

ti�1

s
000
g
0
dx = �ci

nX
i=1

Z ti

ti�1

g
0
dx = �

nX
i=1

ci (g (ti)� g (ti�1)) = 0:
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Conclusion

L�approximation d�une fonction f (connue ou non) par un polynôme est une démarche

naturelle que l�on rencontre dans divers contexte en analyse : lorsque f est assez régulière, elle

permet d�analyser le comportement local (développement de Taylor) mais aussi dans certain

cas d�approcher globalement ou par morceaux la fonction par un polynôme d�interpolation (par

exemple).

Dans ces deux situations la précision avec laquelle on peut approcher f par un polynôme

dépend de la régularité de la fonction.

A l�inverse, avec une hypothèse de régularité relativement faible, le théorème de Weierstrass

nous assure que l�on peut approcher uniformément toute fonction continue sur un intervalle

compact, d�aussi presque l�on veut, par un polynôme.

Dans ce travail, on a traité le problème dans les deux sens pratique et théorique ; on a com-

mencé avec l�interpolation polynomiale où nous considérons les questions d�existence, d�unicité

et même la procédure de calcul le polynôme interpolant f:

Le théorème de Weierstrass nous amène a chercher théoriquement un certain polynôme qui

nous donne une meilleure approximation c.est à dire avec une di¤érence d�erreur assez petite

avec la norme de la convergence uniforme et de la norme quadratique ; pour cette raison on a

dé�nie la projection orthogonale dans un espace préhilbertien sur un espace de dimension �ni,

alors que l�interpolation est une projection seulement linéaire sur l�espace des polynômes.

Pratiquement, on a vu que la théorie d�approximation (respectivement d�interpolation) est

entièrement liée au dimension de l�espace où on fait l�approximation (X = Pndans notre cas) et

par suite avec des système d�équation linaires. On a commencé par un système où la matrice est

pleine avec un déterminant de Vandermonde (Lagrange), puis un système triangulaire inferieure
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(Newton) et �nalement avec une matrice tridiagonale.
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