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Introduction

Le groupe de tresses sur n brins introduit par Emile Artin en 1925 est un outil pour
étudier les nœuds et les entrelacs, à cause du théorème d’Alexander qui dit que tout noeud
ou entrelacs peut s’obtenir d’une tresse par le biais d’une certaine opération de fermeture.
En dehors de la théorie des nœuds, la notion de tresse est apparue dans plusieurs domaines
de mathématiques et de physique telles que la géométrie algébrique, les algèbres d’opérateurs
en mécanique quantique, robotique, etc ...(voir [BB05] pour plus de détails).
Le groupe de tresses a plusieurs interprétations, par exemple, comme le groupe de tresses
géométriques dans R3, comme le groupe fondamental de certain espace de configurations,
comme sous groupe d’un groupe d’automorphismes d’un groupe libre, etc ....

Un groupe est dit linéaire s’il admet une représentation fidèle dans un groupe de matrices.
le problème de linéarité des groupes de tresses revient en 1936 quand Burau [Bur36] découvre
une représentation de Bn, qui depuis porte son nom. Cette représentation envoie le groupe
Bn dans le groupe des matrices inversibles de taille n×n à coefficients dans l’anneau des po-
lynômes de Laurent Z[t, t−1]. C’est la première représentation non triviale connue du groupe
de tresses pour laquelle ont été démontrés des résultats de fidélité, malheureusement elle a
l’inconvénient de ne pas être fidèle pour n ≥ 5. Elle donne lieu au premier des invariants
polynomiaux des nœuds, le polynôme d’Alexander.

En 2000, Krammer [Kra00] a défini une nouvelle représentation de groupes de tresses qui
envoie Bn dans le groupe des matrices inversibles de taille m×m, où m = n(n− 1)/2, dont
les coefficients sont dans l’anneau des polynômes de Laurent Z[q±1, t±1]. La finalité de ce
mémoire est de montrer que cette représentation est fidèle pour n = 4.
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Ce mémoire est composé de trois chapitres. Dans le premier, nous donnons les différentes
définitions équivalentes des groupes de tresses, par générateurs et relations, et trois interpré-
tations géométriques : via les tresses géométriques à n brins, via l’espace de configuration à
n points dans le plan, et via le groupe d’homéomorphismes du disque dans R2 avec n points
distingués. Finalement nous identifions le groupe des tresses avec le groupe de difféotopies.
Dans le deuxième chapitre nous citons deux représentations des groupes de tresses, de Bu-
rau et de Krammer. Nous étudions la fidélité de la représentation de Burau, ensuite nous
allons introduire la représentation de Krammer par une nouvelle interprétation de groupe
de tresses. Le troisième chapitre sera consacrer à l’étude de la fidélité de la représentation
de Krammer pour n = 4.



Chapitre 1

Définitions et préliminaires

Ce chapitre regroupe les différentes définitions équivalentes des groupes de tresses, comme
groupe d’automorphismes d’un groupe libre, comme groupe de difféotopies d’un disque
épointé, comme groupe fondamental d’un espace de configuration à n points dans le plan.
Dans tout ce mémoire I désigne l’intervalle [0, 1], D un disque fermé dans R2.

1.1 Groupes de tresses

1.1.1 Tresses géométriques

Définition 1.1.
On appelle tresse géométrique à n brins b la réunion de n courbes dans R2 × [0; 1] appelées
brins de b reliant les points (1, 0, 0) , ..., (n, 0, 0) aux points (1, 0, 1) , ..., (n, 0, 1) et coupant en
n points chaque plan horizontal R2 × {t} avec t ∈ I = [0; 1].

Deux tresses géométriques à n brins b et b′ sont isotopes s’il existe une suite continue
de tresses géométriques à n brins bs (s ∈ I) tel que b0 = b et b1 = b′, i.e., s’il existe une
application continue F : b×I → R2×I tel que pour tout s ∈ I, l’application Fs : b→ R2×I
qui fait correspondre à p ∈ b l’élément F (p, s) est un plongement, son image est une tresse
géométrique à n brins, F0 = id et F1(b) = b′.

On appelle tresse à n brins une classe d’équivalence de tresses géométriques à n brins vis-
à-vis de l’isotopie. Si b est une tresse géométrique, on note par [b] sa classe d’équivalence
vis-à-vis de l’isotopie.

Étant donné deux tresses géométriques b et b′. On définit le produit bb′ comme étant
l’ensemble des points (p, t) ∈ R2 × I tels que (p, 2t) ∈ b si 0 ≤ t ≤ 1

2 et (p, 2t − 1) ∈ b′ si
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1
2 ≤ t ≤ 1. D’une autre façons, bb′ est la tresse géométrique obtenu en plaçant b′ au-dessus
de b et en comprimant.
Le groupe de tresse Bn est l’ensemble des tresses à n brins muni du produit donné par
[b] [b′] = [bb′] .

1.1.2 Diagrammes de tresses

Un diagramme de tresse à n brins est un ensemble D ⊂ R × I qui est la réunion de n
courbes appelées les brins de D qui vérifient les trois conditions suivantes :

1. Chaque brin est homéomorphe à l’image de l’intervalle I par la projection R× I → I.

2. Chaque point de l’ensemble {1, ..., n} × {0, 1} est l’extrémité d’un unique brin.

3. Chaque point de R× I appartient à au plus deux brins. A chaque point d’intersection
de deux brins qu’on appelle "point double", ces brins sont transverses. On indique le
brin passant sous l’autre par une légère discontinuité du trait.

Chaque diagramme de tresse représente une classe d’isotopie de tresses géométriques. Deux
diagrammes de tresses proviennent d’une même tresse si et seulement si on peut passer de
l’un à l’autre par une suite finie de mouvements, dits de Reidemeister de type I, II et III.

I

II
III

Figure 1.1 – Mouvements de Reidemeister

1.2 Générateurs et relations

Le groupe de tresses Bn peut être présenté par générateurs et relations. Les générateurs
sont σ1, ..., σn−1, les relations entre les générateurs sont :
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1. σiσj = σjσi si |j − i| ≥ 2.

2. σiσi+1σi = σi+1σiσi+1 pour i = 1, .., n− 2.

La deuxième relation est appelé relation de tresse.

A chaque générateur on associe une tresse géométrique. On fait correspondre au générateur
σi la tresse géométrique à extrémités dans {1, ..., n}×{0, 1} dont tous les brins sont verticaux
sauf pour les brins i et i+ 1 qui se croisent, le brin i passant sous le brin i+ 1.16 1 Braids and Braid Groups

· · · · · ·

· · · · · ·

σ+
i

σ−i

1 ii−1 i+1 i+2 n

1 ii−1 i+1 i+2 n

Fig. 1.9. The elementary braids σ+
i and σ−

i

Lemma 1.11. The elements σ+
1 , . . . , σ

+
n−1 ∈ Bn satisfy the braid relations,

that is, σ+
i σ

+
j = σ+

j σ
+
i for all i, j = 1, 2, . . . , n − 1 with |i − j| ≥ 2, and

σ+
i σ

+
i+1σ

+
i = σ+

i+1σ
+
i σ

+
i+1 for i = 1, 2, . . . , n− 2.

Proof. The first relation follows from the fact that its sides are represented by
isotopic diagrams. The diagrams representing the sides of the second relation
differ by the Reidemeister move Ω3. ⊓⊔

Theorem 1.12. For ε = ±, there is a unique homomorphism ϕε : Bn → Bn
such that ϕε(σi) = σεi for all i = 1, 2, . . . , n− 1. The homomorphism ϕε is an
isomorphism.

Proof. For concreteness, we take ε = + (the case ε = − can be treated
similarly or reduced to the case ε = + using Exercise 1.1.2). The existence
and uniqueness of ϕ+ follow directly from Lemmas 1.2 and 1.11. The proof of
Lemma 1.10 shows that σ+

1 , . . . , σ
+
n−1 generate Bn as a group. These generators

belong to the image of ϕ+. Therefore, ϕ+ is surjective.
We now construct a set-theoretic map ψ : Bn → Bn such that ψ ◦ϕ+ = id.

This will imply that ϕ+ is injective. As in the proof of Lemma 1.10, we
represent any β ∈ Bn by a braid diagram D whose crossings have distinct
second coordinates. This leads to an expansion of the form (1.3). Set

ψ(D) = (σi1 )
ε1(σi2 )

ε2 . . . (σik )
εk ∈ Bn ,

where
(σi)

+ = σi and (σi)
− = σ−1

i .

Figure 1.2 – Le générateur σi

Soit Sn le groupe des permutations de l’ensemble {1, 2, ..., n}. On associe à chaque généra-
teur σi de Bn la transposition si, où si permute i et i+ 1 et laissant fixe les autres éléments
de {1, 2, ..., n}. Ceci nous permet de définir un homomorphisme de groupes π : Bn −→ Sn
appelé projection.

Définition 1.2.
Le noyau de la projection naturelle π : Bn −→ Sn est appelé groupe de tresses pures
noté par Pn, Pn = ker(π : Bn −→ Sn).

On appelle tresse positive toute tresse représentée par des mots de tresses qui ne contient
pas des lettres de la forme σ−1

i . L’ensemble des tresses positives sera noté B+
n .

B+
n muni du produit des tresses est un monoïde. En 1969, Garside a montré que la présen-

tation ci-dessus ne définit non seulement le groupe Bn, mais elle définit aussi le monoïde
B+
n .
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1.3 Espaces de configurations

Soit M une variété connexe de dim ≥ 2 éventuellement avec bord. L’ensemble

Fn(M) = {(u1, u2, ..., un) ∈M ×M × ...×M / ui 6= uj pour tout i 6= j}

est appelé l’espace de configuration de n-uplets ordonnés de n points distincts de M .
On appelle groupe de tresses pures de M à n brins le groupe fondamental π1(Fn(M)).
On fixe un nombre fini m ≥ 0 de points Qm ⊂ M̊ = M − ∂M , et on note

Fm,n(M) = Fn(M −Qm)

Il est claire que F0,n(M) = Fn(M) et Fm,1(M) = M−Qm. Le groupe symétrique Sn agit sur
Fm,n(M) par permutation des coordonnées. L’espace quotient Cm,n(M) = Fm,n(M)/Sn est
appelé l’espace de configuration de n-uplets non-ordonnés de n points distincts de M −Qm.
On appelle groupe de tresses de M −Qm à n brins le groupe fondamental π1(Cm,n(M)).

Théorème 1.1.

(1) Pn ∼= π1(Fn(R2))

(2) Bn
∼= π1(C0,n(R2), q) où q est le point de C0,n(R2) représenté par l’ensemble

{(1, 0), (2, 0), ..., (n, 0)} ⊂ R2.

Preuve.
(1) L’isomorphisme est obtenu en associant à chaque tresse géométrique pure b le chemin

β : I −→ Fn(R2) défini par β(t) = (u1(t), ..., un(t)) tel que le iem brin de b intersecte le plan
R2×{t} au point (ui(t), t) pour tout i = 1, ..., n. Ce chemin a comme origine et extrémité le
point ((1, 0), (2, 0), ..., (n, 0)).

(2) A chaque tresse géométrique b′ on associé le lacet α : I −→ C0,n(R2) défini par
α(t) = bt tel que bt × {t} = b′ ∩ (R2 × {t}).

1.4 Automorphismes de tresses de groupes libres

Nous donnons la définition de groupe de tresses comme groupe d’automorphismes d’un
groupe libre sur n générateurs. Soit Fn un groupe libre sur x1, x2, ..., xn.

Définition 1.3.
On dit qu’un automorphisme ϕ de Fn est un automorphisme de tresses s’il vérifie les deux
conditions suivantes :
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(i) Il existe une permutation µ de l’ensemble {1, 2, ..., n} telle que ϕ(xk) et conjugué dans
Fn à xµ(k) pour tout k ∈ {1, 2, ..., n}.

(ii) ϕ(x1x2...xn) = x1x2...xn.

On note l’ensemble des automorphismes de tresses de Fn par B̃n. Remarquons qu’un au-
tomorphisme de Fn est totalement déterminé par son action sur les générateurs x1, x2, ..., xn.
D’après la définition, l’inverse d’un automorphisme de tresses et la composition des auto-
morphismes de tresses sont aussi des automorphismes de tresses. D’où B̃n muni de la loi de
composition ϕψ = ϕ ◦ ψ pour tout ϕ, ψ ∈ B̃n est un groupe.

Exemple 1.4.1.
Les deux automorphismes de Fn suivants définissent deux automorphismes de tresses de Fn
mutuellement inverses σ̃i et σ̃−1

i pour i = 1, 2, ..., n− 1

σ̃i(xk) =


xk+1 si k = i,

x−1
k xk−1xk si k = i+ 1,
xk sinon.

; σ̃−1
i (xk) =


xkxk+1x

−1
k si k = i,

xk−1 si k = i+ 1,
xk sinon.

•k = i :

σ̃i ◦ σ̃−1
i (xk) = σ̃i(σ̃−1

i (xk)) = σ̃i(xkxk+1x
−1
k ) = σ̃i(xk)σ̃i(xk+1)[σ̃i(xk)]−1

= xk+1x
−1
k+1xkxk+1x

−1
k+1 = xk.

σ̃−1
i ◦ σ̃i(xk) = σ̃−1

i (σ̃i(xk)) = σ̃−1
i (xk+1) = xk.

•k = i+ 1 :

σ̃i ◦ σ̃−1
i (xk) = σ̃i(σ̃−1

i (xk)) = σ̃i(xk+1) = xk.

σ̃−1
i ◦ σ̃i(xk) = σ̃−1

i (x−1
k xk−1xk) = [σ̃−1

i (xk)]−1σ̃−1
i (xk−1)σ̃−1

i (xk)

= x−1
k−1xk−1xkx

−1
k−1xk−1 = xk.

•k 6= i, k 6= i+ 1 :

σ̃i ◦ σ̃−1
i (xk) = σ̃i(σ̃−1

i (xk)) = σ̃i(xk) = xk.

σ̃−1
i ◦ σ̃i = σ̃−1

i (σ̃i(xk)) = σ̃−1
i (xk) = xk.

Théorème 1.2.
SoitM une variété connexe de dim ≥ 2 éventuellement avec bord. L’application P : Fm,n(M) −→
Fm,r(M) défini par P (u1, u2, ..., un) = (u1, u2, ..., ur) où 1 ≤ r < n, est un fibré localement
trivial de fibre Fm+r,n−1(M).
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Preuve.

U ×Fm+r,n−r(M)

P r1 **TTTTTTTTTTTTTTTT

homéo
ϕ=? // P−1(U) ⊂ Fm,n(M)

P fibré
��

U ⊂ Fm,r(M)

On considère pour un certain point base u0 = (u0
1, ..., u

0
r) dans Fm,r(M) la fibre

P−1(u0) = {(u0
1, ..., u

0
r, yr+1, ..., yn) ∈ Fm,n(M)/

u0
1, ..., u

0
r, yr+1, ..., yn sont distincts dans M −Qm}.

Si on choisit Qm+r égale à Qm ∪ {u0
1, ..., u

0
r}, alors

Fm+r,n−1(M) = {(yr+1, ..., yn)/yr+1, ..., yn sont distincts et dansM −Qm+r}.
Donc il existe un homéomorphisme h : Fm+r,n−r(M) −→ P−1(u0

1, ..., u
0
r) définit par

h(yr+1, ..., yn) = (u0
1, ..., u

0
r, yr+1, ..., yn).

Nous donnons la preuve de la trivialisation locale de P seulement dans le cas r = 1. Fixons
un point x0 ∈ M − Qm = Fm,1(M) = Fm,r. Ajoutons un autre point qm+1 à l’ensemble
Qm pour former Qm+1. Prenons un homéomorphisme f : M −→ M qui fixe Qm comme
ensemble (i.e., f(Qm) = Qm), tel que f(qm+1) = x0. Soit U un voisinage de x0 dans M −Qm

homéomorphe à une boule ouverte et soit Ū la fermeture de U . Définissons une application
θ : U × Ū −→ Ū avec les propriétés suivantes :
(i) θu : Ū −→ Ū définie par θu(y) = θ(u, y) est un homéomorphisme qui fixe ∂Ū .
(ii) θu(u) = x0.
Selon (i), l’application θ peut être prolonger à θ : Ū ×M −→ M en définissant θ(u, y) = y

pour y /∈ U . L’homéomorphisme cherché et son inverse

U ×Fm+1,n−1(M)
ϕ−−⇀↽−−
ϕ−1

P−1(U)

sont donnés par

ϕ(u, u2, ..., un) = (u, θ−1
u f(u2), ..., θ−1

u f(un)),

ϕ−1(u, u2, ..., un) = (u, θ−1
u f−1(u2), ..., θ−1

u f−1(un)).

Définition 1.4.
On appelle homomorphisme oubliant toute application fn : Pn −→ Pn−1, pour chaque



1.4 Automorphismes de tresses de groupes libres 11

n ≥ 2, définie comme suit : a chaque élément de Pn représenté par une tresse géométrique
b, où le ième brin de b relie (i, 0, 0) à (i, 0, 1) pour i = 1, 2, ..., n, on associé la tresse fn(b) à
n− 1 brins obtenue à partir de b en oubliant le nème brin.

Il est clair que si b et b′ sont isotopes, alors fn(b) et fn(b′) sont aussi isotopes et donc fn
est une application bien définie.

Remarque 1.4.1.
• fn est un homomorphisme de groupe (d’après la définition de la multiplication des tresses
géométriques).
• fn ◦ i = idPn−1 où i est l’inclusion naturelle i : Pn −→ Pn−1.
• L’homomorphisme fn est surjectif.

Pour n ≥ 2, on pose Un = ker(fn : Pn −→ Pn−1). Notons que puisque fn a une section,
alors Pn est isomorphe au produit semi-direct de Pn par Un. Chaque tresse pure β ∈ Pn

peut être développer uniquement sous la forme β = i(β′)βn avec β′ ∈ Pn−1 et βn ∈ Un. Ici
β′ = fn(β) et βn = i(β′)−1β. En appliquant ce développement inductivement, on conclut que
β peut être écrite uniquement sous la forme

β = β2β3β4...βn, (1.1)

où βj ⊂ Uj ⊂ Pj ⊂ Pn pour j = 2, 3, ..., n. L’écriture (1.1) est appelée la forme normale de
β [Bir01].
Posons, pour 1 ≤ i < j ≤ n,

Aij = σj−1σj−2...σi+1σ
2
i σ
−1
i+1...σ

−1
j−1.

1 i 1 i i + 1 j 1 j j + 1 n

· · · · · · · · ·

Figure 1.3 – Diagramme de tresse de Ai,j
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Il est claire que Ai,n ∈ Un pour i = 1, 2, ..., n− 1.
Rappelons qu’une variété connexeM est asphérique si son revêtement universel est contrac-
tile, ou de façon équivalente, ses groupes d’homotopies πi(M) s’annulent pour tout i ≥ 2.

Lemme 1.3.
Pour tout m ≥ 0 ; n ≥ 1 la variété Fm,n(R2) est asphérique.

Preuve.
On considère le fibré Fm,n(R2) −→ Fm,1(R2) = R2 − Qm de fibre Fm+1,n−1(R2) définie
ci-dessus. La chaîne d’homotopie de ce fibré donne une chaîne exacte

... −→ πi+1(R2 −Qm) −→ πi(Fm+1,n−1(R2)) −→ πi(Fm,n(R2)) −→ πi(R2 −Qm) −→ ...

On observe que R2 − Qm contient le cale de m cercles comme une déformation rétractée.
Le cale des cercles est asphérique puisque son revêtement universel est un arbre est par
conséquent il est contractile. Donc, R2 − Qm est asphérique de sorte que πi(R2 − Qm) = 0
pour i ≥ 2. On conclut que pour tout i ≥ 2,

πi(Fm,n(R2)) ∼= πi(Fm+1,n−1(R2)).

Théorème 1.4.
Pour tout n ≥ 2, le groupe Un est libre sur les (n− 1) générateurs {Ai,n}i=1,...n−1

Preuve.
En appliquant le Théorème 1.2 sur M = R2, on obtient le fibré localement trivial
P : Fn(R2) −→ Fn−1(R2) de fibre Fn−1,1(R2). Ceci donne une suite exacte courte

1 −→ π1(Fn−1,1(R2)) −→ π1(Fn(R2)) P#−−→ π1(Fn−1(R2)) −→ 1 (1.2)

où on utilise la trivialisation de π2(Fn−1(R2)) (d’après le Lemme 1.3) et la trivialisation de
π0(Fn−1,1(R2)) ( puisque Fn−1,1(R2) est connexe).
Puisque π1(Fn(R2)) ∼= Pn et π1(Fn−1(R2)) ∼= Pn−1, alors l’homomorphisme P# peut être
identifier avec l’homomorphisme oubliant fn : Pn −→ Pn−1. Donc (1.2) prend la forme

1 −→ π1(Fn−1,1(R2)) −→ Pn
fn−−→ Pn−1 −→ 1 (1.3)
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1.4 Configuration spaces 29

y

x
· · · · · ·

(1, 0) (i, 0) (n−1, 0)
a0 = (n, 0)

x1

xi

xn−1

Fig. 1.13. The generators x1, . . . , xn−1 of π1(R
2 −Qn−1, a0)

1.4.3 Configuration spaces of non-ordered sets of points

Consider again the configuration space Fm,n(M) associated with integers
m ≥ 0, n ≥ 1 and a connected topological manifold M of dimension ≥ 2.
The symmetric group Sn acts on Fm,n(M) = Fn(M −Qm) by permutation
of the coordinates. Consider the quotient space

Cm,n(M) = Fm,n(M)/Sn .

Since the action of Sn on Fm,n(M) is fixed point free, the projection
Fm,n(M) → Cm,n(M) is a covering. Hence πi(Fm,n(M)) ∼= πi(Cm,n(M))
for all i ≥ 2, and Cm,n(M) is a connected topological manifold of dimen-
sion n dim(M). The points of Cm,n are non-ordered sets of n distinct points
in M − Qm. The group π1(Cm,n(M)) is called the braid group of M − Qm
on n strings. We shall write Cn(M) for C0,n(M).

For M = R2, we recover in this way the Artin braid group Bn. In-
deed, Bn is canonically isomorphic to π1(Cn(R2), q), where q is the point
of Cn(R2) = C0,n(R2) represented by the unordered set

{(1, 0), (2, 0), . . . , (n, 0)} ⊂ R2 .

The isomorphism is obtained by assigning to a geometric braid b ⊂ R2 × I
the loop I → Cn(R2) sending t ∈ I into the unique n-point set bt ⊂ R2 such
that b ∩ (R2 × {t}) = bt × {t}.

Corollary 1.29. For any n ≥ 1, the braid group Bn is torsion free.

Proof. Lemma 1.28 with m = 0 implies that Fn(R2) is aspherical. There-
fore πi(Cn(R2)) = πi(Fn(R2)) = 0 for all i ≥ 2. The following classical
argument uses the integral homology of spaces and groups to deduce that
Bn ∼= π1(Cn(R2), q) is torsion free. If Bn contains a non-trivial finite cyclic

subgroup A, then there is a covering C̃ → Cn(R2) with π1(C̃) = A. We have

πi(C̃) = πi(Cn(R2)) = 0 for all i ≥ 2 so that C̃ is an Eilenberg-MacLane

space K(A, 1). The integral homology groups of C̃ satisfy Hi(C̃) = Hi(A) = A

for all odd i ≥ 1. This contradicts the fact that C̃ is a manifold of dimen-
sion 2n. ⊓⊔

Figure 1.4 – Les générateurs x1, ..., xn−1 de π1(R2 −Qn−1, a0)

Pour calculer π1(Fn−1,1(R2)) = π1(R2 − Qn−1), on prend comme Qn−1 ⊂ R2 l’ensemble
{(1, 0), (2, 0), ..., (n− 1, 0)} et on prend a0 = (n, 0) comme point base de R2 −Qn−1. Claire-
ment, le groupe π1(R2−Qn−1, a0) est libre de rang n− 1 engendré par les générateurs libres
x1, ..., xn−1 indiqué dans la figure suivante

L’homomorphisme π1(Fn−1,1(R2)) −→ Pn = π1(Fn(R2)) dans (1.3) est induit par l’inclu-
sion R2 − Qn−1 = Fn−1,1(R2) ↪→ Fn(R2) qui associé au point a ∈ R2 − Qn−1 l’uplet de n
points ((1, 0), (2, 0), ..., (n− 1, 0); a). En comparant les Figures 1.3 et 1.4, on observe que cet
homomorphisme envoie xi sur Ai,n pour tout i. Maintenant, la suite exacte (1.3) nous donne
le Théorème 1.4.

Corollaire 1.5.
Pour i = 1, 2, ..., n, l’enlèvement du ième brin définit un homomorphisme de groupes
f in : Pn −→ Pn. Le noyau de f in est un groupe libre de rang n− 1 avec les générateurs libres
A1,i, ..., Ai−1,i, Ai,i+1, ..., Ai,n.

Preuve.
On pose αi,n = σn−1σn−2...σi.

i

i

1

1

i+11i−

−1i

2

2

n

n

nn 1−

1−n

−2

+2ii+1

Figure 1.5 – Diagramme de tresse de αi,n
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On remarque que pour chaque β ∈ Bn l’enlèvement du nème brin de αi,nβα−1
i,n produit la

tresse
1n−1f

i
n(β)1n−1.

Alors, f in(β) = fn(αi,nβα−1
i,n). D’où fn = fnn . Donc kerf in = α−1

i,n(kerfn)αi,n = α−1
i,nUnαi,n.

En utilisant le Théorème 1.4 et en remarquant que la conjugaison par α−1
i,n transforme

l’ensemble {Aj,n}j=1,...n−1 à l’ensemble {A1,i, ..., Ai−1,i, Ai,i+1, ..., Ai,n}, car on a pour tout
1 ≤ i < j < k ≤ n,

αj,kAi,jα
−1
j,k = Ai,k et αi,kAi,jα

−1
i,k = Aj,k,

on obtient le résultat.

Théorème 1.6.
L’application ξ : Bn −→ B̃n définie par ξ(σi) = σ̃i, pour i = 1, 2, ..., n − 1, est un isomor-
phisme de groupes.

Preuve.
L’image d’une tresse β ∈ Bn par ξ sera notée β̃. Dans la preuve de ce théorème il est nécessaire
de donner la définition explicite de β̃. Les éléments σ̃1, ..., σ̃n−1 ∈ B̃n vérifient les relations
de tresses, donc la formule σi 7−→ σ̃i, pour i = 1, 2, ..., n − 1, définit un homomorphisme
de groupes Bn −→ B̃n. On va donner une autre définition pour cet homomorphisme. Si
β ∈ Bn et u ∈ Un+1 = kerfn+1, alors i(β)ui(β)−1 ∈ Pn+1 car Pn+1 est un sous-groupe
normal de Bn+1. De plus, d’après la définition de fn+1, il découle que i(β)ui(β)−1 ∈ Un+1.
Par suite la formule u 7−→ ι(β)ui(β)−1 définit un automorphisme de Un+1. On obtient donc
un homomorphisme de groupe ξ de Bn au groupe AutUn+1.
D’après le Théorème 1.4 on identifie Un+1 avec Fn, en posant xk = Ak,n+1 ∈ Un+1, pour
k = 1, 2, ...n. Sous cette identification on a ξ(β) = β̃ pour tout β ∈ Bn. En effet, il suffit de
vérifier cette égalité pour les générateurs σ1, ..., σn−1 de Bn. Ceci revient à la vérification des
égalités

i(σi)Ak,n+1i(σ)−1
i =


Ak+1,n+1 si k = i,

A−1
k,n+1Ak−1,n+1Ak,n+1 si k = i+ 1,

Ak,n+1 si non.

Ces égalités sont vérifiées on dessinant leurs diagrammes de tresses et de vérifier que les deux
diagrammes des deux côtés représentent des tresses isotopes.
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Maintenant, nous allons montrer que l’homomorphisme ξ est injectif. Soit β ∈ Bn telle
que β̃ = 1. En abélianisant β̃, on obtient l’automorphisme identique de Un+1/[Un+1, Un+1].
Alors, π(β) = 1 et donc β ∈ Pn ⊂ Bn. D’après (1.1), β = β2β3...βn où βj ∈ Uj ⊂ Pj ⊂ Pn

pour tout j = 1, 2, ..., n.
Supposons que β 6= 1. Soit i ≤ n le plus grand entier tel que βi 6= 1. Donc β = β2β3....βi.
Puisque β̃ = 1, on doit avoir ξ(β) = 1, d’où i(β) ∈ Pn+1 commute avec tout les éléments
de Un+1 et en particulier avec Ai,n+1. On note que β2, β3, ..., βi−1 sont des tresses sur i − 1
brins extrêmement gauches, donc ils commutent avec Ai,n+1. D’après le Corollaire 1.5, les
tresses A1,i, ..., Ai−1,i, Ai,i+1, ..., Ai,n+1 sont des générateurs libres d’un sous-groupe libre de
Pn+1. D’où βi commute avec Ai,n+1 et se trouve dans le groupe Ui ⊂ Pi ⊂ Pn+1 engendré par
A1,i, ..., Ai−1,i. Mais ceci est possible que si βi = 1, ce qui est contradictoire avec le choix de
i. Donc β = 1.

Montrons que ξ est surjectif. Soit ϕ un automorphisme de tresses de Fn non-trivial.
supposons que ϕ(xk) = Akxµ(k)A

−1
k , pour k = 1, 2, ..., n, et Ak est un mot dans l’alphabet

x±1
1 , ..., x±1

n . On peut toujours choisir Ak de sorte que le produit Akxµ(k)A
−1
k est réduit, i.e., ne

contient pas des entrées consécutifs xrx−1
r ou x−1

r xr. D’après la définition de l’automorphisme
de tresses on obtient

A1xµ(1)A
−1
1 A2xµ(2)A

−1
2 ...Anxµ(n)A

−1
n = x1x2...xn. (1.4)

On appelle le terme xµ(k) au milieu de Akxµ(k)A
−1
k terme special. Chaque lettre x1, x2, ..., xn

apparaît comme terme special du côté gauche de (1.4) qu’une seule fois. L’égalité (1.4)
implique que le côté gauche de (1.4) va être réduit au côté droit après toute réduction libre
possible i.e., annulation des entrées xrx−1

r = x−1
r xr = 1. On distingue deux cas :

Cas1 : Le terme special xµ(k) est annulé par la lettre x−1
µ(k) pendant ces réductions. ce x−1

µ(k)

ne peut pas être obtenu du mot Akxµ(k)A
−1
k lequel supposé réduit.

• Si x−1
µ(k) vient de A−1

k−1 alors, on doit avoir une égalité des mots A−1
k−1 = Bxµ(k)A

−1
k pour un

certain mot B, par suite
Ak−1 = Akxµ(k)B

−1. (1.5)

• Si la lettre x−1
µ(k) qui annule le terme special xµ(k) obtenue du côté droite du terme special

xµ(k+1) alors, on doit avoir A−1
k+1 = A−1

µ(k+1)A
−1
k+1Akx

−1
µ(k)B pour un certain mot B, puis Ak =

Ak+1xµ(k+1)A
−1
k+1B

−1xµ(k), on pose A = A−1
k+1B

−1xµ(k) on aura

Ak = Ak+1xµ(k+1)A. (1.6)
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• De même si x−1
µ(k) vient de Ak+1 on aura

Ak+1 = Akx
−1
µ(k)A. (1.7)

pour un certain mot A.
• Si x−1

µ(k) vient du côté gauche du terme special x−1
µ(k−1), on auraAk−1 = Bx−1

µ(k)A
−1
k Ak−1x

−1
µ(k−1),

tel que B un mot alors, Ak = Ak−1x
−1
µ(k−1)A

−1
k−1Bx

−1
µ(k), on pose A = A−1

k−1Bx
−1
µ(k) d’où

Ak = Ak−1x
−1
µ(k−1)A. (1.8)

Cas 2 : Si les termes spéciaux du côté gauche de (1.4) ne s’annulent pas avec d’autres
lettres. Alors on doit avoir µ(k) = k pour tout k, A1 et An sont des mots vides, et toute
paire A−1

k Ak+1 s’annule de sorte que Ak = Ak+1 pour tout k. Donc ϕ = id ce qui contrarier
le choix de ϕ.
On affirme qu’il existe j ∈ {1, 2, ..., n− 1} et un mot A (possible vide) dans x±1

1 , ..., x±1
n qui

satisfait l’une des deux conditions suivantes
(a) On a l’égalité des mots Aj = Aj+1xµ(j+1)A.
(b) On a l’égalité des mots Aj+1 = Ajx

−1
µ(j)A.

Pour monter cette affirmation, il suffit de voir que

(a) = (1.5) pour j = k − 1, A = B−1,

(b) = (1.6) pour j = k,

(b) = (1.7) pour j = k,

(b) = (1.8) pour j = k − 1.

L’affirmation ci-dessus implique que ϕ est dans l’image de ξ. Pour voir cela, définissons la
longueur de ϕ comme étant la somme sur k = 1, 2, ..., n des longueurs des lettres des mots
Akxµ(k)A

−1
k .

Si (a) est satisfaite, alors l’homomorphisme ϕσ̃j = ϕ ◦ σ̃j : Fn −→ Fn peut être calculer
comme suit

ϕ(σ̃j)(xk) = ϕ(xk) = Akxµ(k)A
−1
k pourk 6= j, j + 1,

ϕ(σ̃j)(xj) = ϕ(xj+1) = Aj+1xµ(j+1)A
−1
j+1,

et ϕ(σ̃j)(xj+1) = ϕ(x−1
j+1xjxj+1)

= Aj+1x
−1
µ(j+1)A

−1
j+1Ajxµ(j)A

−1
j Aj+1xµ(j+1)A

−1
j+1

(a)= Aj+1x
−1
µ(j+1)A

−1
j+1 × Aj+1xµ(j+1)Axµ(j)A

−1x−1
µ(j+1)A

−1
j+1Aj+1xµ(j+1)A

−1
j+1.
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Le mot Aj+1A est plus court que Aj = Aj+1xµ(j+1)A. Par conséquent, la longueur de ϕσ̃j est
plus courte que celle de ϕ.
Si (b) est vérifiée, alors la longueur de ϕσ̃−1

j plus courte que celle de ϕ. Ceci implique que ϕ
peut être réduit à l’identité par répétition de composition seulement avec σ̃j et σ̃−1

j . Ainsi ϕ
est un produit de puissances de σ̃j. Par conséquent ϕ est dans l’image de l’homomorphisme
β 7−→ β̃.

Ce théorème donne une solution au problème de mot dans Bn. Pour un groupe défini par
générateurs et relations, le problème de mot consiste à trouver un algorithme qui permet de
décider si un mot donné dans les générateurs représente l’élément neutre du groupe ou non.
D’après ce théorème, une tresse β ∈ Bn est égale à 1 si et seulement si β̃ = id. Pour vérifier
cette dernière condition, il suffit que β̃(xk) = xk pour tout k = 1, 2, ..., n.

1.5 Groupe de difféotopies

Dans cette section, nous donnons la définition du groupe de difféotopies et nous ferons
le lien entre Bn, B̃n, et le groupe de difféotopies d’un disque du plan R2 privé de n points.
Soit M une variété orientée éventuellement à bord, et Q un ensemble fini de points distincts
dans M − ∂M , appelés points enlevés (ou perforations).

Dans tout ce qui suit, un endo-homéomorphisme de (M,Q) est un homéomorphisme
f : M −→M qui satisfait les conditions suivantes :

i) f(Q) = Q (i.e.,∀x ∈ Q; f(x) ∈ Q).
ii) ∀x ∈ ∂M : f(x) = x (i.e., f|∂M = id∂M).

On note H(M,Q) le groupe des endo-homéomorphismes de (M,Q) muni de loi de com-
position du groupe, noté multiplicativement, qui est la composition d’homéomorphismes :
f.g = f ◦ g pour f, g ∈ H(M,Q).

Remarquons que chaque endo-homéomorphisme induit une permutation sur Q. Notons
que si M est connexe et ∂M 6= ∅, alors tout homéomorphisme f : M −→ M préserve
l’orientation.

Définition 1.5.
On dit que deux endo-homéomorphismes f0, f1 de (M,Q) sont isotopes s’il existe une famille
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{ft}t∈I d’endo-homéomorphismes de (M,Q) telle que l’application

M × I −→M

(x, t) 7−→ ft(x).

est continue. La famille {ft}t∈I est appelée une isotopie de f0 à f1 .

Il est facile de vérifier que l’isotopie des endo-homéomorphismes de (M,Q) est une relation
d’équivalence, et les endo-homéomorphismes qui sont isotopes induisent la même permuta-
tion sur Q.

Définition 1.6.
Le groupe de difféotopies (mapping class group) de (M,Q), notéM(M,Q), est le groupe
des classes d’isotopies des endo-homéomorphismes de (M,Q), muni de la loi de composition,
noté multiplicativement, fg = f ◦ g pour f, g ∈M(M,Q). On noteM(M) =M(M, ∅).

Exemple 1.5.1.
Soit D = Dn une boule fermée dans Rn de dimension n ≥ 1, on a M(D) = {1}.

Preuve.
On peut prendre D la boule unité de Rn. On note la norme Euclidienne du vecteur z ∈ Rn

par |z|. Pour tout endo-homéomorphisme h de D, la formule suivante :

ht(z) =


z si t ≤ |z| ≤ 1,

th(z/t) si |z| < t.

définit une isotopie {ht : D −→ D}t∈I de h0 = id à h1 = h, on note que si h(0) = 0 alors
ht(0) = 0 pour tout t ∈ I.
Par conséquent on obtientM(M, {0}) = {1}.

1.5.1 Demi-twist

• On appelle arc tendu (spanning arc) dans (M,Q) un sous-ensemble de M à extrémités
dans Q, qui est homéomorphe à I = [0, 1] et d’intérieur disjoint de Q ∪ ∂M .
• Rappelons qu’une courbe dans M est simple si elle n’admet pas de point double. Ici on
considère que les arcs simples.
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36 1 Braids and Braid Groups

1.6.2 Half-twists

LetM be an oriented surface (possibly with boundary) andQ be a finite subset
of M◦. By a spanning arc on (M,Q), we mean a subset of M homeomorphic
to I = [0, 1] and disjoint from Q ∪ ∂M except at its two endpoints which
should lie in Q. Let us stress that all arcs considered here are simple, i.e.,
have no self-intersections.

Let α ⊂M be a spanning arc on (M,Q). The half-twist

τα : (M,Q)→ (M,Q)

is obtained as the result of the isotopy of the identity map id : M → M
rotating α inM about its midpoint by the angle of π in the direction provided
by the orientation of M . The half-twist τα is the identity outside a small
neighborhood of α in M . Clearly, τα(α) = α, τα(Q) = Q and τα induces a
transposition on Q permuting the endpoints of α. Note that rotating α as
above but in the opposite direction, we obtain τ−1

α .
For completeness, we give a more formal definition of τα. Let us identify a

small neighborhood U of α with the open unit disk {z ∈ C | |z| < 1} so that
α = [−1/2, 1/2] and the orientation inM corresponds to the counterclockwise
orientation in C. The homeomorphism τα :M →M is the identity outside U ,
sends any z ∈ C with |z| ≤ 1/2 to −z, and sends any z ∈ C with 1/2 ≤ |z| < 1
to exp(−2πi|z|)z. Clearly, τα ∈M(M,Q) does not depend on the choice of U .
The action of τα on a curve onM transversely meeting α in one point is shown
on Figure 1.14.

α
7−→

Fig. 1.14. The action of τα on a transversal curve

We state a few properties of half-twists.
(i) If f : (M,Q) → (M ′, Q′) is an orientation preserving homeomorphism

of two pairs as above and α is a spanning arc on (M,Q), then f(α) is a
spanning arc on (M ′, Q′) and τf(α) = fταf

−1 ∈ M(M ′, Q′).
This property is obvious. Informally speaking, it says that applying the

construction of a half-twist on two copies of the same surface we obtain two
copies of the same homeomorphism.

(ii) If two spanning arcs α, α′ on (M,Q) are isotopic in the class of span-
ning arcs on (M,Q) (in particular they must have the same endpoints), then
τα = τα′ inM(M,Q).

τα(β

)

)β

Figure 1.6 – L’action de τα sur une courbe transversale

Étant donnés un arc tendu α dans (M,Q) et un voisinage régulier U de α dans M . Le
demi twist τα : (M,Q) −→ (M,Q) est obtenu comme résultat d’isotopie de l’application
id : M −→M tournant α dans M autour de son point médian par un angle π à la direction
de l’orientation de M . Identifiant U avec le disque ouvert {z ∈ C / |z| < 1} dans C de
sorte que α = [−1

2 ,
1
2 ] etM est orienté dans le sens positif dans C. Le demi-twist est (la classe

d’isotopie de) l’homéomorphisme τα : M −→M définit par

τα(z) =


z si z ∈M − U,

−z si |z| ≤ 1
2 ,

exp(−2πi|z|)z si 1
2 ≤ |z| < 1.

Clairement, τα ∈M(M,Q) ne dépend pas du choix de U .

Propriétés des demi-twists

(i). Si f : (M,Q) −→ (M ′, Q′) est un homéomorphisme qui préserve l’orientation des deux
paires comme ci-dessus et α est un arc tendu dans (M,Q), alors f(α) est un arc tendu
dans (M ′, Q′) et

τf(α) = fταf
−1 ∈M(M ′, Q′).

(ii). Si α et α′ sont deux arcs tendus dans (M,Q) isotopes dans la classe des arcs tendus
dans (M,Q), alors τα = τα′ dansM(M,Q). En fait, si α, α′ sont isotopes, alors il existe
un endo-homéomorphisme f de (M,Q) lequel est l’identité sur Q, isotope à l’identité,
et envoie α sur α′.
Par (i), τα′ = τf(α) = fταf

−1. Puisque f est isotope à l’identité, alors fταf−1 = τα.

(iii). Un endo-homéomorphisme de (M,Q) induit un endo-homéomorphisme de M par l’en-
lèvement de Q. L’homomorphisme de groupe résultant M(M,Q) −→ M envoie τα
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sur 1.

(iv). Si α, β sont des arcs tendus disjoints, alors

τατβ = τβτα ∈M(M,Q). (1.9)

Ceci est obtenu en utilisant des voisinages disjoints de α et β dans la construction de
τα et τβ.

(v). Si α, β sont deux arcs tendus dans (M,Q) qui ont une extrémité commune et ils sont
disjoints autrement, alors

τατβτα = τβτατβ ∈M(M,Q). (1.10)

pour prouver cette formule fondamentale, on commence par l’égalité τα(β) = τ−1
β (α)

la quelle peut être vérifié en dessinant les arcs τα(β) et τ−1
β (α).

Par (ii), on obtient ττα(β) = ττ−1
β

(α). D’après (i) ceci implique τατβτ−1
α = τ−1

β τατβ, qui
est équivalent à (1.10).

Pour n ≥ 1, soit Qn = {(1, 0), (2, 0), ..., (n, 0)} ⊂ R2. Soit D un disque fermé dans R2

contenant l’ensemble Qn dans son intérieur. On oriente D dans le sens direct.
Pour tout i = 1, 2, ..., n− 1, on considère l’arc

αi = [i, i+ 1]× {0} ⊂ D.

Cet arc intersectQn seulement en ses extrémités. Considérons le demi-twist ταi dansM(D,Qn).

Théorème 1.7.
Bn est homomorphe àM(D,Qn).

Preuve.
Les formules (1.9), (1.10) impliquent que τα1 , τα2 , ..., ταn−1 satisfont les relations de tresses.
Donc il existe un homomorphisme de groupes η : Bn −→M(D,Qn) tel que η(σi) = ταi pour
tout i = 1, 2, ..., n− 1.

Théorème 1.8.
B̃n est homomorphe àM(D,Qn).

Preuve.
On va définir un homomorphisme de groupes ρ :M(D,Qn) −→ B̃n. Sélectionnons un point
base d ∈ ∂D comme dans la Figure 1.7.



1.5 Groupe de difféotopies 21

d

X1 Xi Xn

· · · · · ·

Figure 1.7 – Les lacets X1, ..., Xn dans D −Qn.

Le groupe fondamental π1(D − Qn, d) est libre de rang n engendré par les générateurs
x1, x2, ..., xn représentés par les lacets X1, X2, ..., Xn comme dans la Figure 1.7. Tout endo-
homéomorphisme f de (D,Qn) peut être restreint àD−Qn et donne un endo-homéomorphisme
de D−Qn. Ce dernier envoie d ∈ ∂D sur lui même, et induit un automorphisme de groupes
ρ(f) de Fn = π1(D − Qn, d). Cet automorphisme dépend seulement de la classe d’isotopie
de f , i.e., deux endo-homéomorphismes de D −Qn qui sont isotopes induisent le même au-
tomorphisme de Fn.
Vérifions que ρ(f) est un automorphisme de tresses de Fn. Le lacet Xk dans la Figure 1.7
peut être déformé dans D − Qn en un petit lacet basé en d qui tourne dans le sens direct
autour du point (k, 0). L’homéomorphisme f envoie ce dernier lacet sur un petit lacet basé en
d qui tourne dans le sens direct autour du point (µ(k), 0) pour un certain µ(k) ∈ {1, 2, ..., n}.
Ce petit lacet peut être déformé au lacet Xµ(k) dans D−Qn. Par conséquent, le lacet f(Xk)
peut être déformer en Xµ(k) dans D −Qn. (sous la déformation le point base f(d) = d peut
se déplacer dans D − Qn). Ceci implique que les classes d’homotopies de ces deux lacets
ρ(f)(xk) et Xµ(k) sont conjugués dans π1(D−Qn, d). Cela vérifie la première conditions de la
définition (1.3). La deuxième condition découle du fait que le produit x1x2...xn est représenté
par le lacet ∂D basé en d. Ce lacet est préservé par f point par point et, de plus, sa classe
d’homotopie dans π1(D −Qn, d) est invariante par ρ(f).
On conclut que la formule f 7−→ ρ(f) définit une application ρ deM(D,Qn) dans B̃n. Cette
application est un homomorphisme de groupes car

ρ(fg) = ρ(f ◦ g) = ρ(f) ◦ ρ(g) = ρ(f)ρ(g) pour tout f, g ∈M(D,Qn).
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1.5.2 Groupes d’homéomorphismes et les espaces de configura-

tions

On discute les groupes d’homéomorphismes des variétés et leurs relations avec les espaces
de configurations, et leurs applications sur les tresses. On munit H(M,Q) de la topologie
compacte-ouverte qui a comme sous base la famille

{(K,U) / K compact de M,U ouvert de M},

où
(K,U) = {f ∈ H(M,Q) / f(K) ⊂ U}.

Le groupe H(M,Q) muni de cette topologie a la structure de groupe topologique. Deux
endo-homéomorphismes de (M,Q) sont isotopes si et seulement si ils peuvent être reliés par
un chemin dans H(M,Q), i.e., si et seulement si ils sont dans la même composante connexe
de H(M,Q). En conséquence,

M(M,Q) = π0(H(M,Q)).

On pose, H(M) = H(M, ∅). Pour n ≥ 1, on pose

Cn = Cn(M̊) = Fn(M̊)/Sn.

Pour décrire la relation entre H(M) et Cn, on définit l’application évaluation e = eQ :
H(M) −→ Cn par e(f) = f(Q) tel que f ∈ H(M). il est facile de montrer que e est une
application continue surjective.

Proposition 1.9.
L’application e : H(M) −→ Cn est un fibré localement trivial de fibre H(M,Q)

Preuve.
Soit Fn = Fn(M̊) l’espace de configuration de n points ordonnés de M̊ . On peut factoriser
e comme composition d’une application c : H(M) −→ Fn et le revêtement Fn −→ Cn.

H(M)

e
##FFFFFFFF

c // Fn
revêtement

��
Cn

Pour construire c, on fixe un ordre dans l’ensemble Q, et on définit c par c(f) = f(Q) pour
tout f ∈ H(M), et l’ordre dans f(Q) est induit par celui dans Q. Pour prouver la proposition
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il suffit de prouver que c est un fibré localement trivial.
Soit u0 = (u0

1, u
0
2, ..., u

0
n) ∈ Fn. Pour chaque i = 1, 2, .., n, prenons un voisinage ouvert

Ui ⊂ M̊ de u0
i tel que sa fermeture Ūi est une boule fermée d’intérieure Ui. Puisque les

points u0
1, u

0
2, ..., u

0
n sont distincts, on peut supposé que U1, U2, ..., Un sont mutuellement dis-

joints. Donc U = U1 × U2 × ...× Un est un voisinage de u0 dans Fn.
On va prouver que la restriction de c à U est un fibré trivial, i.e., s’il existe un homéomor-
phisme c−1(U) −→ U ×H(M,Q). Pour tout i = 1, 2, ..., n, il existe une application continue
θi : Ui × Ūi −→ Ūi. En posant θui = θi(u, v), on obtient un homéomorphisme θui : Ūi −→ Ūi

qui envoie u0
i sur u et fixe la sphère ∂Ūi point par point (voir la preuve du Théorème 1.2).

Pour u = (u1, u2, ..., un) ∈ U , on définit l’homéomorphisme θu : M −→M par

θu(v) =


θuii (v) si v ∈ Ui où i = 1, ..., n,

v si v ∈M − ⋃i Ui.
L’homéomorphisme θu envoie les points u0

1, u
0
2, ..., u

0
n sur u1, u2, ..., un, respectivement. Ob-

servons que
c−1(u0) = {f ∈ H(M) / f(u0

i ) = u0
i , ∀i = 1, ..., n}.

est un sous-groupe fermé de H(M) qui se compose de tout les f ∈ H(M) tels que f(u0
i ) = u0

i

pour i = 1, 2, ..., n. La formule (u, f) 7→ θuf définit un homéomorphisme U × c−1(u0) −→
c−1(U) qui commute avec la projection sur U .
L’homéomorphisme inverse envoie tout g ∈ c−1(U) sur la pair (c(g), (θc(g))−1g) ∈ U×c−1(u0).
La preuve que la fibre est H(M,Q)) est semblable à celle du Théorème 1.2.

Remarque 1.5.1.
• Deux éléments de H(M) ont la même image par l’application évaluation e si et seulement
si ils se situent dans le même facteur gauche de H(M,Q) dans H(M).
• L’application e induit un homéomorphisme de l’espace quotient homogèneH(M)/H(M,Q)
dans Cn.

Soient n ≥ 1 et D ⊂ R2 un disque Euclidien fermé contenant l’ensemble

Qn = {(1, 0), (2, 0), ..., (n, 0)}.

dans son intérieur. Une isotopie {ft : D −→ D}t∈I dans la classe des endo-homéomorphismes
de D est dite normale si

f0(Qn) = Qn et f1 = idD.
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D’une manière équivalente, une isotopie normale est un chemin dansH(D) d’origine un point
de H(D,Qn) et d’extrémité l’homéomorphisme identique idD ∈ H(D).

Si {ft : D −→ D}t∈I est une isotopie normale dans H(D), alors l’ensemble

⋃
t∈I

(ft(Qn), t) ⊂ R2 × I.

est une tresse géométrique à n brins. On dit dans ce cas que l’isotopie {ft}t∈I paramètre
cette tresse géométrique.

Lemme 1.10.
Pour toute tresse géométrique b ⊂ D̊ × I de n brins, il existe une isotopie normale paramé-
trant b.

Preuve.
Considérons l’application évaluation e = eQn : H(D) −→ Cn qui envoie f ∈ H(D) sur
f(Qn). La tresse b donne lieu à un lacet f b : I −→ Cn envoyant tout t ∈ I sur un ensemble
de n-points bt de R2 tel que b∩ (R2×{t}) = bt×{t}. Ce lacet a comme début et fin le point
q = e(idD) ∈ Cn représenté par Qn.
Par la Proposition 1.9 et la propriété du relèvement d’homotopie des fibrés localement tri-
viaux , le lacet f b se relève au chemin f̂ b : I −→ H(D) qui a comme origine un point de la
fibre e−1(q) = H(D,Qn) et extrémité idD. Le chemin f̂ b est une isotopie normale, et l’égalité
ef̂ b = f b signifie que cette isotopie paramètre b.

1.5.3 L’isomorphisme Bn
∼=M(D,Qn)

Dans cette section, nous allons montrer que Bn est isomorphe au groupe de difféotopies
d’un disque épointé du plan R2.

Théorème 1.11.
Pour tout n ≥ 1, les homomorphismes de groupes η et ρ définis dans le Théorème 1.7 et
Théorème 1.8 sont des isomorphismes. De plus, le diagramme suivant commute.

Bn

η

��

β→β̃

%%JJJJJJJJJJJ

M(D,Qn) ρ // B̃n

. (1.11)
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Preuve.
La commutativité du diagramme (1.11) signifie que β̃ = ρ(η(β)) pour tout β ∈ Bn. Puisque
ρ, η et β 7→ β̃ sont des homomorphismes de groupes, alors il suffit de vérifier cette égalité pour
les générateurs σ1, σ2, ..., σn−1. On doit vérifier que ρ(ταi) = σ̃i pour i = 1, 2, ..., n− 1.
Les formules ρ(ταi)(xk) = xk pour k 6= i, i + 1 et ρ(ταi)(xi) = xi+1 découlent
directement de la définition de ταi . L’égalité ρ(ταi)(xi+1) = x−1

i+1xixi+1 s’obtient de la
formule ρ(ταi)(x1x2...xn) = x1x2...xn.

En vue de la commutativité du diagramme (1.11) et le Théorème 1.6, pour prouver ce
théorème on a besoin seulement de montrer que η est un isomorphisme.
Soient Cn = Cn(D̊), e = eQn : H(D) −→ Cn, et q = e(idD) ∈ Cn. Par la Proposition 1.9, e
est un fibré localement trivial de fibre e−1(q) = H(D,Qn). Cela induit une application

∂ : π1(Cn, q) −→ π0(H(D,Qn)) =M(D,Qn)

définit comme suit : Soit β ∈ π1(Cn, q) représenté par un lacet f : I −→ Cn basé en q. Ce
lacet se relève au chemin f̂ : I −→ H(D) d’origine e−1(q) = H(D,Qn) et d’extrémité idD.
Alors, ∂(β) = [f̂(0)] ∈ π0(H(D,Qn)) est la classe d’homotopie de f̂(0). ∂(β) ne dépend que
de β car, si f ′ est un autre lacet qui représente β alors l’homotopie entre f et f ′ se relève
à une homotopie entre deux relevés arbitraires f̂ , f̂ ′ dans H(D). Cette homotopie induit un
chemin dans H(D,Qn) reliant f̂(0) à f̂ ′(0). Alors, [f̂(0)] = [f̂ ′(0)].
L’application ∂ : π1(Cn, q) −→ M(D,Qn) est un homomorphisme de groupes. En effet,
soient f , g deux lacets dans Cn basés en q qui représentent β, γ ∈ π1(Cn, q), respectivement.
Soient f̂ , ĝ : I −→ H(D) leurs relevés d’extrémité idD. On observe que, pour tout t ∈ I,

e(f̂(t)ĝ(0)) = f̂(t)ĝ(0)(Qn) = f̂(t)(Qn) = f(t).

Donc le chemin t 7−→ f̂(t)ĝ(0) dans H(D) est le relevé de f et d’extrémité f̂(1)ĝ(0) = ĝ(0).
Le produit de ce chemin avec ĝ est le relevé de fg : I −→ Cn qui a comme extrémité idD et
origine f̂(0)ĝ(0). Donc, ∂(βγ) = [f̂(0)ĝ(0)] = [f̂(0)][ĝ(0)] = ∂(β)∂(γ).
Rappelons queBn = π1(Cn, q) [BB05]. L’homomorphisme ∂ : Bn = π1(Cn, q) −→ π0(H(D,Qn)) =
M(D,Qn) est définit comme suit :
Soit β ∈ Bn. Soit b une tresse géométrique représentant β, alors il existe une isotopie nor-
male {ft : D −→ D}t∈I paramétrant b (voir le Lemme 1.10). Définissons ∂(β) ∈ M(D,Qn)
comme étant la classe d’isotopie de f0 : (D,Qn) −→ (D,Qn). On affirme que ∂ = η, où
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η : Bn −→M(D,Qn) est l’homomorphisme introduit précédemment. Il suffit de vérifier que
∂ et η coïncident sur les générateurs σi, pour i = 1, 2, ..., n − 1. Comme η(σi) = ταi , on a
besoin seulement de vérifier que ∂(σi) = ταi .
Soit {gt : D −→ D}t∈I l’isotopie de l’application identique g0 = id : D −→ D à g1 = ταi

obtenue en faisant tourner αi dans le sens inverse des aiguilles d’une montre autour de son
point médian. Alors, {ft = g1−t : D −→ D}t∈I est une isotopie de f0 = τα à f1 = id. La
tresse géométrique ⋃

t∈I
(ft(Qn), t) ⊂ R2 × I.

représente le générateur σi. Ainsi ∂(σi) = [f0] = ταi . D’après le théorème d’Alexander-Tietze,
chaque point de l’ensemble H(D,Qn) ⊂ H(D) peut être relié à idD ∈ H(D) par un chemin
dans H(D). Cela implique que l’homomorphisme

η = ∂ : π1(Cn, q) −→ π0(H(D,Qn)) =M(D,Qn).

est surjectif.
Le Théorème 1.6 et la commutativité du diagramme (1.11) impliquent que η est injectif. Par
suite η est un isomorphisme.



Chapitre 2

Représentations des groupes de
tresses

Ce chapitre comporte deux sections. Dans la première nous introduisons la représentation
de Burau, et nous donnons une interprétation topologique de cette représentation appelée la
définition homologique de la représentation de Burau. Dans la deuxième section nous intro-
duisons la représentation de Krammer. Nous donnons la définition de la fonction longueur
de Charney et des fourchettes lesquelles serons d’une grande importance dans la definition
de cette représentation.

Une représentation d’un groupe est un homomorphisme du groupe vers le groupe linéaire
GLn(Λ), où n est un entier positif et Λ un anneau commutatif. D’une manière équivalente,
c’est une action linéaire du groupe sur le Λ-module libre de rang fini. Une représentation est
dite fidèle si l’homomorphisme est injectif, un groupe qui admet une représentation fidèle est
appelé linéaire.
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2.1 Représentation de Burau

L’une des représentations classiques des groupes de tresses est la représentation de Burau
qu’on note ψn : Bn −→ GLn(Λ), où Λ = Z[t, t−1] est l’anneau des polynômes de Laurent,
définie comme suit :

σi 7−→ Ui =



Ii−1 0 0 0
0 1− t t 0
0 1 0 0
0 0 0 In−i−1

 .

où Ik est la matrice unité de taille k × k.
• Pour n = 2 cette représentation est l’homomorphisme ψ2 : B2 −→ GL2(Λ) qui envoie le
générateur σ1 de B2 ∼= Z sur la matrice U , où

U =

 1− t t

0 1

 .
Par convention la représentation ψ1 : B1 −→ GL1(Λ) est l’homomorphisme trivial du groupe
trivial B1.
Observons que

detUi = −t, pour tout i.

Cela implique que pour tout β ∈ Bn

detψn(β) = (−t)<β>,

où < β >∈ Z est l’image de β par l’homomorphisme Bn −→ Z qui envoie chaque générateurs
σ1, ..., σn−1 sur 1.
La représentation de Burau {ψn}n≥1 est compatible avec l’inclusion naturelle i : Bn ↪→ Bn+1,
pour tout n ≥ 1 et β ∈ Bn.

ψn+1(i(β)) =

 ψn(β) 0
0 1

 . (2.1)

La représentation de Burau est fidèle pour n ≤ 3. En effet, si n = 1, alors B1 = {1} est le
groupe trivial.
Si n = 2, alors la matrice U = U1 ∈ GL2(Λ) qui est l’image du générateur σ1 de B2 ∼= Z par
ψ2 satisfait :
(1,−1)U = (−t, t) = (−t)(1,−1) , (1,−1)Uk = (−t, t) = (−t)k(1,−1) pour tout k ∈ Z.
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Donc U est d’ordre infini dans GL2(Λ), d’où kerψ2 = {1}.
Pour le cas n = 3, voir [Bir01].

Remarque 2.1.1.
Remarquons que kerψn ⊂ kerψn+1 sous l’inclusion Bn ⊂ Bn+1. Par conséquent si kerψn 6=
{1}, alors on a aussi kerψm 6= {1} pour tout m ≥ n.

J.Moody a démontré dans [Moo91] que la représentation de Burau n’est pas fidèle pour
n ≥ 9. En suite, D.Long et M.Paton [LP93] étendent l’argument de Moody pour n ≥ 6.
plus tard en 1999, S.Bigelow [Big99] démontre que cette représentation n’est pas fidèle pour
n = 5. Dans ce dernier article, Bigelow montre que la tresse

β5 = [aσ4a
−1, σ4σ3σ2σ

2
1σ2σ3σ4],

où
a = σ4σ

−1
3 σ−1

2 σ2
1σ
−1
2 σ−2

1 σ−2
2 σ−1

1 σ−5
4 σ2σ3σ

3
4σ2σ

2
1σ2σ

−1
3 ∈ B5

est un élément non-trivial de kerψ5 ⊂ B5. La tresse β5 est représentée par un mot de longueur
120 dans les générateurs σ±1

1 , σ±1
2 σ±1

3 , σ±1
4 .

Dans le même article, Bigelow a obtenu que

β6 = [bσ3b
−1, σ3],

où
b = σ4σ

2
5σ
−1
2 σ3

1σ
−1
2 σ−1

5 σ4 ∈ B6

est un élément non-trivial de kerψ6 ⊂ B6. La tresse β6 est représentée par un mot de longueur
44, de plus, est la plus simple de celles déjà connus dans le noyau de ψ6.

2.1.1 Représentation homologique twistée

Soit Σ une surface connexe éventuellement à bord. Rappelons que M(Σ) est le groupe
des classes des endo-homéomorphismes de Σ, voir la Section 1.5.
Tout endo-homéomorphisme de Σ induit un automorphisme de groupes d’homologie H =
H1(Σ,Z). Deux endo-homéomorphismes de Σ qui sont isotopes sont aussi homotopes, donc
ils induisent le même automorphisme de H. Cela définit un homomorphisme de groupes
M(Σ) −→ Aut(H) appelé représentation homologique deM(Σ).
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Supposons que ∂Σ 6= ∅. Soit d un point base sur le bord de Σ. Considérons l’homomor-
phisme surjectif ϕ : π1(Σ, d) −→ G, où G est un groupe donné. Soit Σ̃ −→ Σ le revêtement
associé à kerϕ. Le groupe des automorphismes de revêtement Σ̃ est isomorphe à G.
Choisissons un point d̃ ∈ ∂Σ̃ au-dessus de d, et considérons le groupe d’homologie relatif
H̃ = H1(Σ̃, Gd̃, d̃) où Gd̃ est le G-orbite de d̃, i.e., Gd̃ = {gd̃ / g ∈ G}. L’action de G sur
Σ̃ induit une action (à gauche) de G sur H̃, et donc H̃ devient Z[G]-module libre de rang
n = rkH1(Σ,Z). Cela découle du fait que Σ se rétracte par déformation en une union de n
lacets simples de Σ basés en d qui s’intersectent qu’au point base d. Le groupe Aut(H̃) des au-
tomorphismes Z[G]-linéaires de H̃ est isomorphe à GLn(Z[G]). Tout endo-homéomorphisme
f de Σ fixe ∂Σ point par point et, en particulier, fixe d. Donc il induit un automorphisme
de groupes f# : π1(Σ, d) −→ π1(Σ, d). Soit Mϕ(Σ, d) le groupe des classes d’isotopies des
endo-homéomorphismes de Σ tels que ϕ ◦ f# = ϕ. Un endo-homéomorphisme f ∈ H(Σ) (f
représente un élément deMϕ(Σ, d)) se relève d’une manière unique à un homéomorphisme
f̃ : Σ̃ −→ Σ̃ qui fixe d̃. L’égalité ϕ ◦ f# = ϕ assure que f̃ commute avec l’action de G sur Σ̃.
Donc, f̃ fixe le groupe Gd̃ point par point

f̃(gd̃) = gf̃(d̃) = gd̃ pour tout g ∈ G.

L’homéomorphisme f̃ induit un automorphisme de Z[G]-module f̃∗ : H̃ −→ H̃. Puisque f̃
commute avec l’action de G, alors l’automorphisme f̃∗ devient Z[G]-linéaire. L’application
f 7−→ f̃∗ définit un homomorphisme de groupesMϕ(Σ, d) −→ AutH̃, appelé représentation
homologique twistée.

2.1.2 Définition homologique de la représentation de Burau

En utilisant la définition de Bn comme groupe de difféotopies, la représentation de Burau
peut s’obtenir en faisant agir Bn sur l’homologie du revêtement infini cyclique d’un disque
épointé. Ce point de vue s’appelle la définition homologique de la représentation de Burau.
Soient Qn = {(1, 0), (2, 0), ..., (n, 0)} ⊂ R2 et D un disque fermé dans R2 et Qn dans son
intérieure. D est orienté positivement comme dans la Figure 1.7. Notons que pour tout point
p ∈ D̊, le groupe

H1(D − {p},Z) ∼= Z

est engendré par la classe d’homologie d’un petit lacet qui tourne dans le sens direct autour
de p. Chaque lacet γ dans D − {p} représente k fois ce générateur, où k est le nombre de
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tours de γ autour de p.
Posons Dn = D − Qn. Soit d un point base sur le bord de D. Considérons l’épimorphisme
de groupes ϕ : π1(Dn, d) −→ Z = {tk}k∈Z qui envoie la classe d’homotopie d’un lacet γ sur
t−w(γ), où w(γ) est le nombre total de tours de γ défini comme étant la somme des nombres
de tours autour des points (1, 0), (2, 0), ..., (n, 0) .
Soit D̃n le revêtement régulier associé au noyau de ϕ. Le groupe d’automorphismes de revê-
tement de D̃n est isomorphe à 〈t〉. Choisissons un point d̃ ∈ ∂D̃n au-dessus de d. Posons

H̃ = H1(D̃n,
⋃
k∈Z

tkd̃,Z).

Soit f ∈ H(D,Qn). f représente un élément de M(D,Qn). Puisque f(Qn) = Qn, alors f
préserve le nombre total de tours des lacets de Dn. En conséquence, la restriction à Σ définit
l’homomorphisme de groupes

M(D,Qn) −→Mϕ(Dn, d).

En composant cet homomorphisme avec la représentation homologique twistéeMϕ(Dn, d) −→
AutH̃, définie dans la sous-Section 2.1.1, on obtient l’homomorphisme de groupes

Ψn :M(D,Qn) −→ AutH̃,

où l’image de f ∈ M(D,Qn) par Ψn est l’automorphisme f̃∗ de H̃ induit par le relevé
f̃ : D̃n −→ D̃n de f|Dn : Dn −→ Dn qui fixe d̃.
Le théorème suivant montre que la représentation Ψn est équivalente à la représentation de
Burau ψn.

Théorème 2.1.
Il existe un isomorphisme de groupes µ : GLn(Λ) −→ Aut(H̃) ; avec H̃ = H1(D̃n,

⋃
k∈Z t

kd̃,Z),
tel que le diagramme suivant commute :

Bn

ψn
��

η //M(D,Qn)
Ψn

��
GLn(Λ) µ // Aut(H̃)

(2.2)

Preuve.
D’abord, on calcule le Λ-module H̃ = H1(D̃n,

⋃
k∈Z t

kd̃,Z). Notons que Dn se rétracte par
déformation au graphe Γ ⊂ Dn formé d’un seul sommet d et n lacets orientés X1, X2, ..., Xn
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sur Dn. Voir la Figure 1.7. Les nombres total des tours de ces lacets sont égaux à −1.
L’homomorphisme ϕ : π1(Dn, d) −→ {tk}k∈Z envoie les générateurs de π1(Dn, d), représentés
par ces lacets, sur t. Le revêtement infini cyclique D̃n se rétracte par déformation au graphe
infini Γ̃ ⊂ D̃n dont les sommets sont {tkd̃}k∈Z et les arêtes orientées sont {tkX̃i}k∈Z, i=1,...,n où
chaque arête tkX̃i va de tkd̃ vers t(tkd̃) = tk+1d̃. Le générateur t agit sur Γ̃ en envoyant tkX̃i

sur tk+1X̃i. Le complexe de chaines cellulaire de (Γ̃,⋂k∈Z tkd̃) est 0 sauf dans la dimension 1
où il est égale à

n⊕
i=1

ΛX̃i. Donc

H̃ = H1(D̃n,
⋃
k∈Z

tkd̃,Z) = H1(Γ̃,
⋃
k∈Z

tkd̃,Z) =
n⊕
i=1

Λ[X̃i].

est un Λ-module libre de base [X̃1], ..., [X̃n]. On utilise cette base pour identifier Aut(H̃) avec
GLn(Λ). L’action de la matrice (λi,j) ∈ GLn(Λ) sur H̃ envoie [X̃i] sur

∑
i λi,j[X̃i].

On définit l’isomorphisme de groupes

µ : GLn(Λ) −→ GLn(Λ) = Aut(H̃).

comme composition de transposition et inversion d’une matrice µ(U) = (UT )−1, pour U ∈
GLn(Λ). Pour vérifier que le diagramme (2.2) est commutatif on a besoin de vérifier que
pour tout β ∈ Bn,

Ψnη(β) = µψn(β).

Puisque les deux côtés sont multiplicatifs en β, il suffit de vérifier cette égalité sur les géné-
rateurs de Bn. On le fait pour les générateurs σ−1

1 , σ−1
2 , ..., σ−1

n−1. On choisit i = 1, ..., n − 1.
L’homéomorphisme η(σ−1

i ) : D −→ D échange les points (i, 0), (i + 1, 0) ∈ Q par rotation
dans le sens indirect de l’arc [i, i+1]×{0} par l’angle π. Cette homéomorphisme gardeXk fixé
pour k 6= i, i + 1, transforme Xi à un lacet homotope au produit XiXi+1X

−1
i et transforme

Xi+1 à Xi. Le relevé de cet homéomorphisme à Σ̃ garde X̃k fixé pour k 6= i, i+ 1, transforme
X̃i+1 à X̃i, et tend X̃i au chemin X̃i(tX̃i+1)(tX̃i)−1. L’automorphisme induit Ψnη(σ−1

i ) de H̃
agit par [X̃i] 7−→ (1− t)[X̃i] + t[X̃i+1], [X̃i+1] 7−→ [X̃i], et [X̃k] 7−→ [X̃k] pour k 6= i, i+ 1.
La matrice de cet automorphisme dans la base [X̃1], ..., [X̃n] est précisément UT

i = µψn(σ−1
i ).

2.2 Représentation de Krammer

Dans cette section, on donne la définition d’une représentation de Bn introduite par
D.Krammer dans [Kra00].
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2.2.1 La forme avide (The greedy form)

Soit Z/n l’ensemble cycliquement ordonné par x 7−→ x + 1 et totalement ordonné par
1 < 2 < ... < n, on note les éléments de Z/n par 1, 2, ..., n. Soit Sn le groupe des permutations
de Z/n.

Définition 2.1.
On appelle fonction longueur l’application ` : Sn −→ Z/n définie par x 7−→ `(x) = le plus
petit entier naturel k tel qu’il existe des transpositions x1, ..., xk ∈ Sn avec x = x1...xk.

D’une façon équivalente, n−`(x) est le nombre des orbites de x dans Z/n. Soit c l’élément
de Sn défini par

Sn × Z/n −→ Z/n

(c, x) 7−→ c(x) = x+ 1 , ∀x ∈ Z/n.

Donc `(c) = n− 1. Considérons l’ensemble

P = {x ∈ Sn / ∃y ∈ Sn avec xy = c et `(x) + `(y) = `(c)}.

Pour x, y ∈ P on définit

x ∗ y =

 xy s’il existe z ∈ Sn , xyz = c , `(x) + `(y) + `(z) = `(c),
non défini sinon.

Notons que x ∗ y est défini si et seulement si xy ∈ P et `(x) + `(y) = `(xy). On appelle "∗"
la multiplication partielle sur P .

Soit A le groupe présenté par générateurs {r(x) / x ∈ P} et relations r(x)r(y) = r(z),
chaque fois que x ∗ y = z. Par définition r(x) ∈ P pour tout x ∈ P . Le groupe A est iso-
morphe au groupe de tresses Bn.
L’application r : P −→ Bn est injective. On note r(P ) = Q, et on pose aussi δ = r(c). Le
sous-monoïde de Bn engendré par Q est identifié avec B+

n (1 est inclus). On garde le même
symbole pour définir la fonction longueur ` : B+

n −→ Z+ où ` est l’unique homomorphisme de
monoïdes avec `(r(x)) = `(x) , ∀x ∈ P . Soit Qk l’ensemble des éléments de Q de longueur k.

On définit un ordre sur B+
n par x ≤ y ⇐⇒ y ∈ xB+

n . La restriction de cet ordre induit
un ordre sur Q et ainsi sur P . L’ensemble ordonné P a 1 comme Min et c comme Max.
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L’ensemble ordonné Q a 1 comme Min et δ comme Max. Pour tout x ∈ B+
n l’ensemble

{y ∈ Q / y ≤ x} admet un élément maximum, il sera noté gL(x).

Définition 2.2.
Une suite (x1, ..., xk) ∈ Qk est dite avide (de gauche) si gL(xixi+1) = xi pour tout i =
1, 2, ..., k − 1. Une paire avide est une suite avide (x, y) ∈ Q2 .

Définition 2.3.
Soit x ∈ B+

n , on appelle forme avide (gauche) de x l’unique suite avide (x1, .., xk) tels que
x1....xk = x et xk 6= 1.

On souligne qu’une suite avide n’est pas nécessairement une forme avide pour certain
élément de B+

n . En fait, elle est si et seulement si xk 6= 1.
On mentionne que

gL(xy) = gL(xgL(y)) pour tous x, y ∈ B+
n .

Ceci implique que l’application

B+
n ×Q −→ Q

(x, y) 7−→ gL(xy).

est une action du monoïde B+
n sur Q.

La proposition suivante donne une caractérisation des éléments de P .

Proposition 2.2.
Soit x ∈ Sn, alors x ∈ P si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites :

(1) Soit I ⊂ Z/n un orbite de x. Soit cI : I −→ I l’ordre cyclique de I induit par l’ordre
cyclique de c sur Z/n. Ceci veut dire par définition que pour i ∈ I on met cI(i) = cki

où k est le plus petit entier positif tel que cki ∈ I. Alors cI(i) = x(i) pour tout i ∈ I.

(2) Soient I, J ⊂ Z/n deux orbites de x distincts. Alors il existe k ∈ Z tel que i < j pour
tous i ∈ ckI, j ∈ ckJ .

Le groupe de tresses Bn est définie comme étant le groupe fondamental de l’ensemble
{X ⊂ C / |X| = n} des parties de n-éléments de C munit de la topologie usuelle. Soit
X0 ∈ Bn un point base tel que les points de X0 sont comme dans la Figure 2.1. Cette figure
décrit un élément de P , elle montre aussi comment interpréter les éléments de P comme
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The braid group B4 is linear 459

Step 2: Concrete description

The above definitions of P and Q are short and precise, but also somewhat
mysterious. Our next goal is a concreter characterization of them.

2.1 Proposition (See Fig. 1). Let x ∈ Sn. Then x ∈ P if and only if the
following hold.

(1) Let I ⊂ Z/n be an x-orbit. Let cI : I → I be the cyclic ordering of I
induced by the cyclic ordering c of Z/n. This means by definition that
for i ∈ I one puts cI (i) = cki where k is the smallest positive integer
such that cki ∈ I . Then cI (i) = x(i) for all i ∈ I .

(2) Let I, J ⊂ Z/n be two distinct x-orbits. Then there exists k ∈ Z such
that i < j for all i ∈ ck I , j ∈ ck J. ��

n

1

2

3

Fig. 1. An element of P

Recall our claim that A and Bn are isomorphic. We are now able to define
this isomorphism in a pictorial manner. (A proof can be found in [3].) Recall
our definition of Bn as the fundamental group of B = {X ⊂ C : |X| = n}.
Let X0 ∈ B be a base point such that the points of X0 lie on a circle as in
Fig. 1. While this figure was originally meant to describe elements of P,
it also shows how to interpret elements of P as braids. This defines a map
P → Bn, and the composite map Q → P → Bn extends to the desired
isomorphism A → Bn.

Let a1, . . . , ak be distinct elements of Z/n. Then (a1, . . . , ak) or
(a1 · · · ak) will denote the permutation in Sn (a cycle) mapping ak �→ a1,
ai �→ ai+1 if 1 ≤ i < k, and preserving (Z/n)\{a1, . . . , ak} pointwise.

Figure 2.1 – Un élément de P

tresses. Cela définit l’application P −→ Bn, et la composition Q −→ P −→ Bn ce prolonge
à un isomorphisme de A dans Bn (pour plus de détails voir [BKL98]).

Soit a1, a2, ..., ak ∈ Z/n tels que les ai sont distincts. Soit (a1...ak) la permutation (le
cycle) de Sn définie par :

ak 7−→ a1,

ai 7−→ ai+1 si 1 ≤ i < k,

ai 7−→ ai pour tout ai ∈ (Z/n)�{a1, ..., ak}.

Les suites des éléments de Z/n serons notées par <, ..., >.

Définition 2.4.
Une suite < a1, ..., ak >∈ Z/n est dite cyclique dans l’ordre correct s’il existe ` ∈ Z tel
que c`a1 < ... < c`ak.

Il découle de la Proposition 2.2 que la suite < a1, ..., ak > est cyclique dans l’ordre
correct si et seulement si (a1...ak) est définie et elle est dans P . Si c’est le cas, l’image dans
Q sera notée par [a1...ak].
L’action de Sn sur Z/n sera de gauche. Ceci est reflété dans les égalités comme (12)(23) =
(123) et [12][23] = [123]. Naturellement (32)(21) = (123) est aussi correcte mais [32][21] /∈ Q,
et [321] n’est pas défini. Il existe un homomorphisme bien connu Bn −→ Sn défini par
[ij] 7−→ (ij), plus généralement [a1, ..., ak] 7−→ (a1, ..., ak).
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Maintenant, nous donnons une présentation de Bn relié à Q.
Les générateurs : Q1 = {[ij] = [ji] / 1 ≤ i < j ≤ n}.
Les relations :

[ij][jk] = [jk][ki]. (2.3)

chaque fois que < i, j, k > est cyclique dans l’ordre correct.

[ij][kl] = [kl][ij]. (2.4)

chaque fois que < i, j, k, l > est cyclique dans l’ordre correct.

Pour x ∈ P , soit ∼x la relation d’équivalence sur Z/n définie par :

i ∼x j ⇐⇒ {i, j} ∈ x-orbite.

Pour x, y ∈ P , si ∼x=∼y alors x = y.
Le résultat suivant donne une description concrète de la multiplication partiel "∗" sur P.

Proposition 2.3.
Soient x, y ∈ P . Alors x∗y est définie si et seulement si pour tous x-orbite I et y-orbite J , il
existe k ∈ Z tel que i ≤ j pour tous i ∈ ckI, j ∈ ckJ . De plus, si x ∗ y est définie, en posant
x ∗ y = z, alors ∼z est la plus petite relation d’équivalence sur Z/n contenant ∼x et ∼y.
Inversement, pour tout x, z ∈ P nous avons

z ∈ x ∗ P ⇐⇒ z ∈ P ∗ x⇐⇒ (∼x) ⊂ (∼z)⇐⇒ x ≤ z.

Proposition 2.4.
Soient x, y ∈ P . Alors (1), (2) et (3) sont équivalentes.

(1) (rx, ry) ∈ Q×Q est avide.

(2) Il existe i, j ∈ Z/n distincts et z ∈ P tels que y = (ij)∗ z, et tel que x∗ (ij) est définie.

(3) Il existe i, j ∈ Z/n distincts et z ∈ P tels que {i, j} est contenu dans un y-orbite dans
Z/n, et tel que tout x-orbite est contenu dans {i+ 1, i+ 2, ..., j} ou {j + 1, j + 2, ..., i}.

2.2.2 Fonction longueur de Charney

La formule de la fonction croissante des tresses positives est donnée par :

∑
x∈B+

n

z`(x) = (
n−1∑
k=0

(n− 1 + k)!(−z)k
(n− 1− k)!k!(k + 1)!)

−1. (2.5)
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Le centre de Bn est isomorphe à Z. Si n ≥ 3, alors il est engendré par δn. On a une bijection

Z× (B+
n \δB+

n ) −→ Bn

(k, x) 7−→ δkx.

Définition 2.5.
Soit `Q : Bn −→ Z+ la fonction longueur respectivement à Q, i.e., `Q(x) est le plus petit
entier positif k tel qu’il existe x1, ..., xk ∈ Q∪Q−1 où x = x1...xk. On appelle `Q la fonction
longueur de Charney.

Théorème 2.5.

(a) Soit (x1, ..., xk) la forme avide d’une tresse positive x ∈ B+
n , alors `Q(x) = k.

(b) Soit x ∈ Bn. Alors il existe un unique y = yx et z = zx dans B+
n avec x = y−1z tel

qu’il n’existe pas ω ∈ Q1 avec {y, z} ⊂ ωB+
n . Ils satisfont `Q(x) = `Q(y) + `Q(z).

(c) Soit x ∈ Bn\B+
n , d’où yx 6= 1. On note les formes avides de yx et zx par (y1, ..., yk) et

(z1, ..., z`) respectivement. Alors les formes avides de yδx et zδx sont, respectivement,
(δy2δ

−1, ..., δykδ
−1) et (δy−1, z1, ..., z`).

(d) Soit x ∈ B+
n \δB+

n avec `Q(x) = k. Alors, `Q(δ`x) = max(k+ `, k,−`) pour tout ` ∈ Z.

(e) La fonction croissante ∑
x∈Bn

z`Q(x) ∈ Z[[z]] (2.6)

est rationnelle.

D’après le Théorème 2.5(b) la fonction croissante (2.6) est rationnelle, mais il n’existe
aucune expression pour elle assez simple comme (2.5).

Définition 2.6.
Un anti-automorphisme d’un monoïde M est une permutation f sur M satisfaisant :

f(xy) = f(y)f(x) pour tous x, y ∈M .

L’ensemble des automorphismes et des anti-automorphismes de M muni de la composition
des applications forme un groupe. On note ce groupe par ±Aut(M).
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Pour tout k ∈ Z/n, l’application [ij] 7−→ [i + k, j + k] définit un automorphisme de
B+
n . L’application [ij] 7−→ [k − j, k − i] définit un anti-automorphisme de B+

n . De plus, ils
sont tous les automorphismes et les anti-automorphismes de B+

n . Tous les automorphismes
et anti-automorphismes de B+

n se prolongent d’une façon unique à Bn, et préservent Q , `Q
et `.
Nous avons δ[ij]δ−1 = [i + 1, j + 1] pour tous i, j. De plus, la conjugaison dans Bn par δ
préserve B+

n . Sa restriction à B+
n est un automorphisme qui engendre Aut(B+

n ).
L’anti-automorphisme de B+

n défini par [ij] 7−→ [n+ 1− j, n+ 1− i] sera utile par la suite.
On le note par x 7−→ x. Plus généralement [a1, ..., ak] 7−→ [n+ 1− ak, ..., n+ 1− a1].

2.2.3 Les fourchettes

The braid group B4 is linear 463

p
1 p

2

q

*

Fig. 2. Forks

A reflection in Bn is a conjugate to [12] (hence to any [ij]). An arc is
the image of a topological embedding f : [0, 1] → int(B2) of the interval
[0, 1] in the interior of B2 such that f −1(X) = {0, 1}. Two arcs a, b are said
to be isotopic if there exists h ∈ H0 with ha = b. There is a unique Bn-
equivariant bijection between isotopy classes of arcs and reflections, where
Bn acts on reflections by conjugation. In the mapping class description
of reflections, the two involved punctures rotate in positive direction by
convention.

A fork is a tree T ⊂ B2 with four vertices p1, p2, q, ∗ where T ∩ X =
{p1, p2} and T ∩ ∂B2 = {∗}, such that all three edges have q as a vertex.
See Fig. 2(a). The union of the two edges not containing ∗ is an arc, called
the arc of T . The third edge (the one containing ∗) will be called the handle
of T . As in the case of arcs, two forks T1, T2 are said to be isotopic if there
exists h ∈ H0 with hT1 = T2.

Suppose that ∗ = i = √−1 and X ⊂ B2 ∩ R. A fork or arc is
said to be standard if all of its points have imaginary parts ≥ 0. See
Fig. 2(b). A standard reflection is a reflection associated with a standard
arc. A standard fork is determined, up to isotopy, by the set of the two
involved punctures. Thus, the number of standard forks up to isotopy is
n(n − 1)/2. Similarly for arcs and reflections. Write X = {x1, . . . , xn},
x1 < · · · < xn . For all i, j with 1 ≤ i < j ≤ n, let Tij denote any standard
fork containing {xi, x j}. The standard reflection associated with (the arc of)
Tij can be identified with [ij] introduced in Sect. 2.

The module V

Let R be a commutative ring, let q, t ∈ R be invertible elements, and put
a = tq2, b = q2, c = q−2 − q−1, d = 1 − q−1, e = q−1. We define an R-
module V = V(R, q, t) by generators and relations as follows. Generators:
{v(T ) | T a fork}. Relations:

Fourchette

        (a)  Fouchette                               (b)  Fourchette standard 

Figure 2.2 – Fourchettes

Soit D2 = {z ∈ C/|z| ≤ 1}. On fixe un ensemble P = {p1, ..., pn} ⊂ D2 de n points distincts
dans l’intérieur de D2, appelés perforations, et un point base ∗ ∈ ∂D2. Un arc dans (D2,P)
est l’image d’un plongement f : [0, 1] −→ Int(D2) telle que f−1(P) = {0, 1}. Deux arcs a, b
sont isotopes s’il existe h ∈ H0 avec ha = b, où H0 est l’ensemble des endo-homéomorphismes
de D2 qui sont isotopes à l’identité.

Une fourchette dans (D2,P) est un arbre T ⊂ D2 formé de trois arêtes et quatre sommets
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p1, p2, q, ∗ tels que T ∩ P = {p1, p2} et T ∩ ∂D2 = {∗}, et les trois arêtes ont q comme
sommet commun, voir Figure 2.2. L’arêteM(T ) qui joint les deux sommets ∗ et q s’appelle le
manche de T . L’union des deux autres arêtes est un arc plongé à extrémités {p1, p2}, appelé
l’arc de T .
Deux fourchettes T1, T2 sont isotopes s’il existe h ∈ H0 avec hT1 = T2.

Supposons que ∗ = i =
√−1 et P ⊂ D2∩R avec p1 < p2 < ... < pn. Une fourchette (arc)

est dite standard si la partie imaginaire de chaqu’un de ses points est positive. Voir Figure 2.2.
Une transposition standard est une transposition associée à un arc standard. Une fourchette
standard, à une isotopie près, est déterminée par l’ensemble des deux points (perforations)
impliqués. Ainsi, le nombre des fourchettes standards, à une isotopie près, est n(n − 1)/2.
De même pour les arcs et les transpositions. Notons par Tij une fourchette standard dans
(D2,P) qui contient {pi, pj}, pour tous i, j avec 1 ≤ i < j ≤ n. La transposition standard
associée à (l’arc de) Tij peut être identifiée avec [ij].

2.2.3.1 Le module V464 D. Krammer

(R3)

= +c d + e

= a b=

(R2)

(R4)

Fig. 3. Relations between forks

(R1) Put v(T1) = v(T2) whenever T1, T2 are isotopic.
(R2) Let T1, T2 be the two forks shown in the upper left hand corner of

Fig. 3. Then v(T1) = a v(T2). (Of course, the five punctures at the
bottom may be replaced by any other number. Moreover, any self-
homeomorphism of the disk may be applied simultaneously to the
involved pictures.)

(R3) See Fig. 3.
(R4) See Fig. 3.

Note that all relations of types (R2) and (R3) taken together imply that v(T )
depends only on the arc of T , up to powers of t and q2. In this sense, the arc
of a fork is more important than its handle.

We write vij = v ji = v(Tij). From the definition of V and the interpreta-
tion of the braid group as the mapping class group of (B2, orientation, X, ∗),
one immediately obtains a Bn-action on V . We will denote it by ρ : Bn →
GL(V ).

3.1 Proposition The R-module V is free with basis {vij | 1 ≤ i < j ≤ n}.
Proof. This is a straightforward though tedious consequence of any presen-
tation of Bn, say with generators Q1 and relations (2), (3). Using relations
(R2), (R3) and (R4), one expresses any (ρ[ij]) vk� as linear combination
of the base vectors vrs. Of course at this stage, it is not clear that such
expressions are actually unique. One builds square matrices out of them,
and shows that they yield an m-dimensional representation Bn → GL(V ′)
(V ′ = ⊕

ij Rv′
ij , with v′

ij corresponding to vij ), by verifying that they respect
the relations (2), (3). The computations are left to the reader.

There is a map of Bn-modules f : V ′ → V , f(v′
ij) = vij . We will define

a map of Bn-modules g : V → V ′. Let T be a fork. Choose x ∈ Bn such
that xT is a standard fork Tij . Define g(v(T )) = x−1 v′

ij . Inspection of the

Figure 2.3 – Relations entre fourchettes

Soient R un anneau commutatif, et q, t ∈ R deux éléments inversibles. Posons a = tq2,
b = q2, c = q−2 − q−1, d = 1 − q−1, e = q−1. On définit un R-module V = V (R, q, t) par
générateurs et relations comme suit :
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Les générateurs sont {v(T )/T une fourchette}. Les relations entre les générateurs sont don-
nées par :

(R1) On pose v(T1) = v(T2) chaque fois que T1, T2 sont isotopes.

(R2) Soient T1, T2 deux fourchettes comme dans la Figure 2.3. Alors, v(T1) = av(T2). (cer-
tainement les cinq perforations en bas peuvent être remplacer par n’importe quel autre
nombre. De plus tout endo-homéomorphisme du disque peut être appliqué simultané-
ment sur les perforations impliqués).

(R3) Voir Figure 2.3 .

(R4) Voir Figure 2.3 .

Notons que les relations (R2) et (R3) impliquent que v(T ) dépend seulement de l’arc de
T , jusqu’à la puissance de t et q2. Dans ce sens, l’arc d’une fourchette est plus important
que son manche.
On écrit vij = vji = v(Tij) . Considérons la définition de Bn comme le groupe de difféotopies
de (D2,P). D’après la définition de V , on obtient immédiatement une action ρ : Bn −→
GL(V ) de Bn sur V appelée la représentation de Krammer de Bn.

Proposition 2.6.
Le R-module V est libre de base {vij / 1 ≤ i < j ≤ n}.

Preuve.
Considérons la présentation de Bn, où les générateurs sont Q1 et les relations (2.3),(2.4).
En utilisant les relations (R2), (R3) et (R4), on exprime tout (ρ[ij])vk` comme combinaison
linéaire de la base des vecteurs vrs. Certainement à ce stade, il n’est pas clair que telles
expressions sont actuellement uniques. On construit les matrices carrés à partir d’elles, et
on montre qu’elles induisent une représentation m-dimensionnelle (de dimension m) Bn −→
GL(V ′), (V ′ = ⊕

ij
Rv′ij, avec v′ij correspond à vij), en vérifiant qu’elles respectent les relations

(2.3), (2.4).
IL existe une application de Bn-modules f : V ′ −→ V tel que f(v′ij) = vij. On va définir

une application de Bn-modules g : V −→ V ′. Soit T une fourchette. Choisissons x ∈ Bn tel
que xT est une fourchette standard Tij. Posons g(v(T )) = x−1v′ij. La vérification des matrices
montre que g(v(T )) est indépendant du choix de x (on utilise le fait que le stabilisateur dans
Bn de la classe d’isotopie de Tn−1,n est engendrée par [12], [23], ..., [n − 3, n − 2]). De plus,
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g(v(T )) peut être prolongé à une application linéaire g : V −→ V ′. Ceci finit la définition de
g. Évidement, fg et gf sont identiques.

On appelle la base {vij / 1 ≤ i < j ≤ n} de V la base standard de fourchettes.
Implicitement, on identifie souvent ρ(x) (x ∈ Bn) avec sa matrice par rapport à cette base.
On revient maintenant aux entrées de ρ[ij], lesquelles étaient nécessaires dans la preuve
ci-dessus. Évidement, on peut également oublier les fourchettes et prouver directement les
formules suivantes pour définir une représentation de Bn, en vérifiant qu’elles respectent les
relations (2.3), (2.4). On identifie Z/n avec {1, 2, ..., n} d’une manière évidente.
• Si 1 ≤ i < j ≤ n, alors (ρ[ij])vij = tq2vij.
• Si 1 ≤ i < j < k ≤ n, alors

(ρ[ij])vjk = vik,

(ρ[ij])vik = tq(q − 1)vij + (1− q)vik + qvjk,

(ρ[ik])vij = t−1vjk,

(ρ[ik])vjk = tqvij + tq(q − 1)vik + (1− q)vjk,

(ρ[jk])vij = (1− q)vij + qvik + q(q − 1)vjk,

(ρ[jk])vik = vij.

• Si 1 ≤ i < j < k < ` ≤ n, alors

(ρ[ij])vk` = vk`,

(ρ[k`])vij = vij,

(ρ[i`])vjk = vjk,

(ρ[jk])vi` = vi`,

(ρ[ik])vj` = t(q − 1)vij + t(q − 1)2vik + (1− q)vi` + (1− q)vjk + vj` + (q − 1)vk`,

(ρ[j`])vik = (1− q)vij + vik + (q − 1)vi` + (q − 1)vjk + (q − 1)2vj` + t−1(1− q)vk`.

Soit U le dual de V , et considérons l’application 〈., .〉 : U×V −→ R donnée par 〈u, v〉 = u(v).
Soit {uij | 1 ≤ i < j ≤ n} la base de U duale à la base {vij}ij de V . Plus précisément,

U =
⊕

1≤i<j≤n
Ruij , 〈ui,j, vk`〉 =


1 si i = k, j = `,

0 sinon.
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chaque fois que 1 ≤ i < j ≤ n et 1 ≤ k < ` ≤ n. On écrira de temps en temps vij = vji et
uij = uji.

Rappelons l’anti-automorphisme x 7→ x de Bn défini par [ij] 7→ [n+1−i, n+1−j], et qui
préserve B+

n . Soit ρ∗ : Bn −→ GL(U) la représentation définie par 〈(ρ∗x)u, v〉 = 〈u, (ρx)v〉
pour tous u ∈ U , v ∈ V . Ceci signifie que la matrice de ρ∗(x) par rapport à la base {uij}ij
et la matrice de ρx par rapport à la base {vij}ij chacune est la transposée de l’autre.

La représentation duale ρ∗ sera utile par la suite dans la preuve de la linéarité de B4. La
formule directe de cette représentation est donnée comme suit :
• Si 1 ≤ a < b ≤ n et 1 ≤ c < d ≤ n avec {a, b} ∩ {c, d} = ∅, alors

(ρ∗[ab])ucd = ucd.

• Si 1 ≤ a < b < c ≤ n, alors

(ρ∗[ab])uac = ubc + (1− q)
∑

a≤d<b
udc,

(ρ∗[ab])ubc = quac + (q − 1)
∑

a<d<b

udc,

(ρ∗[ac])uab = tqubc + t(q − 1)
∑
c<d

ubd + (q − 1)
∑
d<a

udb,

(ρ∗[ac])ubc = t−1uab + (1− q)
∑
c≤d

ubd + t−1(1− q)
∑
d<a

udb,

(ρ∗[bc])uab = uac + (1− q)
∑
b≤d<c

uad,

(ρ∗[bc])uac = quab + (q − 1)
∑
b<d<c

uab.

• Si 1 ≤ a < b ≤ n, alors

(ρ∗[ab])uab =tq2uab + tq(q − 1)
∑
b<c

uac + tq(q − 1)
∑
a<c<b

ucb + q(q − 1)
∑
c<a

uca,

+ t(q − 1)2 ∑
a<c<b<d

ucd + (q − 1)2 ∑
c<a<d<b

ucd.

2.2.3.2 Le module de Burau W

Dans ce paragraphe on va utiliser le langage des fourchettes pour retrouver la représen-
tation de Burau définie dans la Section 2.1. Rappelons de l’anneau R et l’élément inversible
q ∈ R∗ (t n’est pas important à ce moment). Le module W de Burau est le R-module pré-
senté par générateurs {w(T ) / T classe d’isotopie des fourchettes}, et les relations indiquées
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Fig. 4. Relations between forks in the Burau module

Let us writewij = w(Tij). Similar to 3.1, one can show that {wi,i+1 | i =
1, . . . , n − 1} is a basis of W . The involved matrices are given as follows.

[i, i + 1]w j, j+1 =



w j−1, j +w j, j+1, i = j − 1
−qw j, j+1, i = j
w j, j+1 + qw j+1, j+2, i = j + 1
w j, j+1, otherwise.

3.2 Proposition If t = 1 and 2 is invertible in R, then there is an isomorph-
ism of Bn-modules V → S2W (symmetric square of W) given by vij �→ w2

ij

and, more generally, v(T ) �→ w(T )2.

Proof. A straightforward proof can be based on the matrices. ��
The characteristic polynomial of the [ij]-action on W equals

(x − 1)n−2(x + q),

and on V it is

(x − 1)(
n−1

2 )(x + q)n−2(x − tq2).

4 Homology and integrals

In this section, we describe two more definitions of the Bn-modules V
and W . The first of these interprets V as a second homology group. The
second shows a relation with “hypergeometric” integrals. This section is not
necessary for understanding the paper, and the reader may wish to skip it.

Figure 2.4 – Relations entre fourchettes dans le module de Burau

dans la Figure 2.4. Les indices W dans les images indiquent qu’on traite w(T ). Comme dans
le cas de V (voir sous-Section 2.2.3.1), on obtient immédiatement une action de Bn sur W .
On écrit wij = w(Tij). D’une manière analogue à la Proposition 2.6, l’ensemble {wi,i+1|i =
1, .., n− 1} est une base de W . Les matrices concernées sont données par

[i, i+ 1]wj,j+1 =



wj−1,j + wj,j+1 i = j − 1,

−qwj,j+1 i = j,

wj,j+1 + qwj+1,j+2 i = j + 1,

wj,j+1 sinon.

Proposition 2.7.
Si t = 1 et 2 est inversible dans R, alors il existe un isomorphisme de Bn-module V −→ S2W

(carré symétrique de W ) donné par vij 7−→ w2
ij et, plus généralement, v(T ) 7−→ w(T )2.

Preuve. une preuve directe basée sur les matrices peut être faite.

Le polynôme caractéristique de l’action de [ij] sur W égale

(x− 1)n−2(x+ q),

et sur V égale
(x− 1)(

n−1
2 )(x+ q)n−2(x− tq2).



Chapitre 3

Linéarité de B4

Dans ce chapitre, on expose la linéarité des groupes de tresses. On montre que la repré-
sentation de Krammer ρ : Bn −→ GLm(Z[q±1, t±1]) avec m = n(n − 1)/2 est fidèle pour
n = 4.

3.1 La Conjecture Principale

Il est difficile d’imaginer une preuve de la linéarité des groupes de tresses sans utiliser
quelques solutions de problème de mot. La question qui se pose alors, est comment relier le
problème de mot aux représentations. Le résultat suivant essaye de répondre à ça. IL donne
une condition suffisante pour que l’action de Bn sur n’importe quel ensemble soit fidèle.

Proposition 3.1.
Soit Bn agit sur un ensemble S. Étant donnés des sous ensembles Dx = D(x) ⊂ S(x ∈ Q)
tels qu’on a :

(1) Dx est non-vide, ∀x ∈ Q, et sont deux à deux disjoints.

(2) Pour toute paire avide (x, y) ∈ Q×Q, on a xDy ⊂ Dx.

Alors, l’action de Bn sur S est fidèle.

Preuve.
Soit S dénote le groupe de permutations de S, et soit π : Bn −→ S l’action de Bn sur S.

On écrit xv au lieu de (πx)v (x ∈ Bn, v ∈ S).
On sait que pour tout z ∈ Bn il existe x, y ∈ B+

n avec z = xy−1. Pour démontrer cette
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proposition, il suffit de montrer que pour tous x, y ∈ B+
n , si π(x) = π(y) alors x = y. On

montre ceci par induction sur `(x) + `(y).
Supposons que x, y ∈ B+

n avec π(x) = π(y). Si `(x) + `(y) = 0, alors x = 1 et y = 1.
Donc x = y. Considérons maintenant le cas `(x) + `(y) > 0. Soient (x1, ..., xs) la forme avide
de x, et (y1, ..., yt) la forme avide de y. Comme D(1) est non-vide, choisissons un élément
quelconque v ∈ D(1). Puisque (xs, 1) est une paire avide, alors d’après la supposition (2)
de la proposition, on a xsv ∈ xsD(1) ⊂ D(xs). Puisque (xs−1, xs) est une paire avide, alors
xs−1xsv ∈ xs−1D(xs) ⊂ D(xs−1). Continuant de cette façon, on trouve que xv ∈ D(x1).
De même, yv ∈ D(y1). Il découle de π(x) = π(y) que xv = yv. En conséquence, xv ∈
D(x1) ∩ D(y1). Par la supposition (1) de la proposition, tous les D(z) sont disjoints. Il
découle que x1 = y1. Soient x′, y′ ∈ B+

n tels que x = x1x
′, y = y1y

′. Alors π(x′) = π(y′).
On a x1 6= 1 parceque sinon x = y = 1, qui est contradiction avec `(x) + `(y) > 0. Donc
`(x′)+`(y′) < `(x)+`(y). D’après l’hypothèse d’induction, il vient que x′ = y′ et donc x = y.
Ceci prouve la proposition.

Afin de formuler la conjecture principale, on a besoin de quelques notations. Rappelons les
représentations ρ : Bn −→ GL(V ), ρ∗ : Bn −→ GL(U) définies dans la Section 2.2, lesquelles
dépendent de l’anneau R et les deux variables inversibles t, q ∈ R. On identifie souvent ρ(x)
(respectivement, ρ∗(x)) avec sa matrice dans la base {vij}ij (respectivement, {uij}ij). On
observe que pour toute tresse positive x, les entrées de la matrice ρ(x) sont dans Z[q, t, t−1].
En d’autre termes, elles n’ont pas des pôles à q = 0. Ceci vient, par exemple, des matrices
données dans la Section 2.2. Notons que B+

n est engendré par Q1. Soit ρ0 : B+
n −→ End(V )

(respectivement, ρ∗0 : B+
n −→ End(U)) la représentation obtenue de ρ (respectivement, ρ∗)

en fixant q = 0 dans leurs matrices. On utilisera la notation xv au lieu de (ρ0x)v si x ∈ B+
n

et v ∈ V . De même, xu = (ρ∗0x)u si x ∈ B+
n et u ∈ U .

Dorénavant, on prend R = R[q±1] l’anneau des polynômes de Laurent d’une seule variable
comme anneau de base, t ∈ R ⊂ R, 0 < t ≤ 1. On pose

U0 :=
⊕

1≤i<j≤n
Ruij ⊂ U , V0 :=

⊕
1≤i<j≤n

Rvij ⊂ V

Notons que B+
n U0 ⊂ U0 (abréviation de (ρ∗0B+

n )U0 ⊂ U0) et de même pour V0 .

Définition 3.1.
Un sous-ensemble de l’espace vectoriel réel est dit cône convexe ou R∗+-module s’il est stable
pour l’addition et le produit par des scalaires réels positifs.
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Conjecture 3.2. (principale)
Supposons que 0 < t < 1. Alors ils existent des cônes convexes Cx = C(x) ⊂ U0 (x ∈ Q) tels
qu’on a :
(1) Les Cx sont non-vides et disjoints.
(2) Pour toute paire avide (x, y) ∈ Q×Q, on a xCy ⊂ Cx.

On établit deux résultats à partir de la conjecture principale, Ils sont vrais même si
l’hypothèse de convexité dans la Conjecture 3.2 est ignorée.
On définit γ ∈ GL(V ) par ρ(δ) = q2γ, et γ∗ ∈ GL(U) par ρ∗(δ) = q2γ∗.

Lemme 3.3. On a :

γvij =

 vi+1,j+1 si j < n,

tvi+1,j+1 si j = n.
et γ∗uij =

 ui−1,j−1 si 1 < i,

tui−1,j−1 si 1 = i.

pour tous i, j ∈ Z/n, 1 ≤ i < j ≤ n. En particulier γ dépend que de t, et γV0 = V0, et
ρ0(δ) = 0 et ρ∗0(δ) = 0.

Preuve.
Pour faire ceci, on multiplie les matrices ρ[ij] suivant la formule δ = [12][23]....[n − 1, n].
D’après les résultats de la Section 2.2, on a une description figurative de δ. Considérons
l’ensemble P = {p1, ..., pn} ⊂ R, p1 < ... < pn, et ∗ =

√−1. Alors, δ déplace pi à pi+1 le
long d’un segment, sauf pn lequel se déplace à travers le demi plan supérieur à p1. Ainsi,
si j < n alors (à une isotopie près) δ envoie Tij sur une fourchette qui a le même arc que
Ti+1,j+1 et un tours supplémentaire de son manche autour de p1. En utilisant la relation (R3)
dans la Figure 2.3, on trouve (ρδ)vij = q2vi+1,j+1. De même, si j = n alors δ prend Tij à
une fourchette qui a le même arc que Ti+1,j+1 mais son manche tourne autour de p1 avant
de rencontrer l’arc en bas. En utilisant la relation (R2), on obtient (ρδ)vij = tq2vi+1,j+1.
L’action de δ sur U est obtenue par transposition de la matrice impliquée. En divisant par
q2, ceci termine la preuve.

Théorème 3.4.
On suppose que la Conjecture 3.2 est vraie (pour quelques valeurs de n). Alors on a :

(a) La représentation ρ : Bn −→ GL(V ) est fidèle.

(b) Soit x ∈ Bn. Considérons les séries de Laurent de ρ∗(x) respectivement à q :

ρ∗(x) =
∑̀
i=k

Ai(t)qi , Ai ∈Mm(Z[t, t−1]) , Ak 6= 0, A` 6= 0.



3.1 La Conjecture Principale 47

Alors,
`Q(x) = 1

2max(`− k,−k, `).

Si, de plus, x ∈ B+
n \δB+

n , alors k = 0, ` = 2`Q(x).

Preuve.
La preuve de (a) sera une application de la Proposition 3.1. Posons S := U ,

Dx := Cx + qR[q]U0 = {a+ b / a ∈ Cx, b ∈ qR[q]U0} ⊂ U.

Le terme qR[q]U0 veut dire qu’on va travailler modulo q. L’action de Bn sur S est évidement
ρ∗. On va avoir la condition (2) de la Proposition 3.1 à partir de (2) de la Conjecture 3.2.
En effet, pour toute paire avide (x, y) ∈ Q2 on a

(ρ∗x)Dy = (ρ∗x)Cy + (ρ∗x)qR[q]U0 ⊂ (ρ∗x)Cy + qR[q]U0

= (ρ∗0x)Cy + qR[q]U0 ⊂ Cx + qR[q]U0 = Dx.

Dans la première inclusion, on a utilisé le fait que ρ∗x n’a aucun pôle à q = 0. Dans la
deuxième égalité, on a utilisé le fait que ρ∗ et ρ∗0 coïncident modulo q. Dans la dernière
inclusion, on a utilisé xCy ⊂ Cx. Ceci prouve (2) de la Proposition 3.1. La condition (1)
de la Proposition 3.1 s’obtient de la Conjecture 3.2(1). En appliquant la Proposition 3.1 on
obtient que l’action de Bn sur U (ou son dual V ) est fidèle.

Maintenant, montrons (b). On va prouver que

(H1) pour tout x ∈ B+
n \δB+

n : k = 0,

(H2) pour tout x ∈ B+
n \δB+

n : ` = 2`Q(x),

tels que k, ` sont définis comme dans (b) du Théorème 3.4. Plus précisément, (H1) est prouvée
pour tout réel t avec les propriétés de la Conjecture 3.2, mais (H2) est prouvée seulement
pour un indéterminé t.
Montrons (H1). On écrit r := `Q(x). Si r = 0, il n’y a rien a prouver, donc supposons que
r > 0. Par le Théorème 2.5(a) la forme avide de x est de la forme (x1, ..., xr) ∈ Qr. D’après
la Conjecture 3.2(1), C(1) est non-vide. Prenons un v ∈ C(1) quelconque. Comme dans la
preuve de la Proposition 3.1, on a xv ∈ C(1). Puisque x /∈ δB+

n , alors x1 6= δ. De plus,
0 ∈ C(δ), car ρ∗0(δ) = 0 par le Lemme 3.3 et (δ, 1) est avide, d’où 0 = δv ∈ C(δ). Mais tous
les C(y) sont disjoints. Donc 0 /∈ C(x1). Le fait que xv ∈ C(x1), nous donne xv 6= 0. D’une
manière équivalente, A0v 6= 0 (où Ai est zéro si i < k ou i > `). IL découle que A0 6= 0. Ceci
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finit la preuve de (H1).
On revient à la preuve de (H2). On remplace l’anneau de base par l’anneau des polynômes
de Laurent Z[q±1, t±1]. Considérons l’automorphisme de Bn x 7−→ x−1. on a la formule

ρ∗(x−1, q, t) = Tρ∗(x, q−1, t−1)T. (3.1)

où l’involution T ∈ GL(U) est définie par Tuij = un+1−j,n+1−i. Il découle que

T (
∑̀
i=0

Ai(t−1)q−i)T = Tρ∗(x, q−1, t−1)T = ρ∗(x−1, q, t) = ρ∗(δ−r, q, t)ρ∗(δrx−1, q, t). (3.2)

Posons x′ = δrx−1. On a x′ ∈ B+
n \δB+

n et `Q(x′) = r. En effet, si (y1, ..., yr) est la forme
avide de x alors la forme avide de x′ est (zr, ..., z1) avec zi = δix−1

i δ1−i. En appliquant (H1)
à x′, le côté droit de l’équation (3.2) sera de la forme

γ−r∗ q−2r
`′∑
i=0

A′i(t)qi , A′0 6= 0.

Puisque γ∗ ne dépend pas de q, il découle que le petit exposant de q dans cette expression
égale −2r. En combinant avec (3.2), et en notant que T ne dépend non plus de q , on
obtient ` = 2r = 2`Q(x). Ceci finit la preuve de (H2). De (H1), (H2), et le Théorème 2.5 on
obtient (b).

Dans le Théorème 3.4(b), les identités sont vraies pour 0 < t < 1. L’exemple suivant
montre que Théorème 3.4(b) est fausse pour t = 1, n = 4.

Exemple
Considérons l’élément x ∈ B+

n \δB+
n lequel sa forme avide est

([23][14], [24], [12], [14], [34], [23], [12], [13], [23][14]). (3.3)

donc `Q(x) = 9. Le calcul direct montre que dans la notation de (b) du Théorème 3.4 , k = 2.
Ceci contredit la dernière relation de (b) du Théorème 3.4 laquelle affirme que k = 0.

Proposition 3.5.
Considérons les anneaux I1 = Z[q, t, t−1], I2 = Z[q] et Ri = Ii[q−1], i = 1, 2. Pour i = 1, 2,
posons Vi = V (Ri, q, t) où t = 1 si i = 2.
Fixons une base quelconque Ai de Vi. Pour y ∈ Bn et i ∈ {1, 2}, soit ki(y) dénote le plus
grand entier k tel que qkIi contient tous les entrées de la matrice de l’action de y sur Vi
respectivement à Ai. Alors {k1(y)− k2(y) / y ∈ Bn} est non borné, sauf si les égalités de (b)
du Théorème 3.4 sont maintenues.
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Preuve.
Un résultat standard montre que être non borné est indépendant du choix des bases. En effet,
si Ai et A′i sont deux bases de Vi alors la différence des fonctions associées |ki(y)−k′i(y)| est au
plus un constant indépendant de y. Par conséquent, il suffit de faire la preuve pour une base
particulière Ai. On va choisir la base standard des fourchettes. Notons que ([23][14], [23][14])
est une paire avide. La forme avide de xr (r ≥ 0) égale la concaténation de r copies de la
forme avide de x. En particulier, xr ∈ B+

n \δB+
n et, d’après le Théorème 3.4(b), k1(xr) = 0.

Mais on a obtenu que k2(x) = 2, d’où k2(xr) ≥ 2r. Il découle que |k1(xr) − k2(xr)| ≥ 2r.
D’où la preuve de la proposition.

3.2 Démonstration de la Conjecture Principale pour

n = 4

Dans cette section, on va prouver la conjecture principale pour n = 4. La première tache
est de définir les cônes Cx lesquels satisfont les conditions de la conjecture principale 3.2. Mais
d’abord on considère le cas t = 1, pour nous donner l’idée de ce qui se passe. L’hypothèse
t = 1 implique que V est un carré symétrique du module de Burau (voie la Section 2.2.3.2).
Ceci conduit au cone convexe C ∈ U0, nommé l’ensemble des éléments positifs semi-définis.
Examinant la signification des bases {uij}ij, on trouve

C = R∗+ − span of
{ ∑

1≤i<j≤n
(xi − xj)2uij / x1, ...., xn ∈ R

}
. (3.4)

Définition 3.2.
Un espace pseudométrique est une paire (X, d) formée d’un ensemble X et d’une application
d : X ×X −→ R+ satisfaisant les conditions suivantes :

1) d(x, y) = d(y, x) , ∀x, y ∈ X.

2) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) , ∀x, y, z ∈ X. ( l’inégalité triangulaire).

Remarque 3.2.1.
On appelle un espace pseudométrique fini Euclidien s’il admet une application isomé-

trique d’un espace Euclidien. Plus précisément, (X, d) est Euclidien s’il existe des applica-
tions fi : X −→ R (1 ≤ i ≤ |X| − 1) avec d(x, y)2 = ∑

i(fi(x)− fi(y))2. On peut réécrire C
comme

C =
{ ∑

1≤i<j≤n
d(i, j)2uij / d pseudométrique Euclidien sur {1, ..., n}

}
. (3.5)
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Dorénavant, on suppose que 0 < t < 1. Posons p = t
1
2

Définition 3.3.
On appelle t-pseudométrique sur Z/n toute application d : Z/n × Z/n −→ R+ satisfaisant
les conditions suivantes :

1) d(x, x) = 0 pour tout x ∈ Z/n.

2) d(x, y) = d(y, x) , ∀x, y ∈ Z/n.

3) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) pour tous x, y, z ∈ Z/n, x < y < z.

4) d(x, y) ≤ d(x, z) + t−
1
2d(y, z) pour tous x, y, z ∈ Z/n, x < y < z.

5) d(y, z) ≤ d(x, z) + t
1
2d(x, y) pour tous x, y, z ∈ Z/n, x < y < z.

Les inégalités 3), 4) et 5) sont appelées t-triangulaires.

On peut maintenant définir les cônes Cx. D’une façon analogue à (3.5), on pose

C =
{ ∑

1≤i<j≤n
d(i, j)2uij / d est une t-pseudométrique sur Z/n

}
, (3.6)

Cx =
{ ∑

1≤i<j≤n
d(i, j)2uij ∈ C / Pour tout 1 ≤ i < j ≤ n : d(i, j) = 0⇐⇒ [ij] ≤ x

}
,

(3.7)

où x ∈ Q\{1} et, si n = 4

C1 = (u12 + u13 + pu14 + pu23 + pu24 + p2u34)R∗+. (3.8)

Il sera plus unifier de définir C1 de la même façon que les Cx mais cette définition réduit les
calculs qui suivent.

Pour formuler le théorème principale de ce chapitre on a besoin de la proposition et les
lemmes qui suivent.

Proposition 3.6.
(a) γ∗C = C.
(b) γ∗Cx = Cδxδ−1 pour tout x ∈ Q\{1}.
(c) si n = 4, alors γ∗C1 = C1.
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Preuve.
(a) Pour tous i, j, k ∈ Z/n avec 1 ≤ i < j < k ≤ n et ` ∈ {1, 2, 3}, on définit C`(i, j, k)

comme étant l’ensemble des vecteurs ∑1≤r<s≤n a
2
rsurs ∈ U0 avec ars ∈ R+ et

aij ≤ aik + p−1ajk si ` = 1,
aik ≤ aij + ajk si ` = 2,
ajk ≤ aik + paij si ` = 3.

Puisque C est par définition l’intersection de tous les C`(i, j, k), il suffit de monter que γ∗
permute les C`(i, j, k). Soit u = ∑

a2
ijuij ∈ U0 où aij = aji ∈ R+. Par la première égalité du

Lemme 3.3, on a γ∗u = ∑
b2
ijuij où

bij = bji =

 ai+1,j+1 j < n,

pai+1,j+1 j = n,

chaque fois que i, j ∈ Z/n , 1 ≤ i < j ≤ n. Si 1 ≤ i < j < k < n et ` ∈ {1, 2, 3} alors

γ∗u ∈ C`(i, j, k)⇐⇒ u ∈ C`(i+ 1, j + 1, k + 1).

Il reste le cas k = n, i.e., on suppose 1 ≤ i < j < k = n. Alors

γ∗u ∈ C1(i, j, k)⇐⇒ bij ≤ bik + p−1bjk

⇐⇒ ai+1,j+1 ≤ pak+1,i+1 + ak+1,j+1

⇐⇒ u ∈ C3(k + 1, i+ 1, j + 1),

γ∗u ∈ C2(i, j, k)⇐⇒ bik ≤ bij + bjk

⇐⇒ pak+1,i+1 ≤ ai+1,j+1 + pak+1,j+1

⇐⇒ u ∈ C1(k + 1, i+ 1, j + 1),

γ∗u ∈ C3(i, j, k)⇐⇒ bjk ≤ bik + pbij

⇐⇒ pak+1,j+1 ≤ pak+1,i+1 + pai+1,j+1

⇐⇒ u ∈ C2(k + 1, i+ 1, j + 1).

Ceci montre que γ∗ permute les C`(i, j, k), d’où la preuve de (a).

Maintenant montrons (b). Puisque Cx et Cδxδ−1 sont les deux dans C par définition, et
γ∗ préserve C d’après (a), alors il suffit de montrer que si u ∈ C, alors u ∈ Cx est équivalent
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à γ∗u ∈ Cδxδ−1 . Supposons que u ∈ C. On garde la notation aij , bij de (a). On trouve

γ∗u ∈ Cδxδ−1 ⇐⇒ (bij = 0⇐⇒ [ij] ≤ δ−1xδ chaque fois que 1 ≤ i < j ≤ n)

⇐⇒ (ai+1,j+1 = 0⇐⇒ δ[ij]δ−1 ≤ x chaque fois que 1 ≤ i < j ≤ n)

⇐⇒ (ai+1,j+1 = 0⇐⇒ [i+ 1, j+, 1] ≤ x chaque fois que 1 ≤ i < j ≤ n)

⇐⇒ (aij = 0⇐⇒ [ij] ≤ x chaque fois que 1 ≤ i < j ≤ n)⇐⇒ u ∈ Cx.

Ceci finit la preuve de (b).
La partie (c) est obtenue par le Lemme 3.3 et un calcul direct.

Le lemme suivant détermine les t-triangles avec une arête de longueur zero.

Lemme 3.7.
Soit d une t-pseudométique sur Z/n, et soit 1 ≤ i < j < k ≤ n. Alors on a

(a) Si d(i, j) = 0, alors d(j, k) = d(i, k).
(b) Si d(j, k) = 0, alors d(i, j) = d(i, k).
(c) Si d(i, k) = 0, alors d(j, k) = pd(i, j).

Preuve.
Montrons (c). Par l’hypothèse d(i, k) = 0, les inégalités t-triangulaires se réduisent à

d(i, j) ≤ p−1d(j, k) et d(j, k) ≤ pd(i, j). Il découle que d(j, k) = pd(i, j). (a) et (b) se font de
la même manière que (c).

Dorénavant, on suppose n = 4. exposons Q comme la réunion des Aut(B+
n )-orbites :

Q = {1}∪{[12], [23], [34], [41]}∪{[13], [24]}∪{[123], [234], [341], [412]}∪{[12][34], [23][41]}∪{δ}.
(3.9)

Le lemme suivant donne une description concrète de Cx pour un seul x dans chaque Aut(B+
n )-

orbite dans Q, sauf C1 qui est toujours définit dans sa forme simple (3.8). Le dual de la base
standard de fourchettes de U est ordonné comme suit : (u12, u13, u14, u23, u24, u34).

Lemme 3.8.

(a) Cδ = {0}.

(b) C[123] = (1, 1, 1, 0, 0, 0)R∗+.

(c) C[12][34] = (0, 1, 1, 1, 1, 0)R∗+. En général, pour tout x ∈ Q2, le conne convexe Cx est
engendré par l’unique colonne non nulle dans ρ∗0(x) (voir les matrices dans la Figure
3.1).
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(d) C[12] est l’ensemble des vecteurs (x2, y2, y2, z2, z2, 0) où x, y, z ∈ R∗+,

x ≤ y + p−1z, (A1)

y ≤ x+ z, (A2)

z ≤ px+ y. (A3)

(e) C[13] est l’ensemble des vecteurs (x2, z2, x2, y2, 0, ty2) tels que x, y, z ∈ R∗+,

x ≤ py + pz, (B1)

y ≤ px+ z, (B2)

z ≤ x+ y. (B3)

Preuve.
(a) Soit v = ∑

aijuij ∈ Cδ. Pour tous i, j on a [ij] ≤ δ = δ, d’où aij = 0 par définition de
Cδ. Ceci montre que v = 0, i.e., Cδ ⊂ {0}. L’inclusion inverse est évidente .

(b) Soit v = ∑
aijuij ∈ C[123]. D’après la définition de C[123], on a a23 = a24 = a34 = 0

et a12, a13, a14 > 0. D’après le Lemme 3.7, avec (i, j, k) = (1, 3, 4), il découle que a13 = a14.
Similairement, la restriction à {1, 2, 3} nous donne a12 = a13. IL découle que v = a12(u12 +
u13 + u14), d’où v ∈ (1, 1, 1, 0, 0, 0)R∗+. L’inclusion inverse est claire.

(c) Soit v = ∑
aijuij ∈ C[12][34]. Par la définition de C[12][34], on a a12 = a34 = 0, les autres

quatre coordonnées sont positives. Le Lemme 3.7 appliquée aux indices 1, 2, 3, nous donne
a13 = a23. La restriction à {2, 3, 4} donne a23 = a24. Finalement, La restriction à {1, 2, 4}
donne a24 = a14. Par conséquent v ∈ (0, 1, 1, 1, 1, 0)R+. L’inclusion inverse est claire.

Pour a ∈ Q2, soit Da le conne convexe engendré par l’unique colonne non nulle dans
ρ∗0(a)(voir la Figure 3.1). Montrons que Ca = Da pour tout a ∈ Q2. Notons que (b) indique
qu’elle est vraie pour a = [123], et, ci-dessus, on a montré qu’elle est vraie pour a = [12][34].
Puisque chaque Aut(B+

n )-orbite dans Q2 contient [123] ou [12][34], il reste à montrer que si
b = δaδ−1 et Ca = Da, alors Cb = Db. De b = δaδ−1, on trouve ρ∗(b) = ρ∗(δ)ρ∗(a)ρ∗(δ)−1 =
γ∗ρ
∗(a)γ−1

∗ . Posons q = 0. On trouve ρ∗0(b) = γ∗ρ
∗
0(a)γ−1

∗ . Puisque chaque ligne et chaque
colonne de γ∗ contient seulement une seule entrée non-nulle, qui est positive, on déduit que
Db = γ∗Da = γ∗Ca = Cδaδ−1 = Cb. Ceci finit la preuve de (c).

(d) Soit v = ∑
aijuij ∈ C[12]. D’après la la définition de C[12], on a a34 = 0 et aij > 0

sinon. En appliquant le Lemme 3.7 sur {1, 3, 4} et {2, 3, 4}, il découle que v a la forme
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v = (x2, y2, y2, z2, z2, 0) avec x, y, z > 0. Pour {1, 2, 3} les inégalités t-triangulaires satisfont
(A1), (A2), (A3). Pour {1, 2, 4} on obtient précisément les mêmes trois inégalités. Ceci montre
l’inclusion de (d), est l’inclusion inverse est aussi claire. Ceci finit la preuve de (d).

(e) soit v = ∑
aijuij ∈ C[13]. Par la définition de C[13], on a a24 = 0 et aij > 0 si-

non. En appliquant le Lemme 3.7 sur {1, 2, 4} et {2, 3, 4}, il découle que v a la forme
v = (x2, z2, x2, y2, 0, ty2) avec x, y, z > 0. On va maintenant écrire ci-dessous les 6 inéga-
lités t-triangulaires restantes. Pour {1, 2, 3}, on a

x ≤ p−1y + z, (3.10)

y ≤ px+ z, (3.11)

z ≤ x+ y. (3.12)

Pour {1,3,4}, on a
x ≤ py + z, (3.13)

py ≤ x+ pz, (3.14)

z ≤ x+ y. (3.15)

Notons que (3.12)⇐⇒(3.15) , et (3.13)⇒(3.10) (car 0 < p < 1 et x, y, z > 0), et (3.11)⇒(3.14).
En conséquence

[(3.10), et ..., et (3.15)]⇐⇒ [(3.12), (3.13) et (3.11)]

⇐⇒ [(B1),(B2) et (B3)].

Ceci montre l’inclusion de (e), et l’inclusion inverse est aussi claire. Ceci finit la partie (e).

Rappelons des deux définitions équivalentes des formes avides dans la Proposition 2.4. La
partie (a) du lemme suivant classifie les paires avides (a, b) ∈ Q2 avec a 6= δ, aux automor-
phismes prés de B+

n . La partie (b) explique qu’est ce qu’on attend de la réduction modulo
Aut(B+

n ).
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Lemme 3.9.

(a) Toute paire avide (a, b) avec a 6= δ dans la liste suivante se produit selon un automor-
phisme approprié de B+

n (et inversement, toutes les paires dans la liste sont avides) :

b = 1 et a ∈ {1, [12], [13], [123], [12][34]},
b = [12] et a ∈ {[12], [23], [24], [12][34], [23][41], [123], [234], [412]},
b = [13] et a ∈ {[13], [24], [12], [123], [234], [12][34]},
b = [123] et a ∈ {[123], [234], [12][34]},
b = [23][41] et a ∈ {[23][41], [13], [123], [12][34]}.

(b) Afin de prouver aCb ⊂ Ca pour toutes les paires avides (a, b) avec a 6= δ, il suffit de le
faire pour un seul représentant de chaque Aut(B+

n )-orbite (par exemple, chacun de la
liste de (a)).

Preuve.
(a) Rappelons que pour n = 4, les éléments de Q sont donnés par (3.9). La liste don-

née dans le lemme est obtenu en testant la définition d’avidité (greediness) sur toute paire
dans Q2, à automorphisme prés de B+

n . La caractérisation concrète des formes avides donnée
dans la Proposition 2.4(3) va être utile. On va donner plusieurs exemples. La seule direc-
tion qu’on va faire est qu’aucune paire avide est en dehors de la liste. A titre d’exemple,
([124], [23][41]) n’est pas avide car [124][23][41] = [1234][41]. Dans l’approche de la Proposi-
tion 2.4(3), on pose (ij) = (23). La paire ([23][41], [123]) n’est pas avide car ([23][41], [123]) =
[23][41][31][12] = [1234][12]. Ou on pose (ij) = (13). La paire ([34], [13]) est avide. Mais elle
n’est pas oubliée dans la liste parceque en conjuguant par δ2 la transforme à ([12], [13])
laquelle est dans la liste.

(b) Rappelons que la conjugaison dans Bn par δ définit un automorphisme de B+
n , lequel

engendre Aut(B+
n ) comme monoïde. De plus, Aut(B+

n ) préserve l’ensemble des formes avides.
Soit (a, b) une forme avide satisfaisant aCb ⊂ Ca. Montrons que la forme avide (δaδ−1, δbδ−1)
a la même propriété. On a

ρ∗(δaδ−1) = ρ∗(δ)ρ∗(a)ρ∗(δ)−1 = γ∗ρ
∗(a)γ−1

∗ .

En posant q = 0, on trouve ρ∗0(δaδ−1) = γ∗ρ
∗
0(a)γ−1

∗ . Donc

δaδ−1Cδbδ−1 = ρ∗0(δaδ−1)γ∗Cb = (γ∗ρ∗0(a)γ−1
∗ )γ∗Cb

= γ∗(ρ∗0(a)Cb) ⊂ γ∗Ca = Cδaδ−1 .
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La première et la dernière égalité découlent de la Proposition 3.6. Ceci finit la preuve de (b).

Théorème 3.10.
Pour n = 4 et 0 < t < 1, les cônes convexes {Cx / x ∈ Q} définis dans (3.6)−(3.8) satisfont
la Conjecture Principale 3.2. En particulier (par le Théorème 3.4) V est un B4-module fidèle
(i.e., la représentation ρ est fidèle), et la relation avec la longueur de Charney énoncée dans
le Théorème 3.4 est satisfaite.

Preuve.
Montrons (1) de la Conjecture Principale 3.2. D’après le Lemme 3.8, la Proposition 2.3

et la Proposition 3.6 le cône Cx est non-vide, et chaque x ∈ Q est déterminé par {y ∈ Q1 :
y ≤ x}. Supposons que ∑ aijuij ∈ Cx ∩Cy. Alors pour tous i, j avec 1 ≤ i < j ≤ n, on a par
définition de Cz

[ij] ≤ x⇐⇒ aij = 0⇐⇒ [ij] ≤ y.

D’où x = y. Ceci montre que les Cz sont disjoints. La preuve de (1) de la Conjecture
Principale 3.2 est terminée.
Maintenant, montrons (2) de la Conjecture Principale 3.2. On doit montrer que aCb ⊂ Ca

pour toute paire avide (a, b) ∈ Q × Q. Si a = δ ceci découle immédiatement de l’égalité
ρ∗0(δ) = 0 (voir le Lemme 3.3) et Cδ = {0}. Le Lemme 3.9(b) réduit le nombre des paires
avides. En effet, il suffit de considérer les cas (disjoints) suivants :

1erCas : a = b, a ∈ {1, [12], [13], [23][41], [123]},
2eCas : b = 1, a ∈ {[12], [13], [123], [12][34]},
3eCas : b = [12], a ∈ Q2\{[341]},
4eCas : b = [13], a ∈ Q2\{[23][41]},
5eCas : b = [123], a ∈ {[234], [12][34]},
6eCas : b = [23][41], a ∈ {[13], [123], [12][34]},
7eCas : a = [23], b = [12],
8eCas : a = [12], b = [13],
9eCas : a = [24], b = [13],
10eCas : a = [24], b = [12].

On verra que la supposition t 6= 1 est utilisé seulement dans le 10eCas, c’est dans la preuve
de (3.24).
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Les calculs seront plus faciles si on dispose des matrices de ρ∗0(x) (x ∈ Q\{1, δ}). Elles
peuvent être trouver dans la Figure 3.1.

Figure 3.1 – Les matrices de ρ∗0(x) respectivement à (u12, u13, u14, u23, u24, u34)

1erCas : a = b. Soit v ∈ Ca. En utilisant le Lemme 3.8 et les matrices dans la Figure
3.1, on a av = v. Pour tout n et tout a ∈ Q, v ∈ Ca, on a av = v. De plus on a la relation
(ρ0a)2 = ρ0a. Il découle que av ∈ Ca i.e., aCa ⊂ Ca. Ceci finit le 1erCas.

2eCas : b = 1 et a ∈ {[12], [13], [123], [12][34]}. Rappelons que C1 = R∗+v, où v =
(1, 1, p, p, p, p2). On doit montrer que av ∈ Ca. Si a = [12], alors (utilisant les matrices
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dans la Figure 3.1) av = (1, 1, 1, p, p, 0), lequel on voit immédiatement qu’il est dans C[12],
d’après le Lemme 3.8.
Si a = [13], alors av = (1, 3 − p, 1, 1, 0, p2) = (x2, z2, x2, y2, 0, ty2) tel que x = 1 , y = 1 ,
z = (3− p) 1

2 . On voit immédiatement que ce vecteur est dans C[13], d’après le Lemme 3.8.
Si a = [123], alors av = (1, 1, 1, 0, 0, 0) ∈ Ca.
Si a = [12][34], alors av = (0, 1, 1, 1, 1, 0) ∈ Ca. Ceci finit le 2eCas.

3eCas : b = [12] et a ∈ Q2\{[341]}. Soit v ∈ Cb. Posons v = ∑
cijuij. Alors c34 = 0 et

cij > 0 si (i, j) 6= (3, 4). D’après les matrices dans la Figure 3.1 et l’hypothèse `(a) = 2, il
découle qu’il existe un unique 1 ≤ k < ` ≤ n avec auk` 6= 0. Donc av = ck`(auk`). D’après
l’hypothèse a 6= [341] il découle que [k`] 6= [34], d’où ck` > 0. D’après le Lemme 3.8(c), Ca
égale R∗+ fois l’unique colonne non-nul de ρ∗0(a), i.e., Ca = R∗+auk`. Donc av ∈ R∗+auk` = Ca.

4eCas : b = [13] et a ∈ Q2\{[23][41]}. De la même manière que le 3eCas.

5eCas : b = [123] , a ∈ {[234], [12][34]}. Alors par Lemme 3.8(b), on a Cb = R∗+v où
v = (1, 1, 1, 0, 0, 0). Si a = [234] alors av = (0, 0, 1, 0, 1, 1) ∈ Ca. Si a = [12][34] alors
av = (0, 1, 1, 1, 1, 0) ∈ Ca. Ceci finit le 5eCas.

6eCas : b = [23][41] , a ∈ {[13], [123], [12][34]}. Alors d’après le Lemme 3.8(c), on a
Cb = R∗+v où v = (1, 1, 0, 0, t, t). Si a = [123] alors av = (1, 1, 1, 0, 0, 0) ∈ Ca. Si a = [12][34]
alors av = (0, 1, 1, 1, 1, 0) ∈ Ca. Supposons que a = [13]. Alors av = (1, 3 + t, 1, 1, 0, t) =
(x2, z2, x2, y2, 0, ty2) où x = y = 1, z = (3 + t) 1

2 . Par Lemme 3.8(e), on a av ∈ Ca si et
seulement si (B1) : x ≤ py + z et (B2) : y ≤ px + z et (B3) : z ≤ x + y. Ces égalités sont
vérifiées immédiatement, d’où la preuve de av ∈ Ca. Ceci finit le cas a = [13] et ainsi la
preuve du 6eCas.
Rappelons que γ∗ ∈ GL(U) est défini par ρ∗(δ) = q2γ∗. IL sera utile d’avoir les matrices de
γ∗ et de son inverse.
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482 D. Krammer

Case 5: b = [123], a ∈ { [234], [12][34] }. Then by 6.4(b) Cb = R>0v
where v = (1, 1, 1, 0, 0, 0). If a = [234] then av = (0, 0, 1, 0, 1, 1) ∈ Ca.
If a = [12][34] then av = (0, 1, 1, 1, 1, 0) ∈ Ca. This finishes Case 5.

Case 6: b = [23][41], a ∈ { [13], [123], [12][34] }. Then by the remark
in 6.4(c), Cb = R>0v where v = (1, 1, 0, 0, t, t). If a = [123] then av =
(1, 1, 1, 0, 0, 0) ∈ Ca. If a = [12][34] then av = (0, 1, 1, 1, 1, 0) ∈ Ca.
Finally, suppose a = [13]. Then av = (1, 3 + t, 1, 1, 0, t) = (x2, z2,
x2, y2, 0, ty2) where x = y = 1, z = (3 + t)1/2. By 6.4(e), we have
av ∈ Ca if and only if (B1): x ≤ py + z and (B2): y ≤ px + z and (B3):
z ≤ x + y. These inequalities are readily verified, thus proving av ∈ Ca.
This finishes the case a = [13] and thereby Case 6.

Recall γ∗ ∈ GL(U) defined by ρ∗(δ) = q2 γ∗. It will be useful to have the
matrices of γ∗ and its inverse at hand:

γ∗ =

1

1

t

1

t

t

, tγ−1
∗ =

1

1

1

t

t

t

.

Case 7: a = [23], b = [12]. Let v ∈ Cb. Then by 6.4(d), v is of the form
(x2, y2, y2, z2, z2, 0), where x, y, z ∈ R satisfy the inequalities

x ≤ y + p−1z, (A1)
y ≤ x + z, (A2)
z ≤ px + y, (A3)

and x, y, z > 0. We find av = (x2, x2, y2, 0, z2, z2), tγ−1∗ av = (y2, z2, z2,

tx2, tx2, 0). By 6.2, we have γ−1∗ Ca = γ−1∗ C[23] = Cδ−1[23]δ = C[12]. The
desired result av ∈ Ca is therefore equivalent to tγ−1∗ av ∈ C[12]. By 6.4(d),
this is equivalent to

0 < x, y, z,
y ≤ z + x,
z ≤ y + px,

px ≤ py + z,

which thus remain to be proved. Indeed, x, y, z were assumed to be positive.
The last three inequalities are readily seen to be equivalent to, respectively,
our assumptions (A2), (A3), (A1). This shows that aCb ⊂ Ca (and even
aCb = Ca).

Figure 3.2 – Les matrices de γ∗ et tγ−1
∗

7eCas : a = [23] , b = [12]. Soit v ∈ Cb. Alors par Lemme 3.8(d), v est de la forme
(x2, y2, y2, z2, z2, 0), tel que x, y, z ∈ R∗+ satisfont les inégalités

x ≤ y + p−1z, (A1)

y ≤ x+ z, (A2)

z ≤ px+ y. (A3)

On trouve av = (x2, x2, y2, 0, z2, z2) , tγ−1
∗ av = (y2, z2, z2, tx2, tx2, 0). Par la Proposition 3.6

on a γ−1
∗ Ca = γ−1

∗ C[23] = Cδ−1[23]δ = C[12]. Le résultat désiré av ∈ Ca est donc équivalent à
tγ−1
∗ av ∈ C[12]. Par le Lemme 3.8(d), ceci est équivalent à

0 < x, y, z,

y ≤ z + x,

z ≤ y + px,

px ≤ py + z,

lesquelles donc reste à prouver. En effet, x, y, z son supposés positifs. Les autres trois in-
égalités sont équivalentes ,respectivement, aux hypothèses (A2),(A3),(A1). Ceci montre que
aCb ⊂ Ca (et même aCb = Ca).

8eCas :a = [12] , b = [13]. Soit v ∈ Cb. Alors par le Lemme 3.8(e), v a la forme
(x2, z2, x2, y2, 0, ty2) avec

x ≤ py + z, (B1)

y ≤ px+ z, (B2)
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z ≤ x+ y, (B3)

et x, y, z > 0. Alors av = (x2, z2, z2, y2, y2, 0). Encore, on sait déjà que x, y, z sont positifs.
Par conséquent, par le Lemme 3.8(d), on a av ∈ Ca si et seulement si

x ≤ z + p−1y,

z ≤ x+ y,

y ≤ px+ z.

La deuxième inégalité est équivalente à (B3). La troisième inégalité est équivalente à (B2).
La première inégalité est une conséquence de (B1) et le fait que 0 < p < 1 et y > 0. Ceci
prouve aCb ⊂ Ca et finit le 8eCas.

9eCas : a = [24] , b = [13]. Soit v ∈ Cb. Alors v a la forme (x2, z2, x2, y2, 0, ty2) avec (B1),
(B2), (B3) et x, y, z > 0. On trouve av = (t−1y2, 0, x2, y2, u, x2) où

u = (1− t)(x2 + y2) + tz2. (3.16)

On note γ∗Ca = γ∗C[24] = C[13], de sorte que le résultat désiré av ∈ Ca est équivalente à
γ∗av ∈ C[13]. On trouve γ∗av = (y2, u, y2, x2, 0, tx2). Par Lemme 3.8(e), γ∗av ∈ C[13] si et
seulement si

0 < u, (3.17)

x ≤ py + u
1
2 , (3.18)

y ≤ px+ u
1
2 , (3.19)

u
1
2 ≤ x+ y. (3.20)

L’inégalité (3.17) découle immédiatement de (3.16) et les suppositions 0 < t ≤ 1 et x, y, z > 0.
Notons que les suppositions (B1), (B2), (B3) et les résultats (3.17)−(3.20) sont symétriques
par rapport à x et y, puisque a et b les deux commutent avec δ2. Donc, on peut supposer
x ≤ y. Par (B2) on a 0 ≤ y − px ≤ z, d’où

(y − px)2 ≤ z2. (3.21)
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Il découle que

u− (y − px)2 = (1− t)(x2 + y2) + tz2 − (y − px)2 ≥

≥ (1− t)(x2 + y2) + t(y − px)2 − (y − px)2

= (1− t)((x2 + y2)− (y − px)2)

= (1− t)((x2 + y2)− (y2 − 2pxy + p2x2))

= (1− t)((1− p2)x2 + 2pxy) ≥ 0.

où dans la première inégalité on a utilisé (3.21). Il découle que u 1
2 ≥ y − px. Ceci prouve

(3.19). L’inégalité (3.18) est une conséquence directe de (3.19) et x ≤ y. De (B3) on trouve
0 ≤ z ≤ x+ y, d’où

z2 ≤ (x+ y)2. (3.22)

On trouve

u− (x+ y)2 = (1− t)(x2 + y2) + tz2 − (x+ y)2 ≤

≤ (1− t)(x2 + y2) + t(x+ y)2 − (x+ y)2

= (1− t)(x2 + y2 − (x+ y)2) = (1− t)(−2xy) ≤ 0,

où dans la première inégalité on a utilisé (3.22). Puisque x+y ≥ 0, il découle que u 1
2 ≤ (x+y),

d’où la preuve de (3.20). La preuve du 9eCas est finie.

10eCas : a = [24] , b = [12]. Soit v ∈ Cb. Alors v est de la forme (x2, y2, y2, z2, z2, 0), avec

x ≤ y + p−1z, (A1)

y ≤ x+ z, (A2)

z ≤ px+ y, (A3)

et x, y, z > 0.
On trouve av = (t−1z2, 0, y2, z2, u, y2) où

u = −tx2 + (1 + t)y2 + 2z2. (3.23)

Puisque γ∗Ca = γ∗C[24] = C[13] par la Proposition 3.6, le résultat désiré av ∈ Ca est équivalent
à γ∗av ∈ C[13]. On a γ∗av = (z2, u, z2, y2, 0, ty2), lequel, par le Lemme 3.8(e), est inclut dans
C[13] si et seulement si

0 < u, (3.24)
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z ≤ py + u
1
2 , (3.25)

y ≤ pz + u
1
2 , (3.26)

u
1
2 ≤ z + y. (3.27)

Montrons les inégalités (3.24)−(3.27).
De (A1), on trouve 0 ≤ px ≤ py + z, donc

tx2 ≤ ty2 + 2pyz + z2. (3.28)

il découle que

u− (z − py)2 = (−tx2 + (1 + t)y2 + 2z2)− (z2 − 2pyz + ty2)

= −tx2 + y2 + 2pyz + z2 ≥ −tx2 + ty2 + 2pyz + z2 ≥ 0,

où dans la dernière inégalité, on utilisait (3.28). Quelque soit le signe de z − py, il découle
que u ≥ 0 et z − py ≤ u

1
2 . L’inégalité (3.25) est prouvée.

Preuve de (3.26). On a

u− (y − pz)2 = (−tx2 + (1 + t)y2 + 2z2)− (y2 − 2pyz + tz2) =

= −tx2 + ty2 + 2pyz + z2 + (1− t)z2 ≥ (1− t)z2 ≥ 0,

où dans la première inégalité, on utilisait (3.28). Quelque soit le signe de y − pz, il découle
que y − pz ≤ u

1
2 . Ceci prouve (3.26).

Preuve de (3.24). Rappelons que nous avons déjà prouvé u ≥ 0. Combinant (3.25) et
(3.26), on obtient (1− p)(y + z) ≤ 2u 1

2 . Puisque 0 < p < 1 et y, z > 0, il découle que u > 0.

Preuve de (3.27). On a

(y + z)2 − u = (y2 + 2yz + z2)− (−tx2 + (1 + t)y2 + 2z2) = tx2 − ty2 + 2yz − z2. (3.29)

On considère deux cas, y ≤ z ou z ≤ y. Premièrement si y ≤ z. Alors (A3) implique
0 ≤ z − y ≤ px. D’où (z − y)2 ≤ tx2, donc le côté droit de (3.29) est au moins

(z − y)2 − ty2 + 2yz − z2 = (1− t)y2 ≥ 0.
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Combinant avec (3.29), il découle que (y + z)2 − u ≥ 0, d’où (3.27).
Supposons que z ≤ y. Alors (A2) nous donne 0 ≤ y − z ≤ x, d’où (y − z)2 ≤ x2. Donc le
côté droit de (3.29) est au moins

t(y − z)2 − ty2 + 2yz − z2 = (1− t)(2yz − z2) = (1− t)z(y + (y − z)) ≥ 0,

car 1− t, z, y, y − z sont positifs. L’inégalité (3.27)s’obtient comme ci-dessus. Le 10eCas est
fini et donc la preuve du théorème.
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ملخّص
ولـكنه بيرو تمثيل هو تمثيل أقدم الضفائر. زمر تمثيل بدراسة تعنى المذكرة هذه
الضفائر زمر يُحولِّ الذي كرامر تمثيل يف بتعر العمل هذا في سنهتم كما وفَيِّ. غير
في معاملات وذات للقلب القابلة m × n المربعة المصفوفات زمرة إلى Bn

ونبينِّ m = n(n − 1)/2 حيث متغيرين ذات للوران الحدود كثيرات حلقة
.n = 4 أجل من وفيّ التمثيل هذا أنَّ

Résumé
Ce mémoire porte sur l'étude des représentations des groupes de tresses.

La plus classique est la représentation de Burau qui a l'inconvénient de
ne pas être fidèle. Dans ce travail, on définit la représentation de Kram-
mer qui envoie le groupe Bn dans le groupe des matrices inversibles de
taille m × n, où m = n(n − 1)/2 dont les coefficients sont des po-
lynômes de Laurent à deux variables, et on montre qu'elle est fidèle
pour n = 4.

Summary
This memory deals with the study of the representations of the braid

groups. The most classical one is the Burau representation which has the
disadvantage of not being faithful. In this work , we define the Kram-
mer’s representation which sends the group Bn in the group of the in-
vertible matrices of size m×m, where m = n(n− 1)/2, and whose
coefficients are Laurent polynomials with two variables, and we show
the faithfulness of this representation for n = 4.
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