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Introduction

Le groupe de tresses sur n brins introduit par Emile Artin en 1925 est un outil pour
étudier les noeuds et les entrelacs, a cause du théoreme d’Alexander qui dit que tout noeud
ou entrelacs peut s’obtenir d’une tresse par le biais d’une certaine opération de fermeture.
En dehors de la théorie des noeuds, la notion de tresse est apparue dans plusieurs domaines
de mathématiques et de physique telles que la géométrie algébrique, les algebres d’opérateurs
en mécanique quantique, robotique, etc ...(voir [BB05] pour plus de détails).

Le groupe de tresses a plusieurs interprétations, par exemple, comme le groupe de tresses
géométriques dans R?, comme le groupe fondamental de certain espace de configurations,

comme sous groupe d’un groupe d’automorphismes d’un groupe libre, etc ....

Un groupe est dit linéaire s’il admet une représentation fidele dans un groupe de matrices.
le probléeme de linéarité des groupes de tresses revient en 1936 quand Burau [Bur36] découvre
une représentation de B,,, qui depuis porte son nom. Cette représentation envoie le groupe
B,, dans le groupe des matrices inversibles de taille n x n a coefficients dans I’anneau des po-
lyndmes de Laurent Z[t, t7!]. C’est la premiére représentation non triviale connue du groupe
de tresses pour laquelle ont été démontrés des résultats de fidélité, malheureusement elle a
I'inconvénient de ne pas étre fidele pour n > 5. Elle donne lieu au premier des invariants

polynomiaux des nceuds, le polynéme d’Alexander.

En 2000, Krammer [Kra00] a défini une nouvelle représentation de groupes de tresses qui
envoie B, dans le groupe des matrices inversibles de taille m x m, o m = n(n —1)/2, dont
les coefficients sont dans I’anneau des polynomes de Laurent Z[g*!, t*!]. La finalité de ce

mémoire est de montrer que cette représentation est fidele pour n = 4.
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Ce mémoire est composé de trois chapitres. Dans le premier, nous donnons les différentes
définitions équivalentes des groupes de tresses, par générateurs et relations, et trois interpré-
tations géométriques : via les tresses géométriques a n brins, via ’espace de configuration a
n points dans le plan, et via le groupe d’homéomorphismes du disque dans R? avec n points
distingués. Finalement nous identifions le groupe des tresses avec le groupe de difféotopies.
Dans le deuxieme chapitre nous citons deux représentations des groupes de tresses, de Bu-
rau et de Krammer. Nous étudions la fidélité de la représentation de Burau, ensuite nous
allons introduire la représentation de Krammer par une nouvelle interprétation de groupe
de tresses. Le troisieme chapitre sera consacrer a 1’étude de la fidélité de la représentation

de Krammer pour n = 4.



Chapitre 1
Définitions et préliminaires

Ce chapitre regroupe les différentes définitions équivalentes des groupes de tresses, comme
groupe d’automorphismes d’un groupe libre, comme groupe de difféotopies d'un disque
épointé, comme groupe fondamental d’un espace de configuration a n points dans le plan.

Dans tout ce mémoire I désigne Uintervalle [0, 1], D un disque fermé dans R2.

1.1 Groupes de tresses

1.1.1 Tresses géométriques

Définition 1.1.

On appelle tresse géométrique a n brins b la réunion de n courbes dans R* x [0;1] appelées
brins de b reliant les points (1,0,0), ..., (n,0,0) auz points (1,0,1),...,(n,0,1) et coupant en
n points chaque plan horizontal R* x {t} avec t € I = [0;1].

Deux tresses géométriques a n brins b et b’ sont isotopes s’il existe une suite continue
de tresses géométriques a n brins by (s € I) tel que by = b et by = ¥V, i.e., §'il existe une
application continue F' : bx I — R? x I tel que pour tout s € I, 'application F, : b — R? x |
qui fait correspondre a p € b 1’élément F'(p, s) est un plongement, son image est une tresse
géométrique a n brins, Fy = id et Fy(b) =1'.

On appelle tresse a n brins une classe d’équivalence de tresses géométriques a n brins vis-
a-vis de l'isotopie. Si b est une tresse géométrique, on note par [b] sa classe d’équivalence

vis-a-vis de l'isotopie.

Etant donné deux tresses géométriques b et b'. On définit le produit bb' comme étant

Pensemble des points (p,t) € R? x I tels que (p,2t) € bsi 0 <t < 1et (p,2t—1) €l si
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% <t < 1. D’une autre facons, bb’ est la tresse géométrique obtenu en placant b’ au-dessus
de b et en comprimant.

Le groupe de tresse B, est l’ensemble des tresses a n brins muni du produit donné par

[b] ['] = [bb] .

1.1.2 Diagrammes de tresses

Un diagramme de tresse a n brins est un ensemble D C R x [ qui est la réunion de n

courbes appelées les brins de D qui vérifient les trois conditions suivantes :
1. Chaque brin est homéomorphe a I'image de l'intervalle I par la projection R x I — I.
2. Chaque point de 'ensemble {1,...,n} x {0, 1} est I'extrémité d’un unique brin.

3. Chaque point de R x [ appartient a au plus deux brins. A chaque point d’intersection
de deux brins qu’on appelle "point double", ces brins sont transverses. On indique le

brin passant sous I’autre par une légere discontinuité du trait.

Chaque diagramme de tresse représente une classe d’isotopie de tresses géométriques. Deux
diagrammes de tresses proviennent d’une méme tresse si et seulement si on peut passer de

I'un a l'autre par une suite finie de mouvements, dits de Reidemeister de type I, I1 et I11.

el Y

Aa
RRaie
1N !

1.2 Générateurs et relations

Le groupe de tresses B,, peut étre présenté par générateurs et relations. Les générateurs

sont o1, ...,0,_1, les relations entre les générateurs sont :



1.2 Générateurs et relations 7

1. o,0; =0j0;si|j—i] > 2.
2. 0;0,410; = 0410;0;41 pour ¢ = 1,..,n — 2.

La deuxieme relation est appelé relation de tresse.

A chaque générateur on associe une tresse géométrique. On fait correspondre au générateur
o; la tresse géométrique a extrémités dans {1,...,n} x {0, 1} dont tous les brins sont verticaux

sauf pour les brins ¢ et ¢ + 1 qui se croisent, le brin ¢ passant sous le brin ¢ 4 1.

1 1—1 7 141 142 n

FIGURE 1.2 — Le générateur o;

Soit S, le groupe des permutations de 'ensemble {1,2,...,n}. On associe a chaque généra-
teur o; de B, la transposition s;, ou s; permute 7 et ¢ + 1 et laissant fixe les autres éléments
de {1,2,...,n}. Ceci nous permet de définir un homomorphisme de groupes 7 : B, — S,

appelé projection.

Définition 1.2.
Le noyau de la projection naturelle © : B, — S, est appelé groupe de tresses pures

noté par P,, P, = ker(m: B, — S,).

On appelle tresse positive toute tresse représentée par des mots de tresses qui ne contient
pas des lettres de la forme o; '. L’ensemble des tresses positives sera noté B; .
B;f muni du produit des tresses est un monoide. En 1969, Garside a montré que la présen-

tation ci-dessus ne définit non seulement le groupe B,,, mais elle définit aussi le monoide

Br.
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1.3 Espaces de configurations

Soit M une variété connexe de dim > 2 éventuellement avec bord. L’ensemble
Fu(M) = {(ur,ug,...;un) € M X M x ... x M/ w; #u; pourtout i+#j}

est appelé 'espace de configuration de n-uplets ordonnés de n points distincts de M.
On appelle groupe de tresses pures de M a n brins le groupe fondamental 7 (F,(M)).
On fixe un nombre fini m > 0 de points @Q,, C M=M-— OM, et on note

]:m,n(M) = fn(M - Qm)

Il est claire que Fo (M) = Fn(M) et F1(M) = M — Q. Le groupe symétrique S, agit sur
Fmn(M) par permutation des coordonnées. L'espace quotient C, (M) = Fpn(M)/S,, est
appelé I'espace de configuration de n-uplets non-ordonnés de n points distincts de M — @),,.

On appelle groupe de tresses de M — @, a n brins le groupe fondamental 7 (C,y,,(M)).

Théoreme 1.1.
(1) B = m(Fn(R?))
(2) B, = m1(Con(R?),q) ot q est le point de Cy,,(R?) représenté par ’ensemble
{(1,0),(2,0),...,(n,0)} C R2
Preuve.
(1) L’isomorphisme est obtenu en associant a chaque tresse géométrique pure b le chemin
B: I — F,(R?) défini par B(t) = (ui(t), ..., un(t)) tel que le i brin de b intersecte le plan
R? x {t} au point (u;(t),t) pour tout i = 1,...,n. Ce chemin a comme origine et extrémité le
point ((1,0),(2,0),...,(n,0)).
(2) A chaque tresse géométrique b’ on associé le lacet a : I — Cp,(R?) défini par
a(t) = b tel que by x {t} =V N (R? x {t}). O

1.4 Automorphismes de tresses de groupes libres

Nous donnons la définition de groupe de tresses comme groupe d’automorphismes d’un

groupe libre sur n générateurs. Soit F), un groupe libre sur z1, s, ..., Tp.

Définition 1.3.
On dit qu’un automorphisme ¢ de F, est un automorphisme de tresses s’il vérifie les deux

conditions suitvantes :
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(i) 1l existe une permutation p de l'ensemble {1,2,...,n} telle que p(zy) et conjugué dans
Fy, a x,m) pour tout k € {1,2,...,n}.

(7i) p(x129...2,) = T1T9... 2.

On note I’ensemble des automorphismes de tresses de F, par B,. Remarquons qu’un au-
tomorphisme de F), est totalement déterminé par son action sur les générateurs x, xo, ..., .
D’apres la définition, I'inverse d’un automorphisme de tresses et la composition des auto-
morphismes de tresses sont aussi des automorphismes de tresses. D’ott B,, muni de la loi de

composition ) = ¢ o 1) pour tout ¢, € B, est un groupe.

Exemple 1.4.1.
Les deux automorphismes de F}, suivants définissent deux automorphismes de tresses de F),

mutuellement inverses &; et &; ' pour i = 1,2, ....,n — 1

Tkl stk =1, xkxkﬂx;l stk =1,
Oi(xn) = o wpime sik=i+1, ; 7 wp) = 2y sik=1i+1,
Ty sinon. Tk sinon.
ok =1
G0 6; H(w) = .07 () = Gilwnrpnay ) = 6i(wr)Gi(wr)[6s()]
= Tp1 Ly TRThs1 Ty = T
o; ' o Gi(w) = &7 (i) = 67 H(wrn) =
ok =1+4+1:
G; 06, (x) = 6:(6; " (w)) = Gi(2h11) = .
67 ' o 6y(wy) = &7 Hay wrmawy) = (67 ()] 70 (2k-1)67 (k)
= 35;_11%—1551«!1?,;_11%—1 = Tk.
ok AikAi+1:

Théoréme 1.2.
Soit M une variété connexe de dim > 2 éventuellement avec bord. L’ application P : F, ,,(M) —
Fonr (M) défini par P(uy, ug,...;un) = (ug,ug, ..., u,) ot 1 <1 < n, est un fibré localement

trivial de fibre Fopirn—1(M).
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Preuve.

homéo

U X Fonsrmr (M) —2=2 P=YU) € Fyn(M)
lp fibré
U C For(M)

On considére pour un certain point base u® = (49, ...,u?) dans F,, (M) la fibre

P—1<u0) - {(u(l), ...,u?,yHl, s Yn) € Frnn(M)/

ul, ., ul, Yry1, .., yn  sont distinets dans M — Q,, }.

Si on choisit @1, égale & Q,, U {u?,...,ul}, alors
Fonirmn-1(M) = {(Yrs1, s Yn)/Yri1,s -, Yo sont distincts et dans M — Qpir -

Donc il existe un homéomorphisme % : Fpy iy (M) — P71, ..., u?) définit par

h(yT+17 e y”’l) = (u(1)7 R ug’ yT+17 et yn)

Nous donnons la preuve de la trivialisation locale de P seulement dans le cas r = 1. Fixons
un point xg € M — Q,, = Fa(M) = Fop. Ajoutons un autre point ¢,,+1 a 'ensemble
@ pour former ),,+1. Prenons un homéomorphisme f : M — M qui fixe @),,, comme
ensemble (i.e., f(Qm) = Qm), tel que f(¢mn+1) = xo. Soit U un voisinage de xy dans M — Q,,
homéomorphe & une boule ouverte et soit U la fermeture de U. Définissons une application
§:U x U — U avec les propriétés suivantes :

(1) 0, : U — U définie par 0, (y) = 6(u,y) est un homéomorphisme qui fixe OU.

(17) 0, (u) = xo.

Selon (4), 'application @ peut étre prolonger a 6 : U x M — M en définissant 0(u,y) = y
pour y ¢ U. L’homéomorphisme cherché et son inverse

U % Frsia1 (M) == P7(U)

p

sont donnés par

(U, g, ..oy tn) = (u, 0, f(ug), ... 0, Fun)),
0w, ug, oy un) = (u, 0, (ug), o, 01 F ).

Définition 1.4.

On appelle homomorphisme oubliant toute application f, : P, — P,_1, pour chaque
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n > 2, définie comme suit : a chaque élément de P, représenté par une tresse géométrique
b, ot le i®™ brin de b relie (i,0,0) a (i,0,1) pouri =1,2,...,n, on associé la tresse f,(b) a

n — 1 brins obtenue a partir de b en oubliant le n°™¢ brin.

Il est clair que si b et b’ sont isotopes, alors f,(b) et f,(b') sont aussi isotopes et donc f;,

est une application bien définie.

Remarque 1.4.1.

e f, est un homomorphisme de groupe (d’apres la définition de la multiplication des tresses
géométriques).

e f,o0i=1dp, _, oui est I'inclusion naturelle i : P, — P,_;.

e [’homomorphisme f, est surjectif.

Pour n > 2, on pose U,, = ker(f, : P, — P,_1). Notons que puisque f,, a une section,
alors P, est isomorphe au produit semi-direct de P, par U,. Chaque tresse pure g € P,
peut étre développer uniquement sous la forme g = i(5')3, avec ' € P, et p, € U,. Ici
B = fn(B) et B, =i(B)'B. En appliquant ce développement inductivement, on conclut que

[ peut étre écrite uniquement sous la forme

B = B203P4..Bn, (1.1)

ou ; CU; C P; C P, pour j =2,3,...,n. L’écriture (1.1) est appelée la forme normale de
B [Bir01].

Posons, pour 1 <1 < j < n,

_ 2 _—1 -1
Aij =04-10j-2...01410; Ji+1"'0j—1'

FIGURE 1.3 — Diagramme de tresse de A; ;
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Il est claire que A;,, € U, pour t =1,2,...,n — 1.
Rappelons qu'une variété connexe M est asphérique si son revétement universel est contrac-

tile, ou de fagon équivalente, ses groupes d’homotopies m;(M) s’annulent pour tout i > 2.

Lemme 1.3.

Pour tout m > 0; n > 1 la variété F,, ,(R?) est asphérique.

Preuve.
On considere le fibré F,, ,(R?) — Fn1(R?) = R? — Q,, de fibre F,,1 1, 1(R?) définie

ci-dessus. La chaine d’homotopie de ce fibré donne une chaine exacte
e — 7TZ‘+1(R2 — Qm) — Wi(fm+17n_1<R2>> — Wl(fm,n(]R2)) — 7TZ'(R2 — Qm) e

On observe que R? — @,, contient le cale de m cercles comme une déformation rétractée.
Le cale des cercles est asphérique puisque son revétement universel est un arbre est par
conséquent il est contractile. Donc, R? — @Q,, est asphérique de sorte que m;(R? — Q,,) = 0

pour ¢ > 2. On conclut que pour tout i > 2,

7 Frnn (B) 2 7, Frng 101 (B2)).

]
Théoreme 1.4.
Pour tout n > 2, le groupe U, est libre sur les (n — 1) générateurs {A;n}i=1. n-1
Preuve.
En appliquant le Théoréme 1.2 sur M = R2, on obtient le fibré localement trivial
P Fo(R?*) — F,,_1(R?) de fibre F,,_1 1(R?). Ceci donne une suite exacte courte
P
1 — 1 (Fro11(R?) — m(Fu(R?) -5 m(Foi(R?)) — 1 (1.2)

ol on utilise la trivialisation de 7o (F,_1(R?)) (d’apres le Lemme 1.3) et la trivialisation de
7o(Fn_11(R?)) ( puisque F,,_;11(R?) est connexe).
Puisque m(F,(R?)) = P, et m(Fn-1(R?)) = P,_1, alors 'homomorphisme Py peut étre

identifier avec ’lhomomorphisme oubliant f,, : P, — P, _1. Donc (1.2) prend la forme

1 — m(Fo1a(R2) — P I Py — 1 (1.3)
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Yy (1,0) (4,0) (n—1,0) n.0)
ap = (n,

FIGURE 1.4 — Les générateurs z1, ..., x,_1 de m (R* — Q,_1, ao)

Pour calculer 71(F,_11(R?)) = m(R* — Q,_1), on prend comme @, ; C R? I'ensemble
{(1,0),(2,0),...,(n —1,0)} et on prend ag = (n,0) comme point base de R? — @Q,,_;. Claire-
ment, le groupe 7 (R* — Q,,_1, ag) est libre de rang n — 1 engendré par les générateurs libres
X1, ..., Tp_1 indiqué dans la figure suivante

L’homomorphisme 71 (F,_11(R?)) — P, = m(F,(R?)) dans (1.3) est induit par I'inclu-
sion R? — Q,—1 = F,_11(R?) — F,(R?) qui associé au point a € R? — Q,,_; l'uplet de n
points ((1,0),(2,0),...,(n —1,0); a). En comparant les Figures 1.3 et 1.4, on observe que cet
homomorphisme envoie z; sur A;, pour tout i. Maintenant, la suite exacte (1.3) nous donne

le Théoreme 1.4. O]

Corollaire 1.5.
Pour i =1,2,...,n, Uenlévement du i°™¢ brin définit un homomorphisme de groupes

[t P, — P,. Le noyau de f' est un groupe libre de rang n — 1 avec les générateurs libres

Al,’i? ceey Aifl,h A/L'J'Jrl, ceny Ai,n-

Preuwve.

On pose i, = 0p_10p—2...0;.

-------

1+1 142

FIGURE 1.5 — Diagramme de tresse de «;,,

n—1 n
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On remarque que pour chaque 8 € B, l'enlévement du n®"® brin de ;o L produit la

tresse
1n71fé(ﬁ)1nfl-
Alors, fi(8) = fulainBa;,y). Do f, = f7. Donc ker fi = oy, (ker fo)ain = oy Upcty .

En utilisant le Théoreme 1.4 et en remarquant que la conjugaison par a;, 1 transforme
I'ensemble {A;,};—1 n—1 & l'ensemble {Ay,, ..., A;i_1,, Aiit1,...., Ain}, car on a pour tout

1<i<ji<k<n,
-1 -1
OéngAi’jOéng = Ai,k et ai,kAi,jO%k = Aij,
on obtient le résultat. ]

Théoreme 1.6.
L’application & : B, — B, définie par £(o;) = 4, pour i = 1,2,...n — 1, est un isomor-

phisme de groupes.

Preuve.

L’image d'une tresse 5 € B,, par £ sera notée f3. Dans la preuve de ce théoréme il est nécessaire
de donner la définition explicite de 3. Les éléments &4, ..., 5,_1 € B, vérifient les relations
de tresses, donc la formule o; — &;, pour © = 1,2,...,n — 1, définit un homomorphisme
de groupes B, — B,. On va donner une autre définition pour cet homomorphisme. Si
B € B, etu € U,y = kerfny1, alors i(B)ui(3)~ € P,y1 car P,,1 est un sous-groupe
normal de B, ;. De plus, d’apres la définition de f,,,1, il découle que i(S)ui(8)™* € U, ;.
Par suite la formule u — ¢(f)ui(8)~! définit un automorphisme de U,;;. On obtient donc
un homomorphisme de groupe ¢ de B,, au groupe AutU, ;.

D’apres le Théoreme 1.4 on identifie U,1; avec F),, en posant z; = Ag 41 € Uyiq, pour
k =1,2,...n. Sous cette identification on a &(8) = 3 pour tout 8 € B,. En effet, il suffit de

vérifier cette égalité pour les générateurs oy, ..., 0,1 de B,. Ceci revient a la vérification des

égalités
Apr1n41 si k=1,
Z.(O'Z‘)Ak,n-plll(U)i_l - A];’1L+1Ak71,n+114k,n+1 sik=1 + 1,
Akt si non.

Ces égalités sont vérifiées on dessinant leurs diagrammes de tresses et de vérifier que les deux

diagrammes des deux cotés représentent des tresses isotopes.
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Maintenant, nous allons montrer que I’homomorphisme & est injectif. Soit 5 € B, telle

que § = 1. En abélianisant §, on obtient Pautomorphisme identique de Uni1/Uns1, Uns1)-
Alors, () = 1 et donc B € P, C B,,. D’apres (1.1), = (20s...0, ou B; € U; C P; C P,
pour tout 7 =1,2,....n.
Supposons que [ # 1. Soit i < n le plus grand entier tel que B; # 1. Donc 8 = (505....0;.
Puisque 3 = 1, on doit avoir £(8) = 1, d’ott i() € Pnyq commute avec tout les éléments
de U,+1 et en particulier avec A;,41. On note que [y, Bs, ..., Bi—1 sont des tresses sur 7 — 1
brins extrémement gauches, donc ils commutent avec A;, 1. D’apres le Corollaire 1.5, les
tresses Ay, ..., Ai—14, Aiig1, ..., Ains1 sont des générateurs libres d'un sous-groupe libre de
P,11. Dot 3; commute avec A; 41 et se trouve dans le groupe U; C P; C P,4; engendré par
A1, ..., Ai—1;. Mais ceci est possible que si 3; = 1, ce qui est contradictoire avec le choix de
7. Donc 8 = 1.

Montrons que & est surjectif. Soit ¢ un automorphisme de tresses de F), non-trivial.
supposons que p(zg) = Akx“(k)Agl, pour k = 1,2,...,n, et A, est un mot dans l'alphabet

ot ...,z On peut toujours choisir A de sorte que le produit Akx“(k)Agl est réduit, i.e., ne

1

contient pas des entrées consécutifs z, 21 ou x, 'x,. D’aprés la définition de ’'automorphisme

de tresses on obtient
All‘u(l)Al_lAgl‘u(g)Agl...An$u(n)A;1 = T129...Tp. (14)

On appelle le terme () au milieu de Akxu(k)A,;l terme special. Chaque lettre xq, xo, ..., x,
apparait comme terme special du coté gauche de (1.4) qu'une seule fois. L’égalité (1.4)

implique que le c6té gauche de (1.4) va étre réduit au coté droit apres toute réduction libre

1 1

possible i.e., annulation des entrées z,z, " =z, 'z, = 1. On distingue deux cas :

Casl : Le terme special x,) est annulé par la lettre x;(lk) pendant ces réductions. ce x;(lk)
ne peut pas étre obtenu du mot Akx“(k)Agl lequel supposé réduit.
o Si x;(lk) vient de A;; alors, on doit avoir une égalité des mots A,*; = Bz, x)A; " pour un
certain mot B, par suite

Apo1 = Ay B (1.5)

e Sila lettre x;(lk) qui annule le terme special x ) obtenue du coté droite du terme special

-1

. . -1
Tyu(k+1) alors, on doit avoir A, = Au(k+1

)A,;ilAkx;(lk)B pour un certain mot B, puis A; =

Akﬂxu(kH)A;lB*lxu(@, on pose A = A,;ilB’lxﬂ(k) on aura

Ay = Ak+1$u(k+1)A- (1-6)
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e De méme si x;(lk) vient de Ag., on aura

pour un certain mot A.
e Si x;(lk) vient du coté gauche du terme special x;(lk_l), onaura A,_; = Bx;(lk)A,;lAk_lx;(lk_l),

tel que B un mot alors, A, = Ak,lx;(lk_l)A,;lle;(lk), on pose A = A,;lle;(lk) d’ou

Ak = Ak,1$;(1]€_1)A. (18)

Cas 2 : Si les termes spéciaux du coté gauche de (1.4) ne s’annulent pas avec d’autres
lettres. Alors on doit avoir u(k) = k pour tout k, A; et A, sont des mots vides, et toute
paire A; ' Ay s’annule de sorte que Ay = Agy1 pour tout k. Donc ¢ = id ce qui contrarier
le choix de ¢.

+1

On affirme qu’il existe j € {1,2,...,n — 1} et un mot A (possible vide) dans zi", ..., 2z

, T, qul
satisfait I'une des deux conditions suivantes

(a) On a I'égalité des mots A; = Aj 12,341 A.

(b) On a l'égalité des mots A;; = Aj:v;(lj)A.

Pour monter cette affirmation, il suffit de voir que

(a) = (1.5) pour j=k—1 A=B"1
)=(16) pow j=FK

=017 pow j=FK

(b) = (1.8) pour j=k—1

L’affirmation ci-dessus implique que ¢ est dans 'image de £. Pour voir cela, définissons la

longueur de ¢ comme étant la somme sur £ = 1,2, ...,n des longueurs des lettres des mots

Az Ay

Si (a) est satisfaite, alors I'homomorphisme ¢, = p o, : F, — F,, peut étre calculer

comme suit

= () = Appm Ay

pourk # j,j + 1,

0(6))(x;) = p(zj01) = Az Az,
et o(3;)(x541) = w1 wm11)
= Aoy AT A AT Aoy AT
@ Al ATt X Ay Arugy A7 b ) AT A g ATl
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Le mot A; 1A est plus court que A; = A;17,(;41)A. Par conséquent, la longueur de ¢G; est
plus courte que celle de .

Si (b) est vérifiée, alors la longueur de ¢d; ! plus courte que celle de ¢. Ceci implique que ¢
peut étre réduit a I'identité par répétition de composition seulement avec 7; et 6;1. Ainsi ¢
est un produit de puissances de ¢;. Par conséquent ¢ est dans I'image de I'homomorphisme

B —s 8. O

Ce théoréeme donne une solution au probleme de mot dans B,,. Pour un groupe défini par
générateurs et relations, le probleme de mot consiste a trouver un algorithme qui permet de
décider si un mot donné dans les générateurs représente I’élément neutre du groupe ou non.

D’apres ce théoreme, une tresse 5 € B, est égale a 1 si et seulement si 8 = id. Pour vérifier

cette derniére condition, il suffit que 3(z;) = z) pour tout k = 1,2, ..., n.

1.5 Groupe de difféotopies

Dans cette section, nous donnons la définition du groupe de difféotopies et nous ferons
le lien entre B,, B,, et le groupe de difféotopies d'un disque du plan R? privé de n points.
Soit M une variété orientée éventuellement a bord, et () un ensemble fini de points distincts

dans M — OM, appelés points enlevés (ou perforations).

Dans tout ce qui suit, un endo-homéomorphisme de (M, Q) est un homéomorphisme
f: M — M qui satisfait les conditions suivantes :

) fQ=Q (e VoeQif(z)eQ).

ii) VeedM: f(x)==x (i-e., flonr = idonr).
On note H(M, Q) le groupe des endo-homéomorphismes de (M, Q) muni de loi de com-
position du groupe, noté multiplicativement, qui est la composition d’homéomorphismes :
f.g=fogpour f,g € H(MQ).

Remarquons que chaque endo-homéomorphisme induit une permutation sur Q. Notons
que si M est connexe et OM # (), alors tout homéomorphisme f : M — M préserve

lorientation.

Définition 1.5.

On dit que deux endo-homéomorphismes fo, fi de (M, Q) sont isotopes s’il existe une famille
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{fihier d’endo-homéomorphismes de (M, Q) telle que l'application

MxI—M
(x,t) — fi(x).

est continue. La famille { f;}1er est appelée une isotopie de fo da fi .

Il est facile de vérifier que I'isotopie des endo-homéomorphismes de (M, @) est une relation
d’équivalence, et les endo-homéomorphismes qui sont isotopes induisent la méme permuta-

tion sur Q).

Définition 1.6.
Le groupe de difféotopies (mapping class group) de (M, Q), noté M(M,Q), est le groupe
des classes d’isotopies des endo-homéomorphismes de (M, Q), muni de la loi de composition,

noté multiplicativement, fg = f o g pour f,g € M(M,Q). On note M(M) = M(M,0).

Exemple 1.5.1.
Soit D = D™ une boule fermée dans R"™ de dimension n > 1, ona M(D) = {1}.

Preuve.
On peut prendre D la boule unité de R™. On note la norme Euclidienne du vecteur z € R”
par |z|. Pour tout endo-homéomorphisme h de D, la formule suivante :

z sit <zl <1,

hi(2) =

th(z/t) silz] <t.
définit une isotopie {hy : D — D}ier de hg = id & hy = h, on note que si h(0) = 0 alors
ht(0) = 0 pour tout ¢t € I.
Par conséquent on obtient M (M, {0}) = {1}. O

1.5.1 Demi-twist

e On appelle arc tendu (spanning arc) dans (M, Q) un sous-ensemble de M a extrémités
dans @, qui est homéomorphe a I = [0, 1] et d’intérieur disjoint de @ U OM.
e Rappelons qu’une courbe dans M est simple si elle n’admet pas de point double. Ici on

considere que les arcs simples.
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i Ta(B)

FIGURE 1.6 — L’action de 7, sur une courbe transversale

Etant donnés un arc tendu o dans (M, Q) et un voisinage régulier U de o dans M. Le
demi twist 7, : (M,Q) — (M, Q) est obtenu comme résultat d’isotopie de 'application
td : M — M tournant o dans M autour de son point médian par un angle 7 a la direction
de T'orientation de M. Identifiant U avec le disque ouvert {z € C / |z| < 1} dans C de

=L 1] et M est orienté dans le sens positif dans C. Le demi-twist est (la classe

sorte que a = [, 5

d’isotopie de) I'homéomorphisme 7, : M — M définit par
z si ze M —U,
To(2) =4 —2 si|z| < %,
exp(—2milz])z sig < |z < 1.

Clairement, 7, € M(M, Q) ne dépend pas du choix de U.

Propriétés des demi-twists

(). Sif:(M,Q) — (M',Q') est un homéomorphisme qui préserve 'orientation des deux
paires comme ci-dessus et « est un arc tendu dans (M, @), alors f(«) est un arc tendu
dans (M', Q") et

Ti) = [Taf T € M(M',Q").

(ii). Si «a et o sont deux arcs tendus dans (M, Q) isotopes dans la classe des arcs tendus
dans (M, Q), alors 7, = 7, dans M(M, Q). En fait, si «, o/ sont isotopes, alors il existe
un endo-homéomorphisme f de (M, Q) lequel est I'identité sur @, isotope a 'identité,
et envoie a sur o',

Par (i), 7o = Tf(a) = fTaf "' Puisque f est isotope a l'identité, alors fr,f~t = 7,.

(iii). Un endo-homéomorphisme de (M, @) induit un endo-homéomorphisme de M par I'en-

levement de . L’homomorphisme de groupe résultant M (M, Q) — M envoie 7,
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(iv).

sur 1.

Si «, B sont des arcs tendus disjoints, alors
TaTp = TaTa € M(M, Q). (1.9)

Ceci est obtenu en utilisant des voisinages disjoints de « et S dans la construction de

Ta €6 75.

. Si «, 5 sont deux arcs tendus dans (M, Q) qui ont une extrémité commune et ils sont

disjoints autrement, alors
TaTBTa = TTaTs € M(M, Q). (1.10)

pour prouver cette formule fondamentale, on commence par I'égalité 7,(3) = 75 Ya)
la quelle peut &tre vérifié en dessinant les arcs 7,(f3) et 75 Ya).
Par (ii), on obtient 7., (g = Tyl D’apres (i) ceci implique 7,737, = 75 ' 7075, qui

est équivalent a (1.10).

Pour n > 1, soit @, = {(1,0),(2,0),...,(n,0)} € R2 Soit D un disque fermé dans R?

contenant I’ensemble (),, dans son intérieur. On oriente D dans le sens direct.

Pour tout i = 1,2,...,n — 1, on considere 'arc

a; = [i,i + 1] x {0} € D.

Cet arc intersect (), seulement en ses extrémités. Considérons le demi-twist 7, dans M(D, Q).

Théoréme 1.7.

B, est homomorphe a M(D, Q,,).

Preuve.

Les formules (1.9), (1.10) impliquent que Ta,, Tay, -, Ta,,_, Satisfont les relations de tresses.

Donc il existe un homomorphisme de groupes 1 : B,, — M(D, Q,,) tel que n(o;) = 7,, pour
tout ¢ =1,2,....,n — 1. O

Théoréme 1.8.

B,, est homomorphe & M(D,Q,,).

Preuwve.

On va définir un homomorphisme de groupes p : M(D,Q,,) — B,,. Sélectionnons un point

base d € 0D comme dans la Figure 1.7.
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FIGURE 1.7 — Les lacets X1, ..., X,, dans D — @),,.

Le groupe fondamental 7 (D — Q,,d) est libre de rang n engendré par les générateurs
x1, T3, ..., T, représentés par les lacets Xi, Xs, ..., X,, comme dans la Figure 1.7. Tout endo-
homéomorphisme f de (D, Q,,) peut étre restreint & D—@),, et donne un endo-homéomorphisme
de D — (@,,. Ce dernier envoie d € 0D sur lui méme, et induit un automorphisme de groupes
p(f) de F,, = m(D — @Q,,d). Cet automorphisme dépend seulement de la classe d’isotopie
de f, i.e., deux endo-homéomorphismes de D — (),, qui sont isotopes induisent le méme au-
tomorphisme de F),.

Vérifions que p(f) est un automorphisme de tresses de F),. Le lacet X} dans la Figure 1.7
peut étre déformé dans D — @), en un petit lacet basé en d qui tourne dans le sens direct
autour du point (k,0). L’homéomorphisme f envoie ce dernier lacet sur un petit lacet basé en
d qui tourne dans le sens direct autour du point (u(k),0) pour un certain u(k) € {1,2,...,n}.
Ce petit lacet peut étre déformé au lacet X, dans D — @,,. Par conséquent, le lacet f(X})
peut étre déformer en X, ;) dans D — @,,. (sous la déformation le point base f(d) = d peut
se déplacer dans D — @,,). Ceci implique que les classes d’homotopies de ces deux lacets
p(f)(zk) et X, sont conjugués dans 71 (D — @, d). Cela vérifie la premiere conditions de la
définition (1.3). La deuxiéme condition découle du fait que le produit z1z5...x,, est représenté
par le lacet 0D basé en d. Ce lacet est préservé par f point par point et, de plus, sa classe
d’homotopie dans m1(D — @, d) est invariante par p(f).

On conclut que la formule f — p(f) définit une application p de M(D, Q,,) dans B,,. Cette

application est un homomorphisme de groupes car

p(fg) = p(fog)=p(f)oplg) =p(flp(g)  pourtout  f,ge€ M(D,Qy).
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1.5.2 Groupes d’homéomorphismes et les espaces de configura-
tions
On discute les groupes d’homéomorphismes des variétés et leurs relations avec les espaces

de configurations, et leurs applications sur les tresses. On munit H (M, Q) de la topologie

compacte-ouverte qui a comme sous base la famille
{(K,U) / K compact de M,U ouvert de M},
ou
(K, U)={feH(M,Q) | f(K)CU}

Le groupe H(M, Q) muni de cette topologie a la structure de groupe topologique. Deux
endo-homéomorphismes de (M, Q) sont isotopes si et seulement si ils peuvent étre reliés par
un chemin dans H(M, @), i.e., si et seulement si ils sont dans la méme composante connexe

de H(M, Q). En conséquence,
M(M, Q) = mo(H(M,Q)).
On pose, H(M) = H(M, D). Pour n > 1, on pose
C, = Co(M) = F,,(M)/S,.

Pour décrire la relation entre H(M) et C,, on définit application évaluation e = eq :
H(M) — C,, par e(f) = f(Q) tel que f € H(M). il est facile de montrer que e est une

application continue surjective.

Proposition 1.9.
L’application e : H(M) — C,, est un fibré localement trivial de fibre H(M, Q)

Preuve.
Soit F, = ]:n(M ) Pespace de configuration de n points ordonnés de M. On peut factoriser

e comme composition d’'une application ¢ : H(M) — F,, et le revétement F,, — C,,.

H(M) ——F,

x i revétement

Ch

Pour construire ¢, on fixe un ordre dans I'ensemble @, et on définit ¢ par ¢(f) = f(Q) pour

tout f € H(M), et 'ordre dans f(Q) est induit par celui dans Q). Pour prouver la proposition
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il suffit de prouver que c est un fibré localement trivial.

0 ,,0 0

Soit u® = (ul, ud, .uy) € F,. Pour chaque i = 1,2,..,n, prenons un voisinage ouvert

U; C M de u) tel que sa fermeture U, est une boule fermée d’intérieure U;. Puisque les
points u{, u9, ..., u? sont distincts, on peut supposé que Uy, U, ..., U,, sont mutuellement dis-
joints. Donc U = U; x Uy X ... x U, est un voisinage de «° dans F,.

On va prouver que la restriction de ¢ a U est un fibré trivial, i.e., s’il existe un homéomor-
phisme ¢ (U) — U x H(M, Q). Pour tout i = 1,2, ..., n, il existe une application continue

0; : U; x U; — U;. En posant 0* = 6;(u,v), on obtient un homéomorphisme 6% : U; — U;
0

qui envoie u; sur u et fixe la sphere AU, point par point (voir la preuve du Théoreme 1.2).

Pour u = (uy, us, ..., u,) € U, on définit 'homéomorphisme 6* : M — M par
0" (v) si velU; ou i=1,..n,
0"(v) =
v si veM—-U;U,.

L’homéomorphisme 6% envoie les points u?, u3, ..., u® sur wuy, us, ..., u,, respectivement. Ob-

servons que
M)y ={feHM) | f))=u), Vi=1,..n}

est un sous-groupe fermé de H (M) qui se compose de tout les f € H(M) tels que f(u?) = ul

pour i = 1,2,....n. La formule (u, f) — 0*f définit un homéomorphisme U x ¢~ (u’) —
¢ 1(U) qui commute avec la projection sur U.
L’homéomorphisme inverse envoie tout g € ¢~ (U) sur la pair (c(g), (0°9)~1g) € Uxc=(uP).

La preuve que la fibre est H (M, Q)) est semblable & celle du Théoreme 1.2. O

Remarque 1.5.1.

e Deux éléments de H (M) ont la méme image par I'application évaluation e si et seulement
si ils se situent dans le méme facteur gauche de H(M, Q) dans H(M).

e L’application e induit un homéomorphisme de I’espace quotient homogene H (M) /H(M, Q)
dans C,,.

Soient n > 1 et D C R? un disque Euclidien fermé contenant ’ensemble

Qn ={(1,0),(2,0),...,(n,0)}.

dans son intérieur. Une isotopie { f; : D — D} dans la classe des endo-homéomorphismes

de D est dite normale si

fO(Qn) = Qn et f1 =1dp.
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D’une maniére équivalente, une isotopie normale est un chemin dans H (D) d’origine un point

de H(D, Q,) et d’extrémité I'homéomorphisme identique idp € H(D).

Si {f; : D — D}es est une isotopie normale dans H (D), alors I’ensemble

U(ft(Qn),t) CRZxI.

tel

est une tresse géométrique a n brins. On dit dans ce cas que l'isotopie {f;}.cr parameéetre
S

cette tresse géométrique.

Lemme 1.10.
Pour toute tresse géométrique b C Dx1den brins, il existe une isotopie normale paramé-

trant b.

Preuve.

Considérons l'application évaluation e = eq, : H(D) — C, qui envoie f € H(D) sur
f(Q,). La tresse b donne lieu & un lacet f*: I — C,, envoyant tout ¢ € I sur un ensemble
de n-points b; de R? tel que b N (R? x {t}) = b; x {t}. Ce lacet a comme début et fin le point
q = e(idp) € C, représenté par Q.

Par la Proposition 1.9 et la propriété du relevement d’homotopie des fibrés localement tri-
viaux , le lacet f° se releve au chemin fb : I — H(D) qui a comme origine un point de la
fibre e"1(q) = H(D, Q,,) et extrémité idp. Le chemin f? est une isotopie normale, et I'égalité

e fb = f? signifie que cette isotopie paramétre b. O

1.5.3 L’isomorphisme B, = M(D,Q,)

Dans cette section, nous allons montrer que B,, est isomorphe au groupe de difféotopies

d’un disque épointé du plan R2.

Théoreme 1.11.
Pour tout n > 1, les homomorphismes de groupes n et p définis dans le Théoréeme 1.7 et

Théoréeme 1.8 sont des isomorphismes. De plus, le diagramme suivant commute.

n : (1.11)

B

P L
n

D p
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Preuve.

La commutativité du diagramme (1.11) signifie que 3 = p(n(8)) pour tout 3 € B,,. Puisque
p,met B [ sont des homomorphismes de groupes, alors il suffit de vérifier cette égalité pour
les générateurs oy, 09, ..., 0,_1. On doit vérifier que p(7,,) =0; pour i=1,2,...n— 1.
Les formules  p(7,,)(zx) = @ pour k #d,i+1 et p(ra,)(z;) = 241 découlent
directement de la définition de 7,,. L'égalité  p(7a,)(zis1) = 742241 s'obtient de la

formule  p(74,)(z122...7,) = 1232,

En vue de la commutativité du diagramme (1.11) et le Théoreme 1.6, pour prouver ce
théoreme on a besoin seulement de montrer que 7 est un isomorphisme.
Soient C,, = C(D), e = eq, : H(D) — Ch, et ¢ = e(idp) € C,. Par la Proposition 1.9, e
est un fibré localement trivial de fibre e71(q) = H(D, @,). Cela induit une application

0: 771(Cn7Q) — WO(H(D7QH)) = M<D?Qn>

définit comme suit : Soit 8 € m1(C,, q) représenté par un lacet f : I — C,, basé en ¢. Ce
lacet se releve au chemin f : I — H(D) d’origine e (q) = H(D, Q,) et d’extrémité idp.
Alors, 8(3) = [£(0)] € mo(H(D, Q,)) est la classe d’homotopie de f(0). A(5) ne dépend que
de B car, si f' est un autre lacet qui représente 5 alors I'homotopie entre f et f’ se releéve
a une homotopie entre deux relevés arbitraires f' , f’ dans H(D). Cette homotopie induit un
chemin dans H(D, Q,,) reliant £(0) & f/(0). Alors, [f(0)] = [f"(0)].

L’application 0 : m(Cy,q) — M(D,Q,) est un homomorphisme de groupes. En effet,
soient f, g deux lacets dans C,, basés en ¢ qui représentent 3, € m(C,, q), respectivement.

Soient f G I — H(D) leurs relevés d’extrémité idp. On observe que, pour tout t € I,

e(f(D3(0)) = F1)(0)(@Qn) = F(1)(Qn) = F(1).

Donc le chemin t —s f(£)§(0) dans H(D) est le relevé de f et d’extrémité £(1)§(0) = §(0).

Le produit de ce chemin avec § est le relevé de fg: I — C), qui a comme extrémité idp et
origine £(0)§(0). Donc, d(8y) = [f(0)§(0)] = [£(0)][4(0)] = D(B)A(~).

Rappelons que B,, = m1(C,,, q) [BB05]. L’homomorphisme 0 : B,, = m1(C,,, q) — mo(H(D,Qy)) =
M(D,Q,,) est définit comme suit :

Soit 8 € B,,. Soit b une tresse géométrique représentant 3, alors il existe une isotopie nor-
male {f; : D — D}y paramétrant b (voir le Lemme 1.10). Définissons 9(8) € M(D, Q,,)
comme étant la classe d’isotopie de fo : (D,Q,) — (D,Q,). On affirme que 0 = 7, ou
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n: B, — M(D,Q,) est 'homomorphisme introduit précédemment. Il suffit de vérifier que
0 et n coincident sur les générateurs o;, pour i = 1,2,...,n — 1. Comme 7(0;) = 7,,, On a
besoin seulement de vérifier que 9(0;) = 7,,.

Soit {g; : D — D}es Uisotopie de l'application identique go = id : D — D a g1 = 7,,
obtenue en faisant tourner «; dans le sens inverse des aiguilles d’'une montre autour de son
point médian. Alors, {f; = g1+ : D — D}cr est une isotopie de fo = 7, a fi = id. La

tresse géométrique

U(ft(Qn),t) CRZxI.

tel
représente le générateur o;. Ainsi 9(0;) = [fo] = Ta,. D’apres le théoreme d’Alexander-Tietze,
chaque point de 'ensemble H(D, @Q,,) C H(D) peut étre relié¢ a idp € H(D) par un chemin
dans H(D). Cela implique que I'’homomorphisme

n=0:m(Cn,q) — mo(H(D,Qn)) = M(D, Qn).

est surjectif.
Le Théoréme 1.6 et la commutativité du diagramme (1.11) impliquent que 7 est injectif. Par

suite 77 est un isomorphisme. O]



Chapitre 2

Représentations des groupes de

tresses

Ce chapitre comporte deux sections. Dans la premiére nous introduisons la représentation
de Burau, et nous donnons une interprétation topologique de cette représentation appelée la
définition homologique de la représentation de Burau. Dans la deuxieme section nous intro-
duisons la représentation de Krammer. Nous donnons la définition de la fonction longueur
de Charney et des fourchettes lesquelles serons d'une grande importance dans la definition

de cette représentation.

Une représentation d’un groupe est un homomorphisme du groupe vers le groupe linéaire
GL,(A), ou n est un entier positif et A un anneau commutatif. D’une maniére équivalente,
¢’est une action linéaire du groupe sur le A-module libre de rang fini. Une représentation est
dite fidele si 'homomorphisme est injectif, un groupe qui admet une représentation fidele est

appelé linéaire.
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2.1 Représentation de Burau

L’une des représentations classiques des groupes de tresses est la représentation de Burau
qu’on note 1, : B, — GL,(A), ot A = Z[t,t7!] est Panneau des polyndmes de Laurent,

définie comme suit :

I 0 0 0
1—-1 ¢t 0
o — U; =
0 1 0 0
0 0 0 I,

ou I, est la matrice unité de taille k£ x k.
e Pour n = 2 cette représentation est ’homomorphisme 5 : By — GLy(A) qui envoie le

générateur oy de By = Z sur la matrice U, ou

1—t ¢
0 1

U:

Par convention la représentation ¢, : By — G L1(A) est 'homomorphisme trivial du groupe
trivial By.
Observons que

detU; = —t, pour tout .

Cela implique que pour tout g € B,

detn(B) = (—)<7,

ou <  >€ Z est I'image de 8 par 'homomorphisme B, — Z qui envoie chaque générateurs
O1y...y Op_1 SUr 1.
La représentation de Burau {t, },,>1 est compatible avec l'inclusion naturelle i : B,, < By41,

pour tout n > 1 et g € B,.

Un(B) 0
0 1

baia(i(8)) = (2.1)
La représentation de Burau est fidele pour n < 3. En effet, si n = 1, alors B; = {1} est le
groupe trivial.

Sin =2, alors la matrice U = U; € GLy(A) qui est 'image du générateur oy de By = Z par
1o satisfait :

(1, -1)U = (=t,t) = (=t)(1,=1) , (1,=1)U* = (=t,t) = (=t)¥(1,—1) pour tout k € Z.
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Donc U est d’ordre infini dans GLy(A), d'ou keryy = {1}.

Pour le cas n = 3, voir [Bir01].

Remarque 2.1.1.
Remarquons que keriy,, C keri,,, sous l'inclusion B, C B,.;. Par conséquent si keriy, #

{1}, alors on a aussi keri,, # {1} pour tout m > n.

J.Moody a démontré dans [Moo91] que la représentation de Burau n’est pas fidele pour
n > 9. En suite, D.Long et M.Paton [LLP93] étendent l'argument de Moody pour n > 6.
plus tard en 1999, S.Bigelow [Big99] démontre que cette représentation n’est pas fidele pour

n = 5. Dans ce dernier article, Bigelow montre que la tresse
_ -1 2
Bs = [aa4a ,04030201020304],

ol
a= 04051a;1af0;1af20;20f1025020302020%020§1 € B;
est un élément non-trivial de kerys C Bs. La tresse (5 est représentée par un mot de longueur
+1 41 _+1 41

120 dans les générateurs o7, 05 03,05 .

Dans le méme article, Bigelow a obtenu que

Bs = [bosb™!, o),

ou

_ .2 -1.3 -1 -1
b= 04050, 0704 05 04 € Bg

est un élément non-trivial de keryg C Bg. La tresse (g est représentée par un mot de longueur

44, de plus, est la plus simple de celles déja connus dans le noyau de .

2.1.1 Représentation homologique twistée

Soit ¥ une surface connexe éventuellement a bord. Rappelons que M(X) est le groupe
des classes des endo-homéomorphismes de X, voir la Section 1.5.
Tout endo-homéomorphisme de Y induit un automorphisme de groupes d’homologie H =
H,(X,7Z). Deux endo-homéomorphismes de ¥ qui sont isotopes sont aussi homotopes, donc
ils induisent le méme automorphisme de H. Cela définit un homomorphisme de groupes

M(X) — Aut(H) appelé représentation homologique de M(X).
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Supposons que 9% # (). Soit d un point base sur le bord de X. Considérons I’homomor-
phisme surjectif ¢ : m(2,d) — G, ou G est un groupe donné. Soit 3 — % le revétement
associé a kerp. Le groupe des automorphismes de revétement S est isomorphe a G.
Choisissons un point d € 8% au-dessus de d, et considérons le groupe d’homologie relatif
H = Hy(%,Gd,d) ot Gd est le G-orbite de d, i.e., Gd = {gd / g € G}. L’action de G sur
%) induit une action (4 gauche) de G sur H, et donc H devient Z[G]-module libre de rang
n = rkH(3,Z). Cela découle du fait que ¥ se rétracte par déformation en une union de n
lacets simples de X basés en d qui s’intersectent qu’au point base d. Le groupe Aut(ﬁ ) des au-
tomorphismes Z[G]-linéaires de H est isomorphe & G L,(Z[G]). Tout endo-homéomorphisme
f de ¥ fixe 9% point par point et, en particulier, fixe d. Donc il induit un automorphisme
de groupes fy : m(X,d) — m (2, d). Soit M, (2, d) le groupe des classes d’isotopies des
endo-homéomorphismes de ¥ tels que ¢ o fu = ¢. Un endo-homéomorphisme f € H(X) (f
représente un élément de M (X, d)) se releve d’'une maniére unique a un homéomorphisme
f:2 — 3 qui fixe d. L'égalité po fu = p assure que f commute avec 'action de G sur .

Donc, f fixe le groupe Gd point par point

f(gd) = gf(d) = gd pour tout geG.
L’homéomorphisme f induit un automorphisme de Z[G]-module f, : H — H. Puisque f
commute avec Paction de G, alors Pautomorphisme f, devient Z|G]-linéaire. L’application
f —> f. définit un homomorphisme de groupes M, (E,d) — AutH, appelé représentation

homologique twistée.

2.1.2 Définition homologique de la représentation de Burau

En utilisant la définition de B,, comme groupe de difféotopies, la représentation de Burau
peut s’obtenir en faisant agir B,, sur ’homologie du revétement infini cyclique d’un disque
épointé. Ce point de vue s’appelle la définition homologique de la représentation de Burau.
Soient @,, = {(1,0),(2,0),...,(n,0)} C R? et D un disque fermé dans R? et @Q,, dans son
intérieure. D est orienté positivement comme dans la Figure 1.7. Notons que pour tout point
pE lo), le groupe

Hi(D - {p},2) 2 Z

est engendré par la classe d’homologie d'un petit lacet qui tourne dans le sens direct autour

de p. Chaque lacet v dans D — {p} représente k fois ce générateur, ou k est le nombre de
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tours de v autour de p.

Posons D,, = D — @),,. Soit d un point base sur le bord de D. Considérons I’épimorphisme
de groupes ¢ : m1(D,,d) — Z = {t*} ez qui envoie la classe d’homotopie d'un lacet v sur
t=*0) on w(y) est le nombre total de tours de ~ défini comme étant la somme des nombres
de tours autour des points (1,0), (2,0), ..., (n,0) .

Soit D,, le revétement régulier associé au noyau de ¢. Le groupe d’automorphismes de revé-
tement de D,, est isomorphe & (t). Choisissons un point d € 9D,, au-dessus de d. Posons

H=H(D,, | td 7).
k€EZ

Soit f € H(D,Q,). f représente un élément de M(D, Q,,). Puisque f(Q,) = @y, alors f
préserve le nombre total de tours des lacets de D,,. En conséquence, la restriction a 3 définit

I’homomorphisme de groupes
M(D, Q) — My,(D,,d).

En composant cet homomorphisme avec la représentation homologique twistée M, (D,,, d) —

AutH, définie dans la sous-Section 2.1.1, on obtient I’homomorphisme de groupes
T, : M(D,Q,) — AutH,

ot 'image de f € M(D,Q,) par ¥, est I'automorphisme f, de H induit par le relevé
f: D, —s D,, de fip, 1 D — D,, qui fixe d.
Le théoreme suivant montre que la représentation W, est équivalente a la représentation de

Burau ,.

Théoreme 2.1.
1l existe un isomorphisme de groupes ju : GLy(A) — Aut(H) ; avec H = Hy(Dy,Uyer t*d, Z),

tel que le diagramme suivant commute :

B, ———= M(D,Q,) (2.2)
w"l lqu
GL,(A) —5> Aut(H)

Preuve.
D’abord, on calcule le A-module H = HI([?n,UkGZ tkd, Z). Notons que D, se rétracte par

déformation au graphe I' C D,, formé d’un seul sommet d et n lacets orientés Xy, Xs, ..., X,
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sur D,. Voir la Figure 1.7. Les nombres total des tours de ces lacets sont égaux a —1.
L’homomorphisme ¢ : 71(D,,, d) — {t*}1cz envoie les générateurs de (D, d), représentés
par ces lacets, sur ¢. Le revétement infini cyclique D,, se rétracte par déformation au graphe
infini I’ C D,, dont les sommets sont {tkd}kez et les arétes orientées sont {t’“)?i}kez, i=1..n OU
chaque aréte t*X; va de t*d vers t(t"*d) = t*"'d. Le générateur t agit sur I en envoyant t*X;
sur t*"1X;. Le complexe de chaines cellulaire de (T, Niez t*d) est 0 sauf dans la dimension 1

ou il est égale a élAf(i. Donc

i = Hy(D,, | td,z) = Hy(T, | t*d,Z) = & A[X)].

keZ keZ =1
est un A-module libre de base [X1], ..., [X,]. On utilise cette base pour identifier Aut(H) avec
GL,(A). L'action de la matrice ()\; ;) € GL,(A) sur H envoie [X;] sur 2, A ;[X).

On définit I'isomorphisme de groupes
2 GLy(A) — GL,(A) = Aut(H).

comme composition de transposition et inversion d’une matrice u(U) = (UT)™!, pour U €
GL,(A). Pour vérifier que le diagramme (2.2) est commutatif on a besoin de vérifier que

pour tout S € B,
Uan(B) = pn(B).

Puisque les deux cotés sont multiplicatifs en 3, il suffit de vérifier cette égalité sur les géné-
rateurs de B,. On le fait pour les générateurs oy ', 05", ...,0, ;. On choisit i = 1,....,n — 1.
L’homéomorphisme n(o; ') : D — D échange les points (i,0), (i + 1,0) € @ par rotation
dans le sens indirect de l'arc [i,i41] x {0} par I'angle 7. Cette homéomorphisme garde X, fixé
pour k # i,i + 1, transforme X; & un lacet homotope au produit X;X;,1X; ! et transforme
X1 a X;. Le relevé de cet homéomorphisme a S garde X, fixé pour k # 1,1+ 1, transforme
X;11 4 X;, et tend X; au chemin Xi(t)?iﬂ)(t)?i)_l. L’automorphisme induit ¥, n(co; ') de H
agit par [X;] — (1 —8)[X,] + t[Xi1], [Xiga] — [Xi], et [Xi] — [X3] pour k #i,i + 1.

La matrice de cet automorphisme dans la base [X1], ..., [X,] est précisément UL = ), (o71).

]

2.2 Représentation de Krammer

Dans cette section, on donne la définition d’une représentation de B, introduite par

D.Krammer dans [Kra00].
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2.2.1 La forme avide (The greedy form)

Soit Z/n l’ensemble cycliquement ordonné par x — x + 1 et totalement ordonné par
1 <2 < ... < n,onnote les éléments de Z/n par 1,2, ..., n. Soit S, le groupe des permutations

de Z/n.

Définition 2.1.
On appelle fonction longueur Uapplication ( : S, — Z/n définie par x — £(x) = le plus

petit entier naturel k tel qu’il existe des transpositions x1, ...,z € S, avec r = x1...x).

D’une fagon équivalente, n—{¢(x) est le nombre des orbites de « dans Z/n. Soit ¢ I’élément

de §,, défini par

Sy X Z/n — Z/n

(c,x) —c(x)=x+1 , VYrelZ/n.
Donc ¢(¢) = n — 1. Considérons 'ensemble
P={zeS, |/ FyesS, avec ay=c et L(z)+L(y)="{(c)}.
Pour z,y € P on définit

Ty il existe z € S, , zyz =c, l(x) +L(y) + £(z) = {(c),
TrY =
non défini sinon.

n,n

Notons que z * y est défini si et seulement si zy € P et £(z) + {(y) = £(xy). On appelle "x

la multiplication partielle sur P.

Soit A le groupe présenté par générateurs {r(z) / x € P} et relations r(z)r(y) = r(2),
chaque fois que x * y = z. Par définition r(x) € P pour tout z € P. Le groupe A est iso-
morphe au groupe de tresses B,,.

L’application r : P — B, est injective. On note r(P) = @, et on pose aussi § = r(c). Le
sous-monoide de B, engendré par () est identifié avec B (1 est inclus). On garde le méme
symbole pour définir la fonction longueur ¢ : B — 7 ou £ est 'unique homomorphisme de

monoides avec {(r(z)) = (x) , Vo € P. Soit @ 'ensemble des éléments de () de longueur k.

On définit un ordre sur B par x < y <= y € zB;". La restriction de cet ordre induit

un ordre sur () et ainsi sur P. L’ensemble ordonné P a 1 comme Min et ¢ comme Mazx.
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L’ensemble ordonné @ a 1 comme Min et § comme Maz. Pour tout z € B I’ensemble

{ye @ / y <z} admet un élément maximum, il sera noté gr(x).

Définition 2.2.
Une suite (1,...,71) € QF est dite avide (de gauche) si gr(vixii1) = x; pour tout i =

1,2,...k — 1. Une paire avide est une suite avide (z,y) € Q* .

Définition 2.3.
Soit x € B

'+ on appelle forme avide (gauche) de x l'unique suite avide (1, ..,xy) tels que

Ty...tp = x et xp # 1.

On souligne qu’une suite avide n’est pas nécessairement une forme avide pour certain
élément de B;. En fait, elle est si et seulement si z, # 1.

On mentionne que

gr(zy) = gr(xgr(y)) pour tous =,y € B

Ceci implique que 'application

By xQ— @

(z,y) — gr(zy).

est une action du monoide B, sur Q.

La proposition suivante donne une caractérisation des éléments de P.

Proposition 2.2.
Soit © € S, alors x € P si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites :

(1) Soit I C Z/n un orbite de x. Soit ¢y : I — I lordre cyclique de I induit par l'ordre

cyclique de ¢ sur Z/n. Ceci veut dire par définition que pour i € I on met cr(i) = c¥i

ou k est le plus petit entier positif tel que c*i € I. Alors c;(i) = x(i) pour tout i € I.

(2) Soient I,J C Z/n deux orbites de x distincts. Alors il existe k € Z tel que i < j pour
tousi € "I, j € crJ.

Le groupe de tresses B, est définie comme étant le groupe fondamental de ’ensemble
{X cC / |X|=n} des parties de n-éléments de C munit de la topologie usuelle. Soit
Xg € B,, un point base tel que les points de X, sont comme dans la Figure 2.1. Cette figure

décrit un élément de P, elle montre aussi comment interpréter les éléments de P comme
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FIGURE 2.1 — Un élément de P

tresses. Cela définit I'application P — B,,, et la composition ) — P — B,, ce prolonge
a un isomorphisme de A dans B,, (pour plus de détails voir [BKLIS]).
Soit ay,as,...,ar € Z/n tels que les a; sont distincts. Soit (a;...a;) la permutation (le

cycle) de S,, définie par :

ay — ay,

@ > Qjy1 sl 1<i<k,

a; — a; pour tout a; € (Z/n)\{az, ..., a}.
Les suites des éléments de Z/n serons notées par <, ..., >.

Définition 2.4.
Une suite < ay,...,a >€ Z/n est dite cyclique dans l’ordre correct s’il existe { € 7 tel

que cta; < ... < ctay,.

Il découle de la Proposition 2.2 que la suite < aq,...,a; > est cyclique dans ’ordre
correct si et seulement si (a;...ay) est définie et elle est dans P. Si c’est le cas, I'image dans
() sera notée par [a;...ax|.

L’action de S,, sur Z/n sera de gauche. Ceci est reflété dans les égalités comme (12)(23) =
(123) et [12][23] = [123]. Naturellement (32)(21) = (123) est aussi correcte mais [32][21] ¢ @,
et [321] n’est pas défini. Il existe un homomorphisme bien connu B, — S, défini par

[ij] — (i7), plus généralement [ay, ..., ax] — (aq, ..., ax).



2.2 Représentation de Krammer 36

Maintenant, nous donnons une présentation de B,, relié a ().

Les générateurs : Q1 = {[ij] = [ji] / 1<i<j<n}.

Les relations :

[i5][7k] = [7K][Ki]. (2.3)

chaque fois que < i, j, k > est cyclique dans I'ordre correct.

[ig][K1] = [R{][24]- (2.4)

chaque fois que < i, j, k, [ > est cyclique dans 'ordre correct.

Pour z € P, soit ~, la relation d’équivalence sur Z/n définie par :
i~y J <= {i,j} € x-orbite.

Pour z,y € P, si ~,=n~, alors x = y.

Le résultat suivant donne une description concrete de la multiplication partiel "+" sur P.

Proposition 2.3.

Soient x,y € P. Alors xxy est définie si et seulement si pour tous x-orbite I et y-orbite J, il
eviste k € Z tel que i < j pour tous i € c*I, j € c*J. De plus, si x xy est définie, en posant
xxy =z, alors ~, est la plus petite relation d’équivalence sur Z/n contenant ~, et ~,.

Inversement, pour tout x,z € P nous avons
z€x*xP <= 2€Pxx <= (~;) C(~) <=1z < 2.
Proposition 2.4.
Soient x,y € P. Alors (1), (2) et (3) sont équivalentes.
(1) (rz,ry) € Q X Q est avide.
(2) 1l eziste i,j € Z/n distincts et z € P tels que y = (ij) * z, et tel que x * (ij) est définie.

(3) Il existe 1,5 € Z/n distincts et z € P tels que {i,j} est contenu dans un y-orbite dans
Z/n, et tel que tout x-orbite est contenu dans {i+1,i+2,...,5} ou{j+1,j+2,...,i}.

2.2.2 Fonction longueur de Charney

La formule de la fonction croissante des tresses positives est donnée par :

o s (=14 ER)(=2)"
A = g Y (25)

zeB;’ k=0
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Le centre de B,, est isomorphe a Z. Si n > 3, alors il est engendré par 6”. On a une bijection

7 x (BF\6B") — B,

(k,z) — 6Fx.

Définition 2.5.
Soit bg : B, — Z la fonction longueur respectivement a @, i.e., Lo(x) est le plus petit
entier positif k tel qu’il existe xq, ...,z € QUQ ™" 0t & = x1...x1. On appelle g la fonction

longueur de Charney.

Théoréme 2.5.

(a) Soit (xy,...,xx) la forme avide d’une tresse positive v € B;"

n’

alors lg(x) = k.
(b) Soit x € B,,. Alors il existe un unique y = vy, et 2 = z, dans B, avec v = y~'z tel
qu’ll n'existe pas w € Q1 avec {y, z} C wB;. Ils satisfont lgo(x) = Lo(y) + Lo(2).

(c) Soit x € B,\B;, d’ot y, # 1. On note les formes avides de y, et z, par (y1, ..., yx) €t

(21, ..., 2¢) Tespectivement. Alors les formes avides de ys, et zs, sont, respectivement,

(5y25_17 sy 5yk5_1> et (6y_15 Rl -y Zg)-
(d) Soit x € B \6B, avec lg(z) = k. Alors, lq(6'x) = max(k+ (, k,—{) pour tout { € Z.

(e) La fonction croissante

> 2@ e Z[l]] (2.6)

.CCGBW,

est rationnelle.

D’apres le Théoreme 2.5(b) la fonction croissante (2.6) est rationnelle, mais il n’existe

aucune expression pour elle assez simple comme (2.5).

Définition 2.6.

Un anti-automorphisme d’un monoide M est une permutation f sur M satisfaisant :

f(zy) = f(y)f(z) pour tous x,y € M.

L’ensemble des automorphismes et des anti-automorphismes de M muni de la composition

des applications forme un groupe. On note ce groupe par +Aut(M).
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Pour tout k € Z/n, application [ij] — [i + k,j + k| définit un automorphisme de
B;. L’application [ij] — [k — j, k — ¢] définit un anti-automorphisme de B;". De plus, ils
sont tous les automorphismes et les anti-automorphismes de B;. Tous les automorphismes
et anti-automorphismes de B, se prolongent d’une fagon unique a B, et préservent @ , (g
et £.

Nous avons §[ij]d~! = [i + 1,5 + 1] pour tous i, j. De plus, la conjugaison dans B, par §
préserve B, Sa restriction a B, est un automorphisme qui engendre Aut(B;).
L’anti-automorphisme de B, défini par [ij] — [n+ 1 — j,n + 1 — 4] sera utile par la suite.

On le note par © — T. Plus généralement [ay, ..., ar] —> [n+ 1 —ag,...,n+ 1 — aq].

2.2.3 Les fourchettes

() Fouchette (b) Fourchette standard

FI1GURE 2.2 — Fourchettes

Soit D? = {2z € C/|z| < 1}. On fixe un ensemble P = {py, ..., p,} C D? de n points distincts
dans l'intérieur de D?, appelés perforations, et un point base x € 9D?. Un arc dans (D?, P)
est I'image d’'un plongement f : [0, 1] — Int(D?) telle que f~*(P) = {0, 1}. Deux arcs a, b
sont isotopes s’il existe h € Hy avec ha = b, ou Hy est ’ensemble des endo-homéomorphismes

de D? qui sont isotopes a I'identité.

Une fourchette dans (D?, P) est un arbre 7' C D? formé de trois arétes et quatre sommets
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p1, Do, G, * tels que TNP = {p1,po} et T NOD?* = {x}, et les trois arétes ont ¢ comme
sommet commun, voir Figure 2.2. I’aréte M (T') qui joint les deux sommets * et g s’appelle le
manche de 7. L’union des deux autres arétes est un arc plongé a extrémités {p1, p2}, appelé
I'arc de T'.

Deux fourchettes T3, T5 sont isotopes s’il existe h € Hy avec h'1T} = Ts.

Supposons que * =i = y/—1 et P C D?NR avec p; < py < ... < p,. Une fourchette (arc)
est dite standard si la partie imaginaire de chaqu’un de ses points est positive. Voir Figure 2.2.
Une transposition standard est une transposition associée a un arc standard. Une fourchette
standard, a une isotopie pres, est déterminée par 1’ensemble des deux points (perforations)
impliqués. Ainsi, le nombre des fourchettes standards, a une isotopie pres, est n(n — 1)/2.
De méme pour les arcs et les transpositions. Notons par Tj; une fourchette standard dans
(D?,P) qui contient {p;,p;}, pour tous 4, j avec 1 < i < j < n. La transposition standard

associée a (I'arc de) T;; peut étre identifiée avec [ij].

2.2.3.1 Le module V

(R2) (R3)

=C +d‘+e

FIGURE 2.3 — Relations entre fourchettes

1
Q
[
O

(R4)

Soient R un anneau commutatif, et ¢,t € R deux éléments inversibles. Posons a = t¢?,
b=¢ c=q?—q' d=1—-q"' e= ¢! On définit un R-module V = V(R,q,t) par

générateurs et relations comme suit :
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Les générateurs sont {v(7T)/T une fourchette}. Les relations entre les générateurs sont don-

nées par :
(R1) On pose v(T}) = v(Tz) chaque fois que T3, T, sont isotopes.

(R2) Soient T}, T, deux fourchettes comme dans la Figure 2.3. Alors, v(T7) = av(T3). (cer-
tainement les cinq perforations en bas peuvent étre remplacer par n’importe quel autre
nombre. De plus tout endo-homéomorphisme du disque peut étre appliqué simultané-

ment sur les perforations impliqués).
(R3) Voir Figure 2.3 .
(R4) Voir Figure 2.3 .

Notons que les relations (R2) et (R3) impliquent que v(T") dépend seulement de 'arc de
T, jusqu’a la puissance de ¢ et ¢°. Dans ce sens, I’arc d’une fourchette est plus important
que son manche.

On écrit v;; = v;; = v(T;;) . Considérons la définition de B,, comme le groupe de difféotopies
de (D?,P). D’apres la définition de V, on obtient immédiatement une action p : B, —

GL(V) de B, sur V appelée la représentation de Krammer de B,.

Proposition 2.6.
Le R-module V' est libre de base {v;; |/ 1<i<j<n}.

Preuve.

Considérons la présentation de B, ou les générateurs sont @)y et les relations (2.3),(2.4).
En utilisant les relations (R2), (R3) et (R4), on exprime tout (p[ij])vge comme combinaison
linéaire de la base des vecteurs v,,. Certainement a ce stade, il n’est pas clair que telles
expressions sont actuellement uniques. On construit les matrices carrés a partir d’elles, et
on montre qu’elles induisent une représentation m-dimensionnelle (de dimension m) B,, —
GL(V'), (V' = @Rvj;, avec v; correspond a vj;), en vérifiant qu’elles respectent les relations
(2.3), (24).

IL existe une application de B,-modules f : V' — V tel que f(v};) = vy;. On va définir
une application de B,-modules g : V' — V’. Soit T" une fourchette. Choisissons x € B,, tel
que zT" est une fourchette standard T;;. Posons g(v(T)) = 2~ 'vj;. La vérification des matrices
montre que g(v(7T)) est indépendant du choix de x (on utilise le fait que le stabilisateur dans

B,, de la classe d’isotopie de T},_1, est engendrée par [12],[23],...,[n — 3,n — 2]). De plus,
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g(v(T)) peut étre prolongé a une application linéaire g : V- — V'. Ceci finit la définition de

g. Evidement, fg et gf sont identiques. O

On appelle la base {v;; / 1 < i < j < n} de V la base standard de fourchettes.
Implicitement, on identifie souvent p(x) (x € B,) avec sa matrice par rapport a cette base.
On revient maintenant aux entrées de p[ij], lesquelles étaient nécessaires dans la preuve
ci-dessus. Evidement, on peut également oublier les fourchettes et prouver directement les
formules suivantes pour définir une représentation de B,,, en vérifiant qu’elles respectent les
relations (2.3), (2.4). On identifie Z/n avec {1,2,...,n} d’'une maniére évidente.

e Sil<i<j<n,alors (p[ij])vi; = tq*vy;.
eSil<i<j<k<n,alors

(plig])vjk = vik,

(plig)vin = tqa(q — Dvij + (1 = q)vik + quji,
(plik])vi; =t~ g,

plik])vie = tqui; +tq(q — Do + (1 — q)uz,

(
(plik])vi; = (1 — @)vij + quar + (g — 1)vju,
(plik])

eSil<i<j<k</l<n,alors

(plig])ore = ve,
(plkl])vij = vij,
(pli€])vjr = vj,
(plik])vie = vir,
(plik])vje = t(q — vy +t(q — 1) v + (1 — @)vie + (1 — @)vj + vje + (¢ — Vg,
(Pl vir = (1 = Q)vig + v + (g = Dvie + (g = Dvge + (¢ — 1050 + 171 (1 = q)vge.
Soit U le dual de V/, et considérons 'application (.,.) : UxV — R donnée par (u,v) = u(v).

Soit {u;; | 1<1i<j<n}labasedeU duale a la base {v;;};; de V. Plus précisément,

U= @ Ruij ; <ui,j7vk£> =

1<i<j<n 0 sinon.
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chaque fois que 1 <i < j<metl<k<{<n. On écrira de temps en temps v;; = v;; et

uij = uji~

Rappelons I'anti-automorphisme x +— T de B,, défini par [ij] — [n+1—i,n+1—7], et qui
préserve Bf. Soit p* : B, — GL(U) la représentation définie par ((p*z)u,v) = (u, (pT)v)
pour tous u € U, v € V. Ceci signifie que la matrice de p*(z) par rapport a la base {u;;};;
et la matrice de pT par rapport a la base {v;;};; chacune est la transposée de 'autre.

La représentation duale p* sera utile par la suite dans la preuve de la linéarité de B,. La
formule directe de cette représentation est donnée comme suit :

eSil<a<b<netl<c<d<navec {a,b}N{c,d} =0, alors

(p"[ab])tic = Uea.

eSil<a<b<c<n,alors

(p*[ab])uac = Upe + (1 - Q) Z Ude,

a<d<b
(p*W)ubc = qUqe T (q — 1) Z Ude,
a<d<b
(p*m)uab = tqubc + t(q - 1) Z Ubd + (q - 1) Z udb7
c<d d<a
(P*@)ch =1 ua + (1—-4q) Z Upd + t_l(l —q) Z Udp,
ng d<a
(P*@)Uab = Uge + (1 = q) Z Uad,
b<d<c
(p*@)uac = qUqp + (q - 1) Z Ugh-
b<d<c

e Sil<a<b<n,alors

(p*[ab) gy =tq*uay +1tq(q — 1) > tae +ta(g — 1) D ua +q(q— 1) Uea,

b<c a<c<b c<a
+t(qg — 1) Z Ueq + (g — 1) Z Ugg-
a<c<b<d c<a<d<b

2.2.3.2 Le module de Burau W

Dans ce paragraphe on va utiliser le langage des fourchettes pour retrouver la représen-
tation de Burau définie dans la Section 2.1. Rappelons de 'anneau R et I’élément inversible
q € R* (t n’est pas important & ce moment). Le module W de Burau est le R-module pré-

senté par générateurs {w(T") / Tclasse d’isotopie des fourchettes}, et les relations indiquées
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:_q :q

‘W W
W W W

FI1GURE 2.4 — Relations entre fourchettes dans le module de Burau

W W

dans la Figure 2.4. Les indices W dans les images indiquent qu’on traite w(7"). Comme dans
le cas de V' (voir sous-Section 2.2.3.1), on obtient immédiatement une action de B, sur W.
On écrit w;; = w(7T;;). D’une maniére analogue a la Proposition 2.6, I'ensemble {w; 1]t =

1,..,n — 1} est une base de W. Les matrices concernées sont données par

Wj-1,j + Wj 1 =71
. —qWjj+1 i =7,
(i, 4+ wjjn =
Wjj+1 + qWjt1,5+2 i=J+1
W j+1 sinon.

Proposition 2.7.
Sit =1 et 2 est inversible dans R, alors il existe un isomorphisme de B,,-module V- —s S*W

(carré symétrique de W) donné par v;; — wfj et, plus généralement, v(T) — w(T)>.
Preuve. une preuve directe basée sur les matrices peut étre faite. O
Le polynéme caractéristique de 'action de [ij] sur W égale
(z = 1)"*(z+q),

et sur V égale
-1

(2 — 1)) (@ + )2z — tg?).



Chapitre 3
Linéarité de By

Dans ce chapitre, on expose la linéarité des groupes de tresses. On montre que la repré-
sentation de Krammer p : B, — GL,,(Z[¢*',#*!]) avec m = n(n — 1)/2 est fidéle pour
n=4.

3.1 La Conjecture Principale

Il est difficile d’imaginer une preuve de la linéarité des groupes de tresses sans utiliser
quelques solutions de probleme de mot. La question qui se pose alors, est comment relier le
probléeme de mot aux représentations. Le résultat suivant essaye de répondre a ¢a. IL donne

une condition suffisante pour que 'action de B,, sur n’importe quel ensemble soit fidele.

Proposition 3.1.
Soit B, agit sur un ensemble S. Etant donnés des sous ensembles D, = D(z) C S(z € Q)

tels qu’on a :
(1) D, est non-vide, Yz € Q, et sont deux a deuz disjoints.
(2) Pour toute paire avide (z,y) € Q@ X Q, on a D, C D,.

Alors, Uaction de B, sur S est fidéle.

Preuve.
Soit § dénote le groupe de permutations de S, et soit 7 : B,, — & l'action de B,, sur S.
On écrit zv au lieu de (rz)v (x € By,v € 9).

On sait que pour tout z € B, il existe z,y € B} avec z = xy~!. Pour démontrer cette
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proposition, il suffit de montrer que pour tous x,y € B | si n(z) = 7(y) alors x = y. On
montre ceci par induction sur £(z) + ¢(y).

Supposons que x,y € B avec w(x) = mw(y). Si l(x) + (y) = 0, alors © = 1 et y = 1.
Donc x = y. Considérons maintenant le cas ¢(x) 4+ £(y) > 0. Soient (xy, ..., x;) la forme avide
de z, et (yi,...,4) la forme avide de y. Comme D(1) est non-vide, choisissons un élément
quelconque v € D(1). Puisque (w4, 1) est une paire avide, alors d’apres la supposition (2)
de la proposition, on a z,v € x;D(1) C D(xs). Puisque (xs_1,zs) est une paire avide, alors
Ty 10 € xe 1D(xs) C D(xs_1). Continuant de cette fagon, on trouve que zv € D(z1).
De méme, yv € D(y;). Il découle de w(x) = m(y) que zv = yv. En conséquence, zv €
D(z1) N D(yy). Par la supposition (1) de la proposition, tous les D(z) sont disjoints. Il
découle que x1 = y;. Soient z’,y € B} tels que x = x12', y = y1y’. Alors 7(2) = w(y').
On a x; # 1 parceque sinon x = y = 1, qui est contradiction avec ¢(x) + £(y) > 0. Donc
0(2")+0(y') < €(z)+L(y). D’apres 'hypothese d’induction, il vient que 2’ = ¢’ et donc x = y.

Ceci prouve la proposition. O

Afin de formuler la conjecture principale, on a besoin de quelques notations. Rappelons les
représentations p : B, — GL(V), p* : B,, — GL(U) définies dans la Section 2.2, lesquelles
dépendent de 'anneau R et les deux variables inversibles ¢, ¢ € R. On identifie souvent p(z)
(respectivement, p*(x)) avec sa matrice dans la base {v;;};; (respectivement, {u;;};;). On
observe que pour toute tresse positive x, les entrées de la matrice p(x) sont dans Z[q, t,t'].
En d’autre termes, elles n’ont pas des poles a ¢ = 0. Ceci vient, par exemple, des matrices
données dans la Section 2.2. Notons que B, est engendré par Q). Soit po : Bf — End(V)
(respectivement, pf @ Bf — End(U)) la représentation obtenue de p (respectivement, p*)
en fixant ¢ = 0 dans leurs matrices. On utilisera la notation zv au lieu de (pox)v si x € B,
et v € V. De méme, zu = (pjr)usixz € B et ue U.

Dorénavant, on prend R = R[¢*!] 'anneau des polyndmes de Laurent d’une seule variable
comme anneau de base, t € R C R, 0 <t < 1. On pose

UO = @ RUU cU N Vb = @ ]R’Uij cVv

1<i<j<n 1<i<j<n
Notons que B;fUy C Uy (abréviation de (p; B, )Uy C Up) et de méme pour V .
Définition 3.1.

Un sous-ensemble de [’espace vectoriel réel est dit cone convere ou R’ -module s’il est stable

pour 'addition et le produit par des scalaires réels positifs.
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Conjecture 3.2. (principale)

Supposons que 0 < t < 1. Alors ils existent des cones convexes Cp, = C'(x) C Uy (x € Q) tels
qu’on a :

(1) Les C, sont non-vides et disjoints.

(2) Pour toute paire avide (x,y) € Q@ X Q, on a zCy, C C,.

On établit deux résultats a partir de la conjecture principale, Ils sont vrais méme si

I’hypothese de convexité dans la Conjecture 3.2 est ignorée.

On définit v € GL(V) par p(d) = ¢*v, et v. € GL(U) par p*(§) = ¢*7».
Lemme 3.3. On a :

Viy1 41 SLJ <n, U151 s1l<i,
i = - et Yl = o
g1 41 SLJ) =n. tui—1j-1 sil=u.

pour tous i,j € Z/n, 1 < i < j < n. En particulier v dépend que de t, et YVo = Vg, et
pol6) = 0 et pj(8) = 0.

Preuve.

Pour faire ceci, on multiplie les matrices p[ij] suivant la formule 6 = [12][23]....[n — 1,n].
D’apres les résultats de la Section 2.2, on a une description figurative de 6. Considérons
I'ensemble P = {p1,...,pn} C R, p1 < ... < py,, et * = v/—1. Alors, § déplace p; & p;;1 le
long d’un segment, sauf p, lequel se déplace a travers le demi plan supérieur a p;. Ainsi,
si j < n alors (& une isotopie pres) § envoie Tj; sur une fourchette qui a le méme arc que
Ti11,j+1 et un tours supplémentaire de son manche autour de p;. En utilisant la relation (R3)
dans la Figure 2.3, on trouve (pd)v;; = ¢*viy1,4+1. De méme, si j = n alors d prend Tj; a
une fourchette qui a le méme arc que 7;;4 j41 mais son manche tourne autour de p; avant
de rencontrer I'arc en bas. En utilisant la relation (R2), on obtient (pd)vi; = tq*v;11 j+1-
L’action de ¢ sur U est obtenue par transposition de la matrice impliquée. En divisant par

q?, ceci termine la preuve. O

Théoréme 3.4.

On suppose que la Conjecture 3.2 est vraie (pour quelques valeurs de n). Alors on a :
(a) La représentation p : B, — GL(V) est fidéle.

(b) Soit x € B,,. Considérons les séries de Laurent de p*(x) respectivement d q :

pf(x) = ZAi(t)qi . A€ My (Zt,t7Y) , Ap#£0,A,#0.
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Alors,

1
lo(x) = §max(€ —k,—k,0).

Si, de plus, v € Bf\0B;", alors k =0, { = 2y (x).

Preuwve.

La preuve de (a) sera une application de la Proposition 3.1. Posons S := U,
D, :=C,+qR[qUp={a+b | aeC.beqR[gUy} CU.

Le terme ¢R[q]Uy veut dire qu’on va travailler modulo ¢. L’action de B,, sur S est évidement
p*. On va avoir la condition (2) de la Proposition 3.1 a partir de (2) de la Conjecture 3.2.

En effet, pour toute paire avide (z,y) € Q* on a

(p*x)Dy = (p"x)Cy + (p*x)qR[q)Us C (p"2)Cy + qR[q)Us
= (por)Cy + qR[q]Us C C, + qR[g]Uy = D,

Dans la premiere inclusion, on a utilisé le fait que p*x n’a aucun podle a ¢ = 0. Dans la
deuxieme égalité, on a utilisé le fait que p* et pf coincident modulo ¢. Dans la derniere
inclusion, on a utilisé C, C C,. Ceci prouve (2) de la Proposition 3.1. La condition (1)
de la Proposition 3.1 s’obtient de la Conjecture 3.2(1). En appliquant la Proposition 3.1 on
obtient que l'action de B,, sur U (ou son dual V') est fidele.

Maintenant, montrons (b). On va prouver que

(Hy) pour tout z € BI\d6B k=0,
(Hy) pour tout =€ BI\0B, :(=2ly(x),

tels que k, £ sont définis comme dans (b) du Théoréme 3.4. Plus précisément, (H;) est prouvée
pour tout réel t avec les propriétés de la Conjecture 3.2, mais (Hj) est prouvée seulement
pour un indéterminé t.

Montrons (H;). On écrit r := fg(x). Sir = 0, il n'y a rien a prouver, donc supposons que
r > 0. Par le Théoreme 2.5(a) la forme avide de x est de la forme (z1,...,x,) € Q". D’apres

la Conjecture 3.2(1), C(1) est non-vide. Prenons un v € C(1) quelconque. Comme dans la
+

0 € C(6), car p§(d) = 0 par le Lemme 3.3 et (4, 1) est avide, d’ou 0 = dv € C(J). Mais tous
les C'(y) sont disjoints. Donc 0 ¢ C(x1). Le fait que zv € C(x1), nous donne zv # 0. D'une

preuve de la Proposition 3.1, on a zv € C(1). Puisque = ¢ §B,, alors x; # 0. De plus,

maniere équivalente, Agv # 0 (ot A; est zéro si i < k ou i > {). IL découle que Ay # 0. Ceci
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finit la preuve de (H1).
On revient a la preuve de (H2). On remplace 'anneau de base par 'anneau des polynémes

1

de Laurent Z[g*™!, t*!]. Considérons I'automorphisme de B, x — Z~!. on a la formule

p (T q,t) = Tp*(a,q 't )T (3.1)

ou l'involution 7" € GL(U) est définie par Tu;j = Up41—jnt1—i- 11 découle que
T(Z At Ng T =Tp*(x,q¢ YT = p* (Tt q,t) = p* (07", ¢, )p* (6T 1, q, ). (3.2)

Posons 2’ = "', On a 2’ € B\dB;" et lg(z') = r. En effet, si (y1,...,y-) est la forme
avide de 7 alors la forme avide de 2’ est (z,, ..., z1) avec z; = 0'Z; '6'~". En appliquant (H1)

a z’; le coté droit de I'équation (3.2) sera de la forme

ZI
VT ANtg AL #0.
=0

Puisque v, ne dépend pas de ¢, il découle que le petit exposant de ¢ dans cette expression
égale —2r. En combinant avec (3.2), et en notant que 7' ne dépend non plus de ¢ , on
obtient ¢ = 2r = 2{g(x). Ceci finit la preuve de (H2). De (H1), (H2), et le Théoréme 2.5 on
obtient (b). O

Dans le Théoreme 3.4(b), les identités sont vraies pour 0 < t < 1. L’exemple suivant

montre que Théoréme 3.4(b) est fausse pour t = 1, n = 4.

Exemple

Considérons I'élément = € B;F\dB; lequel sa forme avide est
([23][14], [24], [12], [14], [34], [23], [12], [13], [23][14]). (3.3)

donc £ (z) = 9. Le calcul direct montre que dans la notation de (b) du Théoreme 3.4 , k = 2.

Ceci contredit la derniére relation de (b) du Théoréme 3.4 laquelle affirme que k = 0.

Proposition 3.5.

Considérons les anneauz I = Zq,t,t7], Iy = Zlq] et B; = Ljq7'], i = 1,2. Pour i = 1,2,
posons V; = V(R;,q,t) out =1 sii=2.

Fizons une base quelconque A; de V. Pour y € B, et i € {1,2}, soit k;(y) dénote le plus
grand entier k tel que ¢*I; contient tous les entrées de la matrice de 'action de y sur V,
respectivement a A;. Alors {ki(y) —k2(y) / y € B,} est non borné, sauf si les égalités de (b)

du Théoreme 3.4 sont maintenues.
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Preuve.

Un résultat standard montre que étre non borné est indépendant du choix des bases. En effet,
si A; et A} sont deux bases de V; alors la différence des fonctions associées |k;(y) —ki(y)| est au
plus un constant indépendant de y. Par conséquent, il suffit de faire la preuve pour une base
particuliere A;. On va choisir la base standard des fourchettes. Notons que ([23][14], [23][14])
est une paire avide. La forme avide de " (r > 0) égale la concaténation de r copies de la
forme avide de z. En particulier, " € B;f\dB; et, d’apres le Théoréme 3.4(b), ki(x") = 0.
Mais on a obtenu que ky(x) = 2, d’ou ko(z") > 2r. Il découle que |ki(z") — ko(z")| > 2r.

D’ou la preuve de la proposition. O

3.2 Démonstration de la Conjecture Principale pour
n =4

Dans cette section, on va prouver la conjecture principale pour n = 4. La premiere tache
est de définir les cones C), lesquels satisfont les conditions de la conjecture principale 3.2. Mais
d’abord on considere le cas t = 1, pour nous donner l'idée de ce qui se passe. L’hypothese
t = 1 implique que V est un carré symétrique du module de Burau (voie la Section 2.2.3.2).

Ceci conduit au cone convexe C' € Uy, nommé ’ensemble des éléments positifs semi-définis.

Examinant la signification des bases {u;;};;, on trouve
C =R’ — span of { Z (x; — xj)zuij [ T1y ey Ty € ]R}. (3.4)
1<i<j<n

Définition 3.2.
Un espace pseudométrique est une paire (X, d) formée d’un ensemble X et d’une application

d: X x X — R, satisfaisant les conditions suivantes :

1) d(z,y) =d(y,x) , Yo,y € X.

2) d(z,z) <d(x,y) +d(y,z) , Va,y,z € X. ( linégalité triangulaire).
Remarque 3.2.1.

On appelle un espace pseudométrique fini Fuclidien s’il admet une application isomé-
trique d’un espace Euclidien. Plus précisément, (X, d) est Euclidien s'il existe des applica-
tions fi: X — R (1 <@ < |X]| —1) avec d(z,y)* = >;(fi(z) — fi(y))?. On peut réécrire C

comie

C = { > d(i,j)*u;; / d pseudométrique Euclidien sur {1, ,n}} (3.5)

1<i<j<n
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Dorénavant, on suppose que 0 < ¢t < 1. Posons p = t2

Définition 3.3.
On appelle t-pseudométrique sur Z/n toute application d : Z/n X Z/n — R, satisfaisant

les conditions suivantes :

1) d(xz,x) =0 pour tout x € Z/n.

2) d(z,y) =d(y,z) , Yo,y € Z/n.

3) d(z,z) < d(x,y) + d(y, z) pour tous x,y,z € Z/n, x < y < z.

4) d(z,y) <d(z,z) + t_%d(y, z) pour tous x,y,z € Z/n, r <y < z.
5) dy, z) <d(z,z)+ t%d(a:,y) pour tous x,y,z € Z/n, x <y < z.

Les inégalités 3), 4) et 5) sont appelées t-triangulaires.

On peut maintenant définir les cones C,.. D’une fagon analogue a (3.5), on pose

C= { > d(i,j)*ui; / d  est une t-pseudométrique sur Z/n}, (3.6)
1<i<j<n
Cx:{ Z d(i,7)%u;; € C/ Pour tout 1<i<j<n :d(i,j) =0+ [ij] gg;},
1<i<j<n
(3.7)
oux e Q\{1} et,sin =14
C1 = (w12 + U1z + purs + puss + puss + puss)RY. (3.8)

Il sera plus unifier de définir C'; de la méme facon que les C, mais cette définition réduit les

calculs qui suivent.

Pour formuler le théoreme principale de ce chapitre on a besoin de la proposition et les

lemmes qui suivent.

Proposition 3.6.
(a) v.C =C.
(b) 7Cy = Csps—1 pour tout x € Q\{1}.
(c) sin =4, alors v.Cy = Cy.
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Preuve.
(a) Pour tous 4,7,k € Z/n avec 1 <i < j<k<netle{l,2,3}, on définit Cy(i,j, k)

comme étant Uensemble des vecteurs 31« o<p, aZu,s € Uy avec a,5 € Ry et
Q5 S ik —|—p‘1ajk sil = 1,
ik < Qg5 + Ak sil = 2,
Ak S Qi —i—paij sil = 3.
Puisque C' est par définition I'intersection de tous les Cy(i, j, k), il suffit de monter que ~,

permute les Cy(i, 7, k). Soit u = Za?juij € Uy ou a;; = aj; € Ry. Par la premiere égalité du

_ 2 S
Lemme 3.3, on a y,u = > bijuij ou

it 1,541 J<mn,
bij = bj; = ,
PGit154+1 J=n,

chaque fois que i,j € Z/n, 1 <i<j<n.Sil<i<j<k<mnetlec{l,23} alors
Y € Co(i, 5, k) <= ue Co(i+ 1,5+ 1,k +1).
Il reste le cas k = n, i.e., on suppose 1 < i < j < k =n. Alors

Yeu € Cy(i, §, k) < b < by +p bk
> Qig1,j41 S POgt1ir1 + Qpr1 g1
—uelCik+1,i+1,74+1),

Yo € Co(i, 7, k) <= bip < byj + b,
> PAk41,i+1 S Qig15+1 + DAkt j+1
—ueCi(k+1,i+1,7+1),

Yu € Cs(1, 7, k) <= bji, < bip + pby;
< Pagy1j41 < PAgg1ir1 + PAig1 41

= uelCyk+1,i+1,7+1).

Ceci montre que v, permute les Cy(i, j, k), d’ou la preuve de (a).

Maintenant montrons (b). Puisque C, et Cs,5-1 sont les deux dans C' par définition, et

7. préserve C' d’apres (a), alors il suffit de montrer que si u € C, alors u € C,, est équivalent
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a 7,u € Cyps—1. Supposons que u € C. On garde la notation a;; , b;; de (a). On trouve

Yt € Cisps-1 == (bi; = 0 <= [ij] < §'TJ chaque fois que 1 < i < j < n)
< (ai115+1 = 0 = §[ij]6 "' < T chaque fois que 1 <i < j < n)

<= (@141 = 0 <= [i + 1, j+,1] < T chaque fois que 1 <i < j <n)
<= (a;j = 0 <= [ij] <7 chaque fois que 1 <i < j<n)<=ueCl’,.

Ceci finit la preuve de (b).

La partie (c) est obtenue par le Lemme 3.3 et un calcul direct. ]
Le lemme suivant détermine les ¢-triangles avec une aréte de longueur zero.

Lemme 3.7.

Soit d une t-pseudométique sur Z/n, et soit 1 <i < j <k <n. Alors on a
(a) Sid(i,j) =0, alors d(j, k) = d(i, k).
(b) Sid(j,k) =0, alors d(i,j) = d(i, k).
(c) Sid(i,k) =0, alors d(j, k) = pd(i, 7).

Preuve.

Montrons (c¢). Par 'hypothese d(i, k) = 0, les inégalités t-triangulaires se réduisent a
d(i,7) < p~td(j,k) et d(j, k) < pd(i, 7). Il découle que d(j, k) = pd(i, ). (a) et (b) se font de
la méme maniere que (c). O

Dorénavant, on suppose n = 4. exposons ) comme la réunion des Aut(B;)-orbites :

Q = {13U{[12], 23], [34], [41]}U{[13], [24] ;U{[123], [234], [341], [412];U{[12][34], [23][41]}L{d}.
(3.9)

Le lemme suivant donne une description concrete de C,, pour un seul z dans chaque Aut(B;")-

orbite dans @, sauf C; qui est toujours définit dans sa forme simple (3.8). Le dual de la base

standard de fourchettes de U est ordonné comme suit : (us, U3, U1g, Usg, Usg, Usg)-

Lemme 3.8.
(a) Cs ={0}.
(b) Cpag = (1,1,1,0,0,0)R% .
(¢) Chopa = (0,1,1,1,1,0)R%. En général, pour tout x € Q2, le conne convexe C, est

engendré par l'unique colonne non nulle dans pi(x) (voir les matrices dans la Figure

3.1).
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(d) Chy est l'ensemble des vecteurs (22, 92,9%, 2%, 2%,0) o x,y,2 € R7,

r<y+plz, (A1)
y<x+z, (A2)
z < pzr+y. (A3)

(e) Chg est lensemble des vecteurs (a2, 2%, 2%, y?,0,ty?) tels que x,y,z € R%,

z < py + pz, (B1)
y < pr+ z, (B2)
z<xz+y. (B3)

Preuve.

(a) Soit v = 3 a;;u;; € Cs. Pour tous i, j on a [ij] <& =0, d’out a;; = 0 par définition de
Cs. Ceci montre que v = 0, i.e., C5 C {0}. L’inclusion inverse est évidente .

(b) Soit v = X" a;ju;; € Chag. D’apres la définition de Cliag), on a ass = agg = azy = 0
et ajg, arz, a14 > 0. D’apres le Lemme 3.7, avec (4,7, k) = (1,3,4), il découle que a3 = ay4.
Similairement, la restriction a {1,2,3} nous donne ajy = ai3. IL découle que v = aja(uis +
uy3 + u14), dot v € (1,1,1,0,0,0)R?%. L'inclusion inverse est claire.

(c) Soit v = 3 a;ju;; € Cphgjza- Par la définition de Cligsq), on a a1z = asq = 0, les autres
quatre coordonnées sont positives. Le Lemme 3.7 appliquée aux indices 1,2, 3, nous donne
a13 = ag3. La restriction a {2,3,4} donne ass = agq. Finalement, La restriction a {1,2,4}
donne agy = ay4. Par conséquent v € (0,1,1,1,1,0)R,. L’inclusion inverse est claire.

Pour a € ()9, soit D, le conne convexe engendré par I'unique colonne non nulle dans
po(a)(voir la Figure 3.1). Montrons que C, = D, pour tout a € (). Notons que (b) indique
qu’elle est vraie pour a = [123], et, ci-dessus, on a montré qu’elle est vraie pour a = [12][34].
Puisque chaque Aut(B;)-orbite dans @2 contient [123] ou [12][34], il reste a montrer que si
b=0dad""' et C, = D,, alors Cy, = Dy. De b= dad ™', on trouve p*(b) = p*(§)p*(a)p*(6)~! =
Yep*(a)y; L. Posons ¢ = 0. On trouve pi(b) = 7.p5(a)y,t. Puisque chaque ligne et chaque
colonne de ~, contient seulement une seule entrée non-nulle, qui est positive, on déduit que
Dy =7.D, = 7.Cy = Cso5-1 = Cy. Ceci finit la preuve de (c).

(d) Soit v = Y a;u;; € Cpg. D’apres la la définition de Cpgj, on a agy = 0 et a;; > 0
sinon. En appliquant le Lemme 3.7 sur {1,3,4} et {2,3,4}, il découle que v a la forme
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v=(2?,9y% 9% 2% 2%,0) avec z,y, z > 0. Pour {1,2,3} les inégalités t-triangulaires satisfont
(A1), (A2), (A3). Pour {1, 2,4} on obtient précisément les mémes trois inégalités. Ceci montre
I'inclusion de (d), est I'inclusion inverse est aussi claire. Ceci finit la preuve de (d).

(e) soit v = Y au;; € Cpg. Par la définition de Cpg), on a ay = 0 et a;; > 0 si-
non. En appliquant le Lemme 3.7 sur {1,2,4} et {2,3,4}, il découle que v a la forme
v = (22,2%,2%,9y% 0, ty?) avec z,y,z > 0. On va maintenant écrire ci-dessous les 6 inéga-

lités t-triangulaires restantes. Pour {1,2,3}, on a

v <ply+z, (3.10)
y < pr+ 2, (3.11)
z<xz+y. (3.12)
Pour {1,3,4}, on a
< py+z, (3.13)
py < x4+ pz, (3.14)
z<x+y. (3.15)

Notons que (3.12)<=(3.15) , et (3.13)=-(3.10) (car0 < p < let x,y,z > 0), et (3.11)=(3.14).

En conséquence

[(3.10), et ..., et (3.15)] <= [(3.12), (3.13) et (3.11)]
— [(B1),(B2) et (B3)].

Ceci montre l'inclusion de (e), et I'inclusion inverse est aussi claire. Ceci finit la partie (e). [

Rappelons des deux définitions équivalentes des formes avides dans la Proposition 2.4. La
partie (a) du lemme suivant classifie les paires avides (a,b) € Q? avec a # §, aux automor-

phismes prés de B;". La partie (b) explique qu’est ce qu’on attend de la réduction modulo

Aut(B}).
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Lemme 3.9.

(a) Toute paire avide (a,b) avec a # ¢ dans la liste suivante se produit selon un automor-

phisme approprié de B, (et inversement, toutes les paires dans la liste sont avides) :

b=1 et a € {1,[12],[13], [123], [12][34]},
b=1[12] et a € {[12],[23], [24], [12][34], [23][41], [123], [234], [412]},
b= [13] et a € {[13], [24], [12], [123], [234], [12][34]},

b= [123] et a € {[123], [234], [12][34]},

b = [23][41] et a € {[23][41], [13], [123], [12][34]}.

(b) Afin de prowver aCy, C C, pour toutes les paires avides (a,b) avec a # 9, il suffit de le
faire pour un seul représentant de chaque Aut(B;})-orbite (par exemple, chacun de la

liste de (a)).

Preuve.

(a) Rappelons que pour n = 4, les éléments de ) sont donnés par (3.9). La liste don-
née dans le lemme est obtenu en testant la définition d’avidité (greediness) sur toute paire
dans Q?, & automorphisme prés de B;. La caractérisation concréte des formes avides donnée
dans la Proposition 2.4(3) va étre utile. On va donner plusieurs exemples. La seule direc-
tion qu’on va faire est qu’aucune paire avide est en dehors de la liste. A titre d’exemple,
([124], [23][41]) n’est pas avide car [124][23][41] = [1234][41]. Dans 'approche de la Proposi-
tion 2.4(3), on pose (ij) = (23). La paire ([23][41], [123]) n’est pas avide car ([23][41], [123]) =
[23][41][31][12] = [1234][12]. Ou on pose (ij) = (13). La paire ([34],[13]) est avide. Mais elle
n’est pas oubliée dans la liste parceque en conjuguant par §? la transforme a ([12], [13])
laquelle est dans la liste.

(b) Rappelons que la conjugaison dans B,, par § définit un automorphisme de B, lequel
engendre Aut(B;") comme monoide. De plus, Aut(B;") préserve I'ensemble des formes avides.
Soit (a,b) une forme avide satisfaisant aCj C C,. Montrons que la forme avide (dad—!, §b61)

a la méme propriété. On a
P (0ad ") = p"(8)p*(a)p"(0) " = vup"(a)y. .
En posant ¢ = 0, on trouve p(dad ') = v.p}(a)y, . Donc

a6~ Cps—1 = pj(0a0~ )1 Chy = (1upp(a)ys ) 1Co
= 7 (p5(a)Cy) C 7:Co = Cogs-1.
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La premiere et la derniére égalité découlent de la Proposition 3.6. Ceci finit la preuve de (b).

O

Théoreme 3.10.

Pourn =4 et 0 <t <1, les cones convexes {C, | x € Q} définis dans (3.6)—(5.8) satisfont
la Conjecture Principale 3.2. En particulier (par le Théoréme 3.4) V est un By-module fidéle
(i.e., la représentation p est fidéle), et la relation avec la longueur de Charney énoncée dans

le Théoreme 3.4 est satisfaite.

Preuve.

Montrons (1) de la Conjecture Principale 3.2. D’apres le Lemme 3.8, la Proposition 2.3
et la Proposition 3.6 le cone C, est non-vide, et chaque = € @ est déterminé par {y € @ :
y < x}. Supposons que Y a;;u;; € C, N Cy. Alors pour tous 4, j avec 1 < ¢ < j <mn, on a par
définition de C,

[i)] <T <= a;; =0 [ij] <7.

D'ou z = y. Ceci montre que les C, sont disjoints. La preuve de (1) de la Conjecture
Principale 3.2 est terminée.

Maintenant, montrons (2) de la Conjecture Principale 3.2. On doit montrer que aCj C C,
pour toute paire avide (a,b) € Q X Q. Si a = ¢ ceci découle immédiatement de I'égalité
p5(0) = 0 (voir le Lemme 3.3) et C5 = {0}. Le Lemme 3.9(b) réduit le nombre des paires

avides. En effet, il suffit de considérer les cas (disjoints) suivants :

1“Cas: a=b, a € {1,[12],[13], [23][41], [123]},
2¢Cas: b=1, a € {[12],[13], [123], [12][34]},
3Cas: b=][12], a € Q\{[341]},

4°Cas: b=[13], a € Q2\{[23][41]},

BeCas: b=[123], a € {[234],[12][34]},

6°Cas: b= [23][41], a € {[13],[123],[12][34]},
7°Cas: a=[23], b=112],

8Cas: a=[12, b=[13],

9°Cas: a = [24], b= [13],

10°Cas : a = [24] b=12].

On verra que la supposition ¢ # 1 est utilisé seulement dans le 10°Cas, c¢’est dans la preuve

de (3.24).
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Les calculs seront plus faciles si on dispose des matrices de pj(x) (z € Q\{1,6}). Elles

peuvent étre trouver dans la Figure 3.1.

1 1 T
1 1|51 a1 | 411 |t =
1 1

1 i 1
1 1
1 1
(12] [13] [14
1 t1
1 1
1 1 1
1 1
1 Sltl1]1]1]-1 1
1 1 1
(23] 24] [34]
1 -1
1 1
t_l
1
i | 1
[123] [234] [341]
i1 -1
1 =1
1
1 1
1 1 1
1
[412] [12][34] [23][41]

FIGURE 3.1 — Les matrices de p§(x) respectivement & (u12, u13, U14, Uos, Usy, Usy)

1"Cas : a = b. Soit v € C,. En utilisant le Lemme 3.8 et les matrices dans la Figure
3.1, on a av = v. Pour tout n et tout a € Q, v € C,, on a av = v. De plus on a la relation

(poa)? = poa. 1l découle que av € C, i.e., aC, C C,. Ceci finit le 1*"Cas.

2°Cas : b = 1 et a € {[12],[13],[123],[12][34]}. Rappelons que C; = Riv, ot v =
(1,1,p,p,p,p?). On doit montrer que av € C,. Si a = [12], alors (utilisant les matrices
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dans la Figure 3.1) av = (1,1,1,p,p,0), lequel on voit immédiatement qu'il est dans Cpi,
d’apres le Lemme 3.8.

Si a = [13], alors av = (1,3 — p,1,1,0,p%) = (22, 2%, 2%, 42,0, ty?) tel que z =1 , y = 1,
z=(3-— p)%. On voit immédiatement que ce vecteur est dans Cj3), d’apres le Lemme 3.8.
Si a = [123], alors av = (1,1,1,0,0,0) € C,.

Si a = [12][34], alors av = (0,1,1,1,1,0) € C,. Ceci finit le 2°Cas.

3°Cas : b = [12] et a € Q2\{[341]}. Soit v € Cy. Posons v = Y ¢;;u;;. Alors ¢34 = 0 et
ci; > 0si(i,7) # (3,4). D’apres les matrices dans la Figure 3.1 et 'hypothese ((a) = 2, il
découle qu’il existe un unique 1 < k < ¢ < n avec aug # 0. Donc av = cgp(auge). D’apres
I'hypothese a # [341] il découle que [kf] # [34], d’out ¢xe > 0. D’apres le Lemme 3.8(¢), C,

égale R fois 'unique colonne non-nul de pj(a), i.e., C, = R* auy,. Donc av € R augy = C,,.
4°Cas : b= [13] et a € @2\{[23][41]}. De la méme maniere que le 3°Cas.
5°Cas : b = [123] , a € {[234],[12][34]}. Alors par Lemme 3.8(b), on a C, = R¥v ou

v = (1,1,1,0,0,0). Si a = [234] alors av = (0,0,1,0,1,1) € C,. Si a = [12][34] alors
av = (0,1,1,1,1,0) € C,. Ceci finit le 5°Cas.

6°Cas : b = [23][41] , a € {[13],[123],[12][34]}. Alors d’apres le Lemme 3.8(c), on a
Cy, =Rivouv=(1,1,0,0,t,t). Si a = [123] alors av = (1,1,1,0,0,0) € C,. Si a = [12][34]
alors av = (0,1,1,1,1,0) € C,. Supposons que a = [13]. Alors av = (1,3 +¢,1,1,0,t) =
(22,22, 2%, 42,0,ty?) ol & = y = 1, 2 = (3 + t)2. Par Lemme 3.8(¢), on a av € C, si et
seulement si (B1) : o < py+zet (B2) : y <pr+ zet (B3): 2z <az+y. Ces égalités sont
vérifiées immédiatement, d’ou la preuve de av € C,. Ceci finit le cas a = [13] et ainsi la
preuve du 6¢Cas.

Rappelons que v, € GL(U) est défini par p*(§) = ¢*v.. IL sera utile d’avoir les matrices de

v, et de son inverse.
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I
~+

*Y |
I

)/* )

FIGURE 3.2 — Les matrices de v, et ¢ty !

7°Cas : a = [23] , b = [12]. Soit v € (4. Alors par Lemme 3.8(d), v est de la forme

(2%, 9%, 92, 2%, 2%,0), tel que z,y, z € R, satisfont les inégalités

r<y+p iz, (A1)
y<z+ 2z, (A2)
2 <pr+y. (A3)

On trouve av = (22, 2%,9%,0, 22, 22) , ty; tav = (y?, 22, 22, ta?, t2?,0). Par la Proposition 3.6
on a v, 'Cy =7, 10[23} = Cs-1355 = Cpig)- Le résultat désiré av € C, est donc équivalent a

ty; tav € Cpg. Par le Lemme 3.8(d), ceci est équivalent &
0<z,v,z,

y<z+uzx,
z < y+ pzx,
pr < py + z,

lesquelles donc reste a prouver. En effet, z,y, 2 son supposés positifs. Les autres trois in-
égalités sont équivalentes ,respectivement, aux hypotheses (A2),(A3),(Al). Ceci montre que

aCy C C, (et méme aCjy = C,).

8°Cas :a = [12] , b = [13]. Soit v € Cj. Alors par le Lemme 3.8(e), v a la forme

r<py+z, (B1)

Yy < pxr+ z, (B2)
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z<z+uy, (B3)

2

et z,y,z > 0. Alors av = (22,22, 22, y2,92,0). Encore, on sait déja que x,y, 2 sont positifs.
Y Yy Ja q Y

Par conséquent, par le Lemme 3.8(d), on a av € C, si et seulement si
r<z+ply,

z < x4y,
y <pxr+z.

La deuxieme inégalité est équivalente a (B3). La troisieme inégalité est équivalente a (B2).
La premiere inégalité est une conséquence de (B1) et le fait que 0 < p < 1 et y > 0. Ceci
prouve aCy, C C, et finit le 8°Cas.

9°Cas : a = [24] , b= [13]. Soit v € Cy. Alors v a la forme (22, 22, 2%, y*, 0, ty?) avec (B1),
(B2), (B3) et z,y,z > 0. On trouve av = (t 142, 0, 2%, y*, u, 2?) o

u=(1-t)(z*+y*) +t°. (3.16)

On note 7,Cq = 7.Claq) = Cpg), de sorte que le résultat désiré av € C, est équivalente a
Yeav € Cpg. On trouve v.av = (y*,u,y? 22,0, tz?). Par Lemme 3.8(e), v.av € Cpg si et

seulement si

0 <u, (3.17)

z < py+u?, (3.18)

y < pr+u, (3.19)
1

u2 <z +uy. (3.20)

L’inégalité (3.17) découle immédiatement de (3.16) et les suppositions 0 < t < let z,y, z > 0.
Notons que les suppositions (B1), (B2), (B3) et les résultats (3.17)—(3.20) sont symétriques
par rapport & = et y, puisque a et b les deux commutent avec 62. Donc, on peut supposer

x <y. Par (B2)ona0<y—pzr<z dou

(y — px)* < 2% (3.21)
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Il découle que

u—(y—pr)’ = (1=t)(@" +y°) +t2° — (y —pr)* >
> (1 —=t)(2® + %) + t(y — pr)* = (y — px)?
= (1=1)((=* +y*) — (y — pr)*)
= (1 =t)((2* +9*) — (v° — 2pay +p*z?))
= (1 —t)((1 — p*)z* + 2pzy) > 0.

ou dans la premiere inégalité on a utilisé (3.21). Il découle que uz > y — px. Ceci prouve

(3.19). L’inégalité (3.18) est une conséquence directe de (3.19) et 2 < y. De (B3) on trouve

0<z<x+y, dou

2 < (v +y)
On trouve
u—(r+y)P=1-t)(2a*+9°)+tz* — (2 +y)* <
<1 =t)@+y*) +tlx+y)? —(z+y)?

(1—=t)(2®+y* — (z+y)*) = (1 — t)(—2xy) <0,

(3.22)

ou dans la premiere inégalité on a utilisé (3.22). Puisque z+y > 0, il découle que uz < (x+y),

d’ou la preuve de (3.20). La preuve du 9°Cas est finie.

10°Cas : a = [24] , b = [12]. Soit v € Cy. Alors v est de la forme (22, %, y?, 2%, 2%,0), avec

r<y+plz
y<zx+2z,
z < pxr +v,

et z,y,z > 0.

On trouve av = (t712%,0,y?, 22, u, y?) ol

u=—tz® + (1 +t)y* + 222

(A1)
(A2)
(A3)

(3.23)

Puisque 7. C, = 7.Cl4) = Cpia) par la Proposition 3.6, le résultat désiré av € C, est équivalent

& yeav € Cpgp. On a yav = (22,4, 2%, 4%, 0, ty?), lequel, par le Lemme 3.8(e), est inclut dans

Clig) si et seulement si

0 < u,

(3.24)
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2 < py+u, (3.25)
y <pz+ u%, (3.26)
ur <z 4. (3.27)

Montrons les inégalités (3.24)—(3.27).
De (A1), on trouve 0 < px < py + z, donc

tr? < ty? + 2pyz + 22 (3.28)
il découle que

u—(z—py)* = (—t2® + (L+t)y* +22°) — (2° = 2pyz + ty°)
= —t2® +y* + 2pyz + 2° > —ta? + ty® + 2pyz + 27 > 0,

ou dans la derniere inégalité, on utilisait (3.28). Quelque soit le signe de z — py, il découle

que u >0 et z — py < uz. L'inégalité (3.25) est prouvée.

Preuve de (3.26). On a

u—(y —pz)® = (—tz® + (1 +t)y* + 22%) — (v — 2pyz + 2%) =
= —tx® +ty® +2pyz + 27 + (1 —1)2* > (1 — t)2* > 0,

ou dans la premiere inégalité, on utilisait (3.28). Quelque soit le signe de y — pz, il découle

que y —pz < uz. Ceci prouve (3.26).

Preuve de (3.24). Rappelons que nous avons déja prouvé v > 0. Combinant (3.25) et
(3.26), on obtient (1 — p)(y + z) < 2uz. Puisque 0 < p < 1 et y, z > 0, il découle que u > 0.

Preuve de (3.27). On a
(y+2)? —u=(y* +2yz+2%) — (—tx* + (1 + t)y* + 22°%) = ta* — ty® + 2yz — 22 (3.29)

On considére deux cas, y < z ou z < y. Premierement si y < z. Alors (A3) implique

0<z—y<pz. Dou (2 —y)? < tx? donc le coté droit de (3.29) est au moins

(z—y)? =ty +2yz — 2 = (1 — t)y*> > 0.
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Combinant avec (3.29), il découle que (y + 2)? —u > 0, d’on (3.27).
Supposons que z < . Alors (A2) nous donne 0 < y — 2z < z, d’ott (y — 2)? < 22. Donc le

coté droit de (3.29) est au moins
ty —2)° —ty* +2y2 — 22 = (1 - 1)(2y2 — 2°) = (1 = t)2(y + (y — 2)) 2 0,

car 1 —t, z,y,y — z sont positifs. L’inégalité (3.27)s’obtient comme ci-dessus. Le 10°Cas est

fini et donc la preuve du théoreme. O
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Resumé

Ce mémoire porte sur ['étude des représentations des groupes de tresses.
La plus classique est la représentation de Burau qui a ['inconvénient de
ne pas étre fidéle. Dans ce travail, on définit la représentation de Kram-
mer qui envoie le groupe B, dans le groupe des matrices inversibles de
taillem X n, oum = n(n — 1)/2 dont les coefficients sont des po-
lyndmes de Laurent d deux variables, et on montre qu'elle est fidéle
pourn = 4.

Summary

This memory deals with the study of the representations of the braid
groups. The most classical one is the Burau representation which has the
disadvantage of not being faithful. In this work, we define the Kram-
mer’s representation which sends the group B, in the group of the in-
vertible matrices of sizem X m, wherem = n(n — 1) /2, and whose
coefficients are Laurent polynomials with two variables, and we show
the faithfulness of this representation forn = 4.
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