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Introduction Générale

Au début du vingtième siècle, le mathématicien allemand, Kurt Hensel (1861-1941) intro-

duit les nombres p-adiques. Ces derniers représentent une extension des nombres rationnels

qui sont utilisés en théorie des nombres pour calculer modulo une puissance d’un nombre

premier, et ils ont d’autres applications dans d’autres branches comme l’analyse (analyse p-

adique) et topologie algébrique ... . On les voit aussi apparaitre dans la physique théorique.

Beaucoup d’études ont été faites sur la distribution de valeurs des fonctions méromorphes

complexes. Elles concernent les problèmes de la répartition des zéros et les applications de la

théorie de distribution des valeurs dans l’étude du comportement asymptotique des solutions

des équations fonctionnelles et différentielles, notamment par : Nevanlinna, G. Gundersen,

G. Frank, C.C.Yang, Ping.Li,... ,etc.

Au cours des années 80, A. Boutabaa et Ha Huy Khoai introduisent la théorie de Nevan-

linna ultramétrique des fonctions méromorphes dans tout le corps K qui joue un rôle majeur

dans le domaine de distribution des valeurs, et elle possède des relations importantes avec la

théorie des nombres. Au début des années 2000, A. Boutabaa et A. Escassaut ont appliqué

cette théorie dans un disque ouvert dans K.

Le but de ce mémoire est l’étude de la primalité et de la pseudo-primalité d’une fonction

méromorphe sur Cp, en utilisant la théorie de distribution des valeurs et la factorisation des

fonctions méromorphes.

Ce travail est réparti sur trois chapitres précédés d’une introduction.

Le premier chapitre et composé de quatre parties. Nous commençons par la définition de la

valeur absolue ultramétrique. Puis, nous rappelons les propriétés topologiques et nous allons

essayer de construire le corps des nombres p-adiques Qp, qui est le complété de Q. Comme
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Qp n’est pas algébriquement clos, nous avons besoin de le compléter pour former le corps Cp

qui est complet est algébriquement clos. Après, on présente quelques propriétés analytiques

et nous terminerons ce chapitre par la présentation des fonctions analytiques et les fonctions

méromorphes sur un corps ultramétrique.

Le deuxième chapitre est réparti sur cinq parties. Dans la première partie, nous présentons

les zéros des fonctions analytiques. Ensuite, nous donnons le polygone de valuation qui

joue un rôle important dans l’étude de la distribution des valeurs. Puis, on définit quatre

fonctions ; Z(r, f) - la fonction qui compte les zéros des fonctions méromorphes avec leurs

multiplicités, N(r, f) - la fonction qui compte les pôles des fonctions méromorphes avec leurs

multiplicités, m(r, f) - la fonction de compensation, T (r, f) = N(r, f)+m(r, f) - la fonction

caractéristique de Nevanlinna qui est positive . Ces fonctions sont utilisées pour donner une

version ultramétrique de la formule de Jensen et plus tard le premier théorème fondamental

de Nevanlinna ultramétrique qui est seulement une autre forme de la formule de Jensen. A

la fin de ce chapitre nous donnerons le deuxième théorème fondamental de Nevanlinna, qui

montre qu’en général m(r, f) est petit par rapport à T (r, f) et donc N(r, f) est proche de

T (r, f).

Le troisième chapitre est composé de trois parties. Nous commençons par donner la

définition de la factorisation des fonctions méromorphes pour l’utiliser dans la définition de

la primalité et la pseudo-primalité. Puis, on utilise la théorie de distribution des valeurs

dans l’étude de la primalité et la pseudo-primalité des fonctions méromorphes p-adiques.

On termine ce travail par l’introduction d’une technique qui nous permet de construire une

fonction entière p-adique pseudo-première. Cette technique est basée sur certaines propriétés

que doit vérifier les coefficients du développement de cette fonction en série entière. Un autre

avantage de cette technique c’est qu’elle nous permet d’avoir une idée sur la répartition des

zéros de la fonction étudiée.



Chapitre 1

Propriétés élémentaires des corps

ultramétriques

Nous introduisons dans ce chapitre la définition de la valuation ultramétrique, et nous

donnons les propriétés topologiques et algébriques d’un corps ultramétrique et les propriétés

analytiques des nombres p-adiques. En fin, nous définissons les fonctions analytiques et

méromorphes sur ce corps.

1.1 Valuation ultramétrique

Définition 1.1. Soit K un corps. Une valeur absolue ultramétrique sur K est une application

de K dans R+ telle que

a) ∀x ∈ K, |x| ≥ 0.

b) ∀x ∈ K, |x| = 0⇔ x = 0.

c) ∀x, y ∈ K, |xy| = |x||y|.

d) ∀x, y ∈ K, |x+ y| ≤ max(|x|, |y|).

La propriété d) est connue comme l’inégalité triangulaire forte.

Cette valeur absolue définie une norme qui s’appelle norme non-archimédienne.

Exemple

Tout corps est muni d’au moins une valeur absolue ultramétrique (la valeur absolue triviale)
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à savoir l’application |.| : K −→ [0,+∞[ définie par : |x| =

 0, si x = 0

1, sinon.

Définition 1.2. Soit p un nombre premier. On appelle valuation p-adique l’application

vp : Q→ Z ∪ {+∞} définie comme suit :

- vp(0) = +∞.

- Si n est un entier non nul, vp(n) = k si pk divise n et pk+1 ne divise pas n.

- Si n =
a

b
avec a et b des entiers non nuls, alors vp(n) = vp(

a

b
) = vp(a)− vp(b).

Proposition 1.3. Si x, y ∈ Q, alors la valuation vp satisfait

1) vp(xy) = vp(x) + vp(y).

2) vp(x+ y) ≥ min(vp(x), vp(y)).

Exemple

la valuation p-adique de la suite an = n! est

vp(n!) =
n

p− 1
, quand n→∞. (1.1)

En effet, on a

vp(n!) =
n− Sp(n)
p− 1

=
∑
k≥1

[
n

pk
],

où Sp(n) désigne la somme des chiffres de l’écriture de n en base p et [x] est la partie entière

du réel x. Donc
vp(n!) ≤

n

p

∑
k≥0

1

pk

≤ n

p
.

1

1− 1
p

≤ n

p− 1
.

Donc

vp(n!) ≤
n

p− 1
. (1.2)
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D’autre part, on a

vp(n!) ≥
m∑
k≥0

n

pk
−m

≥ n

p
.

1− (
1

p
)m

1− (
1

p
)
−m

≥ n

p− 1
− np−m

p− 1
−m.

On prend m tel que pm ≤ n ≤ pm+1, et d’après (1.2) on a

|vp(n!)
n
− 1

p− 1
| ≤ p−m

p− 1
+
m

n

≤ p−m(
1

p− 1
+m) −→ 0 quand m −→ +∞.

Or quand n −→ +∞, m −→ +∞, donc

lim
n→+∞

vp(n!)

n
=

1

p− 1
,

ce qui donne

vp(n!) =
n

p− 1
, quand n −→ +∞.

Proposition 1.4. On définit l’application |.|p de Q dans [0,+∞[ par

|x|p =

 p−vp(x), si x 6= 0,

0, si x = 0.

Cette application est une valeur absolue ultramétrique sur Q, appelée valeur absolue p-adique.

La distance sur Q induite par la norme p-adique |.|p notée dp (la distance p-adique) est définie

par

dp : Q×Q −→ R+

(x, y) 7−→ dp(x, y) = |x− y|p.

Exemples

1) Si a = 84 = 22 × 3× 7,

on a |a|2 = 1
4
, |a|3 = 1

3
, |a|7 = 1

7
, et pour tout autre nombre premier |a|p = 1.

2) Si x = 112
1140

= 22 × 3−1 × 5−1 × 7× 19−1,

on a |x|2 = 1
4
, |x|3 = 3, |x|5 = 5, |x|7 = 1

7
, |x|19 = 19 et pour tout autre nombre premier
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|a|p = 1.

3) Pour la distance usuelle dans Q, la distance de 104 à 4 est d(104, 4) = |104 − 4| = 100.

Pour mesurer la distance 5-adique de 104 à 4, que note d5(104, 4), on écrit

104− 4 = 100 = 4.52,

alors

d5(104, 4) = |100|5 =
1

52
,

de même pour

d7(104, 4) = 1.

Théorème 1.5. Pour tout nombre rationnel a ∈ Q, on a

|a|∞.
∏
p

|a|p = 1.

Démonstration. Voir [21]

Théorème 1.6. (Théorème d’Ostrowski)

Toute valeur absolue non triviale |.| sur Q est équivalente à la valeur absolue archimédienne

|.|∞ ou à une certaine valeur absolue p-adique |.|p.

Corollaire 1.7. Deux valeurs absolues |.|p1et |.|p2 sont équivalentes si et seulement si p1 = p2.

1.2 Propriétés topologiques et algébriques des corps ul-

tramétriques

1.2.1 Propriétés topologiques

Dans la suite, on note (K, |.|) un corps non-archimédien.

Théorème 1.8. [1] (caractéristique du corps ultramétrique )

Soit |.| une valeur absolue ultramétrique sur le corps K, on a

|.| v.a.ultramétrique ⇔ |n| ≤ 1,∀n ∈ N.
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Autrement dit, N est borné selon |.|.

Démonstration .

Supposons que

∀n ∈ N : |n| ≤ 1.

Alors
∀x, y ∈ K, |(x+ y)n| = |

n∑
k=0

cknx
k.yn−k|

≤
n∑
k=0

ckn|xk|.|yn−k|

≤
n∑
k=0

ckn|x|k.|y|n−k, avec ckn ≤ 1

|(x+ y)n| ≤
n∑
k=0

|x|k.|y|n−k.

D’autre part, on a

|x| ≤ max(|x|, |y|)

|y| ≤ max(|x|, |y|).

Donc

∀k = 0, n =

 |x|k ≤ [max(|x|, |y|)]k

|y|n−k ≤ [max(|x|, |y|)]n−k.

On obtient

∀0 ≤ k ≤ n : |x|k.|y|n−k ≤ [max(|x|, |y|)]k.[max(|x|, |y|)]n−k

≤ [max(|x|, |y|)]n.

Ce qui donne

∀x, y ∈ K : |(x+ y)n| ≤
n∑
k=0

[max(|x|, |y|)]n

≤ (n+ 1).[max(|x|, |y|)]n

⇒ |(x+ y)| ≤ (n+ 1)
1
n .[max(|x|, |y|)],∀n ≥ 1

pour n→∞, |(x+ y)| ≤ max(|x|, |y|).

Alors |.| est une valeur absolue ultramétrique . �

Proposition 1.9. [9] Soient a et b deux éléments d’un corps ultramétrique (K, |.|), on a

|a− b| < |b| ⇒ |a| = |b|.
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Démonstration.

soient a, b ∈ K, on a |a− b| < |b| :

|a| = |a− b+ b| ≤ max{|a− b|, |b|} = |b|

|b| = |a− a+ b| ≤ max{|a− b|, |a|}.

Simax{|a−b|, |a|} = |a| on a le résultat. L’autre variante contredit l’hypothèse. �

Conséquence (Interprétation Géométrique) :

Dans un espace ultramétrique tous les triangles sont isocèles

|x− y| 6= |y − z| ⇒ |x− z| = max{|x− y|, |y − z|},∀x, y, z ∈ K.

Proposition 1.10. [21] [16] Dans un espace ultramétrique on a

a) Le cercle est un ensemble ouvert.

b) Un disque D(a, r) est un ensemble ouvert et fermé à la fois.

c) Tout point b de D(a, r) est un centre de D(a, r) (Tout point d’un disque est un centre

de ce disque).

d) Soient D(a, r) et D(b, r) deux disques de K, alors ils sont disjoints ou

l’un est inclus dans l’autre.

Démonstration.

a) Soit a ∈ K et r ∈]0,+∞[. Pour montrer que C(a, r) est un ensemble ouvert, on prend

x ∈ C(a, r), ρ < r, alors par la proposition 1.8 on a

y ∈ D(x, ρ)⇒ |x− y| < ρ < r = |x− a|

|y − a| = |x− a| = r,

donc y ∈ D(a, r). Ce qui montrer que C(a, r) est un ensemble ouvert.

b)-1- Tout disque ouvert D−(a, r) est ouvert dans un espace métrique. D’autre part pour

démontrer que D−(a, r) est fermé dans K, on montre que

C
D−(a,r)
K = {x ∈ K, |x− a| ≥ r}

est un ensemble ouvert.

On a CD−(a,r)
K = C(a, r) ∪M , où M = {x ∈ K, |x− a| > r}.
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L’ensembleM est ouvert puisqueM = C
D+(a,r)
K et C(a, r) est ouvert, d’après a). Alors l’union

de deux ensembles ouverts est ouverte.

-2- Tout disque fermé D+(a, r) est un ensemble fermé dans tout espace métrique. D’autre

part, on a

D+(a, r) = D−(a, r) ∪ C(a, r)

et l’union de deux ensembles ouverts est ouverte, alors D+(a, r) est ouvert.

c) Soit x ∈ D−(a, r), on montre que D−(a, r) = D−(x, r).

Pour tout y ∈ D−(a, r)⇒ |y − a| < r, mais

|y − x| = |y − a+ a− x| ≤ max{|y − a|, |a− x|} < r

d’où y ∈ D−(x, r), donc D−(a, r) ⊂ D−(x, r).

De la même façon, on montre que D−(x, r) = D−(a, r).

Donc D−(a, r) = D−(x, r).

De la même façon, on montre que D+(a, r) = D+(x, r),∀x ∈ D+(a, r).

d) Soient D(a, r) et D(b, ρ) deux disques de K. on montre que

D(a, r) ∩D(b, ρ) 6= ∅ =⇒ D(a, r) ⊂ D(b, ρ) ou D(b, ρ) ⊂ D(a, r).

Soit r < ρ et pour x ∈ D(a, r) ∩D(b, ρ) par c). On a D(a, r) = D(x, r) et D(b, ρ) = D(x, ρ)

mais D(x, r) ⊂ D(x, ρ), d’où D(a, r) ⊂ D(b, ρ).

Lorsque on suppose que ρ < r, on trouve queD(b, ρ) ⊂ D(a, r). �

1.2.2 Nombres p-adiques

Proposition 1.11. (Q, |.|p) est un corps ultramétrique qui n’est pas complet.

Démonstration.

Soit (xn)n une suite tel que xn = xn−1+an5
n et x0 = a0 = 2. On détermine an ∈ {1, , 2, 3, 4},

et par congruence x2n + 1 ≡ 0[5].

(xn)n est une suite de Cauchy dans Q car

|xn − xn−1| ≤
1

5n
−→ 0.
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Cependant, elle ne peut converger vers x ∈ Q, puisque si elle avait une limite x ∈ Q, on

aurait x2 + 1 = 0. �

Définition 1.12. Pour tout p premier, le corps des nombres p-adiques (Qp, |.|p) est défini

comme la complétion de l’espace métrique (Q, dp).

Proposition 1.13. (Qp, |.|p) est un corps ultramétrique complet, donc c’est un espace de

Banach p-adique.

Démonstration.

1) Qp est un corps ?

Il est claire que (Qp,+, .) est un anneau commutatif. Il nous reste à démontrer que tout

x ∈ Qp non nul admet un inverse dans Qp.

Soit (xn) ∈ Qp une suite de limite x. Alors |xn|p converge vers |x|p qui est non nul, donc

|xn|p est aussi non nul pour n assez grand, et donc la suite vp(xn) est une suite convergente

dans R. Comme il s’agit d’une suite d’éléments de Z, elle est constante à partir d’un certain

rang N ∈ N.

On définit une suite (yn) d’éléments de Q par

yn =


0, n < N

1

xn
, n ≥ N.

Pour tout couple (n,m) avec n,m ≥ N , on a

|yn − ym|p =
|xn − xm|p
|xn|2p

de sorte que (yn) soit une suite de Cauchy dans Qp, donc elle converge vers y ∈ Qp. Comme

xn.yn = 1 pour tout n ∈ N, on déduit que x.y = 1.

2) Soit (xn) = ([(x1n)], [(x2n)], ...) une suite de classes d’équivalences des suites de Cauchy

dans Q et (x1n), (x2n), ... des représentants des suites de Cauchy.

Supposons que (xn) est une suite de Cauchy pour la valeur absolue p-adique |.|p, comme

chaque suite (x1n), (x2n), ... est de Cauchy, alors pour chaque (xin) on peut prendre Ni tel

que

|xim − xin|p < p−i, ∀m,n ≥ Ni.
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Soit (yn) = ((x1N1), (x2N2), ...). Alors (yn)n est aussi une suite de Cauchy dans Q (et comme

(xn)n est de Cauchy dans Q), alors (|yn|p) est de Cauchy dans Q, donc supposons que

y = lim(|yn|p) ∈ Qp.

Soit (y′n) = ([(x1N1)], [(x2N2)], ...) une suite des classes d’équivalences des suites constantes

xjNj
. Alors

lim
n
(y′n) = lim

n
|yn|p = y ∈ Qp

et

|xi − y′i| < p−i −→ 0

donc

lim
n
(xn) = y ∈ Qp

alors toutes les suites de Cauchy dans Qp, admet une limite dans Qp, de plus |.|p est une

norme ultramétrique sur Qp. Alors (Qp, |.|p) est un corps complet ultramétrique. �

Définition 1.14. (décomposition canonique de Hensel)

Soit p un nombre premier. Tout élément non nul x de Qp (et en particulier tout élément

de Q ) s’écrit de manière unique sous la forme

x =
∑
n≥k

anp
n,

où an sont des nombres entiers compris entre 0 et p− 1. Cette écriture est la décomposition

canonique de x comme nombre p-adique.

Cette série est convergente. On note Zp l’ensemble des éléments de Qp tels que k ≥ 0 et on

l’appelle ensemble des entiers p-adiques.

Théorème 1.15. [21] [16] L’ensemble des entiers p-adiques

Zp = {x ∈ Qp, vp(x) ≥ 0} = {x ∈ Qp, |x|p ≤ 1},

Zp représente le disque unité de Qp de rayon 1 et de centre 0.
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Théorème 1.16. [21] L’ensemble des nombres p-adiques Qp est défini par l’ensemble des

sériés formelles avec des puissances de p

Qp = {
∑
n≥k

anp
n, k ∈ Z, an ∈ Z, 0 ≤ an < p}.

Proposition 1.17. (Corps archimédien ) Une valeur absolue |.| sur un corps K est dite

archimédienne si

∀x, y ∈ K, x 6= 0,∃n ∈ N : |nx| > |y|.

Autrement dit,

sup{|n|, n ∈ Z} = +∞,

i,e Z est non borné, et le corps muni de cette valeur absolue est un corps archimédien .

1.2.3 Corps des nombres complexes p-adiques Cp

Proposition 1.18. Si K est complet et séparable alors la complétion de sa clôture algébrique

n’est pas sphériquement complet.

Démonstration. voir[21]

Définition 1.19. On dit qu’un espace ultramétrique K est sphériquement complet si pour

toute suite de disques emboités, l’intersection est non vide.

Définition 1.20. On dit qu’un espace ultramétrique K est algébriquement clos si chaque

polynôme P (x) dans K[X] admet des racines dans K.

Autrement dit, chacun de ces polynômes se décompose en facteurs linéaires dans K[X].

Proposition 1.21. [23]Le corps Qp n’est pas algébriquement clos pour tout p-premier.

Démonstration.

On considère le polynôme P (x) = x2 − p ∈ Qp[x]. Supposons que P (x) admet des racines

dans Qp, donc

P (x) = 0⇐⇒ x2 = p,
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alors
|x2|p = |x|2p
et |x2|p = |p|p = p−1

⇒ |x|2p = p−1

⇒ |x|p = p
−1
2

⇒ vp(x) =
1

2

contradiction, car vp(a) ∈ Z,∀a ∈ Qp. Donc P (x) n’a pas de racines dans Qp. Ce qui nous

prouve que Qp n’est pas algébriquement clos. �

Remarque

Le corps Qp n’est pas algébriquement clos. Pour faire convenablement de l’analyse, il est

donc logique de considérer une clôture algébrique de Qp, que l’on note en général Qp et qui

n’est pas complète. Nous avons besoin de la compléter pour former un plus grand corps

complet et algébriquement clos noté Cp.

On peut montrer que l’on peut prolonger la valeur absolue à ce corps, qui possède donc une

valeur absolue ultramétrique, que l’on note toujours |.|p.

Définition 1.22. Le corps des nombres p-adiques complexes noté Cp est définie comme le

complété de corps Qp par rapport à la norme p-adique |.|p. La complétion se fait de la même

façon lorsqu’on a construit Qp en complétant Q.

On prolonge la norme p-adique de Qp à Cp, en posant pour tout x ∈ Cp :

|x|p = lim
n→∞

|xn|p

où (xn)n est une suite de Cauchy d’éléments de Qp qui est dans la classe d’équivalence de x.

1.3 Propriétés Analytiques des nombres p-adiques

Théorème 1.23. Soit (an)n≥0 une suite de Qp. Alors (an)n≥0 est une suite convergente si

et seulement si

lim
n→∞

|an+1 − an| = 0.
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Remarque

Soit la série
∑
k≥0

ak, ak ∈ Qp. On sait que la série
∑
k≥0

ak converge si seulement si la suite des

sommes partielles Sn =
n∑
k=0

ak converge dans Qp. La série converge absolument dans Qp si et

seulement si
∑
k≥0
|ak|p converge dans R.

Proposition 1.24. [21] Soit la série
∑
k≥1
|ak|p, ak ∈ Qp, on a

∑
k≥1

|ak|p converge dans R⇒
∑
k≥0

ak converge dansQp.

Proposition 1.25. [21] Soit (an)n est une suite dans Qp, si lim
n→∞

an = a dans Qp, on a
lim
n→∞

|an|p = 0.

ou bien

∃n0 ∈ N : |an|p = |a|p( la suite (|an|p)n est stationnaire à partir d’un rang n0).

Démonstration.

Soit (an)n ∈ Qp, telle que lim
n→∞

an = a. Donc (an)n est une suite convergente dans Qp

∀ε > 0,∃n0 ∈ N : ∀m > n > n0 ⇒ |am − an|p < ε,

d’autre part, on a

||am|p − |an|p| ≤ |am − an| < ε,

donc |(an|p)n est une suite de Cauchy dans R complet, ce qui donne |(an|p)n est convergente

dans R et soit l sa limite.

lim
n→∞

|an|p = l = |a|p,

si

|a|p 6= 0⇒ |a|p > 0,

alors

∀ε = l

2
> 0,∃N1 ∈ N : ∀n ≥ N1 ⇒ |an|p >

l

2
,

en effet, on a

||an|p − l| <
l

2
=⇒ l

2
< |an|p <

l

2
+ l.
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De même, comme (an)n est de Cauchy dans Qp, alors

∀ε = l

2
> 0,∃N2 ∈ N : ∀m,n ≥ N2 ⇒ |am − an|p <

l

2
,

donc
∀n ≥ N3 = max(N1, N2) =⇒ |am| = |am − an + an|p

= max(|am − an|p, |an|p)

= |an|p, ∀n ≥ N3,

pour m −→∞, alors

|a|p = |an|p.

Notations Topologiques

Soit a ∈ Qp et R > 0, Nous posons

D+(a,R) = {x ∈ Qp, |x− a|p ≤ R} : Le disque fermé de centre a et rayon R.

D−(a,R) = {x ∈ Qp, |x− a|p < R} : Le disque ouvert de centre a et rayon R.

D(0, R) : L’un ou l’autre de ces deux disques.

C(0, R) = {x ∈ Qp, |x− a|p = R} : Le cercle dans Qp de centre a et rayon R.

Proposition 1.26. Le corps Qp possède les propriétés suivantes

i) Qp complet et séparable.

ii) Qp localement compact.

iii) Qp n’est pas algébriquement clos.

iv) Qp n’est pas sphériquement complet.

Proposition 1.27. Le corps Cp possède les propriétés suivantes

i) Cp algébriquement clos .

ii) Cp n’est pas localement compact et n’est pas sphériquement complet .

iii) l’ensemble des valeurs p-adiques de Cp est égale à pq, q ∈ Q .

iv) Q ⊂ Qp ⊂ Qp ⊂ Cp.
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1.4 fonctions Analytiques et fonctions méromorphes

sur un corps ultramétrique

Définition 1.28. On dit qu’une fonction f : K→ K est entière si elle est de la forme

f(x) =
∑
n≥0

an(x− a)n, an ∈ K

où x et a sont des nombres de K.

Définition 1.29. Dans tons les cas, on note R =
1

lim sup
n→+∞

n
√
|an|

(Formule d’Hadamard), le

rayon de convergence de la série entière
∑
n≥0

anx
n , si R < +∞. Sinon on pose R = +∞ .

Définition 1.30. On dira qu’une fonction f : D+(0, R) → K est analytique sur D+(0, R)

pour tout r, 0 < r < R, s’il existe une suite (an)n≥0 d’éléments de K, telle que |an|rn → 0,

et pour tout x ∈ D+(0, R), on a f(x) =
∑
n≥0

anx
n.

Définition 1.31. Pour qu’une fonction f : D−(0, R) → K est analytique sur D−(0, R) il

faut et il suffit qu’il existe une suite unique (an)n≥0 d’éléments de K satisfaisant |an|rn −→ 0

pour r, 0 < r < R, et telle que pour x ∈ D−(0, R), on a f(x) =
∑
n≥0

anx
n.

Théorème 1.32. [21] Soit f(x) =
∑
n≥0

anx
n ∈ A(D−(0, R)). Alors f est bornée dans D−(0, R)

si et seulement si la suit (|an|Rn)n≥0 et aussi bornée, c’est-a-dire si lim sup
n→+∞

|an|Rn < +∞.

De plus, si f est bornée, alors ||f ||D−(0,R) = sup
n≥0
|an|Rn.

Théorème 1.33. [23] (Dérivées des fonctions analytiques )

1) L’ensemble des fonctions analytiques sur D+(0, R)(resp. D−(0, R)) noté A(D+(0, R))

(resp. A(D−(0, R))) est un espace vectoriel sur K.

2) f(x) =
∑
n≥0

anx
n ∈ A(D+(0, R))(resp. A(D−(0, R))) est continue et dérivable sur

D(0, R)

alors sa dérivé f ′ appartient aussi à A(D+(0, R)) (resp. A(D−(0, R))) tel que

f ′(x) =
∑
n≥1

nanx
n−1.

Plus généralement, si R > 0, la série f est une fonction indéfiniment dérivable sur le

disque de convergence de f , et on a f (k)(x) =
∑
n≥k

Ck
nanx

n−k.

3) Le rayon de convergence de f ′ est égal au rayon de convergence de f .
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Démonstration.

1) et 3) il est facile de vérifier que A(D+(0, R)) (resp. A(D−(0, R))) pour tout 0 < r < R est

un espace vectoriel sur Cp, et la rayon de convergence de f ′ est égal au rayon de convergence

de f .

2) i) Soit x un élément fixé de D+(0, R), et soit h ∈ Cp tel que x+ h ∈ D+(0, R) on a

f(x+ h)− f(x) =
∑
n≥0

an[(x+ h)n − xn]

= h
∑
n≥0

an(x+ h)n−1 + (x+ h)n−2x+ ...

+(x+ h)xn−2 + xn−1

la somme de droite est majorée en valeur absolue par max
n≥1
|an|Rn−1 qui fini car

lim
n→∞

|an|Rn−1 = 0, on a donc

|f(x+ h)− f(x)| ≤ |h|max
n≥1
|an|Rn−1 et lim

n→∞
|f(x+ h)− f(x)|p = 0.

D’où la continuité de f sur D+(0, R).

Maintenant, posons g(x) =
∑
n>0

nanx
n−1, g ∈ A(D+(0, R)) car pour tout n ≥ 1, on a

0 ≤ |nan|rn−1 ≤ |nan|Rn−1 −→ 0, lorsque n −→ +∞ mais

f(x+ h)− f(x)
h

− g(x) =
∑
n≥0

an(x+ h)n−1 + (x+ h)n−2x+ ...

+(x+ h)xn−2 + xn−1

= h(somme majorée en valeur absolue par max
n≥2
|an|Rn−2)

donc f ′(x) = g(x) =
∑
n≥1

nanx
n−1 et f ∈ A(D+(0, R)).

ii) Soit x ∈ D−(0, R) et R > 0 tel que x ∈ D+(0, R), f étant analytique sur D+(0, R),

elle est d’après i) continue et dérivable sur D+(0, R) et donc continue et dérivable en x et on

a f ′(x) = g(x) =
∑
n≥1

nanx
n−1. Donc f est continue et dérivable sur D−(0, R) et sa dérivée

f ′ est un élément de A(D−(0, R)) car f ′ ∈ A(D+(0, R)) pour R > 0.

On montre par récurrence l’égalité f (k)(x) =
∑
n≥k

Ck
nanx

n−k. �

Proposition 1.34. Les fonction analytique sur un disque fermé de K(K = Cp) forment un

anneau commutatif, intègre, stable par dérivation (ce qui n’est pas la cas dans C).

Définition 1.35. On dit qu’une fonction f : K → K est méromorphes si on peut écrire

f =
h

g
tel que h, g ∈ A(K) sans zéros communs.
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Notations

A(K) est l’anneau des fonctions entières dans K et on note A(D−(0, R)) l’ensemble des

fonctions analytiques dans D−(0, R).

De même, on noteM(K) (resp.M(D−(0, R))) le corps des fonctions méromorphes dans

K (resp. dans D−(0, R)), c’est-à-dire le corps de fraction de A(K) (resp. de A(D−(0, R))).



Chapitre 2

La théorie de distribution des valeurs sur

un corps ultramétrique

Dans ce chapitre, on va rappeler quelques définitions sur les zéros des fonctions analy-

tiques, les propriétés de polygone de valuation et la théorie de Nevanlinna ultramétrique.

2.1 Les zéros des fonctions analytiques

Définition 2.1. Soit f ∈ A(D−(0, R)) une fonction non nulle. Pour chaque x ∈ D−(0, R)

on a f(x) =
∑
n≥0

anx
n. De plus, si f(α) = 0, α est un zéro de f et il existe β ∈ N∗ unique tel

que f(x) = (x− α)βg(x), ∀x ∈ D−(0, R), où g ∈ A(D−(0, R)) et g(α) 6= 0.

Proposition 2.2. [23] Une fonction analytique non nulle sur un disque vérifie le principe

de zéros isolés, c’est à dire que si b est un zéro de f , il existe un disque de centre b, de rayon

assez petit, où la fonction f n’admet comme zéro que b.

Définition 2.3. Soit f ∈ A(Cp) (resp. f ∈ A(D−(0, R)) ) et soit α ∈ Cp (α ∈ D−(a,R)).

Soit r ∈ [0,+∞[ tel que D(α, r) ⊂ Cp

(
resp. soit r ∈]0, R[ tel que D+(α, r) ⊂ D−(0, R)

)
et f(x) =

∞∑
n=q

bn(x − α)n,∀x ∈ D(α, r) et bq 6= 0, q > 0. On dit dans ce cas, que α est un

zéro de f d’ordre de multiplicité q

Si f admet α comme zéro d’ordre q, on posera wα(f) = q. Si f(α) 6= 0, on posera
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simplement wα(f) = 0.

2.2 Polygone de Valuation

Proposition 2.4. [8] Soient 0 < r < R et f(x) =
+∞∑
n=0

anx
n ∈ A(D+(0, R)) telles que

|an|rn −→ 0. L’application

f 7−→ |f |(r) = sup
n≥0
|an|prn (module maximun)

est une valeur absolue ultramétrique sur A(D+(0, R)) et on a

sup
x∈D+(0,r)

|f(x)|p = |f |(r).

Proposition 2.5. [16] On suppose que f ∈ A(D+(0, R)), 0 < r < R non nulle, alors

1) La fonction |f |(r) est croissante.

2) Si la fonction f a un zéro b dans le disque D+(0, R), la fonction |f |(r) est strictement

croissante si r > |b|.

3) La fonction |f |(r) est continue.

Remarque

Soit f ∈M(K), on pose |f |(r) = |h|(r)
|g|(r)

quand h, g ∈ A(K).

Théorème 2.6. [8] [19] Soit f ∈M(K) pour tout r ∈]0,+∞[, on a

|f ′|(r)
|f |(r)

≤ 1

r
.

Démonstration

Si l’on écrit f =
g

h
avec g, h ∈ A(K) sans zéros communs, pour r ∈]0,+∞[, on a

f ′

f
=
g′h− gh′

gh∣∣∣f ′
f

∣∣∣(r) = ∣∣∣g′h− gh′
gh

∣∣∣(r) = |g′h− gh′|(r)|gh|(r)
.
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Et comme |g′h− gh′|(r) ≤ max
{
|g′h|(r), |gh′|(r)

}
,

ce qui entraine que

|f ′|(r)
|f |(r)

≤ max
{ |g′|(r)|h|(r)
|g|(r)|h|(r)

,
|g|(r)|h′|(r)
|g|(r)|h|(r)

}
≤ max

{ |g′|(r)
|g|(r)

,
|h′|(r)
|h|(r)

}
.

On sait que
|g′|(r)
|g|(r)

≤ 1

r
et
|h′|(r)
|h|(r)

≤ 1

r
. D’où l’inégalité. �

Théorème 2.7. Soit f ∈ A(Cp) , pour tout r ∈]0,+∞[, on a

|f ′|(r) ≤ 1

r
|f |(r).

Démonstration.

Il suffit de démontrer que pour f ∈ A(Cp)

log
∣∣∣f ′
f

∣∣∣(r) ≤ − log r, ∀r ∈]0,+∞[.

En effet.

Si f(x) =
∑
n≥0

anx
n, on a f ′(x) =

∑
n≥0

nanx
n−1, d’où

|f ′|(r) = max
n≥0
|n||an|rn−1 =

1

r
max
n≥0
|n||an|rn, ∀r ∈]0,+∞[

≤ 1

r
max
n≥0
|an|rn =

1

r
|f |(r), ∀r ∈]0,+∞[

d’où

log
∣∣∣f ′
f

∣∣∣(r) ≤ − log r, ∀r ∈]0,+∞[.

Ce qui termine la démonstration. �

Théorème 2.8. [8] Soit f ∈ A(D−(0, R)), et N le plus petit indice tel que |f |(r) = |aN |rN

et |aj|rj < |aN |rN pour j > N on a

1) Si N ≥ 1, alors la fonction f a exactement N zéros dans D+(0, R) compte les

multiplicités.

2) La fonction f n’a aucun zéro dans D+(0, R) si et seulement si N = 0 et sa valeur absolue

est constante dans ce disque.

Soit n le plus petit indice tel que |f |(r) = |an|rn et |aj|rj < |an|rn pour j < n alors

a) n le nombre des zéros de f dans D−(O,R).

b) N − n le nombre des zéros de f sur le cercle C(0, R).
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Définition 2.9. Soit f une fonction analytique dans D+(0, r), 0 < r < R tel que

f(x) =
∑
n≥0

anx
n, a0 6= 0. Le graph du fonction

ϕf : I =]−∞, logR[ → R

log r → ϕ(log r) = log |f |(r) = max
n≥0
{log |an|+ n log r}

est appelée polygone de valuation de f .

Proposition 2.10. La fonction ϕf vérifie les propriétés suivantes

1) C’est une fonction croissante continue affine par morceaux, elle est convexe.

2) Si f a un zéro b dans D−(0, R), ϕf est strictement croissante pour log r > log |b|.

3) ϕf admet des dérivées à droite
d+ϕf
d(log r)

et a gauche
d−ϕf
d(log r)

en tout point log r ∈ I et

on a
d+ϕf
d(log r)

= N plus grande entier t,q :ϕ(log r) = log |aN |+N log r

où N est le nombre des zéros de f dans le disque fermé D+(0, R).
d−ϕf
d(log r)

= n plus petit entier t,q :ϕ(log r) = log |an|+ n log r

où n est le nombre des zéros de f dans le disque ouvert D−(0, R).

Donc N − n est le nombre des zéros de f sur le cercle C(0, R).

Exemple

1) Soit P (x) = (p4 + 2p6) + (p2 + p3)x+ (p+ 2p3)x2 + px3.

Calcul : |P |(r)

? pour r = 1 on a

|P |(1) = max{|p4 + 2p6|, |p2 + p3| × 1, |p+ 2p3| × 12, |p| × 13}

= max{ 1
p4
,
1

p2
,
1

p
,
1

p
}

=
1

p
.

Donc N = 3 et n = 2, d’où N − n = 1. Donc le nombre des zéros de P sur le cercle C(0, 1)

est égal 1, et le nombre des zéros dans D+(0, 1) est égal 3.

? pour r =
1

p
on a
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|P |(1
p
) = max{|p4 + 2p6|, |p2 + p3| × 1

p
, |p+ 2p3| × (

1

p
)2, |p| × (

1

p
)3}

= max{ 1
p4
,
1

p3
,
1

p3
,
1

p4
}

=
1

p3
.

Donc N = 2 et n = 1, d’où N − n = 1. Donc le nombre des zéros de P sur le cercle C(0, 1)

est égal 1, et le nombre des zéros dans D+(0, 1) est égal 2.

? pour r =
1

p2
on a

|P |( 1
p2
) = max{|p4 + 2p6|, |p2 + p3| × 1

p2
, |p+ 2p3| × (

1

p2
)2, |p| × (

1

p2
)3}

= max{ 1
p4
,
1

p4
,
1

p5
,
1

p9
}

=
1

p4
.

Donc N = 1 et n = 0, d’où N − n = 1, donc le nombre des zéros de P sur le cercle C(0, 1)

est égal 1, et le nombre des zéros dans D+(0, 1) est égal 1.

2.3 Formule de Jensen p-adique

Pour f ∈M(CP ) n’ayant ni zéro ni pôle en 0, pour r ∈]0,+∞[ et α ∈ D−(0, R), on note

z(r, f) - le nombre de zéros de f sur le cercle |x| = r et p(r, f) - le nombre de pôles de f sur

le cercle |x| = r.

Théorème 2.11. [5] [3] Soit f ∈M(Cp), telle que f(0) 6= 0,∞ et pour r ∈]0,+∞[, on a

log |f |(r) = log |f(0)|+
∑

0<ρ=|α|≤r

{
z(ρ, f)− z(ρ, 1

f
)
}
log

r

|α|
. (2.1)

Démonstration

La démonstration de cette formule est facile, elle est conséquence des propriétés de Polygone

de valuation.

1) Le point de départ ici est le fait que f ∈ A(Cp), telle que f(0) 6= 0, le Polygone de
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valuation de f donne pour r ∈]0,+∞[

log |f |(r) = log |f(0)|+
∑
|α|≤r

wα(f) log
r

|α|

où wα(f) est l’ordre de multiplicité de α, en tant que zéro de f . Pour montrer l’égalité (2.1),

Soient0 < r1 < r2 < ... < rk < ... < r et0 = n0 < n1 < n2 < ... < nk < ... < n.

On pose log |f |(r) = max
n≥0
{log |an|+ n log r}, telles que

0 < r1 : log |f |(r1) = log |f(0)| = log |a0|

r1 < r2 : log |f |(r2) = log |an1|+ n1 log r

...

...

rk−1 < rk : log |f |(rk) = log |ank−1
|+ nk−1 log r

rk < r : log |f |(r) = log |ank
|+ nk log r.

Alors

log |f |(r) =
[
log |f |(r)− log |f |(rk)

]
+
[
log |f |(rk)− log |f |(rk−1)

]
+ ...+

[
log |f |(r2)

− log |f |(r1)
]
+ log |f |(r1)

=
[
log |ank

|+ nk log r − log |ank
| − nk log rk

]
+
[
log |ank−1

|+ nk−1 log rk

− log |ank−1
| − nk−1 log rk−1

]
+ ...+

[
log |an1|+ n1 log r2 − log |an1|

− n1 log r1

]
+ log |f(0)|

= nk log
r

rk
+ nk−1 log

rk
rk−1

+ ...+ n1 log
r2
r1

+ log |f(0)|

= nk log
r

rk
+ nk−1(log

r

rk−1
− log

r

rk
) + ...+ n1(log

r

r1
− log

r

r2
) + log |f(0)|

= (nk − nk−1) log
r

rk
+ (nk−1 − nk−2) log

r

rk−1
+ ...+ (n2 − n1) log

r

r2

+ (n1 − n0) log
r

r1
+ log |f(0)|

=
k∑
i=1

(ni − ni−1) log
r

ri
++ log |f(0)|.

Où (ni − ni−1) le nombre des zéros de f sur le cercle |x| = ri,

donc log |f |(r) = log |f(0)|+
∑

0<|α|≤r
wα(f) log

r

|α|
.

2) Le cas général

Soient f ∈M(K), f(0) 6= 0,∞. Soit α(resp. β)un zéro (resp. un pôle) de f et on pose f =
h

g
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telle que h, g ∈M(K), on a

log |f |(r) = log
∣∣∣h
g

∣∣∣(r)
= log |h|(r)− log |g|(r)

= log |h(0)|+
∑

0<|α|≤r
wα(h) log

r

|α|
− log |g(0)|+

∑
0<|β|≤r

wβ(f) log
r

|β|

= log
∣∣∣h(0)
g(0)

∣∣∣(r) + ∑
0<|α|≤r

wα(h) log
r

|α|
−

∑
0<|β|≤r

wβ(f) log
r

|β|

= log |f(0)|+
∑

0<|α|≤r
wα(f) log

r

|α|
−

∑
0<|β|≤r

wβ(f) log
r

|β|
. �

2.4 Premier théorème Fondamental de Nevanlinna ultra-

métrique

Pour toute f ∈M(Cp) non nulle et pour r ∈]0,+∞[, on a

Z(r, f) =
∑

0<ρ=|α|≤r

z(r, f) log
r

|α|
.

Est la fonction de comptage des zéros de f dans D+(0, r) avec ordre de multiplicité.

Z(r, f) =
∑
|α|≤r

log
r

|α|
.

Est la fonction de comptage des zéros de f dans D+(0, r) sans prendre en compte les multi-

plicités.

N(r, f) = Z(r,
1

f
).

Est la fonction de comptage des pôles de f dans D+(0, r) avec ordre de multiplicité.

Par les notations précédentes, on définit une autre version ultramétrique plus simple de

la formule de Jensen qui déjà bien connue dans le théorème 2.11.

Proposition 2.12. [3] (Une autre version du Formule de Jensen)

Soit f ∈M(Cp) n’ayant ni zéro ni pôle en 0. Alors

log |f |(r) = Z(r, f)−N(r, f) + log |f(0)|, ∀r ∈]0,+∞[ (2.2)
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Remarque

Pour f ∈ A(K) et f(0) 6= 0, on a

log |f |(r) = Z(r, f) + log |f(0)|, ∀r ∈]0,+∞[.

2.4.1 Fonction Caractéristique de Nevanlinna

Puisque la fonction r −→ log |f |(r) quand f est méromorphe n’est plus positive et peut

même tendre vers −∞ quand r → +∞.

Donc le problème est de construire une fonction r −→ T (r, f) (Fonction caractéristique de

Nevanlinna ) qui soit positive et prolonge log |f |(r), quand f est analytique.

Pour x > 0, on pose log+(x) = max{0, log x}, la fonction

m(r, f) = log+ |f |(r) = max
{
0, log |f |(r)

}
appelle La fonction de compensation. On a aussi

log |f |(r) = log+ |f |(r)− log+
∣∣∣ 1
f

∣∣∣(r) = m(r, f)−m
(
r,

1

f

)
.

Enfin, on définit la fonction de Nevanlinna (appelée aussi la fonction caractéristique) de f ,

quand f n’a ni zéro ni pôle en 0, par

T (r, f) = m(r, f) +N(r, f).

Remarque

Remarquons que les fonctions m(r, f), N(r, f) et T (r, f) ne changent pas à une constante

près, si on change l’origine. Par conséquent, si une fonction f admet un zéro ou un pôle en

0, on peut réaliser un changement d’origine pour redéfinir les fonctions précédentes.

Tout au long de ce travail, on supposera que la fonction f intervenant dans les fonctions

m(r, f), N(r, f) et T (r, f) n’a pas de zéro en 0, si f ∈ A(Cp) et n’a ni zéro ni pôle en 0, si

f ∈M(Cp) .



2.4 Premier théorème Fondamental de Nevanlinna ultramétrique 29

On va essayer de donner une forme plus simple que la formule de Jensen (2.1).

log |f(0)| = N
(
r, f
)
− Z

(
r, f
)
+ log |f |(r), ∀r ∈]0,+∞[

= N
(
r, f
)
−N

(
r,

1

f

)
+m

(
r, f
)
−m

(
r,

1

f

)
, ∀r ∈]0,+∞[

= T
(
r, f
)
− T

(
r,

1

f

)
, ∀r ∈]0,+∞[.

Donc la formule (2.1) devient

T
(
r,

1

f

)
= T

(
r, f
)
− log |f(0)|, ∀r ∈]0,+∞[. (2.3)

Avant de donner quelques propriétés liées à la Théorie de Nevanlinna, on introduit les

notations suivantes.

Notations. Soit φ, ϕ et ψ trois fonctions réelles définies dans un intervalle I =]0,+∞[ et

soit r ∈ I. S’il existe une constante c ∈ R telle que φ(r) ≤ ψ(r)+cϕ(r), on écrira simplement

φ(r) ≤ ψ(r) + O(ϕ(r)). Si |φ(r) − ψ(r)| est bornée par une fonction de la forme cϕ(r), on

écrira φ(r) = ψ(r) +O(ϕ(r)).

Si lim
r→+∞

|φ(r)− ψ(r)| = 0 , on écrira φ(r) = ψ(r) + o(ϕ(r)).

Proposition 2.13. [5] Soit f ∈M(Cp) n’ayant ni zéros ni pôles

en 0. Il est facile de vérifier que

0 ≤ Z(r, f) ≤ T (r, f) et 0 ≤ N(r, f) ≤ T (r, f), ∀r ∈]0,+∞[.

Théorème 2.14. [3] [7] Soient f, g ∈ M(Cp) non identiquement nulles et n’ayant ni zéro

ni pôle en 0. Alors
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1. i)m(r, f + g) ≤ max
{
m(r, f),m(r, g)

}
+O(1), ∀r ∈]0,+∞[

ii)m(r, f − a) = m(r, f) +O(1), ∀a ∈ Cp, ∀r ∈]0,+∞[

iii)m(r, fg) ≤ m(r, f) +m(r, g) +O(1), ∀r ∈]0,+∞[

iv)m(r, af) = m(r, f) +O(1), ∀r ∈]0,+∞[.

2. i)N(r, f + g) ≤ N(r, f) +N(r, g) +O(1) ∀r ∈]0,+∞[

ii)N(r, fg) ≤ N(r, f) +N(r, g) +O(1) ∀r ∈]0,+∞[.

3. i)T (r, fg) ≤ T (r, f) + T (r, g) +O(1), ∀r ∈]0,+∞[

ii)T (r, f + g) ≤ T (r, f) + T (r, g) +O(1), ∀r ∈]0,+∞[

De plus, si f, g ∈ A(Cp)

T (r, f + g) ≤ max
{
T (r, f), T (r, g)

}
+O(1), ∀r ∈]0,+∞[.

Corollaire 2.15. [8] Soit f ∈M(Cp) non identiquement nulle et n’ayant ni zéro ni pôle en

0. On a

T (r,
1

f
) = T (r, f) +O(1), ∀r ∈]0,+∞[

et si a ∈ Cp, a 6= 0 et f(0) 6= a. On a

T (r, af) = T (r, f) +O(1), ∀r ∈]0,+∞[

et T (r, f − a) = T (r, f) +O(1), ∀r ∈]0,+∞[.

Corollaire 2.16. [1] Soit f ∈ M(Cp) telle que f(0) 6= 0,∞. Soient a, b, c, d ∈ C∗p tels que

ad− bc 6= 0. Soit τ(x) =
ax+ b

cx+ d
, on suppose que τ(0) 6= 0,∞. Alors

T (r, τ ◦ f) = T (r, f) +O(1), ∀r ∈]0,+∞[.

Question. Quelle est la taille de l’ensemble des points x ∈ Cp où la fonction f prend la

valeur a ∈ Cp ou des valeurs proches de a ?

On répond à cette question a travers le théorème suivant.

Théorème 2.17. [7] (Premier Théorème Fondamental de Nevanlinna)

Soit f ∈M(Cp) tels que f(0) 6= 0,∞. On a pour tout a ∈ Cp et f(0) 6= a, on a

T
(
r,

1

f − a

)
= T

(
r, f
)
+O(1), ∀r ∈]0,+∞[. (2.4)
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Notation

Pour tout nombre fini a ∈ Cp, a 6= 0 et f(0) 6= a.On note m(r, a), N(r, a) et T (r, a) au lieu

de m
(
r,

1

f − a

)
, N
(
r,

1

f − a

)
etT
(
r,

1

f − a

)
respectivement.

Suite à cette notation, la proposition 2.17 de Nevanlinna écrit sous forme plus simple

T (r, a) = T (r, f) +O(1), ∀r ∈]0,+∞[.

Proposition 2.18. [7] Soit f ∈M(Cp), f(0) 6= 0,∞. On a les équivalences suivantes

i) f est une constante ⇔ T (r, f) = o(log r), r → +∞.

ii) f ∈ K(x)⇔ T (r, f) = O(log r), r → +∞.

iii) f est non constante ⇔ ∃c ∈ R, ∃A > 0 t.q

T (r, f) ≥ log r + c, ∀r > A.

Théorème 2.19. [11] Soit f ∈M(Cp) , f(0) 6= 0,∞. Alors

T (r, f) = max
{
Z(r, f) + log |f(0)|, N(r, f)

}
, ∀r ∈]0,+∞[.

Corollaire 2.20. [8] [11] Soit f ∈ A(Cp) non nulle en 0. Alors

T (r, f) = Z(r, f) +O(1), ∀r ∈]0,+∞[.

De plus, ∃ρ ∈]0,+∞[ tel que a ∈ Cp et f(0) 6= a, on a

Z(r, f) = Z(r, f − a), ∀r ∈]ρ,+∞[.

Lemme 2.21. [8] Soit f ∈ M(D−(0, R)), tels que f(0) 6= 0,∞. Soitε > 0. Il existe h, l ∈

A(D−(0, R)) telles que f =
h

l
vérifiant

Z(r, h) ≤ Z(r, f) + ε et Z(r, l) ≤ N(r, f) + ε, ∀r ∈]0, R[.

Corollaire 2.22. Soit f ∈ M(K), f(0) 6= 0,∞. Il exits h, l ∈ A(Cp) telles que f =
h

l
vérifiant

max
{
T (r, h), T (r, l)

}
≤ T (r, f) +O(1), ∀r ∈]0,+∞[

(
resp. ∀r ∈]0, R[

)
.
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2.4.2 Propriétés de la Théorie de Nevanlinna ultramétrique liées

aux fonctions méromorphes et leurs dérivées

Théorème 2.23. [2] Soit f ∈M(Cp) telle que f (k)(k ∈ N) n’a ni zéro ni pôle en 0. Alors

i)N(r, f (k)) = N(r, f) + kN(r, f)− log r +O(1)

ii)Z(r, f (k)) ≤ Z(r, f) + kN(r, f) +O(1)

iii)T (r, f (k)) ≤ T (r, f) + kN(r, f)− log r +O(1) ≤ (k + 1)T (r, f)− log r +O(1).

Nous avons besoin du lemme suivant

Lemme 2.24. [7] Soit f ∈ M(Cp) , f =
h

g
où h, g ∈ A(Cp) n’ont pas de zéro commun.

Posons H0 = h et Hn = gH ′n−1 − ng′Hn−1 pour n ≥ 1. On a

i) f (n) =
Hn

gn+1

ii) Tout zéro d’ordre m(m ≥ 1) de g est un zéro d’ordre n(m−1) de Hn et un pôle d’ordre

m+ n de f (n).

la démonstration se fait par récurrence sur n .

Corollaire 2.25. Soit f ∈M(Cp) et f(0) 6= 0,∞. On a

m
(
r,
f ′

f

)
= 0, ∀r ∈]1,+∞[

m
(
r,
f

f ′

)
≥ log r, ∀r ∈]0,+∞[.

Démonstration.

Soit f ∈M(Cp). On a

m
(
r,
f ′

f

)
= log+

∣∣∣f ′
f

∣∣∣(r) = max
{
0, log

∣∣f ′
f

∣∣∣(r)} = 0, ∀r ∈]0,+∞[.

Par les résultats classiques pour les fonctions méromorphes, il est bien connu que pour chaque

r ∈]0 +∞[

log
∣∣∣f ′
f

∣∣∣(r) ≤ − log r

d’où m
(
r,
f

f ′

)
= log+

∣∣∣ f
f ′

∣∣∣(r) = max
{
0, log

∣∣∣f ′
f

∣∣∣(r)} ≥ log r. �
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Démonstration du Théorème 2.23

i) Pour obtenir la première inégalité il suffit voir que chaque pôle α de f d’ordre s est un

pôle de f (k) d’ordre s+ k.

ii) Montrons maintenant la deuxième inégalité. Soit r ∈]0,+∞[. Par la formule (2.1), on

Z(r, f ′)−N(r, f ′) + log |f ′(0)| = log |f ′|(r)Z(r, f)−N(r, f) + log |f(0)| = log |f |(r).

Mais, d’après le théorème 2.7, on a |f ′|(r) ≤ 1

r
|f |(r) et donc, en considérant la croissance de

la fonction logarithmique, on obtient

log |f ′|(r) ≤ log |f |(r)− log r

par conséquent

Z(r, f ′) = log |f ′|(r) +N(r, f ′)− log |f ′(0)|

≤ log |f |(r) +N(r, f ′)− log |f ′(0)| − log r

≤ Z(r, f) +N(r, f ′)−N(r, f) + log |f(0)| − log |f ′(0)| − log r

≤ Z(r, f) +N(r, f ′)−N(r, f)− log r +O(1).

Mais, d’après la première inégalité i), on a

N(r, f ′)−N(r, f) = N(r, f)− log r +O(1)Z(r, f ′) ≤ Z(r, f) +N(r, f)− log r +O(1).

La généralisation de cette inégalité est obtenue par récurrence.Supposons que l’inégalité

précédente est vraie pour tout k ≤ n.Alors

Z(r, f (n+1)) = Z(r, (f (n))′) ≤ Z(r, f (n)) +N(r, f (n))− log r +O(1)

et donc

Z(r, f (n+1)) ≤ Z(r, f) + nN(r, f) +N(r, f (n))− log r +O(1)

puisque N(r, f (n)) = N(r, f), on a

Z(r, f (n+1)) ≤ Z(r, f) + (n+ 1)N(r, f)− log r +O(1).
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Pour montrer la troisième inégalité, on a

T (r, f (k)) = N(r, f (k)) +m(r, f (k))

= N(r, f) + kN(r, f) +m(r, f (k))− log r +O(1)

= N(r, f) + kN(r, f) +m
(
r, f (k)

f (k−1) ...
f ′

f
f
)
− log r +O(1)

≤ N(r, f) + kN(r, f) +m
(
r, f (k)

f (k−1)

)
+ ...+m

(
r, f

′

f

)
+m(r, f)− log r +O(1)

= T (r, f) + kN(r, f)− log r +O(1).

Puisque N(r, f) ≤ N(r, f) ≤ T (r, f) +O(1), ∀r ∈]0,+∞[, on a

T (r, f (k)) ≤ (k + 1)T (r, f)− log r +O(1) ≤ (k + 1)T (r, f) +O(1). �

2.5 Deuxième théorème Fondamental de Nevanlinna ul-

tramétrique

Théorème 2.26. [7] (Inégalité Fondamentale)

Soit f ∈M(Cp), f non constante. Soient a1, ..., aq des éléments distincts de Cp et δ ∈ R tels

que |ai − aj| ≥ δ pour 1 ≤ i 6= j ≤ q. On suppose que f(0) 6= 0,∞ et f(0) 6= ai pour tout i,

1 ≤ i ≤ q. Alors

m(r, f) +

q∑
i=1

m(r, ai) ≤ 2T (r, f)−N1(r)− log r + S(r), ∀r ∈]0,+∞[ (2.5)

où N1(r) est une fonction positive et

N1(r) = N(r, f) +N(r,
1

f ′
)−N(r, f)

S(r) = m(r,
f ′

f
) +m

{
r,

q∑
i=1

f ′

f − ai

}
+ q log+

1

δ
+O(1)

avec log+
1

δ
= max

{
0, log

1

δ

}
.

Démonstration.

On considère g =
q∑
i=1

1

f − ai
. Montrons que

m(r, g) ≥
q∑
i=1

m(r, ai)− q log+
1

δ
, ∀r ∈]0,+∞[. (2.6)
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Nous distinguons deux cas

1- Si |f − aj|(r) < δ, pour un certain j, alors on a pour i 6= j et pour tout r ∈]0,+∞[

log |g|(r) = log
∣∣∣ q∑
i=1

1

f − ai

∣∣∣(r)
= logmax

i=1,q

∣∣∣ 1

f − ai

∣∣∣(r) = log
∣∣∣ 1

f − aj

∣∣∣(r)
et on a aussi que

log+
∣∣∣ 1

f − ai

∣∣∣(r) = max
{
0, log

∣∣∣ 1

f − ai

∣∣∣(r)}
=


log
∣∣∣ 1

f − ai

∣∣∣(r) ≤ log
1

δ
, si log

1

δ
> 0

0, sinon.

Donc

log+
∣∣∣ 1

f − ai

∣∣∣(r) ≤ log+
1

δ

pour i 6= j, il suit que

log+ |g|(r) = log+
∣∣∣ 1

f − aj

∣∣∣(r)
=

q∑
i=1

log+
∣∣∣ 1

f − ai

∣∣∣(r)− q∑
i=1
i 6=j

log+
∣∣∣ 1

f − ai

∣∣∣(r)
≥

q∑
i=1

log+
∣∣∣ 1

f − ai

∣∣∣(r)− q∑
i=1
i 6=j

log+
1

δ

=
q∑
i=1

log+
∣∣∣ 1

f − ai

∣∣∣(r)− (q − 1) log+
1

δ

≥
q∑
i=1

log+
∣∣∣ 1

f − ai

∣∣∣(r)− q log+ 1

δ

alors m(r, g) ≥
q∑
i=1

m(r, ai)− q log+
1

δ
.

2- Si |f − ai|(r) ≥ δ pour i ∈ {1...q} et pour tout r ∈]0,+∞[. On a

log+
∣∣∣ 1

f − ai

∣∣∣(r) = max
{
0, log

∣∣∣ 1

f − ai

∣∣∣(r)} ≤ max
{
0, log

1

δ

}
= log+

1

δ

pour tout 1 ≤ i ≤ q, on a

log+ |g|(r) ≥ 0⇔ log+ |g|(r) ≥
q∑
i=1

log+
∣∣∣ 1

f − ai

∣∣∣(r)− q∑
i=1

log+
∣∣∣ 1

f − ai

∣∣∣(r)
≥

q∑
i=1

log+
∣∣∣ 1

f − ai

∣∣∣(r)− q∑
i=1

log+ 1
δ

=
q∑
i=1

log+
∣∣∣ 1

f − ai

∣∣∣(r)− q log+ 1

δ
.
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D’où

m(r, g) = log+ |g|(r) ≥
q∑
i=1

log+
∣∣∣ 1

f − ai

∣∣∣(r)− q log+ 1

δ
=

q∑
i=1

m(r, ai)− q log+
1

δ
.

La relation (2.6) est donc démontrée.

D’autre part, on a pour tout r ∈]0,+∞[

m(r, g) = m
(
r,

1

f

f

f ′
f ′ g

)
≤ m

(
r,

1

f

)
+m

(
r,
f

f ′

)
+m(r, f ′g)

= T (r, f)−N
(
r,

1

f

)
+ T

(
r,
f ′

f

)
−N

(
r,
f

f ′

)
+m(r, f ′g) +O(1).

La relation (2.6) nous donne
q∑
i=1

m(r, ai) ≤ m(r, g) + q log+
1

δ

m(r, f) +
q∑
i=1

m(r, ai) ≤ m(r, f) +m(r, g) + q log+
1

δ

et donc

m(r, f) +
q∑
i=1

m(r, ai) ≤ m(r, f) + T (r, f)−N
(
r,

1

f

)
+ T

(
r,
f ′

f

)
−N

(
r,
f

f ′

)
+m(r, f ′g) + q log+

1

δ
+O(1)

≤ 2T (r, f)−N
(
r,

1

f

)
−N(r, f)−N

(
r,
f

f ′

)
+N

(
r,
f ′

f

)
+

m
(
r,
f ′

f

)
+m(r, f ′g) + q log+

1

δ
+O(1).

Le résultat demande découle , alors du fait que

N
(
r,
f ′

f

)
−N

(
r,
f

f ′

)
= N

(
r,

1

f

)
−N(r, f) +N(r, f ′)−N

(
r,

1

f ′

)
+O(1) (2.7)

On sait que

N(r, f ′)−N(r, f) = N(r, f)− log r +O(1).

La formule (2.7) devient

N
(
r,
f ′

f

)
−N

(
r,
f

f ′

)
= N(r, f) +N

(
r,

1

f

)
−N

(
r,

1

f ′

)
− log r +O(1)

alors

m(r, f) +
q∑
i=1

m(r, ai) ≤ 2T (r, f) +
{
N(r, f) +N

(
r,

1

f ′

)
−N

(
r,

1

f

)}
+m

(
r,
f ′

f

)
+m

{
r,

q∑
i=1

f ′

f − ai

}
+ q log+

1

δ
− log r +O(1).
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D’ou l’inégalité fondamentale . �

Maintenant, nous avons besoins d’estimer S(r).

Corollaire 2.27. [7] (estimation de S(r)) la quantité S(r) du théorème vérifie

S(r) = O(1), quand r → +∞.

Démonstration.

Pour tout r ∈]0,+∞[, on a

S(r) = m
(
r,
f ′

f

)
+m

{
r,

q∑
i=1

f ′

f − ai

}
+ q log+

1

δ
− log r +O(1)

= m
(
r,
f ′

f

)
+m

(
r,
F ′

F

)
+O(1)

avec F =
q∏
i=1

(f − ai), et en utilisant le corollaire 2.25

m
(
r,
F ′

F

)
= m

(
r,
f ′

f

)
= 0, quand r → +∞.

Alors S(r) = O(1), quand r → +∞. �

Remarque

La formule (2.5) devient sous la forme

m(r, f) +

q∑
i=1

m(r, ai) ≤ 2T (r, f)−N1(r)− log r +O(1), ∀r ∈]0,+∞[ (2.8)

Théorème 2.28. [7] (Deuxième Théorème Fondamental de Nevanlinna)

Soient a1, ..., aq (q ≥ 2), et f ∈ M(K) n’ayant ni zéro ni pôle en 0 et telle que f ′ et f − ai

ne sont pas nulles en 0. Alors

(q − 1)T (r, f) ≤
q∑
i=1

N(r, ai) +N(r, f)−N0

(
r,

1

f ′

)
− log r +O(1), ∀r ∈]0,+∞[ (2.9)

où N0

(
r,

1

f ′

)
est obtenu à partir de N

(
r,

1

f ′

)
en omettant les termes correspondant aux zéros

de f qui sont des zéros de f − ai pour 1 ≤ i ≤ q.
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Démonstration.

En ajoutant N(r, f) +
q∑
i=1

N(r, ai) aux deux membres de l’inégalité (2.8), on a pour tout

r ∈]0,+∞[

N(r, f) +m(r, f) +
q∑
i=1

N(r, ai) +
q∑
i=1

m(r, ai) ≤ N(r, f) +
q∑
i=1

N(r, ai) + 2T (r, f)

−N1(r)− log r +O(1)

T (r, f) +

q∑
i=1

T (r, ai) ≤ N(r, f) +

q∑
i=1

N(r, ai) + 2T (r, f)

−N1(r)− log r +O(1)

T (r, f) +

q∑
i=1

T (r, f) ≤ N(r, f) +

q∑
i=1

N(r, ai) + 2T (r, f)

−N1(r)− log r +O(1)

(q + 1)T (r, f) ≤ N(r, f) +

q∑
i=1

N(r, ai) + 2T (r, f)−N1(r)− log r +O(1)

(q − 1)T (r, f) ≤
q∑
i=1

N(r, ai)−N
(
r,

1

f ′

)
+N(r, f)− log r +O(1).

En remarquant que tout zéro de f − ai d’ordre m est un zéro de f ′ d’ordre m− 1, on déduit

que
q∑
i=1

N(r, ai)−N(r,
1

f ′
) =

q∑
i=1

N(r, ai)−N0

(
r,

1

f ′

)
où N0(r,

1

f ′
) est obtenu à partir de N

(
r,

1

f ′

)
en omettant les termes correspondant aux zéros

de f qui sont des zéros de f − ai pour 1 ≤ i ≤ q, il résulte que

(q − 1)T (r, f) ≤
q∑
i=1

N(r, ai) +N(r, f)−N0

(
r,

1

f

)
− log r +O(1).

Comme N(r, ai) ≤ N(r, ai) pour tout 1 ≤ i ≤ q, on a

(q − 1)T (r, f) ≤
q∑
i=1

N(r, ai) +N(r, f)−N0

(
r,

1

f

)
− log r +O(1).

D’où l’inégalité. �



Chapitre 3

La primalité et la pseudo-primalité des

fonctions méromorphes p-adiques

3.1 Factorisation des fonctions méromorphes

On a besoin de rappeler quelques définitions et propriétés de la factorisation sur Cp.

Définition 3.1. Soit f ; f1, ..., fn ∈M(Cp) telle que f = f1 ◦ f2 ◦ ... ◦ fn.

On dit dans ce cas, qu’on a une factorisation de f et que f1, ..., fn sont des facteurs de f .

Définition 3.2. Deux factorisations de h ∈M(Cp) :

h = f1 ◦ ... ◦ fn = g1 ◦ ... ◦ gn sont dites équivalentes s’il existe des fractions rationnelles de

degré un, L1;L2; ...;Ln1 telles que :

f1 = g1 ◦ L1; f2 = L−11 ◦ g2 ◦ L2; ...; fn−1 = L−1n−2 ◦ gn−1 ◦ Ln−1; fn = L−1n−1 ◦ gn. (3.1)

Proposition 3.3. [4] Soit F,G,H trois fonctions méromorphes. Si F = H ◦ G et H n’est

pas une fraction rationnelle, alors G est entière.

Démonstration.

Posons H =
A

B
avec A et B des fonctions entières sans zéros communs. Dire que H

est non rationnelle entraine qu’il existe au plus une valeur ω0 ∈ Cp telle A − ω0B soit un

polynôme. Soit ω différent de cette valeur éventuelle. Alors la fonction entière A(x)−ωB((x)
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est transcendante et a donc une infinité de zéros, que nous notons ck, k ∈ N .

Supposons que G ait un pôle x0. On pose G(x) =
W (x)

(x− x0)l
ou l est un entier ≥ 1 et W (x)

une fonction analytique qui ne s’annule en aucun point d’un disque ouvert de centre x0 et

de rayon R. Pour tout k posons Tk(x) = W (x)− ck(x− x0).

Pour l’un de ces k choisissant ρ ∈]0, R[ tel que |ck|ρl = |W (x0)|.

Donc on a

 |ck|rl < |W (x0)| si 0 < r < ρ

|ck|rl > |W (x0)| si ρ < r < R.

D’autre part le fait que W n’ait pas de zéros dans D−(x0, R) entraine que

|W |(r) = |W (x0)| ∀r 0 < r < R.

Donc on a

|Tk|(r) =

 |W (x0)| si 0 < r < ρ

|ck|rl si ρ < r < R.

Donc la fonction Tk(x) admet au moins un zéro xk sur le cercle |x − x0| = ρ. On a donc

G(xk) = ck ; D’où F (xk) = ω. Par suite comme les xk sont en nombre infini, la fonction

F (x)− ω admet une infinité de zéros dans le disque |x− x0| < R. Ce qui est absurde. Donc

G n’a aucun pôle et est donc entière.

3.2 L’étude de la primalité et de la pseudo-primalité

sur CP

Dans cette section nous allons étudier quelques théorèmes qui vont nous aider à monter

la primalité et la pseudo-primalité des fonctions méromorphes p-adiques. Et nous utiliserons

dans cette étude le polygone de valuation et la théorie de Nevanlinna ultramétrique, et la

factorisation des fonctions méromorphes p-adiques.

Définition 3.4. f ∈ M(Cp) est dite première si, dans toute factorisation de f , tous les

facteurs, sauf au plus un, sont des fractions rationnelles de degré un.

Définition 3.5. f ∈M(Cp) est dite pseudo-première si, dans toute factorisation de f , tous

les facteurs, sauf au plus un, sont des fractions rationnelles.
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Remarque

La proposition 3.3 justifie le fait que, dans la suite, dans toute factorisation d’une fonction

méromorphe f sous la forme f = h ◦ g, on suppose h méromorphe et g entière ou bien

h ∈ Cp(X) et g méromorphe.

Le résultat suivant nous permettra de montrer l’existence de fonctions méromorphes

premières ou pseudo-premières transcendantes.

Proposition 3.6. [4] Soit H et G deux fonctions entières non constantes. Soit ρ0 un réel

positif telle que la fonction |G|(r) strictement croissante pour r > ρ0 posons F = H ◦G. On

a alors pour tout ρ > ρ0

1) m(F, ρ) = m(H, |G|(ρ))m(G, ρ).

2) M(F, ρ) =M(H, |G|(ρ))M(G, ρ).

3) A(F, ρ) = A(H, |G|(ρ))M(G, ρ) +m(H, |G|(ρ))A(G, ρ).

Avec m(f, ρ) c’est le nombre de zéros de f dans le disque ouvert D−(0, ρ), M(f, ρ) c’est

le nombre de zéros de f dans le disque fermé D+(0, ρ), et A(f, ρ) c’est le nombre de zéros

de f dans le cercle C(0, ρ), chacun de ces zéros compté avec sa multiplicité.

Démonstration.

On a F = H ◦G ; d’où on déduit que pour tout r , on a : |F |(r) = |H|(|G|(r)) . Comme la

fonction |G|(r) est strictement croissant pour r > ρ0 on déduit que

ϕ−F (u) = ϕ−H(ϕG(u)).ϕ
−
G(u)

et

ϕ+
F (u) = ϕ+

H(ϕG(u)).ϕ
+
G(u)

pour u > log ρ0.

D’après la proposition 2.10, on a là les relation 1) et 2). La relation 3) s’obtient en faisant

la différence entre 2) te 1).

Théorème 3.7. [4] Soit F ∈ A(Cp) r Cp[x] et λ un entier positif fixe, on suppose que sur

une infinité de cercles de centre 0 de Cp, F a un nombre des zéros compris ente 1 et λ.
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Alors toute factorisation de F sous la forme F = H ◦G avec H,G ∈ A(Cp) entraine que H

ou G est un polynôme de degré compris entre 1et λ.

Démonstration.

Si aucune des fonction H et G n’ est pas un polynôme de degré compris entre 1 et λ, on

aurait pour ρ assez grand :

M(G, ρ) ≥ λ+ 1 et M(H, |G|(ρ)) ≥ λ+ 1.

D’autre par l’hypothèse du théorème et la formule 3) de la proposition 3.6 montre que pour

une infinité de ρ arbitrairement grand, on a A(H, |G|(ρ) 6= 0 ou A(G, ρ) 6= 0. Pour un tel ρ on

aurait alors A(F, ρ) ≥ λ+ 1. Ce qui contredit l’hypothèse. Donc H ou G est nécessairement

un polynôme de degré compris entre 1 et λ.

Corollaire 3.8. Soit F ∈M(Cp)rCp(x) et λ ≥ 1 .

On suppose que sur une infinité de cercles de centre 0, F a un nombre des zéros compris

entre 1 et λ et que sur une infinité de cercles de centre 0, F a un nombre des pôles compris

entre 1 et λ.

Alors toute factorisation de F sous la forme F = H ◦ G avec H ∈ M(Cp) et G ∈ A(Cp)

entraine que :

a) ou bien G est un polynôme de degré compris entre 1 et λ,

b) ou bien H est une fraction rationnelle de degré compris entre 1 et λ.

Démonstration.

On écrit H =
H1

H2

où H1, H2 ∈ A(Cp) n’ont pas de zéros communs. D’où

F = H ◦G =
H1 ◦G
H2 ◦G

.

On applique ensuite le théorème 3.7 à chacune des des fonctions H1 ◦G et H2 ◦G.

Corollaire 3.9. Une fonction F remplissant les conditions du théorème 3.7 (respectivement

celles du corolaire 3.8 ) est

1) Première dans A(Kp) (respectivement dansM(Cp) ) si λ = 1.

2) Pseudo-première dans A(Kp) (respectivement dansM(Cp) ) si λ ≥ 1.
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Proposition 3.10. [4] Soit F ∈M(Cp) possédant la propriété d’avoir dans une infinité de

disques de centre 0 et de rayon arbitraire un nombre premier de zéros et dans une infinité de

disques de centre 0 et de rayon arbitraire un nombre premier de pôles. Alors F est première

dansM(Cp). En particulier si P (x) ∈ Cp[x] et Q(x) ∈ Cp[x] ont degré des nombres premiers,

la fraction rationnelles R(x) =
P (x)

Q(x)
est première.

Corollaire 3.11. Soit F ∈ A(Cp)r Cp[x]. On suppose que dans une infinité de disques de

centre 0 et de rayon arbitraire grand, F admet un nombre de zéros égal au produit de deux

nombre premiers (non nécessairement distincts ).

Alors ou bien F est première, ou bien elle se factorise sous la forme de deux facteurs pre-

miers.

Corollaire 3.12. Soit F ∈ M(Cp) et λ ∈ N?. On suppose que dans une infinité de disques

de centre 0, F admet un nombre de zéros égal au produit de λ nombres premiers. Alors F se

factorise en au plus λ facteurs premiers.

Pour la démonstration, on procède par induction en utilisant le corolaire 3.11.

Théorème 3.13. Soit F ∈ M(K) \ K(X) Une fonction qui admet une seule valeur excep-

tionnelle (attain ou moins une fois), alors F est pseudo-première .

Démonstration.

On peut supposer que la valeur exceptionnelle de F et ∞, posons

F = f ◦ g, f ∈M(K), g ∈ A(K).

Donc F a au moins un pôle et par suite f a au moins un pôle α ie f(α) = ∞, si g est

transcendante il existe une infinité ω tell que g(ω) = α.

Alors pour tout ω on a F (ω) = f ◦ g(ω) = α

i,e , ω est un pôle de F (contradiction ) .

Remarque

Étant donnée une fonction méromorphe, il n’est pas facile de savoir si elle est première ou

non, l’exemple suivant montre qu’une fonction factorisable en facteurs premiers peut avoir

des factorisations non équivalentes (au sens de la définition 3.2).
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Exemple

Soit q un nombre premier et l un entier naturel non divisible par q.

Soit (an)n≥0 une suite d’élément de C?
p tel que

|an| < |an+1| et lim
n→+∞

|an| = +∞.

On considère les fonctions entières suivantes

F (x) = xl
∏
n>0

(1− xq

an
); G(x) = xl

∏
n>0

(1− x

an
)l; H(x) = xql

∏
n>0

(1− xq

an
)q

et ϕ(x) = xq.

Posons rn = |an|. Dans le disque de centre 0 et de rayon rn, les fonctions F et G admettent

chacune nq+ l zéros. D’autre part le théorème de Dirichlet nous assure que parmi les termes

de la suite (nq + l)n>0 il y a une infinité de nombres premiers. Donc les fonctions F et G

vérifient les conditions de la proposition 3.10, et sont donc premières, ϕ est évidemment une

fonction première et on a

H = ϕ ◦ F = G ◦ ϕ.

Ces deux décompositions n’étant évidemment pas équivalentes.

Théorème 3.14. Soit F ∈ A(Cp). On suppose que F = G ◦H avec H,G ∈ M(Cp). Alors

il existe g, h ∈ A(Cp) tel que F = g ◦ h. De plus, ces deux factorisations sont équivalentes.

Démonstration.

1) Si G 6∈ Cp(x), on a alors H doit être entière. D’où F =
G1(H)

G2(H)
ou G1, G2 ∈ A(Cp)

sont sous zéros communs. On peut supposer H non constante. Alors G2(x) n’a pas de zéro

car si x0 en est un, il existe x1 ∈ Cp tel que H(x1) = x0.

D’où G1(H(x1)) = G1(x0) 6= 0 et G2(H(x1)) = G2(x0) = 0 et F aurait un pôle. Contradic-

tion.

Donc G2 n’a pas de zéro et est donc égale à une constante non nulle α. D’où F =
G1

α
◦H.

Cette factorisation est évidement équivalente à F = G ◦H.

2) Si G(x) ∈ Cp(x), il existe P (x), Q(x) ∈ Cp(x) premiers entre eux tels que

G(x) =
P (x)

Q(x)
. D’où F =

P (H)

Q(H)
, H étant méromorphe non constante elle atteint toute valeurs



3.2 L’étude de la primalité et de la pseudo-primalité
sur CP 45

de Cp sauf au plus une. Ceci entraine que Q(x) a au plus un zéro.

• Si Q n’a pas de zéro on a terminé .

• Si Q a un zéro α la fonction H(x)− α =
H1(x)

H2(x)
− α n’a aucun zéro .

Donc

H1(x)−H2(x) = β 6= 0.

D’où

F = (
P

Q
◦ αx+ β

x
) ◦H2

et on a T =
P

Q
◦ αx+ β

x
doit être un polynôme car sinon F aurait un pôle.

D’où F = T ◦H2 et T =
P

Q
◦ L et H2 = L−1 ◦H où L =

αx+ β

x
etL−1 =

β

x− α
.

Corollaire 3.15. Une fonction entière F est première (resp pseudo-première) dans A(Cp)

si et seulement si F est première (resp pseudo-première) dansM(Cp).

Théorème 3.16. Toute fonction entière p-adique F tell que pour tout β ∈ Cp, F − β n’a

qu’un nombre fini de zéros multiples est pseudo première.

Démonstration.

Soient f ; g ∈ A(Cp) \ Cp[X] tell que F = f ◦ g. Alors f ′ admet au moins un zero α ∈ Cp :

f
′
(α) = 0.

Alors l’équation g(x)− α = 0 admet une infinité de solution i ;e

l’ensemble g−1(α) est infini.

Soit β = f(α) ∈ Cp, pour tout ω ∈ g−1(α) on a : (F − β)(ω) = F (ω)− β = f ◦ g(ω)− β = f(α)− β = 0

F
′
(ω) = f

′
(g(ω))× g′(ω) = f

′
(α)× g′(ω) = 0.

Donc tous les éléments de g−1(α) sont des zéros multiples de F − β. Ce qui contredit l’hy-

pothèse .
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3.3 Construction des fonctions pseudo-premières

Proposition 3.17. Soit (an)n une suite d’éléments de C∗p

| an
an+1

| < |an+1

an+2

| et lim
n→+∞

| an
an+1

| = +∞. (3.2)

Alors f(x) =
∑
n≥0

anx
n est une fonction entière sur Cp. Les zéros de f peuvent être rangés

en une suite (αn)n≥1 tq : |αn| = |
an−1
an
|.

Démonstration.

1)Montrons que lim sup
n→+∞

n
√
|an| = 0.

Soit ε > 0, ∃n0 tq : n ≥ n0 ⇒ |
an+1

an
| < ε car lim

n→+∞
|an+1

an
| = 0.

Soit n ≥ n0, on a an =
an
an−1

× ...× an0+1

an0

× an0 ⇒ |an|
1
n ≤ ε

n−n0
n |an0|

1
n .

D’où ∀ε > 0, lim sup
n→+∞

|an|
1
n ≤ ε.

Donc lim sup
n→+∞

|an|
1
n = 0 et f est entière.

2)On a |f |(r) = sup
k≥0
|ak|rk.

Posons rn = |an−1
an
| et montrons que |f |(rn) = |ak|rkn pour les seules valeurs k = n − 1 et

k = n.

On a
|an|rnn
|an−1|rn−1n

= | an
an−1
|rn. D’où |an|rnn = |an−1|rn−1n .

∗ Si 0 ≤ k ≤ n− 1.
|ak|rkn
|an|rnn

= | ak
an+1

| 1

rn−kn

= | ak
an+1

| × ...× |an−1
an
|︸ ︷︷ ︸×

1

rn−kn

< 1

⇒ |ak|rkn < |an|rnn.

∗ Si k > n.
|an|rkn
|an−1|rn−1n

= | ak
an−1
|rk+1−n
n < | ak

an−1
| × |an−1

an
| × | an

an+1

| × ...× |ak−1
ak
| = 1

⇒ |ak|rkn < |an−1|rn−1n .

Donc dans le cercle C(0, rn) contient un seul zéro αn de f avec |αn| = rn = |an−1
an
|.

3) Pour montrer que f n’a pas d’autre zero que les αn, on va montré que si rn < r < rn+1

alors |f |(r) = sup
k≥0
|an|rk est atteint pour la seule valeur k = n.

En effet :

• Si 0 ≤ k < n⇒ |ak|rk = |
ak
ak+1

| × |ak+1

ak+2

| × ...× |an−1
n
| × |an|rk

⇒ |ak|rk < |an|rn−kn × rk < |an|rn.
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• Si k > n⇒ |ak|r
k

|an|rn
= |ak

an
|rk−n < |ak

an
|rk−nn+1 =

⇒ ... < |ak
an
|| an
n+ 1

|k−n < |ak
an
| × | an

an+1

| × |an+1

an+2

| × ...× |ak−1
ak
|.

D’où :
|ak|rk

|an|rn
< 1 i,e ; |ak|rk < |an|rn.

Proposition 3.18. Soit (an)n une suite d’éléments de C∗p tq

|a1
a2
| < |a2

a3
| < ... < |am−1

am
| = | am

am+1

| < ... < ... et lim
n→+∞

| an
an+1

| = +∞.

Alors : 1) f(x) =
∑
n≥0

anx
n est une fonction entière sur Cp .

2) Les zéros de f peuvent être rangés en une suite (αn)n>0 telle que |αn| = |
an−1
an
| et on a

dans le cercle C(0, |αm|) deux zéros.

Démonstration.

1) Même démonstration de proposition 3.17.

2) On a |f |(r) = sup
k≥0
|ak|rk.

Posons rn = |an−1
an
| , donc rm = rm+1.

• Les cas rn < rm et rn > rm+1, les zéros son simple (d’arpète la proposition 3.17 ).

• Le cas rn = rm = rm+1, nous montrons que |f |(rm) = sup
k≥o
|ak|rkm atteint pour les valeur

k = m− 1,m,m+ 1 .

On a : | am
am−1

|rn = 1, donc |am|rmm = |am−1|rm−1m et

|am+1

am
|rm+1 = 1, donc |am|rm+1

m+1 = |am|rmm+1.

Alors :

|am−1|rm−1m = |am|rmm = |am+1|rm+1
m .

• Si 0 ≤ k < m− 1 ;

|ak|rkm
|am|rmm

= | ak
am
| 1

rm−km

= | ak
ak+1

| × ...× |am−1
am
| × 1

rm−km

< 1.

• Si k > m+ 1 ;
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|ak|rkm
|am|rmm

= | ak
am
|rk−mm < | ak

am
| × | am

am+1

| × ...× |ak−1
ak
| = 1.

Donc le max est atteint trois fois (quant k = m−1,m,m+1 et on aNrm = m+1, nrm = m−1).

par suite Nrm − nrm = 2 (le nombre de zéros sur le cercle C(0, rm) ).

Pour montré que les seules zéros de f sont les αn, on utilise la même méthode de propo-

sition 3.17.

Lemme 3.19. Les fonctions construites dans les propositions 3.17 et 3.18 vérifient la pro-

priété ∀β ∈ Cp, f(x)− β n’a qu’un nombre fini de zéros multiples.

Démonstration : ∃r0 > 0 tel que

r ≥ r0 =⇒ |f − β|(r) = |f |(r)

Donc les éventuels zéros multiples appartiennent à D(0, r0) d’où leur nombre est fini.
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ملخّص
متري. أولترا حقل في ميرومورفية توابع أولية بسودو و بأولية نهتم المذكرة، هذه في
المتسائل التابع ( أقطاب (مع أصفار مع مرتبطتين الخاصيتين هاتين أن نؤكد و

. عنه
الميرومورفية للتوابع القيم يع توز ية نظر هي المشكل هذا على العمل في أداتنا
في المعاملات طبيعة من (والأقطاب) الأصفار يع توز . متري أولترا حقل في

أي التوابع لهذه لوران سلسلة شكل على النشر

f(z) =
∞∑
i=k

aiz
i, k ∈ Z.

Résumé
On s'intéresse, dans ce mémoire à la primalité et à la pseudo-primalité

des fonctions méromorphes p-adiques. Il s'avéra que ces propriétés sont
liées aux zéros ( et aux pôles ) de la fonction en question.

Notre outil de travail dans cette problématique est la théorie de dis-
tribution des valeurs des fonctions méromorphes p-adiques, la réparti-
tion de ces zéros ( et pôles ) est la nature des coefficients du développe-

ment de cette fonction en série de Laurent i,e f(z) =
∞∑
i=k

aiz
i, k ∈ Z.

Abstract
We are interested in this memory to primality and pseudo-primality

of p-adic meromorphic functions. It appears that these properties are
related to the zeros (and poles) of the function in question.

Our tool working in this problem is the valu-distribution theory of
p-adic meromorphic functions, the distribution of zeros (and poles) is
the nature of the coefficients of this function in development Laurent

i,e f(z) =
∞∑
i=k

aiz
i , k ∈ Z.
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