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Introduction Générale

Au début du vingtiéme siécle, le mathématicien allemand, Kurt Hensel (1861-1941) intro-
duit les nombres p-adiques. Ces derniers représentent une extension des nombres rationnels
qui sont utilisés en théorie des nombres pour calculer modulo une puissance d’un nombre
premier, et ils ont d’autres applications dans d’autres branches comme ’analyse (analyse p-
adique) et topologie algébrique ... . On les voit aussi apparaitre dans la physique théorique.

Beaucoup d’études ont été faites sur la distribution de valeurs des fonctions méromorphes
complexes. Elles concernent les problémes de la répartition des zéros et les applications de la
théorie de distribution des valeurs dans I’étude du comportement asymptotique des solutions
des équations fonctionnelles et différentielles, notamment par : Nevanlinna, G. Gundersen,
G. Frank, C.C.Yang, Ping.Li,... jetc.

Au cours des années 80, A. Boutabaa et Ha Huy Khoai introduisent la théorie de Nevan-
linna ultramétrique des fonctions méromorphes dans tout le corps K qui joue un réle majeur
dans le domaine de distribution des valeurs, et elle posséde des relations importantes avec la
théorie des nombres. Au début des années 2000, A. Boutabaa et A. Escassaut ont appliqué
cette théorie dans un disque ouvert dans K.

Le but de ce mémoire est I’étude de la primalité et de la pseudo-primalité d’une fonction
méromorphe sur C,, en utilisant la théorie de distribution des valeurs et la factorisation des
fonctions méromorphes.

Ce travail est réparti sur trois chapitres précédés d’une introduction.

Le premier chapitre et composé de quatre parties. Nous commencons par la définition de la
valeur absolue ultramétrique. Puis, nous rappelons les propriétés topologiques et nous allons

essayer de construire le corps des nombres p-adiques Q,, qui est le complété de Q. Comme
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Q, n’est pas algébriquement clos, nous avons besoin de le compléter pour former le corps C,
qui est complet est algébriquement clos. Apres, on présente quelques propriétés analytiques
et nous terminerons ce chapitre par la présentation des fonctions analytiques et les fonctions
méromorphes sur un corps ultramétrique.

Le deuxiéme chapitre est réparti sur cinq parties. Dans la premiére partie, nous présentons
les zéros des fonctions analytiques. Ensuite, nous donnons le polygone de valuation qui
joue un role important dans I’étude de la distribution des valeurs. Puis, on définit quatre
fonctions; Z(r, f) - la fonction qui compte les zéros des fonctions méromorphes avec leurs
multiplicités, N (r, f) - la fonction qui compte les péles des fonctions méromorphes avec leurs
multiplicités, m(r, f) - la fonction de compensation, T'(r, f) = N(r, f)+m(r, f) - la fonction
caractéristique de Nevanlinna qui est positive . Ces fonctions sont utilisées pour donner une
version ultramétrique de la formule de Jensen et plus tard le premier théoréme fondamental
de Nevanlinna ultramétrique qui est seulement une autre forme de la formule de Jensen. A
la fin de ce chapitre nous donnerons le deuxiéme théoréme fondamental de Nevanlinna, qui
montre qu’en général m(r, f) est petit par rapport & T'(r, f) et donc N(r, f) est proche de
T(r, f).

Le troisiéme chapitre est composé de trois parties. Nous commencons par donner la
définition de la factorisation des fonctions méromorphes pour 1'utiliser dans la définition de
la primalité et la pseudo-primalité. Puis, on utilise la théorie de distribution des valeurs
dans I'étude de la primalité et la pseudo-primalité des fonctions méromorphes p-adiques.
On termine ce travail par I'introduction d'une technique qui nous permet de construire une
fonction entiére p-adique pseudo-premiére. Cette technique est basée sur certaines propriétés
que doit vérifier les coefficients du développement de cette fonction en série entiére. Un autre
avantage de cette technique c’est qu’elle nous permet d’avoir une idée sur la répartition des

zéros de la fonction étudiée.



Chapitre 1

Propriétés élémentaires des corps

ultramétriques

Nous introduisons dans ce chapitre la définition de la valuation ultramétrique, et nous
donnons les propriétés topologiques et algébriques d'un corps ultramétrique et les propriétés
analytiques des nombres p-adiques. En fin, nous définissons les fonctions analytiques et

méromorphes sur ce corps.

1.1 Valuation ultramétrique

Définition 1.1. Soit K un corps. Une valeur absolue ultramétrique sur K est une application
de K dans R, telle que

a) Ve € K, |z| > 0.

b)Vz e K, |z|=0< 2 =0.

¢) Vo,y € K, |zy| = |z]|yl.

d) Vo,y € K, |z + y| < max([z], [y]).

La propriété d) est connue comme l'inégalité triangulaire forte.

Cette valeur absolue définie une norme qui s’appelle norme non-archimédienne.
Exemple

Tout corps est muni d’au moins une valeur absolue ultramétrique (la valeur absolue triviale)
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) o ) 0, stx=0
a savoir I'application [.| : K — [0, +o0[ définie par : |z] =
1, sinon.

Définition 1.2. Soit p un nombre premier. On appelle valuation p-adique ’application
vy Q = Z U {400} définie comme suit :
- 1,(0) = +o0.

k+1

- Si n est un entier non nul, v,(n) = k si p* divise n et p**1 ne divise pas n.

-Sin= % avec a et b des entiers non nuls, alors v,(n) = vp(%) = vp(a) — v,(b).

Proposition 1.3. Si z,y € Q, alors la valuation v, satisfait
1) vp(wy) = vp(x) + vp(y).
2) vp(z +y) > min(v,(x), v,(v)).

Exemple

la valuation p-adique de la suite a,, = n! est
n
vp(nl) = P ,quand n — 0. (1.1)
p—

En effet, on a

oplnt) = 25 gy

_ z
p—1 =P
ou S,(n) désigne la somme des chiffres de I’écriture de n en base p et [z] est la partie entiére

du réel z. Donc

n 1
v,(n!) < — —
p( ) pkzopk
n 1
S . 1
p1l- »
n
<
S0
Donc
vp(n!) < 1 (1.2)
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D’autre part, on a

onl) = —m
k>0 P )
-
p
> —. i —-m
Pri—(o)
p
n np~ "
p—1 p—1
On prend m tel que p™ < n < p™* et d’aprés (1.2) on a
v, (n! 1 mm
’ P( )_ ‘ Sp—‘i‘_
n p—1 p—1 n

< ]O_m(pT1 +m) — 0 quand m — +oo.

Or quand n — +00, m — 400, donc

! 1
lim op(n!) = ,
n—+00 n p— 1
ce qui donne
n
vp(n!) = 1 quand n — 400.

Proposition 1.4. On définit lapplication |.|, de Q dans [0, +o0[ par

p @ six £ 0,
||, =

0, st x=0.
Cette application est une valeur absolue ultramétrique sur Q, appelée valeur absolue p-adique.
La distance sur Q induite par la norme p-adique |.|, notée d, (la distance p-adique) est définie
par

dy:QxQ — RT
(z,y) — dy(z,y) = | —ylp.
Exemples

1)Sia=84=22x3xT,

on a laly = 1, |als = 1, |aly = %, et pour tout autre nombre premier |al, = 1.

= =

2) Siz=H2 =22x371 x5

-1
130 X 7Tx 197",

on a |zl = §, |zs = 3, |25 = 5, |z|lr = 2, |z]19 = 19 et pour tout autre nombre premier
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lal, = 1.
3) Pour la distance usuelle dans Q, la distance de 104 a 4 est d(104,4) = |104 — 4| = 100.

Pour mesurer la distance 5-adique de 104 & 4, que note d5(104,4), on écrit
104 — 4 =100 = 4.5%,
alors

1
d5(104,4) - ‘100‘5 - ?,

de méme pour

d7(104,4) = 1.

Théoréme 1.5. Pour tout nombre rationnel a € Q, on a

jalee. ] T lal, = 1.
P

Démonstration. Voir |21]

Théoréme 1.6. (Théoréme d’Ostrowski)
Toute valeur absolue non triviale |.| sur Q est équivalente a la valeur absolue archimédienne

|.]oo Ou @ une certaine valeur absolue p-adique |.|,.

Corollaire 1.7. Deux valeurs absolues |.|,, et |.|,, sont équivalentes si et seulement sipy = po.

1.2 Propriétés topologiques et algébriques des corps ul-
tramétriques
1.2.1 Propriétés topologiques

Dans la suite, on note (K, |.|) un corps non-archimédien.

Théoréme 1.8. [1] (caractéristique du corps ultramétrique )

Soit |.| une valeur absolue ultramétrique sur le corps K, on a

l.| v.a.ultramétriqgue < |n| < 1,Vn € N.



1.2 Propriétés topologiques et algébriques des corps ultramétriques

Autrement dit, N est borné selon |.|.

Démonstration .
Supposons que

YneN:|n| <1

Alors .
Yo,y € K |(z +y)"| = cha®y" ¥
k=0

n
< > el lym
k=0

n
< Sk yvF, avee F <1
k=0

n
(@ +y)"] < 3 af*fy" .
k=0
D’autre part, on a

|z < max([z], [y])

lyl < max(|z], [y[).

Donc

- x|F < [max(|z, |y|)]*
i | < (el )
yI" " < [max(|, [y])]" "

On obtient

VO <k <n:|z/fly"™" < [max(|z], [y])]".[max(|z], [y])]"~*

< fmax(f], [y[)]".

Ce qui donne

Vay €K +y)| < 3 [max(fa], [y)]”

< (n+1).[max(|zl, ly|)]"
(n+

= |(z +y)| < 1)w.[max(|z|, [y|)],¥n > 1

pour n — oo, |(z+y)| < max(|z], [y]).

Alors |.| est une valeur absolue ultramétrique . 0

Proposition 1.9. [9] Soient a et b deuz éléments d’un corps ultramétrique (K, |.]), on a

o — b < |b] = [a] = |0].
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Démonstration.
soient a,b € K, on a |a —b| < [b] :
lal = fa = b+ b] < max{|a — 0], [b[} = [b]
b| = |a — a + b] < max{|a — b|,|a|}.
Si max{|a—b|, |a|} = |a| on ale résultat. L’autre variante contredit I’hypotheése.
Conséquence (Interprétation Géométrique) :

Dans un espace ultramétrique tous les triangles sont isocéles

z =yl # ly— 2| = |z — 2| = max{|z — y|, |y — 2|}, Vr,y,z € K.

Proposition 1.10. [21] [16] Dans un espace ultramétrique on a

a) Le cercle est un ensemble ouvert.

b) Un disque D(a,r) est un ensemble ouvert et fermé a la fois.

¢) Tout point b de D(a,r) est un centre de D(a,r) (Tout point d’un disque est un centre
de ce disque).

d) Soient D(a,r) et D(b,r) deux disques de K, alors ils sont disjoints ou

Uun est inclus dans 'autre.

Démonstration.
a) Soit a € K et r €]0, +oo[. Pour montrer que C(a,r) est un ensemble ouvert, on prend
x € C(a,r), p <, alors par la proposition 1.8 on a
yeDx,p)=lzr—yl<p<r=|r—a
y—el=lo—al =

donc y € D(a,r). Ce qui montrer que C'(a,r) est un ensemble ouvert.
b)-1- Tout disque ouvert D~ (a,r) est ouvert dans un espace métrique. D’autre part pour

démontrer que D~ (a,r) est fermé dans K, on montre que
cl™ ) = {z e K, |z —a| >r}

est un ensemble ouvert.

OnaCﬂgi(a”ﬂ =C(a,r)UM,ou M ={z €K |z —a|>r}.
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L’ensemble M est ouvert puisque M = C’H]g T o o (a,7) est ouvert, d’apreés a). Alors I'union
de deux ensembles ouverts est ouverte.
-2- Tout disque fermé D% (a,r) est un ensemble fermé dans tout espace métrique. D’autre
part, on a

D*(a,7) = D (a,r)UC(a,r)
et 'union de deux ensembles ouverts est ouverte, alors D (a, ) est ouvert.
¢) Soit x € D~ (a,r), on montre que D~ (a,r) = D~ (z,7).

Pour tout y € D~ (a,r) = |y — a|] < r, mais

y =zl =y —ata—z| <madly —al o -z} <r

d'ot y € D~ (x,r), donc D~ (a,r) C D~ (x,r).

De la méme fagon, on montre que D~ (x,r) = D™ (a,r).

Donc D~ (a,r) = D~ (z, 7).

De la méme fagon, on montre que D*(a,r) = D (x,r),Vax € D" (a,r).

d) Soient D(a,r) et D(b, p) deux disques de K. on montre que
D(a,r) N D(b, p) # 0 = D(a,r) C D(b, p) ou D(b,p) C D(a,r).

Soit r < p et pour x € D(a,r) N D(b, p) par ¢). On a D(a,r) = D(z,r) et D(b,p) = D(x, p)
mais D(x,r) C D(z,p), d’'ou D(a,r) C D(b,p).

Lorsque on suppose que p < r, on trouve que D(b, p) C D(a,r).

1.2.2 Nombres p-adiques
Proposition 1.11. (Q, |.|,) est un corps ultramétrique qui n’est pas complet.

Démonstration.
Soit (x,,), une suite tel que z,, = x,_1 +a,5" et xy = a9 = 2. On détermine a,, € {1,,2,3,4},
et par congruence z2 + 1 = 0[5].

(n)n est une suite de Cauchy dans Q car

1
Ty — Tyt < — — 0.
| <5
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Cependant, elle ne peut converger vers z € Q, puisque si elle avait une limite x € Q, on

aurait 2+ 1= 0. ]

Définition 1.12. Pour tout p premier, le corps des nombres p-adiques (Q,, |.|,) est défini

comme la complétion de I'espace métrique (Q, d,).

Proposition 1.13. (Q,,|.|,) est un corps ultramétrique complet, donc c’est un espace de

Banach p-adique.

Démonstration.
1) Q, est un corps?
Il est claire que (Qp,+,.) est un anneau commutatif. Il nous reste a démontrer que tout
x € Q, non nul admet un inverse dans Q,.
Soit (z,,) € Q, une suite de limite z. Alors |z,|, converge vers |z|, qui est non nul, donc
|z, |, est aussi non nul pour n assez grand, et donc la suite v,(x,,) est une suite convergente
dans R. Comme il s’agit d'une suite d’éléments de Z, elle est constante a partir d’un certain
rang N € N.

On définit une suite (y,) d’éléments de Q par

0,n< N

Yn = 1
—.,n > N.
Tn

Pour tout couple (n,m) avec n,m > N, on a

de sorte que (y,) soit une suite de Cauchy dans Q,, donc elle converge vers y € Q,. Comme
Tpn-Yn = 1 pour tout n € N, on déduit que z.y = 1.

2) Soit (z,) = ([(z1n)], [(z24)], ...) une suite de classes d’équivalences des suites de Cauchy
dans Q et (z1,), (x2,), ... des représentants des suites de Cauchy.

Supposons que (z,) est une suite de Cauchy pour la valeur absolue p-adique |.|,, comme
chaque suite (z1,), (2,), ... est de Cauchy, alors pour chaque (x;,) on peut prendre N; tel
que

|Tim — Tinlp < p~ ", ¥m,n > N;.
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Soit (yn) = ((z1n,), (T2ny), --.). Alors (yn), est aussi une suite de Cauchy dans Q (et comme
(), est de Cauchy dans Q), alors (|y,|,) est de Cauchy dans Q, donc supposons que
y = lim(|ynl,) € Qp.
Soit (v),) = ([(z1ny)]s [(z2n,)], --.) une suite des classes d’équivalences des suites constantes
TN, Alors
lim(y,,) = lim [y,], =y € Qp
et
|z =yl <p™' —0
donc
liTrln(xn) =yeQ,

alors toutes les suites de Cauchy dans Q,, admet une limite dans Q,, de plus |.|, est une

norme ultramétrique sur Q,. Alors (Q,,|.|,) est un corps complet ultramétrique. [

Définition 1.14. (décomposition canonique de Hensel)

Soit p un nombre premier. Tout élément non nul x de Q, (et en particulier tout élément
de Q) s’écrit de maniére unique sous la forme

r = Z app",
n>k

ou a, sont des nombres entiers compris entre 0 et p — 1. Cette écriture est la décomposition
canonique de x comme nombre p-adique.
Cette série est convergente. On note Z, ’ensemble des éléments de Q, tels que £ > 0 et on

I’appelle ensemble des entiers p-adiques.

Théoréme 1.15. [21] [16] L’ensemble des entiers p-adiques

Zp = {l’ € Qp:vp(x) 2 0} = {l‘ € Qpa |x|p S 1}7

Z,, représente le disque unité de Q, de rayon 1 et de centre 0.
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Théoréme 1.16. [21] L’ensemble des nombres p-adiques Q,, est défini par l'ensemble des

sériés formelles avec des puissances de p

Q ={>_awp" k €Za, €Z,0<a, <p}

n>k
Proposition 1.17. (Corps archimédien ) Une valeur absolue |.| sur un corps K est dite

archimédienne si

Ve,y € K,z #0,3n € Nt |nz| > |y|.

Autrement dit,

sup{|n|,n € Z} = 400,

1,e 7, est non borné, et le corps muni de cette valeur absolue est un corps archimédien .

1.2.3 Corps des nombres complexes p-adiques C,

Proposition 1.18. 5i K est complet et séparable alors la complétion de sa cloture algébrique

n’est pas sphériquement complet.
Démonstration. voir|21]

Définition 1.19. On dit qu’un espace ultramétrique K est sphériquement complet si pour

toute suite de disques emboités, l'intersection est non vide.

Définition 1.20. On dit qu'un espace ultramétrique K est algébriquement clos si chaque
polynéome P(z) dans K[X] admet des racines dans K.

Autrement dit, chacun de ces polynémes se décompose en facteurs linéaires dans K[X].
Proposition 1.21. [23/Le corps Q, n'est pas algébriquement clos pour tout p-premier.

Démonstration.
On considere le polynome P(z) = 2* — p € Qp[z]. Supposons que P(z) admet des racines
dans Q,, donc

P(r) =0 <= 2° = p,
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alors

[l = |zl

et |2%, =|pl, =p~

= |z =p~!
—1
= |z, =p2
1
= vp(7) = 2

contradiction, car v,(a) € Z,Va € Q,. Donc P(x) n’a pas de racines dans Q,. Ce qui nous
prouve que Q, n’est pas algébriquement clos. (]
Remarque

Le corps Q, n’est pas algébriquement clos. Pour faire convenablement de l’analyse, il est
donc logique de considérer une cloture algébrique de Q,, que I'on note en général @p et qui
n’est pas compléete. Nous avons besoin de la compléter pour former un plus grand corps
complet et algébriquement clos noté C,.

On peut montrer que 1’on peut prolonger la valeur absolue a ce corps, qui posséde donc une

valeur absolue ultramétrique, que 'on note toujours |.|,.

Définition 1.22. Le corps des nombres p-adiques complexes noté C, est définie comme le
complété de corps Q, par rapport & la norme p-adique |.|,. La complétion se fait de la méme
fagon lorsqu’on a construit @@, en complétant Q.

On prolonge la norme p-adique de @ a C,, en posant pour tout z € C, :

|x’p = nll_>rIolo ‘xn‘p

ot (w,), est une suite de Cauchy d’éléments de Q, qui est dans la classe d’équivalence de z.

1.3 Propriétés Analytiques des nombres p-adiques

Théoréme 1.23. Soit (a,)n>0 une suite de Q,. Alors (a,)n>0 est une suite convergente si
et seulement si

lim |a,41 — a,| = 0.
n—o0



1.3 Propriétés Analytiques des nombres p-adiques 16

Remarque

Soit la série ) ax,ar € Q,. On sait que la série ) a; converge si seulement si la suite des
k>0 k>0

n
sommes partielles S,, = ) a; converge dans Q. La série converge absolument dans Q, si et
k=0
seulement si Y |ag|, converge dans R.
k>0

Proposition 1.24. [21] Soit la série) ] |ak|,, ar € Qp, on a
k>1

E |la|, converge dans R = E ay, converge dans@Q,.
k>1 k>0

Proposition 1.25. [21] Soit (a,), est une suite dans Q,, si lim a, = a dans Q,, on a
n—oo

8 anly =0

ou bien

Ing € N |a,|, = |al,( la suite (|a,|,)n est stationnaire & partir d’un rang ny).

Démonstration.

Soit (ay), € Q,, telle que lim a, = a. Donc (a,,), est une suite convergente dans Q,
n—oo
Ve > 0,3ng € N:Vm >n>ng = |a, — ayl, <,

d’autre part, on a

llamlp = lanlpl < lam —an| <e,

donc |(an|p)n est une suite de Cauchy dans R complet, ce qui donne |(a,|,), est convergente
dans R et soit [ sa limite.

nh_g)lo |anlp =1 =|al,,
si

la|, # 0 = lal, >0,

alors

l

l
vgzé>073N16N:VHZN1=>|an|p>§7

en effet, on a

l l l
\|an|p—l\<§:>§<|an|p<§+l.
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De méme, comme (ay,), est de Cauchy dans Q,, alors

[

Vezé>0,E|N2€N:Vm,n2Ng:|am—an|p<

3
donc
Vn > N3 = max(Ny, No) = |am| = |am — an + anlp
= max(|am — anp, |anlp)
= |ay|p, Vn > N3,
pour m — oo, alors

|a|p = |an|p‘

Notations Topologiques

Soit a € Q, et R > 0, Nous posons
D*(a,R) = {z € Qp, |z — a|, < R} : Le disque fermé de centre a et rayon R.
D~ (a,R) ={z € Qp, |z — al|, < R} : Le disque ouvert de centre a et rayon R.
D(0, R) : L'un ou l'autre de ces deux disques.

C(0,R) ={z € Qp, |z —al|, = R} : Le cercle dans Q, de centre a et rayon R.

Proposition 1.26. Le corps Q, possede les propriétés suivantes
i) Q, complet et séparable.
ii) Qp localement compact.
iii) Q, n'est pas algébriquement clos.

iv) Q, n'est pas sphériquement complet.

Proposition 1.27. Le corps C, posséde les propriétés suivantes
i) C, algébriquement clos .
ii) C, n’est pas localement compact et n’est pas sphériquement complet .

iii) ’ensemble des valeurs p-adiques de C, est égale a p?,q € Q .

w) QCcQ,cQ,cC,.
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1.4 fonctions Analytiques et fonctions méromorphes
sur un corps ultramétrique

Définition 1.28. On dit qu’une fonction f : K — K est entiére si elle est de la forme

f(z) = Zan(a: —a)"a, €K

n>0

ou z et a sont des nombres de K.

Définition 1.29. Dans tons les cas, on note R = Formule d'Hadamard), le

1
limsup {/|a,| (
n—-+00

, si R < 400. Sinon on pose R = +00 .

rayon de convergence de la série entiere > a,x"

n>0

Définition 1.30. On dira qu’une fonction f : D*(0, R) — K est analytique sur D*(0, R)
pour tout r,0 < r < R, §'il existe une suite (a,),>o d’éléments de K, telle que |a,|r™ — 0,

et pour tout z € DT(0, R), on a f(z) = > a,a™.
n>0

Définition 1.31. Pour qu’une fonction f : D~(0, R) — K est analytique sur D~ (0, R) il
faut et il suffit qu’il existe une suite unique (a,),>o d’éléments de K satisfaisant |a,|r" — 0

pour 7, 0 < r < R, et telle que pour x € D=(0, R), on a f(x) = > a,z™.
n>0

Théoréme 1.32. [21] Soit f(x) = > a,a™ € A(D(0, R)). Alors f est bornée dans D~ (0, R)

n>0

si et seulement si la suit (|a,|R"),>0 et aussi bornée, c’est-a-dire si limsup |a,|R" < +oo.
n—+oo

De plus, si f est bornée, alors || f||p-(0,r) = sup |an|R".
n>0

Théoréme 1.33. [23] (Dérivées des fonctions analytiques )

1) L’ensemble des fonctions analytiques sur D¥(0, R) (resp. D~(0, R)) noté A(D*(0, R))
(resp. A(D~(0, R))) est un espace vectoriel sur K.

2) f(x) = > apz™ € A(DT(0,R))(resp. A(D~(0,R))) est continue et dérivable sur
D(0,R) =

alors sa dérivé f' appartient aussi a A(D*(0,R)) (resp. A(D~(0, R))) tel que

f(x) = > naz™t.

n>1
Plus généralement, st R > 0, la série f est une fonction indéfiniment dérivable sur le
disque de convergence de f, et on a f®(z) = 3 Cra,a"*.

n>k
3) Le rayon de convergence de [’ est égal au rayon de convergence de f.



1.4 fonctions Analytiques et fonctions méromorphes
sur un corps ultramétrique 19

Démonstration.
1) et 3) il est facile de vérifier que A(D*(0, R)) (resp. A(D~(0, R))) pour tout 0 < r < R est
un espace vectoriel sur C,, et la rayon de convergence de f’ est égal au rayon de convergence
de f.
2) i) Soit x un élément fixé de DT (0, R), et soit h € C, tel que x +h € D*(0, R) on a
fl@+h) = flz) = an[(z+h)" — "]

n>0

=h> ap(z+h)" P+ (z+h)" 2+ ..

n>0

+(x+h)xn72 _|_:L.nfl
la somme de droite est majorée en valeur absolue par max |a,|R""! qui fini car
n>1

lim |a,|R"™' =0, on a donc
n—oo

|f(a+h) = £()] < [Almax |, R et Tim |£(x +B) - F(z)], = .
D’ou la continuité de f sur DT(0, R).
Maintenant, posons g(z) = Y. na,z" !, g € A(D(0, R)) car pour tout n > 1, on a

n>0
0 < |na,|r"! < |na,|R"™' — 0, lorsque n — +0c mais

flz+ h})L_ fl@) g(x) = Z;Oan(ijh)Nﬂ @Rt

+(z + h)z" 2 4 ™!

= h(somme majorée en valeur absolue par max |a,|R"?)
n>2

donc f'(z) = g(z) = > na,z" et f € A(DT(0,R)).

ii) Soit x € D‘(OT:ZRI’) et R > 0 tel que x € D*(0,R), f étant analytique sur D1 (0, R),
elle est d’aprés i) continue et dérivable sur D1 (0, R) et donc continue et dérivable en x et on
a f'(r) = g(x) = 21 na,z"~'. Donc f est continue et dérivable sur D~ (0, R) et sa dérivée

/" est un élément de A(D~(0, R)) car f' € A(D*(0,R)) pour R > 0.

On montre par récurrence I'égalité f*)(z) = 3= CFa, 2" O
n>k

Proposition 1.34. Les fonction analytique sur un disque fermé de K(K = C,) forment un

anneau commutatif, intégre, stable par dérivation (ce qui n’est pas la cas dans C).

Définition 1.35. On dit qu'une fonction f : K — K est méromorphes si on peut écrire

h
f = — tel que h, g € A(K) sans zéros communs.
g
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Notations

A(K) est 'anneau des fonctions entiéres dans K et on note A(D~(0, R)) I'ensemble des
fonctions analytiques dans D~ (0, R).

De méme, on note M(K) (resp.M(D~(0, R))) le corps des fonctions méromorphes dans
K (resp. dans D~(0, R)), c’est-a-dire le corps de fraction de A(K) (resp. de A(D~(0, R))).



Chapitre 2

La théorie de distribution des valeurs sur

un corps ultramétrique

Dans ce chapitre, on va rappeler quelques définitions sur les zéros des fonctions analy-

tiques, les propriétés de polygone de valuation et la théorie de Nevanlinna ultramétrique.

2.1 Les zéros des fonctions analytiques

Définition 2.1. Soit f € A(D~(0,R)) une fonction non nulle. Pour chaque = € D~(0, R)

ona f(z) = > a,x™. De plus, si f(a) =0, o est un zéro de f et il existe § € N* unique tel
n>0

que f(z) = (x — a)’g(z), Vo € D=(0,R), ot g € A(D~(0, R)) et g(a) # 0.

Proposition 2.2. [23] Une fonction analytique non nulle sur un disque vérifie le principe

de zéros isolés, c’est a dire que si b est un zéro de f, il existe un disque de centre b, de rayon

assez petit, ot la fonction f n’admet comme zéro que b.

Définition 2.3. Soit f € A(C,) (resp. f € A(D(0,R)) ) et soit « € C, (v € D™ (a, R)).

Soit r € [0, +o0] tel que D(a,7) C C, <resp. soit r €]0, R[ tel que D™ (a,7) C D(0, R))

et f(z) = D bo(r — )", Vo € D(a,r) et by # 0, ¢ > 0. On dit dans ce cas, que a est un
n=q

zéro de f d’ordre de multiplicité ¢

Si f admet a comme zéro d’ordre ¢, on posera w,(f) = ¢. Si f(a) # 0, on posera
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simplement w,(f) = 0.

2.2 Polygone de Valuation
+o0o
Proposition 2.4. [8] Soient 0 < r < R et f(zx) = Y aa™ € A(DT(0,R)) telles que
n=0
|an|r™ — 0. L’application

fr—1fI(r) =supla,|,r" (module mazimun)
n>0
est une valeur absolue ultramétrique sur A(D*(0, R)) et on a

i [F@)lp = [f1(r)-
Proposition 2.5. [16] On suppose que f € A(D*(0,R)), 0 <r < R non nulle, alors
1) La fonction | f|(r) est croissante.
2) Si la fonction f a un zéro b dans le disque D' (0, R), la fonction |f|(r) est strictement

croissante si r > |b|.

3) La fonction |f|(r) est continue.
Remarque

Soit f € M(K), on pose |f|(r) = % quand h, g € A(K).

Théoréme 2.6. [8] [19] Soit f € M(K) pour tout r €]0,400[, on a

<

Démonstration

Si l'on écrit f = % avec g, h € A(K) sans zéros communs, pour r €]0, +0oo[, on a

L/ _ g/h _ ghl

/ gh
'y |gh—gh|, \ _ lg'h—gl|(r)
T (A PYATS
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Et comme |g'h — gh'|(r) < max {|g’h|(7“), ]gh’|(7“)},

ce qui entraine que

/ / /
710) o (WIOE) OO L g1910) 100N
[£1(r) lg1(r)|RI(r) " 1gl(r)[Rl(r) lg1(r) "~ 1Al (r)
1 ! 1
On sait que l9°](r) < - ’h () < —. D’ou l'inégalité. O
o) =7 e =
Théoréme 2.7. Soit f € A(C,) , pour tout r €]0,400[, on a
, 1
71) < 21710,
Démonstration.
Il suffit de démontrer que pour f € A(C,)
f/
log 7 (r) < —logr, Vr €]0,+o0].
En effet.
Si f(z) = Y apz™, ona f'(z) = > na,z" ', dou
n>0 n>0
If'|(r) = max|n||a,|r"™! = 1max|n||a |r™, Vr €]0, +o0|
S0 n { S0 n 71 )
<= n_ 2
< Jmax|a|r™ = ~|f](r), Vr €]0, +oof
d’ou
f/
log 7 (r) < —logr, ¥r €0, +o0l.
Ce qui termine la démonstration. O

Théoréme 2.8. /8] Soit f € A(D~(0,R)), et N le plus petit indice tel que |f|(r) = |an|r?
et |a;|r? < |an|r™ pour j > N on a
1) Si N > 1, alors la fonction f a exactement N zéros dans DT (0, R) compte les
multiplicités.
2) La fonction f n’a aucun zéro dans DT (0, R) si et seulement si N =0 et sa valeur absolue
est constante dans ce disque.
Soit n le plus petit indice tel que |f|(r) = |an|r™ et |a;|r? < |a,|r™ pour j < n alors

a) n le nombre des zéros de f dans D~(O, R).

b) N —n le nombre des zéros de f sur le cercle C(0, R).
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Définition 2.9. Soit f une fonction analytique dans D*(0,r), 0 < r < R tel que
f(z) = > a,a™ a9 # 0. Le graph du fonction

n>0
wp: I =] —o00,logR[ — R
logr — ¢(logr) = log|f|(r) = max{log |a,| +nlogr}

est appelée polygone de valuation de f.

Proposition 2.10. La fonction @ vérifie les propriétés suivantes
1) C’est une fonction croissante continue affine par morceauz, elle est convexe.

2) Si f a un zéro b dans D~(0, R), yy est strictement croissante pour logr > log |b|.
+

3) of admet des dérivées a dmited(losgpj;) et a gauche d(losgpj;) en tout point logr € I et
on a
d+g0f .
= N plus grande entier t,q :p(logr) = log|ay| + N logr
d(logr)
ot N est le nombre des zéros de [ dans le disque fermé DT (0, R).
d_
d(log];) = n plus petit entier t,q :p(logr) = log |a,| + nlogr

ot n est le nombre des zéros de f dans le disque ouvert D~ (0, R).

Donc N —n est le nombre des zéros de f sur le cercle C(0, R).

Ezxzemple
1) Soit P(x) = (p* + 2p°) + (0 + p*)x + (p + 2p*)a” + pa®.
Calcul : |P|(r)

*pour r =1 on a

|P|(1) =max{|p* + 2p°|, |p* + p*| X 1, |p+ 2p°| x 12, |p| x 1*}
1111
}

:max{—,—,—,—
. pt'prpp

T
Donc N =3 et n =2, d’ot N —n = 1. Donc le nombre des zéros de P sur le cercle C(0,1)

est égal 1, et le nombre des zéros dans DT (0,1) est égal 3.

1
* pour r = — on a
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1 1 1 1
|P|(=) =max{|p* + 2p°],|p* + p*| x =, |p+ 2p°| x (<)%, [p| x (=)*}
p p p p

11 1 1
:max{—4,—3,]¥,]¥}
1
TP

Donc N =2 et n=1,dou N —n = 1. Donc le nombre des zéros de P sur le cercle C(0,1)
est égal 1, et le nombre des zéros dans DT (0,1) est égal 2.

1

* pour r = — on a
p?

1 1 1 1
|P|(5) = max{|p* +2p°, [p* + p°| x =, |p+20%| x ()% [p| % (5)°}
p 111 1 p p p
= max{]?, E’ E’ E}
Donc N =1etn=0,dou N —n =1, donc le nombre des zéros de P sur le cercle C(0,1)

est égal 1, et le nombre des zéros dans D7 (0, 1) est égal 1.

2.3 Formule de Jensen p-adique

Pour f € M(Cp) n’ayant ni zéro ni poéle en 0, pour r €]0,4+o00[ et & € D~ (0, R), on note
z(r, f) - le nombre de zéros de f sur le cercle |z| = r et p(r, f) - le nombre de poles de f sur

le cercle |z| = r.

Théoréme 2.11. /5] [3] Soit f € M(C,), telle que f(0) # 0,00 et pour r €]0,+00[, on a

1 r
log|f1(r) = loglfO)+ > {z(0.) = 2(p,7) flog (2.1)
2 75
p=lal<r
Démonstration
La démonstration de cette formule est facile, elle est conséquence des propriétés de Polygone

de valuation.

1) Le point de départ ici est le fait que f € A(C,), telle que f(0) # 0, le Polygone de
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valuation de f donne pour r €]0, +o00|
r
log |](r) =log |7 (O) + > wa(f)log 17
la| <r
ol we(f) est Pordre de multiplicité de «, en tant que zéro de f. Pour montrer I’égalité (2.1),

Solent) < ry <y <..<rp<..<retl=ng<n <ng <..<ng<..<n.

On pose log |f|(r) = m%({log |a,| + nlogr}, telles que

0<ri: log|f|(r)) = log[f(0)] = log|ao|

ry <ry: log|f|(re) = log|an, |+ nilogr
Pea <t loglfI(r) = loglan, |+ logr
re <r: log|f|(r) = loglay,|+ nklogr.

Alors

log|1(r) = [logl1(r) —10g|f1(rs)| + | 1og f1(rs) o |f(ric-1)] + ... + [1og | ](r2)
— log|f1(r1)] +log| f|(r)
= [log |an,,| + ng logr —log |an, | — nk logrk} + [log |y, | + 1g—1 log 7,
— log|an, .| —nkg-1 logrk._l] + ...+ [log |an, | + nylogry —log |ay, |
- logrl] +log | £(0)]
= ng logi —|—nk,1logr—k +...+mn log:—j +log | f(0)]

Tk—1

T r r r T
= ngplog— +ng_1(log—— —log —) + ... + ny(log — — log —) + log | f(0)|
Tk Tk—1 Tk T T2

r r r
= (ng —ng_1)log — + (ng_1 — ng_2)log — + ... + (ny — nq) log —
Tk Tk—1 T2
,
+ (n1 —ng)log o log | f(0)]
1
k r
= > (ni —mi-1) 10gr— + +log|f(0)]-
i=1 i
Ou (n; — n;—1) le nombre des zéros de f sur le cercle |z| = r;,

donc log|f|(r) =log | FO)] + ¥ wa(f)log

0<|a|<r ’ |
2) Le cas général

Soient f € M(K), f(0) # 0, co. Soit a(resp. 5)un zéro (resp. un pole) de f et on pose f = h
g
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telle que h,g € M(K), on a

log 71(r) = 1oz |37

= log|h|(r) —log|g|(r)

= loglh(0)|+ O wa(h)log— —loglg(0)|+ 3O ws(f)log —
0 0<|al<r || 0<|B|<r 1B
h(0 r r
= log|— o(h)log — — log —
o8| Sy |0+ T _wali)log (= 3 walPlog
= 1og|f(O)[+ X wa(f)logir— X ws(f)log . 0
0<|al<r o 0<|B|<r 1B

2.4 Premier théoréme Fondamental de Nevanlinna ultra-
métrique
Pour toute f € M(C,) non nulle et pour r €]0, +o0], on a

20 )= Y =(rf) log .

0<p=|a|<r o

Est la fonction de comptage des zéros de f dans DT (0,r) avec ordre de multiplicité.

Est la fonction de comptage des zéros de f dans D1 (0,r) sans prendre en compte les multi-

plicités.

—~

Est la fonction de comptage des poles de f dans DT (0,r) avec ordre de multiplicité.

Par les notations précédentes, on définit une autre version ultramétrique plus simple de

la formule de Jensen qui déja bien connue dans le théoréme 2.11.

Proposition 2.12. [3/ (Une autre version du Formule de Jensen)

Soit f € M(C,) n'ayant ni zéro ni pole en 0. Alors

log|f[(r) = Z(r,f) = N(r, f) +log|f(0)|, Vr €]0,+o0] (2.2)
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Remarque

Pour f € A(K) et f(0) #0, on a

log | f|(r) = Z(r, f) +1og[f(0)], Vr €]0,+00].

2.4.1 Fonction Caractéristique de Nevanlinna

Puisque la fonction » — log | f|(r) quand f est méromorphe n’est plus positive et peut
méme tendre vers —oo quand r — +00.
Donc le probléme est de construire une fonction r — T'(r, f) (Fonction caractéristique de

Nevanlinna ) qui soit positive et prolonge log | f|(r), quand f est analytique.

Pour z > 0, on pose log" (z) = max{0,logz}, la fonction

m(r, f) =log" | f|(r) = max {0,log | f|(r) }

appelle La fonction de compensation. On a aussi

g 171(r) = 1o 111(r) ~ 1og™ | £|(r) = m(r. ) = m (. 7).

Enfin, on définit la fonction de Nevanlinna (appelée aussi la fonction caractéristique) de f,

quand f n’a ni zéro ni pole en 0, par

T(r,f) =m(r,f) + N(r, f).

Remarque
Remarquons que les fonctions m(r, ), N(r, f) et T'(r, f) ne changent pas a une constante
pres, si on change 'origine. Par conséquent, si une fonction f admet un zéro ou un pole en
0, on peut réaliser un changement d’origine pour redéfinir les fonctions précédentes.

Tout au long de ce travail, on supposera que la fonction f intervenant dans les fonctions
m(r, f),N(r, f) et T(r, f) n’a pas de zéro en 0, si f € A(C,) et n’a ni zéro ni pole en 0, si
feM(C,) .
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On va essayer de donner une forme plus simple que la formule de Jensen (2.1).

log|f(0)] = N(r, f) — Z(r, f) +log|fl(r), Vr €]0,4o0]
= N(r, f) — N(r, %) —1—m(7", f) — m(r,%), Vr €]0, +o00|

= T(r,f) - T(r, %), Vr €]0, +ool.

Donc la formule (2.1) devient

T(r, %) = T(r, f) —log |f(0)], Vr €]0,+o0]. (2.3)
Avant de donner quelques propriétés lices a la Théorie de Nevanlinna, on introduit les

notations suivantes.

Notations. Soit ¢, ¢ et ¢ trois fonctions réelles définies dans un intervalle I =]0, +o0] et

soit r € I. S’il existe une constante ¢ € R telle que ¢(r) < 1(r)+cp(r), on écrira simplement

o(r) < (r) + O(e(r)). Si |p(r) — (r)| est bornée par une fonction de la forme cp(r), on

écrira o(r) = (r) + O(p(r)).

Si i [6(r) — (r)] = 0, on ccrira 6(r) = (r) + ofs(r)).

Proposition 2.13. [5/ Soit f € M(C,) n'ayant ni zéros ni poles

en 0. Il est facile de vérifier que
0<Z(r,f)<T(r,f) et 0< N(r,f) <T(r,f), Vr€]0,4o0[.

Théoréme 2.14. [3] [7] Soient f,g € M(C,) non identiquement nulles et n’ayant ni zéro

ni pole en 0. Alors
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L iym(r, f+g) <max{m(r,f),m(r,g)} +O(1), Vr €]0, 400

ii)ym(r, f —a) =m(r, f)+ O(1), Va € C,, Vr €]0, +o0]

iii) m(r, fg) < m(r, f) +m(r,g) + O(1), Vr €]0, 00|
w)m(r,af)  =m(r, f)+ O(1), Vr €]0,+o0l.

2. ))N(r.f+g) < N(r,f)+N(r,g)+O(1) Vr €0, 00|

)N(r.fg) < N(r, f)+ N(r,g) +O() Vr €]0, +o0].

3. ) T(r fg) <T(r, f) +T(r,g) + O(1), Vr €]0, 400

iW)T(r,f+9) <T(r,f)+T(r,g)+ O(1), ¥r €]0,+o0|

De plus, si f,g € A(C,)
T(r, f + ) < max{T(r. ), T(r.9) } + O(1), ¥r €)0, +oc].

Corollaire 2.15. [§] Soit f € M(C,) non identiquement nulle et n’ayant ni zéro ni péle en

0. On a
1

T(r, f) =T(r, f)+0(1), Vr€]0,+o0|

et siaeC, a#0 et f(0)#a. Ona
T(ryaf)=T(r, f) +O(1), Vr €]0,+oo|
et T(r,f—a)=T(r, f)+0O(1), ¥r€]0,+o0l.
Corollaire 2.16. [1/ Soit f € M(C,) telle que f(0) # 0,00. Soient a,b,c,d € C; tels que

ad — be # 0. Soit 7(x) = axi—z’

on suppose que T(0) # 0,00. Alors
T(r,mo f)=T(r,f)+ O(1), ¥r €]0,+o0].

Question. Quelle est la taille de I’ensemble des points = € C,, ot la fonction f prend la
valeur a € C, ou des valeurs proches de a?

On répond a cette question a travers le théoréme suivant.

Théoréme 2.17. [7] (Premier Théoréme Fondamental de Nevanlinna)

Soit f € M(C,) tels que f(0) # 0,00. On a pour tout a € C, et f(0) # a, on a

T(r, ! ) = T(r,f) +0(1), Vr€]o,+ocl. (2.4)
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Notation

Pour tout nombre fini a € C,, a # 0 et f(0) # a.On note m(r,a), N(r,a) et T(r,a) au lieu
1 1 1

de m(r, —), N(r, —) etT (7", ) respectivement.

f—a f—a f—a

Suite a cette notation, la proposition 2.17 de Nevanlinna écrit sous forme plus simple

T(r,a)=T(r, f)+O(1), VYr €]0,+o0].

Proposition 2.18. [7/ Soit f € M(C,), f(0) # 0,00. On a les équivalences suivantes
i) f est une constante < T(r, f) = o(log r), r — 400.
ii) f € K(x) < T(r,f) =O(ogr), r— +o0.

ii1) f est non constante < Ic € R,A >0 t.q
T(r,f) >logr+c, Vr>A.
Théoréme 2.19. [11] Soit f € M(C,) , f(0) # 0,00. Alors
T(r, f) = max{Z(r, f) +log|f(0)], N(r, f)}, Vr €0, +o0l.
Corollaire 2.20. /8] [11] Soit f € A(C,) non nulle en 0. Alors
T(r,f)=Z(r, f)+O(1), Vr€l0,+o0].
De plus, Ip €]0,+00] tel que a € C, et f(0) # a, on a
Z(r,f)y=Z(r,f —a), ¥r€]p,+l.

Lemme 2.21. [8] Soit f € M(D~(0,R)), tels que f(0) # 0,00. Soite > 0. Il existe h,l €
A(D~(0, R)) telles que f = % vérifiant

Z(r,h) < Z(r,f)+¢e et Z(r,l) < N(r,f)+e, Vre€|o,R][

Corollaire 2.22. Soit f € M(K), f(0) # 0,00. Il exits h,l € A(C,) telles que f = %

vérifiant

max {T(r,h),T(r, 1)} <T(r,f)+O(1), Vr€l0,+oo| (resp. Vr €]0, R[).
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2.4.2 Propriétés de la Théorie de Nevanlinna ultramétrique liées

aux fonctions méromorphes et leurs dérivées

Théoréme 2.23. [2/ Soit f € M(C,) telle que f*)(k € N) n'a ni zéro ni péle en 0. Alors
QYN (r, f®) = N(r, f) +kN(r, f) —logr + O(1)
i) Z(r, f®) < Z(r, f) + kN(r, f) + O(1)
iii) T(r, f®) < T(r, f) + kN(r, f) —logr + O(1) < (k+ 1)T(r, f) — logr + O(1).

Nous avons besoin du lemme suivant

Lemme 2.24. [7] Soit f € M(C,) , [ = h ou h,g € A(C,) nont pas de zéro commun.
g

Posons Hy="h et H, = gH]_ | —ng'H,_1 pourn>1. On a
H,
i) f0) =

gn+1
i1) Tout zéro d’ordre m(m > 1) de g est un zéro d’ordre n(m—1) de H,, et un pdle d’ordre

m+n de f™
la démonstration se fait par récurrence sur n .

Corollaire 2.25. Soit f € M(C,) et f(0) # 0,00. On a

m( ]}> =0, Vre|l, oo

m(r

\h|kh

) > logr, Vr €0, +o0l.

Démonstration.
Soit f € M(C,). On a
/

m(r, f7> =log* ‘f7/ (r)

Par les résultats classiques pour les fonctions méromorphes, il est bien connu que pour chaque

= max {0, log |f?/ (r

)} =0, Vre€|o,+o0[.

€]0 + oo

!/

f7 (r) < —logr

log

/!

/ f? (7“)} > logr. O

d’ou m(r, %) = log™ F

(r) = max {0, log
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Démonstration du Théoréme 2.23
i) Pour obtenir la premiére inégalité il suffit voir que chaque pole a de f d’ordre s est un
pole de f*) d’ordre s + k.

i1) Montrons maintenant la deuxiéme inégalité. Soit r €]0, +oo[. Par la formule (2.1), on

Z(r, f') = N(r, f') +log [ f/(0)] = log [ f'|(r) Z(r, f) = N(r, f) +log | f(0)| = log | f|(r).

1
Mais, d’aprés le théoréme 2.7, on a | f'|(r) < —=|f|(r) et donc, en considérant la croissance de
r

la fonction logarithmique, on obtient

log | f'|(r) < log|f|(r) —logr
par conséquent

Z(r, f') = log|f'|(r) + N(r, f') — log [f'(0)]
<log|f[(r) + N(r, f') — log[f'(0)| —logr
< Z(r, f) + N(r, [') = N(r, [) +1og [f(0)| = log | f(0)| — logr
<Z(r,f)+ N(r,f') = N(r, f) —logr + O(1).

Mais, d’aprés la premiére inégalité i), on a
N<T7f/) - N(T’,f) :N(T,f) —IOgT+O(1)Z(T7f,) S Z(T’,f) +N(T,f) —IOgT+O(1>

La généralisation de cette inégalité est obtenue par récurrence.Supposons que l'inégalité

précédente est vraie pour tout £ < n.Alors
Z(r, f") = Z(r, (f™)) < Z(r, f) + N(r, f) —logr + O(1)

et donc

Z(T’7 f(n-‘rl)) < Z(r7 f) +7’LN(T7 f) +N(T, f(n)) —lOgT+O<1)

puisque N(r, f™) = N(r, f), on a

Z(r, fY < Z(r, f) 4+ (n + 1)N(r, f) — logr + O(1).
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Pour montrer la troisieme inégalité, on a

T(r, f®) = N(r, f®) +m(r, f¥)

N(r, f) + kN (r, f) +m(r, f®) —logr + O(1)

NG )+ BN £) 4 m(r, 5 L) = logr + 0(1)
N(?“af)+kﬁ(7’,f)+m(7",%) +...+m(r,f7') +m(r, f) —logr + O(1)
=T(r, )+ kN(r, f) —logr + O(1).

IN

Puisque  N(r, f) < N(r, f) <T(r, f) + O(1), Vr €]0,+oo], on a

T(r, fO) < (k4 DT(r, f) —=logr + O(1) < (k+ 1)T(r, ) + O(1). O

2.5 Deuxiéme théoréme Fondamental de Nevanlinna ul-
tramétrique

Théoréme 2.26. [7] (Inégalité Fondamentale)
Soit f € M(C,), f non constante. Soient ay, ...,a, des éléments distincts de C, et § € R tels
que |a; — aj| > 0 pour 1 < i # j <q. On suppose que f(0) # 0,00 et f(0) # a; pour tout i,

1 <i<gq. Alors

m(r, f) + Z m(r,a;) < 2T(r, f) — Ni(r) — logr + S(r), Vr €]0,4o0| (2.5)

i=1
ot N1(r) est une fonction positive et

L)

Ni(r) = N(r, f) + N(r, 7

1 1
5= max{O,log 5}

avec log™

Démonstration.

q
On considére Z . Montrons que

_al

1
m(r,g) > Z m(r,a;) — qlog™ 5 Vr €0, +ool. (2.6)
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Nous distinguons deux cas

1- Si |f — a;|(r) < 6, pour un certain j, alors on a pour i # j et pour tout r €0, +00|

a 1
lo r) =lo r
glgl(r) gi:zlf_%iu 1
0gmax |- (r) =log = (r)
et on a aussi que
log+‘ 1 (r) :maX{O,log‘ 1 (r)}
f_ai f_ i 1 1
_ log‘ — i(r)glogg, si log5>0
0, sinon.
Donc
1
log* a (r)glongg
pour i # 7, il suit que
1
log™ |gl(r) =1log" = -|(r)
5 g ||~ 55 e ||
= r)— r
i=1 & — a4 i=1 & f—ai
i#j
> 3 log" |2 [(r) ~ 3 log" -
0 r) — og" =
=l & f—ai i=1 &5
i#]
=3 log* ! (7“)—(—1)IOJrl
_i=1 & f—a 1 & 4
>Zq:10Jr ! (r) — loJrl
S| & f—a 1985
q L1
alors  m(r,g) > > m(r,a;) — qlog 5
i=1
2- Si |f —a;|(r) > 6 pour i € {1...q} et pour tout r €]0, +oc[. On a
log+‘ ! (r) = max {0 log‘ ! )(r)}<max{0 logl}:logJrl
f—a o —a - ) 0

pour tout 1 <7< g, on a

q 1 q 1
log™ |g](r) > 0 < log™ |g[(r) > > log™ (r) = > log" (r)
121 f —1 Q; izl f —
> > log* (r) = > log" §
=1 [ —a; i=1
= Xq: log™ ! (r)—qlo +1
B i=1 & f —Q; 7708 5
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D’ou
1
m(r, g) = log" [g|(r >Zlog ‘T‘ r) —qlog” < Zmraz — qlog™ =

La relation (2.6) est donc démontrée.

D’autre part, on a pour tout r €]0, +00]

m(r, g) —m<r?%f' )

<m <f>—|—m< ]{,)+m(rf')

=70 f) = N(r, })—I—T(rf?,)—N( ;,)+m(rfg)+0()

La relation (2.6) nous donne

im(r,ai) m(r, g) + qlog %
o £)+ 33 mlra) < 1)+ mirg) + alog”
et donc
mr, f)+ 3" m(r.a;) <m(r, f)+T(r, f) — N ( 1)+T< fl) N<T i>
’ i=1 T 7 7 o d K

+m(r, f’g)+qlog+%—|—0(1)
§2T(r,f)—N<r,%>—N(r,f) N( ;,>+N< f,>+
m(r,7> +m(r, f'g) + qlog* 5 +O( ).

Le résultat demande découle , alors du fait que

,i) o) (27)

N(r,ﬂ) —N(r,i> :N<r,l> —N(r,f)—l—N(r,f’)—N(r 7

f f! f
On sait que

N(r, f') = N(r, f) = N(r, f) = logr + O(1).

La formule (2.7) devient

N(r, L,) - N(r, i) = N(r, f) +N(r, l) —N('r’, %) —logr+ O(1)

/ 1! ¥
alors
m(r. f) ﬂé mir,a;) < 2T(r, )+ {N(r )+ N(r, fi) - (r, %)}
—I—m(r, f7/> +m{r,§ fi,a }+qlog 1—logr+0( 1).
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D’ou l'inégalité fondamentale . 0

Maintenant, nous avons besoins d’estimer S(r).

Corollaire 2.27. [7] (estimation de S(r)) la quantité S(r) du théoréme vérifie
S(r)=0(1), quand r — +oo.

Démonstration.

Pour tout r €]0, +o0[, on a

S(r) :m(r,f7/>+m{r,i;fi/ai /

= m(r, f7> + m(r, %) +0(1)

q
avec F' = [[(f — a;), et en utilisant le corollaire 2.25
i=1

1
}+qlog+g —logr + O(1)

F/
m(r, F) = m(r, ?> =0, quand r — +o0.

Alors S(r) =0(1), quand r — +oo. O

Remarque

La formule (2.5) devient sous la forme

m(r, f) + Zm(r, a;) <2T(r, f) — N1(r) —logr + O(1), Vr €]0,+o0] (2.8)

i=1
Théoréme 2.28. /7] (Deuxiéme Théoréme Fondamental de Nevanlinna)
Soient ay,...,aq, (¢ > 2), et f € M(K) n'ayant ni zéro ni pole en 0 et telle que f' et f —a;

ne sont pas nulles en 0. Alors

(0= DT ) < 3N a) + N £) = No(r ) —logr + O, Vr €0, 400 (29)

1 1
ot Ny (7’, ?) est obtenu a partir de N(r, F) en omettant les termes correspondant aux zéros

de f qui sont des zéros de f — a; pour 1 < i <gq.
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Démonstration.

q
En ajoutant N(r, f) + > N(r,a;) aux deux membres de l'inégalité (2.8), on a pour tout
i=1

r €]0, +o0]

NG, f) +m(r, )+ 3 N(r,ag) + é m(r.a) < N(r, )+ 5 N(r,a:) + 27(r, f)

i=1 i =1

—Ni(r) —logr+ O(1)

A N(r, f) —1—2 N(r,a;) + 2T(r, f)

—Ni(r) —logr+ O(1)

T(r, f)+ Z T(r,f) < N(r, f) +Z N(r,a;) + 2T (r, f)

—N;p(r) —logr+ O(1)

=
=
=
+
(]
=
=
s
A

(¢+ DT, f) < N(T‘,f)JrZN(Taai)Jr?T(Taf)—Nl(r)—logTJrO(l)
(= DTC) < 30 Na) = N(r.5) + Ve f) = logr + 0(1),

En remarquant que tout zéro de f — a; d’ordre m est un zéro de f’ d’ordre m — 1, on déduit

que
; N(r,a;) — N(r, %) = ; N(r,a;) — Ny (7", %)

1 1
ot Ny(r, ?) est obtenu a partir de N (r, F) en omettant les termes correspondant aux zéros

de f qui sont des zéros de f — a; pour 1 <1 < g, il résulte que

l) —logr + O(1).

(4 =170 ) < 37 N0 + N, f) = No(r ;

Comme N(r,a;) < N(r,a;) pour tout 1 <i < ¢, on a
q
— 1
(4= DT f) < 32 Nira) + N0 f) = No(r, 5) ~logr +0(1).

=1

D’ou l'inégalité. 0



Chapitre 3

La primalité et la pseudo-primalité des

fonctions méromorphes p-adiques

3.1 Factorisation des fonctions méromorphes

On a besoin de rappeler quelques définitions et propriétés de la factorisation sur C,.

Définition 3.1. Soit f; fi,..., fn € M(C,) telle que f = fio fao...0 f,.

On dit dans ce cas, qu’on a une factorisation de f et que fi, ..., f, sont des facteurs de f.

Définition 3.2. Deux factorisations de h € M(C,) :
h=fio..of,=g10..0g, sont dites équivalentes s’il existe des fractions rationnelles de

degré un, Ly; Lo; ...; Ly, telles que :
fi=gioLy;fa=Li'ogaoLo . faci =L, 500u-10 Ly 1; frn=LyL 0 gy (3.1)

Proposition 3.3. [}/ Soit F,G, H trois fonctions méromorphes. Si F = H o G et H n’est

pas une fraction rationnelle, alors G est entiére.

Démonstration.
A : .\ ) .
Posons H = 5 avec A et B des fonctions entiéres sans zéros communs. Dire que H
est non rationnelle entraine qu’il existe au plus une valeur wy € C, telle A — wyB soit un

polynéme. Soit w différent de cette valeur éventuelle. Alors la fonction enticre A(z) —wB((z)
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est transcendante et a donc une infinité de zéros, que nous notons ¢, k € N .
Wz
Supposons que G ait un pdle xy. On pose G(x) = (—())l ou [ est un entier > 1 et W (x)
r — 29

une fonction analytique qui ne s’annule en aucun point d’'un disque ouvert de centre z( et
de rayon R. Pour tout k posons Ty(z) = W(z) — cx(z — o).
Pour 1'un de ces k choisissant p €]0, R| tel que |cx|pt = |[W (z0)].
x|t < W (zo)| si O0<r<p
Donc on a
lck|rt > [W(xo)| si p<r<R.
D’autre part le fait que W n’ait pas de zéros dans D~ (xg, R) entraine que

[W|(r) =|W(xe)| Vr 0<r<R.

Donc on a
(W (zo)| si 0<r<p
| T|(r) =
lek|rt st p<r <R
Donc la fonction Ty(x) admet au moins un zéro zj sur le cercle |x — xy| = p. On a donc

G(z) = ¢; D'ou F(xy) = w. Par suite comme les x5 sont en nombre infini, la fonction
F(z) —w admet une infinité de zéros dans le disque |z — 29| < R. Ce qui est absurde. Donc

G n’a aucun pole et est donc entiére.

3.2 L’étude de la primalité et de la pseudo-primalité
sur Cp

Dans cette section nous allons étudier quelques théorémes qui vont nous aider & monter
la primalité et la pseudo-primalité des fonctions méromorphes p-adiques. Et nous utiliserons
dans cette étude le polygone de valuation et la théorie de Nevanlinna ultramétrique, et la

factorisation des fonctions méromorphes p-adiques.

Définition 3.4. f € M(C,) est dite premiére si, dans toute factorisation de f, tous les

facteurs, sauf au plus un, sont des fractions rationnelles de degré un.

Définition 3.5. f € M(C,) est dite pseudo-premiére si, dans toute factorisation de f, tous

les facteurs, sauf au plus un, sont des fractions rationnelles.
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Remarque

La proposition 3.3 justifie le fait que, dans la suite, dans toute factorisation d'une fonction
méromorphe f sous la forme f = h o g, on suppose h méromorphe et ¢ entiére ou bien
h € C,(X) et g méromorphe.

Le résultat suivant nous permettra de montrer l'existence de fonctions méromorphes

premiéres ou pseudo-premieéres transcendantes.

Proposition 3.6. [}/ Soit H et G deux fonctions entiéres non constantes. Soit py un réel
positif telle que la fonction |G|(r) strictement croissante pour r > py posons F'= H oG. On
a alors pour tout p > py

1) m(F, p) = m(H, G]())m(G. p)

2) M(F, p) = M(H,|GI()) M(G, p).

3) A(F,p) = A(H,|G[(p)) M (G, p) + m(H,|G|(p)) A(G, p).

Avec m(f, p) c’est le nombre de zéros de f dans le disque ouvert D~(0,p), M(f,p) c’est
le nombre de zéros de f dans le disque fermé DT (0, p), et A(f,p) c’est le nombre de zéros

de [ dans le cercle C(0, p), chacun de ces zéros compté avec sa multiplicité.

Démonstration.
On a F = H oG, d’ou on déduit que pour tout r , on a : |F|(r) = |[H|(|G|(r)) . Comme la

fonction |G|(r) est strictement croissant pour r > py on déduit que

pr(u) = eulpa(u))-pau)

et

pour u > log po.
D’aprés la proposition 2.10, on a la les relation 1) et 2). La relation 3) s’obtient en faisant

la différence entre 2) te 1).

Théoréme 3.7. [{] Soit F' € A(C,) \ C,[z] et X un entier positif five, on suppose que sur

une infinité de cercles de centre 0 de C,, F' a un nombre des zéros compris ente 1 et A.
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Alors toute factorisation de F sous la forme F' = H o G avec H,G € A(C,) entraine que H

ou G est un polynéme de degré compris entre let \.

Démonstration.
Si aucune des fonction H et G n’ est pas un polynéome de degré compris entre 1 et A, on

aurait pour p assez grand :
M(G,p) > +1 et M(H,|G|(p)) >+ 1.

D’autre par I'hypothése du théoréme et la formule 3) de la proposition 3.6 montre que pour
une infinité de p arbitrairement grand, on a A(H, |G|(p) # 0 ou A(G, p) # 0. Pour un tel p on
aurait alors A(F, p) > A+ 1. Ce qui contredit ’hypothése. Donc H ou G est nécessairement

un polynoéme de degré compris entre 1 et \.

Corollaire 3.8. Soit F € M(C,) N\ C,(z) et A>1.
On suppose que sur une infinité de cercles de centre 0, F' a un nombre des zéros compris
entre 1 et \ et que sur une infinité de cercles de centre 0, F' a un nombre des pdles compris
entre 1 et \.
Alors toute factorisation de F sous la forme F' = H o G avec H € M(C,) et G € A(C,)
entraine que :

a) ou bien G est un polynoéme de degré compris entre 1 et A,

b) ou bien H est une fraction rationnelle de degré compris entre 1 et \.

Démonstration.

H
On écrit H = Fl ou Hy, Hy € A(C,) n’ont pas de zéros communs. D’ou
2

HloG

F=H = .
°G HQOG

On applique ensuite le théoréme 3.7 & chacune des des fonctions H; o G et Hy 0 G.

Corollaire 3.9. Une fonction F' remplissant les conditions du théoréme 3.7 (respectivement
celles du corolaire 3.8 ) est

1) Premiere dans A(K,) (respectivement dans M(C,) ) si A = 1.

2) Pseudo-premiére dans A(K,) (respectivement dans M(C,) ) st A > 1.
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Proposition 3.10. [}/ Soit ' € M(C,) possédant la propriété d’avoir dans une infinité de
disques de centre 0 et de rayon arbitraire un nombre premier de zéros et dans une infinité de
disques de centre 0 et de rayon arbitraire un nombre premier de pdles. Alors F est premiére
dans M(C,). En particulier si P(z) € Cp[z] et Q(x) € C,[z] ont degré des nombres premiers,

P(z)

la fraction rationnelles R(x) = —— est premiére.
Q(z)

Corollaire 3.11. Soit F' € A(C,) \ C,[z]. On suppose que dans une infinité de disques de

centre 0 et de rayon arbitraire grand, F' admet un nombre de zéros égal au produit de deux

nombre premiers (non nécessairement distincts ).

Alors ou bien F est premiére, ou bien elle se factorise sous la forme de deux facteurs pre-

MLers.

Corollaire 3.12. Soit F € M(C,) et A € N*. On suppose que dans une infinité de disques
de centre 0, F' admet un nombre de zéros égal au produit de X\ nombres premiers. Alors F se

factorise en au plus \ facteurs premiers.
Pour la démonstration, on procéde par induction en utilisant le corolaire 3.11.

Théoréme 3.13. Soit F € M(K) \ K(X) Une fonction qui admet une seule valeur excep-

tionnelle (attain ou moins une fois), alors F' est pseudo-premiére .

Démonstration.

On peut supposer que la valeur exceptionnelle de F' et 0o, posons
F=fog feM(K),ge AK).

Donc F' a au moins un pdle et par suite f a au moins un pole « ie f(a) = oo, si g est
transcendante il existe une infinité w tell que g(w) = a.

Alors pour tout w on a F(w) = fog(w) =«
i,e , w est un pole de F' (contradiction ) .
Remarque

Etant donnée une fonction méromorphe, il n’est pas facile de savoir si elle est premiére ou
non, l’exemple suivant montre qu’une fonction factorisable en facteurs premiers peut avoir

des factorisations non équivalentes (au sens de la définition 3.2).
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Exemple
Soit ¢ un nombre premier et [ un entier naturel non divisible par q.
Soit (@ )n>o une suite d’élément de C; tel que
lan| < |ans1| et nl—i>rfoo‘a"| = +00.
On considére les fonctions entiéres suivantes
F) = TI0 -2 6@ =o' Tl = 25 B = ot Tl -2
n>0 On
et p(z) = 2.

Posons r,, = |a,|. Dans le disque de centre 0 et de rayon 7, les fonctions F et G admettent
chacune nq+1[ zéros. D’autre part le théoréme de Dirichlet nous assure que parmi les termes
de la suite (nq + [),>0 il y a une infinité de nombres premiers. Donc les fonctions F' et G
vérifient les conditions de la proposition 3.10, et sont donc premiéres, ¢ est évidemment une

fonction premiére et on a

H=poF=Gop.
Ces deux décompositions n’étant évidemment pas équivalentes.

Théoréme 3.14. Soit F € A(C,). On suppose que F' = G o H avec H,G € M(C,). Alors

il existe g, h € A(C,) tel que F' = g o h. De plus, ces deuz factorisations sont équivalentes.

Démonstration.
G1(H)
Ga(H)

sont sous zéros communs. On peut supposer H non constante. Alors Gy(x) n’a pas de zéro

1) Si G ¢ Cy(z), on a alors H doit étre entiére. D’ou F' =

ou Gl,GQ S A(Cp)

car si zg en est un, il existe z; € C, tel que H(x;) = .

Dot G1(H (z1)) = Gi(zo) # 0 et Go(H(x1)) = Go(x9) = 0 et F' aurait un pole. Contradic-

tion.

Y A 2 N PN Gl
Donc G5 n’a pas de zéro et est donc égale a une constante non nulle . D’ot F' = — o H.

o
Cette factorisation est évidement équivalente & F' = G o H.
2) Si G(z) € Cy(x), il existe P(z), Q(x) € C,(z) premiers entre eux tels que
P(x

G(z) = (z) .D’ou F = L, H étant méromorphe non constante elle atteint toute valeurs

Q(x) Q(H)
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de C, sauf au plus une. Ceci entraine que Q(x) a au plus un zéro.

e Si () n’a pas de zéro on a terminé .

H
e Si () a un zéro « la fonction H(x) —a = @) a n’a aucun zéro .
Hs(x)
Donc
D’ou
P
F: (—O ax+/8)OH2
Q x
P
etonal =—o or+ doit étre un polyndéme car sinon F' aurait un pole.

x
ax_i_ﬁet[fl = L
x T —

P
D’oﬂF:TngetT:éoLetszLfloHoﬂL:

Corollaire 3.15. Une fonction entiére F' est premiére (resp pseudo-premiére) dans A(C,)

si et seulement si F' est premiére (resp pseudo-premiére) dans M(C,).

Théoréme 3.16. Toute fonction entiere p-adique F' tell que pour tout B € C,, F' — 8 na

qu’un nombre fini de zéros multiples est pseudo premieére.

Démonstration.

Soient f;g € A(C,) \ C,[X] tell que F' = f og. Alors f admet au moins un zero o € C, :

f(a)=0.

Alors ’équation g(x) — a = 0 admet une infinité de solution i;e
I'ensemble g~ (a) est infini.

Soit 8 = f(a) € C,, pour tout w € g~* () on a :
(F = 8)w) = F)~ 6= fog(w) — = f(a) ~ # =0
Fl(w) = f(gw)) x ¢ (w) = f(a) x g'(w) =0.

Donc tous les éléments de g~'(a) sont des zéros multiples de F' — 3. Ce qui contredit I'hy-

pothése .



3.3 Construction des fonctions pseudo-premiéres 46
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Proposition 3.17. Soit (a,), une suite d’éléments de C;,

Qn

< 18 et lim || = oo (3.2)

An41 An4-2 n—=+00 Qp41

Alors f(z) = ) an,a™ est une fonction entiére sur C,. Les zéros de f peuvent étre rangés
n>0

en une suite (Qy)n>1 tq © |ay| = |an_1|

n

Démonstration.

1)Montrons que lim sup {/|a,| = 0.

n—-4o0o

. On+1 . An+1
Soit € > 0,3ng tq:n >ng = |—=| < e car lim |—=|=0.
n n—+oo Ay
. (079 ano—l—l 1 n—ng 1
Soit n > ng, on a a, = X ... X X Upy = |an|® < e 7 |ap|n.
anl—l no
D’out Ve > 0, limsup |a,|» <e.
n—+oo
: 1 N
Donc limsup |a,|» = 0 et f est entiére.

n—-+o0o

2)On a |f|(r) = sup |ag|r*.
k>0

Posons 7, = ’an_1’ et montrons que |f|(r,) = |ax|r* pour les seules valeurs k = n — 1 et
n
k =n.
’an’ﬂ; an LSRN n n—1
On a PR = |a 1|rn. Dot |ay|r! = |ap_1|r .
n— n n—
k
1 _
«Si0<k<n—1 '“’“'7”g:| B — = | x| — < 1
|an|ry: An+1 Ty An+1 n  Th
Vv
= |ag|rE < |an|r.
k
«Sik>n '“”'Tg_l S S BN Vi it Y B VIV e |
|6Ln_1|7”n Ap—1 n—1 an n+1 ag

= |ap|rF < Jap_1|r" "

. ) Ay
Donc dans le cercle C(0,7,) contient un seul zéro «, de f avec |a,| =r, = |— L |.

n
3) Pour montrer que f n’a pas d’autre zero que les o, on va montré que si r, < r < r,11

alors | f|(r) = sup |a,|r* est atteint pour la seule valeur k = n.
k>0

En effet :

¢ Si0<k<n=|alr’=| k | x \akH\ X oo X \a”_l\ X |an|rk

Qr+1 Af4-2

= Jag|r® < |an|r"F x < ||
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| |’“"<|—|n+1=

Ial

ag Ap+1 ar—1
— ko 2 x| | X | == x ... x| |.
77/+1 (07 An+1 Ap+2 ag

Qn

k
D’ou : % < lie; |ap|r® < la,|r™.
an|r

|an|

Proposition 3.18. Soit (a,), une suite d’éléments de C; tq

12 < \ |< \“m = | 8 << et lim 2] = 4o
a2 A Gm+41 n—=+00  Ap41
Alors : 1) f( )= > a,a" est une fonction entiére sur C,
n>0
2) Les zéros de f peuvent étre rangés en une suite (ay,)n>o telle que |ay,| = |an_1| et on a

n

dans le cercle C(0, |au,|) deuz zéros.

Démonstration.

1) Méme démonstration de proposition 3.17.

2) On a |f|(r) = sup |ax|r*.
k>0

Ap—1
Posons 7, = | | , donc 7y, = Ty

n
e Les cas r, < 1y, et 1, > I'yy1, les zéros son simple (d’arpéte la proposition 3.17 ).

e Le cas r, = r,, = Tpy1, nous montrons que |f|(r,,) = sup |ax|rk, atteint pour les valeur
k>o

k=m-—1mm+1.
Ona: | dm

|7, = 1, donc |a,|r™ = |ay,_q1|rm~! et

m—1
a
| st |rm+1 =1, donc |am|7”$ﬁ = |am|rrnr;b+1-
m
Alors :

!am—1|7°$71 = |am|r, = |am+1‘7n?nl+1

e Si0<k<m-—1,;

|ag|rE,

= | — | X oo X | —
|G [T Ay T Apg1 A, rm

eSik>m+1;
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K
laxlrm _ T e VT VS e Y
| "

am‘rm m m m—+1

Donc le max est atteint trois fois (quant £ = m—1,m,m+1letona N, = m+1,n, =m—1).
par suite N,, —n,,, = 2 (le nombre de zéros sur le cercle C(0,7,,) ).
Pour montré que les seules zéros de f sont les «,, on utilise la méme méthode de propo-

sition 3.17.

Lemme 3.19. Les fonctions construites dans les propositions 3.17 et 3.18 vérifient la pro-

prieté Vp € Cp, f(x) — B n'a qu’un nombre fini de zéros multiples.
Démonstration : 3rg > 0 tel que
r>rg=f—Bl(r)=I[fI(r)

Donc les éventuels zéros multiples appartiennent a D(0,7y) d’ot leur nombre est fini.
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Resumé

On s'intéresse, dans ce mémoire a la primalité et a la pseudo-primalité
des fonctions méromorphes p-adiques. I[ s'avéra que ces propriétés sont
liées aux zéros (et aux pdles ) de la fonction en question.

Notre outil de travail dans cette problématique est la théorie de dis-
tribution des valeurs des fonctions méromorphes p-adiques, la réparti-
tion de ces zéros ( et pdles ) est la nature des coefficients du développe-

o0
ment de cette fonction en série de Laurentie f(2) = > a;2", k € 7.
1=k

Abstract

We are interested in this memory to primality and pseudo-primality
of p-adic meromorphic functions. It appears that these properties are
related to the zeros (and poles) of the function in question.

Our tool working in this problem is the valu-distribution theory of
p-adic meromorphic functions, the distribution of zeros (and poles) is
the nature of the coefficients of this function in development Laurent

&)
ie f(2) =Y a;2'  k €Z.
=k

]
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