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Introduction

Il est remarquable de constater que le spin demeure, parmi toutes les observables connues,
celle pour qui, une interprétation physique satisfaisante fait toujours défaut. A l'origine, cette
quantité a été introduite pour expliquer, entre autres, I'incohérence d’un magnétisme atomique
réduit au seul mouvement orbital des électrons ([1]). Depuis, le spin n’a pas cessé d’occuper
une place de plus en plus importante, pas seulement en physique théorique, mais dans tous
les domaines ou cette quantité intervient. Toutefois, les progrés théoriques considérables ne
peuvent occulter les sérieuses difficultés rencontrées, lesquelles, confluent toutes a la nature

fondamentale du spin qui reste a élucider.

- En chimie : le fait que les électrons soient des fermions, et obéissent donc au principe de
Pauli, constitue un fait crucial qui conditionne toute la chimie. Ainsi, le spin est au centre de
notre compréhension des liaisons covalentes. Si ’électron était une particule sans spin, alors, a
I’exception de I'ortho-hélium, les autres éléments n’auraient pas existé. Aussi, si I’électron était
un boson, des ions avec une charge négative tellement grande auraient existé, de sorte que la
matiére aurait été thermodynamiquement instable. D’un autre coté, et pour le cas des structures
cristallines ou quasi-cristallines, il est notable que, jusqu’a maintenant, elles demeurent mal
expliquées dans le cadre de la théorie statistique quantique en équilibre.

- En physique hadronique (QCD) : les quarks étant des fermions de spin 1/2, il n’est pas
bien clair comment leurs combinaisons, par I'intermédiaire des gluons, conduisent & la formation
d’un proton ou d’un neutron qui sont des particules de spin 1/2.

- Dans la théorie du ferromagnétisme : une théorie expliquant 'apparition de la magnétisa-
tion spontanée n’est encore pas bien établie. Le constat est le méme aussi pour ce qui concerne
I’origine microscopique des interactions spin-spin dans le cas des matériaux magnétiques. Plus
généralement, la théorie du magnétisme fondée sur la base de la théorie statistique quantique

reste toujours a achever.
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A Tanalyse des exemples cités plut haut, on constate que, dans le cas des systémes fai-
sant intervenir plusieurs particules (avec spin), il existe une réelle difficulté a comprendre le
comportement émergeant de ces systémes sur la base d'une théorie fondamentale, celle du spin
en 'occurence. Pourtant, dés I’émergence de cette grandeur en physique, les travaux qui s’y
rapportent ont été nombreux.

La premiére formulation lagrangienne pour une particule relativiste avec spin a vu le jour,
des 1926, avec le travail publié par Frenkel ([2]). Plus tard, Bargmann, Michel et Telegdi avaient
généralisé au cas relativiste les équations donnant la précession du spin dans un champ extérieur
([3]). Parmi les particules qui ont suscité un nombre important de recherches figure 1’électron
(spin 1/2). Cette place de choix tient au fait que, ayant une charge électrique et une masse,
I’électron interagit avec les champs électromagnétiques et gravitationnels. Einstein avait résumé
cette situation en déclarant : "La physique, c’est ’électron !".

Il est incontestable que I'une des plus brillantes contributions de Dirac fut I’équation dé-
crivant la dynamique de l’électron dans un cadre quantique relativiste ([4]). Outre le mérite
d’avoir prédit I'existence de I'anti-électron (positron), cette équation fut aussi a I'origine d’une
révision majeure en physique, celle de la notion de particule élémentaire. En effet, tout comme
’électron, le proton et le neutron sont des fermions de spin 1/2, pour lesquels, les prévisions
accordaient un moment magnétique égal a p, = g, <ﬁ), avec g, ~ 2, et p, = 0, respec-
tivement. Pourtant, Stern (1933), et plus tard Rabi (1936), avaient constaté un surprenant
décalage de trois unités pour g, alors que, de leur coté, Alvarez et Bloch (1940) avaient obtenu
gn = —3,82629 pour le neutron, ou le signe (-) indique que la direction du moment magnétique
est opposée a celle du spin. Depuis lors, le qualificatif de "particule élémentaire" pour le proton
et le neutron devenait problématique. Ainsi, et bien que la QCD avait réussi a élucider un
certain nombre de points sur la structure de confinement des nucléons, il reste qu’a ’échelle
des hautes énergies, des expériences ([5]) ont montré, contrairement a ce qui été supposé, que
les effets du spin ne sont pas négligeables.

Ces constatations ont amené nombre de physiciens, a 'image de O. Barut ([6]), & se
questionner sur la nature méme du spin : comment et pourquoi cette étrange structure in-
terne est-elle réalisée, en quoi différe t-elle d’'un objet étendu, et comment en dépendent les

interactions.
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Pourtant, d’un point de vue résolument mathématique, le spin ne constitue pas une énigme,
en ce sens que, ce n’est rien d’autre qu'un nombre qui émerge de la théorie des groupes. Ce
fait n’a pas échappé a E. Wigner ([7]) lorsqu’il avait souligné "la déraisonnable efficacité des
mathématiques", lesquelles, bien que ne reproduisant pas toujours la réalité des objets qu’elles
décrivent, réussissent a rendre, par exemple, les questionnements sur la nature du spin non
nécessaires. C’est ainsi que, suite & 1’émergence de la pseudo mécanique ([8]), 'emploi des
variables de Grassmann a vu le jour, dans le contexte des intégrales fonctionnelles pour les
fermions ([9] et [10]). Que ce soit dans le cas des modeles pseudo classiques, ou bien, dans le
cas des modeles dits de superparticule, plusieurs travaux ([11],[12],[13],[14],[15] et [16]) ont
consacré I'intérét pour les particules spinorielles. Pour la plupart, ces travaux ont été motivés par
les développements en supersymétrie et en supergravité, ainsi que par I’émergence de la théorie
des supercordes ([17], [18], [19], [20], [21] et [22]). De fagon générale, la classification de ce genre
de modeles se fait suivant certains attributs tels que la masse, le caractére algébrique (variables
commutantes ou anticommutantes) ainsi que le caractére géométrique des degrés de libertés
internes (vecteur, spineur ou twisteur). Par convention, les modéles impliquant uniquement
des variables qui commutent sont appelés modeéles classiques, alors que, ceux impliquant des
variables de Grassmann (anticommutent) sont appelés modéles pseudo classiques.

Historiquement, c’est I'intérét accordé au principe d’action en physique qui aurait stimulé
les recherches projetant de décrire la théorie de Dirac, autrement que par la résolution directe
des équations différentielles. Bien que le cadre des intégrales fonctionnelles ([23]) fut déja bien
établi, la difficulté d’y faire place pour le spin était, dés le départ, bien avérée ([24]). En effet,
en faisant intervenir des trajectoires continues, le cadre des intégrales fonctionnelles ne pouvait
pas, logiquement, prendre en compte une quantité discréte, le spin en ’occurence.

Pourtant, le genre de difficulté souligné plus haut ne fut pas insurmontable. La preuve est
donnée par le modeéle pseudo classique proposé par Berezin et Marinov (Re f.16) et qui est,
indéniablement, I’'une des plus importantes contributions dans la théorie de Dirac. Bon nombre
de succes sont a mettre a 'actif de ce modeéle, en particulier, pour ce qui concerne le calcul de
la fonction de Green causale, pour les cas d’interactions les plus connus ([25], [26], [27], [28] et
[29]), méme si, toutefois, une certaine difficulté est relevée lorsqu’il s’agit de généraliser ce méme

modele aux dimensions supérieures impaires ([30]). Plus récemment, I'idée de la déformation des



Introduction 7

particules relativistes a été avancée ([31]), et jusque 13, la quantification de ce genre de modeéle
est toujours sous investigation, tout comme pour le modele dit k-relativiste ([32] et [33]).

Comme évoqué plus haut, les recherches sur le théme des modeéles classiques pour les
particules avec spin ont surtout été motivées par les développements en théories des cordes.
En effet, 'unification des interactions fondamentales a constitué, depuis toujours, un objectif
supréme en physique théorique. Malgré ce qui a été réalisé pour la théorie électrofaible ([34], [35]
et [36]) et la QCD, l'idée que le cadre théorique, existant jusque 14, nécessiterait une profonde
refonte, n’était pas que de la simple spéculation ([37]). Pour cela, il suffit de rappeler que
pour ce qui concerne le Modele Standard, quelques vingt (20) parameétres sont nécessaires pour
I’échafaudage de cette théorie sans qu’ils y émergent naturellement. L’exemple le plus simple
est celui du rapport de la masse du muon & celle de I’électron. Il est simplement fixé, a la main,
a la valeur 207, ce qui confére a cette théorie un caractére optionnel contrastant avec 1’élégance
de sa formulation mathématique.

La théorie des cordes (String Theory), par contre, est présentée comme la théorie ultime.
Le principe d’unification y est intrinséque, puisque, dans cette théorie, toutes les particules
d’interactions ne sont que les différents modes de vibrations d’'une seule corde. L’un des travaux
les plus importants est celui publi¢ par Green et Schwarz ([38]), ou il a été montré que les
anomalies qui affectent la théorie de Yang-Mills, couplée a la supergravité, sont susceptibles
d’étre annulées en dimension dix (D = 10), tandis que, dans la théorie des supercordes de type
I, ce processus est automatiquement inclu. Depuis, beaucoup de choses ont été faites, et méme
si le temps n’est pas encore aux bilans, on peut toutefois relever certains points positifs, tels que
I’émergence naturelle de particules sans masse (brisure spontanée de la symétrie non nécessaire),
ou bien, I’émergence naturelle des parameétres du Modéle Standard. Cependant, ce qui importe
le plus dans tout cela, c’est incontestablement la profonde connexion relevée entre cette théorie
et les modeles classiques de spin ([39]). En effet, et a la base, 'action de Numbu-Goto pour une
corde relativiste est simplement une fonctionnelle de la trajectoire de la corde. Beaucoup y ont
vu, la, une justification pour relancer le travail & propos des modéles classiques de spin puisque,
pour le reste, c’est le vecteur mathématique qui se chargera de transposer les résultats. C’est
dans ce contexte qu’est venu s’inscrire le modele classique de I’électron de Dirac proposé par

Barut et Zanghi ([40]). En effet, outre le cadre purement classique de ce modéle, il présente
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aussi la qualité d’avoir clairement exhibé la structure interne de 1’électron, en interprétant le
spin comme étant le moment angulaire des oscillations du centre de masse, tel que décrit par
Schrodinger. Dans le sillage de ce travail, et dans le cadre du formalisme des intégrales de
chemins, ce modeéle avait reproduit le propagateur de Dirac ([42]), a savoir (y.p — m)~", ainsi
que la plupart des processus d’interactions connus en QED ([43]) dans le cadre de la théorie
des perturbations. Cependant, cette derniére n’ayant pas échappé aux critiques ([44]), il est
apparu nécessaire pour nombre de théoriciens de valoriser toute alternative pouvant donner un
résultat exact.

Dans le sens indiqué plus haut, cette contribution se propose, non pas d’apporter la solution
définitive, mais, seulement, de soumettre un modeste élément & la réflexion. Elle constitue
I’ébauche d’un point de vue différent, appelé & étre exploré encore plus, en vue de dégager
un cadre général ainsi que des techniques de calculs fiables. L’idée qui a été retenue consiste
a explorer un modele classique en dehors de la théorie des perturbations. Pour toutes ces
considérations, notre choix s’est porté sur le modele de Barut-Zanghi (Ref.40), ainsi que sur le
formalisme des intégrales de chemins, moyennant certaines techniques, connues au demeurant,
mais généralisées dans des contextes différents.

En adoptant le formalisme des intégrales de chemins, il est utile de rappeler que seule la
configuration de la particule libre est susceptible de donner un résultat exact. Cela revient, pour
le cas de I’équation de Dirac, a éliminer le terme de couplage spin-champ, bien entendu, au prix
d’un autre terme, moins contraignant. Pour ce faire, et dans notre cas, la solution imaginée
est un modele de Barut-Zanghi modifié, reconstruit autour d’une nouvelle représentation des
matrices Gamma de Dirac. Cette derniére est susceptible de ramener le probléme étudié, chaque
fois que possible, a la configuration de la particule libre. Cette approche a été testée avec succes
pour le cas de I'onde plane ([45]). Nous nous proposons ici de montrer qu’elle est suffisante pour
décrire la dynamique d’une particule de Dirac en présence de deux ondes planes orthogonales
([46]) ainsi qu’en présence d’un champ gravitationnel faible ([47]).

Outre la présente introduction, le chapitre I contient un bref rappel sur les modéles de
particules relativistes avec spin. Au chapitre II, I’accent est mis sur les modéles les plus connus,
en intégrales de chemins, pour la particule de Dirac, a savoir, le modele pseudo classique (Ref.16)

ainsi que le modeéle de Barut-Zanghi, lequel, est reconstruit au Chapitre III, et adapté pour un
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cas assez général. Le cas de deux ondes planes orthogonales et celui d'un champ gravitationnel
faible sont proposés comme applications au chapitre IV. Au chapitre V, nous montrerons que
la nouvelle représentation des matrices Gamma de Dirac induit une transformation canonique
dont la fonction génératrice est solution de ’équation Hamilton-Jacobi pour une particule de

spin zéro. Enfin, une conclusion discutera de certains points d’importance.



Chapitre 1

Les modéles relativistes pour les

particules avec spin

Les modeles relativistes pour les particules avec spin sont, en fait, la généralisation de

— —
I’équation donnant la précession du spin dans un champ électromagnétique (E , B) externe,
répondant au principe d’invariance des lois physiques dans tout référentiel inertiel. On rappelle

que I’équation en question est donnée par :
ds
=X B. (1.1)
La quantité 7 représente le moment magnétique de 1’électron, lequel, est considéré pro-
portionnel au spin ?, de sorte que :

7 = (%) 3, (1.2)

ou g, e et m représentent le facteur gyromagnétique de 1’électron, sa charge et sa masse, res-
pectivement. Il est remarquable de souligner qu’il existe deux facons de généraliser la derniére
équation, a savoir, moyennant un quadrivecteur axial S, ou bien, un tenseur antisymétrique
S, Le fait d’attribuer au spin ? trois composantes indépendantes revient a considérer, dans
le premier cas Sy = 0, ou bien, pour le second cas, Sp; = 0. En notation covariante, cela revient
a écrire, de facons équivalentes, les deux conditions de transversalité ([48],[49],[50] et [51])

suivantes :

S,i =0, Sy =0, (1.3)
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Nz
ou x représente la quadrivitesse. Il est méme possible de relier ces deux quantités en écrivant :

1 : La
SY = 55”“5035&550, Sso = €oar® S (1.4)

Comme souligné dans I'introduction, les différents modeles relativistes pour les particules
avec spin sont généralement classés par rapport aux caracteres algébriques et géométriques.

Dans ce qui va suivre, un bref rappel est donné sur les modeéles relativistes les plus connus.

1.1 Les modéles vectoriels

1.1.1 Le modéle de Frenkel

Historiquement, on peut dire que le travail de Frenkel constitue le tout premier modéle clas-
sique pour une particule avec spin. A I'origine, Thomas ([52]) avait publié un travail, dans lequel,
il expliquait la structure de multiplets du spectre de ’atome d’hydrogéne par 'introduction d’un
terme d’interaction spin-orbite. Frenkel considérait comme incompléte toute spécification des
propriétés magnétiques de 1’électron & travers les seules composantes du vecteur moment ma-
gnétique. En se basant sur 'outil mathématique de la théorie de la relativité restreinte, il avait
introduit un tenseur antisymétrique S,, a l'image du tenseur électromagnétique F),,, c’est a
dire, regroupant le moment électrique dipolaire et le moment magnétique intrinseque. De plus,
le moment électrique dipolaire étant induit par le mouvement de translation de I’électron, il lui

suffisait alors de choisir un repére fixé a I’électron pour obtenir un tenseur S, du genre espace.

Ainsi, ’équation relativiste donnant la précession du spin est :

dSOéB _ € v N o o
I Pl [Fa Sus + o <a:a55 - Sam)] , (1.5)
avec
ay =2 (iF;g'c,, . j’:a) . (1.6)
ce \me

Plus tard, Barut ([53]) avait reformulé cette approche en introduisant les "degrés de li-
berté internes" qéta) (a =0,1,2,3) correspondant au spin, desquels, émergeront les équations du
spin, de la méme facon que pour les équations de mouvement émergeant de la variation des

coordonnées de I'espace temps. Le Lagrangien proposé est de la forme :

L=1 [;;;M, Qs oy, A (@), 0,4, (2) ] (1.7)
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Le tenseur définissant le spin est donné par

oL oL
S;w = q,(j[ - v Q;(La)‘ (18)
90 9 ()

Pour le cas de la particule libre, il avait obtenu alors les équations donnant la conservation

du quadri-moment ainsi que du moment angulaire total, a savoir,

d
— =0 1.9
oD : (1.9)
et
d
— (S +xupy —xp,) = 0. (1.10)

dr

En outre, ayant postulé un Lagrangien ne dépendant pas de ’accélération, la condition dite

de Weysenhoff (transversalité) est automatiquement satisfaite, c’est a dire,

Sy, = 0. (1.11)

1.1.2 Le modéle (toupie) de Hanson et Regge

Suite au travail de Frenkel, une autre approche a été proposée, selon 1'idée que la particule

est la représentation irréductible du groupe de Poincaré. Dans le modéle de Hanson et Regge

v

(Ref. 13), 'espace de configuration est représenté par le couple (xu, A

) ol A;Z est une matrice

(élémént du groupe orthochrone de Lorentz), satisfaisant la relation :

AEATY = g, (1.12)

ov

g"” étant le tenseur métrique de Minkowski. Par suite, et puisque AiA‘”’—i—A’f,A = 0, il s’ensuit
alors la définition du tenseur antisymétrique suivant
-
QY = A N7 = -Q". (1.13)
Ce dernier, est sensé étre la généralisation du vecteur vitesse angulaire.
Pour décrire ce genre de dynamique dans un cadre relativiste, on peut considérer tous

les invariants de Poincaré qu’il soit possible de construire, en plus de certaines restrictions
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garantissant un Lagrangien indépendant de l’accélération. Ainsi, les invariants de Poincaré
retenus pour figurer dans le Lagrangien libre Lg (a1, as, as, ay) sont :

. .V )
ap = T,xr =1x°,

a = QQ,, =00,

a3 = 1,0,z = .00,
1 vV (O)* 2 1 *\ 2
a; = 1—6(9“ ) :1—6(9.9) : (1.14)

avec (V7 , = %EW,\UQ)“’ (tenseur dual). De plus, en supposant que Ly est une fonction homogeéne

aux dérivées de premier ordre en a; (i = 1,2,3,4), un théoréme attribué a Euler implique alors

que :
0L0 8L0 aLo aLO
Ly=2 — — 4 — — . 1.15
0 <(I1 8&1 + 8&2 ) + ((I3 8a3 +aa 8a4 ( )
Par définition aussi, nous avons :
0Lg
Iz PYg
et
0Ly
SH = — =-S5V~ 1.17
S0 (1.17)
Par conséquent, il est possible d’obtenir
d
—p, =0 1.18
dTpu ’ ( )
mais aussi
. pv
S+ Q")‘S)’\’ - S“’\QA” =0, (1.19)

et ce n’est qu’aprés plusieurs manipulations, de la derniére équation, qu’il est possible de mon-
trer que le moment angulaire total est constant.
Dans le cas d’une interaction avec un champ extérieur A, (x), un terme de couplage minimal

est ajouté de sorte que :

L=ILo—ex A, (x). (1.20)

Pour le moment magnétique, un autre terme de couplage est ajouté au Lagrangien, a savoir,
I 0, ™ 1.21
_5 uv 3 ( . )

ou le parameétre g représente 'intensité du dipole du systéme considéré.
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1.1.3 Le modéle de Grassberger

Pour Grassberger (Ref.14), la description de la dynamique d’une particule avec spin est
assurée par l’extension de I’espace de Minkowski par deux autres quadrivecteurs représentant
les degrés de libertés internes (z,) — (z,,a,,b,). Le Lagrangien (invariant de Poincaré) est

donné par :

1 . . 1 /:# .
L = o™ <1 — :1:2> +x, (BV — aa) + 3 (b a, — aubu) . (1.22)

Les multiplicateurs de Lagrange «, S et m sont introduits pour assurer les contraintes
suivantes :

Wz, = a'z, = 0. (1.23)

Ainsi, le spin est représenté par le tenseur suivant :
Sy = aub, —a,by,. (1.24)

Ce dernier vérifie la condition de Frenkel, & savoir, S, 5" = const. La nouveauté dans ce
modeéle, consiste en ce que le couplage avec un champ extérieur implique que le centre de masse
de la particule et le centre de charge ne coincident pas.

D’autres développements ont été enregistrés par Cognola & all ([54]), Souriau ([55]), Zakr-
zewski ([56]), Duval & all ([57]) et Duval ([58]).

Les modeles évoqués, ici, ont la particularité de mener aux équations BMT (Bargmann,
Michael et Telegdi), mais, en méme temps, ne ménent pas a la théorie de Dirac, apres la premiére

quantification.

1.2 Les modéles spinoriels (particule de spin arbitraire)

Dans certains modeles ([59], [60], [61], [62] et [63]), décrivant les particules avec spin, il est
fait usage de spineurs qui commutent. Cependant, ce n’est pas uniquement le spin 1/2 qui en
émerge, mais bien tout le spectre des valeurs du spin. Ce fait justifie le qualificatif de "particule

de spin arbitraire". Si on considére, par exemple, celui donné en Ref.60, le Lagrangien s’écrit :

L= (6—1532 + em02> — iy, + 27, (1.25)

1
2
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La quantité 1 est un spineur de Majorana, tandis que, h et mg sont deux réels positifs et

j* =m~*n (le courant). La conservation du tenseur de moment angulaire est donnée par :

M,u,y = Puly — Py — ﬁ%u/ 1, (126)

1

avec p, = €z, — hj,. Dans ce cas aussi, il est possible de relever la contribution des degrés

de liberté internes de la particule.

1.2.1 Les modéles pseudo classiques

Le qualificatif "pseudo classique" est, généralement, attribué aux modeéles faisant intervenir
des variables de Grassmann, pour la description des degrés de liberté internes. Deux classes sont
relevées dans ce genre de modeéles, a savoir, vectorielle et spinorielle. Dans le cas des modeéles
vectoriels, ’extension de 1’espace de Minkowski conduit a ce qui est appelé une super algebre.
D’un autre coté, dans le cas des modeles spinoriels (modeles de superparticules), on parle d’une
algebre super-Poincaré. Aussi, il est & relever que ce genre de modéles est étroitement lié a la

supersymétrie.

Les modéles pseudo classiques vectoriels

Les contributions les plus remarquables, dans ce secteur, sont a ’actif de Berezin et Marinov
(Ref.16), ainsi que Barducci, Casalbuoni et Lusanna (Ref.15). Les Lagrangiens libres, relatifs

aux deux formulations, s’écrivent :
YR i VR
LBCL = —m [(ZL’ — E@ 95) . (CL’M - E0M05>:| - §0M‘9 - 56565, (127)

"
0,405 (1.28)

Pour le cas de ces deux modeéles, I’espace de phase est décrit par (x,,60,,60s), ou 0, et 05

] ; L .
LBM:—m —$2+% 9M9 —9595—)\

sont des variables qui anticommutent, alors que z* est une variable bosonique.
Apreés quantification, et moyennant certaines contraintes, ces deux modeéles permettent de

retrouver ’équation de klein-Gordon (spin zéro) ainsi que celle de Dirac (spin 1/2).
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1.2.2 Le modéle classique de Barut-Zanghi

A la lecture des nombreux travaux consacrés par Barut (et ses collaborateurs) a la structure
interne de I’électron, le constat est vite fait quant au lien établi entre le degré de liberté de spin
et les oscillations du centre de masse. Notament, il s’était inspiré d’un travail de Schrodinger
(Ref.41) ou 'idée de variables dynamiques "microscopiques" et "macroscopiques" fut avancée,
pour proposer un modeéle classique de 1’électron. Ce dernier devait, d’une part, traduire la
théorie de Dirac, et d’autre part, faire émerger la structure interne de 1’électron pour expliquer
que le mouvement hélicoidal décrit par Schrodinger (Ref.41) résulte des oscillations rapides de la
charge, autour du centre de masse, lorsqu’elles sont superposées au mouvement de translation
de ce dernier. Dans cette configuration, le spin représenterait alors le moment angulaire des
oscillations du centre de masse. Partant de la, Barut et Zanghi (Ref.40) avaient proposé un
modeéle pour 1’électron, caractérisé par le Lagrangien suivant :

AN ' '
L = (%) <Ez — Ez) + pu <x# - Ew“z) +eA,zZy" 2. (1.29)

La dynamique interne est simplement représentée par un couple de variables conjuguées
(z,—iz) € C*. Ce sont des spineurs de Dirac, avec 7 = 277°. La dynamique externe, quant a elle,
est décrite par le couple (z,p) € M* de I'espace de phase habituel. L’espace des configurations
est alors M* ® C*, et les deux couples de variables sont des fonctions d’un méme parameétre
temps 7, invariant, et représentant le temps propre. Notons aussi que A, représente le champ
électromagnétique extérieur, et v les matrices 4 X 4 de Dirac. Le parametre A étant une
constante qui a la dimension d’une action, et qui prend les valeurs (+1) et (—1), respectivement
pour la particule et I'antiparticule.

Les équations de mouvement sont (pour A = 1) :

(1.30)

Ty =ZY,2 = Uy,

14

T = ek, v,

\

avec T = (p, — eA,) V", F = 0,A, — 0,A,, alors que les points sur les variables représentent

les dérivées par rapport a .
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Les solutions des équations classiques pour z et Z, dans le cas libre (A = 0), sont :

2 (1) = [cosmT — iy* (p,/m)sinmt] 2 (0),

(1.31)
Z (1) =Z (0) [cosmT + iv* (p, /m) sinmr]
tandis que, pour z, une solution possible s’écrit sous la forme :
go=Ligy s (0) — p—“H] cos 2mT + 7, (0) sin 2mr (1.32)
Fom?2 a m? 2m ’
avec
H = x,p" = cte. (1.33)

La solution pour jsutraduit I’analogue classique du phénomeéne dit "Zitterbewegung", ou
oscillations propres, avec la fréquence caractéristique w = 2m. D’un autre coté, les solutions

pour % (1) et z (7) impliquent que :

Z(1) z(1) =%(0) 2 (0), Vr. (1.34)

Ce résultat est en accord avec la théorie de Dirac, ot le spin est une constante de mouve-
ment, sous toutes les conditions.

Il est commode aussi d’adopter, a la place des variables Z et z, I'ensemble des variables z,,,

Ty, Uy €t Sy, avec

Sy = %? [7;”7,,} 2. (1.35)

La derniére quantité représente le tenseur de spin, rencontré dans la théorie de Dirac. Dans

ce cas, les équations de mouvement s’écrivent :
(

R v
T, = el

T, = v,
e (1.36)

o v
v, =4S, ™,

\ Sy =V, T, — U, Ty

La premiére équation n’est rien d’autre que ’équation de Lorentz, alors que la derniére

indique la conservation du moment angulaire total, a savoir que :

Ju = Ly + Sy (1.37)
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A ce stade, et si on devait établir une comparaison, on pourra déja relever que des conditions
telles que iuiu =1, 2'S w = 0, ou bien S? = 1, imposées dans la plupart des modéles
phénoménologiques, ne sont pas nécessaires dans le cas du modeéle de Barut-Zanghi.

Il est remarquable de relever que le Lagrangien du modéle de Barut-Zanghi peut bien se ré-
duire au cas d’une particule sans spin (scalaire). En effet, en omettant la quantité (%) <Ez — 72)
dans (1.29), d’une part, et considérant la limite zy#z — (p* — eA")Zz, avec Zz = 3 (Zz étant
toujours une constante), il en résulte alors que :

| 2
Lscl =p.xr— 5192 + epA - %A27 (138)

c’est a dire, le Lagrangien de la théorie scalaire.



Chapitre 2

La particule de Dirac dans le

formalisme des intégrales de chemins

2.1 Le formalisme de Fradkin-Gitman

La fonction de Green causale, pour le cas d’une particule avec spin, en interaction avec un

champ extérieur, est formulée comme suit :

S¢(x1,209) = exp (yw%)/ deo/dXO/DxDererDprwM (e)
0
2

1
exp {z/ [—m— - gr A (z) +iegF,, (z) ¥
0 2¢ 2

e (xaja - m¢5> X — wnif + pyX + pec| dT
+1,, (1) 9" (0)} |g=o - (2.1)

Dans cette formulation z, e et p, sont des variables bosoniques (commutent), tandis que,
les quantités 6, x, p, et ¢ sont des variables de Grassmann (anticommutent). En outre, nous

avons les conditions initiales suivantes :

2 (0) = a, © (1) = a3, € (0) = €0, x (0) = X0, ¥ (1) + ¢ (0) = 0. (2.2)

En séparant le terme fol [pxx + peé] dr ainsi que v, (1) 9" (0), Paction est alors donnée
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par :

.2

S - /1 [—x— ~ S grA(z) + iegF, (x) Y'y”
0

2¢e 2
+i (W -~ m¢5> X — i), ] dr. (2.3)
e
Par conséquent, les équations de mouvement classiques sont :
) .2 )
SR e oy T
= <2 a1 X) + B (@) 91 = = =0, (2.4)
NN
i (M - m¢5> X =0, (2.5)
e
2it), + 2iegF, (x) ¢ — i%x =0, (2.6)
—2i1p° + imy = 0, (2.7)
d [z, H ) d 5
e (?> +x Fo(x)+ zeg@FW (x) PHy” = 0. (2.8)

2.2 Le formalisme de Barut-Duru

Pendant une longue période, le calcul du propagateur de Dirac, par la technique des inté-
grales de chemins, a buté sur un probléme majeur : ’action classique en 'occurence. Comme
lavait souligné Feynman (Ref.24), la nature purement quantique du spin rend peu crédible
toute représentation de cette quantité par des trajectoires continues.

En intégrales de chemins, et dans le cadre de la théorie des perturbations, il a été montré
(Ref.43) que le modele de Barut-Zanghi est suffisant pour décrire la plupart des processus
d’interactions connus en QED. Aussi, pour le cas de la particule libre, le propagateur est
déductible, par intégrations successives, d’apreés 'expression (Ref.42)

l

K (w3, 20) = — (X) /0 " dr exp <—z§m> K™ (2, 24) (2.9)
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de sorte que

K7 (zp,m,) = /DpD:c/DzDz exp [—%(22) :Z}
exp {Z/OT dr {p.:fc%— (%) (?z —zz)
—Z(-p) 2} (2.10)

La discrétisation de U'intervalle [0, 7] en (/N + 1) micro-intervalles de longueurs élémentaires

e conduit & ’élement de matrice suivant :

N+1 N+1
Kga <$n+1,l’0> = ]\11_120/ H ( >dzﬁdz /H pj Hd4
e =1
0N+1 ’
exp > i) (e = 2;4),
j=1
A
— <Z) [(2’8—2 )55az — Z; 56& (z — 25 1)}
- ZA‘L:p;LJ ]/YBQ ]} (211)

Notations :
IN41 = Tp, Lo = Tq
To—Ta=7=(N+1)e.

L’intégration par rapport aux variables x; donne :

N+1

z%m%mzlm/ﬁ(>wmfﬂ

d4p3

N—o0

0 (pN+1 - pN) 0 (PN - pr1) ) (pz - pl) €xXp |2 [ (pN+137N+1 - pliUo)]

N+1
expz { ( > [(zﬁ - zj 1) dgazj — zﬁélga (25 — 25 1)}
—9Ep,; Z j”yﬁazj‘} (2.12)

La présence des deltas de Dirac indique la conservation du 4-moment de la particule; i.e
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PN+1 = PN

PN = DPN-1

(2.13)

| P2 =p1=p=const,

et par suite, l'intégration par rapport aux variables p; donne :

d4

Ko (Tny1,70) = lim 7 €Xp [z’p’” (Tng1 — ﬂfo)u}

N+1

e—0
i\
B a
/ H <%) dz; dz;
j=1
N+1 A\
B _ P a_ P a a

exp Z {— (2—2) [(zj — zj;l) 0ga? — Z;0pa (zj - zj_l)}

j=1
— iep, Zf fygazf‘} : (2.14)

Revenons & la forme compactée de I'expression ci-dessus et écrivons :

d(zz)

T

—2zz. (2.15)

22— 22 =

En I'incorporant dans I'expression généralisée de Kj,, on aboutit a :

K, (py1,70) = / p [2 @ ) ]
n+1, €Xp |1p n+
Ba 1,40 (2 )4 1 0/

N+1

g (11

e—0

A 1
(;—W) exp {—55'656&2& |;”1} difdzj?“

N+1
exp Z {)\255/% (25 —25) —iep, z 'ygaz;‘} . (2.16)

Jj=1
D’aprés les équations de mouvement, on a zZz = const. De ce fait, I’expression ci-dessus se

rapporte simplement & :
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d4
Kga (anrla ‘7:0) = / ( 1 SXP |:Zp (‘Tn+1 - ‘TO)'LL]

27)
NAL oy
: 8

am [T (57) ez

e—0 J=1
N+1

exp Z {x\éf&ga (25 —254) —iep, Ejﬁ 'ygaz;?‘} .
=1

De la, on peut écrire :

, d'p -
Kjg, (Tnt1,20) = 7 &XP [@p (Tnt1 — wo)u}

(2r)
+
B
]\}'Enoo H ) dz dz

=1

ﬁexp{—zz [Z/\I—{—?Ep’}/) 2y — iA0pazi ]}

On integre, formellement, par rapport aux variables 2]6 et on obtient :

d4
G (s 20) = [ o

7r)4 exp [zp (Tpg1 — xo)u]

L’intégration par rapport aux z; en présence des fonctions delta conduit a :

d4
K3, (Tni1,20) = / ( —— exp [zp (xp — xa)ﬂ]

2m)
N+1 1
lim T . 7
]\2:803 1 [I + K7p}5a

Le quadri-moment étant constant, a la limite et & I'ordre € on a :

i) = f % [ 5, o (500),.

. N+1 dZ}l N ) . -1 a
lim /Ha—‘s{%’ — iAdga [(IA] +ep.7) ]Bazj_l}'

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)
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ou bien, simplement

K7 (xp,x,) = /(347];4 exp [ip” (xp — :z:a)#] exp (i%y.p) : (2.22)

Finalement, en remplagant dans(2.9) et en intégrant par rapport au temps total de transi-

tion, on obtient :

d*p , 1
K (zp,2,) = / (27r)4 exp [zp“ (xp — xa)u W——m

C’est exactement le propagateur libre de Dirac pour 1’électron.

(2.23)

Il est important de souligner, qu’en présence d’un champ extérieur, le calcul devient vite
inextricable. Il devient nécessaire alors de rechercher une formulation qui permet, chaque fois
que possible, d’obtenir un résultat exact. Notre démarche, au final, tend & déduire la fonction
de Green sur la base de la forme générale des deux expressions (2.9) et (2.10). C’est justement

I’'objet du prochain chapitre.



Chapitre 3

Reconstruction du modéle de

Barut-Zanghi

Nous avons souligné, dans le chapitre précédent, la difficulté a exploiter le modele de Barut-
Zanghi, en dehors de la technique perturbative. Plus précisément, sachant que le cas libre, seul,
admet une solution exacte, c’est manifestement le terme de couplage spin-champ qui constitue
I’obstacle majeur. Le présent travail a pour ambition de proposer une solution raisonnable, & ce
probléme, par 'adaptation de certaines techniques mathématiques, au demeurant, bien connues.
En pratique, 'approche proposée n’est rien d’autre que la reconfiguration du probléme initial
en celui de la particule libre, par le biais d’une transformation, a I’évidence matricielle, agissant
sur I’hamiltonien de Dirac. Cependant, I'introduction de cette transformation ne peut objecti-
vement se réaliser que par la reconstruction du modeéle de Barut-Zanghi. Si A (q) représente le
champ, lequel, de fagon trés générale, dépend de la variable ¢, le point de départ sera I’équation

de Dirac que doit vérifier la fonction de Green :
(—iv.0p —ev.A(q) —m) G (T, x4) = 0 (Tp — T4) - (3.1)

Le symbole ~ représente les matrices de Dirac, e étant la charge électrique et m la masse de
la particule. Dans ce qui suit, et pour toutes les applications a venir, on adoptera la métrique
dzag (_7 =+, -+, +) .

En notant G (23, x,) = (x| G |x,4), I'équation ci dessus se met alors sous la forme suivante :

(vp—ev.A(Q) —m)G =1, (3.2)
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ou le symbole I désigne la matrice unité, tandis que, p et ¢ sont des opérateurs.

Maintenant, soit 7" une fonction qui dépend de 'opérateur ¢, telle que :
TT ' =1. (3.3)

En outre, la fonction 7" peut bien dépendre d’un autre opérateur, soit @, lequel, est géné-
ralement une fonction de 'opérateur p. Cependant, afin d’éviter tout probléme d’ordre pour les

opérateurs, il est nécessaire d’'imposer la condition suivante :

7.Q| =0 (3.4)

Aussi, la fonction T doit en principe dépendre des matrices gamma de Dirac. Ainsi, la

forme générale de la fonction T' s’écrit :
T=T(3.0.7). (3.5)

Finalement, il est exigé que, dans le cas de la particule libre, les fonctions T' et T ~!se
réduisent & la matrice unité.

Sous ces conditions, et a partir de la relation (3.2), il est possible d’écrire
T (yp—ev.AQ —m)T'TG =T, (3.6)

de sorte que

I
=71 T. .
“ T(yvp—evA(Q—m)T (37)

Si la particule de Dirac effectue alors une transition entre deux états quelconques, repré-

sentés par les coordonnées x, et x;, de I'espace-temps (tb > ta), nous aurons :

I
) = (x| T1 T.lza), ,
Gl = ol g 5 A@ =y o 17 &
avec
-1 _ 1 ({~ A
Tb =T (QZN Qb>7) ) (39)

Ta =T (@u @m’}/) .

Par suite, la relation(3.8) peut bien se mettre sous la forme suivante :

G (2, 2) = — (%) /0 " drexp (~izm)

% (ay] T, exp ET (—iv.0 — e A@) T T |2a) | (3.10)
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o, le parametre 7 représente le temps total de transition, 7 = 7, — 7,, tandis que A\ est un
parameétre qui a la dimension d’une action. En terme plus clair, nous pouvons réécrire cette

relation sous la forme :

G (2, 20) = — (%) /O " drexp (<i%m) G (). (3.11)

avec

G™ (wp, 20) = (3] T, exp [ng (—i7.0 — e7. A Q) T’l} Tola). (3.12)

La relation (3.11) ressemble bien a (2.9). Elle constitue donc I'ultime étape dans le calcul de
la fonction de Green, une fois déterminée l'expression de G™ (3, ), par intégrations successives.

Maintenant, il est clair que G7 (23, z,) comprend l’essentiel de 'information sur le systéme
physique étudié, et c’est sur cette partie que nous focalisons notre attention. Commencons
d’abord par subdiviser I'intervalle de temps de transition en micro-intervalles, de longueurs
infinitésimales, tel que :

T=Tp—To=(n+1)e, (3.13)

ol, le parameétre € représente la longueur de chaque intervalle.

Notation :
Ty = Tn41,

Ty = Xg-

En introduisant la relation f dx | x)(z |= 1 dans chaque intervalle, et & 'ordre €, nous

obtenons :
n+1
G" (&g, ) = lim H/d4xJH/ 4 exp [ip;. (zj — xj-1)]
e—0 J=1
n+1 c
< (1) {H 1 +i5 (T) (rp; —ev-Alg)) (177)] } (Th). (3.14)
j=1
Dans 'intervalle [z}, z;_1], la fonction delta de Dirac est représentée par :
d4
3oy —ay0) = [ £ expliny oy~ 1), (3.15)
(2)

ol, le quadrivecteur p est constant.
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Etant donné que G7 (zn41, 7o) est une matrice, considérons alors I'élément G, (7,41, Zo)-

Evidemment, nous aurons :

Gho (Tni1, o) = = lim H/d4x]H/ 4 exp [ipj. (z; — xj-1)]
S (T {H 1405 1), vy —er Alg) (T7) ] } (). (316)

Maintenant, dans ’expression ci-dessus, focalisons notre attention sur la quantité entre

crochets. A l'ordre €, nous pouvons toujours écrire :

Sop+i=[T Ant V=5, —is [T ATt 317
{op—i-ZX[j(’Y-pj—eV- 7) J }op}_{ ap—ZX[j(’Y.pj—e’}/- i) J ]UP} ' (3:17)

Sous cette forme, nous pouvons exprimer cet élément de matrice par une intégrale, par

rapport a de nouvelles variables complexes. En effet, on écrit :

A €
/(;w) d_szJepr{ [(imzf, )\(T (v.pj —ev.Ay) T ) Zj—5ap2’f) 1}} (3.18)

Les variables complexes en question, ne sont rien d’autre que des spineurs de Dirac, tels

que :
= _ A0
z = 217",
! (3.19)
[1Z0, 2p] = Oop-
De plus, ces spineurs dépendent uniquement du temps :
zZ=2Z(1),
™) (3.20)
z=2z(7).

Par conséquent, 1'élément de matrice G}, (Zny1, o), dans sa forme discréte, se présente

sous la forme suivante :

n+1 d4 Oon+1
G (En170) = lim / 55 / Hd4 >3 / ( )cmzﬂ
n+1
(1), exp{zz (03— 531

—i—% Zi dop (zi - zz_l)

22 (T (vps — ey AN T, 2]} (T0) (3.:21)
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Quant a la forme compacte, cette derniére peut se rapporter & :
A
Gho (10, 74) = /DprZ / Dz, Dz, exp [—5 (Zo0op2p) :Z]
o.p
1 7 : AW B .
X (Tb )Ba exp 4t dr |p.x + ) (zaéap 2y — Zg 5gpzp>
0
_EU (,’?UP p —€ ;?O'p A) ZP} } (Ta)pa ° (322)

De facon plus générale, nous écrivons

G (zp,20) = / Dp Dz / DZ Dz exp [—%(Zz) :g}
< (T exp {z [ ar {p.:t- s (%) (:-=)
E(.p—eF.A) 2} (T (323

11 est clair que c’est en associant (3.23) avec (3.11) que le résultat final est déterminé.
Dans la derniére expression, nous avons introduits une nouvelle représentation (notation)

pour les matrices gamma de Dirac, telle que :
A =T AT (3.24)
Le Lagrangien du modele reconstruit est donc :
: YANES . . ~
L=px+ 5 (zz—zz)—z(fy.p—ev.A) z. (3.25)

Ce dernier présente de grandes similitudes avec celui de Barut-Zanghi. Par ailleurs, puisque
dans le cas libre (A = 0) nous avons T'=T ! = I, c’est a dire lorsque 7" — ~*, les équations

de mouvement sont : )

j)u =0 — p = const,
-
r =zytz,
| ! (3.26)
Z= _iz’yup;u
\ z = 1Y puz.

De plus, si on considére que H = m (particule libre), alors, suivant le modele de Barut-
Zanghi, la solution pour la quadrivitesse se présente sous la forme (1.32), ot on reconnait
la description de Schrodinger (Ref..41) & propos du mouvement de I’électron, & savoir, la su-
perposition du mouvement de translation du centre de masse et d’un terme oscillant, lequel,

justement, fournit une interprétation du degré de liberté de spin.
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La construction qui vient d’étre faite, en considérant les conditions imposées, est trés gé-
nérale. Lorsque la transformation 7" est déterminée (ou connue), les expressions (3.23) et (3.11)
sont susceptibles de donner un résultat exact. Dans le chapitre suivant, justement, nous allons
aborder quelques applications, pour lesquelles, la détermination de la transformation 7" ne pose

pas un probléme majeur.



Chapitre 4

Applications

Dans ce chapitre, nous allons aborder certains cas d’interactions, pour lesquels, une solution
exacte est possible. FEu égard aux conditions imposées lors de la construction, il a été constaté
que le cas d’interaction le plus simple est celui o le champ se présente sous la forme d’ondes
planes. A ce titre, nous allons considérer, dans un premier temps, le cas d’une onde plane élec-
tromagnétique, puis, le cas de deux ondes planes électromagnétiques dont les vecteurs d’ondes
sont orthogonaux, et finalement, le cas d’un champ gravitationnel faible. Pour les autres cas

d’interaction, le probléme est toujours sous investigation.

4.1 Cas de onde plane électromagnétique

La résolution de I’équation de Dirac, pour le cas d’une onde plane électromagnétique, a été
réalisée, la premiere fois, par Volkov ([64]). Depuis, ces solutions ont été trés largement utili-
sées, principalement, dans ’étude des processus de diffusion en présence des champs intenses.
Ainsi, les solutions de Volkov ont été utilisées dans I’évaluation des modifications induites par
un maser ([65]) dans la diffusion photoélectrique, ou bien, pour I’étude de la diffusion multi
photonique relativiste dans le processus inverse du rayonnement de freinage ([66]), ou alors,
pour la généralisation du processus de diffusion de Klein-Nishina, pour inclure une dépendance
explicite par rapport a l'intensité du champ externe ([67]). Il faut signaler aussi que 1'usage
des solutions de Volkov demeure controversé. A titre d’exemple, 'existence de I'effet Compton

non linéaire est conditionnée par la représentation de I’électron, avant et apreés l'interaction,
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par des états libres (voir Ref. 67). Cependant, les solutions de Volkov présentent deux aspects
remarquables. Le premier réside dans ce qui a été montré par Volkov lui-méme (Ref. 64), a
savoir, que la solution pour le cas de la particule de Dirac, implique une solution similaire
pour une particule de spin zéro (Klein-Gordon). Le second aspect est celui élucidé par Taub
([68]), a savoir, que les solutions pour le cas de 1'onde plane électromagnétique peuvent bien
étre déduites & partir de la solution libre, moyennant une transformation de Lorentz. Bien plus
tard, il a été montré, toujours pour le cas de 'onde plane, que pour les particules de spin < 1,

les solutions peuvent toutes se rapporter a la forme ([69])
U (z)=ULTx (), (4.1)

ou x (x) représente la solution libre, alors que ULT représente le produit de transformations
de jauge locale (U), de Lorentz (L) et de déplacement (7).

C’est ce dernier aspect, surtout, qui a été adapté, pour le cas de la fonction de Green
causale sachant que c’est une matrice. Pour rappel, le cas de ’onde plane électromagnétique est
caractérisé par la quantité ¢ = k,a#, k, étant le vecteur d’onde et z* le quadrivecteur position.

Aussi, en attribuant une masse nulle au photon (au repos), il en découle que :
k, kM = 0. (4.2)

Dans ce cas, la jauge de Lorentz s’écrit

dk.A
X N

0, A" (k.x) = 0. (4.3)

Cette condition implique que k.A = Cte. Par soucis de simplicité, nous choisirons cette

constante nulle. Par conséquent, et pour ce qui va suivre, nous aurons toujours
k.A=0. (4.4)
Maintenant, sachant que dans le cas de 'onde plane nous avons :
qg=k., (4.5)
alors, exploitant la condition (3.4), nous choisissons :

Q = k.p. (4.6)
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C’est a dire, que nous avons bien
[k.p, k.z] = 0. (4.7)
La forme générale de la transformation 7" est donc :
T=T(kZxkp,). (4.8)

Comme indiqué plus haut, le role essentiel de la transformation 1" consiste en la reconfigu-
ration du probléme initial en celui de la particule libre. En pratique, cela revient a éliminer la

quantité A = v.A. Le résultat recherché se présente, en principe, sous la forme suivante :
T (p — eA) 77! — P+ terme

De fagon générale, les quantités en présence sont p, A et [, en plus de leurs combinaisons.

A Tanalyse, il est raisonnable de chercher une solution du genre
T(p—ed) T =p+0(ka kp)k, (4.9)

on, la quantité 0 (k.x, k.p) est sans matrice de Dirac. Le choix exprimé ci-dessus est justifié par
le fait que, le vecteur d’onde k* étant constant, il est possible de redéfinir la quantité p* + 0k
en pt. Cela s’appelle un "Shift".

Il n’est pas difficile de remarquer que :
(KA, p] = 2p. A — 2k.pA4, (4.10)
et,

(KA, A] = 247K, (4.11)

otl, dans les deux cas, la propriété suivante a été utilisé :

ith + b = 2ab. (4.12)

Par conséquent, en rappelant que dans le cas libre la transformation 7" se réduit & la matrice
unité, il n’est pas difficile de voir que pour :

e

T=1-
2k.p

kA, (4.13)
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et

T'=1+ QZ.p KA, (4.14)

le choix exprimé en (4.9) est réalisé, avec

2
0 (k.x,k.p) = _k:ip <e p. A— %A2> . (4.15)

La transformation 7" étant déterminée, I’élément de matrice en (3.22) devient

A
Ba (T, T4) = /DprZ/DEU Dz, exp {—5 (Zod0p2p) :Z}
a.p

x [T (k.p, k;.a:b)]ﬁg exp {z/ dr [p.:b
0
AW _ :
+ <3) <z050p 2p — Zo (5Upzp)
_ 1 e?
—Z5 (7Up.p — k:_p (e p. A— 5142) %,p.k) zp} }

% [T (k.p, k.2a)] - (4.16)

A ce stade, il ne reste plus que les opérations d’intégrations successives qui doivent nous
mener au résultat final. Cependant, et & cause de la dépendance en k.z de plusieurs facteurs,
Iintégration par rapport a la variable x est inextricable. Il faut donc opérer une séparation

entre k.x et z. Pour ce faire, introduisons, dans 'expression ci-dessus, I'identité suivante ([70])

/ Ay Ay 6 (0 — kota) 6 (6 — b0 — k. (25 — 7)) = 1. (4.17)

On a donc :

A
G, (Tp,24) = DpDx Dz, Dz, exp [—— (ZoOop2p) |:i} doy, do,
’ / ;/ 2 / b
0 (¢a - k'xa) 0 <¢b - ¢a — k. (xb - Zl'a))
x [T (k.p, ¢b)]/50 exp {2/0 dr [p.:t

VAN _ .
+ (?> (zg(SUp 2p — Zo (5,,pzp)
_ 1 e?
—Z, (%p.p— k:_p <e p. A— ?A2> 7@,]{;) Z,,} }

X [T (k.p, 64)] o (4.18)
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Suivant la discrétisation adoptée, et si ps est une constante, alors nous pouvons écrire :

N+1

(00— =k (on =) = [ T[a0, ][0 (a0, — b0z

1L |

ot, Ar; = x; — x;1 et Agp; = ¢; — ¢; ;. L’élément de matrice en (4.18), aprés arrangement,

N+1

dpe; .
H 2;.;;:] exp [2p¢j (Agbj — k:.Aa:j)} , (4.19)
j=1

devient :

Ba (T, T4) = /Dpr/D¢Dp¢Z/DEUsz
o,p
A
exp {—5 (Zobap) :z] [ oy 46,56, ~ k)
X [Tfl (k.p, ¢b)]60 exp {z/ dr {(p — pok) T + pyd
0

AWA _ :

+ <3) (zg5gp 2p — Zo 5Upzp>
1 e

—Z5 <7(,p.p ~ ko (e p. A— 5142) vap.k) zp} }

X [T (kp, b)), - (4.20)

En changeant p — pyk en p, et en intégrant ensuite par rapport a z et p, respectivement,

on obtient :

Gho (Th,70) = / (;i:; exp [i p. (zp — x4)] /D¢Dp¢

A
E /DZ7 Dz, exp {—5 (Zo00p2p) :21
a,p

/ 06,6, 8 (6, — k.4)
< [T (kp, d)] 4,

X exp {z/ dr [p¢¢+
0
AN _ .
+ (5) (zg(Sgp 2p — Zo (50,)2,))

~Zo (Vop0 + (Do +0) 75, k) 2] }
X [T (k-p; $4)] o - (4.21)
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Par suite, on transforme pg + 6 (k.p, ¢) en p, de sorte a avoir :

G (a0, 70) = / %exp i p. (25— )] / Dé Dp,

Z/DZJ Dz, exp {—% (Zobop2p) :Z}
/dqbb dp, 0 (¢, — k.z4)

; o 2
exp {k—p /¢ do (ep.A (9) — 5 A’ <¢>)

< [ (b 0],
X exp {z /OT dr {p@b
A : .
+ (é) (505@ 2p — Zo 50pzp)

~Zo (YopP + Vop-kPo) 2] }
X [T (k-p; 8a)] o (4.22)

ceci, sachant que la quantité 6 (k.p, ) ¢ est une phase classique qui ne dépend que du point
initial et final.

Maintenant, I'intégration par rapport aux variables ¢ et p,, respectivement, donne :

, d'p . dpy
Gatrnz) = [ Ghrewliv -] [ §2

A
Z/DEU Dz, exp {—5 (Zobop2p) :Z]
o,p

[ 96,506, ~ k)
exp [ipy (¢ — Dy )]
oo i [0 (en-a0)- G )
< [T7" (k.p, &y)] 4,
X exp {z /0 dr K%) (z,aap P 50,):;;,))
~Zo (Yoo P+ Vop-kPs) 25 }
X [T (k.p, B)] o - (4.23)
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A présent, on change p + kpg en p. Aprés arrangement, on a :

T d*p dp
Gha (T, 70) = /(%)4 exp [i p. (z, — Ta)] 2—;

Z/DZJ Dz, exp {—% (Zobop2p) :Z}
o.p

/ 0y 46,8 (6, — k)
exp i (6 — b0 — k. (25 — 7))

~Zo (Yo,-P) %] }
X [T (k-p; @) o - (4.24)

En intégrant par rapport a p,, ensuite, par rapport a ¢, et ¢,, respectivement, on obtient :

3 = & exp |z —x
o) = [ S lrelip (r =)

_ A i
xZ/DzU Dz, exp {—5 (Zo00p2p) 71;1
ap

X exp [kz /kmb do <ep A(p) — %2142 (¢))

Ta

X [ kp,kmb)]ﬁg

A .
X exp { [(51) Zo0op 2p — 2o 50pzp>

2 () 51}
X [T (k.p, k.za)] , - (4.25)

Il reste, maintenant, & absorber par intégration les variables Z et z. Pour cela, considérons,
sous sa forme discréte et aprés arrangement, le membre réduit des intégrales de chemins suivant :

400 N+l ’L/\ n+1
. y 1
nh_}rxolo H (27‘(‘) dzldz) Hexp 7 (I — X’y p> . 2 — bop2)” . (4.26)

—00

e—0 Jj=1

Aprés intégrations, successivement, par rapport a Z puis a z, la forme précédente se rameéne
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a I’exponentielle suivante :

n+1
lim ] | (1_

e—0

- p) ) = [exp( i p)} L (4.27)

L’élément de matrice en (4.25) devient :

£
)\

d4

G o) = gt 7 (1= 20)

X exp [klp /:.mb do (ep.A (¢) — 6—2142 (¢))

Ta

XZ Y(k.p, k. xb)} [exp ( 3 p)]gp [T (k.p, k.xa)l,, . (4.28)

Ce qui revient a écrire, simplement,

G™ (T, 74) = / (5754 exp [i p. (zp — o))

X exp [k:ip /kmb do (ep.A (@) — 62—2142 (¢))

x [T~ (k.p, ]:;b)] [exp( —. p)} T (k.p, k.x,)]. (4.29)

A

Finalement, en insérant I’expression ci-dessus dans la relation (3.11), et aprés intégration
par rapport au temps de transition, nous obtenons

= d4—pex . (xp —
G (Tp, Ta) = /(%)4 p [ip. (26 — 24)]

X exp [klp /k o do (ep.A (¢) — %2/9 (¢))

Zq

x (I + ipm (k.xb))
X (I . ﬁm (k.ma)) . (4.30)

Cette expression représente donc la fonction de Green pour un électron soumis & un champ

d’une onde plane électromagnétique.
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4.2 Cas de deux ondes planes électromagnétiques ortho-
gonales

Le probléme de deux ondes planes électromagnétiques, dont les directions de propagations
sont orthogonales, ne difféere pas trop, de part la construction, du cas d’une seule onde plane
électromagnétique. Toutefois, du point de vue du calcul pratique, de nouvelles contraintes sont
induites par ce probléme, en premier lieu, la condition d’orthogonalité. Concrétement, si ki et
kS représentent les deux vecteurs d’ondes relatifs, la condition d’orthogonalité s’exprime alors

comme

key.ks = 0. (4.31)

Aussi, si A (k1.z) et B (kq.x) représentent les deux champs en question, la jauge de Lorentz

conduit a

Pour ce qui concerne la transformation 7', dans notre cas, on peut supposer, objectivement,

que sa forme pourrait étre :

T =T\ Ty, (4.33)

ou, 1T et Ty représentent les transformations relatives au premier et au second champ, respec-
tivement. Lorsque I'un des deux champs devient nul (77 ou T3 égal a l'identité), le probléeme
se réduit alors au cas d’une seule onde plane. De plus, pour qu’il n’y ait aucune ambiguité a

propos de I'ordre des opérateurs, pendant la construction, nous imposons la condition suivante :
[T, Ts] = 0. (4.34)

Cela revient & choisir, lors de la construction, la forme suivante pour la transformation 7" :

T =T (k1.p, k1.7,7) Ty (ko.p, ko T, ) . (4.35)

L’élément de matrice de la fonction de Green se présente alors sous la forme :

A
Gho (T, 74) = /DprZ/DEUsz exp [—i(zégpzp) :’;]
a,p

X (Tb—l)ﬁg exp {Z/o dr [p.i + <%) (?(,5(,,, 2p — Zo 50pép>

—Z (%—p D= €%,y .V) zp} } (Ta)pa , (4.36)
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ou V# = A" (ky.x) + B* (kg.x), et avec toujours 3" = T * T 1.
Il est clair que pour

e
Th=1- 4.37
1 lepkA7 ( )

et,

T, = 2k2 kB, (4.38)

la condition imposée en (4.34) est effectivement vérifiée. En résumé, nous avons :

T(p—eV)T™" =p+ 01k + 02k, (4.39)
avec,
1
(91 = 91 (k,’l.p, k,’lflf) = - (6 p. A— —Az) (440)
k1.p
et,
62 = 92 (kg.p, kQI) —L <6 p. B — —B2) (441)
ka.p

Par conséquent, 1’élément de matrice de la fonction de Green devient :

Gho (Th,74) = /DprZ/DZ, Dz, exp {—g(za&pzl)) :z}
a,p

X (bel)ﬁa
7 . AN _ :
X exp {z/ dr {p.x + (5) (zaéap Zp = Zo 0opZp
0
—Z (70,)-29 —1—917@.]@1 + 027@.]{2) zp} }
x (T,)

N———

(4.42)

oo

A présent, nous allons déterminer la fonction de Green par intégrations successives. Pour ce

cas aussi, la dépendance en ki.z ou en ko.x de certains facteurs rend inextricable I'intégration

par rapport a la variable x. De méme que pour ce cas, on introduit les identités suivantes
(Ref.70) :

[ dy doy 6 (¢ — F1.2a) 6 (¢ — G — K1 (2 — @0)) = 1,

(4.43)
fdfb dS, 0 (&, — kaa) 6 (& — & — k. (1 — ) = 1.
Suivant la discrétisation adoptée, et pour le cas de 'onde plane, on a :
N+1
5 (6 — b — k. (2 — 1)) = /Hd¢ H6 A, — ky.Azy)
N+
/ Hd¢ / (D¢, — ki.Ax)] (4.44)
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et
N+1

5(& — € — ko (3 — 7)) = / de 19 (46 o)

N+1

/Hd§ /H Pej exp ngj Afj —kg.ij)}, (4.45)

ou, les quantités py et pe sont des constantes. L’élément de matrice de la fonction de Green,

apres arrangement, devient :
Gl (T, 7a) /DpD:p/DqSDp¢/D§DpE
> [ 7 Dryep |5 a2

/ A6y A, § (60 — Fr.a) / de, d, 6 (€, — ko)
X [T_l (k1.p, ka.p, ¢b7€b)}50

X exp {z/ dr {(p — pok1 — peka) @ + pyd + pek
0
AW _ .
+ (§> <zo5op 2p — Zo 5opzp>
—Z5 (PYcrp'p +9170p'k1 + 9270p'k2) Zp] }
X [T (1.9, k-, 60s €2)] - (4.46)

On commence par changer p — pgki — peks en p, ensuite, utilisant la forme discréte, on

intégre par rapport a z et a p, respectivement. Il en résulte que :

d4
G (xp, xa) = /(27r)4 exp [i p. ( /D¢Dp¢/D§Dp5

Z/Dza szexp{ 3 (Zo00p2p) :Z}

/ 0y Ay, (6, — k) / 06,06, 5 (€, — ko)
X [T_l (kl-p7 k2'p> ¢b> 55)],80’

X exp {’L/O dr [pngﬁ +pgf

AW .
+ (5) (zaéap 2p — Zo (50,,2;,)
~Zo (Vop D+ (Do + 01) Vop-kr + (De + 02) Vg p-K2) 2] }
X [T (k1.p, k2P, G €] e - (4.47)
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Maintenant, on change pg + 01 et pe + 05 en py et en pe, respectivement. Tenant compte

aussi du fait que 61¢ et 05 £ sont deux phases classiques, ’expression ci-dessus, aprés intégration

sur ¢, pg, & et pe, respectivement, devient :

Gga (ij, .Z'a)

J vt e 2 ] 8

Z/ngszexp{ = (Z5005p2p) Ta]

/ A6y db, § (60 — Fr.a) / de, d, 6 (€, — k)
X exp [ipg (o, — 0,) +ipe (& — &4)]

! d A < 2
<o [ / o (cr-at0)- 522 0)

s [Tt (.m0 - 5800

x [T~ (k’1.p, ka.p, gbb’fb)l@’g

7 AN _ .
X exp {Z/O dr {(5) (205@ 2p — Zo 50pzp>

—~Zo (Yop-P + PoVop-k1 + PeVop-k2) 2] }
X [T (kl -p, k2'p7 ¢a7 ga)]pa . (448)

Apres cela, on change p + pgki + pe k2 et on integre ensuite par rapport & p, et pe respec-

tivement, puis par rapport a ¢, ¢, , &, et £, , respectivement aussi, I’élément de matrice de la
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fonction de Green devient :

Gho (T, 74) = /(;lTp;Zl exp [ip. (zp — x4)]

_ A .
XZ/DZJ Dz, exp {—5 (Zo005p2p) |T’;}
a,p

con [ e [ ao (enao) - S 0)

kl'p k1.2q
[ g (ep-Ble) - S B2
+@ . f(ep. (€) 5 (f))}

x [Tfl (k1.p, ka.p, k1.Tns1, k’z-ﬂinﬂﬂ o
T Al : .
X exp {z/ dr {(E) (3050,0 2p — Zg 50,02,0)
0
~Zo (Vo) 2]}
X [T (k?l.p, ]{72.]), ]{31.{)’}0, ]{fg.xo)]pa . (449)
Pour ce qui concerne 'intégration par rapport a z et z, elle conduit exactement au méme

résultat trouvé pour le cas de 'onde plane, & savoir que :
d*p

Gho (T, 74) = / 2n)

. k1.7 2
e e R C I )

7 €xp [ip. (zp — 24)]

S o
+@ . d§ (GP-B(f)_gB (f))}

X Z [Tfl (kl -, ko.p, k1w, k’2-ﬂfn+1ﬂ 8o
o.p

[ ()],

X [T (kl.p, k‘g.p, l{?l.Io, kQ.Io)]pa s (450)
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ou alors, simplement

T = ﬁexi Ty — T
& @) = | oyt P (0 = )

<o [t [ ao (a0 - G4 0)

1.p 1.Zq

e (ep.B ©-Sp (5))}

+—
k2‘p ko.xq 2

< [ ()

X [T (kl D, k?'pa kl--jjOa kg..fo)] ) (451)

Finalement, aprés 'insertion de cette relation en (3.11) et intégration par rapport au temps

de transition, nous obtenons le résultat recherché, a savoir :

G (zp,1,) = / (d—]’l exp [ip. (zp — 4)]

2
,/T) i k1.xp e2 )
i ko.xyp, 62
v [ (rB0-5710)

X exp (2ki.p%1A (ky.xp) + @%2% (kz.xb))

1
X—

(p—m)
< exp (—Lklm.xa)— -y <k2.xa>). (4.52)

2]{31]9 2]{?2]7

C’est la fonction de Green pour un électron en présence de deux ondes planes, de directions

de propagation orthogonales, conformément a la littérature ([71] et [72]).

4.3 Cas d’un champ gravitationnel faible

La théorie de la relativité générale est, sans conteste, 'une des plus belles théories physiques.
Oeuvre colossale d’Albert Einstein, cette théorie, éminemment intuitive de par sa construction,
place I'espace-temps comme acteur principal de 'interaction gravitationnelle, & travers le role

de quantité dynamique joué par le tenseur métrique. Elle n’a cependant pas connu que des
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réussites, en témoignent les difficultés enregistrées notamment en cosmologie, ot les champs
gravitationnels deviennent trés importants. Du point de vue des mathématiques, ceci tient au
fait que, lorsque le tenseur métrique se présente sous une forme non diagonale, celle 14 alors,
n’est pas trés convenable dans les calculs pratiques ot les équations d’Einstein deviennent in-
touchables. Albert Einstein dut méme reconsidérer sa position sur le probléme de la singularité
a Dorigine du Big Bang ([73]), reconnaissant que ses équations ne pouvaient pas décrire cor-
rectement un état avec une densité de matiére infinie, ni de prédire 'expansion de I'univers,
car, ces mémes équations ne reproduisent que le cas stationnaire. Ce genre de restriction a fait
que la théorie de la relativité générale, tant "sacralisée" au début, soit objectivement critiquée
dans ses fondements mathématiques mémes, puisque, il était devenu clair que ses équations
ne pouvaient pas trouver a chaque fois leurs solutions analytiques, mais, que cela est possible
seulement dans l'approximation du champ faible. Ainsi, et a ’échelle de notre systéme solaire,
la théorie de la relativité générale se montrait assez efficiente pour expliquer certains phéno-
meénes, comme celui de la déflection, au voisinage du soleil, de la lumiére provenant des étoiles
lointaines, ou bien, pour le cas des corrections apportées a la précession de la planete Mer-
cure. Dans le cas de 'approximation du champ faible, ou ce qui désigne la version linéarisée
des équations d’Einstein, tout se passe comme si le champ était une perturbation de faible
amplitude dans un espace-temps plat, ce qui permet de ne considérer, dans les calculs, que les
termes de premier ordre. D’un autre coté aussi, et toujours dans ce cas de figure, il est & noter la
ressemblance entre les équations linéarisées et celles de la théorie de 1’électromagnétisme. Cette
analogie laisse envisager, tout comme pour les équations de Maxwell, une solution sous forme
d’ondes planes gravitationnelles se propageant a la vitesse de la lumiére. En effet, les équations

d’Einstein du champ, reliant le couple matiére-énergie avec la courbure, s’expriment par :

1
G =R, — §gWR = 87T (4.53)

Dans ’expression ci-dessus, 7, et R représentent le tenseur et le scalaire de Ricci, G,
et g, notent le tenseur d’Einstein et le tenseur métrique, et 7, le tenseur impulsion-énergie,
respectivement. Bien que ce ne soit pas apparent, il s’agit d’un ensemble d’équations différen-

tielles de second ordre, lesquelles, sous certaines conditions, peuvent se rapporter a la forme,
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bien connue, des équations d’ondes. Essentiellement, et au départ, il s’agit de considérer un
espace-temps de faible courbure. En effet, si 1, représente le tenseur métrique de ’espace-

temps plat, on écrit dans ce cas :

G () = 1, + Py (1) (4.54)

avec

|huw| << 1. (4.55)

Par conséquent, en négligeant tous les termes d’ordres supérieurs en h,,,, nous écrivons :
g (@) =" — " (2), (4.56)

ou, dans ce qui suivra, tous les indices sont élevés ou abaissés en utilisant 7" et 7 ,,.
Pour obtenir la forme linéarisée des équations d’Einstein, il est nécessaire, tout d’abord, de

réécrire les symboles de Christoffel dans cette configuration méme. Ainsi, puisque nous avons :
p 1 pv
Faﬁ = ig (ﬁﬁgm -+ 8ag51, — 8,,ga5) s (457)
alors, considérant (4.55), nous obtenons :

1
foﬁ = énpu (8Bh,,a + 6ah5,, - 8Vha5) . (458)

Par conséquent, le tenseur de Ricci devient :
R, = 0,17, — 0,
1
= 3 (8,0ah®, 4+ 0,05h°%, — 0 Ouhy, — 0,0,h%,) . (4.59)
D’un autre coté, le scalaire de Ricci peut simplement se réduire a R = ¢g"" R, ~ n*"R,,,,

de sorte que :

R=n"R,, = 0,0,h" — Oh, (4.60)

ou 0 = —0? + 2, représente de Dalembertien.
A présent, tenant compte de la forme du tenseur et du scalaire de Ricci, les équations

d’Einstein s’écrivent :

0,051, + 0,0uh%, — OOl — 0,0, % — 1,0, (0,0, 1" — TOh) = 167T,,. (4.61)
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A ce stade, il y a encore besoin de rajouter des restrictions supplémentaires, qui vont nous
permettre de simplifier, encore plus, I’équation ci-dessus. A cet effet, et en remarquant que
la décomposition exprimée en (4.54) ne spécifie pas complétement le systéme de coordonnées
dans I’espace-temps, il est utile, dans pareil cas, d’imposer une jauge spécifique appelée la jauge

coordonnée ([74], [75] et [76]). Cette derniére est équivalente a :

9Ty, =0, (4.62)

A la limite du champ faible, ’expression ci-dessus meéne & :
A 1 «
o>, — Eauh ., = 0. (4.63)

Dans ce cas, il est possible d’imposer les conditions suivantes :

A
O, =0, (4.64)
et
he, = 0. (4.65)
Par suite de ces nouvelles conditions, les équations d’Einstein s’écrivent :
Ohy = —167T),,. (4.66)
Maintenant, I’'ultime étape consiste a considérer le probleme dans le vide, c’est & dire, avec
T, = 0. Les équations d’Einstein se présentent finalement sous la forme suivante :

Oh,,, = 0. (4.67)

C’est une équation de propagation, qui admet I'onde plane comme solution. On peut donc
écrire :

h (k.x) = fu.x (k) , (4.68)

avec, k, le vecteur de propagation (constant) vérifiant la condition k,k* = 0, f,, un tenseur
symétrique constant et y une fonction dépendant uniquement de la quantité k.x. De plus, la

condition (4.64) revient a

K fr = 0. (4.69)
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Maintenant que la perturbation considérée est clairement identifiée, I’équation de Dirac

que vérifie la fonction de Green s’écrit alors :

{4%(@—%mdmmyl—mLNm@J:M%—%% (4.70)

ou, v représente les matrices de Dirac telles que la relation {7, v} = 2n*" est admise comme
étant une bonne approximation, et m étant toujours la masse de la particule.

Dans ce cas aussi, la construction détaillée au Chapitre III reste valable avec, de facon
générale,

T =T kZ k). (4.71)

Par conséquent, 1’élément de matrice représentant la fonction de Green est obtenu sous la

forme :

A
Gho (Th,74) = /DprZ/DEC,DzP exp [—E(Z,égpzp) :Z]
o,p

T . A1 . .
1 . _ _
x (T, ),Bp exp {Z/O dr [p.x + (?) <zg SopZp — Zo 5Upzp>
_ [~ 1.
—Z, (”ng-p — §'ygp.h (k.z) .p) zp} } (Ta>pa' (4.72)

Autrement, si on considére la fonction de Green, elle s’écrit sous la forme
T _ A
G (Tp,a) = DpDzx | DZDzexp -3 (Z2) |7

< T, exp {z /OT dr [p.:t + <%) (?z - zé)
(o rnens) L -

Les résultats obtenus, pour les cas précédents, nous encouragent & opter pour le méme

choix, a savoir :

1
T ['y.p — 57.h (k.z) .p] T7!' = P+ 0k, (4.74)
oll, # est une quantité sans matrices de Dirac.
On peut postuler que la forme la plus générale, admise pour la transformation 7!, par

exemple, pourrait étre :

T—l =]+ Sodd_,_seven’ (475)
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oll, S et Seve" représentent toutes les combinaisons possibles des principales quantités, a

savoir, p, ¥ et h,,. Cependant, nous pouvons remarquer que

[v.p, (v-k) v.h.p| = (2k.p) 7.h.p — 2 (7.k) p.h.p, (4.76)
et
[v.h.p, (v.k) ~v.h.p] = 0. (4.77)
De ce qui précede, si on choisit :
T =1 (k) yh (k) (4.78)
= T ). ) .p, .
et
1
T'=1+-— (ky)vy.h(kz). 4.
+4k-p( 7)7-h(k.x) p, (4.79)

la relation (4.74) est alors réalisée, de sorte que :

1
0= —%p.h (k.x) .p. (4.80)

Maintenant que la transformation 7' est connue, on se propose de déterminer la fonction
de Green, par intégrations successives, a partir de ’expression suivante :

A (s Foo bl N\
o (@ns1,20) = lim / ]Hl P / ]Hld xjazp /_ ) ]Hl <%) dzl dz]

e—0

[T~ (k2. kp)] 4,

n+1
) A . .
Xexp{z E [pj.(xj —.Ij_1>—|-; Z] 0ap (2 — 2071)

j=1

x [T (.o, kD)), - (4.81)

Dans ce cas aussi, et pour les mémes raisons évoquées dans les deux applications précé-

dentes, nous introduisons 'identité suivante (Ref.70) :

/ 0y Ay 6 (6, — koita) 6 (6 — b — k. (25 — 7)) = 1. (4.82)
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Apres insertion de la contrainte ci-dessus, 1’élément de matrice sous sa forme compacte

devient :

Gho (Th,74) = /Dpr/D¢Dp¢/d¢b do, 6 (¢, — k.x,)
A
Z Dz, Dz, exp [—— (Zo00p2)) :Z}
U’p/ P 5 pZp
X |:T71 (¢b7 kp)lgo-

X exp {Z/o dr {(p — pok) Z+ p@ﬁ

+ (%) (22— 22) = 2, (v.p +07.k),, Zp] }

X [T (¢q:k-P)] e (4.83)

oll p, est une constante. On commence d’abord par changer (p — pyk) en p, et ensuite, on

intégre par rapport a x et a p, respectivement, pour obtenir :

4
Gho (Th,74) = / (;i:; exp [i p. (xp — x4)] /D¢Dp¢ / doydo,d (¢, — k.xz,)
A
X Dz, Dz,exp {—— (Zo00p2p) :Z}
z/ 2
X [Til ((bb’ k'p)}ﬁg
T ' MAWE :
wlil 4 A\ (L
X € p{z/o T {p¢¢+<2) (zz zz)
~Zo (v-p+ (ps +0) v.k),, zp} }

X T (@as k-D)] o - (4.84)

A présent, on transforme la quantité (p, + ) en ps. Or, la quantité §¢ étant une phase

classique qui dépend du point final et celui initial, il en résulte, aprés intégration par rapport
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a ¢ et a py, respectivement, que :

, d'p . dpy
Gatrnz) = [ ks evliv. —m) [ 52

A
;/Dioszexp {—5(70(5@%) :‘;}
/ 06y ddy 8 (60 — k.0) exp ipy (& — 6,)]

i P
X exp {% /% p.h(9) .pd(ﬁ}
X [Til (¢b7 kp)]lgg

X exp {z/OT dr K%) (?z —22) ~Zo (YopD + P Vop-k) zp} }

X [T (@g: kD)) o - (4.85)

On procede, a ce stade aussi, & un shift en changeant (p + k.p,) en p. Par suite, 'intégration

par rapport a py, ¢, et ¢, respectivement, donne :
d*p
Gp,, (xp, x4 :/—ex ip. (xp — x4
T (T, Ta) ) plip. (), — za)]

Z/DZ,szexp {—%(Za%pzp) :Z}
o.p

. k.xyp
X exp [ﬁ | ph) .pdcb]

k.xq

X [T71 (k-pg, kp)] 4,

X exp {Z/O ir [(%) (32 = %) = % (1,0) zp] }

x [T (k.zo, k.p)] o - (4.86)

Pour ce qui concerne l'intégration par rapport aux variables Z et z, elle s’effectue, quant
a elle, de la méme maniére que celle exposée dans les deux cas précédents. En somme, nous
obtenons :
d*p

G[Tﬁa (y,74) = /W exp [ip. (zp — 4]

X exp {%p /k zmbp-h(cb) .pdcb]
XZ (Tb_l)ﬁa exp [(z%py)} (T%) ey - (4.87)

ap
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On déduit facilement alors que :

T = d4—pex . (xp, — x
G () = | el (5~ )

 exp [% / kph <¢>p.d¢]
x (T,7') exp [(z%p’y)] (T,) - (4.88)

Finalement, 'insertion de 1’expression ci-dessus dans (3.11), et 'intégration par rapport au

temps de transition, conduit & :

B d*p . .
G (zp,24) = /(2ﬁ)4exp[zp-(fﬂb o)l

. k.xy
X exp {ip / p-h () -pd¢}

k.xq

1
X [I + Thp (k.v)w.h.p]

—_

X

(p—m)

« {1 - ﬁ (k) v.h.p] , (4.89)

c’est a dire, la fonction de Green pour une particule de Dirac, en présence d'un champ gravita-

tionnel faible, conformément a la littérature ([77], [78] et [79]).



Chapitre 5

Les transformations canoniques

On se limitera, dans cette étude, aux cas de deux ondes planes orthogonales (le cas d’une

onde plane est facilement déductible), et d’un champ gravitationnel faible.

5.1 Cas de deux ondes planes orthogonales

Pour ce cas, et connaissant la transformation 7', 'expression générale du Lagrangien est

donnée par :

dp? % d 2
@w z A—Sp2
dr 5 D) (ep
kb d e2
l{;j.pzk?zd(ka. ) <ep.B — 532) : (5.2)
et
dz? e 54 e?
— = 2Pz +Zk, 2 AP — 1 (e .A——AQ)]
dr K g [p.k‘l (k)2 \ 7 2
e 54 e?
+Zkyz Br— 2 (e B — —Bﬂ . 5.3
e |57 = s (a8 - (53)
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En multipliant ces deux équations par ki, (ks, respectivement), nous obtenons

dpl{fl dpk’g
pu— pu— 04
dr dr 0 (5-4)
dkq.x _
dks.x _
d27' = —Zky2. (5.6)

Maintenant, en combinant (5.2) avec (5.5) et (5.6), nous déduisons :

a4 {pp R <ep A— —A2> K (ep.B - 6—232)] —0. (5.7)

dr p.k1 p.ko 2
On voit bien que la quantité entre crochets est une constante de mouvement :
k1 2 kS 2
PP =pf— A——A B——B = C'te. 5.8
L (ep ) ks (ep 5 ) e (5.8)
Pour la quadrivitesse, en utilisant (5.5) et (5.6), nous obtenons aussi :
dz? _ dk,.x { e kY ( e? 2)}
— = —zyz- — A — epA— A
dr e P e Y
dks. K 2
et [LBP S (ep.B - 6—32)] . (5.9)
dr | p.ks (p.ks) 2

Puisque la quantité P? est une constante de mouvement, il est possible de ramener la

derniére équation a la forme suivante :

% = TEYE P.ek;l%/m i [Ap Pk;l (-3 ﬂ
_Pka% " e [Bp Pkl; (P.B- §B2>] . (5.10)
Donc, si on pose :
Xr = af+ Pikl s {AP - ]flil (Pa- gAﬂ
+Pfk2 /k”dg [BP ]f]; (P.B - —32)1 (5.11)

et en utilisant les nouvelles variables P et X, nous obtenons, finalement, les équations de

mouvement d’une particule libre, a savoir :

apr

— =0 5.12
dT Y ( )

axr

— = -2z (5.13)

dr
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ol, les mémes propriétés ont été utilisées. On peut voir que lorsque A = B = 0, ces derniéres
équations demeurent celles d’'une particule libre.
D’un autre coté, il est intéressant de relever que la transformation (x,p) — (X, P) est

canonique, puisque le Jacobien est égal a I'unité :

J0(X,P) ‘
J=|—"F=1 5.14
56 40
En effet, on peut voir que :
. ‘8<X,P>H6<X,P,> 9 (@, P)
a (‘T’ p) a (l‘, P) P=const 8 (Jf,p) T=cont 7
DG oP?
= Det 0;5# Det a—pu s
= Det(I+ D)Det(I+C), (5.15)
ou
0Xr e k7 e
= I+ D =6 4+ —k,, |A* — —— (A.P — - A?
oxH p P it P.ky 1“[ Pk ( 2 )}
e K5 e
——ky, |A? — =2 (P.B — -B? 1
TRl { Pk ( > )} ! (5.16)
et aussi
opr ek? Kk e?
= I"'+Cr=6—-—LA L PA— —A?
Oph G =0 Pk " (Pky)? (6 2 )
ekf kSkay, ( e? 2)
— B eP.B——B*], 5.17
P.k’g H (Pk?g)z 2 ( )
sont les éléments du déterminant, calculables par la formule suivante :
Det (I+Q)=expTr(Ln(I+Q)), (5.18)

ot, Tr(Q) =3 Q,F, Tr(Q*) =X Q,7Q,", Tr(Q°) = > Q,7Q,"Q,", etc.

Dans notre cas, il est évident que :

e k? e
D=—Fk |A? ——L (A P——-A%)| =0 1
Pk { Pk ( 2 )] ’ (5.19)
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et
ek? kK e?
C=——LtA + 11F (eP.A——A2>
Pki™ " (Pky)’ 2
ekt kb ky ( e? )
-—2B P (eP.B——=B*)=0. 5.20
P-k2 P (Pk2)2 2 ( )
Apreés expansion, nous obtenons, respectivement :
expTrin (I + B)=expTrin(I +C) = 1. (5.21)
La transformation est donc canonique.
Pour ce qui concerne la fonction génératrice F', nous rappelons que :
or Y e? Kb e?
=— =P, + > A— —A? —2 B - —B? 5.22
Pu= oo =t ok (ep 2 )+p.k2 <€p 27 ) (5.22)
ou bien,
oF
De l’expression (5.22), par exemple, nous trouvons
1 ki.x 62
F(x,P,7) = Px+ P / dn <6P.A - EAQ)
L (epB S 4 (7) (5.24)
Pk T\TP T A '

ou g est une fonction arbitraire du parameétre temps 7. Cependant, il est possible de déterminer
la fonction g a partir du résultat obtenu en (4.52). En effet, dans cette expression, nous pouvons

voir que :
1 o0
— = m drexp it (p?> —m?)]. 5.25
=) (p+ )/0 p [i7 (p* —m")] (5.25)

Sachant que la quantité P obtenue en (5.8) est une constante de mouvement, il en résulte
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que la fonction de Green devient
d‘pP

G (zp,a) = (—1) /OoodTeXp(—iTmz)/W

ep{i [P 5 [ s (cPa@)-540)

+ k; 5 /k kb d¢ (e P.Bl(; — %232 (5))} + TPQ}
< exp (m% A k) + Sl <k2.xb))

< (P+m)
xexp( Tz %A( To) —

i phab ) (5.20

En identifiant la quantité 7P? a g (7) dans l’exponentielle nous pouvons donc déduire la

fonction F' (z, P,7) qui génére la transformation (z,p) — (X P). Ainsi, suivant le choix
nous obtenons :
oF k’l 62 kQ 62 2
T p—(p- L epa-—Sa) - 2 (epB-Sp?
or (p pl{?l <€p 2 ) pk’g P 2
= (p—e(A+ B))>. (5.28)

Cette derniére équation peut se mettre aussi sous la forme :

or 2 9F
- (—%—e(fHB)) +5-=0, (5.29)

c’est a dire, rien d’autre que I’équation d’Hamilton-Jacobi pour une particule de Klein-Gordon

(spin 0).

5.2 Cas d’un champ gravitationnel faible

En conjonction avec ce qui a été présenté, au Chapitre IV, pour le cas du champ gravita-
tionnel faible, nous allons montré que la transformation 7" induit une transformation canonique.

Nous rappelons que pour ce cas, ’expression du Lagrangien est donnée par :

sz.&f%—(%) (32 -2) -z {'yp—i(’yk)ph(k:x) . (5.30)
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Il n’est pas difficile de montrer que les équations de mouvement, spécialement pour les

variables p et z, sont données par :

dp" 1 _ . dh(kx)
dar 2p.kzk2k Pl P (5.31)
et
dz" 1 .
E:zw“z (52—!—@/{#”7 (k.x)p,| - (5.32)

En multipliant les deux dernieres équations par k,, et puisque nous avons k, k"7 = 0 ainsi

que k"h,,, = 0, nous obtenons :

dp.k

— =0 5.33
dT 9 ( )

dk.

Maintenant, en combinant (5.31) avec (5.34), il en résulte alors la constante de mouvement

suivante :
1
2p.k

Pour la quadrivitesse, en utilisant la relation (5.34), nous obtenons :

P = ph —

kK'p.h (k.x).p = Cte. (5.35)

—h" (k.z) p,. (5.36)

Puisque la quantité P” est une constante de mouvement, la derniére équation peut se mettre

sous la forme suivante :

da" 1 d [*
S e, =@ any:yn _
o =2t o " (¢) P,dy (5.37)

Par conséquent, si on pose :

1 k.x

XN — g
TPk

h" (¢) P.dep, (5.38)

on peut remarquer alors, en utilisant les nouvelles variables P et X, que les équations de

mouvement pour le cas de la particule libre sont a nouveau obtenues, c’est & dire,

i

dr
dX?

dr

= 0, (5.39)

= Zv'z, (5.40)
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ol, les mémes propriétés ont été utilisées. De plus, on peut montrer, une fois encore, que la

transformation (z,p) — (X, P) est canonique, c’est & dire que,

0 (X, P)‘
J=|——=| =1 5.41
kier (40
En effet, 1a aussi, on peut voir que :
P TGS [ O
8($,p) a(l‘ P) P=const 8(?[7,]7) :p:cont7
oxr oPr
= Det Det
o | 7C ap“
= Det(I+ D)Det(I+C), (5.42)
ou
o0X"
—7m n_ s _ _~ 1. pm
D =1+ D) =0, Pkk r" (k.x) P,, (5.43)
et
7
or =11+ C" =4 ——k: hy (k.x) P”

sont les éléments du déterminant, lesquels, sont calculables par la formule suivante
Det (I 4+ Q) =expTr (Ln(I+Q)), (5.44)

otl, nous avons toujours 77 (Q) = > QF, Tr(Q ?) = > Q.7Q" Tr(Q °) = >.Q,7Q,"

etc.
Dans notre cas, il est évident que, aprés expansion, tous les termes sont nuls & cause des

propriétés du champ. Nous avons donc
expTrLn(I 4+ D)=expTrin(I+C) =1, (5.45)

c’est & dire que J = 1, effectivement.

Concernant la fonction génératrice F', nous rappelons que

OF 1

ou bien que
oF
X, = 5Dk

(5.47)
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A partir de la relation (5.46), par exemple, on trouve :
k.x

F(x,P,7)=Px+ ﬁ p.h (@) .pdo+ g (1), (5.48)

avec g une fonction arbitraire du parameétre temps 7. Cependant, pour ce cas aussi, il est

possible de déduire cette fonction. En effet, dans 'expression (4.89), on peut voir que :

1 . * . 2 2
(p_—m) = —1 (p—{—m)/o dt exp [27' (p —-m )] . (5.49)

Sachant que la quantité P obtenue en (5.35) est une constante de mouvement, il en résulte

que la fonction de Green devient :

d4p

Gz = (—i) /0 " dr exp (—irm?) / e

. 1 k1.xp )

exXp {Z |:P (xb —xa) + m b Ph(¢)Pd¢+TP ‘| }

- 1 -
X _] + P (k.w)y.h.P_
X (P +m)

N 1 -

I — —— (k. .h.P .
< wp k) h | (5.50)

Par conséquent, en identifiant la quantité 7P% & g (7) dans I'exponentielle, il est possible
de déduire la fonction F (x, P,7) qui génére la transformation (z,p) EiN (X, P). Donc, suivant
le choix

= P*r 5.51
9 )

nous avons :

OF 1 \?
5 == <p - §h-p) : (5.52)

Cette derniére peut se mettre aussi sous la forme suivante :

2
_( OF 1h(‘3F> OF _ (559

—— 4+ -h— + — =
or 2 Ox or
L’équation ci-dessus n’est rien d’autre que celle d’Hamilton-Jacobi pour le cas d’une par-

ticule de Klein-Gordon.



Conclusion

Le travail qui a été réalisé constitue une variante possible, en intégrales de chemins, pour la
résolution de I’équation de Dirac, ainsi qu’a la théorie perturbative. Il s’agissait, dés le départ,
d’explorer une nouvelle possibilité dans I'optique de proposer un formalisme, le moins contraint

possible, permettant de décrire la dynamique pour différents cas d’interaction.

Fu égard a certains des ses attributs, tels, le cadre purement classique ainsi que 'aptitude
a rendre compte de la plupart des processus d’interaction connus en QED, le modeéle de 1’élec-
tron proposé par Barut et Zanghi a constitué le centre de cet intérét. Les calculs parfois trés
complexes, dans le cadre de la théorie perturbative, ont plaidé pour une approche différente,
laquelle, repose sur une reconstruction susceptible de donner un résultat exact.

Techniquement, cette reconstruction s’opére par l'introduction, sous certaines conditions,
de transformations matricielles qui permettent, chaque fois que possible, de ramener le probléme
étudié au cas d’une particule libre. En fait, la technique permettant la déduction de la fonction
d’onde a partir de la solution libre, via une transformation de Lorentz (Ref.68) et dans le cas
de londe plane, a été adaptée au cas d’une matrice (fonction de Green causale). Pour le reste,
c’est un calcul standard, en intégrales de chemins, qui permet d’absorber progressivement les
variables, par intégrations successives, jusqu’a l'obtention du résultat final.

L’autre fait a souligner réside dans la transformation canonique, induite par la nouvelle
représentation des matrices gamma de Dirac. En effet, il a été montré que la fonction génératrice
est solution de I’équation d’Hamilton-Jacobi, pour le cas d’une particule de spin zéro. Ce résultat
exhibe, de maniére différente, la connexion qui existe, dans le cas de 'onde plane, entre la
solution de I’équation de Dirac et celle de Klein-Gordon (Ref.64).

Cependant, une évaluation objective de ce travail ne pourrait pas faire I’économie d’une
critique de la méthode proposée. Bien que certains résultats concrets aient été obtenus, I'ap-
proche proposée présente, & notre sens, un inconvénient sur lequel il faut insister. Il s’agit de
I’absence d’'une technique claire qui puisse conduire a la détermination des transformations,
quelque soit la nature de I'interaction. Dans ce sens, Il n’est pas exclu qu'un examen poussé de
la topologie de I'espace des configurations puisse conduire a un principe général, permettant

spécialement la déduction des ces mémes transformations. Si cet objectif est réalisable, au final,
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ce serait alors une alternative réelle a la résolution des équations différentielles, ainsi qu’a la

théorie perturbative.
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