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Introduction

Les inclusions différentielles sont une généralisation des équations différentielles. Elles représentent
un sujet tres abordé ces dernieres années. Elles sont utilisées pour construire des modeles
mathématiques de phénomenes physiques, biologiques,. .. ect. Parmi les méthodes de résolution
d’une inclusion différentielle, celles qui reviennent a chercher une sélection continue de la multi-
application qui régit I'inclusion différentielle.

Le sujet principal de ce mémoire est I'étude de I'existence de solutions pour des inclusions
différentielles, en appliquant le Théoreme de Bressan-Colombo [4]. Notamment, 'existence
d’une sélection continue d’'une multi-application semicontinue inférieurement a valeurs fermées
décomposables. Le probleme de l'existence de sélection de ce type de multi-appliction a été
étudié a partir des années 80 par différents mathématiciens. En précisant, Fryszkowski [8], A.
Bressan et G. Colombo [4] qui ont démontré des théoreme d’existence tres généraux. Entre
autre, le théoreme de Bressan-Colombo.

La notion de décomposabilité est dans un sens similaire a la convexité, mais il existe aussi
des différences majeurs. Cependant, dans plusieurs cas, la condition de décomposabilité est un

bon remplagant de la convexité.
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Un ensemble décomposable a été considéré pour la premiere fois dans ’analyse multivoque
par Autosiewiez Cellina , en relation avec le probleme d’existence d’une sélection continue
pour les multi-applications continues a valeurs non nécessairement convexes.

Le Théoreme de Bressan-Colombo est 'un des principaux théoremes fondamontaux des
mathématiques qui donne plusieurs résultats dans I’analyse multivoque non-convexe et est une
base d’existence de sélection continue pour les multi-applications semicontinues inférieurements
a valeurs fermées décomposables.

Notre travail a été effectué selon le plan suivant :

Dans le premier chapitre, nous introduisons quelques notions et définitions de ’analyse fonc-
tionelle que nous avons utilisés tout au long de ce travail. Plus spécialement, les applications
multivoques et leurs propriétés, ainsi que quelques propriétés des ensembles décomposables.
Dans le deuxieme chapitre, on présente le Théoreme de Bressan-Colombo et sa démonstration.
Autrement dit, on démonte l'existence de sélection continue pour une multi-application semi-
continue inférieurement a valeurs décomposables.

Le troisiéme chapitre consiste a appliquer le résultat du deuxieme chapitre pour la résolution
des inclusions différentielles. On présente dans la premiere partie des résultats préliminaires.
Dans la deuxieme, On cherche 'existence de solution pour un probleme de Cauchy du premier

ordre suivant

¥ e F(t,z,s) pp.tel,

ou I = [0,1]. Tandis que dans la troisieme partie, on présente l'existence de solution d'un
probleme du deuxieme ordre qui est une généralisation du probleme de Strum-Liouville de

la forme suivante
(p()'(1))" € F(t,x(t)) pp-tel,
z(0) = o,
2'(0) = ;.

avec [ =[0,7], T > 0.



CHAPITRE 1

Notations et préliminaires

Pour élaborer notre travail, il est évident d’introduire des outils de base nécessaires. On
donne quelques notions de topologie ainsi que quelques propriétés des multi-applications. On

termine par des propriétés des ensembles décomposables. Dans ce chapitre on fait référence a

31, [4], [6], [7] et [11].

1.1 Notations générales

N I’ensemble des entiers naturels.
N* = N\{0}.

R I’ensemble des nombres réels.
R* = R\{0}.

R = [—00, +00].

L la mesure de probabilité.

L(I) la mesure de Lebesgue définie sur intervalle I de R.
b la tribu définie sur 7.

B(X) la tribu boréliene définie sur X.



1.1. Notations générales

P(E) I'ensemble des parties de E.

LP(T,E) lensemble {f :T — E mesurable, || f||, < +oo} muni de la norme

1

17 = (J 1 Olran(s) "
M(T,R) Tespace des fonctions mesurables de T dans R.

C(I,X) Vlespace de Banach des applications contines x : I — X muni de la norme || - [|¢
définie par

[zl = supllz(®)].
tel

AC(1,X) I’espace de Banach des fonctions v : I — X absolument continues

muni de la norme ||u||4c définie par

[ullac = [[u(0)]lx + [[u[l1-

esssup la borne supérieure essentielle.

essinf la borne inférieure essentielle.

2 (t) = Z—i(t) la dérivée de x par rapport a t.
Ty — T (x,,)n converge vers z.

Soient A, B deux ensembles non vides, on désigne par

cl(A) la cloture de A.
X\A complémentaire de A dans X.
card(A) le cardinal d'un ensemble A i.e., le nombre d’éléments de A.
Bg(0,7) la boule ouverte de centre 0 et de rayon 7.
Bg(0,7) la boule fermée de centre 0 et de rayon r.
Se(0,7) la sphere de centre 0 et de rayon r.
V(z) I'ensemble des voisinages de z.
AAB = (A\B)J(B\A).
d(xz, A) la distance entre x et ’ensemble A C X définie par

d(xz, A) = ;22 |z —y|-



1.2. Recouvrement

e(A, B) I'écart entre A et B défini par

e(A, B) = supd(z, B) = sup ( inf d(z,y)).

zEA reA YyEB

H(A, B) la distance de Hausdorff entre ’ensemble A et I’ensemble B donnée par

H(A, B) = maz(e(A, B),e(B, A)).

XA la fonction caractéristique de ’ensemble A définie par
1 si z€eA,
Xa(z) =
0 si x€CA

1.2 Recouvrement

Définition 1.2.1 (Recouvremment d’un ensemble). Soit X un ensemble quelconque et
soit (£2;)ier une famille de sous ensembles de X. On dit que (§;);er est un recouvrement de X

i€l
11
Exemple 1.2.1. Si X = [0, 1], la famille des parties [—, —+ 1} (n > 0), forme un recouvrement
nn
de X.

Remarque 1.2.1. Si X est un espace topologique et (€;);cr un recouvrement de X si pour tout

i €1, Q; est un sous ensemble ouvert de X, alors (€;)ier est un recouvrement ouvert de X .

Définition 1.2.2 (Recouvrement localement fini). Un recouvrement (§2;);e; d’un espace
topologique X est dit localement fini si pour tout x € X, il existe un voisinage V de x tel que

QN V£ 0 pour un nombre fini d’indices i.

Définition 1.2.3 (Rafinement). Soient (;);cr et (w))jes deux recouvrements de X, ()ier

est un rafinement de (wj);es si pour tout i € I, il existe j € J tel que

Qi C Wy .

1.3 Espaces de Hausdorff, paracompacts et séparables

Définition 1.3.1 (Espace de Hausdorff). Soit X un espace topologique. On dit que X est
un espace de Hausdorff (ou espace séparé) si pour tous x,y € E, tels que x # vy, ils existent

Vi,V deuz voisinages de x et y respectivement tels que V, NV, = 0.



1.4. Partition de 'unité

Définition 1.3.2. Soit A un ensemble non vide, on dit que A est dénombrable si et seulement

s’il existe une application bijective de N a valeurs dans A.

Définition 1.3.3 (Espace séparable). Soit X un espace topologique. On dit que X est

séparable sl existe un sous ensemble D C X dénombrable et dense dans X.

Définition 1.3.4 (Espace paracompact). L’espace topologique X est dit paracompact si
c’est un espace de Hausdorff et chaque recouvrement ouvert de X admet un rafinement ouvert

localement fini.

Théoréme 1.3.1 (Théoréme de Stone). [6] Tout espace métrique est un espace paracompact.

1.4 Partition de 'unité

Définition 1.4.1 (Support d’une application). Soit X un espace topologique et soit
f: X — R. La fermeture de l’ensemble {z € X, f(z) # 0} est appelée le support de f et est

noté supp(f), i.e.,

supp(f) = {r € X, f(x) # 0}.

Définition 1.4.2. On appelle partition de l'unité d’un espace topologique (X,0) une famille
(¢:)ier de fonctions continues définies sur X a valeurs dans 'intervalle [0, 1] telle que pour tout
point x € X les deux conditions suivantes sont satisfaites.

1. 1l existe un voisinage de x tel que toutes les fonctions ¢; soient nulles sur ce voisinage a

lexeption d’un nombre fini d’entre elles.
2. La somme de toutes les valeurs prise par les fonctions ¢; au point x est égale a 1, 1.e.,
> ilx) =1.
el
Définition 1.4.3. On dit que la partition de ['unité (¢;)ie; est subordonnée a un recouvrement
(Q)ier si pour touti € 1
supp(¢s) C €.

Théoréme 1.4.1. [6] Soit X un espace séparable. Pour tout recouvrement ouvert localement

fini (Uy)ier de X, il existe une partition continue de l'unité subordonnée au recouvvrement (U;)icr.



1.5. Applications absolument continues et Lipschitziennes

1.5 Applications absolument continues et Lipschitziennes

Définition 1.5.1 (Applications absolument continues). Soit E un espace de Banach. Une
fonction f : [a,b] — E est dite absolument continue si et seulement pour tout € > 0,

il existe § > 0 tels que pour toute partition dénombrable de l'intervalle [a,b] par des intervalles

Z(bk — ak) <9

keN

disjoints |ay, bg| vérifiant

on a

S 1F ) — fla)]| < e

kEN
Théoréeme 1.5.1. [3/ Une fonction f : [a,b] — E est absolumment continue si et seulement

si elle est lintégrale de sa dérivée, i.e.

Remarque 1.5.1.
e Une fonction absolument continue est continue.
e Si [ est absolument continue, il existe une fonction Lebesque integrable g sur [a,b] telle que

pour tout x € [a,b],

Définition 1.5.2 (Application k-Lipschitzienne). Soient (X, | - ||x) et (Y| - |ly) deux
espaces vectoriels normés. Une application f : X — Y est dite k-Lipschizienne s’il existe

k > 0, tel que pour tous x,y € X,

/(@) = fW)ly < Ellz —yllx.

Théoréeme 1.5.2. [3] Soit E un espace de Banach et soit f : [a,b] — E. Si f est k-

Lipschizienne, alors f est absolument continue.

1.6 Bornes inférieure essentielle et supérieure essentielle

Définition 1.6.1. Soient (T, %) un espace mesurable, (Y, d) un espace métrique et f : T — Y
une application. On dit que f est mesurable si pour tout ouvert V de 'Y, on a f~1(V) € X.



1.7. Mesure non-atomique et de probabilité

Soit M(T,R) 'espace des fonctions mesurables de 7" dans R.

Définition 1.6.2. Soient {f;}ic; € M(T,R) et f € M(T,R). On dit que f est un infimum
essentiel de la famille { f;}icr, noté par essinf{f;}icr si

(i) pour touti € I, f; > f p.p.

(ii) pour tous g: T — Ret i € I si f; > g p.p., alors f > g p.p.
Définition 1.6.3. Soient {f;}ic; C M(T,R) et f € M(T,R). On dit que f est un supermum
essentiel de la famille { f;}icr, noté par esssup{f;}icr si

(i) pour touti € I, f; < f p.p.

(ii) pour tous g: T — Reet i € I si f; < g p.p., alors f < g p.p.

Exemple 1.6.1. [3] Soit T' = [0, 1] muni de la tribu et la mesure de Lebesgue, et soit J = [0, 1].
Considérons pour chaque j € J, la fonction f; : T — R telle que

tHfj@):{“”:j’

0 sinon.

Alors, pour j € J, nous avons f; =0 p.p. et donc esssupjesf; =0 et essinfiesf; = 0.

Théoréme 1.6.1. [7] Pour toute famille {fi}ier € M(T,R), il existe essinf{f;}icr. De plus,
il existe une famille dénombrable {f;, }n>1 telle que essinf{f;} = inf{f: }.
n>1

Remarque 1.6.1.
e Pour toutn > 1, inff, <essinff, < fa.
n>1

o essinf(f,) = —esssup (—f).

1.7 Mesure non-atomique et de probabilité

Définition 1.7.1. Soit (T, %) un espace mesurable, on appelle mesure positive sur (T, X) toute
application p : X — R telle que

(i) u(0) =0,

(i1) pour toute (An)neny C % disjointes deux a deuz alors, p( | An) = > pu(4,).
neN neN

e Le triplet (7,3, u) est dit espace mesuré.



1.8. Théoremes de convergence

Définition 1.7.2 (Mesure non-atomique ). [6/Soit (T, %, u) un espace mesuré et soit A C'T
un ensemble mesurable tel que (A) > 0, on dit que p est une mesure non-atomique s’il existe
B C A tel que u(A) > u(B) > 0.

Exemple 1.7.1. La mesure de Lebesque sur R est non-atomique.

Définition 1.7.3 (Mesure de probabilité). Soit (T, %, u) un espace mesuré, on dit que

est une mesure de probabilité si p(T) = 1.

Exemple 1.7.2 (Mesure de Dirac). Soit (T, X)) un espace mesurable, pour A € ¥. On définit

1 si a€ A,
5a(A):{ St a

la mesure 6, par

0 sinon.

On peut remarquer que 6,(T) = 1, alors la mesure de Dirac est de probabilité.

1.8 Théoremes de convergence

Soit (7,%) un espace mesurable et soient f, : 7" — R, f : T — R des applications
mesurables.

Définition 1.8.1 (Convergence simplement presque partout). (f,).en converge simple-

ment presque partout vers [ si
Ve > 0,3ng € N,Vn > ng; | f,(t) — ()| <€, VteT\A,
tel que A est un ensemble négligeable. On note  f,, 2% f.

Définition 1.8.2 (La convergence uniforme). On dit que (f,)nen converge uniformement

vers f si

limsup |f.(t) = £(£)] = 0.

n—-4o0o teT

On note  f, — f.

Théoréme 1.8.1. [3] Soit (T, X, u) un espace mesuré et soientp € [1,+00], (fn)nen C LP(T,R)
et f € LP(T,R). Si (fu)nen converge vers f dans LP(T,R), alors il existe (fn,)ren une sous

suite de (fy)nen qui converge p.p. vers f.

10



1.9. Les multi-applications

Théoréme 1.8.2 (Convergence dominée dans L?). [3] Soit (T, X, 1) un espace mesuré,

p € [1,+00[ et (fn)nen C LP(T,R) telle que

(i) (fn)nen converge p.p. vers une fonction f,
(i1) il existe une fonction positive g € LP(T,R) tel que |fn(x)| < g(x) p.p sur T, pour tout
n € N.

Alors, f € LP(T,R) et (fn)nen converge vers f dans LP(T,R).

Théoréme 1.8.3 (Théoréme d’Egorov). [3] Soit (T,3, 1) espace mesuré ot pu est finie,
st (fn)nen converge presque partout vers f. Alors, pour tout § > 0, il existe un ensemble mesu-
rable Ty C T tel que

w(Ts) > pu(T) — 6 et f, — f surT;.

Proposition 1.8.1. [3] Pour toute suite (A,)nen C X décroissante telle qu’il existe ng € N et
p(A,, < +o0). Alors

u( m An> =pu( lim A,) = lim p(A4,) = inf p(A,).

n——+o0o n—-+o00 neN

1.9 Les multi-applications

Définition 1.9.1. Soient X, Y deux ensembles non vides. On appelle multi-application définie
sur X a valeurs dans Y toute application F définie sur X a valeurs dans P(Y') et on note
F: X =Y. Alors, pour tout x € X, F(x) est un sous ensemble de Y.

Le domaine de F noté par dom(F') et est défini par

dom(F) = {z € X: F(z) # 0}.

Remarque 1.9.1. Si D est un sous ensemble de X, on appelle F(D) l'image de D par F qu’on
définit par

zeD
Définition 1.9.2. Soit F': X =Y une multi-application et soit V' un ouvert de Y.
e On appelle image réciproque large de V qu’on note par F~1(V) le sous ensemble de X
défini par FY (V) ={z € X: F(x)\V # 0}.
e On appelle image réciproque étroite de V' qu’on note par Fjl(V) le sous ensemble de X

défini par F;'(V) ={z € X: F(x) CV}.

11



1.9. Les multi-applications

Définition 1.9.3 (Semicontinuité inférieure). Soient X et Y deuzr espaces topologiques.
La multi-application F' : X == Y est dite semicontinue inférieurement au point g € X si
pour tout ouvert U de Y wérifiant F(xo) (U # 0, il existe un voisinage 2 de zq tel que
F)NU #0, ¥V z€Q.

Définition 1.9.4 (Semicontinuité supérieure). Soint X, Y deux espaces topologiques. La
multi-application F : X ==Y est dite semicontinue supérieurement au point xo € X si pour tout

ouvert U de Y wérifiant F(xo) C U, il existe un voisinage Q0 de xq tel que F(z) C U,Vz € Q.

Remarques 1.9.1.

o [ est s.c.i. sur X si elle est s.c.i. en tout point xo € X.

o F est s.c.s. sur X si elle est s.c.s. en tout point xo € X.

o On dit que F est continue au point xo € X si et seulement si elle est s.c.i. et s.c.s. au point
Zo.

e On dit que F' est continue sur X si et sulement si elle est s.c.i. et s.c.s. sur X.

Définition 1.9.5. Soient (T,%) un espace mesurable, Y un espace métrique et F' : T =3'Y une
multi-application. On dit que F est mesurable si pour tout ouvert Vde Y, on a F~4(V) € X.

Proposition 1.9.1. [3] Soit F : X = Y wune multi-application. F est s.c.i. au point xo si et
seulement si pour tout yo € F(xo) et pour toute suite (z,)neny de X tel que (xy,)nen converge
vers xo, il existe une suite (yn)nen telle que y, € F(x,) et (Yn)nen converge vers yo.
Corollaire 1.9.1. [3] Soit F' : X =Y une multi-application s.c.i. La semicontinuité inférieure
de F' est équivalente a chacune des conditions suivantes

1. F7Y(V) est un ouvert de X pour tout ouvert V deY,

2. F7H(U) est un fermé de X pour tout fermé U de'Y,

8. F7Y (M) C FY(M).

Proposition 1.9.2. [7] Soit X un ensemble non vide et soit F': T = X une multi-application,
alors

F est s.c.i. si et seulement si (clF) est s.c.i.
avec cl(F):T = X est définie par cl(F)(x) = F(z).

Définition 1.9.6. Soit (X, d) un espace métrique et soit f : X — R une application. On dit

que [ est s.c.s. au point xog € X si et seulement st

Ve > 0,30 > 0,Ve € X;d(x,x0) < d = f(x) — f(xo) < €.

12



1.9. Les multi-applications

o f est s.c.s. sur X si et seulement si f est s.c.s. en tout point de X.

Proposition 1.9.3. [3] Soit (X, d) un espace métrique et soit f : X — R une application.

f s.c.s. au point xy € X si et seulement si limsup f(x) < f(xo).

Tr—T0

Proposition 1.9.4. [8] Soit X un ensemble non vide et soit F : T = X une multi-application.

Alors on a l’équivalence des assertions suivantes
(i) F est s.c.i.

(i1) Uapplication t — d(x, F'(t)) est s.c.s.

Définition 1.9.7. Soit F': X = Y wune multi-application. On appelle sélection de F toute
application [ : dom(F) — Y telle que pour tout x € dom(F), f(x) € F(z).

Proposition 1.9.5. [3] Soient (T, %) un espace mesurable, (X,d) un espace métrique complet
séparable et soit F': T = X une multi-application a valeurs fermées non vides. Si F' est Y-

mesurable alors, elle admet une sélection X-mesurable.

Définition 1.9.8. Soient X un espace paracompact, Y un espace métrique et soient
f: X — Y une fonction continue, F : X =Y une multi-application si pour tous € > 0
etx e X

f(z) € B(F(x),€).

Alors, on dit que f est une sélection e-approximante de F.

Théoréme 1.9.1 (Brouwer). [6] Toute application continue de la boule unité fermée de R"

dans elle méme admet un point fize i,e., il existe v € dom(f); x = f(x).

Théoréme 1.9.2 (Michael). [4] Soient X un espace topologique paracompact et E un espace
de Banach. Alors, toute multi-application F : X = P(E) s.c.i. a valeurs fermées convexes

admet une sélection continue.

Exemple 1.9.1. [6] Soient B(0,1) = {z € R?: ||z||* = 2% + 23 < 1} la boule unité fermée de
R?, ST =0B(0,1) = {z € R%: ||z||* = 2] + 23 = 1} sa fronticre, et soit F : B(0,1) = P(R?)

une multi-application a valeurs compactes définie par

F(x) = { sh\{e Hf_me”_lH <|lz||}, z#0
5 , v=0.

13



1.10. Ensemble décomposable

Alors, F est s.c.i. sur B(0,1), mais elle n’admet pas de sélection continue.

Supposons que F admet une sélection continue f : B(0,1) — B(0,1). Par le théoréme de
Brouwer, il existe v* € B(0,1) telle que x* = f(z*).

Maintenant, * € F(x*), implique que 2* # 0. Donc z* € S™\{& ||¢ — =||=|| 7| < ||l=||}.

Alors, ||z* — z*[|2*|| ]| = [|l=*]| =1 = 0 > 1. Absurde.

1.10 Ensemble décomposable

La notion de décomposabilitée a été introduite par Rochafellar [12] en 1968 en connection
avec les fonctionnelles intégrales et depuis, les ensembles décomposables sont devenus un ou-
til principal dans I’analyse non convexe. Ils sont dans le sens d’un substitut de la convexité et de

nombreuses propriétés des ensembles convexes ont des contreparties d’ensembles décomposables.

Définition 1.10.1. Soit E un espace vectoriel, et soit A C E. On dit que A est convexe si et

seulement si pour tous u,v € A et tout X € [0, 1]
A+ (1= Mo e A

Définition 1.10.2. Soit K C LP(T, E). On dit que K est décomposable si, pour tout ensemble
mesurable A et tous u,v € K

uxa +vxra € K.

L’ensemble de toute les partie décomposable de LP(T, E) sera noté par D(LP(T, E)).

Exemple 1.10.1. [11] Soit (T, X) un espace mesurable et soit l'ensemble C = {x 4\ A mesurable de T'}
est décomposable. En effet, soit B un ensemble mesurable de T et soient u,v € C.

Montrons que uxp +vxnrn € C.

u € C <= 3A; C T mesurable, u = xa,.
v € C <= JA; C T mesurable, v = x4,.

Nous avons

uUXB +UXT\B = XA1XB T XA XT\B
= XiNB) T X(A2NT\B)

= XAiNB)U@ANT\B)-
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1.10. Ensemble décomposable

Alors, il existe D = (A1 B) (A2 T\B) C T mesurable tel que uxp + vX1\B = XD-
Done, uxp +vxnn € C.

Proposition 1.10.1. [7] Si K est un ensemble décomposable, alors cl(K) l'est aussi.

Démonstration.

Montrons que ¢l(K) est décomposable, i.e., Vu,v € cl(K) et A€ X
Xat+ (I = xa)v € cl(K).
Soit A € ¥ et solent u,v € cl(A)
u € cl(A) = up)nen C K; (un)nen converge vers u.

v € cl(A) = F(vp)neny C K; (Up)nen converge vers v.

Vn € N, on a uy,,v, € K et K est décomposable, donc xau, + (1 — xa)v, € K.

Mais (xatn 4+ (1 — X4)Un)nen converge vers (xau + (1 — xa)v), donc

(xau+ (1= xa)v) € cl(K).

Théoréme 1.10.1. [4] Si K est une famille décomposable alors, K est une famille décroissante.

Proposition 1.10.2. [7] Soit K une famille de sous-ensembles décomposables non-vides de
LP(T, X) etw € LP(T, X), alors l'ensemble (K —w) est une famille de sous-ensembles décomposables

non-vides de LP(T, X).

Proposition 1.10.3. [7] Soit K une famille de sous-ensembles décomposables non-vides de
LP(T, X)) p-intégrablement bornée, alors pour tout {u,}3>, C K et pour {Ax}32, une partition

de T on a,
o0
§ XA, Uk
k=1

est une famille de sous-ensembles décomposables fermées.
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CHAPITRE 2

Théoreme de Bressan-Colombo

Dans ce chapitre nous présentons un résultat tres important concernant l’existence de
sélection continue pour des multi-application s.c.i. a valeurs décomposables. Il sagit du célebre
Théoreme de Bressan-Colombo. Une démonstration détaillée sera donnée dans ce chapitre. Tout

d’abord, il est indispensable d’évoquer quelques résultats qui nous seront utiles pour la preuve.

2.1 Résultats et propositions principales

Pour la démonstration de ce résultat, nous renvoyons le lecteur a [4], [7] et [8].
Dans ce chapitre, on se réstreint a un espace mesuré (7, 2, ;1) ot 4 est une mesure non-atomique

de probabilité.

Lemme 2.1.1. [/] Soit X un espace métrique séparable et soient p, : X — L'(T,R),

hn: X —[0,1] (n > 1) deux suites de fonctions continues, avec ,(x)(t) > 0.

Pour tous x € X ett €T tels que {supp(h,),n > 1} est un recouvrement localement fini de X.
Alors, pour tout € > 0 et toute fonction continue | : X — RT strictement positive, ils existent
7: X — RT une fonction continue et une multi-application ® : R* x [0, 1] — X qui satisfont

aux conditions suivantes
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2.1. Résultats et propositions principales

1. (I)(T, )\1) Q (I)(T, )\2) St )\1 S )\2,
2. /L(@(Tl,)q)A(I)(TQ, )\2)) S |)\1 — /\2| + 2|T1 — ’7'2|,
3. pour tous x € X, A€ [0,1] et n > 1, si hy(x) =1, alors

€

(4l(x))

| [ e@du=a [ eatw)d] <

P(7(x),\) T

Proposition 2.1.1. [9] Soit K une famille de fonctions mesurables u : T — R* strictement
positives. Alors il existe une fonction v : T — RT telle que

(i) v <u p.p. pour tout u € K,

(11) siw est une fonction mesurable telle que w < u p.p. pour tout u € K, alors w < v p.p.

De plus, il existe une suite (u,)nen dans K telle que pour presque tout t € T,
v(t) = inf{u,(t),n > 1}.

Remarque 2.1.1.

1. Si la famille IC est décroissante ( i.e., si pour tous u,u’ € IC, il existe w € K tel que

w<uetw<u pp.) alors la suite (u,)nen est décroissante.

2. Par (i), la fonction v est unique par rapport a la p-équivalence. Ca représente la plus

grande borne inferieure dans le sens de p — p.p. et est notée par essinf{u, u € IC} i.€.,
v(t) = essinf{u,u € K}.

Proposition 2.1.2. [/] Soit K un sous ensemble non vide, fermé et décmposable de L*(T, E)
et soit Y(t) = essinf{|lu(t)|, u € K}. Alors, pour tout vg € L*(T,R) telle que
vo(t) > (t) p.p., il existe un élément uy € K tel que

luo()]| = ¢(t) < vo(t) pp.
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2.1. Résultats et propositions principales

Démonstration.

Notons que

K= {lu()]u e K}

est un ensemble décomposable (car K l'est ) de L'(T,R), alors K est une famille décroissante.

D’apres la proposition 2.1.1., il existe une suite (a,),en décroissante de K telle que
W(t) = inf{a,(t),n > 1}.
Pour tout n € N, on a
a, € K <= Ju,, € K tel que a,(-) = |Ju, ()]

Donc, pour presque tout t € T,

v(t) = nf {[Ju.(t)]l,n > 1}

= lim fu, (@)

n—-400

et

[um@)] = lun@, Ym <n, t €T
Soit vo(t) > 1(t) p.p. On définit une suite d’ensembles croissantes
To=0 et T,={t €T lu,()]| <wvo(t),n>1}.

Observons que u(T\ U Tn) = 0. En effet, (T},)nen est croissante, i.e., Vm < n, T,, CT,,. On a
n>0

teT, < |lua(t)] <volt)
= ua Ol < [lum @] < vo(t)

— teT,.

Nous avons (T, )nen est croissante, donc (T\T},)nen est décroissante et

p(MVU ) = u( (N T\L) = inf ju(T\T,) = u(Ty) = u(0) = 0.

neN
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2.1. Résultats et propositions principales

On définit la suite (wy,),en de LY(T, E) par

Uk(t) st te Tkz\Tk,‘—la k= 1,..., (n — 1),

wy(t) =

up(t) si teT\ U T

k<n
ie.,
(

Ul(t) st te Tl,

us(t) st teTy\T1h,
wn(t) = 2(t) 2\ 11

[ un(t) si t€T\T, 1.
Puisque K est décomposable, chaque w,, appartient a K. En effet,
sin=1, w(t)=u(t) eK
Ul(t) site Tl\TO = Tl

sin=2, wyt)=
UQ(t) site T\Tl

On a,

wa(t) = ur (L)X, (¢) + uz(t)xr\1 (8) € K.

Par récurrence sur n et par la définition de w,,, on trouve via la Proposition 1.10.3 que w,, € K.
Nous avons, la suite w,(t) est éventuellement constante, pour presque tout ¢t € T. Car, par la
définition de w,, nous avons,
Uk(t) st te Tk\Tk—h k= 1, e, — 1
wy(t) = )
up(t) si teT\ U Tk
k<n

par passage a la limite quand n tend vers 400, on trouve

uk(t) st te Tk\Tk—b Vk >1
lim w,(t) =
neteo lim w,(t) si teT\ U T
n—-4o0o E>1

Nous avons, u(T\ U Tx) =0 i.e.,

k>1

lim wy(t) = uk(t) p.p.t € T et Vk > 1.

n—-+0o00
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2.1. Résultats et propositions principales

Puisque (uy,)nen est décroissante, on a
[wn (O] < Nl @), pp-t €T

D’apres le théoreme de convergence dominée de Lebesgue 1.8.2., (wy)nen converge vers une

fonction ug dans L'(T, E) et comme K est un fermé et w, € K, on a
d(uo, K) < d(wp, K) + [lwn — uolly = [Jwn — uol|1-

Un passage a la limite nous donne que d(uo, K) =0, dott up € K = K. Enfin, si t € T,\T},,_,
e, t € T\T, 1, pour un certain n € N*, nous avons, w,(t) = u,(t).

De plus, lim_ [, ()] = uo(t)]| p.t € .

Donc,

luo(®)ll = lim [lun ()] = ¢(t) pp-teT.

n—-4oo

Alors,

luo()ll = ¥(t) < vo(t) pp.t € T.

Proposition 2.1.3. Soit X un espace métrique et soit F : X = LY(T, E) une multi-application

s.c.i. a valeurs non vides fermées et décomposables. Pour tout x € X, posons
U (t) = essinf{“u(t)”,u € F(m)} (2.1)
Alors, la multi-application P : X = LY(T,R) définie par
P(z) = {v € L'(T,R): v(t) > ¢ (t) p.p.tdans T} (2.2)

est s.c.1.
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2.1. Résultats et propositions principales

Démonstration.

Pour montrer que P est s.c.i., il suffit de montrer que

P71(C) est un fermé de X, pour tout fermé C' de L'(T,R).

Autrement dit, pour toute suite (z,)nen C P;l(C') telle que (x,,)nen converge vers xy dans X
alors, 7y € P'(C). Clest & dire, il suffit de montrer que si P(z,,) C C alors, P(z¢) C C pour
toute suite (xn)neN convergeant vers xy dans X.

Posons vy € P(xg) i.e., vo(t) > 1y, (t). Puisque F' est une multi-application a valeurs non vides

fermées et décomposables. Par la Proposition 2.1.2., il existe ug € F'(zg) tel que

by (1) = [luo(B)]| < vo(t) p.p.teT. (2.3)
Or, F est s.c.d., il existe alors une suite (uy,),eny C F(x,) telle que

() nen converge vers ug dans L' (T, E).
On définit la suite (v,)nen par

Es va(t) = lun ()] + volt) — o )]

Il est clair que v, € P(x,) et (v,)nen converge vers vy dans L' (T, R).

En effet, par la relation (2.3), on a pour presque tout t € T,

Un(t) = [[un ()| +vo(t) = lluo(®)]] > [Jun(®)]] + vo(t) — vo(t) = [[un()]]-

C’est a dire, v, (t) > 1, (t) p.p. D'ou v, € P(z,).

D’autre part, on a

|lvn — |k = /‘Un(t)—vo(t)‘dﬂ(t)
_ / [l (1] + vo(t) = Iluo ()| = vo ()| dpt)
= [ lunt®)] = o0 e

< / et (£) — 1o (8) | dpu(t) = ||t — 1.
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2.1. Résultats et propositions principales

Puisque, (U, )nen converge vers ug dans L' (T, E), un passage a la limite quand n tend vers +oo,
nous assure que (v, )nen converge vers vy dans L'(T,R).

De plus, P(x,) C C et C un ensemble fermé de L'(T,R), on trouve vy € C. D’ou la s.c.i. de P.

Proposition 2.1.4. [/] Soient X un espace métrique, G : X = LY(T, E) une multi-application
s.c.i. & valeurs fermées et décomposables, g : X — LYT,E) et ¢ : X — LYT,E) des

fonctions continues telles que, pour tout x € X [’ensemble
H(z) ={u € G(x): |u(t) — g(x)(@)|| < ¢(x)(t) p.p. dansT}

est non vide. Alors, la multi-application H : X = L(T, E) est s.c.i. a valeurs décomposables.

Démonstration.
Pour tout © € X, H(x) est l'intersection de deux ensembles décomposables. Alors H(z) est

décomposable. En effet
H(z) = G(z) N {u € LNT, E): ||u(t) — g(x)()]| < @(z)(t) p.p. dans T}.
Soient u,v € H(z) et soit A € ¥, on montre que
uxa +vxma € H(x).

Nous avons,

u€ H(z) <= u e G(x) et [lu(t) — g(x)@)]| < p(x)(t) pp.
v e H(z) <= veG(r) et |u(t) - g(2)@)] < e(x)(t) pp.

Etant donné que G(z) est décomposable, pour tout x € X, ainsi

uxa +vxma € G(x).
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2.1. Résultats et propositions principales

De plus, pour presque tout t € T on a,

[u®)xa(t) +vE)xrat) — g@) B = [Ju)xa®) + o) (1= xat)) = g(@)(®)(1 — xa(t))
—g(x)(t)xalt)]
= [ (u(®) = g(@) () xalt) + (v(t) — g(x) (1)) (1 = xa(®)) |

On conclut que uxa +vxra € H(x). D'ott H(x) est décomposable.

Pour finir, on montre la s.c.i. de la multi-application H. Pour cela, soit C' un sous ensemble
fermé de L'(T, E) et soit (z,,),>1 une suite de X qui converge vers .

Montrons que si H(x,) C C, alors H(z) C C.

Fixons ug € H(xg). Tant que G est une multi-application s.c.i., il existe une suite

(un)n>1 C G(zy,) telle que (uy),>1 converge vers ug dans LY(T, E).

D’autre part, on a (x,),>1 converge vers xy, dans X, ¢ et g sont continues, on aboutit a
(p(xy))ns1converge vers ¢(zy) dans LY(T,R), (g(x,))n>1converge vers g(xg) dans LY(T, E).
Nous avons trouvé alors que (uy)n>1, (9(2n))n>1 convergent vers ug, g(zo) respectivement dans
LT, E) et (¢(z,))n>1 converge vers ¢(zy) dans L' (T, R). On peut leurs extraire des sous suites
qui convergent presque partout, i.e., pour presque tout ¢ € T, les suites (un(t))ne>1, (9(2n)(t))n>1
et (o(x,)(t))n>1 convergent vers ug(t), g(xo)(t) et p(xo)(t) respectivement.

Appliquant le Théoreme d’Egorov par rapport a la mesure ¢(xg).p définie pour tout ensemble

mesurable A par

(p(0) 1) (A) = v(A) = / (o)

A
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2.1. Résultats et propositions principales

Pour tout ¢ > 1, il existe un ensemble mesurable T; C T tel que (uy)n>1, (9(2n))n>1 €t (@(x,))n>1
convergent uniformément vers ug, g(xq) et p(x,) respectivement dans 7; et

AT) > (T) =

ie.,
1
plao)du < —
T\T;

Pour chaque k£ > 1, considérons les ensembles suivants

7 = {1t € Te luolt) — (o) 1) < plo) () — 7 } (24)
Notons TF C Tf™ et |J T} = T;. En effet
teTE = [luolt) — gw)D)] < plwo)(t) - 1
1

= [luo(t) = g(x0) ()] < Pl20)(1) = 1=

= teT.

On a, TF C TF™ pour tout k > 1, c’est & dire que (T¥);>; est une suite d’ensemble croissante
de T;. D’ou

U=t

k>1

Pour tout ¢ > 1, il existe k(i) tel que

1
o(xo)dp < T

T \T.k(i)

Posons T = T, alors on trouve pour tout ¢ € 17,
[uo(t) — g(xo) ()] < (z0)(t) — 6 (2.5)

De plus,

/ p(xo)dp < % (2.6)

TA\T]
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2.1. Résultats et propositions principales

La relation (2.6) est satisfaite car
T\ = T\T, UT\T!.

Par conséquent,

/s@(mdﬂ = / p(zo)dp

T\T! T\T;UT\T!

= /90(900)d,u+ / o(zo)dp
T\T; TA\T!
1 1

< =+ -
1 7

2

g

Nous avons (un)n>1, (9(2n))n>1 €t (@(x,))n>1 convergent uniformément vers ug, g(xo) et o(zo)
respectivement sur 7; et puisque 7/ C 7; on a la convergence uniforme sur 7}.

Par définition, on aura pour tout ¢ > 1

In, ENVEET, n>n; = ||ua(t) — uo(t)] < 3%(1) '

Fng, €NVEET! N> ny = ||g(xn)(t) — g(20)(1)]| < 3%(2) ‘
1

3k (i)

Ing, eNVEET n>n;, = ‘w(fb’n)(t) — SO(xo)(t)‘ <

Soit n; = max(n;,, iy, ni,) € N.VE € T/ Vn > n;, on a

un(t) = g(@)(®)]] < |un(t) = uo(t)]| + || g(za) () — glzo) ()] + ||uo(t) — glzo) ()]

1 1 ; 1

< 0 +3k—(i)+¢<x0)( )_m

B 1

= ¢(x0) — 3]{—(@)

< ) + mo — o = ()

- " 3k(i)  3k(4) "

Il en résulte que,
||un(t) — g(mn)(t)H < p(x,)(t), YVEET!, n>n,. (2.7)



2.1. Résultats et propositions principales

On peut supposer que (n;);>1 est une suite strictement croissante. Pour tout n € N, choisissons

w,, un point arbitraire de H(z,) et posons pour tout n; < n < n;y1,

Un = UnXT! + Wn XT\T} -

Il est clair que v, € H(x,) (car il est décomposable).
Enfin, on montre que (v,), converge vers ug dans L'(T, E), ceci implique que ug € C. Nous

avons, pour tout n; < n < Ny

o=l = ot = o)t

_ / v (t) — uo(t)||dp(t)

T T\
[ ) = o) tt) + [ o) = o)
T\T! 7
= [ on® = @)+ [ )~ (o)
T\T! T
_ /”wn(t)—g( )(t) + g(za) () — g(@o) () + glo) () — uo(t)||dp
™\T!
i / un(t) = o ()| dpa(t)

IN
TS —
=

3
=
|
m
E
1:
\
=
%3
D
|
=N
~
O
f
1:
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2.1. Résultats et propositions principales

par les relations (2.6) et (2.7)

[on = wol|, < / (an) (O)du(t) + [|g(zn) = glzo) ||, + / (o) (t)dpu(t) + [|un — wol|,

T\T; T\T!

< / [go(xnxt)—so(xo)(t)+w<xo><t>}du<t>+\\g<xn>—g<xo>ul+§+Hun—uonl
T\T!

< /\cp(xn)(t)—so(a:o)(t)\du(t)+ / (o) ()du(t) + [|g(xn) — g(wo)],
T\T! T\T!

2
+Z + ”u” - u0H1

< et — el + latea) — gleo)l, + e — woll, + 3

Quand n — +oo et aussi i — +o0, on déduit que (v,),>1 converge vers uy dans L'(T), E).

Le résultat qui suit concernant I’existence des sélections approximantes est le noyau de la preuve

de notre Théoreme principal.

Proposition 2.1.5. [4] Soit X un espace séparable et soit G : X = LYT,E) une multi-
application s.c.i. a valeurs non vides fermées et décomposables. Alors, pour tout € > 0, ils
ezistent deux fonctions continues fo: X — LY (T, E) et p. : X — LY(T,R) telles que f. est

une sélection € — approximante de G, dans le sense suivant, pour tout x € X, l’ensemble

G(x) = {u € G(x): |Ju(t) = fe(x)(@)|| < we(z)(t) p.p. dans T} (2.8)

est non vide et
[pe()]1 <e.

De plus, la multi-application x — G (z) est s.c.i. a valeurs décomposables.

Démonstration.

On fait la démonstration de cette proposition en trois étapes.

27



2.1. Résultats et propositions principales

° E‘tapl. Construction des applications f,. et ..

Fixons € > 0. Pour tout 7 € X et u € G(T), la multi-application @) définie par
Q(z) = {v e LY(T,R): v(t) > essinf{|lu(t) —u(t)|,u € G(x)} pp.t €T}

est s.c.i. & valeurs fermées convexes.

Pour cela, on définit la multi-application F': X = LY(T, E) par
F(z) ={u—7u,u e G(z)}.

Il est clair que la multi-application F' est s.c.i. a valeurs fermées décomposables.

e Montrons que pour tout z € X, F(x) est un fermé de L'(T, E) i.e., pour toute suite
(Vn)nen C F(z) telle que (vy,)nen converge vers vy dans LY(T, E), alors vy C F(x).
Pour tout n € N

vy € F(z) <= 3 (up)nen C G(2), v, = u, — 1.

D’autre part,

lim ||v, —wli = lm ||u, —7 — v
n—-+o0o n—-+00

= llI_P Hun — (’Uo +ﬂ)||1 =0

i.e., (Un)nen converge dans LY(T, E) vers uy = vo + U et puisque G & valeurs fermées, on trouve

uy € G(x) et

Uy =Vg+U = Vg=Uyg— U

— GF(CL‘)

D’ot, F est & valeurs fermées dans L*(T, E).
e Montrons que F' est a valeurs décomposables.

Soit A un ensemble mesurable de X, et soient v, w € F(x). Montrons que vxa +wxma € F(z).
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2.1. Résultats et propositions principales

Nous avons,

veEF(r) <= JueG(x), v=u—mu.

Alors,

vxa+wxmna = (u—u)xa+ (U —T)xr\a
= (u—u)xa+ (v —u)(1 = xa)

= uxa +u’(1 — XA) — .

Comme G(x) est décomposable, alors uy 4 + v’ x4 € G(x),
ceci implique que vxa + wxma € F(z). D’ou la décomposabilité de F(x).

e Montrons que la multi-application F' est s.c.i., pour cela, il suffit de montrer que
F71(C) est un fermé de X, pour tout fermé C de L'(T, E).

Autrement dit, pour toute suite (x,),en C F1'(C) telle que (z,)nen converge vers g dans
X alors, zp € F{1(0). Clest a dire, si F(x,) C C alors, F(x) C C pour toute suite (7,)nen
convergeant vers xy dans X.

Soit vy € F(xg) donc il existe ug € G(xg) tel que vy = ug — .

La s.c.i. de la multi-application G nous affirme 'existence d’une suite (u,)nen C G(,,) telle
que (U, )nen converge vers ug dans L' (¢, E).

Posons v,, = u,, — u. Il est claire que v, € F(x,) et v, converge vers vy dans L'(T, F). En effet
low — voll = / lon(t) — vo(t) da(t)
T
- / lan () — T(8) — wo(t) + a(e) [da(2)
T
— [ Iual®) ~ walt) (e
T

= un(®) = uo(®)hr-
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2.1. Résultats et propositions principales

De la convergence de (uy,)nen vers ug dans L(T, E) et par passage a la limite quand n tend
vers +oo, on déduit que (v, )nen converge vers vy dans L(T, E).

De plus, F(x,) C C et C un ensemble fermé de L' (T, E), on trouve vy € C. D’ou la s.c.i. de F.
Soit

Ua(t) = essinf{lw(t)|,w € F(z)}
= essinf{|u(t) — a(t)|,u € G(z)}.
Par la Proposition 2.1.3., la multi-application P définie par
P(z) = {v e L"T,R): v(t) > 1. (t) p.p.t €T} (2.9)

est s.c.i.
Remarquant que Q(x) est la cloture de P(x), pour tout # € X. On conclut que, @ est s.c.i.
Maintenant, on montrons que Q(x) est un ensemble convexe.

Soit A € [0, 1] et soient v, w € Q(x).

vE Q) = v(t) > (t) pp.teT.

we Qr) <= w(t) > (t) pp.teTl.
Pour presque tout ¢t € T,
Ao(t) + (1= Nw(t) > Mpu(t) + (1= Nbu(t)

Ceci implique que (Av(t) 4+ (1= Nw(t)) € Q(z), d’'ou la convexité de Q(x). De plus, il est clair
que Q(z) est un fermé, on déduit que @ est une multi-application s.c.i. & valeurs fermées et
convexes. Via le Théoreme de Michael, @ admet une sélection continue @z : X — L'(T,R)
telle que

vzu € Q(x),Vr € X et pz4(T) =0.
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2.1. Résultats et propositions principales

La famille des ensembles suivants

€

A: {{.T I~ X: ngf’ﬂul < 4

}, TE X, HEG(E)}

forme un recouvrement ouvert de X. En effet

€

A = {{xeX: lpsm(@)|1 < } eX,ﬂeG(f)}

i T
= {x € X: vz, u(x) € B (0, i) ,TeX, ue G(f)}
= {x € ¢3a (BL1 (0, i)) ,TEX, UE G(f)}
_ €
- U (0 (09),
ueG(T)
zEX

B <0, i) est un ouvert de LI(T, R) et gz est continue = go%,lﬁ <BL1 (0, i)) est un ouvert de X

— 7Uf s <BL1 (0, i)) est un ouvert
ueG(T)
TEX

de X

= A est un recouvrement ouvert de X.

X un espace métrique donc paracompact (du Théoreme 1.3.1. de Stone). Alors A admet un
raffinement ouvert localement fini {V,,,n > 1}. Puisque X est séparable, il existe {p,(:)} une
partition continue de I'unité subordonée a {V,,}.

Soit {h,(-)} une famille de fonctions continues définies de X dans [0, 1] telle que
ha(z) = 1,52 € supp (pn) et supp (hy) C Vy.

Pour tout n > 1, choisissons z,, € X, u, € G(z,) telles que V,, C {x € X, | @anun (@)1 < i}

et posons ¢,, = @z, u,- Les fonctions ¢, vérifient les propriétés suivantes

en(2)(t) > essinf{||u(t) — un(t)||,u € G(z)} ppteT. (2.10)

Pu@llen@)h < pul@) . (z€Xn>1). (211)
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2.1. Résultats et propositions principales

On applique le Lemme 2.1.1. sur les deux suites {¢, } et {h,} et sur la fonction i(z) = >_ h,(z).
n>1

Il en resulte qu’il existe une fonction continue 7 : X — R* et une famille {®(7,\)} C ¥ qui

vérifient (1), (2) et (3).

Il est possible de construire deux fonctions f., ¢, telles que

fd@) =Y wnxal@) et pda) =+ D eale)ala).

n>1 n>1
Ou Mo =0, A(z)= ; Pm(T) et Xal(T) = Xa(r(2), @)\ B(r(2), An_1(z))-

Clairement, f. et o, sont continues dans L'(T, E) et L'(T,R) respectivement. En effet
montrons que f, est continue sur X i.e., f. est continue au point zy € X.

Nous avons,

er(:)?) - fe(xO)”l = H Zuan(x) - Zuan(xO) . < Z ||unXN(x> - uan(IO)Hl-

n>1 n>1 n>1

De plus, par (3) du Lemme 2.1.1., on a
@) = wnatan)ll, = [l O0(2)O) ~ (O 0)(O) )
= [ @) (enl)8) = o) ()it
= [ o @) Oditt) = [ Nn® o) )
= / [t (8)] | X ) MmN\ B0 A1 2) () (2)
- / [ (B)]| X 09, A (w000 0) A1 00y () ()
- / Jua(8)]dntt)

(7 (2),An (2))\O(7 (), An—1(2))

- / Junl®)]dnct
@(7(20),An(20))\2(7(20),An—1(z0))

S B CGI G R R TROI

&(7(x),An(x)) O(7(2),An—1(x))
S B 0] T R B TR0
@(7(20),An(z0)) @(7(20);An—1(20))
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2.1. Résultats et propositions principales

Donc,

Hunxn(x)—unxn(xo)Hl = \(z /”un t ‘dut — Ano1( /Hun }d,u
e / o) ditt) + Au (o / Jon )it
= ()‘n(x)_)‘nl(x))/Hun(t>Hdﬂ<t>_ ()‘n(l@)_)‘n1(x0))/||un<t>“dﬂ<t)

S / e (8) | dpet) — () / e (1) | dpet)

= pa(@)||unl], = pn(x0)||un]],

= (pn(®) = pal0))[[tn]],-
{pn(+)} est une famille de fonctions continues de X dans [0, 1] et on a, u, € L'(T, E),¥n € N
i.e., |lun|l1 < 400 et puisque la somme est localement finie.

On déduit que f, est continue en x( et donc f, est continue sur X.

On procede de méme pour montrer que ¢, est continue.
e Etap2. Montrons que G, définie par (2.8) est non vide.
Fixons z € X. Pour tout n > 1, nous avons d’apres la proposition 2.1.2. existence de u? € G(z)

tel que

luli(t) — u,(t)| < i + essinf{|lu(t) — u,(t)|,u € G(z)} p.p.dansT. (2.12)

xT

En effet,

d’apres la relation (2.10), nous avons

on(x)(t) > essz’nf{”u(t) —up ()|, u € G(az‘)}

Par la Proposition 2.1.2.; il existe u} € G(z) telle que

lui(t) — un(t)] = essinf{”u(t) —up(t)]|,u € Gz } p.p. dans T

[z () — un(t)]| < i +essinf{u(t) — ua(t)]],
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2.1. Résultats et propositions principales

On pose

n>1

Par la Proposition 1.10.3., et puisque G(z) € D(L!(T, F)), on trouve que u, € G(z).

On montre que u, € G¢(x), autrement dit, u, vérifie la relation

|ua(t) = fe(z)(®)|| < @e(2)(t) p.p.t dans T. (2.13)

Par la relation (2.10) et (2.12), nous avons pour presque tout t € T

Jus(t) = fe(x)(@®)]| =

S xa() ()~ un<t>xn<x><t>H

- | - st

- é_HuZ(t) — ta(®)| () (1)

< nz; G +essinf{|Ju(t) — u,(t)],u € G(sv)})xn(x)(ﬂ
< 3 (5ot

= Y @O

= soe(fﬂ;(?)

On a trouvé, u, € G (z), pour tout x fixé dans X. Par conséquent,

G.(x) £ 0.

e Etap3. Montrons que ¢ (z)||; < ¢, pour tout z € X.

Posons I(z) ={n > 1, p,(z) > 0}.
Notons que

1 <card(I(z)) <l(x).
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2.1. Résultats et propositions principales

Par (3) du Lemme 2.1.1. et la relation (2.11), on déduit que

loe@) = / o) (D)dp(t)

_ /( + 3 pnl@) (xn () () dia(t)
 Sur +n§>;l/% 2)(£)dp(t)
= i z;/ X (r(@) (@) (E) = Xao(r(@) A1 () (L) dpe(t)
. / wiy- [ eedue)
n>1 &(1(2) An( O(7(2),An—1())
Nous avons
W< [ o / o) )dlt) < =
Alors,
oz < ;1+ >1< / (z)()dp(t) + m n1(x)/90n(x)(t)du(t)+4l<€x))
= Z+n>1< z)||on(2)||1 + m)
< S+ > (po@llen@lh + 5775)
= T+ Z pa@llen@l+ 3 s
nel(x) nel(x)
< 4—1 + Zln;(x)pn(x) —|—ca7’d([(x)2l(x)
e card(I(x))
< at 2(z)
< -+ +€l($)

+
NN o NN s I AN S
Do
o~~~
—
8
S~—

I
o

[ NN e VSN e NSNS e

Par la Proposition 2.1.4., il est clair que G, est une multi-application s.c.i. a valeurs décomposables.
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2.2. Théoréme de Bressan-Colombo

A cette étape, tous les résultats sont a notre disposition pour démontrer le résultat principal

de ce chapitre.

2.2 Théoreme de Bressan-Colombo

Théoréeme 2.2.1 (Bressan-Colombo). [4] Soient X un espace métrique séparable, E un
espace de Banach et F : X = LY(T, E) une multi-application s.c.i. a valeurs non vides fermées
et décomposables. Alors, F' admet une sélection f continue définie de X dans L'(T, E) i.e.,

f(x) € F(x), pour tout x € X.

Démonstration du théoréeme.
Soit F' une multi-application donnée. On va construire deux suites de fonctions continues
fo: X — LNT,E) et ¢, : X — LY(T,R) et une suite de multi-application s.c.i. G, & valeurs

décomposables telles que pour tous z € X et n > 1,
() Gule) = {u € Fla): |ult) = ful@)(t)]| < pula)(®) pp.} 0.
(i) [[a@)(t) = fars (@)O)]| < eul@) (1) + pums (@)(t) pp. ¢ dans T (n > 2),
(i) lpn(@)lly < 27
Pour cela, on procede par récurrence sur 7.

1
Appliquant la Proposition 2.1.5. pour G = F et € = 5 on trouve f; : X — LYT,E) et

@1 : X — LY(T,R) des applications continues, telles que

Ghlx) = {u € Fa): [ult) = @0 < p1(@)(®) pp. t € T)

1
est non vide et [|¢;(z)]1 < 3’ De plus, la multi-application Gy est s.c.i. a valeurs décmposables.
Soit maintenant,

G:X = L\T,E)

r+— G(x) = clGy(x)

36



2.2. Théoréme de Bressan-Colombo

1
est s.c.i. a valeurs non vides fermées et décomposables. Donc pour € = 2 et par la Proposition
2.1.5., ils existent fo: X — LY(T, E) et ¢y : X — L'(T,R) des applications continues telles
que

G {UEGl HU fg H <g02 )(t) pptGT}

1
est non vide et ||¢2(z)[|1 < . De plus, nous avons

22
[ f2(2)(t) = fu(2)(O)]| = Hfz(x)(t)—U(t)Jru(t)—fl(fc)(t)}l
lu(®) = (@) O + [lu()) = Ail2) D

< pa(2)(t) +or(2)(t) pp.teT.

IN

Maintenant, par inducation sur n. Supposons que f,,, pm €t G, sont construites pour
m=1,...,n—1.

De I'étape (n — 1), on a la multi-application définie par
G:X =LY TE)

r+— G(x) = Gy ()

est s.c.i. a valeurs non vides fermées et décomposables. Pour € = 2% et par la Propositon 2.1.5.,

ils existent deux applications continues f,, : X — LY(T, E) et ¢, : L'(T,R) telles que

Gn(x) = {u € Gp_1(x): ||u( — fulz H < @p(x)(t) pp-te T}

1
est non vide et ||, (2)|1 < o De plus, nous avons

Gn(z) CGpi(z) C ... C Gi(z) C F(x)
et

1@t = faa @O < [Ju®) = Fa@) O] + [[u(t) = faa (@) (O]

< pn(@)(t) +pna(x)(t) pp.teT.
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2.2. Théoréme de Bressan-Colombo

D’autre part, on a

[ fa(2) = faa(2)]|, = /llfn(w)(t)—fn—l(l“)(t)lldﬂ(t)

< [len@@ldu(®) + [ lonstz)oldutt
= Jlon@)ls + o)l

111

2 T Tt

Donc, (f,)n>1 est une suite de Cauchy dans C(X, L'(T, E)) qui est complet, d’out elle converge
uniformement vers une fonction continue f.

e Montrons que d(f,(z), F(z)) < 27"

d(fa(@), F(z)) = inf flu=fal@)],

uel ()
< Ju— @), vue Fa)
_ /Hu(t) — ful@)(®)]|du(t)
</WWWWW)
= [lea@)|,
< 27"

Nous avons,

fa(@), F(2)) + || fu(2) = f(2)]],

d(
11
0 g
3
on

IN

par passage a la limite quand n — 400, on trouve d(f(z), F'(z)) = 0. Comme F(x) est un
fermé, ceci nous donne que f(x) € F(x) Vo € X. Alors f est une sélection de F.

Ce qui acheve la démonstration du Théoreme.
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2.2. Théoréme de Bressan-Colombo

Corollaire 2.2.1. [5] Soit E un espace de Banach séparable. et Soit G : X = LY(T, E) une
multi-application s.c.i. & valeurs non vides fermées et décomposables. Soient g : X — LY(T, E)

et p: X — LYT,R) des fonctions continues, telles que la multi-application
H:X =LY T E)

définie par
H(z) = cl{v € G(x): [Jo(t) — g(z)()[| < @(s)(t) pp-t €T}

est non vide. Alors H admet une sélection continue, i.e., il existe une application continue
h: X — LNT,E),

telle que
h(z) € H(z), Vz € X.

Démonstration.

Par la Proposition 2.1.4., la multi-application H est s.c.i. a valeurs décomposables. De plus, H
est a valeurs fermées.

Appliquant le Théoréme de Bressan-Colombo, on trouve h : X — LY(T,E) une sélection

continue de H i.e., Vo € X, h(x) € H(x).
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CHAPITRE 3

Les mclusions différentielles

Soient I un intervalle de R et E un espace de Banach séparable.
Dans ce chapitre, on va étudier les inclusions différentielles du premier ordre [5] et du second

ordre [2] suivantes

' € F(t,z,s), pp.tel,

z(0) = &(s),
oul=10,1], F: I x Ex X = P(F) une multi-application mesurable et s.c.i. par rapport a la

(P.)

troisieme variable et £ une application continue définie de X dans F.

(p(t)2'(t)) € F(t,x(t), pp.tE€L
(73/5) x(0) = xo,

2'(0) = x4,

oul=10,T], T>0,F:IxFE =P(FE)une multi-application mesurable, s.c.i. par rapport a
la deuxiéme variable et p : I —]0, +00[ une application continue.

Notre outil crucial pour la démonstration est le Théoreme 2.2.1. de Bressan-Colombo.

Avant d’entamer ces problemes, on va se rappeler de quelques résultas préliminaires qui nous

seront utiles.
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3.1. Préliminaires.

Pour plus de détaille concernant ces résultats, nous renvoyons le lecteur a [1], [2], [5], [10]

et [13].

3.1 Préliminaires.

Proposition 3.1.1. [13] Soit u : I — E une fonction mesurable et soit G : I = P(FE) une
muli-application mesurable a valeurs fermées. Alors pour toute fonction mesurable
r: I —]0,+o0[, il existe une sélection mesurable g : I — E de la multi-application G, i.e.,

pour tout t € I
g(t) € G(1),

telle que
|ut) — g(t)|| < d(u(t), G(t)) +r(t) pp.tel.

Proposition 3.1.2. [5] Soit F': I x X =2 P(E) une multi-application L(I) Q) B(X) a valeurs

fermées telle que F(t,.) est s.c.i. pour tout t € I. Alors la multi-application
G:X = D(LY(I,E))

définie par

G(z)={ve L' (I,E):v(t) € F(t,x) pp.t €1} (3.1)
est s.c.1. si et seulement s’il existe une application continue

q¢: X — L'(I,R)
telle que
d(0, F(t,z)) < q(z)(t) pp.t €1 etVa € X. (3.2)

Démonstration.

=) Supposons que la multi-application G définie par (3.1) est s.c.i. a valeurs non vides fermées

et montrons qu’il existe une application continue ¢ : X — L'(I,R) telle que pour tout = € X,

d(0, F(t,z)) < q(z)(t) pp.tel.
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3.1. Préliminaires.

D’apres la Proposition 3.1.1., la multi-application G' admet une sélection g : X — L'(I,R)

i.e., pour tout = € X, g(z) € G(z). Alors
g(x)(t) € F(t,x) pp.teT.
D’autre part,

d(0,F(t,2)) < d(g()(t), F(t,x)) + [|g(x) (1)

= |lglx)(®)]-

Pour ||g(x)(t)|| = q(x)(t), on trouve que la relation (3.2) est satisfaite.

<) Supposons qu’ il existe ¢ : X — L(I,R) telle que pour tout z € X, la relation (3.2) est
satisfaite et montrons que la multi-application G' définie dans (3.1) est s.c.i.

i.e., G7Y(C) est un fermé de X pour tout fermé C' de L'(I, E). Autrement dit,

pour toute suite (x,),>1 convergeant vers z dans X telle que G(z,,) C C, alors G(z¢) C C.
Soit vy € G(xg), et considérons une suite de sélections mesurables v, (t) de t — F(t,x,)

telle que
1
lon(t) —vo(t)|] < d(vo(t), F(t,xn)) + — PP tel. (3.3)
Comme la multi-application x — F'(t,x) est s.c.i. Alors pour tout s € E, 'application

T — d(s, F(t, a:)) est s.c.s. Donc pour presque tout ¢ € I, et puisque (2, ),en converge vers x,

1
limsup [[v, () — vo(t)|| < limsupd(vo(t), F(t,z,)) + limsup —
n—-+o0o n—-+o0o n—+oo T
S d(?]o(t),F(t,l’g))
= 0.

Donc,

lim v, (t) = vo(t) p.p.t €.

n—-—4o00

Aussi on a, pour presque tout t € I,
d(wo(®), F(t,)) < d(0,F(t,z) + [oo®)]

< (@) () + [loo(®)]]-
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3.2. Inclusion différentielle du premiere ordre.

Alors,

[on () = vo(B)]| < q(n)(t) + [[vo(8)]] + % pp-tel

1

On pose, a,(t) = |lvo(t)|| + g(x,)(¢) + — Nous avons, (a,)nen converge dans L' (I, R), alors elle
n

est bornée dans L'(I,R).

Donc, la suite de fonctions ¢ — ||v,(t) — vo(#)|| est bornée dans L'(I,R), et

[on (O] = [lva(t) = vo(t) + vo@)| < [loa(t) = vo(B)] + [[eo(@)]]-

D’ou, (vn(~))n>1 est bornée. On applique le théoreme de convergence dominée de Lebesgue, on
déduit que la suite (v,),>1 converge vers vy dans L' (I, E'). De plus, C est un fermé de L'(I, E)

et v, € G(x,) C C, implique que G(zo) C C i.e., la multi-application G est s.c.i.

3.2 Inclusion différentielle du premiere ordre.

Considérons le probleme de Cauchy suivant

e F(tz,s), pp.tel,
(Ps)

ou ¢ : X — FE une fonction continue, I = [0,1] et F': [ x E x X = P(E) une multi-

application vérifiant les hypotheses suivantes
o (Hy): Fest L(I)® B(E x X) mesurable.

e (H,) : 1l existe une application continue s — k(s)(-) définie de X dans L'(I,R) telle

que k(s)(t) > 0 et pour tous s € X et z,y € E,
H(F(t,,5), F(t.y,5)) < k(s)(t) |z — yl| po. t € L.

e (H3) : Pour tout (t,x) € I x E, la multi-application s — F'(¢,x, s) est s.c.i.

43



3.2. Inclusion différentielle du premiere ordre.

e (H,) : Pour toute application continue s — y(s)(:) définie de X dans AC(I, E), il existe

une application continue g, : X — L'(I,R) telle que pour tout s € X

qy(5)(t) = d(y/ (s)(t), F(t,y(s)(t),5)) pp-tE L. (3.4)

Notons que par les hypotheses (H,), (H3) et la Proposition 3.1.2. 'hypothese (Hy) peut étre

remplacer par les conditions équivalentes suivantes

e (Hy, ) : 1l existe une application continue gy : X — L'(I,R) telle que pour tout s € X,
qo(s) > d(0, F(t,0,s)) p.p. dans I. (3.5)

e (H}, ) : La multi-application Gy : X = D(L'(I, E)) définie par
Go(s)={ve L'I,E):v(t) € F(t,0,s) p.p.tel}. (3.6)

est s.c.i. a valeurs fermées.

Démonstration.
Montrons que (Hy) <= (Hy,) <= (H},).

(Hy) = (Ha, )

Supposons qu'il existe ¢, : X — L*(I,R) continue telle que pour tout s € X,
d(y'(s)(t), F(t,y(s)(t). ) < qy(s)(t) pp-t €
et montrons qu’il existe qo : X — L'(I,R) continue telle que pour tout s € X,
d(0, F(t,0,5)) < qo(s)(t) p.p.t el
Par I'hypothese (Hs), nous avons

d(0, F(t,0,5)) < d(y'(s)(t), F(t,0,5)) + [ly/(s)(D)]
< Ay (s)(t), F(t.y(s)(t), 5)) + H(F(t,0,5), F(t,y(s)(t), s)) + ¥/ (s) ()]
< qy(9)() + [y ()OI + k() Dy (s) D]

= qo(s)(?).
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3.2. Inclusion différentielle du premiere ordre.

(Hai,) = (Hy,)-

Supposons qu'il existe une application continue gy : X — L'(I,R) telle que
d(0, F(t,0,s)) < qo(s)(t) pp.tel
par la Proposition 3.1.2., on déduit que la multi-application Gy : X = D(L'(I, E)) définie par
Go(s) = {ve L'(I,E):v(t) € F(t,0,s) p.ptdans I}

est s.c.i. Donc (Hj, ) est vérifiée.
(Hj,) = (H,). On utilisant la Proposition 3.1.2., il existe go : X — L'(I,R) une application
continue telle que

d(0, F(t,0,5)) < qo(s)(t) p.p.t el

Par I'hypothese (Hs), on a

d(y'(s)(t), F(t,y(s)(1),9)) < d(0, F(t,y(s)(t),5)) + [y (s)(®)]]

< d(0,F(t,0,5)) + H(F(t,0,5), F(t,y(s)(t), ) + ||y (s)()|

< qo(s)(t) +E()O)[[y(s) O + [l () ()]
Donc, il existe g,(s)(t) = qo(s)(t) + k(s)(t)||y(s)®)|| + ||v'(s)(®)|| € L (I, R) telle que
d(y'(s)(t), F(t,y(s)(t), 5)) < ay(s)(t) pp-tEL.
Dot (Ha).

De plus, par la Proposition 3.1.2., 'hypothese (Hy) est équivalente a la suivante

e (H}) : Pour toute fonction continue

y: X — AC(I,E)

s — y(s)()
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3.2. Inclusion différentielle du premiere ordre.

la multi-application G, : X = D(L'(I, E)), définie par
Gy(s) ={v e L'(I,E):v(t) € F(t,y(s)(t),s) pp.t €1}

est s.c.i. a valeurs fermées.

Théoreme 3.2.1. [2] Supposons que la multi-application F satisfait les hypotheses
(H1),...,(Hy). Alors pour toutes applications s — y(s)(-) de X dans AC(I, E) et

s+ q(s) = q,(s) de X dans L'(I,R) telles que q vérifie (3.4) et pour tout € > 0, il existe une

fonction x telle que
(a) Pour tout s € X la fonction t — x(s)(t) est une solution de (Ps).
(b) L’application s — x(s)(+) est continue de X dans AC(I, E).
(c) Pour tout s € X,

[/ (5)(8) =" (5)D)]| < e+ ek(s)(@)e™ D+ k(s)(1)||y(5)(0) — &(s)[| ™

t

+k(s)(t) / q(s)(T)em(s)(t)_m(s)(T)dT +q(s)(t) pp.tel

0

(d) Pourtel etse X,

|[p)(®) = 2(9)®)] = [w()(0) = €G] | < € ™D+ [Jy(s)(0) = €(s)]| (7O ~ 1)

ol

Démonstration.

On suppose que pour toust € I,s € X

y(s)(t) = 0 et £(s) = 0.

n+1
Fixons € > 0, soit €, = < i

) € et posons
n-+2
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3.2. Inclusion différentielle du premiere ordre.

On doit constuire une suite de Cauchy (2,(s)(-))nen € AC(I, E) des suites approximantes

successives @, (s)(f) telle que pour tout n > 0, ,(s)(0) = 0 et
(i) s —> 2,(s)(-) sont continues,
(i) 1(5)(t) € F(t2a(s)(8),5) pp.t € 1.
(i) (|1 (5)(2) = ()OI < k() ()gals)(t) pop.t €T

ou

On a pour tout s € X,

Ko = [k [ a)r D= mOIONT | (ORI,
/ / L (n—1)! (n—1)!
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3.2. Inclusion différentielle du premiere ordre.

n! n!

(m(s)(1)"

(n+2)(n+ 3)n!

= ny1(s)(t) — < Gn+1(8)(1).

Par (iii), nous avons pour presque tout ¢ € I,

11 (8)(0) = () D]] < k() () (1).

Donc,

t

mw@@+/mﬂwmm—m@@—/%@WWH

0

241 (s)(E) — 2als) ()| =

| [ o)~ oy

Il en résulte que
@01 (5)() = 20l O] < @usa(5)(8) pp. t € 1. (3.10)
On pose que z¢(s)(t) = 0 et on définit la muti-application Gy par
Go: X = LY(1,E)

Go(s) = {ve L'(I,E): v(t) € F(t,zo(s)(t),s) p.p. dansI}.
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3.2. Inclusion différentielle du premiere ordre.

Considérons la multi-application Hy définie par
Hy: X = LI, E)

Ho(s) = cl{v € Go(s): [[o(t)]| < q(s)(t) + €}

Nous avons la multi-application G vérifie 'hypothese (H), ) donc, Gy est s.c.i. a valeurs fermées
de X dans D(L'(I, E)). Par la Proposition 3.1.2., il existe une application continue

q: X — LY(I,R) telle que
d(0, F(t,zo(s)(t),s)) < q(s)(t) pp.t€letVse X.
En vertu de la Proposition 3.1.1., il existe vy : I — E une sélection mesurable de F telle que

@)l < d(0, F(t,z0(s)(2), 5)) + g pp.t €I, Ye>0

< q(s)(t)+€ pp.tel
On a Vvt €I, vy(t) € F(t, zo(s)(t),s) i.e., vg € Go(s) et de plus

loo (Il < q(s)(t) + €0 pp-t € 1.

Donc vy € Hy(s). D’ou Hy(s) # 0.

Par le Corollaire 2.2.1., il existe une application continue hy : X — L(I, E) telle que
ho(s) € Ho(s), Vs e X.

Autrement dit,
et

On définit



3.2. Inclusion différentielle du premiere ordre.

Il est clair que pour presque tout ¢ dans I,
[21(s)(t) = zo(s)(B)]| = [Jaa(s)(®)

- | /h()(s)(T)dTH

< /Hho(s)(f)um

< /q(s)(T)dT + teg

< / a(s)(P)dr + €6

0
< q(s)(t).
Ou .
@ (s)(t) = /q(s)(T)dT +e, Vse X, Vtel.
0
Supposons que les fonctions x, . .., z, sont définies et vérifient les trois conditions précédantes

(i), (ii) et (iii). Observons que,

d(a,(s)(2), F(t, 2n1(s)(2), 5))

IN

d(x),(s)(t), F(t, xp_1(s)(t), s))

FH((F(t, 20 (5)(8), 8), F(t, 2, (s)(1), 5)))

(VAN
e
—~
vy
SN—
S
o~
SN—
8
3
—~
V2]
S—
—~
~
N—
|
8
T
—
—~
V2)
N—
—~
o~
S—

De la relation (3.10), on trouve

d(,(s)(t), F (t,2n(5)(t), 5)) < k(s)(t)gn(s)(t) pp.t €. (3.11)
Soit maintenant, G,, une multi-application définie de X dans L!(I, E) par

Gu(s)={v e LI, E):v(t) € F(t,x,(s)(t),s) p.p.t €I}
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3.2. Inclusion différentielle du premiere ordre.

Considérons la multi-application H,, définie par
H,:S=LY(I,E)

H,(s) = cl{v € Gu(s): [v(t) — 2, (s) ()| < k(s)(t)an(s)(t) pp-t €1},

e Montrons que H,(s) est non vide pour tout s € X.

Notons que
(m(s)()" " k(s)(t)

(n+1)(n+2)(n—1)!

t—rp_1(s)(t) =

est mesurable et strictement positive. Alors, par (ii) et la relation (3.10)

d(a7,(s)(8), F(t,2a(5)(t), 5))

IN

d(a,, (s)(1), F(t, 2n1(5)(t), 5)) + H(E (L, 2a(s)(1), 5), F(L, 2n1(5)(1), 5))
< K(s)()]|ln(s)(t) = zna(s)(D)]]
k(8)(#)gn(s)(t) = rn-a(s)(t)-

IN

Via la Proposition 3.1.1., il existe v € L'(I, E) tel que
v(t) € F(t,z,(s)(t),s) p.p. t dans [
et

l(t) — ()OI < d(a(s) (1), F((t, 2a(s)(t), 5)) + ra(s) (1)
< R(8)(0)gn(8) (1) = a1 (s)(t) + rn-a(s)(t)

< k(8)(E)an(s)(t).

Par conséquent, v € H,,(s). D’ou la non vacuité des valeurs de H,,.
Nous avons que la multi-application G,, vérifie 'hypothese (H}) donc, G,, est s.c.i. a valeurs
fermées de X dans D(L'(I, E)). Par le Corollaire 2.2.1., H,, admet une sélection

h, : X — L'(I, E) continue i.e.,

ho(s) € Hy(s), Vse X.
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3.2. Inclusion différentielle du premiere ordre.

En d’autre termes,
hi(s)(t) € F(t,z,(s)(t),s) p.p.tdans I
et
[ (8)(8) = 27, (s)(t)|| < k(5)()an(s)(t) p.p.t dans I.
On définie

t

Tni1(s)(t) = /hn(s)(T)dT.
0
D’apres la définition de z,,41(s)(.), on voit bien qu’elle vérifie (i), (ii) et pour presque tout t € I,

@ ()(0) = 2D = [[eha(8)(E) = Bal5)(®) = Zh()(E) + ha() D)
< 2l (8)(®) = ha(8) O + [| () () = 2 (5) (D)
< [[Bals)(®) = Bl D] + () Dan(s)(D)
= k(s)(B)an(s)(0)
Par (iii) et la relation (3.10), on trouve
201 () = 2a()Olac = [20s1()(0) = 2(8)O)| + 21 (5) () = 2, (O
= 170 =),
= [ lgha(s)®) - i s) 0

< / K(5)(£)ga(s) (D)t
< Gun(9)(D).

Donc on trouve

[2n41()() = 2a(8) ()| o < G (5)(L). (3.12)

D’autre part, on a

)0 = [ als)w) au+ MO (3.13)
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3.2. Inclusion différentielle du premiere ordre.

Puisque
m(s)(1) — m(s)(u) = / K(s)(r)dr — / K(s)(r)dr
_ / k(s)(r)dr + / k(s)(r)dr
= /k(s)(T)dT
< / k(s)(r)dr
— KO
et .
m(&)(V) = [ ks)r)dr = [k)0)],
On aura

IA
—

Q

=

N

=

o ()1 HIOI, | OIE,
— Hk(si'()ul :/q(g)(u)du+en+1}
k()OI T 1
< B0, [ o)l + e
ES)O|" r
< H (2&‘()”1 _Hq(S>H1+€n+1]
k(s)(- -
< H (7)2‘()“1 _Hq(swl_'_E]
Par conséquent,
()0 = ()l < OO (g, ). (3.14)
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3.2. Inclusion différentielle du premiere ordre.

Les fonctions s ~— |[|g(s)||, et s — [[k(s)(:)

: Hl sont continues. Alors la relation (3.14)

implique que pour tout s € X, la suite (z,(s')(+))nen vérifie la condition de Cauchy uniforme
pour tout s’ dans un voisinage de s, donc (z,(8)(+))nen converge uniformément vers z(s)(-),

d’ou z(s)(t) = lim x,(s)(t) est continue.

n—-+00
Montrons maintenant que ¢ — x(s)(t) est solution du probleme (Ps).
(2!(5)(*))nen est une suite de Cauchy dans L'(I, E). En effet, par (iii), nous avons

1

(5 Oy = [ lehns)® -« ()0)

0
1

< / k(s)(t)gn(s) (1) dt

< QnJrl( )(1)

o k) Hl(Hq i +e).

Par conséquent, (z'(s)())nen converge uniformément vers une fonction w(s)(-) € L'(I, E).
On montre que w(s)(-) = a'(s)(-).

Nous avons,
t

2n(8)(t) = 2,(s)(0) + /QZ;L(S)(T)CZT.
Par (iii), on a

EAOI0] e EANOIOEEACIOI R EAGIO]
< Yl @@ = @O + [l ()]

IN

DIl (5)(0) = i)Wl + () (6) + eo

0+ D k) (o)1) + 5 ¢

IN
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3.2. Inclusion différentielle du premiere ordre.

On déduit,

t

21 (s)®)]] < a(s)(t) + E(s)(2) / q(s)@)[z(m(s)(t)fm(s>(u))" ] Ju

— (1 —1)!
HH(s)() % e+ e (3.15)

Par le Théoreme de convergence dominée de Lebesgue, on trouve

Puisque z(s)(+) est absolument continue, on aura

7(s)(-) =w(s)() pp-t el

D’autre part,

d(2'(s)(t), F(t,2(s)(t),5)) < d(2h41(s)(8), F(t, 2a(5)(t), 5)) + [lr, 1 (s)(t) — 2'(s)(1)]]
+H (F(t,2,(s)(t),s), F(t,z(s)(t), s))
< a1 ()(t) = 2" (s) (I + k() (0) |lzn(s)(t) — z(s) (D).
Par passage a la limite, on trouve que
2'(s)(t) € F(t,z(s)(t),s) p.p.t €l

Enfin, vérifions les assertions (c) et (d).
Ona,VtelseX, y(s)(t)=0, y'(s)(t) =0, y(s)(0) =0, &(s) = 0.

Alors, pour montrer (c), il suffit de vérifier que

t

|2 (s)(t)|| < e+ ek(s)()e™ PO 1 k(s)(t) /q(s)(T)em(s)(t)_m(s)(T)dT +q(s)(t) p.p.dans I.

Pour cela, faisant tendre n vers +o0o dans la relation (3.15).

Pour (d), on montre la relation suivante pour tous t € [ et s € X,

t
z(s)(t)| < ce™(s)() +/q(s)(T)em(s)(t)—m(s)(’r)d,r‘

0

%)



3.2. Inclusion différentielle du premiere ordre.

lena @@ = [z - )0

IN
)
T
+
[
—
Va)
N—
—
~
N—

= Z [/q(8>(7_) (m(s)(t) —Z|m(8)( )’ d7'+( (SZ)'(t))l 61]
< /q(s)(r) ZO (m(7)(t) ;!m(s)(T))Z i+ ; <m(sz3(t))l )

Par passage a la limite, on déduit que

|z(s) ()| < ee™D® 4 [ ¢(s)(7)emOOED g VeI s e X.

o\ﬁ*

Remarque 3.2.1.
Soit F(t,z,s) = F(t, 2+ y(s)(t) — y(s)(0) + &(s), y’(s)(t)).

Si z est une solution du probléme
2 e F(tzs), 20)=0, (3.16)
vérifiant les assertions (a), ..., (d) avec
d(0, F(t,0,5)) < q(s)(t) + |y ()]l + k(s) (B)[|£(s) = y(s)(O)]| = @s)(t) pp. dans I.

Alors, x(s)(t) = z(s)(t) + y(s)(t)y(s)(0) + £(s) est solution du probléme (Ps).
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3.3. Inclusion différentielle du deuxiéme ordre.

3.3 Inclusion différentielle du deuxieme ordre.

Considérons maintenant le probléme du second ordre. Pour tout ¢t € I = [0,7], T > 0
(p(t)a'(t))" € F(t,x(t)), pp-tel,
(P's) z(0) = xo,
2'(0) = xy,
ou F:Ix E=P(E), xy, ©1 € E, et p: I —]0, +00[ une application continue.
Une application continue z € C(I, E) est dite solution du probleme (P’y), s’il existe une

fonction intégrable f € L'(I, E) telle que

F(t) € F(t,(t)) pp.tel,

et
/ 1 / 1 3
x(t) =x +p0x/—ds—|—/—/ w)du ds. 3.17
O =20 [ 75 | 1w (317)
On appelle (x( ), f(+)) un couple de trajectoire-sélection du probleme (P's).
to1
Si on pose J(t) = [ (— ds, pour tout t € I, la relation (3.17) sera réecrite comme suit
o p(s)

t

x(t) = xo + p(0)x1 J(t) + / J(t —u)f(u)du Vt e I.

En effet

O / p<13 / p(% / w)du ds



3.3. Inclusion différentielle du deuxiéme ordre.

Considérons les hypotheses suivantes

e Hypothése 1.

(i) F: I x E = P(F) est une multi-application & valeurs non vides fermées,

L(I) x B(F) mesurable et telle que t — F(t,.) est s.c.i.
(i) Mexiste L(-) € L'(I,Ry) telle que pour tout t € I, F(t,.) est L(t)— Lipschitzienne,
ie.,
H(F(t,x), F(t,y)) < L[|z —yll, Yo,y € E.
e Hypothése 2.

(i) X est un espace métrique séparable et a,b : X — E, ¢: X —]0,+o0[ sont des

applications continues.

(i) Tls existent des applications continues g : S — LY (I,E), y : X — C(I,E) et

q: X — LY(I,R), telles que
(p(t)(y(5))'(1))" = g(s)(t), Vs € X, Vi € I.

d(g(s)(t), F(t,y(s))(t)) < q(s)(t) pp.-t €I,Vs € X.

1
Soit M = sup——, alors
ter P(1)
|J(t)] < MT, Vtel.

On pose
m(t) = /L(u)du.

et

)(t) = " (IMTe(s) + [la(s) — y(s)(0)| + MTp(0)[[b(s) — (y(s))'(0)]))

¢
+ MT/q(s)(u)eMT(m(t)_m(“))du.
0
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3.3. Inclusion différentielle du deuxiéme ordre.

Théoreme 3.3.1. Supposons que les deux hypotheses précédantes ( Hypothése 1 et Hy-

pothése 2) sont satisfaites. Alors, il existe deux applications continues
r: X — C(I,E)
f: X — LYI,E)
telles que pour tout s € X, (2(s)(-), f(s)(-)) est un couple de trajectoire-sélection de

(p()a'(t))" € F(t, x(t)) p.p-t €[0,T],

z(0) = a(s),
2(0) = b(s).
et
|z(s)(t) —y(s) (D] < &(s)(t), V(t,s) € I x X. (3.18)
[£(8)(®) — g(s)D) < L(E(s) () + q(s)(t) +c(s) pp.t €T etVs € X. (3.19)
Démonstration.

Commencons par les notations suivantes

n+1
n+2’

d(s) = [la(s) = y(s)(0)[ + MTp(0)[|b(s) — (y(s))" (O]

en(s) = c(s) n=0,1,...

et
w60 = 1) [l

no1 (m(6)"
(n—1)!

+(MT) (MTte,(s) +d(s)), Vn > 1. (3.20)

Notons aussi, z¢(s)(t) = y(s)(t), Vs € X. Nous considérons les multi-applications suivantes
Go: X = LYI,E) et Hy: X = L'(I,E)

telles que

Go(s) = {v e L'(I,E): v(t) € F(t,y(s)(t)) p.p.dansI}.

Hy(s) = cl{v € Go(s): [lu(t) — g(s)()]] < a(s)(t) + eols) }-
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3.3. Inclusion différentielle du deuxiéme ordre.

e Montrons que Hj est non vide pour tout s € X.

Par (ii) de Hypothése 2, on a

d(g(s)(t), F(t,y(5)(t))) < a(s)(t) < q(s)(t) + eo(s). (3.21)

On pose pour tous ¢t € [ et s € X la multi-application F{ telle que

F5(t,s) = F(t,y(s)(?)).

Par la relation (3.21), nous avons

d(0, F5(t,5)) < d(g(s)(t), F5(t.5)) + llg(s) (@)l

< q(8)(0) + [lg(s) O = ¢"(s)(t)

avec

¢ X — L'(I,R)

est une fonction continue (car ¢* est une somme de deux fonctions continues.) D’apres la
Proposition 3.1.2., on déduit que Gy est s.c.i. & valeurs non vides fermées de X dans D(L(I, E)).
Il en résulte par le Corollaire 2.2.1.; qu’il existe f, une application continue définie de X dans

LY(I,E) telle que fo(s) € Hy(s),Vs € X. Autrement dit,
fo(s) € F(t,y(s)(t)) pp.tel, Vs e X.

[ fo(s)(t) = a(s)(®)]| < a(s)(t) + €ols) = qo(s)(t), Vs € X, Vtel. (3.22)

On définit

Alors,

|2z1(s) () — zo(s)(®)|| < d(s)+ MT/qO(s)(u)du + MTte(s)

IA

q1(s)(?).
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3.3. Inclusion différentielle du deuxiéme ordre.

En effet,

t

Jea(s)(0) = ao() O = [als) +p0) IO + [ 1 = w)fuls)wdu ~ y()0)

D’autre part,

O/tz%jg(s)(u)du dr =

p(7)
= [ (w(s)) ("dr — p(0) (u(5)) (0) / %m
— y(s)(1) — y(5)(0) — p(0)(y(s))"(0) / ]%d
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3.3. Inclusion différentielle du deuxiéme ordre.

Remplagant cette derniere équation dans la relation (3.23), on trouve

o) (t) = ao(5) @) <

o) + DO + [ 176 = 0)] o)) — 9(5) )

+ y(5)(1) = y()(0) = p(0) (y()) O (1)] - uls)(0)|

t

< Ha(s) + p(0)MTb(s) + MT/ (fo(s)(u) — g(s)(u))du
—y()(0) = p(O)MT (y(s)) (0)
< [ats) = w(£)) | + pOMT b(s) = (9(5)) 0

M7 [ (o)) = g(s)(w)

alors,
|2(8)(t) — zo(s) (1)]| < d(s) + MT / 1/o(5)(w) — g(s) ()| du.

Par la relation (3.22), on trouve

[z1(s)(t) = zo(s) ()] < d(s) + MT/CJ(S)(U)CZU + MTteo(s)

0
t

< d(s)+ MT/q(s)(u)du + MTteq(s)
0
= q(s)().
En utilisant la méme démarche du Théoreme 3.2.1., on doit construire des suites approximantes
fo: X — LMNI,E) et z, : X — C(I, E) satisfont les propriétés suivantes
(a) fo:X — LYI,E) et z,: X — C(I, F) sont continues.
(b) fu(s)(t) € F(t,x,(s)(t)) p.p. dans [ et Vs € X.
() 1fa(8)(t) = froa(8)@D)]] < L(t)gn(s)(t) p.p. dans I et Vs € X.
t

(d) zpt1(s)(t) = a(s) +p(0)J(t)b(s) + of J(t —u) fu(s)(u)du, Vtel,Vse X.
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3.3. Inclusion différentielle du deuxiéme ordre.

Supposons que pour tout (i = 1,..., n), fi(+), z;(+) vérifient les propriétes (a), (b), (c) et (d),
la forme de z,, 41 est donnée dans (d), montrons que f,;; existe et vérifie (a), (b) et (c¢). On
fait les mémes étapes précédentes mais pour n + 1.

Nous avons par (c) et (d),

t

a(s) + p(0)J(t)b(s) + / J(t —u) fr(s)(u)du — a(s)

0

[#ns1(s)(t) = za(s)(1)]| =

t

+p(0)J(£)b(s) — / It = ) fa(5) o)

| / (¢ — ) fols) () — / T(t =) faa(5) (o)
- H/ (t =) fa()(w) = fooa(s) ()] du

s/qun ~ fur()0) |

:/uwwm ~ faa ()0

<o

0
t

< M7 [ Lwa(s)wdu

0

Fal)() = fu-1(5) ()| du
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3.3. Inclusion différentielle du deuxiéme ordre.

Par la définition de ¢,(s)(t), on trouve

_MT/LWMA@wMu

Donc,

D’autre part, On a

0

t

IN

[ (m(u) — m(r))™"

(MTVH//imm@w) L dra

t

+ / L(@(MT)“TJ@S (MTuen(s) + d(s))du

MTte(s) MTtc(s)
)

)" (MT)" 1t (m(t))"c(s)
o (MTtepia(s) +d(s)) — AT 2)(n 1 3)

(MT)" 1t (m(t))"e(s)
nl(n+2)(n+ 3)

n+1 (5) (t) -

n+1 (3) (t)

[2n11(s) (1) = 2n(8) (O] < gnia(s)(2)

d(fu(5)(t), F(t, 241 (s)(1))) < d(fu(s) (1), F(t, 2a(s)(t))) + H (F(t, 2ns1() (1), F(t, 2a(s)(1))),
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3.3. Inclusion différentielle du deuxiéme ordre.

et comme
fa(s)(t) € F(t,x,(s)(t)) p.p-tel.
Alors,
d(fn(s)(t), F(t,ﬂﬁn(é’)(t))) =0 pp.dans et Vs € X
donc,

A(fa($)(0), F(t, 2ia (5)(1))) < H(F(t, 21 ()(8), F(t, 2a(s) (1))
< L) |lznta(s)(E) — zn(s) (D). (3.24)
Considérons maintenant les multi-applications
Gni1: X = L'IL,E) et Hyyy: X = LY E).
telles que
Gpi1(s) = {v e LI, X): v(t) € F(t,xp41(s)(t)) p.p. dans I}.
Hyi1(s) = cl{v € Guya(s): [[(t) = fuls) ()] < L(t)@n+1(5)(t) p.p. dans T}.

e Montrons que H,,1(s) est non vide pour tout s € X.

Notons que
(MT)"L(t)(m(t))"t

b= mls) ) = o) = e

est mesurable et strictement positive. De la relation (3.24), on trouve
d(fa(8)(): F(t,2n1(8)(#) < L()ansa(s)(t) = ra(s)(2).
Via la Proposition 3.1.1., il existe v € L'(I, E) tel que
v(t) € Ft, 21 (s)(t)) pp. t dans I
et
lv() = fa(s)OIl < d(fu(s)(®), F((t, 2ara(s)(1) + rals)(t)

L(t)gni1(s)(t) = ru(s)(t) + rn(s)(?)

= Lt (5)(2).

IN
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3.3. Inclusion différentielle du deuxiéme ordre.

Par conséquent, v € H,,1(s). D’ou la non vacuité des valeurs de H,, ;.
Soit

Er i (t,s) = F(t, zpea(s)(1)).

On a pour presque tout t € I,

d(0, Fr(ts)) < d(fuls)(t), Frpa(ts) + [ fa(s) (0
[ ()| + L(£)gn11(s)(2)

= PZH(S)(t)'

IA

Il est clair que p}, ; : X — LY(I,R) est continue. De la Proposition 3.1.2., on trouve que
la multi-application G, est s.c.i. a valeurs non vides fermées de X dans D(L'(I,E)). On
applique le Corollaire 2.2.1., on déduit que la multi-application H,,; admet une sélection

foi1: X — LY, E) telle que
faxr1(s) € Hpya(s), Vs € X,
en d’autres termes,
frr1(s)(t) € F(t,xp41(8)(t)) pp.t€letVse X.

| ()(0) = Fu) D] < LG ()(1) pp-t € Tet¥s € X.
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3.3. Inclusion différentielle du deuxiéme ordre.

Par la relation (3.24) et (d), on obtient

s (5)C) = 2al8)C) e = sup [fals

—p(0)J(1)b(s) — / J(t —u) fn_l(s)(u)duH

/J@—uxn<x>—ﬁ%ﬂ@w»mﬂ

= sup
tel

< Stlel?/HJ t—u fn — fa-1(s)( ))du”
< sup/‘J (t—u) |an = f-1( Hdu
< MTstlg/an = fa1(5)(w)]|du

— MTan — far ()]

D’autre part, nous avons

18 () = far (Ol = /|m1 — fa(s) Ot
< A L(t)gu(s) (1)t

< /0 (MT)"q(s)(t) (m(T) =m(w)* ., 4 (MT)”‘lw(MTzen(s) +d(s)).

De plus,
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3.3. Inclusion différentielle du deuxiéme ordre.

On conclut que,

[Zat1(5)() = za() N[ < MT|fal)() = faar() O]l
(MTm(T))"

< T (MTlg(s)( )11 + MT?c(s) +d(s)).  (3.25)

La fonction s —— MT||q(s)(-)||1 +MT?c(s)+d(s) est continue donc, localement bornée. Alors la
relation (3.25) implique que les suites (f,,($)(*))nen, (€n(5)(+))nen vérifient le critere de Cauchy
uniforme pour tout s dans un voisinage de s. Dot (fn(8)(*))nen, (2n(8)(+))nen convergent
uniformément vers f(s)(-),x(s)(-) de X dans L*(I, E), C(I, E) respectivement.

Alors, les fonction s — f(s)(+), s — z(s)(-) sont continue de X dans L'(I,E), C(I,E)

respectivement et pour presque touts ¢t dans I, Vs € X, on a

d(fu(s)(t), F(t,2(s)(1)) < d(fuls)(t), F(t,a(s)(t))) + H(F(t,2a(s)(t)), F(t, 2(5)(1)))
= H(F(t,z.(s)(t)), F(t, 2(s)(1)))

< LW)l|rals)) — 2(5)0)] (3.26)

Par passage a la limite, (pour n — +00) et de la relation (3.26) et la propriété (d), on trouve
que

f(s)(t) € F(t,z(s)(t)) pp.t€letVse X,

et

e Montrons (3.18) et (3.19).

On prend
> ai(s)(t) < &(s)(t),VE € 1,Vs € X.

1>1

En effet, par la relation (3.20), on a

t

4()(t) < (MTY / a(s)(1)

0

(m(t) —m(u

(i—1)!

D™ g+ (MT)“% (MTte(s) + d(s)).
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3.3. Inclusion différentielle du deuxiéme ordre.

Ceci implique que

t

ZQi(S)(t) < Z(MT)Z/Q(S>(U) (m(t) - m(“))i—l o

i>1 i>1 (i —1)!

0

n Z(MT)(z‘—l) (?Z(i)iz)_' (Mth(s) + d(S))

t

= ) [ g(s) Sy O,

- (i—1)!

0

+ Z(MT)’l% (MTtc(s) + d(s))

= (MT) / q(s) ()Mt tm®=mu) 4 ML) (A Tte(s) + d(s))

0
t

= (MT)/q(s)(u)eMT(m(t)_m(“))du+eMTm(t)(Mth(s)

+Hla(s) = y(s)(0)l| + MTp(0)[b(s) — (y(s))"(0)])

= &(s)(1).

Alors pour tout s € X on a,

| Far)O) = 9SO = [fara($)E) = Fal8)(0) + Fals)E) = Faa()(E) + Faa(5)(D)
— = fols)(t) + fo(s)(t) — g(s) ()|

[ 15O = LSO+ B0 = a0

+oot [ fo(s) () — g(s)(D)|

IN

< Z [fisi(s)(w) = fils) (@) || + || fo(s)(t) — g(s)(B)]]
< Z L(#)qir1(s)(t) + q(s)(t) + €ols)

< L@)E(s) () + a(s)(E) + ¢(s).

Par passage a la limite, pour (n — 400), il en resulte

1F(8)(t) = g(s)(D)[| < L(£)E(s)(t) + q(s)(t) + c(s) p-p. dans [.
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3.3. Inclusion différentielle du deuxiéme ordre.

Par induction sur n € N,

[2n11(s) () =y($)O = [[znta(s)(t) = o(s)(D)]]

= N#nna(s)(t) = za(s)(t) + 2a(s)(t) = 2na(s)(t) + 201 (5)(t)
== aa(s)(t) + 21(s)(8) — wo(s)(D)]
[ 211 (s) (1) = 2n () (O] + [[2n(s)(t) = 2na(s)()]]

+ ot |z (s)(E) — xo(s) ()| x

IN

IN

nt1(8) (1) 4 gn(s)(E) + - - + @ (s)(t)

= > a0
= Y a0 <€),

Par passage a la limite, pour (n — 400), on trouve

l2(s)(®) = y(s) D) < E(s)(2)-

70



Conclusion

Le principe du Théoreme de Bressan-Colombo intervient dans la résolusion de plusieurs
problemes (inclusions différentielles). En particulier, dans 1’étude d’éxistence des solutions.
Dans ce mémoire, on a démontré ce théoreme tout en se basant sur le fameux Théoreme de
Michael.

L’origine de la théorie de Bressan-Colombo qui donne l'existence d'une sélection continue
pour des applications semicontinues inferieurement a valeurs fermées décomposables est une
branche importante de I’analyse fonctionelle, elle surgit dans plusieurs applications qui consti-
tuent un domaine tres actif de la recherche. Entre autre, le domaine des inclusions differentielles

ol on a présenté deux types de probleme de Cauchy.
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