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Département de mathématiques
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de Bressan-Colombo

Présenté par :
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dame le Professeur D. Azzam-Laouir pour ses bons conseils qui m’ont permis d’aboutir

ce travail.
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Introduction

Les inclusions différentielles sont une généralisation des équations différentielles. Elles représentent

un sujet très abordé ces dernières années. Elles sont utilisées pour construire des modèles

mathématiques de phénomènes physiques, biologiques,. . . ect. Parmi les méthodes de résolution

d’une inclusion différentielle, celles qui reviennent à chercher une sélection continue de la multi-

application qui régit l’inclusion différentielle.

Le sujet principal de ce mémoire est l’étude de l’existence de solutions pour des inclusions

différentielles, en appliquant le Théorème de Bressan-Colombo [4]. Notamment, l’existence

d’une sélection continue d’une multi-application semicontinue inférieurement à valeurs fermées

décomposables. Le problème de l’existence de sélection de ce type de multi-appliction à été

étudié à partir des années 80 par différents mathématiciens. En précisant, Fryszkowski [8], A.

Bressan et G. Colombo [4] qui ont démontré des théorème d’existence très généraux. Entre

autre, le théorème de Bressan-Colombo.

La notion de décomposabilité est dans un sens similaire à la convexité, mais il existe aussi

des différences majeurs. Cependant, dans plusieurs cas, la condition de décomposabilité est un

bon remplaçant de la convexité.
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TABLE DES MATIÈRES

Un ensemble décomposable a été considéré pour la première fois dans l’analyse multivoque

par Autosiewiez Cellina , en relation avec le problème d’existence d’une sélection continue

pour les multi-applications continues à valeurs non nécessairement convexes.

Le Théorème de Bressan-Colombo est l’un des principaux théorèmes fondamontaux des

mathématiques qui donne plusieurs résultats dans l’analyse multivoque non-convexe et est une

base d’existence de sélection continue pour les multi-applications semicontinues inférieurements

à valeurs fermées décomposables.

Notre travail a été effectué selon le plan suivant :

Dans le premier chapitre, nous introduisons quelques notions et définitions de l’analyse fonc-

tionelle que nous avons utilisés tout au long de ce travail. Plus spécialement, les applications

multivoques et leurs propriétés, ainsi que quelques propriétés des ensembles décomposables.

Dans le deuxième chapitre, on présente le Théorème de Bressan-Colombo et sa démonstration.

Autrement dit, on démonte l’existence de sélection continue pour une multi-application semi-

continue inférieurement à valeurs décomposables.

Le troisiéme chapitre consiste à appliquer le résultat du deuxième chapitre pour la résolution

des inclusions différentielles. On présente dans la première partie des résultats préliminaires.

Dans la deuxième, On cherche l’existence de solution pour un problème de Cauchy du premièr

ordre suivant 



x′ ∈ F (t, x, s) p.p. t ∈ I,

x(0) = ξ(s).

où I = [0, 1]. Tandis que dans la troisième partie, on présente l’existence de solution d’un

problème du deuxième ordre qui est une généralisation du problème de Strum-Liouville de

la forme suivante 



(p(t)x′(t))′ ∈ F (t, x(t)) p.p. t ∈ I,

x(0) = x0,

x′(0) = x1.

avec I = [0, T ], T > 0.
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CHAPITRE 1

Notations et préliminaires

Pour élaborer notre travail, il est évident d’introduire des outils de base nécessaires. On

donne quelques notions de topologie ainsi que quelques propriétés des multi-applications. On

termine par des propriétés des ensembles décomposables. Dans ce chapitre on fait référence à

[3], [4], [6], [7] et [11].

1.1 Notations générales

N l’ensemble des entiers naturels.

N∗ = N\{0}.
R l’ensemble des nombres réels.

R∗ = R\{0}.
R = [−∞, +∞].

µ la mesure de probabilité.

L(I) la mesure de Lebesgue définie sur intervalle I de R.

Σ la tribu définie sur T .

B(X) la tribu boréliene définie sur X.
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1.1. Notations générales

P(E) l’ensemble des parties de E.

Lp(T, E) l’ensemble {f : T −→ E mesurable, ‖f‖p < +∞} muni de la norme

‖f‖p =
( ∫

T

‖f(t)‖pdµ(t)
) 1

p
.

M(T,R) l’espace des fonctions mesurables de T dans R.

C(I, X) l’espace de Banach des applications contines x : I −→ X muni de la norme ‖ · ‖C

définie par

‖x‖C = sup
t∈I
‖x(t)‖.

AC(I, X) l’espace de Banach des fonctions u : I −→ X absolument continues

muni de la norme ‖u‖AC définie par

‖u‖AC = ‖u(0)‖X + ‖u′‖1.

esssup la borne supérieure essentielle.

essinf la borne inférieure essentielle.

x′(t) =
dx

dt
(t) la dérivée de x par rapport à t.

xn −→ x (xn)n converge vers x.

Soient A,B deux ensembles non vides, on désigne par

cl(A) la clôture de A.

X\A complémentaire de A dans X.

card(A) le cardinal d’un ensemble A i.e., le nombre d’éléments de A.

BE(0, r) la boule ouverte de centre 0 et de rayon r.

BE(0, r) la boule fermée de centre 0 et de rayon r.

SE(0, r) la sphère de centre 0 et de rayon r.

V (x) l’ensemble des voisinages de x.

A∆B = (A\B)
⋃

(B\A).

d(x,A) la distance entre x et l’ensemble A ⊂ X définie par

d(x,A) = inf
y∈A

∥∥x− y
∥∥.
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1.2. Recouvrement

e(A,B) l’écart entre A et B défini par

e(A,B) = sup
x∈A

d(x, B) = sup
x∈A

(
inf
y∈B

d(x, y)
)
.

H(A,B) la distance de Hausdorff entre l’ensemble A et l’ensemble B donnée par

H(A,B) = max
(
e(A,B), e(B, A)

)
.

χA la fonction caractéristique de l’ensemble A définie par

χA(x) =





1 si x ∈ A,

0 si x ∈ CA.

1.2 Recouvrement

Définition 1.2.1 (Recouvremment d’un ensemble). Soit X un ensemble quelconque et

soit (Ωi)i∈I une famille de sous ensembles de X. On dit que (Ωi)i∈I est un recouvrement de X

si X ⊂ ⋃
i∈I

Ωi.

Exemple 1.2.1. Si X = [0, 1], la famille des parties
[ 1

n
,
1

n
+1

]
(n > 0), forme un recouvrement

de X.

Remarque 1.2.1. Si X est un espace topologique et (Ωi)i∈I un recouvrement de X si pour tout

i ∈ I, Ωi est un sous ensemble ouvert de X, alors (Ωi)i∈I est un recouvrement ouvert de X.

Définition 1.2.2 (Recouvrement localement fini). Un recouvrement (Ωi)i∈I d’un espace

topologique X est dit localement fini si pour tout x ∈ X, il existe un voisinage V de x tel que

Ωi∩V 6= ∅ pour un nombre fini d’indices i.

Définition 1.2.3 (Rafinement). Soient (Ωi)i∈I et (ωj)j∈J deux recouvrements de X, (Ωi)i∈I

est un rafinement de (ωj)j∈J si pour tout i ∈ I, il existe j ∈ J tel que

Ωi ⊂ ωj.

1.3 Espaces de Hausdorff, paracompacts et séparables

Définition 1.3.1 (Espace de Hausdorff). Soit X un espace topologique. On dit que X est

un espace de Hausdorff (ou espace séparé) si pour tous x, y ∈ E, tels que x 6= y, ils existent

Vx, Vy deux voisinages de x et y respectivement tels que Vx ∩ Vy = ∅.
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1.4. Partition de l’unité

Définition 1.3.2. Soit A un ensemble non vide, on dit que A est dénombrable si et seulement

s’il existe une application bijective de N à valeurs dans A.

Définition 1.3.3 (Espace séparable). Soit X un espace topologique. On dit que X est

séparable s’il existe un sous ensemble D ⊂ X dénombrable et dense dans X.

Définition 1.3.4 (Espace paracompact). L’espace topologique X est dit paracompact si

c’est un espace de Hausdorff et chaque recouvrement ouvert de X admet un rafinement ouvert

localement fini.

Théorème 1.3.1 (Théorème de Stone). [6] Tout espace métrique est un espace paracompact.

1.4 Partition de l’unité

Définition 1.4.1 (Support d’une application). Soit X un espace topologique et soit

f : X 7−→ R. La fermeture de l’ensemble {x ∈ X, f(x) 6= 0} est appelée le support de f et est

noté supp(f), i.e.,

supp(f) = {x ∈ X, f(x) 6= 0}.

Définition 1.4.2. On appelle partition de l’unité d’un espace topologique (X, θ) une famille

(φi)i∈I de fonctions continues définies sur X à valeurs dans l’intervalle [0, 1] telle que pour tout

point x ∈ X les deux conditions suivantes sont satisfaites.

1. Il existe un voisinage de x tel que toutes les fonctions φi soient nulles sur ce voisinage à

l’exeption d’un nombre fini d’entre elles.

2. La somme de toutes les valeurs prise par les fonctions φi au point x est égale à 1, i.e.,

∑
i∈I

φi(x) = 1.

Définition 1.4.3. On dit que la partition de l’unité (φi)i∈I est subordonnée à un recouvrement

(Ωi)i∈I si pour tout i ∈ I

supp(φi) ⊂ Ωi.

Théorème 1.4.1. [6] Soit X un espace séparable. Pour tout recouvrement ouvert localement

fini (Ui)i∈I de X, il existe une partition continue de l’unité subordonnée au recouvrement (Ui)i∈I .
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1.5. Applications absolument continues et Lipschitziennes

1.5 Applications absolument continues et Lipschitziennes

Définition 1.5.1 (Applications absolument continues). Soit E un espace de Banach. Une

fonction f : [a, b] −→ E est dite absolument continue si et seulement pour tout ε > 0,

il existe δ > 0 tels que pour toute partition dénombrable de l’intervalle [a, b] par des intervalles

disjoints [ak, bk] vérifiant ∑

k∈N
(bk − ak) < δ

on a ∑

k∈N

∥∥f(bk)− f(ak)
∥∥ ≤ ε.

Théorème 1.5.1. [3] Une fonction f : [a, b] −→ E est absolumment continue si et seulement

si elle est l’intégrale de sa dérivée, i.e.

f(b)− f(a) =

b∫

a

f ′(t)dt.

Remarque 1.5.1.

• Une fonction absolument continue est continue.

• Si f est absolument continue, il existe une fonction Lebesgue integrable g sur [a, b] telle que

pour tout x ∈ [a, b],

f(x)− f(a) =

x∫

a

g(t)dt.

Définition 1.5.2 (Application k-Lipschitzienne). Soient (X, ‖ · ‖X) et (Y, ‖ · ‖Y ) deux

espaces vectoriels normés. Une application f : X −→ Y est dite k-Lipschizienne s’il existe

k > 0, tel que pour tous x, y ∈ X,

∥∥f(x)− f(y)
∥∥

Y
≤ k‖x− y‖X .

Théorème 1.5.2. [3] Soit E un espace de Banach et soit f : [a, b] −→ E. Si f est k-

Lipschizienne, alors f est absolument continue.

1.6 Bornes inférieure essentielle et supérieure essentielle

Définition 1.6.1. Soient (T, Σ) un espace mesurable, (Y, d) un espace métrique et f : T −→ Y

une application. On dit que f est mesurable si pour tout ouvert V de Y, on a f−1(V ) ∈ Σ.
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1.7. Mesure non-atomique et de probabilité

Soit M(T,R) l’espace des fonctions mesurables de T dans R.

Définition 1.6.2. Soient {fi}i∈I ⊂ M(T,R) et f ∈ M(T,R). On dit que f est un infimum

essentiel de la famille {fi}i∈I , noté par essinf{fi}i∈I si

(i) pour tout i ∈ I, fi ≥ f p.p.

(ii) pour tous g : T −→ R et i ∈ I si fi ≥ g p.p., alors f ≥ g p.p.

Définition 1.6.3. Soient {fi}i∈I ⊂ M(T,R) et f ∈ M(T,R). On dit que f est un supermum

essentiel de la famille {fi}i∈I , noté par esssup{fi}i∈I si

(i) pour tout i ∈ I, fi ≤ f p.p.

(ii) pour tous g : T −→ R et i ∈ I si fi ≤ g p.p., alors f ≤ g p.p.

Exemple 1.6.1. [3] Soit T = [0, 1] muni de la tribu et la mesure de Lebesgue, et soit J = [0, 1].

Considérons pour chaque j ∈ J, la fonction fj : T −→ R telle que

t 7−→ fj(t) =

{
1 si t = j,

0 sinon.

Alors, pour j ∈ J, nous avons fj ≡ 0 p.p. et donc esssupj∈Jfj = 0 et essinfj∈Jfj = 0.

Théorème 1.6.1. [7] Pour toute famille {fi}i∈I ⊂ M(T,R), il existe essinf{fi}i∈I . De plus,

il existe une famille dénombrable {fin}n≥1 telle que essinf{fi} = inf
n≥1

{fin}.

Remarque 1.6.1.

• Pour tout n ≥ 1, inf
n≥1

fn ≤ essinffn ≤ fn.

• essinf(fn) = −esssup (−fn).

1.7 Mesure non-atomique et de probabilité

Définition 1.7.1. Soit (T, Σ) un espace mesurable, on appelle mesure positive sur (T, Σ) toute

application µ : Σ −→ R+ telle que

(i) µ(∅) = 0,

(ii) pour toute (An)n∈N ⊂ Σ disjointes deux à deux alors, µ(
⋃

n∈N
An) =

∑
n∈N

µ(An).

• Le triplet (T, Σ, µ) est dit espace mesuré.
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1.8. Théorèmes de convergence

Définition 1.7.2 (Mesure non-atomique ). [6]Soit (T, Σ, µ) un espace mesuré et soit A ⊂ T

un ensemble mesurable tel que µ(A) > 0, on dit que µ est une mesure non-atomique s’il existe

B ⊂ A tel que µ(A) > µ(B) > 0.

Exemple 1.7.1. La mesure de Lebesgue sur R est non-atomique.

Définition 1.7.3 (Mesure de probabilité). Soit (T, Σ, µ) un espace mesuré, on dit que µ

est une mesure de probabilité si µ(T ) = 1.

Exemple 1.7.2 (Mesure de Dirac). Soit (T, Σ) un espace mesurable, pour A ∈ Σ. On définit

la mesure δa par

δa(A) =

{
1 si a ∈ A,

0 sinon.

On peut remarquer que δa(T ) = 1, alors la mesure de Dirac est de probabilité.

1.8 Théorèmes de convergence

Soit (T, Σ) un espace mesurable et soient fn : T −→ R, f : T −→ R des applications

mesurables.

Définition 1.8.1 (Convergence simplement presque partout). (fn)n∈N converge simple-

ment presque partout vers f si

∀ε > 0,∃n0 ∈ N,∀n ≥ n0;
∣∣fn(t)− f(t)

∣∣ < ε, ∀t ∈ T\A,

tel que A est un ensemble négligeable. On note fn
p.p−→ f .

Définition 1.8.2 (La convergence uniforme). On dit que (fn)n∈N converge uniformement

vers f si

lim
n→+∞

sup
t∈T

|fn(t)− f(t)| = 0.

On note fn
u−→ f.

Théorème 1.8.1. [3] Soit (T, Σ, µ) un espace mesuré et soient p ∈ [1, +∞[, (fn)n∈N ⊂ Lp(T,R)

et f ∈ Lp(T,R). Si (fn)n∈N converge vers f dans Lp(T,R), alors il existe (fnk
)k∈N une sous

suite de (fn)n∈N qui converge p.p. vers f .
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1.9. Les multi-applications

Théorème 1.8.2 (Convergence dominée dans Lp). [3] Soit (T, Σ, µ) un espace mesuré,

p ∈ [1, +∞[ et (fn)n∈N ⊂ Lp(T,R) telle que

(i) (fn)n∈N converge p.p. vers une fonction f ,

(ii) il existe une fonction positive g ∈ Lp(T,R) tel que
∣∣fn(x)

∣∣ < g(x) p.p sur T, pour tout

n ∈ N.

Alors, f ∈ Lp(T,R) et (fn)n∈N converge vers f dans Lp(T,R).

Théorème 1.8.3 (Théorème d’Egorov). [3] Soit (T, Σ, µ) espace mesuré où µ est finie,

si (fn)n∈N converge presque partout vers f . Alors, pour tout δ > 0, il existe un ensemble mesu-

rable Tδ ⊂ T tel que

µ(Tδ) > µ(T )− δ et fn
u−→ f sur Tδ.

Proposition 1.8.1. [3] Pour toute suite (An)n∈N ⊂ Σ décroissante telle qu’il existe n0 ∈ N et

µ(An0 < +∞). Alors

µ
( ⋂

n∈N
An

)
= µ

(
lim

n→+∞
An

)
= lim

n→+∞
µ(An) = inf

n∈N
µ(An).

1.9 Les multi-applications

Définition 1.9.1. Soient X, Y deux ensembles non vides. On appelle multi-application définie

sur X à valeurs dans Y toute application F définie sur X à valeurs dans P(Y ) et on note

F : X ⇒ Y. Alors, pour tout x ∈ X, F (x) est un sous ensemble de Y .

Le domaine de F noté par dom(F ) et est défini par

dom(F ) = {x ∈ X: F (x) 6= 0}.

Remarque 1.9.1. Si D est un sous ensemble de X, on appelle F (D) l’image de D par F qu’on

définit par

F (D) =
⋃
x∈D

F (x).

Définition 1.9.2. Soit F : X ⇒ Y une multi-application et soit V un ouvert de Y .

• On appelle image réciproque large de V qu’on note par F−1(V ) le sous ensemble de X

défini par F−1(V ) = {x ∈ X: F (x)
⋂

V 6= ∅}.
• On appelle image réciproque étroite de V qu’on note par F−1

+ (V ) le sous ensemble de X

défini par F−1
+ (V ) = {x ∈ X: F (x) ⊆ V }.

11



1.9. Les multi-applications

Définition 1.9.3 (Semicontinuité inférieure). Soient X et Y deux espaces topologiques.

La multi-application F : X ⇒ Y est dite semicontinue inférieurement au point x0 ∈ X si

pour tout ouvert U de Y vérifiant F (x0)
⋂

U 6= ∅, il existe un voisinage Ω de x0 tel que

F (z)
⋂

U 6= ∅, ∀ z ∈ Ω.

Définition 1.9.4 (Semicontinuité supérieure). Soint X, Y deux espaces topologiques. La

multi-application F : X ⇒ Y est dite semicontinue supérieurement au point x0 ∈ X si pour tout

ouvert U de Y vérifiant F (x0) ⊂ U , il existe un voisinage Ω de x0 tel que F (z) ⊂ U,∀z ∈ Ω.

Remarques 1.9.1.

• F est s.c.i. sur X si elle est s.c.i. en tout point x0 ∈ X.

• F est s.c.s. sur X si elle est s.c.s. en tout point x0 ∈ X.

• On dit que F est continue au point x0 ∈ X si et seulement si elle est s.c.i. et s.c.s. au point

x0.

• On dit que F est continue sur X si et sulement si elle est s.c.i. et s.c.s. sur X.

Définition 1.9.5. Soient (T, Σ) un espace mesurable, Y un espace métrique et F : T ⇒ Y une

multi-application. On dit que F est mesurable si pour tout ouvert V de Y , on a F−1(V ) ∈ Σ.

Proposition 1.9.1. [3] Soit F : X ⇒ Y une multi-application. F est s.c.i. au point x0 si et

seulement si pour tout y0 ∈ F (x0) et pour toute suite (xn)n∈N de X tel que (xn)n∈N converge

vers x0, il existe une suite (yn)n∈N telle que yn ∈ F (xn) et (yn)n∈N converge vers y0.

Corollaire 1.9.1. [3] Soit F : X ⇒ Y une multi-application s.c.i. La semicontinuité inférieure

de F est équivalente à chacune des conditions suivantes

1. F−1(V ) est un ouvert de X pour tout ouvert V de Y,

2. F−1
+ (U) est un fermé de X pour tout fermé U de Y,

3. F−1
+ (M) ⊆ F−1

+ (M).

Proposition 1.9.2. [7] Soit X un ensemble non vide et soit F : T ⇒ X une multi-application,

alors

F est s.c.i. si et seulement si (clF ) est s.c.i.

avec cl(F ) : T ⇒ X est définie par cl(F )(x) = F (x).

Définition 1.9.6. Soit (X, d) un espace métrique et soit f : X −→ R une application. On dit

que f est s.c.s. au point x0 ∈ X si et seulement si

∀ε > 0, ∃δ > 0,∀x ∈ X; d(x, x0) < δ =⇒ f(x)− f(x0) < ε.

12



1.9. Les multi-applications

• f est s.c.s. sur X si et seulement si f est s.c.s. en tout point de X.

Proposition 1.9.3. [3] Soit (X, d) un espace métrique et soit f : X −→ R une application.

f s.c.s. au point x0 ∈ X si et seulement si lim sup
x→x0

f(x) ≤ f(x0).

Proposition 1.9.4. [3] Soit X un ensemble non vide et soit F : T ⇒ X une multi-application.

Alors on a l’équivalence des assertions suivantes

(i) F est s.c.i.

(ii) l’application t 7−→ d(x, F (t)) est s.c.s.

Définition 1.9.7. Soit F : X ⇒ Y une multi-application. On appelle sélection de F toute

application f : dom(F ) −→ Y telle que pour tout x ∈ dom(F ), f(x) ∈ F (x).

Proposition 1.9.5. [3] Soient (T, Σ) un espace mesurable, (X, d) un espace métrique complet

séparable et soit F : T ⇒ X une multi-application à valeurs fermées non vides. Si F est Σ-

mesurable alors, elle admet une sélection Σ-mesurable.

Définition 1.9.8. Soient X un espace paracompact, Y un espace métrique et soient

f : X −→ Y une fonction continue, F : X ⇒ Y une multi-application si pour tous ε > 0

et x ∈ X

f(x) ∈ B(F (x), ε).

Alors, on dit que f est une sélection ε-approximante de F.

Théorème 1.9.1 (Brouwer). [6] Toute application continue de la boule unité fermée de Rn

dans elle même admet un point fixe i,e., il existe x ∈ dom(f); x = f(x).

Théorème 1.9.2 (Michael). [4] Soient X un espace topologique paracompact et E un espace

de Banach. Alors, toute multi-application F : X ⇒ P(E) s.c.i. à valeurs fermées convexes

admet une sélection continue.

Exemple 1.9.1. [6] Soient B(0, 1) =
{
x ∈ R2 : ‖x‖2 = x2

1 + x2
2 ≤ 1} la boule unité fermée de

R2, S1 = ∂B(0, 1) =
{
x ∈ R2: ‖x‖2 = x2

1 + x2
2 = 1

}
sa frontière, et soit F : B(0, 1) ⇒ P(R2)

une multi-application à valeurs compactes définie par

F (x) =

{
S1\{ξ:

∥∥ξ − x‖x‖−1
∥∥ < ‖x‖}, x 6= 0

S1 , x = 0.

13



1.10. Ensemble décomposable

Alors, F est s.c.i. sur B(0, 1), mais elle n’admet pas de sélection continue.

Supposons que F admet une sélection continue f : B(0, 1) −→ B(0, 1). Par le théorème de

Brouwer, il existe x∗ ∈ B(0, 1) telle que x∗ = f(x∗).

Maintenant, x∗ ∈ F (x∗), implique que x∗ 6= 0. Donc x∗ ∈ S1\{ξ:
∥∥ξ − x‖x‖−1

∥∥ < ‖x‖}.

Alors,
∥∥x∗ − x∗‖x∗‖−1

∥∥ ≥ ‖x∗‖ = 1 =⇒ 0 ≥ 1. Absurde.

1.10 Ensemble décomposable

La notion de décomposabilitée à été introduite par Rochafellar [12] en 1968 en connection

avec les fonctionnelles intégrales et depuis, les ensembles décomposables sont devenus un ou-

til principal dans l’analyse non convexe. Ils sont dans le sens d’un substitut de la convexité et de

nombreuses propriétés des ensembles convexes ont des contreparties d’ensembles décomposables.

Définition 1.10.1. Soit E un espace vectoriel, et soit A ⊂ E. On dit que A est convexe si et

seulement si pour tous u, v ∈ A et tout λ ∈ [0, 1]

λu + (1− λ)v ∈ A.

Définition 1.10.2. Soit K ⊆ Lp(T, E). On dit que K est décomposable si, pour tout ensemble

mesurable A et tous u, v ∈ K

uχA + vχT\A ∈ K.

L’ensemble de toute les partie décomposable de Lp(T, E) sera noté par D(Lp(T, E)).

Exemple 1.10.1. [11] Soit (T, Σ) un espace mesurable et soit l’ensemble C =
{
χA\ A mesurable de T

}

est décomposable. En effet, soit B un ensemble mesurable de T et soient u, v ∈ C.

Montrons que uχB + vχT\B ∈ C.

u ∈ C ⇐⇒ ∃A1 ⊂ T mesurable, u = χA1 .

v ∈ C ⇐⇒ ∃A2 ⊂ T mesurable, v = χA2 .

Nous avons

uχB + vχT\B = χA1χB + χA2χT\B

= χ(A1
⋂

B) + χ(A2
⋂

T\B)

= χ(A1
⋂

B)
⋃

(A2
⋂

T\B).
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1.10. Ensemble décomposable

Alors, il existe D = (A1

⋂
B)

⋃
(A2

⋂
T\B) ⊂ T mesurable tel que uχB + vχT\B = χD.

Donc, uχB + vχT\B ∈ C.

Proposition 1.10.1. [7] Si K est un ensemble décomposable, alors cl(K) l’est aussi.

Démonstration.

Montrons que cl(K) est décomposable, i.e., ∀u, v ∈ cl(K) et A ∈ Σ

χAu + (1− χA)v ∈ cl(K).

Soit A ∈ Σ et soient u, v ∈ cl(A)

u ∈ cl(A) =⇒ ∃(un)n∈N ⊂ K; (un)n∈N converge vers u.

v ∈ cl(A) =⇒ ∃(vn)n∈N ⊂ K; (vn)n∈N converge vers v.

∀n ∈ N, on a un, vn ∈ K et K est décomposable, donc χAun + (1− χA)vn ∈ K.

Mais (χAun + (1− χA)vn)n∈N converge vers (χAu + (1− χA)v), donc

(χAu + (1− χA)v) ∈ cl(K).

Théorème 1.10.1. [4] Si K est une famille décomposable alors, K est une famille décroissante.

Proposition 1.10.2. [7] Soit K une famille de sous-ensembles décomposables non-vides de

Lp(T, X) et w ∈ Lp(T, X), alors l’ensemble (K−w) est une famille de sous-ensembles décomposables

non-vides de Lp(T, X).

Proposition 1.10.3. [7] Soit K une famille de sous-ensembles décomposables non-vides de

Lp(T, X) p-intégrablement bornée, alors pour tout {uk}∞k=1 ⊂ K et pour {Ak}∞k=1 une partition

de T on a,
∞∑

k=1

χAk
uk

est une famille de sous-ensembles décomposables fermées.
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CHAPITRE 2

Théorème de Bressan-Colombo

Dans ce chapitre nous présentons un résultat très important concernant l’existence de

sélection continue pour des multi-application s.c.i. à valeurs décomposables. Il sagit du célèbre

Théorème de Bressan-Colombo. Une démonstration détaillée sera donnée dans ce chapitre. Tout

d’abord, il est indispensable d’évoquer quelques résultats qui nous seront utiles pour la preuve.

2.1 Résultats et propositions principales

Pour la démonstration de ce résultat, nous renvoyons le lecteur à [4], [7] et [8].

Dans ce chapitre, on se réstreint à un espace mesuré (T, Σ, µ) où µ est une mesure non-atomique

de probabilité.

Lemme 2.1.1. [4] Soit X un espace métrique séparable et soient ϕn : X −→ L1(T,R),

hn : X −→ [0, 1] (n ≥ 1) deux suites de fonctions continues, avec ϕn(x)(t) ≥ 0.

Pour tous x ∈ X et t ∈ T tels que {supp(hn), n ≥ 1} est un recouvrement localement fini de X.

Alors, pour tout ε > 0 et toute fonction continue l : X −→ R+ strictement positive, ils existent

τ : X −→ R+ une fonction continue et une multi-application Φ : R+× [0, 1] −→ Σ qui satisfont

aux conditions suivantes
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2.1. Résultats et propositions principales

1. Φ(τ, λ1) ⊆ Φ(τ, λ2) si λ1 ≤ λ2,

2. µ
(
Φ(τ1, λ1)∆Φ(τ2, λ2)

) ≤ |λ1 − λ2|+ 2|τ1 − τ2|,
3. pour tous x ∈ X, λ ∈ [0, 1] et n ≥ 1, si hn(x) = 1, alors

∣∣∣
∫

Φ(τ(x),λ)

ϕn(x)dµ− λ

∫

T

ϕn(x)dµ
∣∣∣ <

ε(
4l(x)

) ·

Proposition 2.1.1. [9] Soit K une famille de fonctions mesurables u : T −→ R+ strictement

positives. Alors il existe une fonction v : T −→ R+ telle que

(i) v ≤ u p.p. pour tout u ∈ K,

(ii) si w est une fonction mesurable telle que w ≤ u p.p. pour tout u ∈ K, alors w ≤ v p.p.

De plus, il existe une suite (un)n∈N dans K telle que pour presque tout t ∈ T,

v(t) = inf{un(t), n ≥ 1}.

Remarque 2.1.1.

1. Si la famille K est décroissante ( i.e., si pour tous u, u′ ∈ K, il existe w ∈ K tel que

w ≤ u et w ≤ u′ p.p.), alors la suite (un)n∈N est décroissante.

2. Par (ii), la fonction v est unique par rapport à la µ-équivalence. Ça représente la plus

grande borne inferieure dans le sens de µ− p.p. et est notée par essinf
{
u, u ∈ K}

i.e.,

v(t) = essinf
{
u, u ∈ K}

.

Proposition 2.1.2. [4] Soit K un sous ensemble non vide, fermé et décmposable de L1(T, E)

et soit ψ(t) = essinf
{‖u(t)‖, u ∈ K

}
. Alors, pour tout v0 ∈ L1(T,R) telle que

v0(t) > ψ(t) p.p., il existe un élément u0 ∈ K tel que

‖u0(t)‖ = ψ(t) < v0(t) p.p.
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2.1. Résultats et propositions principales

Démonstration.

Notons que

K =
{‖u(·)‖, u ∈ K

}

est un ensemble décomposable (car K l’est ) de L1(T,R), alors K est une famille décroissante.

D’après la proposition 2.1.1., il existe une suite (an)n∈N décroissante de K telle que

ψ(t) = inf{an(t), n ≥ 1}.

Pour tout n ∈ N, on a

an ∈ K ⇐⇒ ∃un ∈ K tel que an(·) = ‖un(·)‖.

Donc, pour presque tout t ∈ T,

ψ(t) = inf
{‖un(t)‖, n ≥ 1

}

= lim
n→+∞

‖un(t)‖

et

‖um(t)‖ ≥ ‖un(t)‖, ∀m < n, t ∈ T.

Soit v0(t) > ψ(t) p.p. On définit une suite d’ensembles croissantes

T0 = ∅ et Tn =
{
t ∈ T: ‖un(t)‖ < v0(t), n ≥ 1

}
.

Observons que µ
(
T\ ⋃

n≥0

Tn

)
= 0. En effet, (Tn)n∈N est croissante, i.e., ∀m < n, Tm ⊂ Tn. On a

t ∈ Tm ⇐⇒ ‖um(t)‖ < v0(t)

=⇒ ‖un(t)‖ < ‖um(t)‖ < v0(t)

=⇒ t ∈ Tn.

Nous avons (Tn)n∈N est croissante, donc (T\Tn)n∈N est décroissante et

µ
(
T\

⋃
n≥0

Tn

)
= µ

( ⋂
n≥0

T\Tn

)
= inf

n∈N
µ(T\Tn) = µ(T0) = µ(∅) = 0.
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2.1. Résultats et propositions principales

On définit la suite (wn)n∈N de L1(T, E) par

wn(t) =





uk(t) si t ∈ Tk\Tk−1, k = 1, . . . , (n− 1),

un(t) si t ∈ T\ ⋃
k<n

Tk.

i.e.,

wn(t) =





u1(t) si t ∈ T1,

u2(t) si t ∈ T2\T1,

...

un(t) si t ∈ T\Tn−1.

Puisque K est décomposable, chaque wn appartient à K. En effet,

si n = 1, w1(t) = u1(t) ∈ K

si n = 2, w2(t) =





u1(t) si t ∈ T1\T0 = T1

u2(t) si t ∈ T\T1.

On a,

w2(t) = u1(t)χT1(t) + u2(t)χT\T1(t) ∈ K.

Par récurrence sur n et par la définition de wn, on trouve via la Proposition 1.10.3 que wn ∈ K.

Nous avons, la suite wn(t) est éventuellement constante, pour presque tout t ∈ T . Car, par la

définition de wn, nous avons,

wn(t) =





uk(t) si t ∈ Tk\Tk−1, k = 1, . . . , n− 1

un(t) si t ∈ T\ ⋃
k<n

Tk

par passage à la limite quand n tend vers +∞, on trouve

lim
n→+∞

wn(t) =





uk(t) si t ∈ Tk\Tk−1, ∀k ≥ 1

lim
n→+∞

un(t) si t ∈ T\ ⋃
k≥1

Tk.

Nous avons, µ
(
T\ ⋃

k≥1

Tk

)
= 0 i.e.,

lim
n→+∞

wn(t) = uk(t) p.p. t ∈ T et ∀k ≥ 1.
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2.1. Résultats et propositions principales

Puisque (un)n∈N est décroissante, on a

‖wn(t)‖ ≤ ‖u1(t)‖, p.p. t ∈ T.

D’après le théorème de convergence dominée de Lebesgue 1.8.2., (wn)n∈N converge vers une

fonction u0 dans L1(T, E) et comme K est un fermé et wn ∈ K, on a

d(u0, K) ≤ d(wn, K) + ‖wn − u0‖1 = ‖wn − u0‖1.

Un passage à la limite nous donne que d
(
u0, K

)
= 0, d’où u0 ∈ K = K. Enfin, si t ∈ Tn\Tn−1

i.e., t ∈ T\Tn−1, pour un certain n ∈ N∗, nous avons, wn(t) = un(t).

De plus, lim
n→+∞

‖wn(t)‖ = ‖u0(t)‖ p.p. t ∈ T.

Donc,

‖u0(t)‖ = lim
n→+∞

‖un(t)‖ = ψ(t) p.p. t ∈ T.

Alors,

‖u0(t)‖ = ψ(t) < v0(t) p.p. t ∈ T.

Proposition 2.1.3. Soit X un espace métrique et soit F : X ⇒ L1(T, E) une multi-application

s.c.i. à valeurs non vides fermées et décomposables. Pour tout x ∈ X, posons

ψx(t) = essinf
{‖u(t)‖, u ∈ F (x)

}
. (2.1)

Alors, la multi-application P : X ⇒ L1(T,R) définie par

P (x) =
{
v ∈ L1(T,R): v(t) > ψx(t) p.p. t dans T

}
(2.2)

est s.c.i.
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2.1. Résultats et propositions principales

Démonstration.

Pour montrer que P est s.c.i., il suffit de montrer que

P−1
+ (C) est un fermé de X, pour tout fermé C de L1(T,R).

Autrement dit, pour toute suite (xn)n∈N ⊂ P−1
+ (C) telle que (xn)n∈N converge vers x0 dans X

alors, x0 ∈ P−1
+ (C). C’est à dire, il suffit de montrer que si P (xn) ⊆ C alors, P (x0) ⊆ C pour

toute suite (xn)n∈N convergeant vers x0 dans X.

Posons v0 ∈ P (x0) i.e., v0(t) > ψx0(t). Puisque F est une multi-application à valeurs non vides

fermées et décomposables. Par la Proposition 2.1.2., il existe u0 ∈ F (x0) tel que

ψx0(t) = ‖u0(t)‖ < v0(t) p.p. t ∈ T. (2.3)

Or, F est s.c.i., il existe alors une suite (un)n∈N ⊂ F (xn) telle que

(un)n∈N converge vers u0 dans L1(T,E).

On définit la suite (vn)n∈N par

t 7−→ vn(t) = ‖un(t)‖+ v0(t)− ‖u0(t)‖.

Il est clair que vn ∈ P (xn) et (vn)n∈N converge vers v0 dans L1(T,R).

En effet, par la relation (2.3), on a pour presque tout t ∈ T,

vn(t) = ‖un(t)‖+ v0(t)− ‖u0(t)‖ > ‖un(t)‖+ v0(t)− v0(t) = ‖un(t)‖.

C’est à dire, vn(t) > ψxn(t) p.p. D’où vn ∈ P (xn).

D’autre part, on a

‖vn − v0‖1 =

∫

T

∣∣vn(t)− v0(t)
∣∣dµ(t)

=

∫

T

∣∣‖un(t)‖+ v0(t)− ‖u0(t)‖ − v0(t)
∣∣dµ(t)

=

∫

T

∣∣‖un(t)‖ − ‖u0(t)‖
∣∣dµ(t)

≤
∫

T

‖un(t)− u0(t)‖dµ(t) =
∥∥un − u0

∥∥
1
.
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2.1. Résultats et propositions principales

Puisque, (un)n∈N converge vers u0 dans L1(T, E), un passage à la limite quand n tend vers +∞,

nous assure que (vn)n∈N converge vers v0 dans L1(T,R).

De plus, P (xn) ⊂ C et C un ensemble fermé de L1(T,R), on trouve v0 ∈ C. D’où la s.c.i. de P .

Proposition 2.1.4. [4] Soient X un espace métrique, G : X ⇒ L1(T, E) une multi-application

s.c.i. à valeurs fermées et décomposables, g : X −→ L1(T,E) et ϕ : X −→ L1(T,E) des

fonctions continues telles que, pour tout x ∈ X l’ensemble

H(x) = {u ∈ G(x): ‖u(t)− g(x)(t)‖ < ϕ(x)(t) p.p. dans T}

est non vide. Alors, la multi-application H : X ⇒ L1(T,E) est s.c.i. à valeurs décomposables.

Démonstration.

Pour tout x ∈ X, H(x) est l’intersection de deux ensembles décomposables. Alors H(x) est

décomposable. En effet

H(x) = G(x) ∩ {u ∈ L1(T, E): ‖u(t)− g(x)(t)‖ < ϕ(x)(t) p.p. dans T}.

Soient u, v ∈ H(x) et soit A ∈ Σ, on montre que

uχA + vχT\A ∈ H(x).

Nous avons,

u ∈ H(x) ⇐⇒ u ∈ G(x) et ‖u(t)− g(x)(t)‖ < ϕ(x)(t) p.p.

v ∈ H(x) ⇐⇒ v ∈ G(x) et ‖v(t)− g(x)(t)‖ < ϕ(x)(t) p.p.

Etant donné que G(x) est décomposable, pour tout x ∈ X, ainsi

uχA + vχT\A ∈ G(x).
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De plus, pour presque tout t ∈ T on a,

∥∥u(t)χA(t) + v(t)χT\A(t)− g(x)(t)
∥∥ =

∥∥u(t)χA(t) + v(t)
(
1− χA(t)

)− g(x)(t)
(
1− χA(t)

)

−g(x)(t)χA(t)
∥∥

=
∥∥(

u(t)− g(x)(t)
)
χA(t) +

(
v(t)− g(x)(t)

)(
1− χA(t)

)∥∥

≤
∥∥(

u(t)− g(x)(t)
)
χA(t)

∥∥ +
∥∥(

v(t)− g(x)(t)
)(

1− χA(t)
)∥∥

= χA(t)
∥∥u(t)− g(x)(t)

∥∥ +
(
1− χA(t)

)∥∥v(t)− g(x)(t)
∥∥

< ϕ(x)(t)χA(t) + ϕ(x)(t)
(
1− χA(t)

)

= ϕ(x)(t).

On conclut que uχA + vχT\A ∈ H(x). D’où H(x) est décomposable.

Pour finir, on montre la s.c.i. de la multi-application H. Pour cela, soit C un sous ensemble

fermé de L1(T, E) et soit (xn)n≥1 une suite de X qui converge vers x0.

Montrons que si H(xn) ⊂ C, alors H(x0) ⊂ C.

Fixons u0 ∈ H(x0). Tant que G est une multi-application s.c.i., il existe une suite

(un)n≥1 ⊂ G(xn) telle que (un)n≥1 converge vers u0 dans L1(T,E).

D’autre part, on a (xn)n≥1 converge vers x0 dans X, ϕ et g sont continues, on aboutit à

(ϕ(xn))n≥1converge vers ϕ(x0) dans L1(T,R), (g(xn))n≥1converge vers g(x0) dans L1(T, E).

Nous avons trouvé alors que (un)n≥1, (g(xn))n≥1 convergent vers u0, g(x0) respectivement dans

L1(T, E) et (ϕ(xn))n≥1 converge vers ϕ(x0) dans L1(T,R). On peut leurs extraire des sous suites

qui convergent presque partout, i.e., pour presque tout t ∈ T, les suites (un(t))n∈≥1, (g(xn)(t))n≥1

et (ϕ(xn)(t))n≥1 convergent vers u0(t), g(x0)(t) et ϕ(x0)(t) respectivement.

Appliquant le Théorème d’Egorov par rapport à la mesure ϕ(x0).µ définie pour tout ensemble

mesurable A par

(ϕ(x0).µ)(A) = ν(A) =

∫

A

ϕ(x0)dµ.
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Pour tout i ≥ 1, il existe un ensemble mesurable Ti ⊂ T tel que (un)n≥1, (g(xn))n≥1 et (ϕ(xn))n≥1

convergent uniformément vers u0, g(x0) et ϕ(x0) respectivement dans Ti et

ν(Ti) > ν(T )− 1

i
·

i.e., ∫

T\Ti

ϕ(x0)dµ <
1

i
·

Pour chaque k ≥ 1, considérons les ensembles suivants

T k
i =

{
t ∈ Ti: ‖u0(t)− g(x0)(t)‖ < ϕ(x0)(t)− 1

k

}
. (2.4)

Notons T k
i ⊆ T k+1

i et
⋃

k≥1

T k
i = Ti. En effet

t ∈ T k
i ⇐⇒

∥∥u0(t)− g(x0)(t)
∥∥ < ϕ(x0)(t)− 1

k

=⇒
∥∥u0(t)− g(x0)(t)

∥∥ < ϕ(x0)(t)− 1

k + 1

=⇒ t ∈ T k+1
i .

On a, T k
i ⊂ T k+1

i pour tout k ≥ 1, c’est à dire que (T k
i )k≥1 est une suite d’ensemble croissante

de Ti. D’où
⋃

k≥1

T k
i = Ti.

Pour tout i ≥ 1, il existe k(i) tel que

∫

Ti\T k(i)
i

ϕ(x0)dµ <
1

i
·

Posons T
k(i)
i = T ′

i , alors on trouve pour tout t ∈ T ′
i ,

∥∥u0(t)− g(x0)(t)
∥∥ < ϕ(x0)(t)− 1

k(i)
· (2.5)

De plus,

∫

Ti\T ′i

ϕ(x0)dµ <
2

i
· (2.6)
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La relation (2.6) est satisfaite car

T\T ′
i = T\Ti ∪ Ti\T ′

i .

Par conséquent,

∫

T\T ′i

ϕ(x0)dµ =

∫

T\Ti∪Ti\T ′i

ϕ(x0)dµ

=

∫

T\Ti

ϕ(x0)dµ +

∫

Ti\T ′i

ϕ(x0)dµ

<
1

i
+

1

i

=
2

i
·

Nous avons (un)n≥1, (g(xn))n≥1 et (ϕ(xn))n≥1 convergent uniformément vers u0, g(x0) et ϕ(x0)

respectivement sur Ti et puisque T ′
i ⊂ Ti on a la convergence uniforme sur T ′

i .

Par définition, on aura pour tout i ≥ 1

∃ni1 ∈ N,∀t ∈ T ′
i , n ≥ ni1 =⇒

∥∥un(t)− u0(t)
∥∥ <

1

3k(i)
·

∃ni2 ∈ N,∀t ∈ T ′
i , n ≥ ni2 =⇒

∥∥g(xn)(t)− g(x0)(t)
∥∥ <

1

3k(i)
·

∃ni3 ∈ N,∀t ∈ T ′
i , n ≥ ni3 =⇒

∣∣ϕ(xn)(t)− ϕ(x0)(t)
∣∣ <

1

3k(i)
·

Soit ni = max(ni1 , ni2 , ni3) ∈ N. ∀t ∈ T ′
i ,∀n ≥ ni, on a

∥∥un(t)− g(xn)(t)
∥∥ ≤ ∥∥un(t)− u0(t)

∥∥ +
∥∥g(xn)(t)− g(x0)(t)

∥∥ +
∥∥u0(t)− g(x0)(t)

∥∥

<
1

3k(i)
+

1

3k(i)
+ ϕ(x0)(t)− 1

k(i)

= ϕ(x0)− 1

3k(i)

≤ ϕ(xn) +
1

3k(i)
− 1

3k(i)
= ϕ(xn).

Il en résulte que,

∥∥un(t)− g(xn)(t)
∥∥ < ϕ(xn)(t), ∀t ∈ T ′

i , n ≥ ni. (2.7)
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On peut supposer que (ni)i≥1 est une suite strictement croissante. Pour tout n ∈ N, choisissons

wn un point arbitraire de H(xn) et posons pour tout ni ≤ n < ni+1,

vn = unχT ′i + wnχTi\T ′i .

Il est clair que vn ∈ H(xn) (car il est décomposable).

Enfin, on montre que (vn)n converge vers u0 dans L1(T, E), ceci implique que u0 ∈ C. Nous

avons, pour tout ni ≤ n < ni+1

∥∥vn − u0

∥∥
1

=

∫

T

∥∥vn(t)− u0(t)
∥∥dµ(t)

=

∫

T ′i
⋃

T\T ′i

∥∥vn(t)− u0(t)
∥∥dµ(t)

=

∫

T\T ′i

∥∥vn(t)− u0(t)
∥∥dµ(t) +

∫

T ′i

∥∥vn(t)− u0(t)
∥∥dµ(t)

=

∫

T\T ′i

∥∥wn(t)− u0(t)
∥∥dµ(t) +

∫

T ′i

∥∥un(t)− u0(t)
∥∥dµ(t)

=

∫

T\T ′i

∥∥wn(t)− g(xn)(t) + g(xn)(t)− g(x0)(t) + g(x0)(t)− u0(t)
∥∥dµ(t)

+

∫

T ′i

∥∥un(t)− u0(t)
∥∥dµ(t)

≤
∫

T\T ′i

∥∥wn(t)− g(xn)(t)
∥∥dµ(t) +

∫

T\T ′i

∥∥g(xn)(t)− g(x0)(t)
∥∥dµ(t)

+

∫

T\T ′i

∥∥g(x0)(t)− u0(t)
∥∥dµ(t) +

∫

T ′i

∥∥un(t)− u0(t)
∥∥dµ(t)
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par les relations (2.6) et (2.7)

∥∥vn − u0

∥∥
1
≤

∫

T\Ti

ϕ(xn)(t)dµ(t) +
∥∥g(xn)− g(x0)

∥∥
1
+

∫

T\T ′i

ϕ(x0)(t)dµ(t) +
∥∥un − u0

∥∥
1

<

∫

T\T ′i

[
ϕ(xn)(t)− ϕ(x0)(t) + ϕ(x0)(t)

]
dµ(t) +

∥∥g(xn)− g(x0)
∥∥

1
+

2

i
+

∥∥un − u0

∥∥
1

≤
∫

T\T ′i

∣∣ϕ(xn)(t)− ϕ(x0)(t)
∣∣dµ(t) +

∫

T\T ′i

ϕ(x0)(t)dµ(t) +
∥∥g(xn)− g(x0)

∥∥
1

+
2

i
+

∥∥un − u0

∥∥
1

<
∥∥ϕ(xn)− ϕ(x0)

∥∥
1
+

∥∥g(xn)− g(x0)
∥∥

1
+

∥∥un − u0

∥∥
1
+

4

i
·

Quand n −→ +∞ et aussi i −→ +∞, on déduit que (vn)n≥1 converge vers u0 dans L1(T, E).

Le résultat qui suit concernant l’existence des sélections approximantes est le noyau de la preuve

de notre Théorème principal.

Proposition 2.1.5. [4] Soit X un espace séparable et soit G : X ⇒ L1(T, E) une multi-

application s.c.i. à valeurs non vides fermées et décomposables. Alors, pour tout ε > 0, ils

existent deux fonctions continues fε : X −→ L1(T, E) et ϕε : X −→ L1(T,R) telles que fε est

une sélection ε− approximante de G, dans le sense suivant, pour tout x ∈ X, l’ensemble

Gε(x) =
{
u ∈ G(x): ‖u(t)− fε(x)(t)‖ < ϕε(x)(t) p.p. dans T

}
(2.8)

est non vide et

‖ϕε(x)‖1 < ε.

De plus, la multi-application x 7−→ Gε(x) est s.c.i. à valeurs décomposables.

Démonstration.

On fait la démonstration de cette proposition en trois étapes.
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• Étap1. Construction des applications fε et ϕε.

Fixons ε > 0. Pour tout x ∈ X et u ∈ G(x), la multi-application Q définie par

Q(x) =
{
v ∈ L1(T,R): v(t) ≥ essinf{‖u(t)− u(t)‖, u ∈ G(x)} p.p. t ∈ T

}

est s.c.i. à valeurs fermées convexes.

Pour cela, on définit la multi-application F : X ⇒ L1(T, E) par

F (x) =
{
u− u, u ∈ G(x)

}
.

Il est clair que la multi-application F est s.c.i. à valeurs fermées décomposables.

• Montrons que pour tout x ∈ X, F (x) est un fermé de L1(T,E) i.e., pour toute suite

(vn)n∈N ⊂ F (x) telle que (vn)n∈N converge vers v0 dans L1(T, E), alors v0 ⊂ F (x).

Pour tout n ∈ N
vn ∈ F (x) ⇐⇒ ∃ (un)n∈N ⊂ G(x), vn = un − u.

D’autre part,

lim
n→+∞

‖vn − v0‖1 = lim
n→+∞

‖un − u− v0‖1

= lim
n→+∞

‖un − (v0 + u)‖1 = 0

i.e., (un)n∈N converge dans L1(T, E) vers u0 = v0 + u et puisque G à valeurs fermées, on trouve

u0 ∈ G(x) et

u0 = v0 + u =⇒ v0 = u0 − u

=⇒ v0 ∈ F (x).

D’où, F est à valeurs fermées dans L1(T, E).

• Montrons que F est à valeurs décomposables.

Soit A un ensemble mesurable de Σ, et soient v, w ∈ F (x). Montrons que vχA +wχT\A ∈ F (x).
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Nous avons,

v ∈ F (x) ⇐⇒ ∃u ∈ G(x), v = u− u.

w ∈ F (x) ⇐⇒ ∃u′ ∈ G(x), w = u′ − u.

Alors,

vχA + wχT\A = (u− u)χA + (u′ − u)χT\A

= (u− u)χA + (u′ − u)(1− χA)

= uχA + u′(1− χA)− u.

Comme G(x) est décomposable, alors uχA + u′χT\A ∈ G(x),

ceci implique que vχA + wχT\A ∈ F (x). D’où la décomposabilité de F (x).

• Montrons que la multi-application F est s.c.i., pour cela, il suffit de montrer que

F−1
+ (C) est un fermé de X, pour tout fermé C de L1(T,E).

Autrement dit, pour toute suite (xn)n∈N ⊂ F−1
+ (C) telle que (xn)n∈N converge vers x0 dans

X alors, x0 ∈ F−1
+ (C). C’est à dire, si F (xn) ⊆ C alors, F (x0) ⊆ C pour toute suite (xn)n∈N

convergeant vers x0 dans X.

Soit v0 ∈ F (x0) donc il existe u0 ∈ G(x0) tel que v0 = u0 − u.

La s.c.i. de la multi-application G nous affirme l’existence d’une suite (un)n∈N ⊂ G(xn) telle

que (un)n∈N converge vers u0 dans L1(t, E).

Posons vn = un − u. Il est claire que vn ∈ F (xn) et vn converge vers v0 dans L1(T, E). En effet

‖vn − v0‖1 =

∫

T

‖vn(t)− v0(t)‖dµ(t)

=

∫

T

‖un(t)− u(t)− u0(t) + u(t)‖dµ(t)

=

∫

T

‖un(t)− u0(t)‖dµ(t)

= ‖un(t)− u0(t)‖1.
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De la convergence de (un)n∈N vers u0 dans L1(T, E) et par passage à la limite quand n tend

vers +∞, on déduit que (vn)n∈N converge vers v0 dans L1(T, E).

De plus, F (xn) ⊂ C et C un ensemble fermé de L1(T, E), on trouve v0 ∈ C. D’où la s.c.i. de F .

Soit

ψx(t) = essinf
{‖w(t)‖, w ∈ F (x)

}

= essinf
{‖u(t)− ū(t)‖, u ∈ G(x)

}
.

Par la Proposition 2.1.3., la multi-application P définie par

P (x) = {v ∈ L1(T,R): v(t) > ψx(t) p.p. t ∈ T} (2.9)

est s.c.i.

Remarquant que Q(x) est la clôture de P (x), pour tout x ∈ X. On conclut que, Q est s.c.i.

Maintenant, on montrons que Q(x) est un ensemble convexe.

Soit λ ∈ [0, 1] et soient v, w ∈ Q(x).

v ∈ Q(x) ⇐⇒ v(t) ≥ ψx(t) p.p. t ∈ T.

w ∈ Q(x) ⇐⇒ w(t) ≥ ψx(t) p.p. t ∈ T.

Pour presque tout t ∈ T,

λv(t) + (1− λ)w(t) ≥ λψx(t) + (1− λ)ψx(t)

= ψx(t).

Ceci implique que
(
λv(t) + (1− λ)w(t)

) ∈ Q(x), d’où la convexité de Q(x). De plus, il est clair

que Q(x) est un fermé, on déduit que Q est une multi-application s.c.i. à valeurs fermées et

convexes. Via le Théorème de Michael, Q admet une sélection continue ϕx,u : X −→ L1(T,R)

telle que

ϕx,u ∈ Q(x), ∀x ∈ X et ϕx,u(x) ≡ 0.
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La famille des ensembles suivants

A =
{{

x ∈ X: ‖ϕx, u‖1 <
ε

4

}
, x ∈ X, u ∈ G(x)

}

forme un recouvrement ouvert de X. En effet

A =
{{

x ∈ X: ‖ϕx,u(x)‖1 <
ε

4

}
, x ∈ X, u ∈ G(x)

}

=
{

x ∈ X: ϕx, u(x) ∈ BL1

(
0,

ε

4

)
, x ∈ X, u ∈ G(x)

}

=
{

x ∈ ϕ−1
x, u

(
BL1

(
0,

ε

4

))
, x ∈ X, u ∈ G(x)

}

=
⋃

u∈G(x)
x∈X

ϕ−1
x, u

(
BL1

(
0,

ε

4

))
.

BL1

(
0,

ε

4

)
est un ouvert de L1(T,R) et ϕx,u est continue =⇒ ϕ−1

x,u

(
BL1

(
0,

ε

4

))
est un ouvert de X

=⇒
⋃

u∈G(x)
x∈X

ϕ−1
x,u

(
BL1

(
0,

ε

4

))
est un ouvert

de X

=⇒ A est un recouvrement ouvert de X.

X un espace métrique donc paracompact
(
du Théorème 1.3.1. de Stone

)
. Alors A admet un

raffinement ouvert localement fini {Vn, n ≥ 1}. Puisque X est séparable, il existe {pn(·)} une

partition continue de l’unité subordonée à {Vn}.
Soit {hn(·)} une famille de fonctions continues définies de X dans [0, 1] telle que

hn(x) = 1,∀x ∈ supp (pn) et supp (hn) ⊂ Vn.

Pour tout n ≥ 1, choisissons xn ∈ X, un ∈ G(xn) telles que Vn ⊆
{

x ∈ X, ‖ϕxn,un(x)‖1 <
ε

4

}

et posons ϕn = ϕxn,un . Les fonctions ϕn vérifient les propriétés suivantes

ϕn(x)(t) ≥ essinf
{‖u(t)− un(t)‖, u ∈ G(x)

}
p.p t ∈ T. (2.10)

pn(x)‖ϕn(x)‖1 ≤ pn(x)
ε

4
,

(
x ∈ X,n ≥ 1

)
. (2.11)
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On applique le Lemme 2.1.1. sur les deux suites {ϕn} et {hn} et sur la fonction l(x) =
∑
n≥1

hn(x).

Il en resulte qu’il existe une fonction continue τ : X −→ R+ et une famille {Φ(τ, λ)} ⊂ Σ qui

vérifient (1), (2) et (3).

Il est possible de construire deux fonctions fε, ϕε telles que

fε(x) =
∑
n≥1

unχn(x) et ϕε(x) =
ε

4
+

∑
n≥1

ϕn(x)χn(x).

Où λ0 ≡ 0, λn(x) =
∑

m≤n

pm(x) et χn(x) = χΦ(τ(x), λn(x))\Φ(τ(x), λn−1(x)).

Clairement, fε et ϕε sont continues dans L1(T, E) et L1(T,R) respectivement. En effet

montrons que fε est continue sur X i.e., fε est continue au point x0 ∈ X.

Nous avons,

∥∥fε(x)− fε(x0)
∥∥

1
=

∥∥∥
∑
n≥1

unχn(x)−
∑
n≥1

unχn(x0)
∥∥∥

1
≤

∑
n≥1

∥∥unχn(x)− unχn(x0)
∥∥

1
.

De plus, par (3) du Lemme 2.1.1., on a

∥∥unχn(x)− unχn(x0)
∥∥

1
=

∫

T

∥∥un(t)χn(x)(t)− un(t)χn(x0)(t)
∥∥dµ(t)

=

∫

T

∥∥un(t)
∥∥(

χn(x)(t)− χn(x0)(t)
)
dµ(t)

=

∫

T

∥∥un(t)
∥∥χn(x)(t)dµ(t)−

∫

T

∥∥un(t)
∥∥χn(x0)(t)dµ(t)

=

∫

T

∥∥un(t)
∥∥χΦ(τ(x),λn(x))\Φ(τ(x),λn−1(x))(t)dµ(t)

−
∫

T

∥∥un(t)
∥∥χΦ(τ(x0),λn(x0))\Φ(τ(x0),λn−1(x0))(t)dµ(t)

=

∫

Φ(τ(x),λn(x))\Φ(τ(x),λn−1(x))

∥∥un(t)
∥∥dµ(t)

−
∫

Φ(τ(x0),λn(x0))\Φ(τ(x0),λn−1(x0))

∥∥un(t)
∥∥dµ(t)

=

∫

Φ(τ(x),λn(x))

∥∥un(t)
∥∥dµ(t)−

∫

Φ(τ(x),λn−1(x))

∥∥un(t)
∥∥dµ(t)

−
∫

Φ(τ(x0),λn(x0))

∥∥un(t)
∥∥dµ(t) +

∫

Φ(τ(x0),λn−1(x0))

‖un(t)‖dµ(t)
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Donc,

∥∥unχn(x)− unχn(x0)
∥∥

1
= λn(x)

∫

T

∥∥un(t)
∥∥dµ(t)− λn−1(x)

∫

T

∥∥un(t)
∥∥dµ(t)

−λn(x0)

∫

T

∥∥un(t)
∥∥dµ(t) + λn−1(x0)

∫

T

∥∥un(t)
∥∥dµ(t)

=
(
λn(x)− λn−1(x)

) ∫

T

∥∥un(t)
∥∥dµ(t)− (

λn(x0)− λn−1(x0)
) ∫

T

∥∥un(t)
∥∥dµ(t)

= pn(x)

∫

T

∥∥un(t)
∥∥dµ(t)− pn(x0)

∫

T

∥∥un(t)
∥∥dµ(t)

= pn(x)
∥∥un

∥∥
1
− pn(x0)

∥∥un

∥∥
1

=
(
pn(x)− pn(x0)

)∥∥un

∥∥
1
.

{pn(·)} est une famille de fonctions continues de X dans [0, 1] et on a, un ∈ L1(T, E), ∀n ∈ N
i.e., ‖un‖1 < +∞ et puisque la somme est localement finie.

On déduit que fε est continue en x0 et donc fε est continue sur X.

On procède de même pour montrer que ϕε est continue.

• Étap2. Montrons que Gε définie par (2.8) est non vide.

Fixons x ∈ X. Pour tout n ≥ 1, nous avons d’après la proposition 2.1.2. l’existence de un
x ∈ G(x)

tel que

‖un
x(t)− un(t)‖ <

ε

4
+ essinf

{‖u(t)− un(t)‖, u ∈ G(x)
}

p.p. dans T. (2.12)

En effet,

d’après la relation (2.10), nous avons

ϕn(x)(t) ≥ essinf
{‖u(t)− un(t)‖, u ∈ G(x)

}
.

Par la Proposition 2.1.2., il existe un
x ∈ G(x) telle que

‖un
x(t)− un(t)‖ = essinf

{‖u(t)− un(t)‖, u ∈ G(x)
}

p.p. dans T.

D’où, ∀ε > 0

‖un
x(t)− un(t)‖ <

ε

4
+ essinf

{‖u(t)− un(t)
∥∥, u ∈ G(x)

}
p.p. dans T.
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On pose

ux =
∑
n≥1

un
xχn(x).

Par la Proposition 1.10.3., et puisque G(x) ∈ D(L1(T, E)), on trouve que ux ∈ G(x).

On montre que ux ∈ Gε(x), autrement dit, ux vérifie la relation

∥∥ux(t)− fε(x)(t)
∥∥ < ϕε(x)(t) p.p. t dans T. (2.13)

Par la relation (2.10) et (2.12), nous avons pour presque tout t ∈ T

∥∥ux(t)− fε(x)(t)
∥∥ =

∥∥∥∥
∑
n≥1

un
x(t)χn(x)(t)−

∑
n≥1

un(t)χn(x)(t)

∥∥∥∥

=

∥∥∥∥
∑
n≥1

(
un

x(t)− un(t)
)
χn(x)(t)

∥∥∥∥

<
∑
n≥1

∥∥un
x(t)− un(t)

∥∥χn(x)(t)

<
∑
n≥1

( ε

4
+ essinf

{‖u(t)− un(t)‖, u ∈ G(x)
})

χn(x)(t)

<
∑
n≥1

( ε

4
+ ϕn(x)(t)

)
χn(x)(t)

=
ε

4
+

∑
n≥1

ϕn(x)(t)χn(x)(t)

= ϕε(x)(t)

On a trouvé, ux ∈ Gε(x), pour tout x fixé dans X. Par conséquent,

Gε(x) 6= ∅.

• Étap3. Montrons que ‖ϕε(x)‖1 < ε, pour tout x ∈ X.

Posons I(x) = {n ≥ 1, pn(x) > 0}.
Notons que

1 ≤ card
(
I(x)

) ≤ l(x).

34



2.1. Résultats et propositions principales

Par (3) du Lemme 2.1.1. et la relation (2.11), on déduit que

‖ϕε(x)‖1 =

∫

T

ϕε(x)(t)dµ(t)

=

∫

T

( ε

4
+

∑
n≥1

ϕn(x)(t)χn(x)(t)
)
dµ(t)

=
ε

4
µ(T ) +

∑
n≥1

∫

T

ϕn(x)(t)χn(x)(t)dµ(t)

=
ε

4
+

∑
n≥1

∫

T

ϕn(x)(t)(χΦ(τ(x),λn(x))(t)− χΦ(τ(x),λn−1(x)))(t)dµ(t)

=
ε

4
+

∑
n≥1

( ∫

Φ(τ(x),λn(x))

ϕn(x)(t)dµ(t)−
∫

Φ(τ(x),λn−1(x))

ϕn(x)(t)dµ(t)
)
.

Nous avons

−ε

4l(x)
<

∫

Φ(τ(x),λ)

ϕn(x)(t)dµ(t)− λ

∫

T

ϕn(x)(t)dµ(t) <
ε

4l(x)
·

Alors,

‖ϕε(x)‖1 <
ε

4
+

∑
n≥1

(
λn(x)

∫

T

ϕn(x)(t)dµ(t) +
ε

4l(x)
− λn−1(x)

∫

T

ϕn(x)(t)dµ(t) +
ε

4l(x)

)

=
ε

4
+

∑
n≥1

(
pn(x)‖ϕn(x)‖1 +

ε

2l(x)

)

<
ε

4
+

∑

n∈I(x)

(
pn(x)‖ϕn(x)‖1 +

ε

2l(x)

)

=
ε

4
+

∑

n∈I(x)

pn(x)‖ϕn(x)‖1 +
∑

n∈I(x)

ε

2l(x)

<
ε

4
+

ε

4

∑

n∈I(x)

pn(x) + card(I(x)
ε

2l(x)

<
ε

4
+

ε

4
+

ε card(I(x))

2l(x)

<
ε

4
+

ε

4
+

ε l(x)

2l(x)

=
ε

2
+

ε

2
= ε.

Par la Proposition 2.1.4., il est clair que Gε est une multi-application s.c.i. à valeurs décomposables.
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2.2. Théorème de Bressan-Colombo

A cette étape, tous les résultats sont à notre disposition pour démontrer le résultat principal

de ce chapitre.

2.2 Théorème de Bressan-Colombo

Théorème 2.2.1 (Bressan-Colombo). [4] Soient X un espace métrique séparable, E un

espace de Banach et F : X ⇒ L1(T, E) une multi-application s.c.i. à valeurs non vides fermées

et décomposables. Alors, F admet une sélection f continue définie de X dans L1(T, E) i.e.,

f(x) ∈ F (x), pour tout x ∈ X.

Démonstration du théorème.

Soit F une multi-application donnée. On va construire deux suites de fonctions continues

fn : X −→ L1(T, E) et ϕn : X −→ L1(T,R) et une suite de multi-application s.c.i. Gn à valeurs

décomposables telles que pour tous x ∈ X et n ≥ 1,

(i) Gn(x) =
{
u ∈ F (x):

∥∥u(t)− fn(x)(t)
∥∥ < ϕn(x)(t) p.p.

} 6= ∅,

(ii)
∥∥fn(x)(t)− fn−1(x)(t)

∥∥ < ϕn(x)(t) + ϕn−1(x)(t) p.p. t dans T (n ≥ 2),

(iii) ‖ϕn(x)‖1 < 2−n.

Pour cela, on procède par récurrence sur n.

Appliquant la Proposition 2.1.5. pour G = F et ε =
1

2
, on trouve f1 : X −→ L1(T, E) et

ϕ1 : X −→ L1(T,R) des applications continues, telles que

G1(x) =
{
u ∈ F (x):

∥∥u(t)− f1(x)(t)
∥∥ < ϕ1(x)(t) p.p. t ∈ T

}

est non vide et ‖ϕ1(x)‖1 <
1

2
· De plus, la multi-application G1 est s.c.i. à valeurs décmposables.

Soit maintenant,

G : X ⇒ L1(T,E)

x 7−→ G(x) = clG1(x)
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2.2. Théorème de Bressan-Colombo

est s.c.i. à valeurs non vides fermées et décomposables. Donc pour ε =
1

22
et par la Proposition

2.1.5., ils existent f2 : X −→ L1(T, E) et ϕ2 : X −→ L1(T,R) des applications continues telles

que

G2(x) =
{
u ∈ G1(x):

∥∥u(t)− f2(x)(t)
∥∥ < ϕ2(x)(t) p.p. t ∈ T

}

est non vide et ‖ϕ2(x)‖1 <
1

22
. De plus, nous avons

∥∥f2(x)(t)− f1(x)(t)
∥∥ =

∥∥f2(x)(t)− u(t) + u(t)− f1(x)(t)
∥∥

≤
∥∥u(t)− f2(x)(t)

∥∥ +
∥∥u(t)− f1(x)(t)

∥∥

< ϕ2(x)(t) + ϕ1(x)(t) p.p. t ∈ T.

Maintenant, par inducation sur n. Supposons que fm, ϕm et Gm sont construites pour

m = 1, . . . , n− 1.

De l’étape (n− 1), on a la multi-application définie par

G : X ⇒ L1(T,E)

x 7−→ G(x) = clGn−1(x)

est s.c.i. à valeurs non vides fermées et décomposables. Pour ε = 1
2n et par la Propositon 2.1.5.,

ils existent deux applications continues fn : X −→ L1(T, E) et ϕn : L1(T,R) telles que

Gn(x) =
{
u ∈ Gn−1(x):

∥∥u(t)− fn(x)(t)
∥∥ < ϕn(x)(t) p.p. t ∈ T

}

est non vide et ‖ϕn(x)‖1 <
1

2n
· De plus, nous avons

Gn(x) ⊂ Gn−1(x) ⊂ . . . ⊂ G1(x) ⊂ F (x)

et

∥∥fn(x)(t)− fn−1(x)(t)
∥∥ ≤

∥∥u(t)− fn(x)(t)
∥∥ +

∥∥u(t)− fn−1(x)(t)
∥∥

< ϕn(x)(t) + ϕn−1(x)(t) p.p. t ∈ T.
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2.2. Théorème de Bressan-Colombo

D’autre part, on a

∥∥fn(x)− fn−1(x)
∥∥

1
=

∫

T

∥∥fn(x)(t)− fn−1(x)(t)
∥∥dµ(t)

<

∫

T

∣∣ϕn(x)(t)
∣∣dµ(t) +

∫

T

∣∣ϕn−1(x)(t)
∣∣dµ(t)

= ‖ϕn(x)‖1 + ‖ϕn−1(x)‖1

<
1

2n
+

1

2n
=

1

2n−1
·

Donc, (fn)n≥1 est une suite de Cauchy dans C(X,L1(T, E)) qui est complet, d’où elle converge

uniformement vers une fonction continue f .

• Montrons que d(fn(x), F (x)) < 2−n.

d(fn(x), F (x)) = inf
u∈F (x)

∥∥u− fn(x)
∥∥

1

≤
∥∥u− f(x)

∥∥
1
, ∀u ∈ F (x)

=

∫

T

∥∥u(t)− fn(x)(t)
∥∥dµ(t)

<

∫

T

∣∣ϕn(x)(t)
∣∣dµ(t)

=
∥∥ϕn(x)

∥∥
1

< 2−n.

Nous avons,

d(f(x), F (x)) ≤ d(fn(x), F (x)) +
∥∥fn(x)− f(x)

∥∥
1

≤ 1

2n
+

1

2n−1

=
3

2n

par passage à la limite quand n −→ +∞, on trouve d(f(x), F (x)) = 0. Comme F (x) est un

fermé, ceci nous donne que f(x) ∈ F (x) ∀x ∈ X. Alors f est une sélection de F.

Ce qui achève la démonstration du Théorème.
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2.2. Théorème de Bressan-Colombo

Corollaire 2.2.1. [5] Soit E un espace de Banach séparable. et Soit G : X ⇒ L1(T, E) une

multi-application s.c.i. à valeurs non vides fermées et décomposables. Soient g : X −→ L1(T, E)

et ϕ : X −→ L1(T,R) des fonctions continues, telles que la multi-application

H : X ⇒ L1(T, E)

définie par

H(x) = cl{v ∈ G(x): ‖v(t)− g(x)(t)‖ < ϕ(s)(t) p.p. t ∈ T}.

est non vide. Alors H admet une sélection continue, i.e., il existe une application continue

h : X −→ L1(T,E),

telle que

h(x) ∈ H(x), ∀x ∈ X.

Démonstration.

Par la Proposition 2.1.4., la multi-application H est s.c.i. à valeurs décomposables. De plus, H

est à valeurs fermées.

Appliquant le Théorème de Bressan-Colombo, on trouve h : X −→ L1(T,E) une sélection

continue de H i.e., ∀x ∈ X, h(x) ∈ H(x).
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CHAPITRE 3

Les inclusions différentielles

Soient I un intervalle de R et E un espace de Banach séparable.

Dans ce chapitre, on va étudier les inclusions différentielles du premier ordre [5] et du second

ordre [2] suivantes

(Ps

)




x′ ∈ F (t, x, s), p.p. t ∈ I,

x(0) = ξ(s),

où I = [0, 1], F : I ×E ×X ⇒ P(E) une multi-application mesurable et s.c.i. par rapport à la

troisième variable et ξ une application continue définie de X dans E.

(P ′s
)





(p(t)x′(t))′ ∈ F (t, x(t)), p.p. t ∈ I,

x(0) = x0,

x′(0) = x1,

où I = [0, T ], T > 0, F : I × E ⇒ P(E) une multi-application mesurable, s.c.i. par rapport à

la deuxième variable et p : I −→]0, +∞[ une application continue.

Notre outil crucial pour la démonstration est le Théorème 2.2.1. de Bressan-Colombo.

Avant d’entamer ces problèmes, on va se rappeler de quelques résultas préliminaires qui nous

seront utiles.
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3.1. Préliminaires.

Pour plus de détaille concernant ces résultats, nous renvoyons le lecteur à [1], [2], [5], [10]

et [13].

3.1 Préliminaires.

Proposition 3.1.1. [13] Soit u : I −→ E une fonction mesurable et soit G : I ⇒ P(E) une

muli-application mesurable à valeurs fermées. Alors pour toute fonction mesurable

r : I −→]0, +∞[, il existe une sélection mesurable g : I −→ E de la multi-application G, i.e.,

pour tout t ∈ I

g(t) ∈ G(t),

telle que ∥∥u(t)− g(t)
∥∥ < d

(
u(t), G(t)

)
+ r(t) p.p. t ∈ I.

Proposition 3.1.2. [5] Soit F : I ×X ⇒ P(E) une multi-application L(I)
⊗B(X) à valeurs

fermées telle que F (t, .) est s.c.i. pour tout t ∈ I. Alors la multi-application

G : X ⇒ D(L1(I, E))

définie par

G(x) =
{
v ∈ L1(I, E): v(t) ∈ F (t, x) p.p. t ∈ I

}
(3.1)

est s.c.i. si et seulement s’il existe une application continue

q : X −→ L1(I,R)

telle que

d
(
0, F (t, x)

) ≤ q(x)(t) p.p. t ∈ I et ∀x ∈ X. (3.2)

Démonstration.

⇒) Supposons que la multi-application G définie par (3.1) est s.c.i. à valeurs non vides fermées

et montrons qu’il existe une application continue q : X −→ L1(I,R) telle que pour tout x ∈ X,

d
(
0, F (t, x)

) ≤ q(x)(t) p.p. t ∈ I.
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D’après la Proposition 3.1.1., la multi-application G admet une sélection g : X −→ L1(I,R)

i.e., pour tout x ∈ X, g(x) ∈ G(x). Alors

g(x)(t) ∈ F (t, x) p.p. t ∈ T.

D’autre part,

d
(
0, F (t, x)

) ≤ d
(
g(x)(t), F (t, x)

)
+

∥∥g(x)(t)
∥∥

=
∥∥g(x)(t)

∥∥.

Pour
∥∥g(x)(t)

∥∥ = q(x)(t), on trouve que la relation (3.2) est satisfaite.

⇐) Supposons qu’ il existe q : X −→ L1(I,R) telle que pour tout x ∈ X, la relation (3.2) est

satisfaite et montrons que la multi-application G définie dans (3.1) est s.c.i.

i.e., G−1
+ (C) est un fermé de X pour tout fermé C de L1(I, E). Autrement dit,

pour toute suite (xn)n≥1 convergeant vers x0 dans X telle que G(xn) ⊆ C, alors G(x0) ⊆ C.

Soit v0 ∈ G(x0), et considérons une suite de sélections mesurables vn(t) de t 7−→ F (t, xn)

telle que

‖vn(t)− v0(t)‖ < d
(
v0(t), F (t, xn)

)
+

1

n
p.p. t ∈ I. (3.3)

Comme la multi-application x 7−→ F (t, x) est s.c.i. Alors pour tout s ∈ E, l’application

x 7−→ d
(
s, F (t, x)

)
est s.c.s. Donc pour presque tout t ∈ I, et puisque (xn)n∈N converge vers x,

lim sup
n→+∞

‖vn(t)− v0(t)‖ ≤ lim sup
n→+∞

d
(
v0(t), F (t, xn)

)
+ lim sup

n→+∞

1

n

≤ d
(
v0(t), F (t, x0)

)

= 0.

Donc,

lim
n→+∞

vn(t) = v0(t) p.p. t ∈ I.

Aussi on a, pour presque tout t ∈ I,

d
(
v0(t), F (t, xn)

) ≤ d
(
0, F (t, xn

)
+ ‖v0(t)‖

≤ q(xn)(t) + ‖v0(t)‖.
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3.2. Inclusion différentielle du premiere ordre.

Alors,

‖vn(t)− v0(t)‖ < q(xn)(t) + ‖v0(t)‖+
1

n
p.p. t ∈ I.

On pose, an(t) = ‖v0(t)‖+ q(xn)(t) +
1

n
· Nous avons, (an)n∈N converge dans L1(I,R), alors elle

est bornée dans L1(I,R).

Donc, la suite de fonctions t 7−→ ‖vn(t)− v0(t)‖ est bornée dans L1(I,R), et

‖vn(t)‖ = ‖vn(t)− v0(t) + v0(t)‖ ≤ ‖vn(t)− v0(t)‖+ ‖v0(t)‖.

D’où,
(
vn(·))

n≥1
est bornée. On applique le théorème de convergence dominée de Lebesgue, on

déduit que la suite (vn)n≥1 converge vers v0 dans L1(I, E). De plus, C est un fermé de L1(I, E)

et vn ∈ G(xn) ⊆ C, implique que G(x0) ⊆ C i.e., la multi-application G est s.c.i.

3.2 Inclusion différentielle du premiere ordre.

Considérons le problème de Cauchy suivant

(Ps)





x′ ∈ F (t, x, s), p.p. t ∈ I,

x(0) = ξ(s).

où ξ : X −→ E une fonction continue, I = [0, 1] et F : I × E × X ⇒ P(E) une multi-

application vérifiant les hypothèses suivantes

• (H1) : F est L(I)⊗ B(E ×X) mesurable.

• (H2) : Il existe une application continue s 7−→ k(s)(·) définie de X dans L1(I,R) telle

que k(s)(t) > 0 et pour tous s ∈ X et x, y ∈ E,

H
(
F (t, x, s), F (t, y, s)

) ≤ k(s)(t)‖x− y‖ p.p. t ∈ I.

• (H3) : Pour tout (t, x) ∈ I × E, la multi-application s 7−→ F (t, x, s) est s.c.i.
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3.2. Inclusion différentielle du premiere ordre.

• (H4) : Pour toute application continue s 7−→ y(s)(·) définie de X dans AC(I, E), il existe

une application continue qy : X −→ L1(I,R) telle que pour tout s ∈ X

qy(s)(t) ≥ d
(
y′(s)(t), F (t, y(s)(t), s)

)
p.p. t ∈ I. (3.4)

Notons que par les hypothèses (H2), (H3) et la Proposition 3.1.2. l’hypothèse (H4) peut être

remplacer par les conditions équivalentes suivantes

• (H40) : Il existe une application continue q0 : X −→ L1(I,R) telle que pour tout s ∈ X,

q0(s) ≥ d
(
0, F (t, 0, s)

)
p.p. dans I. (3.5)

• (H ′
40
) : La multi-application G0 : X ⇒ D(L1(I, E)) définie par

G0(s) = {v ∈ L1(I, E): v(t) ∈ F (t, 0, s) p.p. t ∈ I}. (3.6)

est s.c.i. à valeurs fermées.

Démonstration.

Montrons que (H4)⇐⇒ (H40)⇐⇒ (H ′
40
).

(H4) ⇒(H40).

Supposons qu’il existe qy : X −→ L1(I,R) continue telle que pour tout s ∈ X,

d
(
y′(s)(t), F (t, y(s)(t), s)

) ≤ qy(s)(t) p.p. t ∈ I

et montrons qu’il existe q0 : X −→ L1(I,R) continue telle que pour tout s ∈ X,

d
(
0, F (t, 0, s)

) ≤ q0(s)(t) p.p. t ∈ I.

Par l’hypothèse (H2), nous avons

d
(
0, F (t, 0, s)

) ≤ d
(
y′(s)(t), F (t, 0, s)

)
+ ‖y′(s)(t)‖

≤ d
(
y′(s)(t), F (t, y(s)(t), s)

)
+ H

(
F (t, 0, s), F (t, y(s)(t), s)

)
+ ‖y′(s)(t)‖

≤ qy(s)(t) + ‖y′(s)(t)‖+ k(s)(t)‖y(s)(t)‖

= q0(s)(t).
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3.2. Inclusion différentielle du premiere ordre.

(H40) ⇒ (H ′
40
).

Supposons qu’il existe une application continue q0 : X −→ L1(I,R) telle que

d
(
0, F (t, 0, s)

) ≤ q0(s)(t) p.p. t ∈ I

par la Proposition 3.1.2., on déduit que la multi-application G0 : X ⇒ D(L1(I, E)) définie par

G0(s) =
{
v ∈ L1(I, E): v(t) ∈ F (t, 0, s) p.p t dans I

}

est s.c.i. Donc (H ′
40
) est vérifiée.

(H ′
40
) ⇒ (H4). On utilisant la Proposition 3.1.2., il existe q0 : X −→ L1(I,R) une application

continue telle que

d
(
0, F (t, 0, s)

) ≤ q0(s)(t) p.p. t ∈ I.

Par l’hypothèse (H2), on a

d
(
y′(s)(t), F (t, y(s)(t), s)

) ≤ d
(
0, F (t, y(s)(t), s)

)
+

∥∥y′(s)(t)
∥∥

≤ d
(
0, F (t, 0, s)

)
+ H

(
F (t, 0, s), F (t, y(s)(t), s)

)
+

∥∥y′(s)(t)
∥∥

≤ q0(s)(t) + k(s)(t)
∥∥y(s)(t)

∥∥ +
∥∥y′(s)(t)

∥∥

Donc, il existe qy(s)(t) = q0(s)(t) + k(s)(t)
∥∥y(s)(t)

∥∥ +
∥∥y′(s)(t)

∥∥ ∈ L1(I,R) telle que

d
(
y′(s)(t), F (t, y(s)(t), s)

) ≤ qy(s)(t) p.p. t ∈ I.

D’où (H4).

De plus, par la Proposition 3.1.2., l’hypothèse (H4) est équivalente à la suivante

• (H ′
4) : Pour toute fonction continue

y : X −→ AC(I, E)

s 7−→ y(s)(·)
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la multi-application Gy : X ⇒ D(L1(I, E)), définie par

Gy(s) =
{
v ∈ L1(I, E): v(t) ∈ F (t, y(s)(t), s) p.p. t ∈ I

}
. (3.7)

est s.c.i. à valeurs fermées.

Théorème 3.2.1. [2] Supposons que la multi-application F satisfait les hypothèses

(H1), . . . ,(H4). Alors pour toutes applications s 7−→ y(s)(·) de X dans AC(I, E) et

s 7−→ q(s) = qy(s) de X dans L1(I,R) telles que q vérifie (3.4) et pour tout ε > 0, il existe une

fonction x telle que

(a) Pour tout s ∈ X la fonction t 7−→ x(s)(t) est une solution de (Ps).

(b) L’application s 7−→ x(s)(·) est continue de X dans AC(I, E).

(c) Pour tout s ∈ X,

∥∥y′(s)(t)− x′(s)(t)
∥∥ ≤ ε + ε k(s)(t)em(s)(t) + k(s)(t)

∥∥y(s)(0)− ξ(s)
∥∥em(s)(t)

+k(s)(t)

t∫

0

q(s)(τ)em(s)(t)−m(s)(τ)dτ + q(s)(t) p.p. t ∈ I.

(d) Pour t ∈ I et s ∈ X,
∥∥∥
[
y(s)(t)− x(s)(t)

]− [
y(s)(0)− ξ(s)

]∥∥∥ ≤ ε em(s)(t) +
∥∥y(s)(0)− ξ(s)

∥∥(
em(s)(t) − 1

)

+

t∫

0

q(s)(τ)em(s)(t)−m(s)(τ)dτ,

où

m(s)(t) =

t∫

0

k(s)(τ)dτ. (3.8)

Démonstration.

On suppose que pour tous t ∈ I, s ∈ X

y(s)(t) = 0 et ξ(s) = 0.

Fixons ε > 0, soit εn =
(n + 1

n + 2

)
ε et posons

qn(s)(t) =

t∫

0

q(s)(u)
(m(s)(t)−m(s)(u))n−1

(n− 1)!
du +

(m(s)(t))n−1

(n− 1)!
εn. (3.9)
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3.2. Inclusion différentielle du premiere ordre.

On doit constuire une suite de Cauchy (xn(s)(·))n∈N ⊂ AC(I, E) des suites approximantes

successives xn(s)(t) telle que pour tout n ≥ 0, xn(s)(0) = 0 et

(i) s 7−→ xn(s)(·) sont continues,

(ii) x′n+1(s)(t) ∈ F (t, xn(s)(t), s) p.p. t ∈ I,

(iii) ‖x′n+1(s)(t)− x′n(s)(t)‖ ≤ k(s)(t)qn(s)(t) p.p. t ∈ I

où

k(s)(t)q0(s)(t) = q(s)(t) + ε0.

On a pour tout s ∈ X,

t∫

0

k(s)(u)qn(s)(u)du =

t∫

0

k(s)(u)

[ u∫

0

q(s)(τ)
(m(s)(u)−m(s)(τ))n−1

(n− 1)!
dτ +

(m(s)(u))n−1

(n− 1)!
εn

]
du

=

t∫

0

k(s)(u)

[ u∫

0

q(s)(τ)
(m(s)(u)−m(s)(τ))n−1

(n− 1)!
dτ

]
du

+

t∫

0

k(s)(u)

(
m(s)(u)

)n−1

(n− 1)!
εn du

=

t∫

0

k(s)(u)

[ u∫

0

q(s)(τ)
(m(s)(u)−m(s)(τ))n−1

(n− 1)!
dτ

]
du

+
εn

(n− 1)!

t∫

0

k(s)(u)
(
m(s)(u)

)n−1
du

=

t∫

0

[ t∫

τ

k(s)(u)q(s)(τ)
(m(s)(u)−m(s)(τ))n−1

(n− 1)!
du

]
dτ

+
εn

(n− 1)!

t∫

0

k(s)(u)
(
m(s)(u)

)n−1
du

=

t∫

0

t∫

τ

q(s)(τ)
d

du

(m(s)(u)−m(s)(τ))n

n!
du dτ +

εn

n!

t∫

0

d

du

(
m(s)(u)

)n
du.
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Donc,

t∫

0

k(s)(u)qn(s)(u)du =

t∫

0

q(s)(τ)
(m(s)(t)−m(s)(τ))n

n!
dτ +

εn

n!

(
m(s)(t)

)n

=

t∫

0

q(s)(τ)
(m(s)(t)−m(s)(τ))n

n!
dτ +

εn+1

n!

(
m(s)(t)

)n
+

(εn − εn+1)

n!

(
m(s)(t)

)n

= qn+1(s)(t)−
(
m(s)(t)

)n

(n + 2)(n + 3)n!
< qn+1(s)(t).

Par (iii), nous avons pour presque tout t ∈ I,

∥∥x′n+1(s)(t)− x′n(s)(t)
∥∥ ≤ k(s)(t)qn(s)(t).

Donc,

∥∥xn+1(s)(t)− xn(s)(t)
∥∥ =

∥∥∥xn+1(s)(0) +

t∫

0

x′n+1(s)(τ)dτ − xn(s)(0)−
t∫

0

x′n(s)(τ)dτ
∥∥∥

=
∥∥∥

t∫

0

(
x′n+1(s)(τ)− x′n(s)(τ)

)
dτ

∥∥∥

≤
t∫

0

∥∥x′n+1(s)(τ)− x′n(s)(τ)
∥∥dτ

≤
t∫

0

k(s)(τ)qn(s)(τ)dτ

< qn+1(s)(t).

Il en résulte que

∥∥xn+1(s)(t)− xn(s)(t)
∥∥ < qn+1(s)(t) p.p. t ∈ I. (3.10)

On pose que x0(s)(t) = 0 et on définit la muti-application G0 par

G0 : X ⇒ L1(I, E)

G0(s) =
{
v ∈ L1(I, E): v(t) ∈ F

(
t, x0(s)(t), s

)
p.p. dans I

}
.
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Considérons la multi-application H0 définie par

H0 : X ⇒ L1(I, E)

H0(s) = cl
{
v ∈ G0(s): ‖v(t)‖ < q(s)(t) + ε0

}
.

Nous avons la multi-application G0 vérifie l’hypothèse (H ′
40
) donc, G0 est s.c.i. à valeurs fermées

de X dans D(L1(I, E)). Par la Proposition 3.1.2., il existe une application continue

q : X −→ L1(I,R) telle que

d(0, F (t, x0(s)(t), s)) ≤ q(s)(t) p.p. t ∈ I et ∀s ∈ X.

En vertu de la Proposition 3.1.1., il existe v0 : I −→ E une sélection mesurable de F telle que

‖v0(t)‖ < d
(
0, F (t, x0(s)(t), s)

)
+

ε

2
p.p. t ∈ I, ∀ε > 0

≤ q(s)(t) + ε0 p.p. t ∈ I.

On a ∀t ∈ I, v0(t) ∈ F (t, x0(s)(t), s) i.e., v0 ∈ G0(s) et de plus

‖v0(t)‖ ≤ q(s)(t) + ε0 p.p. t ∈ I.

Donc v0 ∈ H0(s). D’où H0(s) 6= ∅.
Par le Corollaire 2.2.1., il existe une application continue h0 : X −→ L1(I, E) telle que

h0(s) ∈ H0(s), ∀s ∈ X.

Autrement dit,

h0(s)(t) ∈ F (t, x0(s)(t), s) p.p. ∈ I,

et
∥∥h0(s)(t)

∥∥ ≤ q(s)(t) + ε0.

On définit

x1(s)(t) =

t∫

0

h0(s)(τ)dτ.
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Il est clair que pour presque tout t dans I,

∥∥x1(s)(t)− x0(s)(t)
∥∥ =

∥∥x1(s)(t)
∥∥

=
∥∥∥

t∫

0

h0(s)(τ)dτ
∥∥∥

≤
t∫

0

∥∥h0(s)(τ)
∥∥dτ

≤
t∫

0

q(s)(τ)dτ + tε0

≤
t∫

0

q(s)(τ)dτ + ε0

< q1(s)(t).

Où

q1(s)(t) =

t∫

0

q(s)(τ)dτ + ε1, ∀s ∈ X, ∀t ∈ I.

Supposons que les fonctions x0, . . . , xn sont définies et vérifient les trois conditions précédantes

(i), (ii) et (iii). Observons que,

d
(
x′n(s)(t), F (t, xn−1(s)(t), s)

) ≤ d
(
x′n(s)(t), F

(
t, xn−1(s)(t), s

))

+H
((

F (t, xn−1(s)(t), s), F (t, xn(s)(t), s)
))

= H
(
F (t, xn−1(s)(t), s), F (t, xn(s)(t), s)

)

≤ k(s)(t)‖xn(s)(t)− xn−1(s)(t)‖.

De la relation (3.10), on trouve

d
(
x′n(s)(t), F

(
t, xn(s)(t), s

)) ≤ k(s)(t)qn(s)(t) p.p. t ∈ I. (3.11)

Soit maintenant, Gn une multi-application définie de X dans L1(I, E) par

Gn(s) =
{
v ∈ L1(I, E): v(t) ∈ F

(
t, xn(s)(t), s

)
p.p. t ∈ I

}
.
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Considérons la multi-application Hn définie par

Hn : S ⇒ L1(I, E)

Hn(s) = cl
{
v ∈ Gn(s): ‖v(t)− x′n(s)(t)‖ < k(s)(t)qn(s)(t) p.p. t ∈ I

}
.

• Montrons que Hn(s) est non vide pour tout s ∈ X.

Notons que

t 7−→ rn−1(s)(t) =

(
m(s)(t)

)n−1
k(s)(t)

(n + 1)(n + 2)(n− 1)!

est mesurable et strictement positive. Alors, par (ii) et la relation (3.10)

d
(
x′n(s)(t), F (t, xn(s)(t), s)

) ≤ d(x′n(s)(t), F (t, xn−1(s)(t), s)) + H(F (t, xn(s)(t), s), F (t, xn−1(s)(t), s))

≤ k(s)(t)‖xn(s)(t)− xn−1(s)(t)‖

≤ k(s)(t)qn(s)(t)− rn−1(s)(t).

Via la Proposition 3.1.1., il existe v ∈ L1(I, E) tel que

v(t) ∈ F (t, xn(s)(t), s) p.p. t dans I

et

‖v(t)− x′n(s)(t)‖ < d
(
x′n(s)(t), F ((t, xn(s)(t), s)

)
+ rn(s)(t)

≤ k(s)(t)qn(s)(t)− rn−1(s)(t) + rn−1(s)(t)

≤ k(s)(t)qn(s)(t).

Par conséquent, v ∈ Hn(s). D’où la non vacuité des valeurs de Hn.

Nous avons que la multi-application Gn vérifie l’hypothèse (H ′
4) donc, Gn est s.c.i. à valeurs

fermées de X dans D(L1(I, E)). Par le Corollaire 2.2.1., Hn admet une sélection

hn : X −→ L1(I, E) continue i.e.,

hn(s) ∈ Hn(s), ∀s ∈ X.
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En d’autre termes,

hn(s)(t) ∈ F
(
t, xn(s)(t), s

)
p.p. t dans I

et
∥∥hn(s)(t)− x′n(s)(t)

∥∥ < k(s)(t)qn(s)(t) p.p. t dans I.

On définie

xn+1(s)(t) =

t∫

0

hn(s)(τ)dτ.

D’après la définition de xn+1(s)(.), on voit bien qu’elle vérifie (i), (ii) et pour presque tout t ∈ I,

on a

∥∥x′n+1(s)(t)− x′n(s)(t)
∥∥ =

∥∥x′n+1(s)(t)− hn(s)(t)− x′n(s)(t) + hn(s)(t)
∥∥

≤
∥∥x′n+1(s)(t)− hn(s)(t)

∥∥ +
∥∥hn(s)(t)− x′n(s)(t)

∥∥

≤
∥∥hn(s)(t)− hn(s)(t)

∥∥ + k(s)(t)qn(s)(t)

= k(s)(t)qn(s)(t).

Par (iii) et la relation (3.10), on trouve

‖xn+1(s)(·)− xn(s)(·)‖AC = ‖xn+1(s)(0)− xn(s)(0)‖+ ‖x′n+1(s)(·)− x′n(s)(·)‖1

= ‖x′n+1(s)(·)− x′n(s)(·)‖1

=

1∫

0

‖x′n+1(s)(t)− x′n(s)(t)‖dt

≤
1∫

0

k(s)(t)qn(s)(t)dt

< qn+1(s)(1).

Donc on trouve

∥∥xn+1(s)(·)− xn(s)(·)
∥∥

AC
< qn+1(s)(1). (3.12)

D’autre part, on a

qn+1(s)(1) =

1∫

0

q(s)(u)
(m(s)(1)−m(s)(u))n

n!
du +

(m(s)(1))n

n!
εn+1. (3.13)
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Puisque

m(s)(1)−m(s)(u) =

1∫

0

k(s)(τ)dτ −
u∫

0

k(s)(τ)dτ

=

1∫

0

k(s)(τ)dτ +

0∫

u

k(s)(τ)dτ

=

1∫

u

k(s)(τ)dτ

≤
1∫

0

k(s)(τ)dτ

= ‖k(s)(·)‖1

et

m(s)(1) =

1∫

0

k(s)(τ)dτ =
∥∥k(s)(·)

∥∥
1
.

On aura

qn+1(s)(1) ≤
1∫

0

q(s)(u)

∥∥k(s)(·)
∥∥n

1

n!
du +

∥∥k(s)(·)
∥∥n

1

n!
εn+1

=

∥∥k(s)(·)
∥∥n

1

n!

[ 1∫

0

q(s)(u)du + εn+1

]

≤
∥∥k(s)(·)

∥∥n

1

n!

[ 1∫

0

∣∣q(s)(u)
∣∣du + εn+1

]

≤
∥∥k(s)(·)

∥∥n

1

n!

[∥∥q(s)
∥∥

1
+ εn+1

]

≤
∥∥k(s)(·)

∥∥n

1

n!

[∥∥q(s)
∥∥

1
+ ε

]
.

Par conséquent,

‖xn+1(s)(·)− xn(s)(·)‖AC ≤
∥∥k(s)(·)

∥∥n

1

n!

(
‖q(s)‖1 + ε

)
. (3.14)
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Les fonctions s 7−→
∥∥q(s)

∥∥
1

et s 7−→
∥∥k(s)(·)

∥∥
1

sont continues. Alors la relation (3.14)

implique que pour tout s ∈X, la suite (xn(s′)(·))n∈N vérifie la condition de Cauchy uniforme

pour tout s′ dans un voisinage de s, donc (xn(s)(·))n∈N converge uniformément vers x(s)(·),
d’où x(s)(t) = lim

n→+∞
xn(s)(t) est continue.

Montrons maintenant que t 7−→ x(s)(t) est solution du problème (Ps).

(x′n(s)(·))n∈N est une suite de Cauchy dans L1(I, E). En effet, par (iii), nous avons

∥∥x′n+1(s)(·)− x′n(s)(·)
∥∥

1
=

1∫

0

∥∥x′n+1(s)(t)− x′(s)(t)
∥∥dt

≤
1∫

0

k(s)(t)qn(s)(t)dt

< qn+1(s)(1)

<

∥∥k(s)(·)
∥∥n

1

n!

(‖q(s)‖1 + ε
)
.

Par conséquent, (x′(s)(·))n∈N converge uniformément vers une fonction w(s)(·) ∈ L1(I, E).

On montre que w(s)(·) = x′(s)(·).
Nous avons,

xn(s)(t) = xn(s)(0) +

t∫

0

x′n(s)(τ)dτ.

Par (iii), on a

∥∥x′n+1(s)(t)
∥∥ ≤

∥∥x′n+1(s)(t)− x′n(s)(t)
∥∥ +

∥∥x′n(s)(t)
∥∥

≤
n∑

i=1

∥∥x′i+1(s)(t)− x′i(s)(t)
∥∥ +

∥∥x′1(s)(t)
∥∥

≤
n∑

i=1

∥∥x′i+1(s)(t)− x′i(s)(t)
∥∥ + q(s)(t) + ε0

≤ q(s)(t) +
n∑

i=1

k(s)(t)qi(s)(t) +
1

2
ε

≤ q(s)(t) + k(s)(t)
n∑

i=1

[ t∫

0

q(s)(u)
(m(s)(t)−m(s)(u))i−1

(i− 1)!
du +

(m(s)(t))i−1

(i− 1)!
εi

]
+

ε

2
.
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On déduit,

∥∥x′n+1(s)(t)
∥∥ ≤ q(s)(t) + k(s)(t)

t∫

0

q(s)(u)
[ n∑

i=1

(m(s)(t)−m(s)(u))i−1

(i− 1)!

]
du

+k(s)(t)
n∑

i=1

(m(s)(t))i−1

(i− 1)!
ε + ε· (3.15)

Par le Théorème de convergence dominée de Lebesgue, on trouve

x(s)(t) = x(s)(0) +

t∫

0

w(s)(τ)dτ.

Puisque x(s)(·) est absolument continue, on aura

x′(s)(·) = w(s)(·) p.p. t ∈ I.

D’autre part,

d
(
x′(s)(t), F (t, x(s)(t), s)

) ≤ d
(
x′n+1(s)(t), F (t, xn(s)(t), s)

)
+ ‖x′n+1(s)(t)− x′(s)(t)‖

+H
(
F (t, xn(s)(t), s), F (t, x(s)(t), s)

)

≤ ‖x′n+1(s)(t)− x′(s)(t)‖+ k(s)(t)‖xn(s)(t)− x(s)(t)‖.

Par passage à la limite, on trouve que

x′(s)(t) ∈ F
(
t, x(s)(t), s

)
p.p. t ∈ I.

Enfin, vérifions les assertions (c) et (d).

On a, ∀ t ∈ I, s ∈ X, y(s)(t) = 0, y′(s)(t) = 0, y(s)(0) = 0, ξ(s) = 0.

Alors, pour montrer (c), il suffit de vérifier que

∥∥x′(s)(t)
∥∥ < ε + εk(s)(t)em(s)(t) + k(s)(t)

t∫

0

q(s)(τ)em(s)(t)−m(s)(τ)dτ + q(s)(t) p.p. dans I.

Pour cela, faisant tendre n vers +∞ dans la relation (3.15).

Pour (d), on montre la relation suivante pour tous t ∈ I et s ∈ X,

‖x(s)(t)‖ ≤ εem(s)(t) +

t∫

0

q(s)(τ)em(s)(t)−m(s)(τ)dτ.
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∥∥xn+1(s)(t)
∥∥ =

∥∥∥
n∑

i=0

xi+1(s)(t)− xi(s)(t)
∥∥∥

≤
n∑

i=0

∥∥xi+1(s)(t)− xi(s)(t)
∥∥

≤
n∑

i=0

qi+1(s)(t)

=
n∑

i=0

[ t∫

0

q(s)(τ)
(m(s)(t)−m(s)(τ))i

i!
dτ +

(m(s)(t))i

i!
εi

]

≤
t∫

0

q(s)(τ)
n∑

i=0

(m(τ)(t)−m(s)(τ))i

i!
dτ +

n∑
i=0

(m(s)(t))i

i!
ε

Par passage à la limite, on déduit que

‖x(s)(t)‖ ≤ εem(s)(t) +

t∫

0

q(s)(τ)em(s)(t)−m(s)(τ)dτ, ∀t ∈ I, s ∈ X.

Remarque 3.2.1.

Soit F̃ (t, z, s) = F
(
t, z + y(s)(t)− y(s)(0) + ξ(s), y′(s)(t)

)
.

Si z est une solution du problème

z′ ∈ F̃ (t, z, s), z(0) = 0, (3.16)

vérifiant les assertions (a), . . . , (d) avec

d
(
0, F̃ (t, 0, s)

) ≤ q(s)(t) + ‖y′(s)(t)‖+ k(s)(t)‖ξ(s)− y(s)(0)‖ = q̃(s)(t) p.p. dans I.

Alors, x(s)(t) = z(s)(t) + y(s)(t)y(s)(0) + ξ(s) est solution du problème (Ps).
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3.3 Inclusion différentielle du deuxième ordre.

Considérons maintenant le problème du second ordre. Pour tout t ∈ I = [0, T ], T > 0

(P ′s)





(p(t)x′(t))′ ∈ F (t, x(t)), p.p. t ∈ I,

x(0) = x0,

x′(0) = x1,

où F : I × E ⇒ P(E), x0, x1 ∈ E, et p : I −→]0, +∞[ une application continue.

Une application continue x ∈ C(I, E) est dite solution du problème (P ′s), s’il existe une

fonction intégrable f ∈ L1(I, E) telle que

f(t) ∈ F (t, x(t)) p.p. t ∈ I,

et

x(t) = x0 + p(0)x1

t∫

0

1

p(s)
ds +

t∫

0

1

p(s)

∫ s

0

f(u)du ds. (3.17)

On appelle
(
x(·), f(·)) un couple de trajectoire-sélection du problème (P ′s).

Si on pose J(t) =
t∫

0

1

p(s)
ds, pour tout t ∈ I, la relation (3.17) sera réecrite comme suit

x(t) = x0 + p(0)x1J(t) +

t∫

0

J(t− u)f(u)du ∀t ∈ I.

En effet

x(t) = x0 + p(0)x1

1∫

0

1

p(s)
ds +

t∫

0

1

p(s)

s∫

0

f(u)du ds

= x0 + p(0)x1

1∫

0

1

p(s)
ds +

t∫

0

s∫

0

1

p(s)
f(u)du ds

= x0 + p(0)x1J(t) +

t∫

0

t∫

u

1

p(s)
f(u)ds du

= x0 + p(0)x1J(t) +

t∫

0

f(u)

t∫

u

1

p(s)
ds du

= x0 + p(0)x1J(t) +

t∫

0

f(u)J(t− u)du.
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Considérons les hypothèses suivantes

• Hypothèse 1.

(i) F : I × E ⇒ P(E) est une multi-application à valeurs non vides fermées,

L(I)× B(E) mesurable et telle que t 7−→ F (t, .) est s.c.i.

(ii) Il existe L(·) ∈ L1(I,R+) telle que pour tout t ∈ I, F (t, .) est L(t)−Lipschitzienne,

i.e.,

H(F (t, x), F (t, y)) ≤ L(t)‖x− y‖, ∀x, y ∈ E.

• Hypothèse 2.

(i) X est un espace métrique séparable et a, b : X −→ E, c : X −→]0, +∞[ sont des

applications continues.

(ii) Ils existent des applications continues g : S −→ L1(I, E), y : X −→ C(I, E) et

q : X −→ L1(I,R), telles que

(p(t)(y(s))′(t))′ = g(s)(t), ∀s ∈ X, ∀t ∈ I.

d(g(s)(t), F (t, y(s))(t)) ≤ q(s)(t) p.p. t ∈ I, ∀s ∈ X.

Soit M = sup
t∈I

1

p(t)
, alors

∣∣J(t)
∣∣ ≤ MT, ∀t ∈ I.

On pose

m(t) =

t∫

0

L(u)du.

et

ξ(s)(t) = e
Mtm(t)(

tMTc(s) + ‖a(s)− y(s)(0)‖+ MTp(0)‖b(s)− (y(s))′(0)‖)

+ MT

t∫

0

q(s)(u)eMT (m(t)−m(u))du.
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3.3. Inclusion différentielle du deuxième ordre.

Théorème 3.3.1. Supposons que les deux hypothèses précédantes ( Hypothèse 1 et Hy-

pothèse 2) sont satisfaites. Alors, il existe deux applications continues

x : X −→ C(I, E)

f : X −→ L1(I, E)

telles que pour tout s ∈ X,
(
x(s)(·), f(s)(·)) est un couple de trajectoire-sélection de





(p(t)x′(t))′ ∈ F (t, x(t)) p.p. t ∈ [0, T ],

x(0) = a(s),

x′(0) = b(s).

et

‖x(s)(t)− y(s)(t)‖ ≤ ξ(s)(t), ∀(t, s) ∈ I ×X. (3.18)

‖f(s)(t)− g(s)(t)‖ ≤ L(t)ξ(s)(t) + q(s)(t) + c(s) p.p. t ∈ I et ∀s ∈ X. (3.19)

Démonstration.

Commencons par les notations suivantes

εn(s) = c(s)
n + 1

n + 2
, n = 0, 1, . . .

d(s) = ‖a(s)− y(s)(0)‖+ MTp(0)‖b(s)− (y(s))′(0)‖

et

qn(s)(t) = (MT )n

t∫

0

q(s)(u)
(m(t)−m(u))n−1

(n− 1)!
du

+(MT )n−1 (m(t))n−1

(n− 1)!
(MTtεn(s) + d(s)), ∀n ≥ 1. (3.20)

Notons aussi, x0(s)(t) = y(s)(t), ∀s ∈ X. Nous considérons les multi-applications suivantes

G0 : X ⇒ L1(I, E) et H0 : X ⇒ L1(I, E)

telles que

G0(s) =
{
v ∈ L1(I, E): v(t) ∈ F (t, y(s)(t)) p.p. dans I

}
.

H0(s) = cl
{
v ∈ G0(s): ‖v(t)− g(s)(t)‖ < q(s)(t) + ε0(s)

}
.
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• Montrons que H0 est non vide pour tout s ∈ X.

Par (ii) de Hypothèse 2, on a

d
(
g(s)(t), F (t, y(s)(t))

) ≤ q(s)(t) < q(s)(t) + ε0(s). (3.21)

On pose pour tous t ∈ I et s ∈ X la multi-application F ∗
0 telle que

F ∗
0 (t, s) = F (t, y(s)(t)).

Par la relation (3.21), nous avons

d
(
0, F ∗

0 (t, s)
) ≤ d

(
g(s)(t), F ∗

0 (t, s)
)

+ ‖g(s)(t)‖

≤ q(s)(t) + ‖g(s)(t)‖ = q∗(s)(t)

avec

q∗ : X −→ L1(I,R)

est une fonction continue (car q∗ est une somme de deux fonctions continues.) D’après la

Proposition 3.1.2., on déduit que G0 est s.c.i. à valeurs non vides fermées de X dans D(L1(I, E)).

Il en résulte par le Corollaire 2.2.1., qu’il existe f0 une application continue définie de X dans

L1(I, E) telle que f0(s) ∈ H0(s),∀s ∈ X. Autrement dit,

f0(s) ∈ F (t, y(s)(t)) p.p. t ∈ I, ∀s ∈ X.

∥∥f0(s)(t)− g(s)(t)
∥∥ ≤ q(s)(t) + ε0(s) = q0(s)(t), ∀s ∈ X, ∀t ∈ I. (3.22)

On définit

x1(s)(t) = a(s) + p(0)J(t)b(s) +

t∫

0

J(t− u)f0(s)(u)du.

Alors,

∥∥x1(s)(t)− x0(s)(t)
∥∥ ≤ d(s) + MT

t∫

0

q0(s)(u)du + MTtε0(s)

≤ q1(s)(t).
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En effet,

∥∥x1(s)(t)− x0(s)(t)
∥∥ =

∥∥∥a(s) + p(0)J(t)b(s) +

t∫

0

J(t− u)f0(s)(u)du− y(s)(t)
∥∥∥

=
∥∥∥a(s) + p(0)J(t)b(s) +

t∫

0

J(t− u)
(
f0(s)(u)− g(s)(u)

)
du

+

t∫

0

J(t− u)g(s)(u)du− y(s)(t)
∥∥∥

=
∥∥∥a(s) + p(0)J(t)b(s) +

t∫

0

J(t− u)
(
f0(s)(u)− g(s)(u)

)
du

+

t∫

0

1

p(τ)

τ∫

0

g(s)(u)du dτ − y(s)(t)
∥∥∥ (3.23)

D’autre part,

t∫

0

1

p(τ)

τ∫

0

g(s)(u)du dτ =

t∫

0

1

p(τ)

τ∫

0

(
p(u)(y(s))′(u)

)′
du dτ

=

t∫

0

1

p(τ)

(
p(τ)

(
y(s)

)′
(τ)− p(0)

(
y(s)

)′
(0)

)
dτ

=

t∫

0

(
y(s)

)′
(τ)dτ − p(0)

(
y(s)

)′
(0)

t∫

0

1

p(τ)
dτ

= y(s)(t)− y(s)(0)− p(0)
(
y(s)

)′
(0)

t∫

0

1

p(τ)
dτ.
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Remplaçant cette dernière équation dans la relation (3.23), on trouve

∥∥x1(s)(t)− x0(s)(t)
∥∥ ≤

∥∥∥a(s) + p(0)
∣∣J(t)

∣∣b(s) +

t∫

0

∣∣J(t− u)
∣∣(f0(s)(u)− g(s)(u)

)
du

+ y(s)(t)− y(s)(0)− p(0)
(
y(s)

)′
(0)

∣∣J(t)
∣∣− y(s)(t)

∥∥∥

≤
∥∥a(s) + p(0)MTb(s) + MT

t∫

0

(
f0(s)(u)− g(s)(u)

)
du

−y(s)(0)− p(0)MT
(
y(s)

)′
(0)

∥∥

≤
∥∥∥a(s)− y(s)(0)

∥∥∥ + p(0)MT
∥∥∥b(s)− (

y(s)
)′

(0)
∥∥∥

+MT

t∫

0

∥∥∥
(
f0(s)(u)− g(s)(u)

)∥∥∥du

alors,

∥∥x1(s)(t)− x0(s)(t)
∥∥ ≤ d(s) + MT

t∫

0

∥∥f0(s)(u)− g(s)(u)
∥∥du.

Par la relation (3.22), on trouve

‖x1(s)(t)− x0(s)(t)‖ ≤ d(s) + MT

t∫

0

q(s)(u)du + MTtε0(s)

< d(s) + MT

t∫

0

q(s)(u)du + MTtε1(s)

= q1(s)(t).

En utilisant la même démarche du Théorème 3.2.1., on doit construire des suites approximantes

fn : X −→ L1(I, E) et xn : X −→ C(I, E) satisfont les propriétés suivantes

(a) fn : X −→ L1(I, E) et xn : X −→ C(I, E) sont continues.

(b) fn(s)(t) ∈ F (t, xn(s)(t)) p.p. dans I et ∀s ∈ X.

(c) ‖fn(s)(t)− fn−1(s)(t)‖ ≤ L(t)qn(s)(t) p.p. dans I et ∀s ∈ X.

(d) xn+1(s)(t) = a(s) + p(0)J(t)b(s) +
t∫

0

J(t− u)fn(s)(u)du, ∀t ∈ I, ∀s ∈ X.
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Supposons que pour tout (i = 1, . . . , n), fi(·), xi(·) vérifient les propriétes (a), (b), (c) et (d),

la forme de xn+1 est donnée dans (d), montrons que fn+1 existe et vérifie (a), (b) et (c). On

fait les mêmes étapes précédentes mais pour n + 1.

Nous avons par (c) et (d),

∥∥xn+1(s)(t)− xn(s)(t)
∥∥ =

∥∥∥a(s) + p(0)J(t)b(s) +

t∫

0

J(t− u)fn(s)(u)du− a(s)

+p(0)J(t)b(s)−
t∫

0

J(t− u)fn−1(s)(u)du
∥∥∥

=
∥∥∥

t∫

0

J(t− u)fn(s)(u)du−
t∫

0

J(t− u)fn−1(s)(u)du
∥∥∥

=
∥∥∥

∫
J(t− u)

[
fn(s)(u)− fn−1(s)(u)

]
du

∥∥∥

≤
t∫

0

∥∥J(t− u)
[
fn(s)(u)− fn−1(s)(u)

]∥∥du

=

t∫

0

∣∣J(t− u)
∣∣∥∥fn(s)(u)− fn−1(s)(u)

∥∥du

≤ MT

t∫

0

∥∥∥fn(s)(u)− fn−1(s)(u)
∥∥∥du

≤ MT

t∫

0

L(u)qn(s)(u)du
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Par la définition de qn(s)(t), on trouve

MT

t∫

0

L(u)qn(s)(u)du = (MT )n+1

t∫

0

u∫

0

L(u)q(s)(r)
(m(u)−m(r))n−1

(n− 1)!
drdu

+

t∫

0

L(u)(MT )n (m(u))n−1

(n− 1)!

(
MTuεn(s) + d(s)

)
du

= (MT )n+1

t∫

0

t∫

r

L(u)
(m(u)−m(r))n−1

(n− 1)!
q(s)(r)du dr

+(MT )n

t∫

0

L(u)
(m(u))n−1

(n− 1)!

(
MTuεn(s) + d(s)

)
du

≤ (MT )n+1

t∫

0

(
m(t)−m(r)

)n

n!
q(s)(r)dr

+(MT )n

(
m(t)

)n

n!

(
MTtεn(s) + d(s)

)

= (MT )n+1

t∫

0

(
m(t)−m(r)

)n

n!
q(s)(r)dr + (MT )n

(
m(t)

)n

n!

(
MTtεn(s)

+
MTtc(s)

(n + 2)(n + 3)
− MTtc(s)

(n + 2)(n + 3)
+ d(s)

)

= (MT )n+1

t∫

0

(
m(t)−m(r)

)n

n!
q(s)(r)dr

+(MT )n

(
m(t)

)n

n!

(
MTtεn+1(s) + d(s)

)− (MT )n+1t
(
m(t)

)n
c(s)

n!(n + 2)(n + 3)

= qn+1(s)(t)−
(MT )n+1t

(
m(t)

)n
c(s)

n!(n + 2)(n + 3)

< qn+1(s)(t).

Donc,

‖xn+1(s)(t)− xn(s)(t)‖ < qn+1(s)(t)

D’autre part, On a

d
(
fn(s)(t), F (t, xn+1(s)(t))

) ≤ d
(
fn(s)(t), F (t, xn(s)(t))

)
+ H

(
F (t, xn+1(s)(t), F (t, xn(s)(t))

)
,
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et comme

fn(s)(t) ∈ F (t, xn(s)(t)) p.p. t ∈ I.

Alors,

d
(
fn(s)(t), F (t, xn(s)(t))

)
= 0 p.p. dans I et ∀s ∈ X

donc,

d
(
fn(s)(t), F (t, xn+1(s)(t))

) ≤ H
(
F (t, xn+1(s)(t), F (t, xn(s)(t))

)

≤ L(t)‖xn+1(s)(t)− xn(s)(t)‖. (3.24)

Considérons maintenant les multi-applications

Gn+1 : X ⇒ L1(I, E) et Hn+1 : X ⇒ L1(I, E).

telles que

Gn+1(s) =
{
v ∈ L1(I, X): v(t) ∈ F

(
t, xn+1(s)(t)

)
p.p. dans I

}
.

Hn+1(s) = cl
{
v ∈ Gn+1(s): ‖v(t)− fn(s)(t)‖ < L(t)qn+1(s)(t) p.p. dans I

}
.

• Montrons que Hn+1(s) est non vide pour tout s ∈ X.

Notons que

t 7−→ rn(s)(t) = c(s)
(MT )n+1L(t)(m(t))nt

(n + 2)(n + 3)n!

est mesurable et strictement positive. De la relation (3.24), on trouve

d
(
fn(s)(t), F (t, xn+1(s)(t))

) ≤ L(t)qn+1(s)(t)− rn(s)(t).

Via la Proposition 3.1.1., il existe v ∈ L1(I, E) tel que

v(t) ∈ F (t, xn+1(s)(t)) p.p. t dans I

et

‖v(t)− fn(s)(t)‖ < d
(
fn(s)(t), F ((t, xn+1(s)(t))

)
+ rn(s)(t)

≤ L(t)qn+1(s)(t)− rn(s)(t) + rn(s)(t)

= L(t)qn+1(s)(t).
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Par conséquent, v ∈ Hn+1(s). D’où la non vacuité des valeurs de Hn+1.

Soit

F ∗
n+1(t, s) = F

(
t, xn+1(s)(t)

)
.

On a pour presque tout t ∈ I,

d
(
0, F ∗

n+1(t, s)
) ≤ d

(
fn(s)(t), F ∗

n+1(t, s)
)

+
∥∥fn(s)(t)

∥∥

≤ ‖fn(s)(t)‖+ L(t)qn+1(s)(t)

= p∗n+1(s)(t).

Il est clair que p∗n+1 : X −→ L1(I,R) est continue. De la Proposition 3.1.2., on trouve que

la multi-application Gn+1 est s.c.i. à valeurs non vides fermées de X dans D(L1(I, E)). On

applique le Corollaire 2.2.1., on déduit que la multi-application Hn+1 admet une sélection

fn+1 : X −→ L1(I, E) telle que

fn+1(s) ∈ Hn+1(s), ∀s ∈ X,

en d’autres termes,

fn+1(s)(t) ∈ F (t, xn+1(s)(t)) p.p. t ∈ I et ∀s ∈ X.

∥∥fn+1(s)(t)− fn(s)(t)
∥∥ ≤ L(t)qn+1(s)(t) p.p. t ∈ I et ∀s ∈ X.
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Par la relation (3.24) et (d), on obtient

∥∥xn+1(s)(·)− xn(s)(·)
∥∥

C
= sup

t∈I

∥∥∥a(s) + p(0)J(t)b(s) +

t∫

0

J(t− u)fn(s)(u)du− a(s)

−p(0)J(t)b(s)−
t∫

0

J(t− u)fn−1(s)(u)du
∥∥∥

= sup
t∈I

∥∥∥
t∫

0

J(t− u)
(
fn(s)(u)− fn−1(s)(u)

)
du

∥∥∥

≤ sup
t∈I

t∫

0

∥∥J(t− u)
(
fn(s)(u)− fn−1(s)(u)

)
du

∥∥

≤ sup
t∈I

t∫

0

∣∣J(t− u)
∣∣∥∥fn(s)(u)− fn−1(s)(u)

∥∥du

≤ MT sup
t∈I

t∫

0

∥∥fn(s)(u)− fn−1(s)(u)
∥∥du

= MT

T∫

0

∥∥fn(s)(u)− fn−1(s)(u)
∥∥du

= MT
∥∥fn(s)(·)− fn−1(s)(·)

∥∥
1

D’autre part, nous avons

‖fn(s)(.)− fn−1(s)(.)‖1 =

∫ T

0

‖fn(s)(t)− fn−1(s)(t)‖dt

≤
∫ T

0

L(t)qn(s)(t)dt

≤
∫ T

0

(MT )nq(s)(t)
(m(T )−m(u))n

n!
du + (MT )n−1 (m(T ))n

n!
(MT 2εn(s) + d(s)).

De plus,

m(T )−m(u) =

∫ T

0

L(t)dt−
∫ u

0

L(t)dt

=

∫ T

u

L(t)dt ≤
∫ T

0

L(t)dt = m(T ).
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On conclut que,

∥∥xn+1(s)(·)− xn(s)(·)
∥∥

C
≤ MT‖fn(s)(.)− fn−1(s)(.)‖1

≤ (MTm(T ))n

n!

(
MT‖q(s)(·)‖1 + MT 2c(s) + d(s)

)
. (3.25)

La fonction s 7−→ MT‖q(s)(·)‖1+MT 2c(s)+d(s) est continue donc, localement bornée. Alors la

relation (3.25) implique que les suites (fn(s)(·))n∈N, (xn(s)(·))n∈N vérifient le critère de Cauchy

uniforme pour tout s′ dans un voisinage de s. D’où (fn(s)(·))n∈N, (xn(s)(·))n∈N convergent

uniformément vers f(s)(·), x(s)(·) de X dans L1(I, E), C(I, E) respectivement.

Alors, les fonction s 7−→ f(s)(·), s 7−→ x(s)(·) sont continue de X dans L1(I, E), C(I, E)

respectivement et pour presque touts t dans I, ∀s ∈ X, on a

d
(
fn(s)(t), F (t, x(s)(t))

) ≤ d
(
fn(s)(t), F (t, xn(s)(t))

)
+ H

(
F (t, xn(s)(t)), F (t, x(s)(t))

)

= H
(
F (t, xn(s)(t)), F (t, x(s)(t))

)

≤ L(t)
∥∥xn(s)(t)− x(s)(t)

∥∥ (3.26)

Par passage à la limite, (pour n −→ +∞) et de la relation (3.26) et la propriété (d), on trouve

que

f(s)(t) ∈ F (t, x(s)(t)) p.p. t ∈ I et ∀s ∈ X,

et

x(s)(t) = a(s) + p(0)J(t)b(s) +

t∫

0

J(t− u)f(s)(u)du.

• Montrons (3.18) et (3.19).

On prend
∑
i≥1

qi(s)(t) ≤ ξ(s)(t),∀t ∈ I, ∀s ∈ X.

En effet, par la relation (3.20), on a

qi(s)(t) ≤ (MT )i

t∫

0

q(s)(u)
(m(t)−m(u))i−1

(i− 1)!
du + (MT )i−1 (m(t))i−1

(i− 1)!

(
MTtc(s) + d(s)

)
.
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Ceci implique que

∑
i≥1

qi(s)(t) ≤
∑
i≥1

(MT )i

t∫

0

q(s)(u)
(m(t)−m(u))i−1

(i− 1)!
du

+
∑
i≥1

(MT )(i−1) (m(t))i−1

(i− 1)!

(
MTtc(s) + d(s)

)

= (MT )

t∫

0

q(s)(u)
∑
i≥1

(MT )i−1 (m(t)−m(u))i−1

(i− 1)!
du

+
∑
i≥1

(MT )i−1 (m(t))i−1

(i− 1)!

(
MTtc(s) + d(s)

)

= (MT )

t∫

0

q(s)(u)eMT (m(t)−m(u)) + eMT (m(t))
(
MTtc(s) + d(s)

)

= (MT )

t∫

0

q(s)(u)eMT (m(t)−m(u))du + eMTm(t)
(
MTtc(s)

+‖a(s)− y(s)(0)‖+ MTp(0)‖b(s)− (y(s))′(0)‖)

= ξ(s)(t).

Alors pour tout s ∈ X on a,

∥∥fn+1(s)(t)− g(s)(t)
∥∥ =

∥∥fn+1(s)(t)− fn(s)(t) + fn(s)(t)− fn−1(s)(t) + fn−1(s)(t)

− · · · − f0(s)(t) + f0(s)(t)− g(s)(t)
∥∥

≤ ∥∥fn+1(s)(t)− fn(s)(t)
∥∥ + fn(s)(t)− fn−1(s)(t)

∥∥

+ · · ·+
∥∥f0(s)(t)− g(s)(t)

∥∥

≤
∑
i≥0

∥∥fi+1(s)(u)− fi(s)(u)
∥∥ +

∥∥f0(s)(t)− g(s)(t)
∥∥

≤
∑
i≥0

L(t)qi+1(s)(t) + q(s)(t) + ε0(s)

≤ L(t)ξ(s)(t) + q(s)(t) + c(s).

Par passage à la limite, pour (n −→ +∞), il en resulte

‖f(s)(t)− g(s)(t)‖ ≤ L(t)ξ(s)(t) + q(s)(t) + c(s) p.p. dans I.
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3.3. Inclusion différentielle du deuxième ordre.

Par induction sur n ∈ N,

‖xn+1(s)(t)− y(s)(t)‖ = ‖xn+1(s)(t)− x0(s)(t)‖

= ‖xn+1(s)(t)− xn(s)(t) + xn(s)(t)− xn−1(s)(t) + xn−1(s)(t)

− · · · − x1(s)(t) + x1(s)(t)− x0(s)(t)‖

≤ ‖xn+1(s)(t)− xn(s)(t)‖+ ‖xn(s)(t)− xn−1(s)(t)‖

+ · · ·+ ‖x1(s)(t)− x0(s)(t)‖X

≤ qn+1(s)(t) + qn(s)(t) + · · ·+ q1(s)(t)

=
n+1∑
i=1

qi(s)(t)

=
n∑

i=0

qi(s)(t) ≤ ξ(s)(t).

Par passage à la limite, pour (n −→ +∞), on trouve

‖x(s)(t)− y(s)(t)‖ ≤ ξ(s)(t).
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Conclusion

Le principe du Théorème de Bressan-Colombo intervient dans la résolusion de plusieurs

problèmes (inclusions différentielles). En particulier, dans l’étude d’éxistence des solutions.

Dans ce mémoire, on a démontré ce théorème tout en se basant sur le fameux Théorème de

Michael.

L’origine de la théorie de Bressan-Colombo qui donne l’existence d’une sélection continue

pour des applications semicontinues infèrieurement à valeurs fermées décomposables est une

branche importante de l’analyse fonctionelle, elle surgit dans plusieurs applications qui consti-

tuent un domaine très actif de la recherche. Entre autre, le domaine des inclusions differentielles

où on a présenté deux types de problème de Cauchy.
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