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I
Introduction générale

Les fonctions a variations bornées d’une variable unique ont été introduites par Camille
Jordan, dans l'article (Jordan 1881) traitant de la convergence des séries de Fourier. La
premiére étape réussie dans la généralisation de ce concept & des fonctions de plusieurs
variables est réalisée par Leonida Tonelli, qui a introduit une classe de continues & variations
bornées fonctions en 1926 ( Cesari 1986), pour étendre sa méthode directe pour trouver des
solutions aux problémes dans le calcul des variations dans plus d’une variable.

Les fonctions a variations bornées, ainsi que les fonctions absolument continues jouent un
role important dans I'analyse des fonctions de plusieurs variables, les équations différentielles
partielles, calcul des variations...

Dans 'analyse mathématique, une fonction a variation bornée, également connue sous
le nom de fonction VB, est une fonction a valeur réelle dont la variation totale est bornée
(finie), le graphe d’une fonction ayant cette propriété est bien comporté dans un sens précis.
Pour une fonction continue d’une seule variable, la variation linéaire signifie que la distance
le long de la direction de 'axe y, en négligeant la contribution du mouvement sur l'axe x,
parcourue par un point se déplacant le long du graphique a une valeur finie.

Les fonctions & variations bornées sont précisément celles concernant lesquelles on peut

trouver les intégrales de Riemann-Stieltjes de toutes les fonctions continues.



Introduction générale

Une autre caractérisation indique que les fonctions f & variations bornées sur un intervalle
compact sont exactement celles qui peuvent étre écrites comme une différence g — h, ol g et
h ses fonctions bornés monotones.

Dans le cas de plusieurs variables, une fonction f définie sur un sous-ensemble ouvert €2
de R™ est considérée comme ayant une variation bornée si sa dérivée de distribution est une
mesure de radon finie & valeur vectorielle.

Notre mémoire est organisé sur un plan structuré par trois chapitres.

Le premier chapitre sera consacré essentiellement a des rappels et préliminaires sur les
notions de base utilisées tout au long de ce mémoire.

Dans le deuxiéme chapitre, on présente les fonctions a variations bornées d’une seule
variable et leurs propriétés.

Le dernier chapitre est consacré a une application sur les fonctions & variations bornées.



CHAPITRE 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons les notions de base utiliseés tout au lang du ce mémoire,
en particulier les fonctions monotones, les fonctions continues et 'intégrale de Riemann et

leurs propriétes. Pour plus de details, on référe a [2] et [4].

Notations

e [a,b] un intervalle fermé de R.

sub([a, b]) 'ensemble des subdivisions de [a, b].

e V'(f) la variation totale de f sur [a, b].

a

e VB([a,b]) l'espace des fonctions a variations borneés.lk

C([a,b],R) I'espace de Banach des applications continue, u : [a,b] — R.

1.1 Borne inférieure, borne supérieure

Définition 1.1. Soit A une partie de R et x un élément de R.

e On dit que m est un majorant de A (resp. un minorant) dans R si pour tout a € A,a <

m (resp. pour tout a € A,;m < a).



1.2. Fonctions monotones

e On dit que A est majorée (resp. minorée) dans R si A admet au moins un majorant
(resp. au moins un minorant) dans R, c’est a dire si il exist m € R pour tout a €

A a <m (resp. il existe m € R, pour tout a € A,;m < A).
e On dit que A est bornée si elle est a la fois majorée et minorée.

e On dit que x est le plus grand élément (resp. le plus petit élément) de A si x est un

magjorant (resp. minorant) de A et si x € A.

Définition 1.2 (Borne supérieure). Si l’ensemble des majorants d’une partie A de R
admet un plus petit élément M on dit que M est la borne supérieure de A et on note M =
sup(A). Cette borne est alors unique.

St l’ensemble des minorants d’une partie A de R admet un plus grand élément m, on dit

que m est la borne inférieure de A et on note m = inf(A). Cette borne est alors unique.

Caractérisation 1. Soit A une partie de R non vide et majorée. La borne supérieure de A

est I'unique réel tel que
(i) Sixzg € A, alors g <sup(A4) (dest un majorant de A).

(ii) Pour tout nombre x < sup(A),Jzg € A tel que x < zg ( c’est le plus grand des

majorants ).

Caractérisation 2. Ve > 0,3z € A,sup(A) — e < zo < sup(A4).

1.2 Fonctions monotones

Définition 1.3. Soit f : [a,b] — R une fonction réelle sur un intervalle dans R. On dit

que f est

e Croissante si pour tout z,y € [a,b], r <y = f(x) < f(y).
S’il est méme vrai que pour tout x,y € [a,b], x <y = f(x) < f(y), donc f est
strictement croissante.

e Décroissante (resp. strictement décroissante) si pour tout x,y € [a,b], v <y = f(x) >
f(y). (résp. pour tout x,y € [a,b], x <y = f(z) > f(y)).
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1.3. Fonctions continues

o Monotones si elle est soit croissante soit décroissante.

Remarque 1.1. Nous observons que si f est décroissante, alors —f est une fonction crois-

sante.

Proposition 1.1.

e Le produit de deux fonctions positives croissantes sur [a,b] est une fonction croissante sur
[a, b].

e Le quotient d’une fonction positive et croissante sur [a,b] par une fonction positive et
décroissante sur [a,b] est une fonction croissante sur |a, b].

e La somme de deux fonctions croissantes sur [a,b] est croissante sur [a,b].

o La somme de deux fonctions décroissantes sur [a,b] est décroissante sur [a,b.

e La somme de deux fonctions monotones sur [a,b] est monotone sur [a,b].

e La composée de deux fonctions monotones est monotone.

e La composée de deux fonctions strictement monotones est strictement monotone.

1.3 Fonctions continues

Définition 1.4 (Fonction continue). Soit f : [a,b] — R, on dit que [ est
e Continue a droite en xy € |a,b|, lorsque lim> f(x) = f(zo)-
T—T0,T>T0

e Continue a gauche en xg € [a,b], lorsque  lim  f(z) = f(zo).
T—x0,r<T

e Continue en xy € [a,b] si et seulement si lim f(x) = f(xo).
T—T0

e Continue sur [a,b] si et seulement si elle est continue en tout point de [a,b].

On écrit aussi lim f(z) et im f(x) pour les limites a droite et a gauche.

T—x =Ty
On dite que f est continue en xy € [a, b] si et seulement si f est continue & gauche et a

droite de zg

Remarque 1.2. A laide des quantificateurs, la définition de la continuité en xy € [a,b] se

traduit ainsi

Ve>0,30>0:|x—xo| <detx€lab], impliqguent |f(x)— f(xo)] <e.

7



1.3. Fonctions continues

Le nomber ¢ dépend a la fois de xq et €, on le note donc 6(g, xp).

Proposition 1.2. La continuité est stable par les opérations élémentaires.
Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle |a,b], si les fonctions f et g sont
continues en xq € [a,b], alors

1. \f est continue en zg (XN € R);

2. f &£ g est continue en g ;

3. f.g est continue en xq;

4. = est continue en xqy si g(xg) #0;

9

5. Si une fonction g est continue au point xo et une fonction f est continue au point

g(xg), alors f o g est continue en x.

Proposition 1.3. Soient f : [a,b] — R et xy € [a,b]. f est continue en xq si et seulement
si pour toute suite (x,), C [a,b] qui converge vers xy on a la limite de la suite (f(xy))n

existe et converge vers f(xg).

Définition 1.5 (La fonction uniformément continue). Une fonction f : [a,0] — R

est dite uniformément continue si pour tout € > 0, il existe un 6(¢) > 0, tel que
|z —y| <detx,y€lab] impliqguent |f(x)— f(y)|] <e.

La continuité uniforme est une propriété plus forte que la continuité usuelle.
Il existe un théoréme trés important qui assure que dans certains cas, une fonction continue

est uniformément continue.

Théoréme 1.1 (Théoréme de Heine ). Une fonction f : [a,b] — R continue sur un

intervalle compact est uniformément continue.
Définition 1.6 (Fonction borneé). On dit que f : [a,b] — R est majorée (resp minorée,
bornée), si f(la,b]) est une partie majorée (resp.minorée, bornée) de R, c’est a dire :

1. f est majorée sur [a,b], s’il existe M € R tel que pour tout x € [a,b], f(z) < M. On

dit alors que M est un majorant de f.



1.4. Fonctions dérivables

2. f est minorée sur [a,b], s’il existe m € R tel que pour tout x € [a,b], f(xz) > m. On

dit alors que m est un minorant de f.
3. [ est bornée sur [a,b] si f est majorée et minorée.

Théoréme 1.2. Si f est une fonction continue sur un intervalle fermé borné [a,b], alors f

est borneé sur [a,b] et atteint ses bornes sur |a, b].

1.4 Fonctions dérivables

Définition 1.7. Soit f une fonction réelle définie sur un intervalle |a, b, et soit xy €]a,b|.

On dit que f est dérivable en xqy si le rapport

f(wo +h) — f(o)
h

admet une limite dans R quand h — 0, ou de maniére équivalente, si le rapport

fx) — f(xo)

x—x9

admet une limite dans R quand © — xo. Cette limite est notée f'(xq) <0u aussi d—(xo) ) et
x

est appelée dérivée de [ en xg.
Définition 1.8. On dit que f est dérivable sur|a,b| lorsque f est dérivable en tout point de
la,b[. Dans ce cas la fonction x +— f'(x), définie sur |a,b|, est appeleé fonction dériveé de f

et est notée f.

Proposition 1.4. Soit f :|a,b[— R et soit xy €|a,b[. Si f est dérivable en xq, alors f est

continue en xg.

Proposition 1.5. Soit f et g deux fonctions de ]a,b] dans R dérivables en xy €|a,b[. Alors
f+g, f—g, et fg est aussi dérivables en xy. Cela vant également pour i si g(zg) # 0 et
g

(go f) les dérivées en xq sont donnés par les formules suivantes
a) (f £ 9)(x0) = f'(z0) £ g'(0),
b) (fg)(x0) = f(20)g' () + f'(20)g(0),



1.5. Intégral de Riemann

_ g(wo) f'(z0) — f(20)g'(w0)
[g(20)]?

Théoréme 1.3. Soit f : [a,b] — R, si f' existe et est monotone sur |a,b]. Alors f' est

, tel que g(xo) # 0.

continue sur |a, bl.

Théoréme 1.4 (Théoréme des accroissements finis). Soit f une fonction continue de

[a,b] dans R, dérivable dans |a,b|. Alors il existe (ou moins) un point ¢ €|a, b| tel que

f(b) = fa) = f'(c)(b— a).

1.5 Intégral de Riemann

Définition 1.9. Soit [a, b] un intervalle compact de R, Uensemble 0 = {a = xg, 21, ..., 2, =

b} satisfaisant les inégalités
a=20<11<...<Tp_q1 <xp,=0>,

est appelé une subdivision de [a, b].

L’ensemble des subdivision de [a,b] est désigné par sub([a,b]).
Définition 1.10. Une subdivision o’ de [a,b] est dite raffinement de o si o C 0.

Définition 1.11 (Sommes de Darboux). Soit 0 = {a = zg,z1,...,2, = b} une subdi-
vision de [a,b] et soit f une fonction bornée, définie sur [a,b] a valeurs réelles. On appelle

somme de Darboux supérieure la somme

n

S(f,o) = Z(JEZ —x;—1) sup f(z).

i=1 1‘6[.?1'_1,.?1']

On appelle somme de Darboux inférieure la somme
= i — Ti— inf :
s(f,0) ;(x zia) i f(2)
Définition 1.12. On dit que la fonction f est intégrable sur [a,b] au sens de Riemann (ou

encore Riemann-intégrable) si I=(f) = I17(f).

On note alors

I(f) = I*(f) = / f(t)dt,
10



1.5. Intégral de Riemann

avec

I*(f)= _inf S(f.0).

oesub([a,b])

est l'intégrale supérieure de f et

I(f)= sup s(f, o),

o€sub([a,b])

est l'intégrale inférieure.

Définition 1.13 (Somme de Riemann). Soit f : [a,b] — R continue par morceauz,
o = {wo,...,x,} une subdivision de [a,b] et soit t = (t;)1<i<n une suite de points tels que,

pour tout 1 <i <mn, t; € [x;_1,z;]. On appelle somme de Riemann de f le réel

n

S(f,o.t) = Z(l‘z — xi-1) f(ti).

=1

On dit que f est Riemann-intégrable si, ces sommes tendent vers une limite finie, indépen-
dante du choix de o et des points t;, lorsque le pas de la subdivision tend vers 0. Cette limite

b
s’appelle alors intégrale de Riemann de f, et est noté / f(t)dt.

Théoréme 1.5 (Critére de Riemann). Pour qu’une fonction f soit intégrable sur [a,b],

il faut et il suffit qu’il existe I € R, tel que
Ve > 0,3a > 0,Vo € sub([a,b)]),| o |< a,Vt,| S(f,0,t) — I |<e.

Dans ce cas
b
= / F(t)dt.

Proposition 1.6.
- Toute fonction Riemann-intégrable sur un intervalle [a,b] est bornée.
- Les fonctions continues sont Riemann-intégrables.

- Les fonctions monotones (croissantes ou décroissantes) sont Riemann-intégrables.

Proposition 1.7 (Linéarité). Si [ et g deux fonctions définie sur [a,b] dans R sont
Riemann-intégrables alors leurs combinaisons lincaires le sont aussi et pour tout o, 3 réels,

on a

/ab (af(z) + By(x))de = a/abf(x)dx + 5/;9(;5)6&:
11



1.6. Topologie générale

Autrement dit, [’ensemble des fonctions Riemann-intégrables est un espace vectoriel sur lequel

lintégrale définit une application linéaire.

Proposition 1.8 (Relation de Chasles). Si f est Riemann-intégrable sur [a,b] et ¢ €]a, b|

alors f lest encore sur [a, ] et sur [c,b] et

/abf(x)dx _ /acf(x)dx—i— /be(x)dx.

Proposition 1.9. Si f est positive et Riemann-intégrable sur [a,b], alors

/a ’ f(x)dz > 0.

Corollaire 1.1. Si f et g sont Riemann-intégrables et f < g, alors

/a ' flayde < / ' g(a)da.

C’est la propriété prcédente appliquée a g — f, fonction positive.

Proposition 1.10 (Intégrale et valeurs absolues). Si f est Riemann-intégrable sur [a, b],

/a  Ha)de

Théoréme 1.6 (Théoréme fondamental de calcul I). Soit f : [a,b] — R une fonction

alors

< [

continue. Alors pour tout x € [a,b], on a

& [ = s

Théoréme 1.7 (Théoréme fondamental de calcul 17). Soit f : [a,b] — R une fonction

continuement dérivable. Alors

/fwwx:ﬂm—ﬂ@.

1.6 Topologie générale
Pour plus de détails sur cette section se référer a [3], [0] et [12].

12



1.6. Topologie générale

Définition 1.14 (Topologie). Soit X un ensemble, on appele topologie sur X une famille

0 de partie de X vérifiant les propositions suivantes
1. 0 et X sont des éléments de 0.
2. Toute intersection finie d’éléments de 0 est un élément de 6.

3. Toute réunion quelconque d’éléments de 6 est un élément de 6.

Définition 1.15 (Espace vectoriel topologique). Un espace vectoriel topologique est un
espace vectoriel sur K muni d’une topologie pour laquelle les applications (x,y) — x +y de

E x E dans E et (\,z) — Az de K x E dans E sont continues.

Définition 1.16 (Espace normé). Soit E un espace vectoriel sur le corps K = R ou C.
Une norme sur E est une application de E dans R, , notée x — ||z|| vérifiant les propriétés

sutvantes

1. Pour tout v € E k € K: ||kz| = |k|||z]| ;
2. Pour tout z,y € E - ||z +yl| < |zl + [lyll ;
3. Un élément x de E vérifie ||x|| = 0 si et seulement si x = 0.

Le couple (E,||.||) s’appelle espace vectoriel normé.

Définition 1.17 (Distance associée a une norme). Soit E un espace vectoriel sur K,
et soit ||.|| une norme sur E. On associe a cette norme une distance d sur E donnée par la
formule

Va,y € E,d(z,y) = ||z —yl|.

Définition 1.18 (Convergence simple). On dit que (f,) converge simplement vers f si
pour tout © € E pour tout € > 0 il existe ng € N, et pour tout n > ng on ait || fr(z)— f(2)||r <

e. Autrement dit pour tout x € X on ait || f,(x) — f(z)||r — 0, quand n — oco. On note

fon—= I

Définition 1.19 (convergence uniforme). Soit E et F' deux espaces normés.
On dit qu’une suite (f,)n d’applications de E dans F converge uniformément vers une ap-

plication f : E — F si pour tout € > 0, il existe N € N tel que, pour tout n € N, n > N et

13



1.6. Topologie générale

pour tout x € E, on ait || f.(z) — f(z)||r < e, c’est a dire

Sup [ fa(@) = f(@)llr < e

Définition 1.20 (Espace métrique). Soit E un ensemble non vide. On appelle distance

sur E toute application d définie de E x E dans R et vérifiant les propriétés suivantes
1. Ve,ye E, dz,y) =0&z=y;
2. Vx,y € B d(z,y) =d(y,z);
3. Vr,y,z € E, d(z,y) <d(z,y) + d(y, 2).

Le coupe (E,d) s’appelle un espace métrique.

Définition 1.21 (Suite de Cauchy). Soit (E,d) un espace métrique, et soit (x,)nen une

suite d’éléments de E. On dit que (z,)nen est une suite de Cauchy dans (E,d) si elle vérifie,
Ve>0,3noeN,Vp,g e Nip,g>ny=d(z,z,) <e.

Définition 1.22 (Espace complet). On dit qu’un espace métrique (E,d) est complet si

toute suite de Cauchy dans E converge.

Définition 1.23 (Espace de Banach). On appelle espace de Banach un espace vectoriel

normé complet.

14



CHAPITRE 2

Fonctions & variations bornées

Dans ce chapitre, nous introduisons les fonctions a variations bornées d’une seule variable.

On donnant la définition et quelques propriétés élémentaires relatives a ces fonctions.

2.1 Fonctions a variations bornées (définitions et proprié-
tés)

Définition 2.1. Soit f : [a,b] — R. Si 0 = {z¢g = a,x1,...,x, = b} une subdivision de

[a,b], on note par

On pose

Vab(f): sup  wvar,(f),
oesub([a,b])

la quantité V*(f) est appellée la variation totale de f sur [a,b].

Définition 2.2. La fonction f : [a,b] — R est a variation bornée sur [a,b], si V2(f) est

finie.

Si f est a variation bornée sur [a,b], nous écrivons f € V Bla,b].

15



2.1. Fonctions & variations bornées (définitions et propriétés)

Exemple 2.1.

La fonction f:[0,1] — R définie par

est continue sur [0, 1], mais n’est pas a variation bornée.
En effet.

On considére la subdivision suivante de [0, 1],

1 1 1 1
op=0< —<——<...<—< =<1
nt  (n—1)m 2r w
Alors
n—1
vare, (f) =D [f(xes1) — fla)]
k=0
n—1
2 Z |f (1) = f (@)
k=1
n—1
1 1
= kz_; f(m) —f)
B nz_f cos(k+1)m  coskm
— (k+ 1w km
B lnz_f (—1)k+1 - (—1)*
T (k+1) k
n—1
1 -1 k+1 -1 k+1
=L ((k;+)1) = 12
k=1
B 1 n—1 ( 1 . 1)
T \(k+1) K
1/ 1 1
> = N T
= \k+1 k+1
_1 2
(et E+1
n—1
1 2
donc, vary, (f) > T2 o1
. k=1
Or la série » 1 est divergente, donc f n’est pas a variation bornée.

16



2.1. Fonctions & variations bornées (définitions et propriétés)

Lemme 2.1. (wvoir[9]) Soit [ : [a,b] — R une fonction et o une subdivision de [a,b].

Si o’ est un raffinement de o, alors

vary(f) <wary(f).

Preuve.
Soit o0 = {xg, z1,...,x,} une subdivision de [a, b], en ajoutant le point ¢ & o on obtient
r; < ¢ < 41, pour un certain 0 < j <n —1, alors 0’ = {zo,z1,...,2;,¢,Tj41,...,T,} une

subdivision de [a, b], et par I'inégalité triangulaire, on obtient

| f(@jn) = fg) [ = [ f(z501) = Fe) + fe) = f(;) |
<[ @) = fl) |+ 1 fle) = flz) |,

donc

varo(f) = Y| fonss) - flan) |

| ) — ) |+ S | F o) — ) |
k=0,k#j
< | flaj) = F) |+ F©) = Fla) |+ D | flaen) — flaw) |
k=0,k#j

= vary(f).
O

Théoréme 2.1. (wvoir[I1]) Soit f : [a,b] — R et ¢ un point arbitraire dans |a,b|. Alors

f € VBla,b] si et seulement si f € VBla,c| et on a f € VB|c,b] et

V() = Vi) + V2(f).

Preuve.
On suppose que f € V Ba,b|, soit 0 une subdivision arbitraire de [a,c|, et en ajoutant le

point b a o, on obtient une subdivision ¢’ de [a, b]. Nous avons
vary (f) = wvary(f) +1f(b) — f(c)|
<V(f)
> var,(f) < V() —1f(b)— fo)l.
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2.1. Fonctions & variations bornées (définitions et propriétés)

Alors V£(f) est finie puisque f est a variation bornée, alors f est a variation bornée sur [a, |,
c’est a dire f € VBJa,c|.

Réciproquement, suppose que f € VBla,c| et f € V B]c,b]. Soit ¢ une subdivision de [a, b]
en ajoutant le point ¢ & o on obtient une subdivision o;. Alors 03 = ¢’ U ¢”, ol ¢’ est une

subdivision de [a, ¢| et ¢” une subdivision de [¢, b]. Alors nous avons par le Lemme

varg(f) < warg,(f)
= vary (f) 4+ vare:(f)
< Vi) + V20,

or cette inégalité est vraie pour toute subdivision o de [a, b], donc

Vo) S VED) + V2. (2.1.1)

Maintenant soient ¢’ et ¢” deux subdivision de [a, | et [c, b] respectivement et 0 = ¢’ U o”,
alors o une subdivision de [a, b].

Nous avons
vary (f) +varen(f) = vary(f) < V()

— Uargf(f) < V;b(f) - UCL?”U//(f).

Cette inégalité est vraie pour toute subdivision ¢’ de [a, ¢|, donc

implique

= VI + V() V() (2.1.2)

et par les relations (2.1.1)) et (2.1.2)), on obtient

Vi) + V2 = Vi (f).

Théoréme 2.2. (Voir[5]) Soit f : [a,b] — R une fonction monotone sur |a,b], alors

feVDBla,b] et



2.1. Fonctions & variations bornées (définitions et propriétés)

Preuve.
On donne la preuve dans le cas ol f est croissante, elle est similaire lorsque f est décroissante.

Soit f une fonction croissante sur [a, b], alors

Soit ¢ = {a = xg,x1,...,T, = b} une subdivision de [a,b]. Comme [ est croissante, nous

| f(wr1) — f(or) |= fongn) — f(on),

donc

i
L

vary(f) = | f(zrs1) — f(an)]

3 x>
Il
— O

(f(xkﬂ) - f(ﬁk))

= (f(x1) = f(z0)) + (flw2) = fl21)) + ..+ (flwn) = flwn1))
= f(xn) = f(0)
= f(b) = fla),

et puisque la somme var,(f) est indépendante de la subdivision o, nous concluons que

O

Proposition 2.1. (wvoir[Il)]) Soit f : [a,b] — R une fonction a variation bornée sur [a,b],

alors f est bornée sur |a,b] et

[f(@)] < [f(@)] +V2(f), Vo € [a,0].

Preuve.
Soit x € [a,b], on utilisant la subdivision o = {zg, 1,22} de [a,b], telle que xy = a,z1 =

x,xy = b, alors nous avons

1

varg(f) = | flawpn) = fxe) | < VIS

k=0
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2.1. Fonctions & variations bornées (définitions et propriétés)

et
S| flarer) = flaw) | =] f(z1) = flzo) | + | flaa) — flan) |
k=0
=| f(x) = fa) |+ | f(b) — f(z) |
< V()
implique

d’autre part on a

donc,

g

Proposition 2.2. (wvoir[j]) Soit f,g : [a,b] — R deuz fonctions a variations bornées sur

[a,b] et k une constante. Alors
1. f est une fonction a variation bornée sur chaque sous intervalle fermé de |a,b] ;
2. kf est a variation bornée sur |a,b| ;
3. [+g et f—g sontawvariations bornées sur [a,b] ;
4. fg est a variation bornée sur |a,b| ;

1
5. St — est bornée sur [a,b], alors ! est a variation bornée sur |a, b.
g g

Preuve.

1. Soit f est une fonction & variation bornée. Donc

Vab(f) = sup wvars(f)=r,

oesub([a,b])

Ot 7 est un nombre réel positif.

Soit [¢, d] un sous intervalle fermé de [a,b] et o1 = {z; : 1 < i < n} une subdivision de [c, d],

20



2.1. Fonctions & variations bornées (définitions et propriétés)

en ajoutant les points a et b & oy, on obtient g9 = {x; : 0 < i < n + 1} est une subdivision

de [a, b], telle que x1 = c et x, = d. Alors

vary, (f) = Z| f(wipr) — f(xs) |

S| f(@1) = Fla) |+ 31 F(@) = F@i) [ | f@nin) = fla) |

I
~
—
i
+
[

Et comme la subdivision de [¢, d] est arbitraire, on conclut que

VA <,
donc f est & variation bornée sur [c, d].
2. Soit o = {xg, 1, ,2,} une subdivision de [a,b]. On a
n—1
varg(kf) =) | (kf)(@ir1) = (kf) (i) |
=0 n—1
=k [ f(@ipn) = () |
=0
=| k[ vary(f)

Et comme la subdivisionde [a, b] est arbitraire, alors kf est a variation bornée. En plus

Vo (k) =k V(f).

3. Soit 0 = {xg, z1, -+ , x,} une subdivision arbitraire de [a, b]. On a par I'inégalité triangu-
laire -
vare(f+g) =Y | (f+9)(@in) — (f + 9) () |
E
= Z | f(@is1) + g(@is1) — fl2i) — g(@i) |
1 nt
< Z| f(@iva) — flzi) |+ Z| 9(@it1) — g(zi) |
=0 i=0

=var,(f) + vary,(g)

< V2 +Va(g).
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2.1. Fonctions & variations bornées (définitions et propriétés)

On a f et g sont a variations bornées, donc V2(f)+V?(g) est finie et la subdivision que nous
avons choisie est arbitraire, alors f + g est a variation bornée, ( méme preuve pour f — g ).

4. Soit 0 = {xg,x1, ..., T, } une subdivision de [a, b], on pose h = fg, nous avons

| h(ziy1 — h(x;) |

flri+ gl +1) = f(xi)g(x:) |

[+ Vg +1) = flw)g(e + 1) + fw)g(ei + 1) — fw)g(wi) |
S+ Vgl +1) = fla)g(i + 1) [+ [ f(z)g(ei +1) — fzi)g(zi) |
9w+ ) [ flai+1) = flaa) [+ f(i) [| g(i + 1) — g(2:) |

< sup [ g(@) |[ f(zi +1) = f(:) | + sup | f(2) [[ gl +1) —g(zi) | -

IN

x€[a,b] z€[a,b]
Alors
n—1
varg(h) =Y | (i) = h(z;) |
=0
n—1
< sup | g(@) | D | flwiq) = f(@:) |+ sup | f(x \Z\giﬂm (@:) |
x€|a,b| i—0 z€[a,b]
= sup | g(x) [vare(f) + sup | f(z) | vares(g)
z€[a,b] z€la,b]
< sup | g(x) [V2(f) + sup | f(z) [ V}(9)
x€|a,b| z€la,b]
Donc

vary(fg) < AV (f) + BV (9),

avec A = sup | g(x)|et B= sup | f(z) |, et comme o est une subdivision arbitraire, on
z€[a,b] z€[a,b]

conclut que fg est a variation bornée, et
V) (fg) = AV + BV, (9).
5. Par la propriété précédente, il suffit de montrer que — est a variation bornée.
g

1
On a — est bornée sur [a,b], donc il existe M > 0, tel que pour tout =z € [a,b], on a
g
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2.2. Théoréme de Jordan

1
‘(—)’ < M. Soit 0 = {zg,x1, - ,x,} une subdivision de [a, b], alors nous avons
g(x

N L :
varg <§> - ; ‘g(:l?iﬂ) N g9(x:)

— |y(
9(xit1)g(x;)

<MY | glor) — o) |

=0
= M?var,(g)

9(7;) — g(xiy1)

< M?V)(g),

L 1 .
et comme o est une subdivision arbitraire, on conclut que — est & variation bornée.

2.2 Théoréme de Jordan

Dans cette section, nous examinons le fait qu’une fonction a variation bornée peut étre

écrite comme la différence de deux fonctions croissantes.

Théoréme 2.3. (voir[7] ) Soit f : [a,b] — R une fonction a variation bornée, si et seule-

ment si’l existe deux fonctions croissantes fi et fo, telle que f = fi — fo.

Avant de commencer la preuve du Théoréme [2.3] nous avons besoin les deux Lemmes

suivantes.

Lemme 2.2. Soit f : [a,b] — R une fonction a variation bornée, on a VP(f) = 0 si et

seulement si f est une constante dans |a, b].

Preuve.

On suppose que f est une constante. Alors f est une fonction monotone, donc par le Théo-

réme

et comme f(a) = f(b), donc



2.2. Théoréme de Jordan

Réciproquement, supposons que f n’est pas une constante sur [a,b], donc il existe x; et
xo entre a et b telle que f(x1) # f(x2). Si on suppose que 0 = {xg = a,z1,29 = b} une
subdivision de [a, b], nous avons
Vo (f) = wars(f)
1
= Z | f(@ir1) — f(@)]
i=0
=[ f(z1) = fla) [+ [ F(b) = f(z1) |,

et comme | f(z2) — f(z1) |> 0. On conclut que V2(f) > 0 et V°(f) # 0. O
Lemme 2.3. Soit f : [a,b] — R une fonction a variation bornée sur [a,b], alors la fonction

v(x):[a,b] — Ry
z () = V()

a

est croissante.

Preuve.

Soit x1, x5 € [a,b], avec x1 < xy. Comme [ est & variation bornée sur [a,b], on a d’aprés le

Théoréme [2.1]

Va2 () = Vi () + Vi (f),
implique

Var(f) = Vi (f) = VR (),
alors

v(w2) —v(z1) = V2 (f),

et puisque V;"2(f) > 0, on obtient v(zy) > v(xy).
En plus par le Lemme , nous avons ’égalité si f est une constante sur [xq, o). [
Maintenenante nous démontrons le Théoréme 2.3
Preuve.
Soit f; : [a,b] — R une fonction définie par fi(z) = V.*(f), pour = €]a,b] et fi(a) = 0.

Par le Lemme [2.3], la fonction f; est croissante, et on pose fo = f1 — f. Alors f = f1 — fo, il
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2.2. Théoréme de Jordan

suffit de montrer que f5 est croissante.

Suppossons que a < x < y < b, en utilisant le Théoréme [2.1], on obtient

Va) =Valf) + Ve

— fily) = filz) + V()
= fily) = filz) =VI([)
= |f(y) = f(@)|
> fly) = f(z),

donc

fily) = fi(z) fy) = f(z)
= fily) - fly) = filx) = f(=)
fg(.ﬁE)

v

\Y]

— f2(y)

On conclut que f; est croissante sur [a, b].
Réciproqument supposons que f(z) = fi(xz) — fa(x) avec fi et fy croissante, comme fy est

croissante — fy est décroissante et donc

f(x) = fi(2) + (= fa())

est la somme de deux fonctions monotones, alors d’aprés le Théoréme et Proposition [1.1

donc f est & variation bornée sur [a, b]. O

Exemple 2.2. Soit f:[0,2] — R une fonction définit par

—22 s 0<zx<l1

fl@)=10 st x=1

1 st 1 <ax<2,

\
alors f est la difference de deux fonctions croissantes fi et fs.

En effet.

On a la fonction f est décroissante sur [0,1[, alors si x € [0,1[, on a par le Théoréme

V() = 1f@) - FO)
—| 2?0

= x2.
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2.2. Théoréme de Jordan

Pour déterminer Vi (f), soit 0 = {xg = 0,21,...,7, = 1} une subdivision de [0,1], nous

avons

varg(f) =31 faee) - fla) |
| Fn) = Fac) |+ 3] Faner) — fon) |
k=0

£ Q) — Fn) |+ 3] Fane) — fo) |

k=0

=z + (mi-&-l — a7)

En prenant le point x,_1 tel que lim x, 1 =1, donc var,(f) assez proch a 1.

n—-+00

Ainsi Vi (f) = 2.
Finalement, si x €]1,2], nous avons par le Théoréme

Ve () =Va(H)+ve(f)

=2+ VE(f).
Soit 0 = {xo, x1,...,x,} une partition de [1,z], donc
n—1
varg(f) =) | f(@er1) — fla) |
h=0 n—1
= @) = flao) |+ D | Flane) = flaw) |
k=1
=[1-0|
=1.

Il est claire que var,(f) est indépendant de la subdivision o, donc Vi*(f) =1, donc
six €]1,2], on a V§F(f) = 3.

Par conséquent

alors



2.2. Théoréme de Jordan

ou

fa() = Vi (f) = f(x) =

Corollaire 2.1. (voir[7]) Soit f : [a,b] — R une fonction a variation bornée sur |a,b],

alors f est la différence de deux fonctions strictement croissantes.

Preuve.
Par le Théoréme de Jordan (Théoréme , on peut écrire f comme la différence de deux
fonctions croissantes f et fo, c’est a dire f = f; — fo.
On considére deux fonctions g (x) = fi(x) +z et ga(x) = fo(z)+x, et comme f; (1 = 1,2 ) et
la fonction identité Id sont des fonctions croissantes, alors leur somme est aussi croissante.

Cependant, puisque Id est une fonction strictement croissante, on conclut que g; (i = 1,2)

est strictement croissante. Et nous avons
flx) = fi(z) = fole) = (fi(z) +2) = (folz) + 2)
= g1(z) — g2(2).

Ot g; et go sont deux fonctions straictements croissantes. O

Proposition 2.3. (voir[9]) Soit f : [a,b] — [c,d] et g : [¢,d] — R deux fonctions telle
que g est a variation bornée sur [c,d] et f est monotone sur [a,b], alors

(go f) est a variation bornée sur [a,b].

Preuve.
Supposons que f est une fonction croissante et puisque g est a variation bornée, alors d’aprés

le Théoréme [2.3] il existe ¢ et 1) deux fonctions croissantes telle que g = ¢ — 1), alors

gof =(p—v)of
=(pof)=@Wol)
Et comme (¢ o f) et (¢ o f) sont des fonctions croissantes, donc d’aprés le Théoréme de

Jordan (Théoréme (go f) est a variation bornée. O
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2.3. Conditions de variation bornée

2.3 Conditions de variation bornée

Définition 2.3. On dit que [ : [a,b] — R est une fonction Lipschizinne s’il existe une

constante L > 0, tel que pour tout z,y € [a,b], nous avons

[f(z) = f(y)| < Llz —yl.

Théoréme 2.4. (voir[8]) Soit f : [a,b] — R une fonction Lipschizinne de rapport L sur

[a,b], alors [ est a variation bornée sur |a,b] et
Vi(f) < L~ a).

Preuve.

Supposons que
| fl@) =W ISLlz—yl Vayelab]

et soit 0 = {xg = a,x,...,x, = b} une subdivision de [a, b]. Alors

var,(f) = Z | f(@rg1) — flan) |

Puisque o est une subdivision arbitraire, alors I'inégalité-ci-dessus est valable pour toute

subdivision de [a, b], donc f est & variation bornée et
Vab(f> < L(b - a)'

OJ

Théoréme 2.5. (voir[8]) Soit f : [a,b] — R une fonction dérivable sur |a,b] et s’il existe

M > 0 telle que |f'(x)| < M sur |a,b], alors f € V Bla,b] et

VI(f) < M(b—a).
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2.3. Conditions de variation bornée

Preuve.
Pour tout z,y € [a, b], on a par le Théoréme des accroissements finis (Théoréme|(1.4), il existe

c €la, b, tel que

Par conséquent

| f@) = f) | = fe) [l -y

pour toute (z,y) € [a,b] X [a,b], c’est & dire f une fonction Lipschitzienne de rapport M, et

par le Théoréme [2.4] on conclut que f € VBla,b] et V! < M(b— a). O

Exemple 2.3.

1. Soit f :[0,1] — R, une fonction définie par

alors f € VB0, 1].
En effet.

Pour tout x €)0,1], la fonction f est dérivable et

et stz =0, on a

. 1 @
= lim z2 cos(

z—0 ﬁ)
=0.

Maintenant, pour tout x € [0, 1], nous avons

@) =5 cos( =) + G sin( o)
< ‘gxé COS(%)‘ + )gsm(%)‘
<2+7,
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2.3. Conditions de variation bornée

alors,

+

NN GV

vz € [0,1],[f(z)] <

NN

3 7

donc, nous avons par le Théoréme [ est a variation bornée sur [0,1] et Vi (f) < <§+§>

2. Soit f :[0,1] — R défini par

alors f est a variation borneé sur [0, 1].

En effet.
1 1
sin—+2xcos— si x #0
o= e T
0 st x =0,
On a |f'(x)| < 3, pour tout x € [0, 1], donc par le Théoréme f est a variation boneé et

Vi (f) <3.

Théoréme 2.6. (voir[7]) Soit g : [a,b] — R une fonction continuement dérivable, alors g

est a variation bornée et

Vitg) = [ 1410 de.

Preuve.
Soit 0 = {a = xg, x1, ..., 2, = b} une subdivision de [a, b], alors pour tout & € N, on a par

le Théoréme

Tit1
(e~ gl | = | [ g
<[ igwia
d’ou,

vary(g) = Z | 9(iv1) — g(z3) |

n—1

Tit1
sz/ () | dt
=0 Y Ti
b
- / () | d,
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2.3. Conditions de variation bornée

et cette relation est vrais pour toute subdivision o de [a, b], donc g est & variation bornée et

b
vﬂws/\ﬂwwt (23.1)

D’autre part, soit ¢ = {a = ¢, x1,...,2, = b} une subdivision de [a, b], alors par le Théo-

réme des accroissements finis ( Théoréme [1.4), on a
9(@is1) — g(xi) = (T — 2:)g'(6:), avec z; < 0; < @i,

alors

i
L

vary,(g) = | g(zis1) — g(z;) |
= S o — ) | 6 |

%

~.
I

3

Il
=)

cette derniére expression est la somme de Riemann associée a | ¢’ | relativement a la subdi-

vision o, donc
b
vary(g) — [ 19/t) | dt.quand |o] —0
ou | o | représente le pas de la subdivision o, dou
b
Vi) = [ g0 | dr (232)
Donc par les relation et [2.3.2) on a
b
Vo) = [ lo@
O

Corollaire 2.2. (voir[l]) Soit f une fonction définie sur |a,b], si f € VBla,c| pour toute

a<c<bets’il existe M > 0, telle que VE(f) < M, pour toute a < ¢ < b, alors f € V Bla,b].

Preuve.
Soit ¢ = {a = wg,21,...,2, = b} une subdivision arbitraire de [a,b], et ¢/ = {a =
Zo,X1,...,Tn_1}, alors ¢’ est une subdivision de [a,z,_1], et comme V"~1(f) < M, nous
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2.3. Conditions de variation bornée

varg(f) = varg+ | f(0) = f(za-1) |
SV ()4 F0) = flaa) |
< M+ [ f(b) = f(xn-) |
=M+ | f(b) + (f(a) = f(a)) = f(zn-1) |
< M+ f(0) = fla) [ +] f(a) = f(zn-1) |
< M+ | f(0) = fla) | +V(f)
<2M+ | f(b) = fla) |,
donc f € VBla,b]. O

Exemple 2.4. Soit f:[0,1] — R, une fonction définie par

2 cos(z) si 0<z<1
fz) = .

0 st x =0,

alors, f € VB[0,1].
En effet.

Pour tout x €)0,1], on a f" défini par

f(z) = ;\/Ecos(g) + % sin(g).

Pour tout 0 < a < 1, la fonction |f'(.)| est continue sur |a,1] et donc par le Théoréeme

f € VBla,1] et la variation totale de f sur [a,1] est donnée par

VA(f) = / \f(2)d.

En plus
|f(z)| = Pxé cos(z) + T sin(z)
2 ' Jr x
3 T
< 2 -
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2.4. Fonctions absolument continue

donc
Vi(f) = / (2|

[ ()

<1+ 27,

donc VX(f) < 1+ 2x, pour tout a > 0. Alors par le corollaire f est a variation bornée

sur [0, 1].

2.4 Fonctions absolument continue

Définition 2.4. Soit f : [a,b] — R, on dit que f est une fonction absolement continue sur
[a,b], si Ve > 0,30 > 0, tel que pour toute subdivision dénombrable de l'intervalle [a,b] par

des intervalles disjoints [x;,y;],1 < i < n vérifiant

Z(% — ;) <9,
=1

on a

n
Z |f(yi) — f(@i)| <e.
i=1
Théoréme 2.7. (voir[7]) Une fonction absolument continue est uniformément continue.

Preuve.

Ce résultat est une conséquence de la définition [2.4] si nous choisissons n = 1. O

Théoréme 2.8. (voir[7]) Soit f : [a,b] — R une fonction Lipschizienne de rapport L > 0,

alors f est absolument continue sur [a,b).

Preuve.

Soit € > 0, on pose § = %, et {[z;,yi] : 1 <1i < n} une subdivision dénombrable de I'intervalle

[a, b] par des intervalles disjoints [z;, y;] tel que Z(yz — x;) < 0. En utilisant la condition de

=1
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2.4. Fonctions absolument continue

Lipschitz on obtient

MU Fw) = fla) | <D Ly — )
i=1 i=1
5
L=
)
=¢.
Ainsi f est absolument continue sur [a, b]. O

Théoréme 2.9. (voir[7]) Si la fonction f : [a,b] — R est absolument continue sur [a,b],

alor f est a variation bornée sur [a,b].

Preuve.
Si f est une fonction absolument continue sur [a, b], alors par définition il existe § > 0 tel

que

D li—w) <6= Y |f(y) - fla)] <1,
Pour toute subdivision dénombrale de 'intervalle [a, b] par les intervalles disjoints [z, y;].
b—a

J

On pose r = { } + 1, maintenant, construire une subdivision de [a, b] comme suit

i(b—a) :

{xi=a+ ,

0<i<r},

donc V7 (f) < 1, par la condition de la continuité absolue, et par le Théoréme , on

obtient V?(f) <, donc f est & variation borneg. O

Théoréme 2.10. (voir[7[) Soit f : [a,b] — R une fonction absolument continue alors, on

peut écrit la fonction f comme la différence de deux fonctions croissantes et continues.

Preuve.
Comme f est absolument continue sur [a, b], donc d’aprés le Théoréme f est a variation
bornée.
Ainsi d’aprés le Téoréme de Jordan (Théoréme on peut ecrit f comme la différence de

deux fonctions continues croissantes. O

Théoréme 2.11. (voir[7[) Soit f : [a,b] — R une fonction continue et f' existe et bornée

sur]a, b[, alors f est absolument continue sur |a, b].
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2.5. La fonction v(z)

Preuve.
On suppose qu’il existe M > 0, telle que |f'(z)| < M, pour tout x €la,b[. Soit ¢ > 0 et

on consideére Z |f(y:) — f(z)| ou {[zi,y] : 1 < i < n} une subdivision dénombrable de

n

I'intervalle [a, b] par des intervalles disjoints [x;, y;], telle que Z lyi — x| < %
i=1

Alors, nous avons

- (i) — (@)
;ww— Z |y1_$l i — .

Par le Théoréme des accroissements finis (Théoréme [1.4)) pour tous i = 1,n, il existe ¢; €

[x;, y;] telle que
[f () = f(z)]

= f/ c)| < M.
lyi — il 7 )
implique
|f (i) — [ (i)
Yi — xz < M Yi — T4
Z |yz ol Z v =
- MZ |yz - xz
M=
M
=c.
Donc, f est absolument continue sur [a, b]. O

2.5 La fonction v(x)

Dans la preuve de Théoréme de Jordan, nous avons introduit la fonction de variation
totale v(z) = V.*(f), pour tout = €a,b] et v(a) = 0. Dans cette section, nous étudierons

a

certaines propriétés de cette fonction, plus specifiquement la continuité et la dérivée.

Théoréme 2.12. (voir [10]) Soit f : [a,b] — R une fonction a variation bornée , alors la

fonction v(.) est continue en c € [a,b] si et seulement si f est continue en c.

Preuve.

e Supposons que v(.) est continue en ¢ € [a, b], c’est a dire pour tout € > 0 il existe § > 0
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2.5. La fonction v(z)

tel que si

|z —c| <6,

impliquent

lv(x) —v(c)] < e.
Par la définition de la variation borneé, soit ¢ = {a = xy, 1 = b} une subdivision de |[a, b],
nous avons

Ainsi, si z < ¢,

d’autre part, par le Théoréme [2.1], on a

donc

et si ¢ < x, alors

De méme, par le Théoréme 2.1}, on a

donc



2.5. La fonction v(z)

Donc, la continiuté de v(.) implique la continuité de f.
e Supposons maintenant que f est continue en ¢ € [a, b[, soit € > 0, alors existe § > 0 telle
que

0<|x—c|<5:>|f(x)—f(c)|<%.

Pour ce ¢, il existe o € sub([c, b]), tel que
o={c=uxg,11,22,...,7, = b}

et

n

< flaw) — fla) |

k=1

Six; — x9 > 6, en ajoutant un point ! a o tel que T1— o < 0.

Alors
VS =5 <A = £ |43 ) = )|
S| f) = fey) |+ 1 foy) - F(ao) | +Z | ) — Flon) |
<o) = flay) |5+ 32 o) = Fruc) |
Comme {24, a1, .., 2.} est une subdivision & [25,b], nous avons
VA =5 <5tV )

Par conséquent
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Ainsi, si 1 — ¢ < §, alors v(z1) — v(c) < e. Donc, Par conséquent v(.) est continue a droite
2

1
2

en ¢. De méme, on peut montrer que si x €]a, b], v(.) est continue a gauche en c. Donc v(.)

est continue en ¢ O

Corollaire 2.3. (voir[7]) Soit f une fonction continue sur [a,b]. Alors f € BV]a,b] si et

seulement s’il peut exprimé comme la différence de deux fonctions continues croissantes.

Preuve.
On suppose que f est continue sur [a,b]. Alors par le Théoréme 2.12] v(.) est continue sur
[a,b]. Comme la différence de deux fonctions continues est une fonction continue, alors v — f
est continue.

On peut ecrit f =v — (v — f) avec v et v — f deux fonctions continues croissantes. O

Corollaire 2.4. (voir [10] ) Si f est une fonction continuement dérivable sur |a,b], alors la

fonction v(.) est continuement dérivable sur [a,b].

Preuve.

On a comme f’ est continue sur [a,b], alors f’ est bornée sur [a,b], donc par le Théoréme

f € VBJa,b]. En plus, par le Théoréme
o) =V = [ 110

et d’aprés le Théoréme fondamental du calcul (Théoréme[L.6) v'(z) =| f'(t) |, qui est continue
sur [a, b]. O
Corollaire 2.5. (Voir [8]) Soit f € V Bla,b] est dérivable sur [a,b]. Si f' est continue & un

point xy € [a,b], alors v(.) est dérivable a xy.

Preuve.

La continuité de f’ en xo implique que | f’ | est continue en xg, c’est a dire
Ve>0,30; >0:|x—xo|< o, = ||f ()] = |f (z0)]]| <&,

donc
—e <|f'(x)] = |f'(z0)| < ¢
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= |f'(@o)| — e < [f/(x)] < [f'(wo)| + €
o
On prend § = 51, pour tout x € [xg — d,x¢ + d], nous avons | f'(z) |<| f'(zo) | +¢, cest a
dire f admet une dérivé borneé sur [z — d, g + J], par le Théoréme des accroissements finis

( Théoréme , pour tout z,y € [zg — 9,z + 0], il existe ¢ €]xg — §,x9 + ], telle que

f@) = fly) =f(c)(=—y)
= [f(@) = fWl =)z -yl
< (If'(zo)l + €)= —yl,
c’est a dire f est lipschizienne sur [zg — 0§, zg + 0] de rapport | f'(zo)| + .

Sixzg <x<xo+ 9, alors par le Théoréme 2.1, on a

VE () =Vvae () + Vi (f)
= Vo (f) =V () =V (f)
= v(z) —v(zo) = V5 (f),
est puisque [ est lipschizienne sur [z — d, xo + ¢], on obtient par le Théoréme
v(z) —v(zo) =V (f)
< (|f/(z0)] + &) (z — z0)

Donc

v(x) — v(xg

D Z0E0) o) pitay) | 4 (25.)
r — X9

De méme maniére, on montre que 'inégalité ci-dessus tient également pour x tel que

To — 0 < x < xy. Dautre parte, si x > z¢ nous avons

o(x) = vlzo) . | () = f(a) |

r—x9  |z—mx]

=| f'(z1) |

pour un certain x; entre x et zy (par le Théoréme des acroissements finis). Comme |z —x¢| <
d, nous avons | f'(x1) |>| f'(zo) | —¢, et donc

| /(@) | — < v{z) - vizo) (2.5.2)

r — TIg

Par les I'inégalités (2.5.1)) et (2.5.2)), nous avons

v(@) = v(zo)

O0<|z—x0|<d=

—[f'(zo)l| <€
donc v est dérivable en z, et v'(zg) = f(x0). O
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2.5. La fonction v(z)

Théoréme 2.13. Soit {f,} est une suite des fonctions a variations bornées sur |a,b|, si

Vi(f.) < M < +oo, pour tout n, et f, — f sur [a,b]. Alors f est a variation bornée et

Vab<f) S M
Preuve.
Soit ¢ = {a = x1,xa,...,x, = b} une subdivision de [a,b]. On a
VEi(f,) = sup wvary(f,)
o€sub([a,b])
k
=  sup | fr(2i) = ful@iz1)]
oesub([a,b]) ;
< M.

D’autre part, On a f, — f, donc pour tout n nous avons

k

Vab(f) = Sup Z |f(x:) — f(@iz1)]

oesub([a,b])

= sup lim Z | fu(2i) — fulzi)]

o€sub([a,b]) VT

= lim sup Z ’fn xz fn Ti— 1)‘

N0 gesub([a,b])

< M.

Donc f est a variation bornée et

Exemple 2.5. Soient a,b > 0, alors la fonction f définie par

r?sin(x7?) si x €]0,1]
f(z) =
0 st x =0,
est a variation bornée si a > b.

En effet.
Soit 0 = {x,} = {(nm + %)_%} On a

1 1 paire

—1 si n impaire
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alors

st n paire

—x% st nimpaire

et

quand m — 00,
m—1
—a

lim Z(nw+g)b <00 < a>b.

n=1

Do [ est a variation bornée, st a > b .
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CHAPITRE 3

Intégrale de Stieltjes

Comme une application de variation bornée, nous considérons maintenant une généralis-
tion de l'intégral de Riemann appeleé l'intégrale de Stieltjes. Cette intégrale implique deux

fonctions f et g. L'intégrale ( sl existe ) est désigneé par

/f \dg(z

Et nous 'appelons l'intégrale de Stieltjes de f par rapport a g.

3.1 Intégrale de Stieltjes

Définition 3.1. Soit f et g deux fonctions bornées définies sur un intervalle [a,b]. Soit
o={a=uxg,11,...,x, =0b},

une subdivision de [a,b] et ty € [xr_1, k], on cosidére la somme

Zf t)lgan) — gler).

Le nomber I est l'intégrale de stieltjes de f par rapport a g, si pour chaque € > 0, il
existe une subdivision o. de |a,b], tel que pour chaque subdivision o rafinement de o. et pour

chaque ty, € [x_1, x|, nous avons

|S(o, f,g9) —I| <e.
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3.1. Intégrale de Stieltjes

On dit que f € R(g) sur [a,b].

b
Lorsque le nombre I existe, il est déterminé de facon unique et est désigné par/ fdg

ou /abf(.r)dg(x).

Théoréme 3.1 (Voir [1]). Soit f une fonction continue sur |a,b] et g € V Bla,b|, alors
["intégrale

[ st

existe.

Preuve.
Comme g est a variation borneé, on peut supposer que g est croissante.

Soit 0 = {a = xg, 1, ..., x, = b} une subdivision de [a, b], et

my = 1inf {f(z) : x € [xp_1, 21|},

et
My = sup (7)€ [ 1, 2]}
On pose
szimMm—mm%
et

S =7 Mylg(xs) = glar-1)].

k=1

Avec s et S sont les sommes inférieure et supérieure respectivement associeés a la subdivision

o. Alors

s < S(o,f,g9) <S8, (3.1.1)
Pour tous les choix des points t; € [z_1,x;]. En ajoutant le point 2’ a o, on obtient une
subdivision ¢ de [a, b]. Alors 2’ € [x;_1,2;]. Soit
m' =inf{f(z): z € [x;_1,2]},
et
m" =inf{f(z) : x € [2/, 2]}
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3.1. Intégrale de Stieltjes

Alors m; <m’ et m; < m”, ainsi

mjlg(x;) — g(r;-1)] = my[g(z;) — g(z') + g(2) — g(z;-1)]

m;lg(x;) — g(a')] +mjlg(z’) — g(x;-1)]

< m"[g(x;) — g()] + m'[g(z") — g(x;-1)],
Dong, si s est la somme inférieure associeé a la subdivisin oy, alors s < sy, de méme si S
est la somme supérieure associeé a la subdivision oy, alors S > 5.
Par conséquent, si S est la somme supérieure associeé a toute la subdivision de [a,b], et s
la somme inférieure associeé¢ & n’importe quelle subdivision (éventuellement différent), alors
s < S.
Soit I la plus petit borne supérieure de toutes les sommes inférieures. Alors par la relation

(3.1.1)), nous avons
1S(o, f,9) = I| <5 —s.

Comme f est uniformément continue sur [a,b] ( Théoréme |1.1)), alors pour € > 0, il existe

0 > 0 tel que
€
¥ 2" <d=|f(d)— f(a") <
<= V@) =10 < Sy = gt
Nous avons
€ .
M —_mp < , k:17n7
IS S gty T
ainsi

Z Mylg(@i) — g(zp-1)] — ka[g(fk) —g(xp] = Z(Mk —my)[g(zr) — g(xp-1)]

n

< s Y [g(ar) — g(zp-1)]

c’est a dire

Donc
1S(o, f,9) —I| < S —s5<e,
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3.1. Intégrale de Stieltjes

et comme ¢ est arbitraire, on obtient
b
1= [ fadgla).
O

Théoréme 3.2. (voir[I0]) Si fi, fo € R(g) sur [a,b] et c1, co € R, alors ¢, fi + cafs € R(g)

sur [a,b] et
b b b
[ et ey =a [ A +e [ fa@dgla)
Preuve.
On pose h = c1f1 + cafs. Soit 0 = {a = zg,x1,...,2, = b} une subdivision de [a,b] et

by € [ws_1, 4], alors mous avons
S(o,h.g) = Z M8l () — gl 1)
- Z (cxfult) + eaa8) lo(w2) — gl 1)
. Z (Bl (e:) — glri)] + ﬁ;czfxtk)[gm) gl
e Z Aot - glzi)] + o Z Pt ) — gl )

= 018(0', fl;g) +C2S(O-’ f27g)'

b
Soit € > 0, choisir ¢/ tel que o, C o implique |S(o, f1,9) — / fidg| < g, et choisir o” tel

"

b
que o C ¢ implique |S(o, fa,9) — / fadg| < e. Sinons prenons o. = o.|Jo”, alors pour o
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3.1. Intégrale de Stieltjes

plus fin que o, nous avons

C1‘51’(0—7 f17g> + 028(0—7 f2>g)_

b b
cl/a fldg—?/a fzdg‘

Cl (S(a’fg’f ) M}?f 2
C2 a,J2,9) — 2ag

(5050~ [ bflzzg> ¥

(S(a, fog) - | bfldg)‘

< |C1’€ + ‘02’5,

b b
S(o,h,g9) —c1 f1d9—02/ fzdg‘ =

< |ail

|cal

alors

/ab(clf1 + caf2)dg = &1 /ab fidg + ¢ /ab Fadg.

OJ

Théoréme 3.3. (voirfd]) Si f € R(g1) et f € R(g2) sur [a,b] et c1,co € R alors f €

R(0191 + ngg sur [CL b]

[ e +en@ =a [ 1@dn o [ i@,

Preuve.
On pose w = ¢191 + ¢292. Soit 0 = {a = xg,x1,...,2, = b} une subdivision de [a,b] et

ty € [Tg_1, zg], alors nous avons
S(o, fw Z f () [w w(zi1)]

— Z Ft) [(ergr + c2g2) () — (191 + €202)(wi1)]

= 1

= Z f(te)lergn(@i) — crgi(zia)] + Z f(tr)[e2g2(wi) — cag2(wio1)]

= 1

= Z fte)lg1(zi) — gi(zima)] + Z f(te)lg2(zi) — ga(ziy)]

i=1

=c15(0, f, 1) + c2S(o, f, g2).

b
Soit € > 0, choisir o’ tel que o/ C o, implique ‘S(O’, fia1) —/ fdgi| < € et choisir ¢ tel

que ¢/ C ¢ implique que < g, on prendre 0. = o.|Jo” alors o, est

b
S(o, f,92) —/ fdgs
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une rafinement de o. On a

b b
S(O-vfaw)_cl/ fdgl—cz/ fdgo

b
S(0, f.01) + 2S(o, f2) — 1 / fdg,

/ fdge

< ‘015(0 fia1) —01/ fdgl}‘{"@sa fs92)

b
e / fdgs

< ’01‘8 + ’02‘87

done
b b b
/ fd(cig1 + c292) =C1/ fd91+02/ fdgs.

0J

Théoréme 3.4. (voir[l]) Soit ¢ €]a,b[. Si deux des intégrales suivantes existe alors le troi-

sieme est également existe et on a

/fdg /fdg /fdg

Si o une subdivision de [a, b] telle que ¢ € o, soit

Preuve.

o' =oNla,c] et ¢"=0nN]cb,
désignent les subdivision de [a, ] et [c, b] respectivement. Alors

S(o, f,9) =S, f,g9) +S(", [, 9).

c b

Supposons que / fdg et / fdg existe. Alors pour € > 0, il existe une subdivision o de
a c

[a, c] tel que

9
< —

50" fa) = [ fas] <5,

our chaque ¢’ est une rafinement de o’
e

et une subdivision ¢ de [c, b] tel que

b
'S(a”,f,m— / fdg’ <2
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3.1. Intégrale de Stieltjes

pour chaque ¢” est une rafinement de o .
Alors 0. = o/ U ! est une subdivision de [a, b], tel que o est une rafinement de o, implique

que, oL C o’ et 0/ C ¢”. Par conséquent si o est une rafinement de o., on a
c b c b
‘S(U,f,g)—/ fdg—/ fdg‘ = '5(0’,f,g)+5(0'”,f7g)—/ fdg—/ fdg’
a C c a C b
S(o’, f.9) —/ fdg’ + ‘S(U”,f,g) —/ fdg’

a c

<

IA

b
Donc / fdg existe et on a
a

/abfdQZ/acfngr/cbfdg-

a b b
Définition 3.2. Si a < b, nous définissons / fdg = —/ fdg, si / fdg existe, et
b a a

/aafdg:(l

Théoréme 3.5. (voir[I0]) Si f € R(g) sur |a,b], alors g € R(f) sur [a,b] et

OJ

/ f(x)dg(fb‘)Jr/ g(x)df (x) = f(b)g(b) — f(a)g(a).

Remarque : cette équation est connue comme la formule d’intégration par parties.

Preuve.
b
Soit € > 0, comme / fdg existe, donc il existe une subdivision o. de [a,b], tel que pour

tout ¢’ une rafinement de 0., nous avons

b
‘S(a’,f,g) —/ fdg| <e. (3.1.2)

Soit 0 = {a = xg, 1, ..., 2, = b} est une rafinement de o., nous avons

S(o,9, 1) =D g(ti)lf (xx) — f(r-)]
= [g(te) f@x) — g(te) f @)
= g(ti) () = Y g(te) fara).
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3.1. Intégrale de Stieltjes

on a
n

> fan)glar) = > Fae)g(zia) = f(@a)g(@n) — flao)g(xo)

k=1

on pose A = f(b)g(b) — f(a)g(a), donc

A—S(o,9,f) = Zf$k1 (4—1)
—Zg ot Zgak)f(xk )
=) flzr)lg(zr) — g(tr) +Zf Ty-1) — g(@k-1)]
k=1

oll o’ est une subdivision d

S’ f,9),
e [a,b], si en prenant les points zj, et t; ensemble. Alors o’ est

une rafinement de o et donc est une raffinement de o.. Par conséquent l'inégalité (3.1.2)) est

valable et nous avons

b b
A~ S(0,9.f) / fdg| = |S(c".g. f) - / fdg| <.

pour o est une raffinement de o,.

Donc l'intégrale f; gdf existe et

LZ%:A—L%@,

Théoréme 3.6 (Voir[10]). Soit f € R(g) sur [a,b], et g a une dériveé continue g sur [a, b].

OJ

Alors lintégrale de Riemann fbf (x)d'(x)dx existe est nous avons
[ st = [ s

Soit v(z) = f(x)d'(x), et 0 = {a = w9, 21,...,2, = b} une subdivision de |a, b, donc la

Preuve.

somme de Riemann de v est donné par

n

S(o,v) = Zv(tk)(xk — Ty 1)
k=1
=" ft)g () (@r — 1), b € [, 7]
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et

3

S(o, f,9) = ftr)[g(zr) — g(zr—1)]-

k=1
On applique le Théoréme des accroisements finis (Théorémel.4)), on obtient

g(zg) — g(zp-1) = ¢' (o) (), — p—1),  OU Vg E]Tp_1, Tk,

et donc

n

F@e)lg (o) (wr —2p-1)] = Y f(te)]g' (te) (2 — 241)]

n
k=1 k=1
n

fte)lg' (vk) — o' (te)) (v — 21-1).

Comme f est borneé, nous avons |f(x)| < M,Vt € [a,b] ou M > 0, et la continuité de ¢’ sur
[a, b] implique la continuité uniformément sur [a, b]. Par conséquent, si € > 0, il existe § > 0
telle que

15
< . / o -
0<|z—yl<d=|g(x) g(y)|<2M(b_a)

Si nous prenous une subdivision ¢ de [a, b], alors pour toute rafinement o, nous avons

3

' (vk) — ¢’ (t)] < Mb—a)

donc nous avons

S0, £,9) = S(o,0)] =1 F(te)lg' (o) — g/ (tn)] (wr — w41

k=1
<D 1) (k) — g'(t0)| (2 — 21-1)
8 n
< M2M(b ~ ) ;(xk — Tj—1)
— g .
=5

D’autre part, f € R(g), donc il existe une subdivision ¢ telle que o une rafinement de o,
implique

b
S .90~ [ ol < 5,

b
On a lorsque o est une rafinement de o. = o |Jo”, nous avons |S(o,v) — / fdgl <e. O
a
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Théoréme 3.7. (Voir[I0]) Soit f une fonction continue sur [a,b] et g une fonction & va-

riation bornée sur [a,b], Alors

/ f(@)dg(x)| < M(FV2(9), (3.1.3)

ot M(f) = max [f(z)]

z€la,b]
Preuve.
Soit 0 = {xy = a,x1, - ,x, = b} une subdivision arbitraire de [a, ], et ty € [z}_1, zx], nOUS
avons )
5(0.1.9)) = | X o [otanen) - gt
h=0 n—1
< max ‘f@?)’ 9(Tr11) — g(zr)
z€a,b] o
< max ‘f(:r)‘varg(g)
z€[a,b]
< max | f(2)|V;'(9)-
z€[a,b]
On pose M(f) = m[a)g] | f(z)|, on obtient
z€|a,

|S(0, f,9)] < M(F)V,(9).
O

Théoréme 3.8. (Voir[I(]) Soit g une fonction a variation bornée sur [a,b], et (fn)nen
une suite des fonctions continues sur [a,b], qui convergent uniformément vers une fonction

continue f, alors

Preuve.
Soit

M(fo—f) = max | fo(z) = f(2)].

Alors, d’aprés la relation (3.1.3))de Théoréme , NOUS avons

/ ful@)dg(z) - / F(2)dg(a)| < M(fo — H)VX(g).

o1
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Et puisque f, — f quand n — 400, donc M(f, — f) — 0 quand n — +oo, alors

b
in [ £, /fdg
]

Théoréme 3.9. (voir [10]) Soit f une fonction continue sur [a,b], et soit (gn)nen une suite

des fonctions qui convergent vers g. Si

pour tout n € N, alors

Preuve.

On montre que

Soit

o={a=uwp,21,...,T, =0b}

une subdivision de [a, b] et soit € > 0. Alors pour tout z, k < m, il existe un noumbre entier
Nj > 0, tel que

9
nz Ny = | galan) — glan) 1< 5

Soit N = max{Ny : k < m}. Alors pour n > N,

[ 9(zr) = g(ana) | <| g(zx) = gn(zn) | + [ gn(2r) = gn(zh-1) | + [ gn(rr-1) = g(xs-1) |

g
< — _ -
— 2m+ | gn(xk> gn(xk 1) | +2m

€
< i gulzr) — gnlze_y) |
_m+|9(55k) Gn(TK—1) |
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3.1. Intégrale de Stieltjes

Donc

Comme ¢ et la subdivision sont arbirtres, on obtient que V?(g) < L.

Maintenant pour € > 0, et 0 = {xg = a, 21, , x,, = b} une subdivision de [a, b], tel que
£(2) ~ F(@0)] < o Alors
b m Th
[ s =Y [ fadgta)
a k;ll CF];;1
= [ @) = fo) + f)dg(o)
k=1 Y Tk-1
=S ) - )+ Fla)dg(a
-
<o [ s+ > ) / dg ()
k=1 Tl—1 k=1 Th—1

Par conséquent

De méme,
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3.1. Intégrale de Stieltjes

Ainsi

f )dgn(z /f )dg(z

Z )[gn(@x) = gnlwr1)] =D flan — g(wk1)]
+0,(5) - e<§>

< Z ‘f(mk) [9n(x1) — gn(@r—1)] — f(20) [9(2k) — g(zi-1)]

0u(3) = 0(3))|

=3 |£@) [n(@) = galeimr) = g(an) + glar)]

0u(3) = 0(5))|

[gn (k) — () + 9(xr-1) — gnlz-1)]

0u(3) —0(5)|

erg%’f(xk)‘(i

k=1

+

_|_

mg

f(xx)

+

gn(xk—1>_

In(h) — g(xk)‘ +
gl 1>\> +16.(5) - 0(3),

(i [ gn(zn) = g(an) | + | gnlzr) — glar—) | ])

2e

3 Y

ou

M = max | f(z) |

z€lab]

Pour tout zy, £ < m, il existe un noumbre entier positive NV}’ telle que

£

>Ny = | gn — < .
n = Vg | gn(2r) — g(z) [ 6Mm

Soit N* = max{N} : k < m}. Alors, si n > N*, nous avons

M3 [ gulen) = 9(oe) |+ guls 1) —gloen) |[] <MY o ==

)/f Vdgn(z /f Vdg(a <E+—=

o4

Donc
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Sin > N*. Alors

b
lim f Ydgn(x

n—oo

Remarque 3.1. Si a < b, nous définissons

/fdg

Exemple 3.1. Soit f(z) =z et g(x)
En effet.

o Premiére méthode.

Soit o = {0, ! % . .,10
S(o 1) = 30106 g(w) -

|
Sl () - (5[5
-3+ (- 15)
syl - [5)

/f )dg(z).

/fdg

=+ [7]

n_ = 10} une subdivision de [0, 10], alors nous avons
n

g(zi_ 1)), th € [tior, ]

(s) ~ o)

n

On a
10 10n
/ zdr = lilf Zt T — Tt
10n
L
= lim -,
n—-+oo n
=1
donc
10n 10
1 710 1
I £t — 251) = d :[— 2] — 210% = 50,
i 3t =) = [ e =[], =
et
X riy pi—1
S Y (C R | S

95



3.2. Espace V Bla, b

donc, quand n — +00, nous avons

/10 f(z)dg(x) = 50 + 55 = 105.
0

o deuzxieme méthode.

On a f(x) =z et g(x) = x + [z]. Alors par le Théoréme nous avons

V f(@)dg(z) = f(10)9(10)<—,f(0)g(0)-—./£ g(z)df (z)
=10 x 20 — /10(93 + [z])dz
1,710 9 i+1
=200 — [§x ]0 - Zo/l [x]dx
=150 — Z/m ida
=150 — ) i
= 150 — 45

= 105.

3.2 Espace V Bla, b

Théoréme 3.10. (voir[l]) L’espace des fonctions a variations borneés V Bla, b], muni de la

norme

1Al =1 f(a) | +VZ(f),

est un espace de Banach.

Preuve.
Soit (f,) est une suite de Cauchy dans 'espace V Bla, b], donc si € > 0, il existe N > 0, tel
que si n,m > N, alors
1o = frull <e.
c’est a dire

[fu(a) = fun(a)| + Vi (o = fin) <e.

o6



3.2. Espace V Bla, b

Ce qui implique que (f,,(a)) est une suite de Cauchy dans R.

Soit = € [a,b], et 0 = {a,x,b} est une subdivision de [a, b]. Alors

UarU(fn - fm) = }fn(x) - fm(x) - (fn(a) - fm(a))} + ‘fn(b) - fm(b> o (fn(x) - fm(x))}
S Vab<fn - fm>
Ainsi
[fa@) = funl@)| = |fala) = fu(@)] < |fal@) = fnl(2) = (ful@) = f(a))]
S Vab(fn - fm)a

donce

[fn(@) = fn(@)] = [fula) = fn(@)] < Vi (fn = fin)
= fu(@) = (@) < [fala) = fala)| + V2 (fo = fin);

les termes & droite peuvent étre arbitrairement petits pour n et m assez grand. Alors (f,,(z))
est une suite de Cauchy pour tout = € [a, b]. Soit {a, b} une subdivision de [a, b], nous povons

montrer que (f,(b)) est aussi une suite de Cauchy dans R. Donc

lim fo(x) = f(x)

existe pour tout z € [a, b].
Comme (f,,) est une suite de Cauchy, alors pour ¢ > 0 et une subdivision ¢ = {a =
X, 1, ..., = b} de [a,b], il existe N* > 0 tel que
|fv(z) — f(z)] < i, pour tout z € [a,b)].
Alors
k k
i=1 i=
: £
< Z [ fave () = fove (i) + 7]
Comme o et € sont arbitraires, alors
Vila,b] < Vi..la,b].

Donc f € VBla,b]. O
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3.2. Espace V Bla, b

Définition 3.3. Soit V' un espace linéaire normé et ¢ : V. — R, on dit que

e ¢ est linéaire si pour tout f,g eV et a, 3 €R, on a

olaf +Bg) = ad(f) + Bo(g),
e ¢ est linéaire bornée s’il existe M > 0, tel que
() < M| fllv,
pour tout f € V.

Théoréme 3.11. (voir[ll]) Soit ¢ une fonction linéaire bornée sur l'espace C([a, b],R). Alors

il existe g € V Bla,b| tel que

pour tout f € C([a,b]) et

loll = V2 (9)
Preuve.
Pour chaque = € [a, b], on définit
1, a<t<z
ug(t) =
0, t>u=x.

Soit g(z) = ¢(u,). On montre que g € V B[a,b] et V2(g) < |9
Soit {a = zg,x1,...,x, = b} une subdivision arbitraire de [a, b]. Soit
gi = sgnlg(x;) —g(xi—1)], i=1,...,n.

Alors

n

Z l9(zi) — g(xi)| = Z5i[9(95i) —g(xi-1)]

i=1
= [Z&(uxz uz,_l)}
=1
< ol D2 et = o)
=1
< Il



3.2. Espace V Bla, b

Puisque

<1

n
H Zgl(uxz - umifl)
i=1

Comme la subdivision est arbitraire, on obtient que V?(g) < ||¢|| et g € V Bla, b]. Ainsi,

Lﬂm@m.

est défini pour tout f € C([a,b]). Maintenant, on montre que

wn:/fm@m.

Supposons que f € C([a,b]). Soit

s—at P9 01
;
On pose
Fule) = 37 o)t (1) — (2]
Alors -

If = full = sup{|f(z) — ful(@)] : = € [a, 0]}
= max sup{|f(z) — f(z:)] 1 21 <7 <}
Comme f est une uniformément continue sur [a, b], nous avons |f(z) — f(z;)] — 0 quand
n — oo. Ainsi, || f—f.|| — 0, donc f,, — f. Car une fonction linéaire borneé¢ et nécessairement

continue, on obtient

¢(f) = lim o(fy)

n—-+oo
n

= lim ¢[Z f(z) (U:cz(ﬂf) - Ur%l(m))]

n—-4o0o
=1

Donc, nous avons
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par conséquent,

ol < Vi (g).
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