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Introduction

En mathématiques, une courbe elliptique est un cas particulier de courbes al-
gébriques. Les courbes elliptiques jouent un réle fondamental en mathématiques et
notamment en théorie des nombres depuis plusieurs années. Les courbes elliptiques
ont de nombreuses applications dans des domaines trés différents des mathématiques :
elles interviennent ainsi en mécanique classique dans la description du mouvement des
toupies, en cryptographie dans le probléme de la factorisation des entiers ou pour fa-
briquer des codes performants. Contrairement & ce que son nom pourrait laisser croire,
I’ellipse n’est pas une courbe elliptique. Le nom des courbes elliptiques vient histori-
quement de leurs associations avec les intégrales elliptiques, elles-méme appelées ainsi
car elles servent en particulier a calculer la longueur d’arcs d’ellipses.

A Taide d’un choix adapté de coordonnées, une courbe elliptique E peut-étre
représentée dans un plan par une équation cubique (appelée équation de Weierstrass
généralisée) de la forme

E :y® 4+ a1zy + agy = 2 + asz® + asx + ag (1)

i.e., les points de la courbe E sur un corps K ont pour coordonnées les solutions de
'équation (1), on y joint un point & l'infini. On note cet ensemble de points E(K)
et ’ensemble des points solutions de 1’équation (1) & coordonnées dans K, E(K). Les
ceefficients a1, asg, as, aq et ag sont des éléments du corps K sur lequel est définie la
courbe, mais ils ne sont pas déterminés par la courbe de maniére unique. Réciproque-
ment, pour qu’une telle équation décrive effectivement une courbe elliptique, il faut
que la courbe ainsi définie ne soit pas singuliére, c’est- a-dire qu’elle n’ait ni point
de rebroussement, ni point double (en d’autre terme, son graphe a le non individue
intersection).

Les courbes elliptiques possédent des propriétés tout a fait exceptionnelles d’un
point de vue arithmétique et d’un point de vue géométrique : ce sont des courbes de
genre 1, et 'une des propriétés remarquable est que ’ensemble des solutions (z,y)
de ’équation (1) est muni trés naturellement d’une structure de groupe abélien dont
la structure concréte est dictée par des considérations géométriques. Formellement,
une courbe elliptique est une courbe algébrique non-singuliére de genre 1 sur un corps
K et dont un point & coordonnées dans K est spécifié (un point & l'infini). Enfin,

la description des courbes elliptiques, ainsi que leurs applications possibles, dépend
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beaucoup du corps de définition choisi.

Dans le premier chapitre, on rappelle I’essentiel des résultats connus sur les courbes
elliptiques utiles pour la suite de notre mémoire.

Ensuite dans le chapitre deux, on s’intéresse a ’algorithme de Harrache et Toua-
fek permettant de ramener des courbes de genre 1 de bidegré (2,2) en une forme de
Weierstrass, on détermine sur des exemples concrets de courbes ’ordre de certaines
points apparants ainsi que le type des fibres singuliers.

Enfin dans le troisiéme chapitre, on s’intéresse aux courbes de Huff sur un corps
de caractéristique différente de deux, et les courbes de Huff binaires. A la fin de ce
chapitre un intérét particulier sera accordé aux suites ( des points) arithmétiques sur
les courbes d’Edwards.



Chapitre 1

Généralités sur les courbes
elliptiques

Dans ce chapitre on rappelle les définitions et les résultats de base sur les courbes
elliptiques utiles pour la suite de notre travail. Pour plus de résultats et plus de détails,
on pourra consulter [1-2], [5], [10], [14], [17-18].

Tout au long de ce mémoire, K est un corps commutatif.

1.1 Plan projectif

1.1.1 La droite projective réelle
Soit ~ une relation binaire sur R? — {Og2} définie par
Y(z,y),(a,b) € R?—{0p2}:
(z,y) ~ (a,0) <= IAeR/(z,y) = A(a,b)

ie., (z,y) et (a,b) sont linéairement dépendants. "~ " est une relation d’équivalence

sur R? — {Op2} . L’espace quotient obtenu
R? — {Op2}
sera noté par P1(R) est appelé la droite projective réelle.
On note par [a, b] la classe d’équivalence
M@, b)/A e R

Chaque classe d’équivalence [a,b] contient tous les points qui se trouve sur la droite
passant par (a,b) et origine (0,0) sauf ce dernier. En d’autres termes P;(R) est
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I’ensemble des droites passant & l’origine sauf I'origine. Il est important de remarquer
que si [z,y] € P1(R) avec y # 0, alors

(5

dong, la classe [z, y] contient un seul représentant de la forme (a, 1), avec a = % et en
écrit alors

P1(R) = {[z,1] /x € R} U{[1,0]}.
les points {[z,1] / = € R} forme la droite réelle, et le point [1,0] est appelée le point
& linfini.
1.1.2 Le plan projectif réel

On peut généraliser cette construction (i.e. la droite projective réelle ci-dessus)
pour construire un plan projectif contient le plan réel plus les points a I'infini. Soient

alors
T, Yy, z, a, b, ceR
avec
(z,y,2), (a,b,c) # Ogs.
Alors

(3?, Y, Z) ~ (a7 b, C)

si et seulement si
I\ € R* tel que (z,y,2) = A(a,b,c).

Par suite, on définit la classe d’équivalence de [a, b, ] par ’ensemble de tous les points
qui se trouve sur la droite passant par (a, b, ¢) et l'origine (0, 0, 0) sauf ce point dernier.
On écrit alors

Py (R) = {[a,b,c] / a,b,c € RA (a,b,c) # (0,0,0)}.

a b
be)~|—,-,1
(a7 7C) (C’C’ >7

Py (R)={[a,b,1] / a,b € R}U{[a,b,0] /a,b € R}.

Si ¢ # 0, alors

donc

L’ensemble des points de
{la,b,0] / a,b e R}

est appelé ensemble des points & l’infini.
Un résultat intéressant est que : deux droites paralléles dans le plan réel (ou bien
deux droites distinctes) s’intersectent en un point & l'infini.
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En effet, Soient
L:y=az+p,

et
L':y=ar+p

deux droites paralleles dans le plan réel. Dans Py (R)

L = {[m,y,z}/am—y—i—ﬁz:O},
L' = {z,y,2] Jaz—y+p2=0}.

Déterminant L N L' 'ensemble des points qui vérifient

ar —y+pBz=ar—y+pF2=0

ie.,
(6 — 5') z=0.
Mais L # L', donc
B#p
on obtient alors
z=0.

Par suite
LNL ={x,ar,0] / xR} ={[1,a,0]}

i.e., I'intersection de L et L' contient un seul point a I'infini [1, «, 0] .
Plus généralement , on appelle le n-espace projectif réel noté P, (R) I’ ensemble
des classes d’équivalences des (n + 1) uples suivants

P, (R) = {(ao,al, y@n) € R [y aq, ..., a, non tous nul}
n B AN
avec
! ! i
(ao, 1, ...;an) ~ (ag, aq,..., a,)

'l existe A € R* tel que

!
(@0, a1,y an) = Aag, ayy ..y @y).

La classe d’équivalence {(Aag, ..., Aay) : A € R*} est notée [ag, ..., a,], donc on peut
écrire

P, (R) = {[ao, ..., an) /a; € R,Vi =0,n}.
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1.1.3 Le plan projectif P; (K)

La droite projective et le plan projectif peut se définir sur un corps quelconque
K (ex.K =Q,R,C ou F)). Le plan projectif Py (K) est défini comme suit :

Py (K) = {[a,b,c] / a,b,c € K, (a,b,c) # (0,0,0)}

avec
(a,b,¢) ~ (2,9, 2)

si et seulement si
INe K*: (a,b,¢c) = A(z,y,2).

Si P =a,b,c], alors a, b, ¢ sont appelés les coordonnées homogénes du point P.

1.2 Courbes planes projectives

Definition 1 Le degré d’un mondéme d’un polynéme P de l'anneau K [X;, ..., X,] est
la somme des exposants des variables X; apparaissant dans ce monéme. Le degré de
P est le plus grand degré de ses mondmes.

Definition 2 1. Un polynéme P € K [ X1, ...., X,,] est un polynéme homogéne de degré
d st chacune de ses mondomes est de degré d .
2. Si P est un polynéome homogéne de degré d défini sur un corps K et a n

variables, alors on écrit
PeKI[X1,..,Xn,-

3. Un polynéme P est dit irréductible s’il ne peut s’écrire comme le produit non trivial
de deuz polynomes de K [ X1, ...., Xp] .

Proposition 3 Soit P un polynéme non nul P (X1, Xo, ..., X;,) a coefficients dans K.
Alors, P est un polynéme homogéne de degré d si et seulement si, pour une variable

auziliaire t
P (tX1,tXy, ...t X,) = t2P (X1, Xo, ..., X,) -

Preuve. 1. La condition nécessaire est évidente .
2. Démontrons la condition suffisante :
écrivons P comme une somme de polyndémes homogénes non nuls de degré d;

p:pd1 —|—pd2+ ...... —|—pdk,d1<d2<....<dk.

La relation
p(txy, txg, ... txy) = tip(x1, 0, ..., 1)
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implique que
t1pay +1Ppa, + ...+ t%pg, = t%p = tpg, + t9pa, + oo +1p,,

donc t% = t4 Vi, par conséquent k = 1, car di < do < d3g < ... < dj et
P = DPd; = Pd- u

Definition 4  Une courbe plane projective C' de Py (K) est l’ensemble des points qui
satisfait @
P(X,Y,Z)=0,

ot P est un polynéme homogéne de degré d > 1.
1. Sid =1, alors C est une droite

C:P(X,Y,Z)=aX+bY +¢cZ =0, (a,b,c) # 043.
2. Sitd =2, alors C' est une conique
C:P(X,Y,Z2)=aX?>+bXY +cY?’+dXZ+eYZ+ fZ>=0, (a,b,c,d, e, f)# .
3. 5t d =3, alors C' est une cubique
C:P(X,Y,Z) =aX?+bX%Y +cXY?2+dY3+eX?Z+ fXYZ+gY?Z
+hXZ2+5YZ2 + kZ3 =0, (a,b,c,d,e, f,g,h,5,k) # Op0.
Le nombre d est appelé le degré de la courbe.

Definition 5 Le plan usuel sur K appelé plan affine, noté Aqo(K), est l’ensemble
des points (x,y) appartient ?2, K désigne la cloture algébrique de K, tel que

Az (K) ={(z,y) / z,y € K}.

Remarque 6 Soit C' une cubique définie par un polynéme de deux variables dans le

plan affine
C:f(z,y)=0

avec f € K [z,y].
Pour des simplifications, prenons par exemple

C:y>—a23—1=0.

Si nous introduisons les coordonnées homogénes X,Y,Z (Z #0) telles que

X Y

AR

alors a tout point (x,y) de Aa(k) correspond le point [X,Y,Z] de Py (K).

On obtient ) X
X _ { —1=0
Z Z
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i.e.,
ZY? - X3 - 73 =0.

Notons que le polynome
F(X,)Y,Z2)=2Y*-X3-73=0

est un polynéme homogéne de degré 3 et
XY

Fl—=,=,1]= :

<Z ? Z’ ) f (x7 y)

La courbe C dans P2 (K) est donnée par
C:F(X,Y,Z2)=2Y*-X3_-7%3=0
donc, si le point (z,y) € C, alors
XY A
[Z’ 7 1] eC
mais il y a des points sur C ne sont pas présentés sur C, ces points de C sont appelés
points a linfini.
Rappelons que les points a linfini se sont les points qui correspond ¢ Z = 0. Donc

F(X,Y,0)=-X3=0, ie., X=0.

Ainsi, le seul point & Uinfini dans C est [0,1,0].
En général, si C C Ag (K) donnée par f (z,y) =0, et si d est le degré de f, alors
C € Py (K) est donnée par

~

C:F(X,Y,Z)=0
avec

F(X,Y,2) = 21f (;“;)

Inversement, si

C:F(X,Y,Z)=0

est une cubique dans le plan projectif, alors
C:F(z,y,1)=0

est la courbe dans le plan affine. Dans ce cas, C est la projection de C.



1. Généralités sur les courbes elliptiques

10
Definition 7 Un point P d’ une courbe C' du plan projectif Po(K) d’équation:
F(X,Y,Z)=0
est dit singulier si
oF oF OF
Z (P)= " (P)= 2 (P) =
sinon P est dit non singulier ou simple.
La courbe C' est appelée courbe non singuliére si tous ses points sont simples.
Exemple 8 La courbe
C:2Y?*=X3 K=R
est une courbe singuliére au point P = [0,0,1].
En effet
OF OF OF
F )=0, —— (X,V,Z2) = -3X? - (X,Y,2)=2YZ, — (X,Y,Z)=Y?
(0707) O) aX( y Ly ) 3 78Y( y Ly ) 78Z( s Ly )
done OF OF OF
_ — — 1 = — 1 = .

1.3 Courbes elliptiques

1.3.1 Forme de Weierstrass d’une courbe elliptique

Definition 9 Une courbe elliptique sur K est une paire (E,O) ou E désigne une
cubique (d = 3) irréductible, non-singuliére et O un point de E, appelé point de base

ou origine.

Definition 10 En pratique, une courbe elliptique sur K peut étre représentée dans le

plan projectif par une équation de Weierstrass :
E: Y Z4+aXYZ+a3YZ% =X+ aaX*Z+asXZ* +a6Z® ;a, € K (1.1)

Nous disons que la courbe E est définie sur le corps K si tous les coefficients a; sont
dans K.

Definition 11 Nous définissons l’ensemble E (K) des points K —rationnels sur K par
E(K)= {(:L‘,y) € K2/y2 + a1zy + asy = 25 + agx? + asx + a6} u{0}.

Le point O =[0,1,0] € E (K) est appelé "point a Uinfini".
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Definition 12 Le genre g (E) d’une courbe plane projective E de degré d est l’entier
positif défini par :

g(B) = (d-1)(d-2) 3 m(P)(m(P) - 1)

2 2
P

avec P désigne les points singuliers de la courbe E en comptant leurs multiplicités
m (P). Si E est une courbe elliptique, le genre g (E) est :

(d—1)(d—2)

=1.
2

g(E) =

Remarque 13 1. Pour alléger les notations, on écrit l’équation (1.1) en coordonnées

non-homogénes, nous effectuons la transformation projective suivante

nous obtenons
E y2+ala:y+a3y:x3+a2x2+a4x+a6

2. Une courbe donnée par une telle équation est dite lisse, si le systéme suivant
n’admet pas de solutions

y2 + a2y + aszy = a3 + aga:Q + aqx + ag
a1y = 322 4 2a9x + ay
2u+aix+a3=0

3. Le point O = [0,1,0] est le seul point a linfini et qu’il n’est pas singulier. En

effet
oF
a7 L0 =1

avec

F(X,Y,Z)= Y?’Z 4+ a1 XYZ+a3YZ? - X3 — apX*Z — ay X 7% — a6 Z>.

Exemple 14
Considérons sur R les deux courbes E1, Ey

B, - =2+,
By @ y*=2%42%

la courbe Fq est lisse. En effet

of of B 322 +1=0 :U:j:%[
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or les points (i%, O) ne sont pas sur la courbe Ej.

Pour la courbe Es, le point (0,0) est un point sur la courbe et on vérifie aisément
que
of of

7, (0:0) = 5, (0,0) =0.

Ainsi le point (0,0) est un point singulier.

La non-singularité d’une courbe elliptique donnée par une forme de Weierstrass est
détecté par la valeur non-nulle du discriminant A de E.
Nous définissons les quantités suivantes :

b2 = a% + 4CL2,

by = 2a4+ ajagz,

be = a3 + 4ag,

bs = a%aﬁ — ajazaq + 4dasag + agag — ai.

Definition 15 Discriminant et j-invariant
Le discriminant /A d’une courbe sur K donnée par une équation de Weierstrass
généralisée
y2 +a1xy + azy = 2+ a2m2 + a4z + ag

est la quantité

A = —b3bg — 8b3 — 27b2 + 9babybe.

Le j-invariant de la courbe elliptique E est la quantité

3
C
J(E) =3
avec
cq = b3 — 24by.

Corollaire 16 Soit E une courbe elliptique sur K donnée par une équation de Weiers-
trass .
1. Si Car (K) # 2, la courbe E prend une forme simplifiée

E y2 = 4$3 + b2x2 + 2bsx + bg.
2. Si Car (K) # 2,3, la courbe E prend une forme simplifiée
E: =23+ Ar+B

et dans ce cas
{ A = —16 (443 + 27B?)

. 44)3
j(E) = —1728 44"
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Preuve. 1. Supposons Car (K) # 2 et que la courbe E est donnée par l’équation
de Weierstrass (1)

y2 +a1zxy + azy = 3+ a2x2 + a4 + ag

complétons le carré, nous obtenons
1 ? 3 2 1 2
y+§(a1:n+a3) = 2° + aosx —|—a4m+a6+1(a1m—l—a3)

1 1 1
= B+ = (a% + 4a2) 2+ 3 (aras + 2a4) z + 1 (ag + 4a6)

4

b b b
3 22 4 6
9E+4 + +4

d’ot
y? = 423 + boa® + 2bsx + b

avec y remplacé par

1
9 (y — a1z — a3)
2. Supposons Car (K) # 2, 3, complétant le cube dans
ba by be
2 _ .3, 9% 04 Y6
Y=z + 17 + T+ 1

nous obtenons
b2 5 b2 b% by be

2 _* 9
yvo= (@ +12) 48x 1728 2"’”r 1
b2 2 3
_ 02y _ (BB — 432
(= + 12) 48(b 24by)2 1728<b 32bs)
b
_ .3 2 02 3
- 48(b — 24by)(a 1 =)~ 175 8(b — 4320b)
1 1 1 432
3 2 3 3
— 2P (b2 — 24b L by — —— b3 4 %
. 48( 17+ 576 24 24 1728 2+ T7%0)
= 3 - —(bQ 24by)x + @b:” ﬂbm + b6-
= g3 i(b2 24by)x — ! ——(—b3 + 36byby — 216bg)
T T g6 2 204 6

donc, la forme simplifiée de Weierstrass est

v =123+ Az + B

avec y remplacé par y — % (a1 + a3) et x remplacé par x — % De plus
Cq4 Ce 3
A=—-—— B=——+ = —b5 + 36b2by — 216bg.
487 8647 Ce 2 + 204 6

Ainsi ; 5
44
A= —16(4A% 4+ 27B?), j(F) = CZ4 — _1728! A) .
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Lemme 17 Soit E une courbe sur K donnée par l’équation de Weierstrass
E :y® 4+ a1zy + agy = x° + asx® + asx + ag.
Soient A\ son discriminant et j (E) son j-invariant. Le changement de variables
(z,y) « (vPz +71 v’y + u’sz + )

avecr, s, t,u (# 0) € K (K) transforme [’équation de Weierstrass précédente en l’équa-

tion
E':y? + ajry + a;y =23+ a’2x2 + ayx + ag, a; € K (K)
avec
uay = ay+2s,

u’dy = as—sa;+3r— s

uday = az+rap+2t,

u'd) = as—sas+2ray — (t+7rs)a; +3r* — 2st

U6a’6 = agt+rag+ r?ag — tas — rta; + r3 — 2.
De plus

Ule/ — A,

J(E) = j(E)

avec A’ et j(E') le discriminant et le j-invariant de E'.
Preuve. 1l suffit de remplacer x et y par leurs nouvelles expressions pour obtenir
les relations désirées. m

Definition 18 Un changement de coordonnées de la forme

& =ulr 47
g =udy+ulsz+t;

est dit admissible.

Théoréme 19 Soit E une courbe sur K donnée par une équation de Weiestrass. Alors
E  est non-singuliere < A # 0.

Preuve. 1. Supposons que A # 0, et montrons que E est lisse,
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Soit I’équation générale de Weierstrass

E: f(z,y) =9+ a1zy + azy — 2° — agx® — ayx — ag = 0
regardons E comme une courbe de Pq (K) :
F(X,Y,2)=Y?Z + a1 XYZ 4 a3YZ* - X3 — 4o X?Z — ay X Z? — a6 Z> = 0.

Le point a Uinfini O = [0,1,0] n’est pas un point singulier de E , car

OF
57 (0)=1#0.

Supposons que E admet un point singulier Py = (o, Yo) ,
Par le changement de variable
(2,y) < (¥ — 20,y — y0)

nous ramenons le point Py en le point (0,0), ce changement de varibles est admissible
car
u=1, r=—x9, s=0, t = —yp.

Cette transformation ne modifie pas le discriminant, donc
A=A
avec A le discriminant de la courbe E' d’équation

E': f (z,y) =y + 41 vy + dgy — 3% — dox® — dux — e

et isomorphe & E. On a

. . of . of
ang(0,0):O ,agzég(o,o):o,m:ai(o,()):o

done, E' s’écrit
E': f(z,y) =y?+ a1 zy — 2° — dpa®.

Le disctiminant de cette équation est nul, ce qui contredit I’hypothése ; c’est-a-dire
E n’admet pas des points singuliers.

2. Supposons que E est lisse, et montrons que A # 0;

Pour simplifier les calculs, nous allons supposer que Car (K) # 2,3

a)Si Car (K) # 2, alors E s’écrit

y? = 423 + boa® + 2b4x + b



1. Généralités sur les courbes elliptiques
16

Py = (zo,y0) € E est un point singulier < 2yo = 12m%+2b21‘0—|—2b4 = 0.En d’autre
terme, les points singuliers sont éxactement les points de la forme (xg,0), avec xy est
une racine double de [’équation

4a° + b2x2 + 2byz +bg =0

or cette équation admet une racine double si et seulement si son discriminant qui
égale 16\ est nul.

b)Si car (E) # 3, donc la courbe E prend la forme simplifiée suivante :
E:y? =24+ Az + B.

Si la coubre est singuliére en un point Py = (x0,y0), alors

2yo=0 Yo =10
{3xg+A=o = { 2= -4

par conséquent

2
y%zOzx%+Aw0+B:§Aajo+B

d
onc 3B
To=——
Y]
il s’ensuit que
9B? A
2 _ _ 3 2y _n—
xo—m——§@—16(4A +27B%) =0=A.

On a vu qu’avec des changements de variables admissibles, on peut passer d’une
forme de Weierstrass a une autre. Ici on donne un résultat qui permet de raméner une
quartique a la forme de Weierstrass (voir [2]). Considérons la courbe d’équation

v’ = fo+ fiz + for? + fza® + fuat (1.2)

deéfinie sur K. Supposons que car (K) # 2 et que fy est un carré dans K.

Proposition 20 La courbe affine d’équation (1.2) se raméne a l'équation de Weiers-
trass

Y2 4201 XY 4 2hY = X3 — 499 X? — 4hoX

avec gi, g, h1, et ho vérifiant

fo+ fiz + fox® + faa® + faat = (x2 + g1z + 90)2 + hiz + hg.
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Preuve. Supposons que f4 = 1, si non on divise par f;. Posons
y* = G(x)* + H(x)
avec
G)=a2>+gqz+g, et H(z)=haz+ho
alnsi
(y — G(x)(y +G(z)) = H(=)
posons
T=y+G(x)
on obtient H(z)
x
y=Glz)=—5
H
2G(z) =T — f). (1.3)

En multipliant I’équation (1.3) par T2 et en posant S = Tz, on obtient
282 + 291 TS + h1S = T3 + 29, 7% — hoT

multiplions par 23 et posons
X=2T,Y =45

nous obtenons la forme de Weierstrass
Y242 XY 420 Y = X? — 490 X? — 4hp X.
Les changements de variables sont

X =2(y+22+gz+g9)
Y =da(y+ 2%+ g1z + go)-

Exemple 21 Trouvons la forme de Weierstrass par la méthode de Cassels pour la

famille des courbes
v+ (2 +kr+ 1)y +(z+1)°%=0, keQ.

En multipliant par 4 et en complétant le carré de y, on trouve

W2 =2t 4+ 2(k—2)a3 + (k2 —10)22 +2(k—6)x — 3,W = 2y+2® + kx+1... (1)

posons
W? = G*(z) + H(z),
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avec
G(x) = x? +g1x + gy, H(z) = hiz + ho

on obtient
W2 =zt 4 2912% + (290 + 91)2° + (29190 + h1) = + g8 + ho

par identification avec (1), on trouve

g =k-2,

go =2k-71,

h1 = —4k? + 24k — 40,

ho = —4k? + 28k — 52,
par suite

ay = 2(]{1 - 2),

ay = —4(2k—17),

az = —8(k? — 6k + 10),

as = 4k* — 28k + 52,

ag = 0.

Ainsi la forme de Weierstrass est donnéé par

Y242k —2)XY — 8(k% — 6k +10)Y = X° — 4(2k — 7) X2 4 4k% — 28k + 52.
Les changement de variables sont donnés par

X = 2y+2*+(k—2az+(2k—T)),
Y = da(y+ai4 (k—2)z+ (2k —17)).

1.3.2 Nature des points singuliers

Soit F une courbe définie sur K par la forme de Weierstrass

f(zy) = y2+a11‘y+a3y—w3 — agx? —a4x —ag =0
Supposons que la courbe E a un point singulier P = (z0, ), i.e.,

o py_9f
oz Oy

Faisons le devellopement de Taylor de f au voisinage de P = (xg,yo), on obtient

(P) (P) = 0.

£ (@) = f(@o,50) = [(y — o) — a(z — 20)] [(y — yo) — B (z — z0)] — (z — @0)°

avec

a,BeK.
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Definition 22 Le point singulier P est dit :
1. Un neeud si o # B. Dans ce cas, la courbe E admet deur tangentes distinctes
au point P

y—yo=oa(r—x0) et y—yo=p(x—x0) .

2. Un point de rebroussement si o = 3. Dans ce cas, la courbe E admet deux tangentes
confondues au point P

Yy —yo=a(r—x).
Aussi, la nature du point singulier P peut étre déterminée par I'invariant
_ 12
Cqy = b2 — 24b4.
Proposition 23 Soit une cubique E définie sur K par.
2 _ .3 2
Y t+ar1xy + a3y =7 + ax” + a4 + ag.

Alors

1. La cubique E admet un neud si et seulement si N =0 et cqg # 0.

2. La cubique E admet un point de rebroussement si et seulement si N = 0 et
cqg = 0.

Preuve. Voir [18§] m

Exemple 24 1. Soit E la courbe définie sur R par
E:y’= (2" +2+14) (x+1)=2°+22° 4+ 152 + 14

on a

A (E) = —172480 # 0.

Ainsi E est une courbe elliptique.
2. Soit EE une courbe elliptique définie sur R par

E:y’=(z+1)°(x+5),

on a
A(E)=0 et ¢4 =256

donc E est singuliére et admet un noeud.
8. Soit & une courbe elliptique définie sur R par

E:y? =2’ +622+ 120 +8 = (. +2)

et
A(E)=0 et c4=0

donc E est singuliére et admet un point de rebroussement.
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1.3.3 Loi de groupe

Soit E une courbe elliptique definie sur K, on montre ici qu’on peut munir F,
(en particulier E(K)) de la structure d’un groupe abélien. Avant de définir la loi
d’addition, rappellons deux résultats trés utiles.

Théoréme 25 (Théoréme de Bezout) Soient C et D deux courbes planes projectives,
sans composante commune, définies respectivement par deux polyndmes homogénes F
et G de K [X,Y,Z], de degrés respectifs m et n. Alors le nombres de points d’inter-
section, comptés avec multiplicité, de ces deux courbes est égale o mn.

En réalité, le résultat qui va vraiment nous intéresser est le cas ou’ 'une des deux
cubiques est la réunions de trois droites. Si une droite coupe une cubique en deux
points, elle la coupera en un troisiéme point.

Lemme 26 (Théoréme des neuf points) Soient Pi, ..., Py les neuf points communs a
deuz cubiques C' et D, dont l'une au moins est irréductible. Si les huit premiers points
sont distincts, et qu’une cubique E passe par ces huit points, alors elle passe par le
neuvieme.

Loi d’addition

L’addition de deux points sur une courbe elliptique E est rendu possible par la
propriété suivante, qui est un cas particulier du théoréme de Bézout sur I'intersection
de courbes algériques, une droite sécante passant par deux points de la courbe recoupe
la courbe en un troisiéme point. Pour définir I’addition de deux points distincts P, Q)
sur la courbe elliptique E, on remarque d’abord que par ces deux points passe une
droite bien définie. A cause de la propriété indiquée, cette droite recoupe donc la courbe
FE en un troisiéme point R. Intuitivement, ce point R de la courbe, est bien défini a
partir des deux points P et . Donc, si I’on veut donner un sens & 'addition de deux
points P et () sur une cubique, il semble assez naturel de décider que leur somme est
le troisieme point R (issu de l'intersection entre la cubique et la droite formée par les
deux points qu’on veut additionner), en d’autre terme ce point R de la courbe serait
un bon candidat pour étre leur somme. Notons R := P & Q.

Le probléme de cette définition est que, la loi @ n’admet aucun élément neutre, et
donc a fortiori, ce ne peut pas étre une loi de groupe. Pour réctifier cela, nons pouvons
modifier la construction précédente comme nous allons le voir dans cette section .

On choisit arbitrairement un point O sur la cubique (le point a Uinfini). Soient P
et @ les deux points qu’on veut sommer. Définissons sur la cubique la loi + par

P+Q=0&(PaQ).

Nous pouvons alors énoncer le théoréme fondamental suivant.
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Théoréme 27 La loi + confére a
E={(z,y) €K : v+ arxy + asy = 25 + aga® + asz + ag} U {0}
la structure de groupe abélien.

Pour prouver ce théoréme il suffit de démontrer les axiomes qui définissent une
loi de groupe abélien : caractére interne, associativité, existence d’un élément neutre,
élément opposé et commutativité.

1. caractére interne de la loi : immédiat par construction.

2. Existence d’un élément neutre : c’est le point O qui joue le role de neutre :

P+0=0&(P&0)=P.

3. Commutativité :
La sécante (PQ) coincide avec la sécante (QP) ainsi

P+RQ=08PaQ) =04 (QeP)=Q+P.

4. Construction de —P : Constriusons la tangente & E en O et notons R le
deuxiéme point d’intersection entre cette cubique et la tangente. Alors

—-P=P®R.

En effet
P+(PpR)=0@[P+(P®R)])=0®R=0

5. ’associativité : Soient P, ) et R trois points distincts de la cubique F. Nous
souhaitons montrer que

(P+Q)+R=P+(Q+R).

Remarquons qui’il suffit de montrer que

(P+QoR=Pa(Q+R),

puisqu’alors

(P+Q)+R = Oa[(P+Q)®R]
O [0® (PoQ)DR)
Oa0ePa(Q+R)
= 0®[P3(Q+R)
= P+(Q+R).

Considérons les points O, P, Q, R, P® Q, P+ Q,Q ® R et @ + R et soient
L1 : la droite passant par P et ()
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Lo : la droite passant par ) et R
L3 : la droite passant par Oet (P & Q)
Ly : la droite passant par O et (Q & R)
L : la droite passant par (P + Q) et R
Lg : la droite passant par (Q + R) et P.
Soit C' la cubique formée de la réunion des droites Li, Ly, L5, et C’ celle définie
de la méme, mais avec les droites Lo, Lg et Lg. Alors

ENC {O,P,Q,RRP®Q,Q®RP+Q,Q+R,(P+Q)® R}
EnC' = {O,P,QRRP®Q,Q®R,P+Q,Q+RPd(Q+R)}.

Le théoréme des neuf points assure alors, comme FE est irréductible, que
(P+Q)®R=P®(Q+R)

et
(P+Q) +R=P+(Q+R)

et donc la courbe E passe par le neuviéme point.
Nous donnons maintenant le principe des calculs explicites de coordonnées :

Calculs analytique

Cette construction géométrique se traduit aussi par des équations, on peut calculer
les coordonnées (zp4q,ypr+qg) du point P+ @ en fonction de celles de P = (zp,yp)

et Q = (zQ,vq) -
Soit F une courbe elliptique sur K donnée par sa forme de Weierstrass

F(z,y) =9* + a1zy + azy — 2° — agx® — agxr — ag = 0;

Coordonnées de —P. Soit P = (zp,yp) un point de la courbe E.
Soit (L) la droite passant par P et O, alors

L:aX+bY +cZ =0,

tel que
(a,b,c) # Ogs.
La droite (L) passe par O, donc
b=0.
De méme P € L, alors
arp+c=0

donc

c= —axp.
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On trouve par suite la droite (L) comme suit

L:x—zp=0

donc
T =zp.

Par substitution dans I’équation de la courbe F, on trouve
F(zp,y) =y*+ (a1zp +ag)y — (93?1’3 + asxh + asxp + aﬁ) =0.

Cette équation admet deux racines yp et y_p , avec

—P = (zp,y-pr),
donc
F(zp,y)=aly—yp)(y—y-pr)
avec
a=1, yp+y_p=—a1xp—as
i.e.
Y-p = —Yyp —a1rp —as

donc les coordonnées de —P l'opposé de P sont

—P = (zp,—yp — a17p — a3)
Coordonnées de P+(@Q pour P # Q. Soient (xp,yp) et (zg, yq) les coordonnées
de P et @, avec P et ) deux points de la courbe F.
1. Si
Tp=1xqQ, yp +yo +a1rp +az =0
alors on a

P+Q=0
2. Si xp # zg la droite (PQ) a pour équation y = ax + [3, avec

o = Yo—ur
rTQ —Tp
B = yp—oaxp oubien =yg—axg.

Par substitution dans I’équation de la courbe F, on trouve

F(z,ax+ () = —x3+(a2 + aay — az) 22206 + Bay + aaz — ayg) z+ %+ Baz—ag = 0.

Cette équation a comme racines zp, g et g avec R = (xp,yr) est le troisiéme point
d’intersection entre la droite (PQ) et la courbe E. Donc

F(z,ar+ ) =v(x —zp)(x —29) (r — 2R) .
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On trouve
v=-1
et on déduit d’apres les relations racines/coefficients chez les polynomes que
xp+xQ+xR:a2+aa1—a2
donc
TR = :vp+Q:a2+aa1—a2— Tp —xQ
Yr = Yr+Q =0xRp+p
c’est-a-dire, les coordonnées de R sont alors
R:(aQ—i—ozal—ag—:L'p—xQ,amR—i—ﬁ) = (TR, YR) (1.4)

et donc

P+Q = —R=(zr,~Yr— a1ZR — a3)
= (:L‘R,—(Oé—i-al){l?R—(ag—i-ﬁ)).

Coordonnéés de 2P. Le point P + P se note naturellement 2P. Dans ce cas, on
consideére la droite tangente en P a la courbe E d’équation

y=azr+ [

posons
f(z,y) =y* + a1y + azy — 2° — azx® — asw — ag

on a

of of
df = =—d —dz =0
F= 2y T 5z %
ce qui donne
dy  3a® + 209z + a4 — ary

de 2y 4+ a1x + ag

Ainsi )
_ 3rp + 2a2xp + ag — a1yp

2yp +a1xp + a3

en substituant « par cette valeur dans la formule trouvée (1.4), on obtient les coordo-
nées du troisiéme point d’intersection

R = (ZTap,Uop)-

Ainsi
2P = —R = (Tap, — Yap — A1T2p — a3) .
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Exemple 28 1. Soit E une courbe elliptique définie sur Q par
E:y? =23 — 25z

Soient P = (5,0) et Q = (—4,6) deuz points de la courbe E. On veut déterminer
P + Q. La droite sécante (L) passant par P et Q a pour équation

-2
L:y=—(x—-5).
y=-—5(z-9)
Pour trouver le troisiéme point R d’intersection de la courbe E avec la droite L, il

suffit de résoudre le systéme

{y—?w—f)) (1)
2= 23— 252 (2)

par substitution de ’équation (1) dans ’équation (2), on trouve
(x=5)(x+4) 9z +5)=0.

Ainsi
100

5 100

donc

1.3.4 Courbes birationnellement équivalentes et courbes isomorphes

Definition 29 Soient E et E deuz courbes planes projectives définissant des courbes
elliptiques définies sur K, et soient P, Q, R trois polynomes homogénes de K [X,Y, Z|
de méme degré d. Les trois polynomes définissent une application rationnelle (mor-
phisme) ¢ de E dans E si pour tout point (X,Y,Z) de E (F) , sauf peut-étre un
nombre fini,

»(X,Y,Z2)=(P(X,Y,Z2), Q(X,Y,Z), R(X,Y,Z))
est définie et appartient o E (F) . En coordonnées affines, Uapplication ¢ sera :

P(z,y,1) Q(fc,y,l)>
R(z,y,1)" R(z,y,1) /)

¢(x,y)—><

Definition 30 Soient E et E deux courbes elliptiques du plan projectif Py (K) . Soit ¢
une application rationnelle de E dans E', on dira que ¢ est birationnelle s’il existe une
application rationnelle i telle qu’en tout point , sauf en un nombre fini, les applications
po et o sont égales a l'identité. Dans ce cas on dit que les deux courbes E et E
sont birationnellement équivalentes.
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Definition 31 (Isogénie). Soit (E,O) et <E,O’> deuzx courbes elliptiques définies

sur K. Une isogénie sur K (K) (un homomorphisme de courbes elliptiques) de E dans
E est une application rationnelle ¢ non identiquement nulle et telle que ¢ (O) = O'.

Théoréme 32 Tout isomorphisme (isogénie bijective) sur K (K) entre courbes ellip-
tiques données par leurs modéles de Weierstrass est de la forme :

(z,y) « (u293 +r o, udy +u’sz + t) avec u(# 0),7,s,t € K(K).
Remarque 33 En coordonnées projectives (u2x +r,udy + usx + t) devient

(WX +7Z WY +usX +t2,2)

Théoréme 34 Soit K un coprs de caractéristique Car (K) # 2, 3. Deux courbes
données par leurs équations de Weierstrass dont le discriminant est non nul sont iso-
morphes sur K si et seulement si elles ont le méme j—invariant.

Preuve. Soient E1 et FEo deux courbes;

1. Supposons que Eq est isomorphe a Eo, donc il éxiste un changement de coor-
données admissible ( sur K ), Par le lemme (17chapitre 1) on déduit que

j(E1) = j (E2)

2. Supposons que j(E1) = j(FE2), montrons que Ey et Ey sont isomorphes (sur
K). Supposons que les équations de Weierstrass des deux courbes Ey et Ey sont

4A)3

Ey :+ y*=2"+ Az + B; j(El):—17287( A),
. . 4473

By : y*=1"+ Az + B; j(Eg):—1728(A,).

Comme j(E1) et j(E2) sont égaux, cela implique que
AR = B4
Cherchons un changement de variables admissible de la forme
(2.y) — (w2, u’y)
1. §5i A=0, alors B#0 car A # 0, donc

A=0, B+£0.
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Nous obtenons un isomorphisme, en prenant
B\ &
6 R
U = <,> e K
B
2.8t B=0, alors A# 0 car A # 0, donc

B=0, A+o.

Nous obtenons un isomorphisme, en prenant

1
A\ 4 _
A

A B #£0.

3. 51 A, B#0, alors

Nous obtenons un isomorphisme, en prenant
A\% [/B\&
6 _
()
A J2)

1.3.5 Théoréme de Mordell-Weil

Definition 35 Soit E une courbe elliptique sur K definie par
E y2+a1$y+a3y:m3+a2m2+a4m+a6, a; € K.
L’ensemble des points K-rationnels de E, noté E (K) est l’ensemble
E(K)={(z,y) € K*/y* + a1zy + azy = 2° + az2® + asx + ag } U {O}
avec O est le point o linfini.

Remarque 36 L’ensemble E (K) muni de la loi définie sur E, est un groupe abélien
(sous groupe de E).

Definition 37 Un point P est dit d’ordre fini m € N*si

mP=P+P+..+P=0 et nP# O désque n < m.
—_—

m fois

Si un tel m n’existe pas, le point P est dit point d’order infini.

Remarque 38 Pour tout entier m fini, les points d’ordre m forme un sous-groupe de
E (K) noté E(K)[m].
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Le résultat le plus important est que tous les points & coordonnées rationnelles
peuvent étre construits par la méthode de la tangente et de la sécante a partir d’un
nombre fini d’entre eux. plus précisement :

Théoréme 39 (Mordell-Weil) Le groupe des points E(K), K corps des nombres est
de type fini, en d’autre terme

3P,..P,e E(K):VQeE(K):Q=mPi+..+m,P,, mi€Z,i=1n

de plus

E(K)~E(K),, ®7Z"

tors

avec

E(K),,,={P€E(K) /3meN:mP=0}

tors

et r entier positif, appelé le rang de la courbe E, i.e. le nombre de copies de Z, c’est
donc le nombre de points d ordre infini indépendant.

Le groupe E (K) prend le nom du groupe de Mordell-Weil de FE, comme
honneur pour les deux mathématiciens Mordell (1922, Q) et André Weil (1928,
corps des nombres quelconque).

Bien que le théoréme de Mordell-Weil soit intéréssant telquel, il est en effet naturel
de se demander, si on sait explicitement trouver le rang de la courbe elliptique, ainsi
que les générateurs d’ordre fini ou non. Le cas des éléments d’ordre fini (qui forme le
sous-groupe de torsion) est plus simple a résoudre & la main, et est méme complétement
résolu pour plusieurs cas de courbes elliptiques.

Maintenant, on donne quelques résultats sur le sous-groupe de torsion d’une courbe
elliptique. Si la courbe E est définie sur Q, le théoreme de Mazur (conjecture d’ogg)

décrit la structure possible du sous-groupe de torsion E (K),,,. -

Théoréme 40 (Mazur) Soit E une courbe elliptique sur Q. Alors E (Q) est

isomorphe a l'un des groupes suivants

tors
Z/nZ, 1<n<10,n=12
7.)27. & 7./]2mZ, 1<m<4

Remarque 41 Nous savons que tous ces 15 cas peuvent se produisent. Voir le tableau
sutvant
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La courbe F Le sous-groupe de torsion Générateurs
y? =23 -2 triviale o0
y? =23 +8 7]27 (—2,0)
y? =23+ 4 7./37 (0,2)
y? = 2% + 4z ALY/ (2,4)
Yy —y=2a%—2? Z]5Z (0,1)
yP=2%+1 Z]6Z (2,3)
y? = 23 — 43z + 166 Z)TZ (3,8)
y? + Tey = 2% + 162 787 (—2,10)
v+ ay+y=a— 2% — 14z + 29 7./97. (3,1)
v+ xy = 23 — 452 + 81 7.J10Z (0,9)
y? + 43zy — 210y = 2> — 21022 7127 (0,210)
y? =23 — 4z YARYAYAPY/ [(2,0),(0,0)]
y? =23 + 222 — 3z L)27 & Z/AZ [(3,6),(0,0)]
y? + 5ry — 6y = 2% — 322 7)27 & 7./67Z [(—3,18), (2, —2)]
y? + 17zy — 120y = 23 — 6022 7.)27 & 7./87 [(—40,400) , (30, —90)]

L’utilité et I’avantage du théoréme de Mazur est que si un point P d’une courbe
elliptique & un d’ordre > 13, alors P est forcément un point d’ordre infini. Le théoréme
de Mazur ne permet pas de calculer le sous-groupe de torsion d’une courbe elliptique,
par contre le résultat suivant prouvé dit théoréeme de Nagell-Lutz donne un algo-

rithme simple permettant de déterminer E (Q), . . Le théoréme de Nagell-Lutz est un

tors
critére nécessaire pour qu'un point d’une courbe elliptique sur Q soit de torsion.

Théoréme 42 (Nagell-Lutz) Soient E une courbe elliptique définie sur Q donnée
par une équation de Weierstrass

v’ =23+ Az +B, A, BEZ
et supposons que P = (x (P),y (P)) un point de torsion non nul , P # O. Alors

(i) z (P) et y (P) € Z.
(ii) Si P est d’ordre 2, alors

(iii) Si P est d’ordre > 3, alors :
y(P)? divise (4A% 4 27B?).
Exemple 43 1. Considérons la courbe elliptique sur Q d’équation

E1:y2:x3—2
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le polynome x> —2 n’admet pas de racines rationnelles, donc E1 (Q) ne contient aucun
point d’ordre 2.

Si (z (P),y(P)) sont les coordonnées d’un point de torsion P d’ordre > 3, alors
y (P) est un entier et y(P)? divise

4A3 +27TB? =4 x 27
ainsit
y(P)==+1, £2, £3 ou +6

par suite T (P)3 =3, 6, 11 ou 38, respectivement. Mais, x (P) est un entier. On déduit
que le sous-groupe de torsion Ei (Q) est trivial, i.e. contient seulement le point a

linfini

tors
Ey (Q)tors = {O} .

2. Considérons la courbe elliptique sur Q d’équation

FEy:y? =23 — 432 4 166

le polynéme x®—43x+166 n’admet pas de racines rationnelles, donc Eo (Q) ne contient
aucun point d’ordre 2. On a

4A% +27B% = 21513,
Alors, si P = (x (P),y(P)) est un point de torsion d’ordre > 3, on a
y(P)e {1, +2, +4, £8, +16, +32, +£64, +128}.

En résolvant I’équation
y? = 2% — 432 + 166

pour ces valeurs de y, on trouve que

{(3,48),(=5,£16), (11, £32)} .

(3,8) = 0, 2(3,8) =(-5,-16), 3(3,8) = (11,-32),
4(3,8) = (11,32), 5(3,8) =(—5,16), 6(3,8) = (3,-8).
Ainsi
FEs (Q)tom = {O, (3, :|:8) , (—5, :|:16) , (117 :|:32)} = <(3, 8)) ~ Z/?Z.

On a vu d’apres le théoreme de Mordell-Weil que le groupe E (K) est isomorphe &
tique). Malheuresement on ne sait pas encore un algorithme pour déterminer exacte-

tors ®Z". On essaye ici de déterminer la valeur de r (le rang de la courbe ellip-

ment le rang r d’une courbe elliptique. Le théoréme suivant nous donne une estimation
du rang d’une courbe elliptique définie sur Q :
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Théoréme 44 Soit E une courbe elliptique sur Q donnée par la forme de Weierstrass
y* =23+ Az? + Bz, A,B € Z.

Alors,
r<uv(A>-4B)+v(B) -1

avec v (N) est le nombre des nombres premiers positifs qui divise l’entier N.
Exemple 45 Soit E une courbe elliptique sur Q donnée par
y? = 23 4 327 4 2z
d’aprés le théoréme ci-dessus, le rang r de cette courbe satisfait
r<v(3®-42)+v(2)-1=v(1)+v(2)—-1=0

ainsi v = 0. Dans ce cas

E (Q) =F (Q)tors '



Chapitre 2

Sur certaines courbes de genre 1
de bidegré (2,2)

Dans ce chapitre, on s’intéresse a la recherche d’une forme de Weierstrass de cer-
taines courbes de bidegré de genre 1. On présente ’algoritme de Harrache et Touafek
qui permet & ramener une courbe de degré deux en x et y a la forme de Weierstrass. On
souligne sur des exemples I'intérét de la méthode pour mettre en évidence les points de
torsion ou les points d’ordre infini, et pour obtenir des formes de Weierstrass tempé-
rées, ainsi que la classification des fibres singuliers, pour plus de détailles, de résultats
et le choix des exemples voir [9], [12-13], [16], [19-20].

2.1 Algorithme de Harrache et Touafek

La transformation classique exposée dans cassels faisant passer de I’équation d’une
courbe de bidegré (2,2) a une équation de Weierstrass utilisent un point rationnel sur
un corps K. Lorsque la courbe a plusieurs points définies dans un corps, il est parfois
souhaitable d’obtenir une équation de Weierstrass ot les autres points apparaissent de
facon évidente.

Rappelons que si

Y24+ a1 XY + a3y = X3+ s X? 4+ as X + ag

est un modele de Weierstrass pour une courbe elliptique E sur un corps K, la fonction
X sur E posséde (dans K ) deux zéros et un pole double au point & I'infini (0o, 00) =
[0,1,0], tandis que la fonction Y posséde (dans K ) trois zéros et un pole triple en ce
méme point & l'infini.
1) Pour X = 0, on obtient
Y? +a3Y = ap

32
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Cette équation admet deux racines Y7, Ys. Donc, la fonction X sur E posséde deux
zéros (0,Y1),(0,Y3). Posons X = 1, on trouve

7
3 2 Y 2
(Y 4+ a1— +a3Y) =1+ ax + agz” + asz.

x

Pour x = 0, on obtient 1 = 0, impossible. Posons & nouveau Y = % pour obtenir
z° (1 + al% + agy) = y2 (1 + asx + a4m2 + agm?’) .

Maintenant « = 0, implique que y? = 0, i.e.,

y=0,0&Y =00, 00.

En résumé, la fonction X sur F possede deux poles (00, 00), (00, 00).
2) Posons Y = 0, nous obtenons

X3 +a2X2 + a4 X + ag = 0.
Cette équation admet trois racines X7, Xo, X3, i.e., on a trois zéros de la fonction Y
(X1,0), (X2,0), (X3,0).
En mettant Y = %, on obtient :
1+aXy+agy =y? (X3 + asX? + as X + CLG)

pour y = 0, on trouve 1 = 0, impossible. Fnaisons le changement de variable suivant

X = %, pour obtenir

x° + a1m2y + a3:n3y = y2 (1 + a2 + a4x2 + a6x3)
pour y = 0, on trouve : 23 = 0, i.e.,
z=0,0, 0= X =00, 00, 0
et la fonction Y posséde trois poles
(00, 0), (00, 00) , (00, 00) .

Donc, lorsque la courbe de genre 1 (sur K) est donnée par un polynéme F (z,y) du
second degré en chaque variable, chercher une forme de Weierstrass revient a trouver
deux fonctions X et Y sur la courbe E avec X (resp.Y) possédant un poéle double
(resp.triple) a 'infini.
La méthode
Soit F' (z,y) un polynome (sur K) de degré 2 en chacune de variables qui est
une équation pour une courbe de genre 1 (i.e., le discriminant par rapport a 'une des
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variables est de degré 3 ou 4). Considérons la courbe F'(x,y) = 0. En ordonnant le
polyndéme F' par rapport a y puis par rapport a x, on obtient :

F(z,y) = (ax2+bx+c)y2+(de—i—l;ac—i—c')y—i—<a”x2+b”az+cw>

= (ay2 +dy+a”) z? + (by2 —{—By—{—b”) T+ <cy2 —|—c’y+c”) .

Notons :
M(z) = aq:z—l—ba:—i—c, N (z) :dazQ—i—éx—i—c', R(x) :a”wZ—l-b”:z:—l—c”,
Mi(y) = af+dy+a, Ni(y)=by’>+by+b, Ri(y) =cy’ +éy+c.
Posons

M(z) = o2M <i> | N(z)=22N (;)  B(z)=22R <1) ,

My (y) = y*M, (;) N (y) =y’ Ny (;) Ry (y) =y2RT (;)

Nous distinguons trois cas
I) : Un des huit polynéomes M, R, M;, Ry, M, R, M;, R a un degré nul.

A 1 1 . . DAerit -
En changeant au besoin x en y, = en zouyen o, on peut supposer que F' s’écrit :

F(z,y) = o 2%+ (by2 + by + b”) x+ <cy2 + ¢y + c”> (1)

= (br+c)y*+ (633 + c') y+ (a”x2 +bz+ c”) .
Comme la courbe est de genre 1, on a b # 0. En considérons la forme (2), on voit que
y posséde deux poles simples, 'un pour

—C
r = —

b

et Pautre noté A qui est un poéle de x. En considérant la forme (1) de F', on voit que
2 a un poOle double en A. En effet

F(z,y)=a z*+ (by2 + by + b”) z+ (ch +éy+ c”) :

Posons X = %, on obtient
1 ” 1 / ” 1 ”
( ,y) a —5+(by"+by+b ,’+ cy+ ¢y +c

i.e.,

a + (by2 —i—l;y—l—b”) X + (cy2 +c’y+cﬁ) X2=0

(2)
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pour X = 0, on trouve

on obient

aY?+ (b+ by + b”Y2> X+ (c+ &+ c”Y2) X2 =0,
pour X = 0, on trouve
Y2 =0,

ie.,
Y =0,0&y =00, 0.

Alors, x a un pole double en

A = (00,00).
Considérons maintenant le changement de variable
1
Ty

on obtient :

1 7 ” ” ”
F(ﬂcY) :(bx+c)+<b:c+c’)Y+<a 22 +b 3:—|—c>Y2:0.

Pour Y =0, on trouve

_ —c
=y
alors y a un pole
—c
()
On met ,
TSy
on trouve

1 1 ” ” ” s
F(X,Y> = (a b X+cX2>Y2—|—(bX+c’X2)Y+(bX-|-CX2):0_

Pour Y =0 (i.e., y = 00), on trouve
X =0&zx=o00.
Donc, y a un pole simple qui est

A = (00, 00).
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Par suite, la fonction
u=1y(bx +c)

posséde un pole triple en A. Donc, en multipliant (2) par
(bx + c)
on trouve

u? + (bx +c)u = —a ba® — (bb" + a"c) — <bc” + cb”) z—cc

" 2
multiplions cette équation par (ba ) et on met & nouveau
X

" 1"
=—ba z, Y =ba u

on trouve

” ”

Y2 - bXY + (éba )Y = X3 — (ca’ 4+ b ) X2 +ba (cb +bc )X — (ba )?ce
qui est une forme de Weierstrass.

IT) : Aucun des huit polynéomes n’est constant mais ’'un d’eux est de
degré 1

On peut alors écrire

Flay) = Grto)y’+ (2’ +he+é)y+ (' +0'2 ) (1)
= (dy_‘_a/”)xQ_'_ (by2—|—6y+b”>$+ (Cy2+éy—|—c”) (2)

avec ba # 0. Dans ce cas, x et y ont chacun deux poles distincts, de plus z et y ont un
pole simple commun A.
La fonction
X = (bx +¢) (c’zy + a”)

aura donc un pole double en A, qui est un pole simple de y. Alors le changement de
variable
X = (bx + ¢) (dy + a”>

raméne ’équation

F(z,y)=0

a ’équation
G(X,y)=0

avec
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Q
=
S

I

(b2X + 24 — chab + b%é) y?

+ ((bb — 20&) X +2c%Gd” — beba” — beab” + bPea’ + bzdc”> Y

+ (X2 + (bb” - 20a”) X +c2a" 2 —bea b + b%a c”)

- X”+@%2+(w—2m)y+<%”—mﬁj)x
-+@%é+8ﬁ—mm@y?+@8mf—mﬂf—mmf+ﬁm”+§mjy
+ <C2a”2 — bca” b” + an” C”> .

C’est-a-dire le cas I.
ITI) : Cas général, les huit polynoémes sont de degré 2
On distingue deux cas :
a) La courbe affine définie par F (x,y) = 0 a un point (zo, o) € K2
Apres une translation, on peut supposer que

o=%y =0
et on obtient
c =0.
En posant
1 1
U=—-,V=-
z Y
on trouve

(c+éV)U2+(b”v2+6v+b)U+(a”v2+dv+a) = 0
(a”+b”U)V2+(c’U2+6U+d>V+(cU2+bU+a) =0

et on est dans le cas I ou II.
b) Si la courbe projective d’équation affine F' (x,y) = 0 a un point K —rationnel
a l'infini, alors c’est le point double (1,0,0) (ou (0,1,0)) et les tangentes au point
(1,0,0) (ou (0,1,0)) sont rationnelles. Il en résulte que le polynéme M a une racine
x1 € K (ou le polynéme M; a une racine y; € K).
Soit

)

1
(on peut poser V =
rT—x Yy—un

léquation F (z,y) = 0 devient alors

U =

y2(a 4 U2az1 + b)) + y(4 + U(2h4z1 4 b) + U2(da? + bay + )
+a77 + U(2a71m1 + bn) + Uz(aaax% + b”l’l + CH)

= U?(a'2?+baxi+c + y(dw%,—l— bx1 + ¢))
+U((2az1 + b)y? + (24z1 +b)y +2a" 1 +b") +ay® + dy +a =0,

et on est dans le cas I ou II.
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Remarque 46 Le cas d’une courbe de genre 1 définie par un polynéme de degré 3 en
x ety avec un point rationnel (xq,yo) € K? se raméne au calculs précédent. Supposons
que F' s’écrive :

F(z,y) = 2° + az’y + bay® + cy® + da® + exy + fy> +gr + hy +1i

Aprés une translation,on peut supposer que ¢ = 0. Comme la courbe est lisse, g et h
ne sont pas tous deux nuls, on peut se ramener par un changement de variables que la
tangente en (0,0) soit la droite y =0 i.e.,

g=0.

En posant

on obtient ’équation :
U3+ (a4+dW)U* + (b+eW)U +c+hW? + fIV = 0.

Si
d=0

on a la forme de Weierstrass, sinon en posant

U
WIZW—{_E

on se raméne au cas (I) de l'algorithme

<<a—|—§2—2>+dWl> U? + ((b—‘§>+ <e—2;> Wl)U—i-(hWZ—i-fW—i-c) =
th+<dU2+(e—2Z>U+f>W1+(a+;2—2>U2+<b—§>U+c =

2.2 Applications

Dans cette partie, on applique 'algorithme pour trouver les formes de Weiers-
trass (tempérées) de certaines familles de polynoémes & deux indéterminées et pour
mettre en evidence 'ordre des points ainsi que le type des fibres singuliers.

Proposition 47 La famille des courbes C y définie par
P (z,y) =ay® + (@2 + ke + Dy + (z+1)2=0, k€ Z

a pour modéle de Weierstrass

By Y2 —kYX +2Y =X? -3X?+3X — 1= (X —1)%.
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Preuve. On a
Pi(zy) =ay?+ @ +hke+ly+(@+1)? =@+1)a®+ @ +hy+2z+(y+1)=0
c’est le cas (IT) de 'algorithme avec
b=14=1.

Posons
X=xz(y+1)

on obtient

P (X,y) =X +1Dy?+ kX +2y+ (X2+2X +1)
= X2+ (P +Eky+2)X +(y+1)2=0

et on est dans le cas (I) de lalgorithme. Posons a nouveau
Y =y(X +1)
on trouve

V24 (EX4+2)Y + (X +13 =02 Y24+ kXY +2Y = (—X —1)3

En changeant X par -X on trouve

Y2 kXY +2Y = (X —1)3

qui est une forme de Weierstrass pour la famille C'y ;, les changements de variables
sont

Pour la courbe
Eip: Y2 kXY 42V = (X — 1)

on a

Aig = (k—2)° (k—3)* (k+6)

ainsi notre courbe sera une courbe elliptique dés que k # —6,2,3. Le point P = (1,0)
est un point apparant de notre courbe.

Lemme 48 Si k # —6,2,3, le point P = (1,0) est un point de 3-torsion.

Preuve. On a

P=(1,0), 2P = (1,k —2), 3P = O.
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Proposition 49 La famille des courbes Cyy définie par
Py(z,y) =ay? + (2® +kx+ Dy +22+1=0, ke Z,

a pour modele de Weierstrass Eo, :

V2 kXY +2V = X3 - X2+ X — L.
Preuve. On a :
Py(z,y) =y’ + (@ +ke+ Dy +a®+1=(y+1)a*+ (y> +ky)z+(y+1) =0
c’est le cas (II) de I'algorithme. Le changement de variable
X=z(y+1),
nous donne
P(X,y) =X2+ P +Ek)X+w+1)? =1+X)y*+ (kX +2)y+ (X2 +1) =0,
c’est le cas (I) de la méthode. Posons
Y =y(1+X)
pour obtenir
V24 kXY +2V =-X* - X2 - X - 1.
En changeant X par —X, on trouve
Y2 kXY +2Y = X3 - X2+ X —1,

qui est une forme de Weierstrass pour la famille C5 , les changements de variables
sont donnés par

X(X-1) -Y
$:7’ yzi
Y -X+1 X -1
[
Pour la courbe

Fok: Y? kXY 42V = X3 —X?4+ X — 1,k #1,

on a

Doy = (k—1) (k* — 4k 4+ 12) (k* + 4k — 4)

ainsi notre courbe sera une courbe elliptique pour k # 1. Le point P = (1,0) est un
point apparant de notre courbe.

Proposition 50 Si k #0,1,2, le point P est un point d’ordre infini.
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Preuve. Avec Pari-GP, on trouve
P =(1,0),
_ R 4k3+12k2 16k+8
2P = ((k 2)*’ (k—2)” )
3P — (k®—4k248k—4)"  (2—k)(k®—12k7+68k0 —224k°+456k* —756k3 4480k —256k+64)
= 16(k—1)2 64(k—1)3
AP — (K5 —8k* 432k —56k2 448k — 16) a(k)
k2(k—2)2 (k3 —4k2+12k—8)2 ’ b(k)
5P — ((k8 8k7+32k0 —56k° —16k*+240k3 —384k2+256k—64)2 c(k)>
k% —6k3+20k2—24k+8)? (k4 —6k3+20k2 —24k+8)2  ’ d(k)
(e(k g(k)
f(k)? h(k)
—P=(1,k—-2)
_ _ k2 —8(k—1)
2P = ((k—2>2’ (k—2) )
3p — (K3 —4k24+8k—4)"  J(k—2) (k3 —4k2-+12k—8) (k* — 4k +12k% —16k+8)
el 16(k—1) ) 64(k—1)3
AP — (k5 —8Kk4+32k3 —56k2+48k—16)" (k)
o - E2(k—2)2(k3—4k2+12k—8)2  b(k)
_5p— ((ks78k7+32k6756k5716k4+240k37384k2+256k764)2 c’(k:))
- k4 —6k3+20k2 —24k+8)> (k4 —6k3+20k2 —24k+8)2 * d(k)
—6p = <e(k M)
(k) h(k)
avec
a(k) = 8(k—1)[k'? — 16k + 144k1° — 848k° + 3536k% — 10656k"
+23264k% — 36480k° + 40256k — 30208K3 + 14592k% — 4096k + 512],
b(k) = k3(k — 2)3(k® — 4k% + 12k — 8)3,
c(k) = k(k—2)(k® —4k* 4+ 12k — 8)[k%° — 24K + 296k8 — 2448K'7 + 15072k1¢ — 72896K15

+285472k™ — 9205763 + 2464576k — 5492224k + 10185728%'° — 15717376k
+20223488k® — 21803008%7 + 19767296k — 14983168k> + 9261056k* — 4440064k3
+1523712k2 — 327680k + 32768],

d(k) = (k* — 6k3 + 20k% — 24k + 8)3(k* — 6k + 12k* — 16k + 8)3,

e(k) = K[k — 16K 4 128k% — 656k% + 2368k™ — 6272k5 4 12384K> — 17920%*
+18176k> — 12032k + 4608k — 768]?,
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f(k) =

g(k) =

(k —2)%(k — 1)%(k3 — 4k? + 8k — 4)2(K® — 6k* 4+ 22k3 — 32k? + 24k — 8)?,

(* — 6K3 4 20k2 — 24k + 8)(k* — 4K 4 12k? — 16k + 8)(k*® — 40k27 4 792k20 — 10288%°
+98144k>* — 730176k% + 4395360k2% — 21936640k2" + 92340928%k2° — 331974144k
+1029001216k8 — 2770427904k'7 + 6517515776k¢ — 13462179840k + 24505896960k
—39409147904k" + 56020877312k — 70259752960k + 7735916953610 — 74155622400%°
+61168713728%% — 42777444352k" + 249076121605 — 11809587200%° + 4431282176k
—1264582656k> + 257949696k% — 33554432k 4 2097152),

(k—2)3(k — 1)3(k® — 4> + 8k — 4)3(k® — 6k" 4 22k3 — 32k2 + 24k — 8)3,

(k* — 6K 4 20k2 — 24k + 8)(k* — 6k 4 12k2 — 16k + 8)(k® — 12k7 + 68K°® — 224K° +
456k* — 576k3 + 480k? — 256k 4 64),

(k —1)(k — 2)(k® — 4k? + 8k — 4)(k® — 6k* + 223 — 32k + 24k — 8)(k'% — 16%M
+144k"0 — 848K° + 3536k% — 10656k" + 23264k5 — 36480k° + 40256k*
—30208k3 + 14592k> — 4096k + 512),

(K — 10k" + 48Kk5 — 128K + 168k* — 48K> — 160k? + 192k — 64)(k® — 107 +
56k — 200k° 4 488k* — 752k3 + 672k2 — 320k + 64) (k% — 24k1° 4 296K'8
—2448K7 4+ 15072k16 — 72896k1° + 285472k — 920576k 4 2464576k
5492224k + 10185728%1° — 15717376k° + 20223488k5 — 21803008k" +
19767296k° — 14983168k° + 9261056k* — 4440064k + 1523712k>

—327680k + 32768).

Discussion.

e On a

2P=0&P=—-P<sk=2,

puisque k # 2 le point P ne peut étre un point de 2-torsion.

e Si

2
3P:(9<:>2P:—P<:>k72:1(:>k:1.
(k—2)
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de méme, puisque k # 1, le point P ne peut étre un point de 3-torsion.
o Si
4P=0«<3P=-P
donc
(K3 — 4k + 8k — 4)°
16(k — 1)2 B

ie.,

k(k —2)%(k® —4k* +12k —8) =0

le polynome k3 — 4k? + 12k — 8 n’admet pas de racines dans Z, et comme k # 0,2

alors, le point P ne peut étre un point de 4-torsion.
e Si
5P=0 < 4P = -P.

donc

(K — 8k + 323 — 562 + 48k — 16)” = k2(k — 2)2(k® — 4K> + 12k — 8)°

ie.,

—4 (kb — 1) (k* — 6k + 20k* — 24k + 8)(k* — 6k® + 12k — 16k + 8) = 0;

puisque les deux polyndémes

E* — 6k3 +20k* — 24k +8 et  k*— 6k +12k% — 16k + 8

n’ont pas de racines dans Z, et k # 1, le point P ne peut étre un point de 5-torsion.

e Si
6P =0 & 4P = —2P.
donc )
(k® — 8k* 4 32k® — 56k* 4 48k —16)" k2
k2(k —2)2(k% — 4k + 12k — 8)2  (k —2)?
ie.,

(k —2)2 (kP — 8k* + 32k3 — 5642 + 48k — 16)” = k*(k — 2)2(k? — 4k> + 12k — 8)?

ie.,
—8(k — 1)(k® — 4k? + 8k — 4) (k° — 6k* + 22k® — 32k* + 24k — 8) =0

puisque k # 1, le point P ne peut étre un point de 6-torsion.
o Si
TP =0 < 4P = -3P.
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ie.,

(K® — 8k* + 32k — 56> + 48k — 16)°  (k® — 4k + 8k — 4)°
K2(k — 2)2(k3 — 4k2 + 12k — 8)2 16(k — 1)2

donc

16(k — 1)% (k° — 8k* + 32k — 56k + 48k — 16)°
= B2k — 2)%(K® — 4k + 12k — 8)% (k% — 4k + 8k — 4)” (1)

I’équation (1) n’admet pas de solutions dans Z; i.e., le point P ne peut étre un
point de 7-torsion.

o Si
8P =0 < 5P =-3P
i.e.,
(k® — 8Kk7 + 32k — 56k5 — 16k* + 240k3 — 384k2 + 256k — 64)2
(k% — 6k3 + 20k2 — 24k + 8)% (k* — 6k3 4 20k2 — 24k + 8)2
(B -k 8k —4)°
16(k — 1)2
alors

—k (k —2)% (k3 — 4k? + 12k — 8) (kP — 8k* + 32k® — 56k2 + 48k — 16) (k! — 16k'°
+120%° — 568k8 + 1856k7 — 4464k5 + 8192k° — 11520k* + 11776k% — 7936k%+
3072k — 512) =0 (2)

I'équation (2) n’admet pas de solutions dans Z, par suite le point P n’est pas un
point de 8-torsion.

e Si
9P = O < 5P = —4P
i.e.,
(k8 — 8k + 32k — 56K° — 16k* + 240k — 384k? + 256k — 64)2
(k% — 6k3 + 20k2 — 24k + 8)% (k* — 6k3 4 20k2 — 24k + 8)2
(K5 — 8k + 32k — 56k + 48k — 16)°
k2(k — 2)2(k3 — 4k2 + 12k — 8)2
alors

4(k — 1)(k'2 — 16k + 132k — 696K + 25448 — 6672k + 12704k5 — 17792K°
+18624k* — 14720k3 + 8448k? — 3072k + 512)(3k'2 — 48k + 388k10 — 2008k

+7280k8 — 19216k 4 37472k5 — 53632k° + 54976k* — 38784k3 + 17664k
—4608k + 512) =0 (3)
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I’équation (3) n’admet pas de solutions dans Z, donc le point P ne peut étre un
point de 9-torsion.

e Si
10P = O < 6P = —4P
i.e.,
e(k)  (k° —8k*+ 32k% — 56k + 48k — 16)°
Flk) — Kk2(k—2)2(k3 — 4k2 + 12k — 8)2
on trouve

k(K3 — 4k? 4+ 12k — 8)% (k' — 16k1° + 128k° — 656k + 2368k™ — 6272k0 + 12384K°
—17920k* + 18176k3 — 12032k% + 4608k — 768)% — (k — 1)2(k® — 4k? + 8k — 4)?(k® — 6k*
+22k3 — 32k% + 24k — 8)%(k® — 8k* + 32k3 — 56k> + 48k — 16)2 = 0 (4)
I’équation (4) n’admet pas de solutions dans Z, c’est-a-dire le point P ne peut étre
un point de 10-torsion.

e Si
12P =0 & 6P = —6P

donc
g9(k) = 4(k)
de méme cette équation n’admet pas de solutions dans Z, alors P ne peut étre un
point de 12-torsion. Ce qui implique que P = (1,0) est un point d’ordre infini. m
Remarque 51 Si k=2, alors
P=—-P&2P=0

donc le point P est un point de 2-torsion.
Si k=0, alors
2P =-2P < 4P =0

donc le point P est un point de 4-torsion.

Definition 52 Soit
P(z,y) = Z aijz'y’
(i,4)€Z?
un polynéome de Laurant, (P € C [:ril,yil]). On appelle polygone de Newton Ap,

associé au polynome P, I’enveloppe conveze dans R? des points (i, ) satisfaisant a;j #
0.

A une face 7 du polygone de Newton, on associe un polynéome P, d’une seule
variable ¢ dont le degré est égale au nombre de points du réseau des entiers situés sur
la face moins 1. On définit alors P, par

P (t) = Za.,.(k)tk, TeA
k=0



2. Sur certaines courbes de genre 1 de bidegré (2,2)
46

ou la paramétrisation de la face est définie dans le sens indirect sur /A de fagon & noter
7(0),7(1),..., les points consécutifs du réseau d’entiers situés sur la face 7 de Ap.

Definition 53 Le polynéme P est dit tempéré si les polyndmes associés aux faces de
son polygone de Newton n’ont pour racines que des racines de l'unité.

Proposition 54 Soit P € Z[X,Y] de bidegré (2,2) définissant une courbe elliptique.
On suppose P tempéré et vérifiant la condition (I) de l’algorithme. Alors, la forme de
Wezterstrass donnée par l’algorithme est tempérée.

Preuve. Soit P tempéré, il s’écrit donc

P(z,y) = (z + 5)3/2 + (ba: +éy + ¢l +bx+¢e

avec
=241, é=+1, ¢ ==+1
é=0oucé==2 si e =1
b =0oub =42 +1siée =1

de sorte que les polynomes des faces
t+e, et? 4+ ét +5”, b t+4, ét+1

ne possédent que des racines de 'unité.
On a donc
P(z,y) = (x+e)’+ (be+ey+é®+ba+e
= 42+ (y2 +6y+b”> z+ey+éy+e.
Posons alors
Y=(x+¢e)y
et 'on obtient, au besoin en posant x = —X, la forme de Weierstrass a partir de
I’équation
Y2+ (ba:—l— c’) Y + (ém2 +bx —|—e”) (x+¢e)=0.
On vérifie aisément que ce dernier polyndéme est tempéré. m
Nous donnons maintenant des exemples des polyndémes satisfaisant la proposition.
Exemple 55 1/ La famille des courbes elliptique {P(x,y) =0, } définie par
P(z,y) =y’ + (kr + 1)y + 2
=22+ (P +ky)z+y k#0, keZ

a la forme de Weierstrass tempérée :

Y2 kXY +Y =X3
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avec les changements de variables

{ X =-—x
Y =uay
2/ La forme de Weierstrass (par l’algorithme)
Erg: Y2 kXY +Y =X?-2X?+ X, k#1, k€ Z
est une forme de Weierstrass tempérée pour la famille des courbes elliptiques
P(x,y) =ay* + (2 + kx+ Dy + 2> + 2 =0,
les changements de variables

X(X-1)  -Y

“y-x+1Y " x -1

La courbe elliptique
Ers: Y2 kXY +Y =X>-2X*4+ X, k#1, keZ
a pour discriminant
Nzp = (k—1)% (K> — k* — 18k + 43).
Le point P = (1,0) est un point apparant de la courbe Ej 3.

Proposition 56 Supposons que k # 1,2,3, alors le point P = (1,0) est un point
d’ordre infini.

Preuve. Avec Pari, on trouve

P =(1,0), —-P=(1,k-1)

2P = (07_1)7 —2P = ( )

3P=02-k,—(k—1)(k—2)), —3P=(-k+2,-k+1)

AP =(3—k,3—k), —4P = (- l<:+3 k2+4k 4)

1 k—1 )(k—3
P = =2 G2y 5P = (g )
[ K2—Bk+7 k—2)2(k2—5k+7) _ (k2=5k+7 -1

6P = (k—S)Jg ’( (k—3)3 —6P = (k— 3ng » (k—3)
Discussion.
e On a

2P=0<P=-P<sk=1

puisque k # 1, le point P ne peut étre un point de 2-torsion.
e Si
3BP=02P=-P<0=1
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impossible, donc le point P ne peut étre un point de 3-torsion.
e Si
4P=0&2P=-2P& —-1=0

impossible, le point P ne peut étre un point de 4-torsion.
e Si
S5P=0&3P=-2P& k=2

puisque k # 2, le point P ne peut étre un point de 5-torsion.
e Si
6P=0<4P=-2P< k=3

puisque k # 3, le point P ne peut étre un point de 6-torsion.

e Si
1
TP=0&bP=-2P& —=0&1=0
(k—2)?

impossible, alors le point P ne peut étre un point de 7-torsion.

e On a

1
8P:O@5P:—3P@W:—k+2<:>k:3—6k2+12k+9:0

I’équation

B —6k>+126+9=0

n’admet pas de racines sur Z. Donc le point P ne peut étre un point de 8-torsion.
o Si
9P =0 < 5P = —4P
i.e.,
! =—k+3
(k—2)2

donc

k3 —Tk* + 16k — 11 =0

cette équation n’admet pas de solutions dans Z, on déduit que le point P ne peut
étre un point de 9-torsion.

e Si
10P =0 < 5P = —5P
ie.,
k—1 —(k—1)(k—3)°
(k=23 (k—2)7
donc

(k—1)(k* — 6k +10) =0

I’équation k? — 6k + 10 n’admet pas de solutions dans Z, et comme k # 1, le point
P ne peut étre un point de 10-torsion.
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e On a
12P =0 < 6P = —6P
ie.,
(k—2)%(k*—5k+7) -1
(k—3)3 ~ (k—3)3
donc

(=2 +k)2(k>—5k+T7)+1=0,

les racines de cette équation ne sont pas dans Z, on déduit que le point P ne peut
étre un point de 12-torsion. m

Remarque 57 Si k = 2, alors
3P=-2P<5P=0

donc le point P est un point de 5-torsion.
St k=3, alors
4P=-2P &< 6P =0

donc le point P est un point de 6-torsion.
La courbe elliptique
Erga: Y2=X3 4+ (P +4)X?+8k(k—1)X +16(k—1)% k#1, k€ Z
a pour discriminant
Apg=(k—1) (k" — 2k5 — 24K° + 80Kk* — 52k + 80k? — 252k + 44)
et elle est un modéle de la courbe de genre 1
22+ 222 vk + 1)+ 22+ 2 =0,
avec les changements de variables
X =4k -1z, Y =22% + (222 + ka + 1).

Le point
P=(0,4(k—1))

est un point apparant de notre courbe.

Proposition 58 Supposons que k # 1,2,3, alors le point P = (0,4(k — 1)) est un
point d’ordre infini.
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Preuve. Avec Pari-GP, on trouve
P = (0, 4(k - 1), = ( ( 1))
3P = (- - D(k=3)), =( 4(k ) (k—l)(k—3))
4P = ( — b5k +7)), 4P: (—4(k — —5k+17))
5P — )(k 3) —4(k 1)(k2— 6k+10 o —4(k— ) k 3 (k 1)(k2— 6k+10))
o (k—2)* o (k— ’ (k—2)3
- k(k—2) —4(k4—9k3+31k2—48k+29 _ [ k(k—2) k4—9k3+31k2—48k+29)
6P = (k—3)2 (k—3)3 —6P = (k—3)2 7 (k—3)3 )
Discussion.
e Si

2P=0&P=—-P<s4=-4

impossible, alors le point P ne peut étre un point de 2-torsion.

e Si

JP=0&2P=—-P<4=0

impossible, par suite le point P ne peut étre un point de 3-torsion.

e On a

4P =0 & 2P = 2P & 4 =

—4

impossible, alors le point P ne peut étre un point de 4-torsion.

e Si

5P=04P=—-P & k=2

puisque k # 2 le point P ne peut étre un point de 5-torsion.

e Si

donc

ainsi

—A(k —

6P =0« 5P=—-P

—4(k — 1)(k — 3)
(k—2)

=0

Dk—-3)=0sk=1Vk=3

puisque k # 1, 3; le point P ne peut étre un point d’ordre 6.

e Si

donc

TP=0 5P =-2P

4k —1)(k — 3)

(k—22 -

on trouve —1 = 0, impossible. Alors : le point P ne peut étre un point de 7—torsion.

e Si

8P =0« 5P =-3P
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donc
—4(k —1)(k —3)

(k —2)?
impossible, alors le point P ne peut étre un point de 8-torsion.

e Si

= Ak-1)e-1=0

9P =0 & 6P = —-3P

donc Kk~ 2)
Y Ak —1
on trouve

4k3 — 27k* + 58k — 36 = 0

cette équation n’admet pas de racines dans 7Z. Par suite, le point P ne peut étre un
point de 9-torsion.
o Si
IWOP=0<5P=-5P< —4=4

impossible, donc le point P ne peut étre un point de 10-torsion.
e Si
12P=0<6P=-6P& —4=14

impossible, donc le point P ne peut étre un point de 12-torsion.
Donc le point P est un point d’ordre infini. m

Remarque 59 Si k=2, alors
2P=-3P<5P=0

donc le point P = (0,4) est un point de 5-torsion.
St k=3, alors
4P =-2P & 6P =0

donc le point P = (0, 8) est un point de 6-torsion.

Pour terminer ce chapitre, on s’intéresse aux types des fibres singuliers d’une surface
elliptique donnée par une équation de Weierstrass

B(t):Y? = X +a(t)X +b(t), a(t), b(t) € K (t)

avec K un corps algébriquement clos. Pour simplifier 'exposé on prend K = C.
Soit t* € P1(C) tel que

A (tF) = —16(4a®(t*) + 27b%(t*)) # 0

alors E(t*) sera une courbe lisse de genre 1(un fibre régulier). Pour tous t* € P;(C)
tel que
A (1) = —16(4a®(t*) + 276%(t*)) = 0
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E(t*) est appelé fibre singulier. Suivant la multiplicité du zéro t* de A (t), a(t), et
b(t) et par un algorithme de Tate [19] on détermine le type du fibre singulier E(t*).
Nous utiliserons dans ce qui suit les symboles de Kodaira [13] des fibres (généralement
appelés modeles de Néron [16]). Le type du fibre est donné par la table suivante obtenue
par l'algorithme de Tate.

Ordi«(a (t)) | Ordp(b(t) | Ordy(A(t)) | type du fibre
(0) | arbitraire | arbitraire 0 régulier
(1) 0 0 b L(b> 1)
(2) > 2 >3 b+6 Ii(b>0)
(3) > 1 1 2 I
(4) > 2 2 4 v
(5) > 3 4 8 v
(6) >4 5 10 T
7 1 > 2 3 111
(8) 3 >95 9 117~

Par exemple :

Iy : est une courbe non singuliére de genre 1.

I1 : est une courbe rationnelle avec un noeud.

I, : désigne n courbes rationnelles arrangées de facon & former un polygone a n
cotés.

11 : est une courbe rationnelle avec un point de rebroussement.

111 : désigne deux courbes non singuliéres rationnelles tangentes en un point.

Considérons la surface elliptique S(t) donnée par I’équation de Weierstrass(E; , partie 2.2)
St) : Y?—tXY +2Y =(X-1)3 teC.
A(t) = (t—2)3(t—3)%(t+6).

Proposition 60 Les types des fibres singuliers de la surface elliptique S(t), obtenus
pourt = —6,2,3 sont donnés par

L I; D
[ |
—6 2

Preuve. La surface S(t) se rameéne a la surface elliptique

(t? —12)

~ ~ t ~
H:Y2=X3— — (£3—24t +48) X
W) 48< +48) X + 864

(t* — 248 + 72t — 72),

avec le changement de variables

2

- t ~ t
X=X+—-—-1,Y=Y--X+1
T gt T
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ainsi

A(t) = A(t).

Donc, le résultat découle de la table de Tate. m



Chapitre 3

Sur les courbes de Huff et
d’Edwards

Les courbes elliptiques peuvent se présenter sous différentes formes et leurs arith-
métiques dépend du modeéle choisi. Ici on 8’intéresse aux courbes de Huff. A la fin de
ce chapitre on construirera des suites arithmétiques sur un autre modéle de courbes
elliptiques, le modele d’Edwards. Pour plus de résultats et de détails voir [3-4], [6-8],
[11], [15], [21].

3.1 Courbes de Huff H((SZ)) : ax(y* — ¢) = by(z* — d) sur un

corps K de caractéristique différente de deux

Les courbes de Huff sur un corps K de caractéristique différente de deux se preé-
sentent sous-différentes formes.
e Courbes de Huff (par lui méme) sont données par

azx(y® —1) = by(a® — 1)

avec

a2 — b2 #£0.
e La premiére forme généralisée de courbes de Huff (par Joy et al ) est donnée par
az(y? — d) = by(2* - d)

avec

abd(a® — b*) # 0.

e La deuxiéme forme généralisée de courbes de Huff (parWu et al) est donnée par

z(ay? — 1) = y(bz? — 1)

o4
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avec
ab(a — b) # 0.
e Ici on s’intéresse a la troisiéme forme généralisée de courbes de Huff ([3]) donnée
par
2 _ 2
az(y” —c) = by(z” — d)
avec

abed(a’c — b2d) # 0.

Proposition 61 Le polynéme
H (z,y) = az(y* — ¢) — by(z* — d) € K [z,y]

est irréductible sur K [x,y] si

abed (CLQC - b2d) # 0.

Preuve. Supposons que
H (z,y) = az(y* — ¢) — by(z® — d)

est réductible, donc H peut s’écrire sous la forme

H(z,y) = (f(x)y + g(z)) (f1(z)y + g91(x))

avec f(z), g(x), fi(x) et gi(z) € K [z]. Par identification, on trouve

f(@) fi(z) = ax (3.1)
f@)g1(x) + g(z) fa(z) = ~b(z* — d), (3-2)
g(x)g1(x) = —cax. (3.3)

Par I’équation (3.1) on peut supposer que deg(f1(z)) = 0, i.e., fi € K. Sinon on change
entre fiet f. Par ’équation (3.2) et (3.3), on trouve que deg (¢g1(z)) # 0, donc par (3.3)
on déduit que deg (g(z)) = 0,deg (g1(z)) = 1. Alors

ax
fw) =5
=7
et
—acw
g1(z) = )
g
Par suite s o
—a’cx
f(@)g1(z) =
J19
d’autre part, par I’équation (3.2) on a
2.2
f@a(@)+9fi === +a9h

= —bx? + bd.
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Par identification, on trouve
gf1 = bd,
ie.;

a’c — b?d = 0.
Contradiction. =

Proposition 62 La courbe

H((;:g)) cax(y? — c) = by(2® — d), abed(a’c —b*d) £ 0

est une courbe lisse.

Preuve. Posons
H (z,y) = az(y® — ¢) — by(a® — d)
et supposons qu’il éxiste un point P = (x,y) vérifie

OH OH
H(%?/) =0, E(Ly) =0, a—y(m,y) =0

donc
az(y? —¢) — by(x? —d) =0, (3.4)
ay? — 2bxy — ac = 0, (3.5)
2axy — b(z? — d) = 0. (3.6)

Multiplions I’équation (3.6) par y, on trouve
2azy® — by(z®> —d) =0
par 'équation (3.4), on trouve

2azxy® — ax(y® —c) =0

ie.,
Y’ =—c
par 'équation (3.5), on trouve
ac+ bzy = 0.
De méme, par symétrie on trouve
bd + azy = 0.

Ainsi par élémination de xy on obtient
a’c—b*d = 0.

Contradiction. m
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Proposition 63 La courbe
FEZ”% raX (Y2 —cZ?%) =bY (X? — dZ?), abed(a®c —b*d) #0
admet trois points & l'infini o savoir
b
P = [05150]5 PZZ[]')O)O]’ Py = ]_’7’0 )
a
de plus ces points sont non singuliers.

Preuve. On sait que les points a U'infini sont les points de la forme [X, Y, 0]. Donc,

pour Z = 0 on trouve :
aXY? =bY X2,

i.e.,

XY (aY —bX) = 0.

Ainsi, les points a I'infini sont

Pl = [ O])
P = [1,0,0],
P, — [1,1’,0]
a
On a _
oOH
87(131):@7&0,
OH
aT(PQ) —b # 0,
0H —b2 OH
a—X(P?,)—T;éO, 87(133)—57&0,

d’otl le résultat. m
Proposition 64 La courbe de Huff

H((EZ)) taz(y? — ¢) = by(2? — d), abed (a’c — b?d) # 0

est birationnellement équivalente a la courbe de Weierstrass

Eoy) - V2= X5 + (a'c — a®0?d) X2 + a*bPcdX,

avec les changements de variables sont données par

[aX (X —b%d) Y
(.y) = ( bY " aA(X — b2d)> ’

(X,Y) = (a3b9:y, atb (a3xy — bd) y) .
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Preuve. Posons
H (z,y) = az(y® — ¢) — by(z® — d)

alors
H(z,y) =axy?—b(x?—d)y— acx

= —byx? + a(y? — c)x + bdy,

on a ab # 0, donc on est dans le cas (II) de l'algorithme de Harrache et Touafek
(chapitre 2). Posons
X = —abzy

on obtient )
H(X,y) = (a*X —a®h?d)y? — a®cX + X?
= X2 4 (a2y — CLQC) X — a?b3dy
et on est dans le cas (I) de l'algorithme de Harrache et Touafek. Posons & nouveau

Y =a’y (X — b%d)

on trouve
Y? = —a’X? + a*(a%c + b2d) X? — a*V?cdX.

Multiplions cette équation par a* et en changeant X par —X, on obtient
V2 = X%+ a® (a®c+ b*d) X* — a'b?cd X.

Les changements de variables sont données par

[ aX (X —b?d) Y
(2,9) = ( Y  ad(X — b2d)>
(X,Y) = (a3ba:y, a*b (a31:y — bd) y) .

Proposition 65 (Addition de deux points différents) Soient P (xl,yl)

Py = (x9,y2) deux points différents, (x1 — x2)(y1 — y2) # 0, de la courbe H,"}) avec

A/-\
\./v

b

d+mrmzy #0, ckyy2 #0.

Les coordonnées du point Py = (x3,y3) la somme des deuz points Py et Py sont données

par :
_d(x1 + 22) (¢ + y132)
r3 =
(d+ z122) (¢ — y1y2)
vs c(y1 +y2) (d + z172)
(c+vy1y2) (d — z122)
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Preuve. Posons
H (z,y) = az(y® — ¢) — by(z® — d)

et soit y = ax + § I'équation de la droite (P; P») passant par P; et Py avec

Y2 — 9

o= )
L2 — 21

B =y —ax.

Cette droite recoupe la courbe H ((SZ))

cant par I’équation de la droite dans H, on obtient

en un troisiéme point R = (zg, yr). En rempla-

H (z,az + B) = (ac® — ab) 2° + (2aa8 — b8) 2* + [a (B* — ¢) + aBd]  + bdB = 0

cette équation admet trois racines x1,z2 et xr, d’aprés les relations (racines ,coeffi-
cients) chez les polynomes, on trouve

2acx — b
r1+ T2+ TR = —M’
alaa —b)
alors
(y1 — aq) <2a% — b)
—ITR =171+ T2+
Y2—Yy1 (ayz—zn —b)
T2—I1 Tro—IT1
— 1) — — )] [2a (ys — 1) — b (w2 —
Cap =y 4wy s WL @2 21) — 31 (12 — )] [20 (g2 — 1) — b(z2 — 7))
(y2 —v1) [a (y2 —y1) — b (w2 — x1)]
donc ) ,
o 4y 4 T2 T T1y2) 20y — ) — (w2 = 2]
(y2 —y1) [a (y2 — y1) — b (w2 — 1))
Posons
A=yiya (21 +22) [a(y2 — y1) — b (a2 — 21)]
on obtient
A = ayiy2 (71 +22) (Y2 — y1) — by1yz (w1 + 22) (v2 — 21)

= a(ziyiye +o2m92) (v2 — y1) — byrys (2 — 27)
= a ($1y1y§ - xzyzy%) +a ($2y1y§ - $1y2y%) — by1yo (563 — x%)
= a(v1y195 — z2y297) + a (zay193 — 21y2y1) — v1 [by2 (23 — d) +d)] +y2 [byr ((2] — d) +4d)].

(c,d)

() ,donc

Puisque P, P, € H

ari(yi —c) = byi(2} —d)
ava(ys —c) = bya(23 —d)
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alors
A = a(ziyys — v2y2ui) + a (2ay1y3 — w1y2yi) — v1 [aza(y3 — ©) + bdyz| + y2 [az1 (Y7 — c) + bdy:
ay1ye (T1y2 — v2y1) + ac (Y122 — T1Y2)
ay1y2 (1y2 — Tay1) — ac (T1y2 — T2y1)
= a(m1y2 — z211) (Y1y2 — ©)
donc ( ) )
a(T1y2 — T2Y1) (Y1Y2 — €
a — —b(rg—x1) =
(v2 = 91) (2 ) y1y2 (1 + x2)
on obtient
(y172 — 21y2) [2a (Y2 — y1) — b (w2 — x1)]
TR = T1H T2 a(z1y2—22y1) (y1y2—c)
(y2 - yl) y1y2(r1+z2)
2 — —b —
= ay o, — D2 (21 + 22) [2a (y2 — y1) — b (22 — 21))]
a(y2 —v1) (V192 — ¢
= gi4+xg— (a(y2 — 1) (w1 +22) y1y2) + [a (y2 — y1) — b (w2 — x1)] (21 4 T2) Y192
a(y2 —y1) (Y1y2 — ¢)
= g1+ @g— (T1+22) Y1y2  T1y2 — Toy
(y1y2 — ¢) (Y2 — 1)
_|_ —
S o k) 1 BN i
(192 — ¢) (Y2 — 1)
_ (w1t wo) (2 —yn) £ (wayn —w1y2) (21 + 22) Y1y
(y2 — 1) (y1y2 — ©)
_ myp—myr (214 22) Y1y
Yo — Y1 (y1y2 — ¢)
Posons
B=b (xgyg — xlyl) (.2611'2 + d)
on obtient
_ 2 2
B = b (x2y2x1 — xlylxg) + bd (x2y2 — x1Y1)
b [y2 (25 — d) +d) m1 — y1 (23 — d) + d) z2] + bd (v2y2 — 191)
z1bys (75 — d) + bdz1ys — by (27 — d) 22 — bdxays + bd (v2y2 — T1y1)
az1zs (5 — ¢) — az122 (Y5 — ¢) + bd(z1y2 — Toy1 + T2y2 — T191)
ar1r (?JQ yl) + bd (y2 — y1) (x1 + 22)
= (y2— 1) [az1z2 (y2 + y1) + bd (21 + x2)]
alors

(y2 — y1) [az122 (Y2 + y1) + bd (71 + 12)]
b (1‘11‘2 + d)

remplagons cette formule dans —x i on obtient

T2Y2 — XT1Y1 =
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ar1zs (Y2 +y1) + bd (z1 + x2) (21 + x2) Y192

n = _
R b (1‘1:1:2 + d) (3/13/2 - C)
_amzp (Y2 +y1) (Wiy2 — ) + bd (21 + x2) (Y1y2 — ¢) — bd (21 + 22) yry2 — br1z (21 + T2) Y192
b(x1w2 + d) (Y192 — ) '
On a
az17a (y2 +y1) (y1ye —¢) = (ax1y1m2 + azx122y2) (Y192 — C)

= aT1Yiy2me — ACTIY1T + AT1T2Y1Y5 — ACT1T2YD

= ar [(y% - C) + C] Y2To + ar1y122 [(y% —c)+ C] — ACT1Y122 — ACT1T2Y2
byryaza (2] — d) + ba1y1ys (23 — d)
by1y2 [a;g(x% —d) + a1 (m% — d)]
by1yz [v172 (21 + 22) — d (21 + 72)]

= byiyz (1 + 22) (2122 — d)

remplacons cette égalité dans —x g, on trouve

by1yz (z1 + x2) (x122 — d) + bd (1 + z2) (Y1y2 — ¢) — byry (z1 + 22) (d + z122)

s b (w122 + d) (y1y2 — ©)
(21 22) [y (w122 — d) — y1y2 (d + T122) + (Y192 — ©)]
B (r122 + d) (Y192 — €)
(214 22) (—d) (1172 + ©)
(122 + d) (Y192 — €)
alors

d(z1 + x2) (Y192 + )

X = .
B (@yma + d) (y1y2 — ©)
Par symeétrie, on obtient
_ (i ty2) (z122 + d)
(y1y2 +¢) (z122 — d)
Donc
d (x4 x2) (1y2 +¢) (1 +y2) (w122 + d))
Py=P +P,=-R=(—xp,—yr) = : :
oo (~or ~un) < (122 +d) (c = y192) " (Y192 + ¢) (d — T122)
m

Lemme 66 (‘Addition de deur points confondus) Soit Py = (x1,y1) un point de

(e,d)

la courbe H(a’b). Les coordonnées du point P3 = 2P, sont données par

2dz1 (¢ +y?)
(d+a) (e~ 1)
2cyy (d + )

BT v ) [d-ad)

r3 =
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Preuve. Posons
H (z,y) = az(y® — ¢) — by(z® — d)

et soit y = ax 4+ B ’équation de la droite tangente en P; avec

dy( ) ay? — 2bx1y1 — ac
o= —|\ZT =
dg L9 bz? — 2axyy; — bd

et

5 = 4o <ay% — 2br1y; — ac .
bx% — 2ax1y; — bd
by [(m% — d) + d] — 2az1y3 — bdy; — axy [(y% —c)+ c] + 2bz2y; + acxy
bm% — 2ax1y1 — bd

by (m% — d) + bdy1 — 2ax1y? — bdy; — ax1(y3 — ¢) — acry + 2bx3y; + acxy

b:v% — 2ax1y1 — bd
221y2 (br1 — ayr)
bx% — 2ax1y1 — bd’

Cette droite recoupe la courbe H ((SZ)) en un troisiéme point R = (zg,yr). En rempla-

cant par I’équation de la droite dans H, on obtient
H (z,ax + B) = (aa® — ab) 2° + (2aaB — bB) 2° + [a (6% — ¢) + aBd] z + bdB = 0.

Cette équation admet trois racines, une racine double en xiet zg, alors I'équation
ci-dessus s’écrit comme suit

Hoz+6) = 7(@— o) (@—r)
= v [2% - 221 + 23) 2 + (23123 + 27)  — 23]

par identification, on trouve

vy o= (aa2 — ab)
2aa3 — bf
— (9 e T uE
(221 + 25) aa? — ab
donc 52 b)
ao —
=\
TR o (aa — b) + 221

apres des simplifications, on obtient, (en tenant compte du fait que (z3,y3) = (—xr, —YRr))

2dz, (C + y%)
d+at) (¢~ 9i)

fIJgZ—ZIJR:(

et par symétrie
2cy1 (d + m%)

(c+yt) (d—at)

Ys = —Yr =
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Remarque 67 o Remarquons que cette loi d’addition est unifiée, c’est-a-dire on peut
trouver 2Py a partir de la loi de Py + Ps.
o L’ensemble des points (x,y) de la courbe H tel que vy = 0 se rédui a {(0,0)}.

Lemme 68 Soient P = (x1,y1), P> = (x2,y2) deuz points de la courbe de Huff

H((;:’Z)) cax(y? — ¢) = by(2z® — d), abed(a’c —b*d) #0
avec
T1x2 # *d, Yy1y2 # *c.
Alors, soit
Pl = P27
sott

Py # Py, avec (1 — x2) (y1 — y2) # 0.

Preuve. On a quatre cas :

a). P1 = Pg

b). P = (z1,11), P2 = (z1,92) et 215192 # 0

c). Pr = (z1,y1), Po = (x2,11) et x122y1 # 0

d). P1 = (z1,51), P2 = (22,92) et (21— 22) (y1 —y2) # 0.

Montrons que les deux cas b) et ¢) se raménent au cas a). Considerons les deux
points P, = (z1,y1), P» = (z1,y2) du cas b), alors de 1’équation de la courbe H on
obtient :

ari(yi —c) = byi(2f —d)
aza(ys —c) = bya(z] —d)
ie.,
2_ 2_
% - % < b(y1 —y2) (Y1y2 +¢) =0
<Y1 =12
par suite
P =P

De méme si y; = ys, cas c), alors

2 2
ri—d 932—d . .
= e ©a(m—x2) (2 +d) =0
=T =X
par suite
P =P

On résume, les deux points P; et Py sont soit P = P soit Py # Py, avec (1 — 22) (y1 — y2) #
0. m
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Remarque 69 1. Sixi1xe # +d et y1y2 # +c, alors on peut toujours trovver Py + Py
et on a les formules suivantes :

py= KoLt ) pte) el typ) (@122 +d)

(@ +d) (c—yiyn) " (g +0) (d—z12)”

2. 51 x% # +d et y% %+ +c, en particulier si ¢ et d ne sont pas des carrés dans K, alors
on peut trouver 2Py, et on a :
2dzq (c+ yi) 2cyr (d + 23)

P @A) ) P o)) (@)

Remarque 70 1. Soit P = (x,y) un point de la courbe de Huff H((acg)) Par le chan-
gement de variables
(X,Y) = (a?’bxy, a*b (a?’ajy — bd) y)

le point P correspond au point Q = (X,Y) sur la courbe E((Z‘;)) avec
Q= (a?’bxy, ) (a?’xy — bd) y) .
Par suite, l'inverse de Q sur E((;‘Z)) est
-Q = (a3b$y,a4by(bd - a3xy)) = ()Z',f/) .
A ce point correspond le point P= (T,9) sur H((;’Z)) , avec
_ aX <X —b2d) B adbry (a3bxy—b2d) B
v 5% T Py (bd — dday)
_ Y _y(bd—a%y) B
vy = at(X — b2d) -~ adxy—bd v
2. Ona
(@,9) +(0,0) = (z,9),
0,00+ (z,y) = (z,9).
Le point (0,0) vérifie I’équation H((;:Z)) et
H
687 (070) = —ac
OH
—(0,0) = bd
5y 00 = b

par suite le point (0,0) n’est pas un point singulier.
3. 5i (0,0) est choisi comme un élément neutre, alors P = (z,y) = (—x,—y) sera
linverse du point P.
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3.2 Courbes de Huff binaire az (y> + y + 1) = by (2* + z + 1)

Dans cette partie, nous rappelons quelques résultats sur les courbes de Huff (bi-
naire) de caractéristique deux : Fam.

Definition 71 Une courbe de Huff binaire sur un corps Fom est [’ensemble des points
(x,y) satisfaisant I’équation

H gy :ax(y2+y+l) :by(az2—|—m+1)
avec a,b € F5,, et a #b.

Definition 72 La courbe de Huff binaire définie sur le corps Fom s’écrit dans les

coordonnées projectives Py (Fom )
Hip,,: aX(Y?+YZ+2%) =bY (X*+XZ+2%), a, b€ Fsm, a#b.

Proposition 73 La courbe ﬁ/ Fom admet trois points a l'infini a savoir
b
P = [0’1’0]’ PQZ[]-’O)O]’ Py = 1a770 )
a

de plus ces points sont non singuliers.

Preuve. Les points a I'infini sont les points de la forme [ X, Y, 0] . Donc pour Z =0
on trouve

aXY? =bX?Y,

ie.,

XY (aY - bX) =0,

alors les points & l'infini sont

on
0X
d’ou le résultat. m
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Proposition 74 La courbe de Huff binaire
H gy iax (P +y+1)=by(a®+a+1), a, bEFsm, a#b
est une courbe lisse.
Preuve. Posons
H (z,y) :aa:(y2+y+1) —by(a:2+a:+1).

Supposons qu'il existe un point singulier P = (z,y), donc

H(9) =0, 57 () =0, 5 (@) =0
ie.,
ar (y* +y+1) +by (2> + 2 +1) =0, (3.7)
a(y’*+y+1)+by=0, (3.8)
aaz+b(ax2+x+1) = 0. (3.9)

Multiplions 1’équation (3.9) par y, on trouve

amy+by(x2+x+1) =0

ie.,
axry + ax (y2+y+1) =0
donc
ax (y2 + 1) =0
i.e.,

r=0ouy’=1.
Si 2 = 0, par (3.7) on obtient by = 0, ainsi y = 0, impossible. Si y? = 1, par ’équation
(3.8) on trouve
y(a+b) =0
donc
a=">

contradiction. Ainsi la courbe Hp,,, est une courbe lisse. ®

Proposition 75 La courbe de Huff H;,, est birationnellement équivalente a la
courbe elliptique E sur Fom donnée par la forme de Weierstrass
Y24 (a+b) XY = X°+ (a®+0%) X*+a*’X
= X(X+a) (X +b).
avec les changements de variables sont données par
X = abzy, Y =aby(ax+0),

bX Y +aX
Y +aX’ V="

xr =
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Preuve. Posons

H(z,y) = a$(y2+y+1)+by(l‘2—|—x—|—1):0
= axy2+(bx2+(a—|—b)x+b)y+ax
= bym2+(ay2+(a+b)y+a)x+by

on est dans le cas (II) de 'algorithme de Harrache et Touafek (chapitre 2). Posons
X = abxy
on obtient
G(X,y) = d® (X—|—b2)y2—|—a(a+b)Xy—|—X2+a2X =0
= X2+ (0%’ +a(a+0)y+a®) X +a®b?y
et on est dans le cas (I) de l'algorithme de Harrache et Touafek. Posons
W =a’y (X +b%)
on obtient
W2 +a(a+b) XW =a’X3 4 d? (a2 + b2) X% +a'v’X
divisons par a? cette derniére équation et posons W = aY, nous obtenons

Y24 (a+b) XY = X° + (a® +b°) X* + a®b*X

qui est une forme de Weierstrass birationnellement équivalente & la courbe de Huff
binaire H p,,,, les changements de variables sont donnés par

X =abzy, Y = aby (ax +b),

bX Y +aX

Ty xax VT T

Remarque 76 1) I existe un autre changement de variables permettant de trouver
la méme forme de Weierstrass pour la courbe de Huff H) ,,, ,voir[6]. Ce changement
est donné par

x oo by oblamt)
Ty 7y
b (X +a?) a (X +0%)
T = , Y= .
% Yyt @+ X

2) Pour simplifier les calculs dans ce qui suit nous utilisons le changement de
variables ci-dessus.
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Lemme 77 Soient Py = (v1,y1), P2 = (72,y2) deux points de H g,,, -
1) Six1xo =1 et y1y2 # 1, alors

1
Py = (x1,y1), P2 = <7y1> :
X1
2) Si xixe # 1 et y1ya = 1, alors

1
P = (z1,11), P2 = <961, > .
Y1

3) Six1x0 =1 et y1y2 = 1, alors
P = (z1,11), 2= <, > .

Preuve. 1) Si z120 = 1 et y1yo # 1, donc 25 = & (On a 1 # 0 si non by; = 0,

1
i.e., b = 0 contradiction). En remplacant dans I’équation de H /g,,,, on trouve

azy (y3 +y2 +1) = bys (21 + 21 + 1),

donc
a1 (v3 +y2 +1) =yo <yal$1> (23 + a1 + 1),
i.e.,
azry (y1 +y2) (1 +y1y2) =0,
alors
Y1 = Y2,
par suite

1
Py = <,y1> .
Tl
2) Si z1x2 # 1 et y1y2 = 1, on trouve par la méme méthode

xr1 = T2,

i.e.,

3) On touve immédiatement que
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Proposition 78 Lot d’addition
Soient P1 = (v1,y1), P2 = (v2,y2) deuz points de H,,,. Alors

b(z14x2)(14+z122y1y2)+(a+b)x1 z2(1+y1y2) a(y1ty2) I+z1z2y1y2)+(a+b)y1y2 (1+z122)
b(1+ziz2)(1+z122Y1Y2) a(l+y1y2)(1+z12291Y2)

si (1+mw2) (1 +y192) (1+ x1$2y1y2) #0,
a,b,0) st xizoyr1y2 =1, Tix2 #F 1 et yry2 # 1,

PP =9 (
(1,0,0) st x1m9 =1 et y1 = yo,
(

0,1,0) si yiya =1 et x3 = xo.
Preuve. Voir [6]. =

Remarque 79 1) Soit P = (x,y) un point de la courbe de Huff binaire H g,,, . Par

<ab ab(amy+b)> |

xy’ 2y

le changement de variables

ce point correspond au point Q = (X,Y) sur la courbe E avec

(ab ab (axy + b))
Q= (2, Erroy,
Ty ey

Par suite, linverse de @ sur E est
Q=(X,-Y —(a+b)X)=(X,Y + (a+b) X) = (XY) .
Au point —Q, correspond sur H g, , le point P = (z,7) avec

b(X +a?

Y
b(X +a?)
Y+(a+b)X

(3 +)

ab(axy+b) + (a + b) ab

(b—i—a:cy)
b+ary+ (a+b)x

on a
Gt b (a:c+by)+a:y(ay+bx)’
zy

alors
y (b + azy)

a + bxy

F3

Par symétrie on trouve
z (a + bxy)
b+azry

<
I



3. Sur les courbes de Huff et d’Edwards 70

2) On a

(xvy)+(0>0) = (1',3;),
0,0)+ (z,y) = (z,9).

Le point (0,0) vérifie l’équation Hp,,, et on a

oH
%(0;0) = a,
O0H
@(0;0) = b,

par suite le point (0,0) n’est pas un point singulier.

3) Si on choisit (0,0) comme un élément neutre pour la loi d’addition définie ci-
dessus alors P = (T,7) sera linverse du point P = (z,vy).

4) Soit P = (x,y) € H/p,, avec a +bry = 0, i.e., y = 32. On a x # 0, sinon
a + bry = 0 implique a = 0. En remplagant dans [’équation de la courbe Hp,, on

trouve
a? + b+ bz (a+b) =0,

donc

_a+tb

==
et par suite

_a

v= a+b
Dans ce cas
—P =(1,0,0).

5) De méme, si b+ axy =0, i.e., y= ;—:f, donc
P (ba+b>
a+b a

—P =1(0,1,0).

et donc

3.3 Des suites arithmétiques sur les courbes d’Edwards

En 2007, H. M. Edwards introduit une nouvelle formule des courbes elliptiques qui
porte son nom, il a montré que toute courbe elliptique sur un corps K avec car (K) # 2
peut s’écrire sous cette forme sur une extension du corps K. Ici on s’intéresse a la
construction des suites (de points) arithmétiques sur les courbes d’Edwards.

Definition 80 Une courbe d’Edwards est une courbe donnée par

Eg:a? 4y =1+d2%y? de K —{0,1}.
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Remarque 81 e La loi d’addition est donnée par

(3.10)

x + Y1 — 1T
P1—|—P2:P3:< 1Y2 T Y12 Y1y2 12)

1+ dzywoy1ye’ 1 — doiwoy1ye

avec Py = (z1,y1), P2 = (x2,y2) sont deux points de la courbe Ey.

e (Cette loi d’addition est unifiée, c’est-a-dire elle peut s’effectuer par une formule
unique que se soit pour l’addition de deux points ou pour le doublement d’un point. Elle
est méme fortement unifiée, i.e., l'addition du neutre, ici (0,1), se fait par la méme
formule.

o L’inverse d’un point P; = (x1,y1) € Eq est

—Py = (—z1,y1) .

Lemme 82 Le dénominateur de la loi défini dans (3.10) ne peut jamais égal a 0 si d
n’est pas un carré dans K.

Preuve. Soient P; = (z1,y1), P> = (z2,y2) deux points de la courbe Ey, i.e.,

o}y =1+dajyl, i=1,2

Posons
€ = dr1z2y1Y2, € = £1
alors
r1,72,Y1,y2 # 0
et on a

defyi (v5+45) = dafyi (1+d 233 )
datyi + d*atyizsy;
da?yd + &2
1+ da?y?

= =i+
Montrons que € = +1 implique d est un carré. On a trouvé que
iy} (z5 +v3) = o1 + 47
par suite

(z1+ey1)? = 22 +92 + 2emy
drty; (23 +v3) + 2 (derzayys) T1y1
dziyi (o3 +y3) + 2daiyi (v2y2)
= daiy} (23 + 220y + v3)
(

2

= daly} (z2+40)°.
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Donc 9
. < T1 + ey )
T1y1 (2 +y2) )
Alors, si
T2 +y2 #0
d est un carée. De méme
(z1 — 5y1)2 = m% + y% — 2ew111

= daly? (v2 — y2)°.

( T1 — €Y1 >2

d=| ———

xlyl(ﬂfz—yz)
x2 — Y2 # 0

d est un carré. Si xo + yo = 0 et x2 — yo = 0, alors x9 = yo = 0, contradiction. m

Donc

i.e., si

Definition 83 La suite des points rationnels (z1,y1), (2,Y2) -, (Tn,Yn) sur la courbe
d’Edwards Eg est dite suite arithmétique si les x;, i = 1, ...,n forment une suite arith-
métique.

Théoréme 84 Il existe une infinité de choix pour le paramétre d pour que la courbe

d’Edwards E,; admet neuf points dans la suite arithmétique.

Preuve. 1l est clair que les points (—1,0), (0,1) et (1,0) sont des points sur la
courbe E4,Vd € K. On va essayé de trouver d pour faire une extension a cette suite
arithmétique. Pour que la courbe admet des points avec des x = £2, on doit avoir

4442 = 14 4dy?
2 _ 3
4d — 1

< Y
Pour que y soit rationnel, il faut que
4d — 1 = 352
avec j un certain nombre rationnel, alors on obtient

352 +1
d= ‘74+ . (3.11)

De méme, pour que la courbe admet des points avec des x = £3, on doit avoir

949%> = 14 9dy?

9 8

<V ST
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Pour que y soit rationnel, il faut que
9d — 1 = 2k?
pour un certain nombre rationnel k, et on a par suite

14282

a 9

(3.12)
Par les deux équations (3.11) et (3.12), on trouve I’équation de la conique
Cy:275%2 -8k +5=0.

Remarquons que (1,2) est un point de la courbe Cy, alors on peut utiliser ce point
pour paramétriser tous les points rationnels de la courbe CYy.

r+1l=j z=7—-1
y+2==% ’ y=k—2

Posons

et
k-2
m = 7] 1
avec m est un point rationnel, donc
. k—=24+m
J= -
m
Alors
2
27<kQ+m> 8245 = 0
m
27 [(k — 224 m? +2m (k — 2)} —8?m? +5m? = 0
(27 — 8m?) k* + (54m — 108) k + 32m* — 108m + 108 = 0
(k —2) [(27 — 8m?) k — 16m? + 54m — 54] =
2 (8m? — 27Tm + 27)
27 — 8m?) (k — 2 =
(27 — 8m?) (k )<k+ 2 o7 ) 0
ie.,
2 (8m? — 27Tm + 27)
= 2 = —
g ok 8m? — 27
Par suite, on trouve
2(8m2—27m+27
- Ao o
7= m

et aprés des simplifications, on obtient

‘_8m2—32m+27
T T —or
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La paramétrisation de tous les points rationnels sur la courbe Cy est

(k) = 8m? —32m +27 2 (8m* —27m + 27)
PEE\ T 8m2—2r 8m? — 27

avec m un nombre rationnel. Par ’équation (3.11) [ou (3.12)], on trouve
2
8m?—32m+27
3( mSmQjSL;r ) +1
4
3 <64m4 — 512m3 + 1456m? — 1728m + 729> n 1
4 (8m?2 — 27)?

(3.13)

4

donc, pour chaque m nombre rationnel, on trouve une courbe d’Edwards E; qui admet
des points rationnels avec les z valent —3, —2, —1, 0, 1, 2 et 3.
De méme, pour un point rationnel avec x = £4, on trouve

16432 = 14 16dy?
YT Ted—1
En substituant la valeur de d de 1’équation (3.13), on obtient
2= 15
N 3 ( 64m*—512m341456m2 —1728m+729 1] _
1o [ (et ) 4] 1

15 (8m?2 — 27)*
960m? — 6144m3 + 16176m? — 20736m + 10935
5 (8m?2 — 27)°
320m1 — 2048m3 + 5392m? — 6912m + 3645’

Alors y est un nombre rationnel si

320m* — 2048m> + 5392m? — 6912m + 3645 = 5t (3.14)
pour un certain nombre rationnel ¢. Avec Maple, on trouve que le discriminant de
320m* — 2048m® + 5392m* — 6912m + 3645

est égale a
15342052678041600,

donc ’équation (3.14) définit une courbe elliptique E. Un modeéle de Weierstrass est
donné par (voir [15])

E:y? =23 — 2% — 19633z — 762863.

La courbe E est de rang 2 avec les générateurs (—99,448) et (—93,500) . Alors il existe
une infinité de points rationnels sur la courbe E. Donc pour chaque point (m,t), si on
substitue la valeur de m dans (3.13), on obtient la valeur de d pour que la courbe E,
admet une suite arithmétique de neuf points —4, —3, =2, —1,0, 1,2, 3 et 4. m
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Résumé

On s'intéresse dans ce mémoire a l'arithmétique des courbes elliptiques. Ces courbes peuvent
étre présentées par différentes formes. Les modéles de Weierstrass, Huff et Edwards (suites
arithmétiques des points) feront I'objet de ce travail.
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