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Introduction générale

Apres plusieurs études approfondies, les auteurs s’inspirant des résultats antérieurs
concernant la génération et I'analyticité des semi-groupes fortement continus ( Cp—semi-
groupes } engendrés par les opérateurs différentiels elliptiques dégénérés de second ordre,
avec les conditions aux limites de Wentzell (ces conditions ont été introduites en 1959
par {31] dans le contexte du processus de la diffusion pour I'équation de la chaleur ).
IIs ont commmencé une étude systématique de problémes analogues pour quelques classes
d'opérateurs linéaires, qui peuvent &tre dégénérés 4 la limite, des opérateurs différentiels de
second ordre avec les conditions aux limites de Wentzell générales dans plusieurs espaces
fonctionnels.

Les conditions aux limites de Wentzell générales pour un opérateur A s’écrivent
généralement comme suit :

AU+ﬁ%§-+7U=OsurBQ

ou {2 est un sous-ensemble borné de R", de frontiére 8Q suffisamment réguliere, et 3,y
sont deux fonctions continues sur J€2, et n Punité normale externe.

Plusieurs résultats de la génération dans C{0.1] ont été prouvés dans {12] lesquels ont
fourni d’autres résultats intimement liés aux conditions aux limites de Dirichlet, Neumann,
Robin et Wentzell.

Par la suite, la génération et la régularité en C ({2), dans des espaces convenables
comme L? (Q, u) et H' () ont ét¢ obtenus dans les articles {13]{15] et [17], alors que
dans {14] Péquation d’onde & été abordé avec les conditions aux limites de Wentzell (i,e
B=r=0sur dQ ) pour 2 =(0,1). '

. Aprés toutes ces réalisations, et depuis quelques années, un grand intérét est accordé
aux sujets précités menés avec des progrés considérables et signifiants, en appliquant dif-
férentes techniques et méthodes d’approchement, voir par exemple {1]{2)[4}[8][9][29][30}[32].

Il faut signaler, en particulier que les résultats recensés et obtenus dans [4] et [32]
n'ont été révélés que prace & une structure abstraite convenable, 'analyticité avec les
conditions aux limites de Wentzell générales pour les opérateurs de second ordre {dans
le temps), des équations dans C]0, 1} peuvent étre obtenues comme un sous-produit de
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Pétude des familles de cosinus avec les conditions aux limites de Wentzell, pour l'équation
d’ondes voir par exemple {20].

Mais, en dépit de tant d’efforts dépensés, le probléme d’analyticité dans le cas dégénéré
n’est pas complétement résolu, méme dans C|0, 1].

[6] et [11] et [18] ont abordé des problémes de type :

AU = aU" + U’
avec les conditions aux limites de Wentzell du type :

lim AU(z)=0, §=0,1

7

dans plusieurs espaces fonctionnels pour certaines conditions de compatibilité des coeffi-
cients (a.f), la positivité du semi-groupe a été étudiée dans [28).
Dans [16] a été abordée I'étude des problémes engendrés par les équations

AU = aU" + U’ ou AU = b(aU') + BU’
avec les conditions aux limites de Wentzell générales du type :

ilg} AU(z) + U’ () =0, j=0,1
dans P'espace C [0, 1] pour certaines conditions convenables sur les coefficients.

Ce travail est consacré a I'étude de la génération de semi-groupes analytiques engen-
drés par des opérateurs différentiels du second ordre avec des conditions aux limites du
type Wentzell et Wentzell généralisées.

Le mémoire est constitué d’une introduction et de trois chapitres.

On commence dans l'introduction par un bref historique des problémes aux limites de

Wentzell.
Le premier chapitre est consacré aux principales notions utilisées tout au long de ce travail.

Le deuxiéme chapitre est consacré 4 ’étude du probléme
AU = aU” + U + U

avec les conditions aux limites de Wentzell du type :
iEI;AU(l) =0,7=0,1

dans les espaces fonctionnels C[0,1],Cy [0, 1] et C, [0, 1] .Par un changement de variable




a défaut, on raméne I'étude des problémes A l'axe tout entier. Et en se basant sur des
résultats [18] on établit le génératioﬁ. de semi-groupes analytiques. Dans le cas o1 v =0
un probléme analogue a été traité dans [18]

Le dernier chapitre est consacré a Pétude du probléme

AU = aU" + U +4U ou AU = blaU") + SU' ++U
avec les conditions aux limites de We:ntzell générales du type :
lim AU(z) + U (2) =0, §=0,1
dans P'espace de Banacﬁ Clo,1].

Ici la génération de semi-groupes analytiques est établie 4 'aide d'un théoréme de
perturbation. Le cas ¥ = 0 a été étudié dans [16].




Chapitre 1

Notions préliminaires

1.1 Espaces fonctionnels

Soit X un espace de Banach réel ou complexe, muni de la norme |.|| et I CR.
1) ([23]) Nous définissons les espaces fonctionnels B{([; X), C(I; X), Cy(Z; X), C™(I; X)
et CJ*(I; X) (mm € N) par

B(I; X)={f:I+— X, f bornée dans I'}

avec
ifllpuxy = sup L@
C(I; X)={f:I— X, f continue dans I}
aved
Al = Ul sy = 1l -
Cy{I; X) = C(I; X) N B(I; X).
C™IL XY= {f, f93, f9 € O(I; X),¥i = 0,1,..,m}
avec m _ m
1l mriy = Z 19N sy = ZO 179
CHLX)={f e C™I; X), fP € G(I; X),¥i = 0,1, ...,m}
avec

||f|]c:g=(1;x) = ”'f”c:m(];x) .




S8i X = R ou X = C alors on pose C([0.1],X) := C.1], CR,X) = C(R) et
C™{(0.1), X) := C™(0.1) et définissons Cy [0.1], Cx [0.1], Co (R), C (R) par

Co[0,1]:={U e C[0,1],U (0) =U (1) = 0}
Cr (0,1} := {U € C[0,1],5(0) = U (1)}

Co®)i= {V € OR) iV () =0, j = {00, +e0} }

c@®)={veom mvied, j= (-, ot}

tel que C est un intervalle borné compact dans R.

1.2 Semi-groupes fortement continus

Définition 1.2.1 ([26]et]7)Soit X un espace de Banach muni de la norme ||.{| .

Etant donné une famille {T(t)},5, d’opérateurs linéaires bornés sur X (L (X)), nous
dirons que cette famille est un sen;i-gmupe fortement continu sur X si et seulement si les
propriétés sutvantes sont satisfaites : |

(0) T(0) =1, (I est l'opérateur identité sur X ),

(¢) Tt + s) = T(&)T(s) pour tout t> 0,5 >0,

(4td) t]ix(])%rT(t)x =z pour tout r € X.

Un semi-groupe fortement continu d’opérateurs linéaires bornés est aussi appelé un Co—
semi-groupe.

La famille {T (t)},.g constitue un groupe fortement continu dans X, si

DT (s+t) =T )T (3)=T{(s)T(t),vs,t € R

)T (0) =1

m)}i_,n%T(t)z =z pour fout z € X

qut est appelé un Co—groupe .

Définition 1.2.2 ([26)) Le générateur infinitésimal du semi-groupe (T'(t))>0, (resp groupe
(T(t))ier) est Uopérateur A défini sur le domaine

D(A)={z € X, lim T2 sty
(resp D(A) = {z € X, P_I,%TH(Q?;E existe} )




on noté par
T(tye —
Ax = ]1'1(1):3r ——(—l::———L, pour tout x € D(A)
t— ;

Tt —=x

(resp Az = limy , pour tout x € D(A) ).

L'espace D(A) est muni de la norme du graphe [jz]| p 4 = llf + [|Az]|.

Définition 1.2.8 On dit qu’'un opérateur A est fermé si pour toute suite (x,) C D(A)
telle que z,, — z el Azy, — y dans X alors x € D(A) et y = Az.

Théoréme 1.2.4 ([26])Soit (T'(t))ez0 (resp (T(t))er) un Co—semi-groupe (resp Co — groupe)
alors il existe M > 1, w > 0 tels que pour tout t > 0 (resp t € Ryon a

IT ()]} < Me* (resp |T@)) < MeH).
Siw = 0 le semi-groupe est dit uniformément borné. Si de plus M =1, le semi-groupe est

dit de contraction.

Corollaire 1.2.5 ([7)5% A est le généroteur infinitésimal d’un Cy— semi-groupe (T'(t)) 0
sur X, alors D(A) est dense dans X et A est un opérateur fermé.

Définition 1.2.6 ([26])Soit A un opérateur linéaire fermé dans X .
(a) L’ensemble résolvant de A, noté p(A) est défini par

p(A) = {A € C/(AI — A) existe et borné dans X }

(b) Le spectre de A est l'ensemble o(A) = C\p(A).’
(¢) La famille R(X : A) = (A — A)™Y, A € p(A) d’opérateurs linéaires bornés est appelée
la résolvante de A.

Dans ce paragraphe nous présentons un résultat trés important concernant les semi-
groupes de classe Cj. 1l s’agit du célébre théoréme de Hille-Yosida qui donne une carac-

térisation pour les opérateurs qui sont générateurs de Cp—semi-groupes.

Théoréme 1.2.7 ([26))(Hille-Yosida) Soit A un opérateur linéaire. A est le générateur
infinitésirnal d'un Cy—semi-groupe (T(t))iso (ITE)] < Me*?), st et seulement si :
(i) A est fermé et D{A) = X.
(i1) Il existe M > 1l,w € Ry, tel que p{A) D{A€C/ ReA>w } et
M

pourk=1,2,...; i ReA > w.




Théoréme 1.2.8 ([10]) Soient X, Y deux espaces de Banach, et soil T, est un iso-
morphisme de X sur'Y. Alors Uopérateur (A, D (A)) engendre un Co—semi-groupe (resp
Co—groupe) sur X si et seulement si (B, D (B))donné par

B = T¢AT;1
D(B) = T,(D(A)

engendre un Cy-semi-groupe ( resp Cy—groupe) sur Y, et dans ce cas

{ quetAT;l — 8£T¢AT¢_% , t 2 0 }

{ resp TyeAT5 ! = 4% teR
Lemme 1.2.9 ([26]) Soit A est le générateur infinitésimal d'un Co~semi-groupe (T(t))i>0
tel que |T(t)|| < M six € D(A?) alors

[| Az]| < 2—?— i)l + %{—E |A%z||  pour tout t >0

1.3 Semi-groupes analytiques

Par la suite nous donnons la possibilité d’étendre intervalle 10, +00) 4 une région du
plan complexe, sans abandonner les propriétés de Cp—semi-groupe. Nous désignerons par
A Vensemble :

A={zeC:p, <arg(z) <@, <0< g}

Définition 1.3.1 ([26])Pour tout 2z € A, soit T(z) un opérateur linéaire borné. La famille
(T(2))zen forme un semi-groupe dans X, analytique dans A si :

(¢) =z — T(z) est analytique dans A. '

(@) TO)=1 et Ll_i_%T(z)m =z pour tout z € X.

zeA
(it1) T(z + 22} = T(21)T(22), pour tout 2, z, et zy+ z € A.

Théoréme 1.3.2 ([7} Soit A un opérateur fermé, et D(A) = X, X espace de Banach,
alors

1) les assertions suivantes sont équivalentes : _

1) Il eristew € R,0 avec 0 < 8 < Z,M' > 0 telle que

p(A) D T = [A € C,larg (A —w)| < T +6}

: < — w
1RO A < T ¥ € B




ii) A est génératenr infinitésimal d’ un Co—semi-groupe (T (t)),»q avec [|T(t)] < Me*!
prolongeable en un semi-groupe analytique dans un angle A = {z € C, |arg z| < 8}

2) Les assertions sutvantes sonl, équivalentes

t) Il existe 6, M > 0 avec 0 < 0 < §, telle que

(A>T ={reClag(\)| < +6}

1RO : A)]| < I—J‘X"},vm >

it) A est générateur infinitésimal d’un Co~semi-groupe (T (1)), uniformément borné

prolongeable en un semi-groupe analytique dans un angle A = {z € C, |argz| < 8}

Théoréme 1.3.3 ([26jou|24)) (Perturbation de générateur infinitésimal de semi-

groupe analytique ) :
1) Soit A le générateur infinitésimal d'un semi-groupe analytique (T ()50 €t soit B est
un opérateur linéaire fermé qui satisfait D (A) C D(B) et

I1BU|| < B AU -+ c[lU|| VU € D(A)

tel qu’il existe un nomdbre positif 0 tel que 0 < k < § alors A+ B est un générateur
infinitésimal d'un semi-groupe analytique. (B est A-bornée avec B est A-borne égal 4 0).
Pour p(A+ B) :

1} 8i (T (£)),50 le semi-groupe uniformément borné ([{T(t)|| < M) alors

p(A+B)={dep(ANX},T={)eC, |\ >2M}
2) 8i (T (t)),50 semi-groupe te que |[T'()|| < Me** alors
p(A+B)={rep(A)NZ},Z={reC, |\ > 2(kw+c) M}

i) Soit A le générateur infinitésimal d'un semi-groupe analytique et B est un opérateur
linéaire borneé alors, A+ B est un générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique.

Théoréme 1.3.4 ([7ou[26]} L’opérateur A engendre un semi-groupe analytique (T {t)),» ,
(1T ()| < Me**) si et seulement si il existe w tel que A — w engendre un semi-groupe an-
alytique uniformément borné (S (t)),o (IS ()|} < M), dans ce cas,

T (t) = e“*S(t),Vt > 0

Théoréme 1.3.5 [25] Soient X, Y deux espaces de Banach, et soit T, est un isomor-
phisme de X surY. Alors Vopérateur (A, D {A)) engendre un semni-groupe analytique sur

9




X si el seulement si (B, D (B))donné par

B = 2‘:,,14'1:;,,—1
D(B) = T,(D(4))

engendre un semi-groupe analytique sur'Y, avec p{(A) = p(B).

1.4 Applications

Théoréme 1.4.1 [6/ [2’7] Soient «, 3 € C[0,1} avec a(z) > 0 dans (0,1), et définit les
fonctions W, ) et R comme :

Wi(e) : =exp(— fﬁg;dt)

Qz) - W W {t)at

R@z) : :W(:r:)f% m

tel gue x € (0,1).
i) Uopérateur (A, D(A)) donné par

D(A) : ={UeC0,1]nC?(0;1), AU € Cy[0,1)}
AU : =alU" +BU' U € D(A)

engendre un Cp—semi-groupe sur C |0, 1] si el seulement si
WeL(0,1) ouQ¢ L' (0,3) ou les deuz (1)

et
We L' (3,1) ouQ¢ L' (5,1) ou les deu. (2)

i) Vopérateur (B, D(B)) donné par

D(B) : :{Ue0[0,1]nc“2(0,1),BUeC[O,i]}
BU : =alU"+pU' U € D{(B)

10




engendre un Co— semi-groupe sur C'[0,1] st

R¢ L'(0,1) et R¢ L'(0,1)

(3)

de plus si toutes les suppositions (1),(2) et (3) sont satisfaites alors D(B) = D(A) et

A = B engendre un Co—semi-groupe sur C[0,1].

Corollaire 1.4.2 ({25]) Soient a,b, ¢ réelles et bojmées el uniformément continues et

a{z)>p>0,VzeR
alors 'opérateur (Co, D(Cy)) donné par

D(Cy) : ={UeCGR)NC*R),al” +bU’ +cU € Co (R)}
CoU : =aU"+bU'+cU,U € D(Cy)

engendre un semi-groupe analytique sur Cy (R) et il existe Ag € R tel que
p(Co) ] {)\ € C,ReA > Ag}
Théoréme 1.4.3 [5] Soient o, B € C[0,1] et

alz) > 0 Vze(0,1)

1
ad L0, 1
- € (0,1)

B est Hilder continue 4 x=0x=1
alors (Lo, D(Ly)) donné par

UeC,1]nC?(0,1),aU" + U € C[0,1)
DiLo) ={ lima(2)U"(z) + B@)V(#) =0, j=0,1

LoU p xaU"-I—ﬁU’,UED(Lﬂ

engendre un semi-groupe analytique sur C[0,1].

11




Chapitre 2

Semi-groupes analytiques engendrés
par des opérateurs différentiels du
second ordre et des conditions aux
limites du type Wentzell.

2.1 Introduction

Le présent chapitre est consacré & I’étude de V'opérateur différentiel du second ordre
de la forme :
AU = oU" + U+ 4U

avec les conditions aux limites de Wentzell du type :

lim AU(z)=0,7=0,1

x—j
dans les espaces fonctionnels C [0, 1], Cy [0,1], Cr [0, 1]. Par un changement de variable &
défaut, on raméne 1’étude des problémes de Cp [0, 1] & C'(R). En se basant sur des résultats
[18] on établit la génération de semi-groupe analytique. Aprés résultat de génération de
semi-groupes analytiques dans C[0,1] et C; [0, 1] sont déduits par des changements de
variables convenables de ceux établis dans Cy {0,1].

2.2 Résultats préliminaires

Soient a, B et -y trois fonctions & valeurs réelles qui vérifient :




a,B,veCl0,1],0(0) =a (1) =0,a(x) >0 Ve e (0,1) (2.1.1)
Jae '] (2.1.2)
% cCo,1] (2.1.3)

Définition 2.2.1 [25] On dit qu'une fonction f est R — admissible sur [0,1] st

1
2 dx ! dz

0o T T LT

Proposition 2.2.2 Sia vérifie (2.1.1) et (2.1.2) alors /o est R — admissible sur [0,1],
c'est-d-dire

fm*‘”f\/a?

| < 400,Vz € (0,1) et si @{0) =

f% dt
* Jal?)

Preuve. Si a(z) > 0 Vz € (0,1) alors

a (1) =0 alors

a(z) ~ az,c >0,k >0, en voisinage de 0

a(r) ~ e(1—x)", e >0,k >0, en voisinage de 1

d’ou

done pour z =0

= +oosi—-g-5—1 =k >2

2 dt
o Val(t)
’ < 4008l ——< -1 e 0<k<2.

dit
Vat 2

D’autre part /o € C[0,1] =

L)
T—+F 2\/_——

= existe,' i=0,1

13




il est clair que

&' (0) =0 == d'(x) o et

donc

g
(T Nﬁzl

2\/_) Vo
_a(z) : ’(~c -

Iim = eYiSte == — e m>0

=3 Q/a(x) 2/ a(z) V(O) T =

alors £ —1=m >0=—k > 2 on obtient

puisque

Bdha

dt

- ‘/0 \/&‘(‘5

De méme si 2 = 1 ¢’est-a-dire f \/T = +00. Par conséquent /a est R-admissible sur
0,1]. =

Avant d’énoncer les théorémes principanx, nous aurons besoin des résultats suivants

= +00.

Lemme 2.2.3 Sia € C[0,1] vérifie (2.1.1) et {2.1.2) alors la projection

» 01)—>}R (2.2.1)

appartient & C* (0,1) et est strictement croissante avec son inverse
¢:R— (0,1)

qut est différentiable sur R, et Uopérateur T, définie par
T3U =Uocg

posséde les propriétés suivanies :
1.4 (Co [0,1]) = Co (R) ; aver

Co(R) = {v € C(R),limV(t) =0, j = {—oo,-i—oo}}

14




2.7, (D (By) = {V € Gy (R), V différentiable, V' € Cy (R) }avec
D(By) = {U € Col0, 11N C(0,1) ,;lcin%\/a(:x:)U'(a:) =0, 7=0,1 } |

3.7, (C[0,1]) = C (R) ; aver

C(R) = {v € O(R), BmV(r) € 0, j = {-oo,+oo}}

C est uu intervalle borné compact dans R.
4T, (D (Bw)) = {V € C(R),V différentiable,V' € C (R)} avec

D(By) := {U e Cfo,1nc? (O,l),li_'n}\/a(x)U'(rc) eC, j=0,1 }

Preuve. Si o vérifie (2.1.1) alors existe Vz € (0,1) et d’apres

1
va(z)
1
& (z) = ,
(0=~

alors ®' est continue Vz € (0,1) et <I>(zL) = [ - o est continue Vo € (0,1) donc
. 2

: Val(t)
® € C*(0,1) c'est-a-dire surjective sur (0,1).
D’autre part @ (z) = ( > 0,V € (0,1) = ® est strictemnent croissante ¢’est-a-
oz ‘

dire injective sur (0, 1).
Par conséquent & surjective et injective = bijective sur (0,1}, donc il existe un inverse

unique de ¢ noté ¢ tel que -
¢:R—(0,1).

& est bijective sur (0, 1) <= ¢ = ®lest bijective sur R et

&) = —r = a3 D)

Y0 s

¢ € C(R) (car ¢ est bijective sur R) et

O<p{t)y<1lVteR=>a(¢()) >0=>¢ € C(R)
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alors ¢ est différentiable sur R. Et

Toodt
lim®(z) = lim / = —00, car v/o est R — admissible
z—0 ( ) z—0 Sk (f) !
1in%fl> (z) = = +00, Car Vo est R — admissible

:c-vl d

donc |
,EIP ¢ (t) =0, hm rj)(t) = 1.

I
Soit 'opérateur T donné par ; |
| 'r
ToU : =Uog:i=V R R
T;'V @ =Vo @::Ui:(O,l)—rR
! .

1. Tp (Go [0 1]) CU (IR) En effet : i
soit U € Cy[0,1] on a ¢ € C'(R) etUEC’(O 1)————>UO¢EC(IR) et de plus

im T,U (t) = ]_i{giloo (U o'¢) (t) = lin%U (2) =0, car U € Cy[0,1]

t—+c0
Jim T,U () = Jim (Uo@)(t)= lin(n)U (z) =0, car U € Cy {0, 1]

alors

Ty (Co [0,1]) S Co (R).
Soit VeCo(R)ona® e C(0,1)et Ve C(R)=VodeC(0,1) et de plus

Lim (Vo®)(z)= t-EI—{Poo (V){#) =0, car V € Gy (R)

im (V0 @) (z) = lim (V) (6) =0, car V € Go(R)

donc | .
Vode 00[0,1] - Co(R) CT¢,(C()[O, 1]) .

T (€ ]0,1]) = Co (R)

2.T, (D (Bo)) = {V € G4 (R), V différentiable, V' € Co (R)} .En effet :
soit U € D(Bo) = U € Cp{0,1] &= V := U o ¢ € Cy(R) d'aprés 1. dans le lemme
2.2.3.et pour

|
| ;
Vi) =Uog) (t) = - 8) ()¢ () = a0 @) () (U' 0 $) (1)

Par conséquent

16




Puisque U € C' (0,1) et ¢ € C' (R) = V' € C(R) = V différentiable sur R, et de
plus

lm V') = |lim (U6 ()

t—-c0

= tgm Vi{ao @) (t) (U o ¢)(t)

+o0

= h'ni\/a(;n)U’ (z) =0, car U € D (By)
et
Jm V') = Tim (Uog) (1)
= lim \/aod)(t)(U' o) (t)
= limy/a (#)U’ (z) =0, car U € D (Bo)
alors V' € Cy (R} d’ott
Vi=Uode{VeCy(R),V différentiable, V' € Cy (R)}

alors
T, (D (Bo)) C{V € Co(R), V différentiable, V’ € Cy (R)}.

Soit V € {V € Cy (R),V différentiable, V' € Co (R)}, V € Co(R) <= Vo ® € C;[0,1]
d’aprés 1. dans le lemme 2.2.3 et pour '

(Vo ®) (2)

vea(z)

(Vod)(z)=(V'0®)(z)¥ (z) =

puisque V' € Gy (R) et & € C (0,1) et % € C'(0,1) donc

(Vod) €C(0,1) = Vod el (0,1) = Vode(y[0,1]nC (0,1)

et de plus

ImVa@ (Vod) () = lmVa@V @)% ()
' = };i_rﬁV’ (@ (z)) = :EE,QV’ (t) =0, car V' € Cp (R)
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et

g /A (Vo2 (2) = ligy/a@V (#(0) @ (e)
= ii_rglf’ (@(z)) = T,ﬁlﬂi:(_nmi/" (t) =0, car V' € (o (R)

d’ou
Vod®e D(By):= {U € Cy[0,1]nC*(0,1),limva () U'{z) =0, j =0,1 }
L—3

par conséquent

Ty (D(Bp)) = {V € Gy (R), V différentiable, V' € Cq (R} }.

3.T4(C[0,1}) = C (R) .En effet :
soit I7 € C'[0,1] alors U o ¢ € C{R) et de plus

Jim TU t) = Jim (Uog)(t)= lim U (z) = existe € C, car U € C'[0,1]
im T,U () = i (Uog)(t) = Im U (z) = existe € C, car U € C [0, 1]

t—r—00

done

T,(C0,1) € O (R)
Soit V € C (R) alors V o @ € C(0,1) et de plus
lin%(Vo@) (z) = tliE}:oV (t) € C == existe, car V € C (R)
lim (Vo®)(z) = limV(t)€C = existe, car V € C (R}
7— b (O
on a
VodeC,1 = C(R) CTy(CO,1))

par conséquent

4.T4 (D (Bw)) = {V € C (R),V différentiable, V' € C (R) } .En effet :

soit U € D (By) => U € C[0,1] <= V := Uog € C (R) (d’aprés 3.dans le lemme 2.2.3)
et pour

VI(#) = (Uod) (t) = Vac ¢t)U o ¢()
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puisque U € C! (0,1) et ¢ est différentiable sur R alors V := U o ¢ est différentiable sur
R = V'€ C(R) et de plus

Jim V() = lm (Uog) ()
= Jlim a0 g)({) (U o) ()
= limy/a(e)U' (x) € C, car U € D (Bx)
et
Jim V'(£) = lim (Uo¢) ()
= lim \/{ao§) () (U'09) ()
= limy/a (@)U () € C, car U € D (Ba)
alors V' € C(R) doa V:=Uo ¢ € {V € C(R),V différentiable, V' € C (R)} donc
Ty (D (Bw)) € {V € C (R),V différentiable, V' € C (R)} .

Soit V € {V € C'(R),V différentiable, V' € C(R)}, V € C(R) < Vo ® € C[0,1]
(d’apres 3.dans le lemme 2.2.3) et pour
(V' o @) (x)

Vod) (z)=
oy @)= L

V' eC(R) et & € C0,1) et % €C(0,1) = (Vod) € C(0,1) = Vod € CL(0,1)
= Vo®e(Cp[0,1]NC*(0,1) et

lim/a(@) (Vod) () = limy/a@V' (@@)¥ (@)
= ImV' (@ (2)
= l‘EﬂmeV’ (t) e C, car V' € C(R)
et _
limy/aa) (Vo @) (z) = lim/a(@V' (2 (@) ¥ ()
= ImV (2 (z)
= lim V' (t) €C, car V' € C (R)

t— oo
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alors

il

Vo®e D(By): {U € Gy[0,1]nC* (0,1) ,'iing‘\/a(:‘c) Ulfz)e C, 1 =0,1 }

par conséquent

T, (D (Bex) = {V € C (R),V differentiable, V' € C (R)}.

2.3 Résultats principaux

Théoréme 2.3.1 Sia, S, vérifient (2,1,1), (2,1,2) et (2,1, 3) alors lopérateur (C, D(C))
donné par

D(C) : ={UeGl0,1]NnC*(0,1),aU" + BU' +~U € Cy[0,1] }
CU : =aU"+pU' +~U,U € D(C)

engendre un semi-groupe analytique 31;1‘ Co [0,1].
Preuve. D’aprés le corollaire 1.4.2 Popérateur {Cy, D(Cy)) donné par

D(Co) : ={UeCo(R)NCHR),U" +bU’ +cU € Cy(R)}
CU : = U”+bU’+‘cU ,U € D(Cy)

engendre un semi-groupe analytique sur Cp(R) et il existe Ag € R tel que p(Ch) D
{x € C,Re) > Ag} si b, ¢ sont réelles, bornées et uniformément continues.
D’autre part, soit I'operateur (Cy, D(C,)) donné par

26 (¢ (t)) - a (‘?5 (f)) V' (2)

V € Co (R)NC2 (JR) ,Jimb” (t).+

D(Cy) : = , 20/ (p(t)
+yo g (t)V (t) =0,j = {~00, +oo}
oV . =yry o0 ody, V,VeD(C
1 - = + Qm V+('YO¢) ) € ( 1)
on a pour | ’
b= 2ﬁ°¢—ao¢10::(’}’°¢)

2o ¢
|
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}
et par la hypothdse on a 0 < ¢(f) < 1Vt € R et % e Clo,1], 5—-&\/—5 e C[0,1],

v € C{0,1] et [0,1] est un intervalle compact dans R alors b, ¢ sont bornées, et il est clair
que b, ¢ sont réelles, et

i B2OO _ y, BG)
S Vaes® Vel

=-existe tel que ¢ = 0,1

/
rﬂﬁozi% (t) = }E?g \/_ (x) = existe tel que i = 0,1
alors Vo ol o
. cp—@ o .
tllﬁo Saoch existe
et S
lim (yo¢)(f)= limy(z) = existe tel que i = 0,1

on a

b,c € C(R)

lim b (t) est existe
t—too
t]jin ¢{t) est éxiste

alors b, ¢ est uniformément continue dans R. Donc (C), D{C))) engendre un semi-groupe
analytique sur Cp (R) tel qu'’il existe Ay € R pour

p(C1) D {A € C,ReX > Ap}.

On montre que T (D (C)) = D(C}).
En effet : soit U € D(C) == U € G [0, 1} <= U 0 ¢ € Cp (R) (lemme 2.2.3)

UeC*0,1)=UopeC?(R)
Uod)'® = (o)) Viwod®)
= (@)@ o))+ LD s gy
: (@o9)
= f(ao Y (U o e Sy ©
(@0 A (V" 20) ) + 5 7@ 7)

21




on U" e C(0,1),¢ € C(R), « vérifie (2.1.1) et (2.:1.2) donc
(Uog)" € C(R)
=V :=Uo¢eC(R)NC*(R)

d’autre part

i 17 () 4 BOE) - @O

Jim. N )+ 7@V

. vy L OO - GW) o o _
Jm, W) () + =0 e o d) @)+ (6 () U0 6) =

Jim (a0 ¢) ($)(U"og)(é) +Bo¢(t)(U'ed) @) +v0¢()Uce(t) =
Jim (aU” + U +U) ¢ (t) = (GU”+5U’+’¥U)(:L‘) 0,j=0,1

on obtient
V:=U0¢€D(Ci)

alors
Ty (D(C)) € D(C)-

Soit Ve D(Ch) =V € G (R) <= V 0@ € (y[0,1] (lernme?2.2.3)
UeC?*R)=VodeC?01)

car

oV o (V2R (e ®@)  d@)
v @)()-( ,——a(m)) o s VY

et V' € C(R),® € C(0,1),a(z) > 0¥z € (0,1) et 3% € C[0,1] = (Vo) €

C(0,1) = ‘
U=VodeC0,1]nC*(0,1)

et
lim (aU" + U’ + V) (2)
I 28(¢ () —a' (& (t)),
= lim V() + NZICIO) Vi) +r{e®)V

= 0,j=0,1
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ot U:=Vod e D(C). Donc

T (D(C)) = D(Cy)
T3(CGo[0,1]) = Co(R)
T4 (C) C\

i

siVeD(C)alorsVode D(C)et
01V= (CU)O(]S::Tqb(CU) = (Tglocl)VZCU

= (T; 0 CYUo¢=CU <= (T;' 0 C1 0 T) U = CU
<:=>Td)_]001 Oqu,I:C
= Ci=Ty0CoT;".

D’aprés le théoréme 1.3.5 (C, D (C)) engendre un semi-groupe analytique sur Cq{0,1].
Pour p(C) :
Soit A € p(C1) alors le probléme

/\V—CJV::geCO(R)
V e D(Ch)

admet une solution unique <= le probléme

AU — CU = f € G [0, 1]
U e D(C)

admet une solution unique (avec le méme A) <= X € p(C) donc il existe une constante

Ap tel que :
p(C) D {Ae€C,ReA> Ap},Ap €R

Théoréme 2.3.2 §ia, [,y vérifient (2.1.1), (2.1.2) et (2.1.3) et de plus

B0)=p(1)=0




alors Uopérateur (A, D(A)} donné par
D(A) : = {UGC’[O, 11N C%(0,1),lim AU(z) =0, =01 }
r—j
AU : =aU"+ U ++U,U € D(A)
engendre un semi-groupe analytique sur C [0,1].

Preuve. D’aprés le théoréme 2.3.1 et le théoréme 1.3.2 on a pour f € Cp[0,1] et
pour Re A suffisamment grand alors le probléme

MV —aV" — BV = f
VeD(C)={VeC0,1nC2(0,1),aV" + BV’ € Cy[0,1] }

admet une solution unique et il existe les constantfes k> 0,Ap € R tel que
|

Mo < 121l
p(C) o {A €C,ReA; > Ap}.

Maintenant, montrons que le probléme

AU — U — ﬁU’E: g

1‘ NC?(0,1
vepy=4  UeChUNCHOL),
lim,_,;(aU" + BU'(z) = 0,5 =0, 1.
admet une solution unique, Vg € C [0, 1] et il existe la constante k& > 0 tel que
<

et trouve p(M )

pour Re A suffisamment grand.
En utilisant le changement de variable

Ulz) =V (z) + (1 -—.’Ir)g(/(\))—F:l:g(l),)\ £0

tel que V € D(C), alors

U(O) — V(O) + (1 _0)9(/(\3) +Og(1) — g(’?) = C[O, 1]
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vy =va)+ ‘1)9(3) +19Q) _ 9&1) cClo,1]

et
AU —alU” - BU = g &=

3 (V (2) + L= 9(2) + -'ﬂy(l)) —a(2) (V (2) + £ 9(2) + mg(l))

@) (v @+ L2200 )

On obtient alors
AV (@) — a(@) V! (2) - @) V' () =

9 () — (1~ =) g(0) + zg(1)] + B (z) 2(_1)._;@

on pose .
Az = g(2) = [(1 — x) g(0) + zg(1)] + B (z) g(1) ; 9(0)

alors

AV () —CV (2) = _f,\ (z).

Nous montrons facilement que
HreClo,1]

En effet, il est clair f, € C(0,1) et

K1) = 9(1)—9(1)4-[:’(1).‘{("1_)_;9_(‘)):0
Hh0) = 9(0)*9(0)+ﬁ(0)__u__-9(1);9(0) =0

car f(0) = (1) =0.

On montre que U € D(M).

Eneffet : V € Cp[0,1]NC?*(0,1) <= U € C[0,1]NC?(0,1) et

lim MU(z) = lim (aU" - BU") () |

] T—+j
= Ima(@) V' @)+8@)V )+
= 0,7=0,1

) g(1) — g(0)
)

car 8(0) = (1) = 0

Par conséquent, U € D(M).

Done d’apres le théoréme 2.3.1 il existe une solution unique V' € D (C) et de méme une
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solution unique U € D (M) .
On montre que ||U]|, < —ﬁ_’%ﬂ gl

En effet :
e < o l0(e) - (1 = 2) (0) + (D]
< gl + 5 10— 2) (0)| + r [ (1) + 2100 g,
pour Re A suffisamment grand, on a | <1 done
1)l < 3+ 21800) 9l (229
et
(1-2)90) +zg()| . 1900 +]g(1)]
A - Al
@[+ gWI 1+ A 9@ + gV
S VR YRR A ¥
e (L= 5) ) + 26D _ , loll
=Ty 5z g ’
acton 5 ’ RN (223)
donc d’aprés le théoréme 2.3.1
Vlho < T 13ls
d’oi
(1 —-=)g(0) + zg(1) K
0l ~ s : ’ <Vl < 75y Ml

d'aprés (2.2.2) et (2.2.3)
K (1 — =) g(0) + zg(1)
< 1+ l’\l ”f/\“ E[‘g“}](] A

Ul < T 6+ 2181 ol + 412

K(3+2]Blly) +4
< o0

1Vl

100
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alors .
k=K @+2)8) +4
Pour trouver p(M)

soit A; € p(C) alors
le probléme-

MV —aV" — BV = fye (0, 1
VeD(C)!
admet une solution unique

le probléme
AU —al" - BU' = g€ C|0,1]
UeD(M).
admet une solution unigue

avec A = A = p(C) C p(M) et de plus |A] > 1, A # 0 alors
p(MY D {A &€ C,ReA > Ag,{A| > 1}.

Finalement le probléme

{ AU —aU" — U =g

Ue D(M)

admet nne solution unique et il existe une constante Ag tel que

k
U <
Wl = 75737 190eo

p(M) D {AeC,Rer>Ag Al > 1}, AR
alors Vopérateur (M, D(M)) donné par

D(M) - -—-{UGO[O,l]mCQ(O,l),iiE; MU(z) =0, j:O,l}
MU : =alU"+BU,U € D(M)

engendre un semi-groupe analytique sur C'[0,1].
D’autre part Vy € C [0, 1] alors

D(A) {UeC{O,l] 002(0,1),;;_%(0U"%ﬁu’+7v) (z) =0, j:O,l.}

{Uec*[o,umoﬂ(o, 1), lim (U + BU') (@) € C, §=0,1. }
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d'apres le théoréme 1.4.1 ( pour la géinération) et [11} ( pour I'analyticité) on a

D(A) = {UEC[O, 1]0025(0,1),37L11}(QU" +BU) (x) =0, §=0,1. }
= D) !

donc (M, D(A)) engendre un semi—gnc})upe analytique sur C [0, 1] .Et pour v € C'[0,1}, yU
est un opérateur linéaire borné, et d’aprés le théoréme 1.3.3 on a (A, D(A)) engendre un
semi-groupe analytique sur C'[0,1] avec p(4) = p(M). =

Théoréme 2.3.3 Sia, 3,y vérifient (2.1.1), (2.1.2) et (2.1.3) et de plus

{ alors opérateur (P, D(P)) donné pmi‘

D(P) : ={UeC,[0,1]NC?(0,1),al" + AU +U € Cx[0,1]}
PU : =aU"+ U +~4U,U € D(A)

engendre un semi-groupe analytique sur C, [0,1].

Preuve. D’aprés le théoréme 2.3.1 et le théordme 1.3.2 pour f € C5[0,1] et pour
Re A suffisammnent grand alors le prob'léme

AV—aV"— BV —4V =f
{ | VeD(©)

admet une solution unique et il existe' une constante Ag € R, &' > 0 tel que

|
| 4
Ve < 7l

p(C) O {AeC,Rel > Ao}.

Maintenant, monfrons que le problém!e
M ~ " = U~ AU = g
~UeD(P)
admet une solution unique Vg € C, [0,j 1] et il existe une constante k > 0 tel que

‘ k
< e |1
L L™

et trouve p(P).

28




Pour Re A suffisamment grand, en utilisant le changement de variable

U@) =V @)+ 5 f (2)(0)
tel que V € D(C) et A # v(0) alors
_ g(0) g0
vO = VO TSm0
9@ 90

v = VO L T 0

ﬁUeOﬁ[O,l}.

et
N —aU" — BU" — AU = g ==

A (V (x) +-X~_g—($—)(-(-ﬁ) — a(zx) (V ($)+X%)”

5@ (v +295) -0 (v + 7205 -9

on obtient alors

AV (z) —a(z) V' (z) = B (£} V' (z) — v (2) V ()

— ol g(9) g0
= g“’)‘[A/\wv(t))}““)/\—v(oy

Posons

N q(O) ‘ 9(0)
A@)=g(z) - [)\A_’Y(O)] 1@ T0G

alors
AV (x) — PV (z) = fi(z}.

Nous montrons facilement que -
fr € Cy [O, 1] .

En effet, il est clair que f € C(0,1) et

A1) = 900)- [A 3 f(.?)(o)] T Ox= 2)(0) =7
)

7O = o= 20l 20 <o




car v (0) = 7 (1) et g (1) = ¢ (0).
On montre que U € D(P).
En effet :

VeC[0,1]nC%(0,1) <= U € Cr [0,1] N C?*(0,1)

et

(aU” = BU" =4U) (0) = a(0)V" (0)+B(0)V'(0) +7(0)V (0)

9(0) 9(0)
H(U)A_,Y(O) = W(O)W
(@U" = BU' —U)(1) = oV )+A0Q)V (1) +y(1)V (D)
(). 9(0)
+7(1))\_7(0) - 7(0),\__7(0)

car y(0)=v(1) et g(1) =g(0)

donc PU € Cr[0,1] = U € D(P) pour A # v(0).
Maintenant soient V4, V, € D (P}, vérifions

AV - PV=geC.[0,1]
i
wi(t) = Vi (¢ () ,t €Ryi=1,2

et soit,

SUpPpPOSONS W = Wy — Wy O &

a9 - [ - SO i) 4y 0 ) (t)}

= g(¢(®) teRi=1,2

alors

" a}(¢(t))_2ﬁ(¢(t)) ’ =
Aw (t) - [’w ®) - — =) (t)+7(¢(t))w(t)} =0,t €R

| k
avee w € C* (R), d’apres [23] 3! solution avec sup |w ()} < sup |F ()] = 0 (car F =0) =
: teR | 1+ |’\| teR

w=0= Vl = Vg :
Donc d’aprés le théoréme 2.3.1 il existe une solution unique V' € D (C) = il existe une

solution unique U € D(P).
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On montre que |U]|, < 1+f«\l 9l
En effet : pour Re A suffisamment grand fel que |A[ > 37|l on a

Al =y (0} < |A~- 7(0)|'
1 1

e hr()l A=~ (0)]

donc |
‘7(3;) - 7(0)[ < @) - 'r(OJI [y ()| + |7 (0)}
A=) | T A=y (@] 3||’Y|| — v (0)|
@I +2y©@) - O)
3 [Vl = v (0} -
de plus
| 4(0) 9(0)
If)\(a')l < Ig(ﬁ)i‘i‘iT(r) (0) )\)\ 'Y(O)’
< Jo@) + |—(0-)—| 190
alors _
Ifalle <2 gl - (2.2.4)

Et pour choisir |A} > 3 |||, + 1

l__,!i_(_‘l)__[ < 8@ _ g 14\
A=y(0)] T A=) T 1HAA - (0

|g(0)/| 1+ |y (0} |9(0)]
s 1+|A!( HPTE l7(0)|)521+|/\l

o0 | il
P T | (223)

Ve < 1o Il
Wl - [ 2% < Wi 1Al

°°_1+}/\]
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donc d’apres (2.2.4) et (2.2.5)

9(0)
Wl < s il |5 205
K fngI
V1 S T Rlolel + 2728
2k + 2 '
101 < 35 ol
alors
k=2K+2.
Pour p(P) :

soit A € p(C) alors
le probléme

AV —aV" =BV —4V = f, €Col0,1]
vV e D(C)

admet une solution unique

alors
le probléme

t

MU —aU" — BU — U = geCp[0,1]

U ef D (P)

admet une solution unique

avec A = A; = p(C} C p(P) et de plus |A| > 3|jv]|,, + 1 on obtient

p(P) > {2 € C,ReA > Ag,|Al> 3 [I7ll, + 1}

Finalement le probléme '
{)\U —~all" = BU —q4U =g

U e D(P)

admet une solution unique et il existe une constante Aq tel que

UMl | 9lloo

<
- 1+|A

p(P) D {Ae€C,ReA> Ao, ]\l > 3|7l +1}, A0 €R
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Alors (P, D(P)) engend're un senﬁ-gr(‘)upe analytique sur C; [0, 1].
‘ :

Théoréme 2.3.4  8i o, 8,7 vérifient (2.1.1), (2.1.2) et (2.1.3) alors le domaine D (C)
présenté dans le théoréme 2.3.1 coincide avec

UeG[0,1]NC?(0,1), im\/a (x)U' (z) = 0
xr—j
Jim (a@U” + BU' +4U){(2) =0, j=0, 1

Ta] .

. |
Preuve. D’aprés [25] la famille des opérateurs linéaires
TL()U(x) =U(z+1),t e RU € Co(R),z € R.

est un Ch—groupe sur Cp (R), avec ||Ty (¢)|| = 1 et avec son générateur (A, D{A,)) donné
par

D(4;) : ={U e Cy(R),3U" € Gy (R)}
AU : =U,U€D(4A)

si « vérifies les suppositions du théore‘ﬁme 2.3.4 et du lemme 2.2.3 cela implique la projec-
tion |
qﬁ R — (O, 1)

Pinverse de ® donné par (2.2.1 ) induit Vopérateur’

T, + =Uo¢
T, : Cof0,1] — Co(R)

est un isomorphisme de Cy [0, 1] & Cp (R) , d’aprés le lemme 2.2.3 et théoréme 1.2.8

Si(t) =T, (1) Tpt € R

est un Cy—groupe sur Cq [0,1] , avec le générateur (By, D (By)) donne par

D(By) : :{Ue00[0,1]001(0,1),i%ﬁ(m)u'(x):0,j=0,1}

BU : =(T;'AT)U=T; [(Uo¢)] =T, [(U’ o §) /o (qs)]
= T, [(U'Va) (¢)] ‘= Val'.
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d’aprés [24) nous déduisons que (B3, D (B3)) donné par

D(B) : ={U e D(By),valU € D(Bo) }
. UeCyn, 1]00’2(0 1}, vl € Cy[0,1]
' "{ \/"(\iFU') € Cy[0,1] }
U -——-\/a(\/(.—rU") I

engendre un semi-groupe analytique sur Cy [0, 1]. Pour /& € C' [0, 1] alors
va (VaU') = alU" + \/“ \/_U € Cal0,1]

hE\/a (m)U’(a:) =0
= ;lui-{.l}v a(z )2\/__ () U'(z) = 0 == llma( ) U"(z) =0,7=0,1

alors
) U € Col0,1]NC%(0)1),lim/a (z) U'(z) =0,
B2 = L wg
(Bo) ;ir.in;_a (z)U"(z) =0, =0,1
et |

BIU = Va(yaU) =al"+ \/_——fU’

= ol + W_—BOU UeD(B).

‘Soit A défini comme
AU = oU" + U’ +U

avec domaine D (Aﬂ) D (B}) alors

- 23
AU = BU + 2\/_ BOU+7U
et soit A défini comme
AU = B2U + 2 2ﬁ % BoU
0 \/—
28 — o ) ‘ - . )
car ~ Ta € C'[0,1} d’aprés [3] on obtient quie A engendre un semi-groupe analytique

sur Cp[0,1]. |
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B—a

En effet : depuis que BE engendre un semi-groupe’ analytique sur Cy [0,1] et e By
est BZ -borné avec B3 -borne égal & 0, 'assertion suit du théoréme 1.2.9 et [22] (voir
aussi {21]).

D’autre part v € C [0, 1] alors YU est un opérateur linéaire borné et A engendre un semi-
groupe analytique sur C [0, 1] alors d’aprés le théoréme 1.3.3 A engendre un semi-groupe
analytique sur Cp [0, 1] . :

D’aprés les conditions (2.1.1),(2.1.2) et (2.1.3) nous prouvons que D (fi) coincide avec

UeCy[0,1]nC%(0,1),limy/a (z)U' (z) =0
D({S) := =3 '
( ) ,3311} (Q'U”-I-,BU"*"}’U‘:) (.’E):O, 7.—...0,1

En effet,
Soit U e D (ﬁ) alors

lim a(#)U" (@) + 6 (@)U (2) +7(#) U ()

. i ﬁ(ﬂ:) ']
= lima{x)U" (x) + —==wte/alx T o) U (z
Lo (x) U" (z) + ,—~—a(x)\/() () +v(2) U (z)

r—3

= 0,j=01

car lim o (2)U"(e) = 0, Imy/a(@U' () = 0(j=0,1), U € G0, 1], & € C[0,1]
q+ I=+3 :
alors

D (A) C D(S).
Soit U € D (S) alors

:lci_ﬁn;'a(a:)U”(a:) = lim (@U” + U +~U) (z)
—m;n}jc_f%\/a(a:)U’(w)—'y(m)U(m)

= 0, j=0,1.

im (@U" + U ++U) (z) =0, 1 =0,1
x—j

et

lim /o (@)U’ (@) = 0, = 0,1
x—j _
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ot U(l):U(O):O,%eC[O,I}mUeD(/i).

Par conséquent :
D (A) = D(S).

Finalement (fi, D (}i)) engendre un semi-groupe analytique sur Cy[0,1] et d’apreés le
théoréme 2.3.1 {C, D(C)) engendre un semi-groupe analytique sur Cp [0,1] et D (ﬁ) C
D(C) et AU = CU s D (A) done D(C) = D (}i) .

Théoréme 2.3.5 Sia, S,y vérifient (2.1.1), (2.1.2) et (2.1.3) et

pO)=p(1)=0
!
alors le domaine D (A) présenté dans le théoréme 2.8.2 coincide avec

UeCl0,1)nC%(0,1), limy/a (@)U (z) € C
D(Ay) = | 2=
(42) Jim (aU” + pU +~yU) (z) € C, j =0,1.
Lt ‘

Preuve. D’aprés [24], la famille des opérateurs linéaires

T, U (x):= U(:c+i),t€lR,_U€C(I@),mE]R.

est un Co—groupe sur C (R), avec son générateur (L, D (L)) donné par

D(L) : ={UeC(R),3V' eC(R)}
U : =UUeD(L).

S1 a vérifie les suppositions du théoréme 2.3.5 et leu;lme 2.2.3 impliquent que la projection
¢: R— (Or 1)
inverse de ® donné par (2.2.1) induit V’opérateur

Ty : =Uo¢
Ty C[O,l]—»Q(]R)

est isomorphisme de C'[0,1] a C (R), d’aprés le lemme 2.2.3 et le théoréme 1.2.8

Sp(t) =T, ' Th(t) Tyt €R

36




t

est un Cp—groupe sur C [0, 1], avec son génératenr (Beo, D (Bw)) donné par

D(Bw) : = {UeC[O,I]ﬂCl 0,1),imva (@) U'(z) € C, j=0,1 }
BoU : =T LT, =T, {(Uog¢)]
= 1 [(U’ocb) Vo (@)

= T, [(U'Va) (¢)] = VaU' |
d’apreés [25] et [21] nous déduisons que (B%,D (Bgo)) donné par

D(BZ) : ={Ue€D(Bx),vVaU € D(B) }
UeC0,1nC*(0,1), limya(x) U'(z) € C
- im/a (vauy J,)ec j=0,1
BLU : =+a(J/au)

engendre un semi-groupe analytique sur C {0,1].
Pour /a € C* [0, 1] alors

\/—(\/—U’) _aU!I+\/_____UI

2y/a
EB}\/a(m)U'(a:) eC
= hm\/_( ) 2\/_ (x)U'(z) € C = alciii;a(m)U”(:r:) €C,j=0,1
alors
\ UeC[O,l]002(0,1),1?%\/5(93)(}’(3:)eC‘
(B) = Jima () U"(z) € G5 = 0,1
et |

B2U = va(/aU) ._aU"-;-\/‘_zTUf

al) +§TBOUUED( )

soit A défini comme :
AU = aU" + pU' + U
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avec domaine D (/—1) :== D (BZ) alors

28 -

AU = BXU +
\/—

B-ap U+7U

et soit A défini commne 2
AU =B2U B U
| U o U+ 5 \/.

d’apreés la preuve du théoréme 2.3.4 on conclut facﬂement que (ﬁ, D (A)) engendre un
semi-groupe analytique sur C [0, 1]. |
D'apres (2.1.1),(2.1. 2) et (2.1.3) nous prouvons que D (A) cotncide avec

|

D (4y) = UeClp,1]nC?(0,1), lim,,,_.,\/ ) U (z) € C
o Jim,; (aU” + BU’ +U)|(x )ec §=0,1.

En effet : soit U € D (ﬁ) alors |
}Uiil}a(fﬂ) U” (z) +ﬁ(-’ﬂ) U' (z) +v (=) U (z)

Him o () U” (2) + Va (@)U (z +’7(3: U{z)eC, j=0,1.

@t \/_
car hma(a:)U”(a:) € C, hm\/cx(a' U'z) € C pOllI‘j = 0,1,y € C[0,1], et —= €

clo, 1]:> UeD(A).
Soit U € D (Aj) alors

|
lim e (z) U” (z) = lim (aU" + BU' + yU) ()
T+ z—j

_ljﬁjj_(i\/a(a: U'(z) - 'ym)Ul(a:)EC ji=01

lim (aU" + BU’ ++U) (z) € c", j=0,1
A=y ,

lim \/a (z)U'(z) € C,j = 0,1
z—j :
yech],£ ecpo, :e;UeD(A).
Par conséquent : |

D(4)=D(4). |
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et

aintenant d’apres [23] et pour Re ) est suffisarnment grand et pour tout f € C'[0,1] il

existe unique V € C? (R) tel que

i Qﬁo'?s—a’egb +
Vi S Vi+(yod)V e C(R)

W ()~ v + LY Ol ) o) v (t)] = f(6(®),t R

d’ou il y a un unique U € C?(0,1), U est borné sur (0,1) tel que aU” + BU' + YU est

ercore borné appartient & C (0,1) et de plus satisfait

m,

th

E:

1.¢

@,

o,

§

o

8

N —aU" - BU —~yU = f

ais une telle fonction est présentée dans le théoréme 2.3.2 done D (ﬁ) C D(A).

Finalement (A,D (}i)) engendre un semi-groupe analytique sur C'[0,1] et d’aprés le

éoréme 2.3.2 (A, D(A)) engendre un semi-groupe analy'f.ique sur C[0,1] et D (f:i) -

D{A) et AU = AU swr D (ji) done D(4) = D (;1) ='D(4;). u

xemple 2.3.6 Soient

alz) = z'(1- :c)i
B(z) = 2 (1-2)((z),¢(€C,]]
~v{z) € C:[0,1]

v, B,y € Cl0,1] 2

8,y € C(0,1), Vi,j €R, et

i,7 € [0.00),a, B sont continues on 0 et 1

7,5 € (00,0), a, 8 n'’sont pas continues on 0,1 alors

: i
tBEC, $ii205>0

Ja(z) >0,vz €(0,1)] i i €R.
3. (0)=B(0)=a(l)=8(1)=0,i>0,j>0

4./a e C0,1]7
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VaeC'{0,1)Vie R et

ACE ) lim dai (1 — o) —dwf (1~ 2)'
:L—ml 24/ v T TN \/m

i1 (1 - 2)" 11— 2a]

= lim -
= 2 (1—x)
1 -1 £~-1
thzm (1—a)s [1-2z],m=0,1
donc Joe C'[0,1] sif —1>0=>i>2
) o
5..\/5 e C[o,1]
B .
ﬁEC(O,l)VZ,jER et

“J(I_T)JC(”) hm:cJ‘i(l-7')j S¢(a),m=0,1

lim ——=—eie == lim
T—1m 4 /a -1» fl"'—“ﬂ"l. /xz (1 _ 1 PTr—m

g S s i
donc—\/=€C'[0 A sij—-220=j724%

6) v € G, [0,1].
Finalement pour ¢ > 2, 72> 5 L alors, tous les thémémes' antérieurs s’appliguent.
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Chapitre 3

Semi-groupes analytiques dans C'[0, 1]
engendrés par des opérateurs
différentiels du second ordre et des

conditions aux limites du type

- Wentzell générales. |

|

3.1 Introduction

Le présent chapitre est consacré & 'étude de Popérateur différentiel du second ordre

de la forme :
AU = aU" + BU' +4U ou AU ='b(al") + U’ +~U

avec les conditions aux limites de Wentzell générales du type :

i
{

lim AU(z) +bU' (2) =0, j = 0,1
L
dans Pespace de Banach C [0, 1].

Le cas on v = 0 a été étudié dans [16]. La génération de semi-groupes analytiques est
établie & I’aide d’un théoréme de perturbation. ‘

|

(

|
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3.2 Reésultats principaux
Théoréme 3.2.1 Soient o, 8,7 € C[0,1] et

a(z} > 0,Vze(0,1)
1 .
= LY0,1)

S ¢ L0

B est Hélder continue 4 =0,z =1
alors 'opérateur (L, D(L)) donné par
Uel|0,1]nC?(0,1),al" + BU' +4U € C0,1]
D(L) . = ,En}_(aU" + ,BU’ 4~ ’}’U)(L‘) — 0, J — 0,1
LU : =aoU"+pU ++U U e D(L)

engendre un semi-groupe anolytique sur C[0,1].

Preuve. On pose
LU = LU +~U,U € D (L)

: 1
on applique le théoréme 1.4.3 dans Ly, on a o, 8 € C'[0,1] et a(z) > 0,Yz € (0,1), S €
LY0,1) et

B est Holder continue 4 T= 0,z=1
|

alors {Lg, D(Ly)) donné par

_ UecCn,1nC?%(0,1),aU” + U € C[0,1]
D(Lo) = =93 lima(z)U"(z) + Bz)U'(x) =0, j = 0,1
. Eanc]
LU : =aU" + BU'U & D(Lo)

engendre un semi-groupe analytique sur C [0, 1] Et pour v € C|0,1] alors YU est un
opérateur linéaire borné et d’aprés le théoréme 1.3.3 (L, D (Lp)) engendre un semt-groupe
analytique sur C [0, 1].

Nous prouvons que D (L) coincide avec D (Lg) .
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Soit v € C'[0, 1} alors

UeC0,1JnC2(0,1),aU" + U’ +~U € C[0,1]
P = lma(@)U"(2) + BE)U (@) +7 (@) U () = 0, §=0,1
UeC0,1NC(0,1),aU" i+ AU € C0, 1]
D(L) = lima(e)U"(2) + B@)U'(z) € C, = 0,1

d’apres [19] on a

' UeC[O,l]ﬂ@(O,l),iaU”—l—ﬁU’EC’[O,I]
P =\ tma(@)v"(@) + 8@ () = 0, 5 =0,1
= D(Ly) 5

done (L, D(L)) engendré un semi-groupe analytique sur C'{0,1]. m
Considérons l'opérateur du type AU = aU”, ot le coefficient o peut dégénérer 4 la

limite, mais avec dégénérescence d'ordre bas,

Théoréme 3.2.2 Soient o, B,y € C[0,1] et

a(x) > 0,¥z € (0,1) (3.2.1)
o [ dt N |
La projection x  —— / "a“(Hf_)” est Holder continue dans [0, 1] (3.2.2)
J .

d'exposant k€ (0,1)

Best Hilder continue d x = 0,z =1

alors (4, D(A)) donné par

AU : =alU”
{ UecC,1]nC?(0,1),AU € C[0,1] }

D4y (AU + BU" +10)(2) =0, § = 0,1

engendre un semi-groupe analytique sur C[0,1]. |

Preuve, Pour appliquer le théoréme 3.2.1 dans l'opérateur (L, D(L)) donné par

D(L) : = D(A)
LU : =aU"+BU +4U
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montre que -1~ € L'(0,1).

en effet : d’aprés (3.2.2) z -~ / —— est Holder continue dans [0, 1] d’exposant k € (0, 1)

a(t)

donc continue dans (0, 1) donc

/ f),<oo = — eL(Ol)

0

donc d’aprés le théoréme 3.2.1 Popérateur (L, D(L)) engendre un semi-groupe analytique
sur C'[0,1].
Soit Popérateur (B, D(B)) donné par

D(B) : = D(A)=D(L)
BU . =-8U'—~U

montre que (B + L, D(A)) engendre un semi-groupe analytique sur C'[0,1].7
Premiérement d’aprés [10] pour appliquer le théoréme du perturbation il faut montre que
chaque U € C[0,1]NC%(0,1), et aU” + BU’' ++U € C[0,1] alors

U e C1}

U" e LY0,1)

on a ;II— € L}(0,1) alors

w(z) = exp(— f ﬁ(t)dt

Satisfait
0 < Swlz) <g
En effet :
/ ﬁg;dt<oo Ve € (0,1) car é € I}0,1) et B C[0,1]
=>0<exp( f ﬁ(t)dt <oo_—_.—>3c0,c1
tel que
A(t)
0 < co < exp{—~ / (t)dt)— 1
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alors
0 < <ufz) Lq.

Soit f = aw(%)’ + U € C[0,1] car

fi= aw(gf:ﬂa—f‘fiy—) 4AU = ol a i
etona ( . ﬁ(t)
e = (i) =“§3 ?
exp(— 1 () —Zdt) ‘ ‘
alors

f=alU" +pU +~U
d’aprés la définition de D{A) on a
f=aU"+pU +4U € C[0,1].

D’autre part v € C[0,1} et U € C[0,1] alors vU € C{0,1]

| 4
on peut conclure que aw(;)’ € C'[0,1] donc on pose f := aw(-;)—)' on a

h_ Uy

donc

Uz) U'(3) “ LA
- =ﬂ a@ui®

pour w(t) #0,Vte[0,1], fi € C[0,1], et z —> fa%-)— est Holder continue dans [0, 1]
0

oy o | [, UG)
Vel = “%/ (mmﬁ+w@)]

est continue dans [0,1] i,e

U'ecClo1].:
De plus YU € D(L)

la(2)U" (2) + B()U" () + v(2)U(z)] < l|aU" + BU" + U],
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donc

la(@)U" ()] — |B()U"(x) +v(@)U )] < |alU” + BU" + U,

d’oi

0(@)U"(@)] < aU" + BU" + U1l + 8@V @)] + Ha)U (@)
et |

, v * ()] + LU

0@ € oy o0 + 80+ 20 ‘ vy + KT
alors '

! "e.. . # ' . ! 1 ”
[ 10 d < o+ 60" 4401 / el
X f B(x) U@L, e

U'(z)lda +

o) @
[ ot ) . :

pour YU € C{0,1] et & —> o) est Holder continue dans [0,1] et U’ € C'[0,1] et

B € C[0,1] alors
U” e L*0,1).

L’application du théoréme 1.3.3, montre que

D(L) < D(B)
|1BUll, < cllLU|ly, + eIV, YU € D(L).

En effet : soit 8, = ook 1Bz, 7ve = max, [v(z)] nous fixons n entier grand alors on
<

pose
Ji= [z “”1] i=0,1,2,.,n—1

7 72

et on écrit {|U]], la norme de l'espace C(J;).
On commence par l'intervalle Jo = [0, 1], et U € D(L), et soit

T,y € 0,%}
L O
8 € OS_n]
[2 1

1
€ 3n n]

alors

U'(@) — U'(ao) = [ U"w)dy

Zo
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donc

<o)+ [ 10" dy

Jayp

U/ ()] < U (o)l +

/ U (y)ey

Jap

Bt

y 1
@) < W+ [0 e e [o,7]
JO 4
d’aprés le théoréme des accroissements finis

t —iU(3)|

U(t)
! <|
0" (a0)] <
on a alors .
, Uty —U(s "o
o)< EO=T0L, [ ay
: 0
— <
t a_ 3n=>t“3__3n alors

U'(2)] < 3n (U] -+ [U(s)]) + ] " 10" () dy.

D’autre part

06 < g 107+ 80"+ 10 20 (0) + Zve)

aon a

w1 | n 1
U'(z)| < 6n U LU f Lyt |BU + Um/ L4 24
|0 (2)| < 6n Ul 500 + 1LV 1500 PR 18U +~Ul 4. e (3.2.4)

d’aprés la définition de la fonction Holderienne d’exposant k, Jdc tel que

/l ™ p<aG-or=c(3)

U (s )|<6n||UH,Um+c( ) nwuwm(l) 18U 44Ul (3:25)

on a

18(z)] < max |B(x}] = ﬁo obtenir

BV (@)] < 6n, 1|U||Jo,m+c( ) Boll LU,
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1\*
‘H’( ) ﬁGHIBU"‘i")U“Jgoo

On remarque que

[(BU" + 4U)(2)] < |B)U" ()} + (@)U (@)] < 1B @)+ 70 [ 1, 00

donc .
1
(BU” +4UY(@)] < (o + 6n86) [Tl 5,0 + ¢ (~—) Bo LU 5o

te ( 1) BollBU + U],

1 k
18U + U5, o < (0 +61580) ||U||,m+c( ) Bo lLUI,

e (.};)k BoIBU" + U, o0

donc

(1-c(1) ﬁo) 18U + U oo < (30 +6n80) U 5500 (3.2.6)

‘ 1 k
e (3) Bl

De méme pour z € J; on a

. . ‘ k
./n —Ldygc(z—)r-l—i)kzc(}l) ,e>0
i afy) n n n

k
(BU” +AU) )| < (70 + 6mBo) ||U||J e ( ‘) BollLU

done

1 ,
+C( ) BollBU +7U||Joo vz € J;

alors

(BU" +4U)(@)] < (o + 6n54) U], +c( ) Bo LU, +
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1\* ;
C(,;) BollBU + Ul ¢ Va €0,1]

on obtient alors

. Nk .
(1 —c ( ) fjo) 18U+ yUll o < (70 +6780) [U|loo

+c< ) Bo LU, V= € [0,1],U € D(L)

. I\
Pour n suffisamnment grand et on choisit 1 —¢ (77) By >0 ona

Bl
R o (L LY

1-¢(3)" 8, 1)* B,

_ (v +6nBy) 02 __¢ (?1{)};60 ’

oo 8 1= () A
donc (L + B, D(L)) = (A, D(A)) engendre un semi-groupe analytique sur C'[0,1] .
Pour p(A4) |
on a (L, D(L)) engendre un semi-groupe analytique sur C' [0, 1], alors

(L) D Zz{z\eC,Iarg/\;lS%%-w} w > 0

RN D)l < M YAes M>0.

A
d’aprés Le théoréme 1.3.3
Ae G A > ap et 6nB)
pA) = p(L+B)DT= - 1=c(3) Bo
largA| £ 2 +w

IR Al € VAT

Corollaire 3.2.3 Soient a,b,8,y € C[0,1] et & vérifie (3.2.1), (3.2.2) et de plus

b+ 3 est Holder continue 4 =0,z =1 (3.2.8)




alors (C,IXC)) donné par

UeCn]nC0,1),all + U +4U €C0,1]
b = m(CU + bU')(x) = 0, j = 0,1
Ttj

CU : =aU" +8U +~U
engendre un semi-groupe enalytique sur C'[0,1].
Preuve. D’apreés le théoréme 3.2.1

LU : =aU"+(B+0)U +~U

UeC0,1]nC?*(0,1), LU € C[0,1],
D(L) = = HmL,U(z) =0, j =0,1
T ]

engendre un semi-groupe analytique sur C [0,1]. Oin montre que

3

D(B)) : = D(L;)
BU : =-bU'

est L;-bornée avec Ly-borne égal 4 0, d’aprés la preuve du théoréme 3.2.2 on a

YU € Cl0,11nC%(0,1),aU" + U ++U € C[0,1]
= U'eC[0,1},U" € L(0,1)

- 0D pose !

Bo = max |(8+b)(z)

x€(0,1)
by = b
0 ?gllgflcjl ()|
Yo = mmelgflcll'r(w)l‘

de maniére équivalente dons le théoréme 3.2.2 on obtient

[

U@ < 6nlUlge + [ 0o € [o,]
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donc

U@ < 6nlUllym+ f " (o + (5 ZE’;)U’J”/U)(;:;)I

LB +0)U) (o) ~ [(0) @)l
# R e [

dy

alors

/@) <0010+ 5 )kuLlUuwc( ) 1B+ 00 50

rev ) 101

€
U ()] < bo (sn rer )) Ul 00 + o (1) TR

+boc(1) 18+ )0 -

De la méme manidre pour Ji,.Jy, ..., J on obtenaient

U] < b (emc% (1)) T E N TAZ

Fho (1)k 16 + 5000

donc

pour tous i = 1,2, ...,n. Et par suite

V) < by (snmo (l)k) Wl e (2) 1000, 29
vioe (2 g+ 00

D’apres le théoréme 3.2.2 remplagons 8 par 5+ b, L; par L, BU par (8 +b)U'et 3, par
B, dans (3.2.7) et pour n suffisamment grand, nous choisissons 1 ~ ¢ (%)k Bg>0 ona

(1/ + 6np, 0) ( )
(B + U +U||, < ————Il oo 5 !IL Ulloo
! 1~c(2)" By (i)

3l



Nous avons aussi
1(B+b)U' |l < 1B+ U + Wl + 1MWl L INB+0U + YUl +70 U]l

alors

. 6n~0 ) . 1\k 5
1B+ < (L_-——E—)— + "/0) 1Ulloo + 1—_%()}_)% Ul  (3:2.10)

dans (3.2.10) et (3.2.9) on a

0] < (bo(ﬁnmo (2))+me(2) (%m)) 101
+ (bnc (%)kwnc (;’;)k - _(c() )/3" ) LU,

donc nous choisissons n tel que 1 — ¢ (%)’c Bo>0 alors 3¢5, ¢ tel que

1600 < €5 I L1010 +i6 U lio

oo () e ) )
oo (oo 2)) o) (220

Pour p(C)
on a (L, D(L;)) engendre un semi-groupe analytique sur C [0, 1], alors

:I‘-‘

p(L) O E={)\€C,|arg)\5[_<_%+w} @ >0

M
IR\ L)l < L ,ZVAEY M>0
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d’'aprés Le théoréme du perturbation p(C) o T tel que

A

(e C, 1A > 2M(bo (67 + 7 (1))
5= ey (LR) N s
oc(”) (lwc(;l;)kﬁo Y |)
\ CargA| £ 24w J
MJ‘
IR,y < YA€

]
Corollaire 3.2.4 Sovient a,b,b, 8,7 € C[0,1] et a vérifie (3.2.1),(3.2.2) et de plus
a € C'[0,1],b(z) > 0,Yz € [0,1] (3.2.11)

ob+ B, + b est Holder contz'ﬂ.ft;',e dr=0z=1 (3.2.12)

alors (Cy, D(C1)) donné par

UeCo,1]nC?(0,1),balY + U +U € C[0,1]
b@) = = lim(CyU +5U')(z) =0, j = 0,1
T3
CiU : =blaUY + B,U +~U

engendre un semi-groupe analytique sur C [0, 1]

Preuve. On applique le corollaire 3.2.3 on obtient
siaeC'[0,1] on a

CU := b{aU"Y + ByU" +4U = balU" + (a'bi+ B,) U’ + U ,YU € D(C})

1)
aeCl0,1],beC[0,1} = abe C[0,1]

et _
o eC1],beC0,1],8,€C01] = o'b+ 5, € C[0,1]

etyeC0,1] etbeC0,1].

2) et siz — f -a% est Holder continue dans [0,1] d’exposant & € (0,1), b(z) > 0
0
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€T

Ve e 0,1] = z+— / 7 (f;% o) est Holder contirue dans [0, 1] d'exposant k € (0,1)
ot

3) st
a(z) > 0,Yz € (0,1)

b(x) > 0,V € [0,1] } = a(z)b(z) > 0,Vz € (0,1)

4} o’'b + B3, + b est Holder continue 4 ¢ == 0,z =1
par conséquent &’aprés le corollaire 3.2.3 (Cy, D(C;)) engendre un semi-groupe analytique
sur C'[0,1]. =

Théoréme 3.2.5 Soient o, 8,b,y € C[0,1] et
a(z) >0 Yz e (0,1),VaeC'[0,1],0(0) = afl) =0 (3.2.13)

ﬂ+becm1] (3.2.14)

alors (A, D(A)) donné par

UeC[0,1)NnC?*0,1),al"” + BU' +4U € C[0,1]
D4) -« = (AU +bU")(2) = 0, j = 0,1

AU . =aU" + U +~U :
engendre un semi-groupe analytique sur C{0,1].

Preuve. Pour appliquons le théoréme 2.3.2 dans Popérateur (L, D(L)) donné par

D(L) : =D(A) _
LU : =aU"+(B+0)U' ++U, Ue D(L)
on a
1) a(z)>0 Vze(0,1),a(0) =a(l)=0
2)

VHGCWLH} B+b B+b
= ——\acCp1] = € C0,1]
_ﬁ_:__b eco,1] Ve 0.1 Va
donc (L, D(L)) engendre un semi-groupe analytique sur C [0, 1].

Soit 'operateur {B, D(B)) donné par

D(B) : = D(A) = D(L)
BU : =—bU' |
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montre que (B, D(B)) est L-bornée avec L-borne égal 0, C’est-a-dire (B + L, D(A)) en-

gendre un semi-groupe analytique sur C [0, 1]
¢'est-d-dire

D(L)y € D(B)
IBU|, < kl|LU| o+ k2 ||Ull,, YU € D(L).
Définissons
wy (z) = exp({— / Mdt), z € (0,1)
et P
(o) = 2o (0) 2 € 0
el e ) b))
_ () +6(t) —a' ()
6@ = el [ B 0= an v e 0,1
satisfait
0 < ks < az)w(z) < k.
En effet :

/m A) + 1(2)__ o (t)dt < oo VYxe(0,1) car _@_f_%:ﬁc[(], 1]

donce

a(t

0 < exp— ( ﬁ +bt)) ’(t)dt)<oo

donc 3 kg, ky tel que

0<L:3gexp(—j:mﬁ(t)-l_b(t)_a,(t)dt)§k4

a(t)

alors .
0 < k3 < a(z)un(z). £ k.

d’aprés le preuve de théoréme 3.2.2 on a

U
LU = awl(w—)' + ’YU
1
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et on pose LU = LU ++U avec

LU = awl(%)' —aU" + (B+0) U

LU+ =aU"+(B+0)U
UeC,1nC?(0,1);eU" + U € C'[0,1],
D(L) = =9 fm(alU" + U +00)(@) =0, j=0,1 |-
T—3

D’autre part soit Popérateur (B,, D(Bp)) donné par

D(Bo) : :;.{Uec'[o,umcl(o,l),m%ec,jzo,1}
U@
B : =5V € D(B)

engendre un ¢y—groupe sur C [0, 1].
En effet : la projection

(p(m):[;wl(t')d,t

est R — admissible sur [0,1]

est strictement croissante et différentiable sur (0,1) et

1
wn (t)

en voisinage de 0,1,m > 0

en effet :
W ofthw (t)  m
vl ==~ o

d’autre part /a € C'[0,1],a(0) = a(l) = 0 alors d’aprés la proposition 2.2.2 a est
R — admissible sur [0, 1], alors 1
_ wy (t)

Soit 'opératewr T, donné par

est R — admissible sur [0, 1],

T,U=Uopl:=V:RoR

d’aprés le lemme 2.2.3 Vopérateur (By, D(B,))} est semblable a l'opérateur (B, D(B))
donné par

D(Byo) = {VeC(R),V est differentiable V' € C (R)}
BoU = V'
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avee
- ’ _ . ~1y/
S V') = Bm (Uee™) ()
= lim (¢7) () (U o9 (®)
e U (w)
B 'wl—l*l}l,owl (t) €c
d’ou

, V' (x)
_gglmv t)eCe& xlimo1ul (t) € C.

Par conséquent, d’aprés {10], Popérateur (B2, D(B?)) donné par

Uec1nc0,1), th’((i)) eC

D(Bg) = 4
1 U'(x) _
(@ ( (m)) €G =01

UeCo1ncC?(0,1), hmﬂ’il

W1 (=

puased 4
, lim ! (U(%)) =0,j=0,1

Te—jwy (z) \ 1w (2)

BIU = By (ByU) = 1(5’1)

Wy \ un
engendre un semi-groupe analytique sur C [0, 1] .Et d’aprés le théoréme 1.2.9 et [22] obtient
Ve > 0,3k > 0 tel que )
i .
1BoUllo0 < €| B3Vl + Z Ul (3.2.16)

et, d'aprés [11], on obtient alors D{(B2) = D(L,).
Montre que D(L) = D(B) = D(L»). .
En effet : soit v € C{0,1] alors |

DL = Ue C,1nC%0,1),aU" + BU +4U € C0,1]
(B = { lima(2)U"(z) + (B(x) + b (2)) U'(x) + (2) U () = 0, § = 10,1

UeC0,1nC(0,1),al” + BU' + U € C[0,1]
by = { Ima(@)U"(z) + (8(z) + b () U'(z) € C, =0,1

a7




d’aprés le théoréme 1.4.1 { pour la génération) et {11] ( pour I'analyticité) on a

UeC[0,1]nC?%(0,1),al" + U’ € C[0,1]
L) = { lima()U"(z) + (B(a) + b () U'(2) =0, j =0,1

~ D(8}) = D(L)

donc D(L) = D(B2) = D(Ly).
Finalement, soit vy, = 111[%}1{] Iy(z)|
d’aprés (3.2.15) on a

)

uh b—
Wi | eo

U, = [ U € D(L) = D(BY)

VYU € D{L) = D(B})

U.f
! =<
e

d’aprés (3.2.16) et U € D(BE) alors

1 /oy
un w

U] < fwnbll [

k
|+ E10L]

< ool e s (2)]_+ 0]
< tourl [e| 2| o (2)] +E100. ]
<Howil [e[ o] o () +o0-0]_+Epwn. |
< ol [ | oz | 12000 + 001 + S0, |
< Wil [e] ]| 1201 #0000+ Z10L |
<tourl [¢| 2| 10+ (£ +ero]mg]| )0t
< (ctbwrll [ 2a]| ) 12000+ [Io0sh (Z+270 | ] )] 100

< k|| LU + k2 Ul , VU € D(L)

donc

1BUN, < ks | LUlo + k2 Ul » YU € D(L)
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tel que

)

k
ky = [lfbuh”oo (g + €79

1
ko= (elidun|ly, au?

J

Pour p(A) : on a (L, D(L)) engendre un semi-groupe analytique sur C'{0, 1}, alors soit

aw?

p(L) > == {,\e C, |arg Al Sg—+w},w> 0

IR D), < Iﬂf_I,v,\e £ M>0

d’aprés Le théoréme du perturbation p(A) = p(L + B) D I tel que

AeC )
- M sl (5 4 evo | )] >0
o= >2 ” W oo e Yo aw% " * w
larg A| < 5 +w
. M
IR, A+ Bl S VAT

done {4, D (A)) engendre un semi-groupe analytique sur C'{0,1]. =
Corollaire 3.2.6 Soient a,b,b, 8,7 € C[0,1] et '

a(z) > 0 Vxe(0,1),vaeC'[0,1},a(0)=a(l)=0
ba' + B, + b+ (ba)

bz) > 0 Vxel0,1],b€CH0,1], e Clo,1]

alors (A, D{A)) donné par

UecCo,JnC2(0,1),b(al’y + BU +4U € C0,1],
D(4) : = Hm(AU + bU'}z) =0, §=10,1
T ]
AU : =balUY + U +~U

engendre un semi-groupe analytigue sur C [0, 1}

Preuve. En appliquant le théoréme 3.2.5 on a

(L’

VaeClo,1] = 2\/560[021}

=a€C'(0,1)
a(z) >0 vz € (0,1)
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al

e e C[o,1j
a(0) =a(l)=0

== a € C'[0,1]

} — d(0) =a'(1) =0

= AU = b(al") + ByU" + U = balU" + (@b + B,) U’ + U, YU € D(A)

DaeCl0,1],beC0,1}=
' ab e C[0,1]

eta’ € CL[0,1), b e C[0,1], B; € CI0,1]
=ab+ B, eCl0,1] et yeC0,1] et b e C0,1]
2) a{z) > 0 Yz € (0,1),b(z) > 0 Vx € [0,1] '

= a(z)b(z) > 0 Vx € (0,1)

3) bz) > 0Vz €0,1) == /b(z) #0Vze[p,l]etbe C'[0,1] = L e Co,]] =
Vb & C1[0,1] alors

Va(@)b(x) = Va(@)/b(z) € C [0,1)

4) a(0) = a(1) = 0,b(z) > 0V € [0,1] = a{0)b(0) = b(1)a(l) =0
5)
bl + By + b+ (ba)

= Clo,1]
alors ) . ,
ba’' + B+ b+ (ba) e Cco,1]
ab
o (ool + B) +5  (ba)
'+ By) +
abl +2-eC [0,1]
donc d'aprés le théoréme 3.2.5 (4, D(A)) engendre un semi-groupe analytique sur C [0, 1].
n

Exemple 3.2.7 Soient

a(x) 3:"(1——:::)"

Bz) = 21—z ¢(x),¢eC0,1]
v(z) € C[,1]

bz) = 2/ (1-2)€(x),£€C0,1]
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1) D’upres [5] et le théoréme 3.2.1 si ¢ est Hilder continue d x =0z =1et0 <i <2 ¢l

1

i—l(jﬁ%mnb1=j§2£U)>dhﬁm<l

alors les théorémes 3.2.1,3.2.2 s’appliquent.
$i de plus € + Cest Holder continue 4 2 = 0.x = 1 alors loperateur (C, D(C')) donné par

le corollaire 3.8.3 engendre un semi-groupe analytique sur C [0, 1]
2) Daprés Uezemple 2.8.6 on a i > 2 = a(z) > 0 Vz € (0,1),/a € C[0,1],a(0) =
a(ly=0et '

jzi:¢E§£€¢mJ]
alors 8i i > 2, j > i loperateur (A, D(A)) donné par le théoréme 8.2.5 engendre un
semi-groupe analytique sur C[0,1].
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