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Introduction Générale

Les nombres p-adiques sont une extension des nombres rationnels qui sont utilisés en
théorie des nombres pour calculer modulo une puissance d’un nombre premier p. Il sont des
objets curieux, inventés au début du vingtiéme siécle par le mathématicien Allemand Kurt
Hensel (1861,1941). L’objectif étant de rendre disponibles pour Ja théorie des nombres les
méthodes de développement en séries qui jouent un role dominant dans la théorie des
fonctions. .

La principale motivation ayant donné naissance aux corps des nombres p-adiques était
de pouvoir utiliser les techniques des séries de puissances dans la théorie des nombres, mais
leur utilité dépasse maintenant largement ce cadre. De plus, @, il est muni d’une norme
non archimédienne |.[,. On obtient alors une analyse, différente de I’analyse usuelle, que
’on appelle analyse p-aphysique théorique. Une des raisons est que les nombres p-adiques
fournissent un exemple simple de structure en arbre (par exemple dans I’études théoriques
des propriétés thermodynamiques des verres de spin). Les applications de P'analyse p-
adique & la physique pourraient méme aller au dela des aspects strictement digue.

Les nombres p-adiques n’interviennent pas qu’:en mathématiques pures. On les voit
apparaitre dans des domaines inattendus comme les probabilités ou la techniques. Des
physiciens théoriciens se livrent par exemple & des spéculations sur la structure de I'espace
et du temps & trés petite échelle. Les lois de la relativité et de la physique quantique
semblent indiquer qu’il n’est pas possible de mesurer des longueurs inférieures & une valeur
extraordinairement petite, appelée longueur de Plank, et qui est de l'ordre de 1073% metre.
L'existence d'une distance minimale suggére & certains théoriciens qu’a cette échelle, la
structure ultime de espace - temps pourrait se décrire non pas en terme de nombres réels
mais en termes de structure p-adique.

L’application des nombres p-adique et de I'analyse p-adique qui nous intéresse dans
ce travail est penchée vers I'informatique. Si I'idée de P'inverse et de la racine carrée d'un
nombre réel ne provoque aucun souci de la part d’'un mathématicien, alors cette méme




question est d’actualité pour I'informatique ol Pon doit trouver suffisamment de chiffres

aprés la virgule et avoir des renseignement sur leur nature. Des méthodes existent déja
pour le calcul de l'inverse ou de la racine carrée d'un nombre réel, telles que la méthode
de Newton, de la sécante et autres. Dans ce travail, il est question technique de calculer
I'inverse et la racine carrée d’un nombre p-adique. Le passage du cas p-adique au cas récl
fait partie d’un autre travail qu’on compte réaliser a 'avenir.

Ce mémoire est réparti sur l'introduction générale et trois chapitres; le premier
chapitre est composé de deux parties. Dans la premiére, on a donné les notions des corps
ultramétriques normeés, et celles de complétion d’un corps normé. Dans la deuxiéme partie,
on donne des notions fondamentales et des propriétés analytiques des nombres p-adiques,
ensuite on définit les codes de Hensel et les opérations arithmétiques avec les codes.

Le deuxiéme chapitre est réparti aussi sur deux parties. Dans la premiére partie nous
avons présenté les fonctions p-adiques continues et dérivable et on termine cette partic
par le lemme de Hensel qui montre I'existence d'une solution p-adiques des équations a
variables p-adiques. Dans la deuxiéme partie, on s’intéresse & la détermination les codes de
Hensel de I'inverse des nombres p-adiques 4 I’aide de 1’étude d’un probléme qui consiste &
trouver une solution approché d’une équation de type f(z) = 0 qui converge vers 'inverse
d’un nombre p-adique selon la norme p-adique par les méthodes numériques élémentaires
(Newton, sécante, point fixe) et on a étudie dans ce chapitre la vitesse de convergence, la
détermination du code de Hensel et du nombre d’itération pour chaque méthode, muni
par des exemples illustratifs & chaque méthode.

En s’inspirant du cas de 'inverse, on passe au troisiéme chapitre au calcul de la
racine carrée d’un nombre p-adique. Le travail dans ce chapitre consiste & déterminer un
algorithme de calcul de codes de Hensel (les premiers chiffres) des racines carrées d'un
nombre p-adique engendré par les méthodes numériques précédentes & travers le calcul de
la solution approchée d’une équation non linéaire. Nous avons appliqué dans ce chapitre
le méme travail réalisé dans le deuxiéme chapitre et enfin, on termine par une conclusion

générale. _ !




Chapitré 1

Corps valués ultramétriques

complets et nombres p-adiques




Premiére partie

Corps valués ultramétriques

complets




1.1 les corps normés :

Définition 1.1.1 Soit K un corps . On appelle une norme sur K toute application |}.||
de K dans RY telle que

IWze Kzl =0<e=2=0

2) Vz,y € K« |lzy| = ||z||. [l

3) Vz,y € Ktz +yll = ||zl + fiyl

Exemple 1.1.2 la valeur absolue usuelle || est une norme sur R .

Définition 1.1.3 On dit que la norme ||.|| est ultramétrigue (non archimédienne) si au

liew de (3) on a
4z, y € K : |lz +yl| < max(||z|l, |lyll) (tnégalitée triangulaire forte)

et il est claire que 4) = 3)

Définition 1.1.4 On appelle corps valué, tout couple de la forme (K, ||.||) ot K un corps
et ||l une norme sur K et on appelle la distance induite sur K par ||, la distance d)

sur K définie par
Vz,y € K :dyy(z,y) = llz — v

Si |||l est une norme ultramétrique, alors
Ve, y,z€ K. d”‘“(CE, z) < max(dﬁ_" (I, y), d”_”(y, z))

la distance induite par cette norme est appelée distance uliraméirique.

Définition 1.1.5 Lorsque K muni de la distance. ultraméirique, on dit que K est un
corps valué ultramétrique (non archimédien). Dans le cas contraire, on dit que K est un

corps valué archimédien.

Proposition 1.1.6 [11] [24]
K un corps ultraméirique st et seulement s1

VneN:|nj <1 (1.1)

Autremnent dit, N est borné selon ||.||.

Preuve,

Supposons que
VneN:|n|]| <1
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alors

Vo, y € K:|(z+y)"l=

™
E ck gk gk
k=0

n
< D e llZ*)- el
k=0
n
< D> lalt it avee <1
k=0

Iz +u)™ < Y llel® iyl
k=0

d’autre part, on a

lel < max(lzIl, llyl)
lyll < max(jlzll, {ly)
donc ]
o Nl < fmax(lzll syl
Vk=0,n _
lyi™™* < [max(llz], Iyt
on obtient

Vo < k< lz” " < fmax(lell, lyi))* - max(llell llyi)]"*
[max(lz], . lyID]"

[A

ce qui donne

vo,y € K:ll@+y)tl < Y (max(llzl, fiyl))”
k=0

< (n+1). [max(||z]l, lyID)"
= |(@+y)l < (p+1)7 max(|lz), [lyl), ¥n > 1
pourn  — oo, |(z+y)ll < max(|zli, llyl)

alors ||.{| est une norme ultramétrique. m

Proposition 1.1.7 [18]
Soit K un corps non-archimédien, a,z € K, on a st |la — z|| < |la||, alors |lz|| = |alf.

9




Autrement dit, toul les triangles de (I, ||.||) sont isoceles.

Preuve.
on a

Vz,a€ K |lz]l = & — a +af] < max{Jlal, iz — a]}} = [a]

d’autre part, on a
lloll = lla — 2 + z|| < max {[|z - afl, |||}
si |z — al| = |1z, alors ;

lall < |z — af
contradiction, donc ||z — af| < |/z||, ce qui donne
llalt < =]
on déduit que
llafl = flz]l
=
Définition 1.1.8 On dit que deux normes |||, et ||.|, sur K sont équivalentes si et

seulement si leurs distances associées induisent la méme topologie sur K. Autrement dit

Ty = Tl

Lemme 1.1.9 [17]

Soit I un corps et |||, et ||.||, deuz normes sur K . les normes ||.||, et ||.|i, sont équiva-
lentes si et seulement si

Vin € K 1 ||z,]] — 0 <= ||zn], — 0

Théoréme 1.1.10 [2]
Sotent |||, et |||, deux normes sur K, alors ||.||, et [I.||, sont équivalentes si et seulement
s’il existe un réel positif o tel que

Ve e K |z), = |zi|S

Preuve.
L’implication réciproque est évidente grace au lemme (1.1.9). Pour I'implication directe
Soit z un élément de K tel que ||z, < 1. La suite (z"), converge vers 0 dans (K, dy )
donc elle converge vers 0 dans (X, dy,) d’ou ||zf|, < 1. En échangeant le réle joué par les

10




deux norimes, on obtient que

Ve I ||z]), < 1 <= ||z]|, < 1
Ensuite en remplagant z par al, (avec z # 0), on obtient

Ve e K:|lz||, » 1 <= ||z|l, > 1

et par conséquent
Ve K:|z|l, =1+ |z|, =1

Ainsi si ||.||; est une norme triviale, on en déduit que |||, est également une norme triviale

aussi.
Supposons que ||.||; ne soit pas triviale, alors

5.’130 e K “10“1 > 1

et
lzolly > 1

ce qui implique qu’il existe o € R* tel que

_ In |lzol|,

= > 0
In [lzoll,

lzolly = llzollz . @

Soit z € K avec [|z||, > 1. Considérons le réel 5 pour lequel
lzlty = llzolly

Pour tout rationnel -3 =< 3, on a les équivalences suivantes

E
lzlly < flzolly == 1l=°ll, < {5,

:Uq

= ||| =<1
o0ll1
q

— ||= <1
Lol

= [|127]l; < [l25ll;

.E
= |Jzfly < [oll?

11




En faigsant tendre %’ vers [ dans R, on obtient que
lzlly < flzoll;

En appliquant le méme raisonnement 4 un rationnel § > [ puis en passant a la limite, on
obtient
B
Izl = llzoll,

ce qui nous fournit les égalités

lzll, = llaollf

iollz
lllf

= |lzll, = llll2

valable pour tout élément = € K tel que ||z, > 1. En remplacant z par 1 (z # 0) et en
utilisant la multiplicativitée des normes, on en déduit que

vz € K« |lzf|, = |zl , pour j|z|; #1
Soit x € K tel que ||z|[, = 1. L’élément = qui vérifie

s sl
To ”5'30”1 ‘
<1
ol

x
T T '
=121 e pally =l
s i [Fou AR S BT

(car ||lzofl, = [|zoll5) ce qui nous permet d’affirmer que

vz € K,Ja e R* : |z, = ||z||3




1.1.1 Complétion d’un corps normé

Définition 1.1.11 (Définition générale de la éomplétion)

Soit K un corps normé arbilraire (non complet) muni d’une norme |\.||, et K un autre
corps normé (construit & partir de K ) muni d’une norme {|.||p . On dit que K est le com-
plété de K st

1) K contient K (K c K ).

2) K est dense dans K par rapport a la topologie associé avec .15

) Vz € K : ||zll; = ||lzllz (la norme ||.||pest définie a partir de 1 e)-

4} (I?, Il.lz) est complet.

Dans le cas on le corps Q des nombres rationnels est muni da la norme euclidienne
|.| la procédure de complétion donne le corps des nombres réels R. Méme procédure sera
appliquée plus tard au corps Q muni d’une autre norme spécifigue pour obtenir le coTps
des nombres p-adiques noté Q.

Le réle principal dans la procédure de complétion est joué par les suites de Cauchy, tel
que les éléments de K sont les classes d’équivalences des suites de Cauchy de K. Tout
d’abord, on commence par une introduction sur les suites de Cauchy dans un corps normé
K. '

¢} On note par

SC(K) = {A = {tndn € KN lm [an — am| = 0}

Uensemble des suites de Cauchy définie dans (K, ||.|}), cet ensemble est un anneau com-

mutatif, l'élément neutre par rapport & Uaddition est la suite
{0},en =1{0,0,0,..0,.}
et l'élément neutre par rapport o ld multiplication est la suite
(e ={1,11,.1,.}
1l est claz‘re.que SC(K)} n'est pas un corps puisqu’il contient un diviseur de Zéro.
{1,0,0,0,..}.{0,1,0,0, ...} = {o,o,o,; ...... ,0,.} = {0} nene
b) Maintenant, on définit l'ensemble des suites nulles de Cauchy

SN(K) = {A = {a} € K¥ . lim flaa|l;c = 0}

13




On a
SN(K) C SC(K)

En effet
Vo, m € N: lan = aml] < Jlan]l + [

donc pour n,m — 0 alors |[an, — || — 0. ce quz donne {an}n est une suite de Cauchy
¢) Soit U'ensemble de quotient

K = SC(K) /SN(;K)

lVensemble des classes d’équivalence des suites de Cauchy {an}n. Notons que la suite
constante
{6}oen = {0,01a,..},a € K

appartienne & des classes différentes pour différents éléments a. Et notons par (an) la
classe d’équivalence qui représente la suite de Cauchy {a},. Ainsi (a,) € K, et nous
allons considérer K comme un sous ensemble de f{’ , et nous identifions ¢ € K avec

=(a) e K.

Théoréme 1.1.12 [4]
L’ensemble de quotient K = SC(K)/SN(K) est un corps.

Proposition 1.1.13 [4]
L’application ||.||z est une norme sur K, de plus elle est non archimédienne si L.l est

ausst .

Maintenant, montrons que si ||.|| . est ultramétrique alors ||.||= est aussi et pour cela
on a le lemme suivant

Lemme 1.1.14 [17]
Soit K un corps muni de la norme ultramétrigue |||, {an}n est une suite de Cauchy
dans K et b € K tel que limban # b, sous ces conditions on a

n—

INeN,Vn,m > N |a, — bl = llam — b”}(

on dit que la suite numérique (|[an — b||;)n est stationnaire & partir d'un rang N € N, de

plus 51 {an}n n'est pas une suite nulle alors (||an|l;)n est stationnaire.

Preuve.
Soit {an}n est une suite de Cauchy dans K.

Ve = 0, AN EN:Vn,m > N = |la, - anll, <€

14




d’autre part
Vin,m 2> N || — b”;{ — |lan = b||}(| < e, — am”K <€

donc la suite (||a, — b||,)n est de Cauchy dans R*, d’ou elle est convergente. Soit { sa
limite puisque
llan — bl = 0,Vn €N et lima, #b=1> 0
n

Nous avons d’aprés la définition

1
IN; € N,Vn > Ny = llan — blf, > 5

d’autre part

1
Nz € N,¥m 2 Np == Jlam — anllye < 5

posons
M = max(Ny, Np)

donc

n,m 2 M= |lam — bl = llan — 04 tm — anlly
= max(|lan, — bl , l|am — anll )

= ”an - b”]{

donc la suite (|lan — bl )n est stationnaire.

Montrons que |||z est ultramétrique : ‘

Soient A = (a,,)n, B = (bp)n € K avec A # B. Supposons que les deux suites ne sont pas
nulles, d’aprés le lemme (1.1.14} précédent on a

iN, € N,¥n» N, = “an“;? = |lan|lx
ANy € N,Vn > Ny = l|ballz = [|ball

posons
N = max(Nl, Ng)

alors

v - Nillay ~ bally = max(|lan]|z, llonllz)
= [lan + bullg = max(flasllz , 1bnll7)

15




donc ||.||z est une norme ultramétrique . m

Théoréme 1.1.15 [4]

(K Il ) est un espace complet, de plus K est un sous ensemble dense dans KK .

Preuve.

1) Montrons que K est dense dans K !

Soit A = (an), € K . Pour tout entier fixé m € N, considérons la suite constante
{am}n donc {a, — an }n représente la classe A — (amé). Tant que {a,, }m est de Cauchy. On
peut écrire ' '

lim |4 = (am)f = mngm(nl_gnofo 6w — amll) = 0 (1.2)

d’ot K est dense dans K. {
2) Montrons que (X, I.llz) est complet i
c’est & dire toutes les suites de Cauchy de & sont convergentes dans K. Soit la suite {An}n

de Cauchy dans K. Alors d’aprés la densité de K d:ans K , 0N &
!
~ i 1
VA, € K,3ap € K : |A — (an)|p < — (1.3)

3

donc {A — {an)}n est une suite nulle, d’ott elle est de Cauchy dans K. Nous avons

{(@an)}n = {An}n = {4 (@n)}n

alors {(a,)}n est une suite de Cauchy dans i{ et comme tous ces éléments appartient &
K alors {an}n est de Cauchy dans K. De (1.2) et {1.3), on déduit que {4 — (a,}}n et
{An = (¢n)}n sont des suites nulles dans K. donc

{A—An}n={A - (an)}n — {An — {(an) }n

est une suite nulle dans , ce qu implique que

lim [|A— Anllp=0==>lim A,= A
n o0 TL|

done (X, |I.| ) est un espace complet. m

|
|
Proposition 1.1.16 [17) |
|
Les opérations arithmétiques dans K sont prolongé a‘le K par la continuité, si
|
|
|
I
I
|

A = lim(a,)

n

B = lim(b,)

n
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A.B = lim(an.by)

{ A+ B = lim(an + bs)




Deuxiéme partie

Corps Des Nombres P-adiques Et
Codes De Hensel




1.2 Corps des nombres p-adiques

Introduction
Nous savons que l'entier 2 n’est pas un carrée rationnel , mais 81 'on passe de Q 4 R,

Péquation 22 — 2 = 0 posséde deux solution ++/2 ot

V2 =1.414213.......

n

cette écriture est 1’écriture décimale de /2 et tout réel pouvant s’écrit ¢ = Z . 10%
k=—o00

avec les ap € {0,1...,9}. On peut définir les réels de cette maniére. Une autre facon de
regarder le développement décimal dev/2 est la suivante :
On considére la suite(z, ), définie par

14 141

Lo ;» L1 10,332 100

C’est une suite de Cauchy de rationnels qui n’admet pas de limite dans Q mais converge
vers v/2 dans le corps complet R. La définition moderne des réels passe par les suites de
Cauchy : R est le complété de @ pour la valeur absolue usuelle |.{ (archimédienne). En
fin, les rationnels z, sont des approximations de v/2 de plus en plus fines :

e

< 107"

Considérant maintenant la suite de congruence
2 = 2mod(7"),n > 1

Lorsque n = 1,0n a deux solutions = 21 = F3mod(7). Ce choix fait, les z, (n > 2)
sont uniquement déterminés : en effet, supposant z,, construit (et unique modulo7™), alors

Zny1 vérifie également
z? = 2mod(7")

donc
Tnel = Tpmod 7"

par unicité. On écrit
Togl = Tn+ a7t

22— 2=d,T" .
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|
1
|
|

= 22 -2+ 22,6, 7" mod 7+
= 4,7+ 2:cncn7|” mod 77!

il faut donc que
dn + 2%y.c, = 0mod 7

ce qui détermine ¢, mod 7, d’on la formule générale :de récurrence est
5 3
Tyl = Tp + Tp — 2mod 77 n > 0

que se passe t-il lorsque n tend vers Pinfini 7 La limitte {Zn)n posséde de-t’elle une limite ?
D’autre part, il n’existe pas d’entier z vérifiant !
|
i
= 2mod 7", Vn 2 1

car z% — 2 serait divisible par 7*, ce qui n’est pas possible si 22 — 2 = 0. D’autre part la

série ) ¢, ", cn, = 0.6 ne converge pas dans R, au sehs usuel, pour la distance induite de
n>0
la valeur absolue archimédienne. Nous allons définir le corps des nombres p-adiques (pour

chaque nombre premier p), la valuation p-adique et |1a normes p-adique pour laquelle la

série Y ¢, 7" converge vers la solution de
n>0

2? =2mod7
T
1.2.1 Normes et valuations p—adiquesl':
f
La valuation p-adique : ‘

Définition 1.2.1 Soit p un nombre premier, on appelle valuation p-adique d’un entier
rationnel non nul © € Z* notée v,(z) le plus grand entier positif tel que p*»®) divise x.

Up : Z* — Z+

z — v(x) =max{r € Z" : p' [z}
|

z=yp”, (¢, p) =
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Remarque 1.2.2
1) On pose par convention que

[
|
up(T) =+o0 &=z =0

t
'

2) Si
a . a
T=7€ Q" = v(z) = 'UP(E) = vp(a) — v,(b}
En effet
= a;.p"(®) =1
2 e Q = (a,b) €2 xZ* = { |" alppb (a1,7)
b |b=bl'pvp( ))(bhp):l
i
a ap.pl@ g ()=, (5) I
s - = - —, vpl8)=Up Q1. b = 1
b bl.pv?‘(b) b]_ D 3 (;al, lyp)
alors

Proposition 1.2.3 [4]
st z,y € Q, alors la valuation v, satisfaite

1) vp(m.y) = up(z) + vp(y).
2) wp(z +3) > minuy(c), vy(y)).

Preuve.
1) Soient

(:

z =g p?P®), (2, p) = 1

alors

Sk ole

|
Up(T) = 'Up(c—;) = vp(a) L up(b)

m m

= 2y = 2'y| p» @+ (2 p) =1

y = y’.pvp(y), (y”p) =1

= vp(zy)

2) Soient
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Supposons que s > r donc s —r > 0 et

' P L C
wlety) = up'y +p )

& ey C
= u(p [E‘FP 'E])

» (da +psch
= (" [F=—)) , pXbd

dong
da + p*~"cb , da + p*~"cb
() 2 0= u(a+y) = u(p) + o BIE D)
C : bd
= Up(z +y) = r = min(vy(), up(y))
|
Exemple 1.2.4 la valuation p-adique de la suite an = nl est
n
vp(nl) = Py quand n — oo (1.4}

En effet, on a
vp(nl) = n=S(n) _ % [E}

p—1 k> LpF
O Sp(n) désigne la somme des chiffres de écriture de n en base p et [z] est la partie

entiére du réel x. Done

n 1
vp(nl} < =% —
P( ) —= pk_;opk
< iy 1‘1
pl—3
n
<
e —
Donc
\ n
vup(nl) < p_1 (1.5)
D’autre part, on a
Mo
v > Y ——-m
F gopk
1
> 126
= 1
p1-(;) '




|
|

4
n np~"

—m

= i

_p—l_p—l

On prend m tel que p™ < n < p™ | et d'aprés (1.5) on a
f

L

W) 1| oy m
n p—=1 7 p—-1 =n |
S p—'n‘?l( F

o1 +m) :—> 0 guand m — +oo

Or quand n — +occ et m — 400, donc

!
lim Bl _ 1,
n—oo 711 =1

|
ce qui donne :
) |

tp(nl} = —— d 71—

n(72!) T quand 1t o0

|
|
|

Les normes p-adiques :

Soient z un nombre rationnel, p un nombre premier, en considére la fonction |,

définie par |
|-l Q—R"
- =9 & = =
T —_ ’:EI — p 1$"p H Y ;(aup) (b:p) 1
P 0, z=0

avec r représente la valuation p-adique de z. 5
Proposition 1.2.5 [3]
L application z — |z|, est une norme ultmmétm’qu@? sur Q.

Définition 1.2.6 L’application |.|, est appelée la mL)rme p-adique (la valeur absolue p-

adique). La distance sur Q induite par la norme p-adique |.|p noté d, (la distance p-adigue)

est définie par ‘[

‘]
d, : QxQ-—R"
(z,y) — dplz,y) =1z —1yl,

Exemple 1.2.7 Pour la distance usuelle, la distance t;ie 252 a2 est d(252,2) = 252 — 2| =
250. Voila comment mesurer la distance 5—adique de 252 & 2 que le note ds(252,2) :

on écrit
252 — 2 = 250 = 5°12
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alors

ds(252, 2) = |250], =573

5

de méme pour

|
r
|
|
|
i
:

d5(252,2) = 1

Remarque 1.2.8

- La propriété importante de la norme p-adique est!que ses images forment un ensemble
discret définie par

|
L

Ql, = {0,p"/n € Z}

- Il est claire que Uensemble des entier rationnels Z est un ensemble non borné pour la
distance usuelle d| sur R induite par la valeur absolue archimédienne oo = |-

- Si p un nombre premier, tout entier n s'écrit sm:w la forme p".m ot r représenie la
valuation p-adique et (m,p) = 1, donc {

VmeZ:|n,<p" <1

i
ce qui tmpligue que Z est un ensemble borné pour toute valeur absolue p-adique |.| .
Le théoréme suivant donne la relation entre les différentes normes p-adiques |

p -

Théoréme 1.2.9 [15)(la formule du produit )
pour tout nombre rationnel a € Q, on a

le’o<)']‘——“[|a"]r3 =
P

Preuve. 1

La factorisation canonique de a s’écrit

a=7F Hpvp(a)

poo

d’autre part on peut écrire le signe F sous la forme |

oL

alors

a ' a 1
a=la|w.Hp = H —'->am—.Hla—

pFoo p#oo [a,‘” pFoo
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donc

1=%.HE1I__—“>|Q1W.H|CL|F=

|'|°°;n#oo p | P

Exemple 1.2.10
on a pour tout p & {2,3, 00} : |%|p =1, alors

II

100 P proemier

3

2

3

12

3

1|2

=1

2

2

3 3.1
= =222
‘ 2%3

‘ 3

P 'oc 2 3

Remarque 1.2.11 On peut définit sur le corps des: nombres rationnels Q trois types de
valeurs absolues : |
1) Valeur absolue triviale : i

|
o= 2270
0,$=0'I

2) Valeur absolue naturelle (ordinaire) :
On considére Uapplication de

Q — Q.
r,s1x>0
= max(z, —z) =

T — |$Jw

L —x,sc =<0

3) Valeur absolue p-adique définie précédente [,
le théoréme d’Ostrowski nous montre que les seuls valeurs absolues sur Q sont les valeurs

absolues p-adiques et les valeurs absolues |z|% ou 0 < o < 1.
[+.»]

Théoréme 1.2.12 [11] (Théoréme d’Ostrowsks)
Toute valeur absolue non triviale ||.|| sur Q est équz'vaf,lente a la valeur absolue archimédi-

enne ||, ou & une certaine valeur absolue p-adique Jil,,-

Corollaire 1.2.13 [17] ;
Deuz valeurs absolues |.|, et |.|p2 sont équivalentes si et seulement si p; = p,.

Preuve.
il suffit de considérer la suite (p}).. Elle converge vers 0 pour |.|, car [p*], =p™ — 0
n

et si p1 # pa, elle ne converge pas vers 0 pour ||, cars P, =1#0. m

I
925 ‘t
|

|



1.2.2 les nombres p-adiques

Définition 1.2.14 Pour tout p premier, le corps des nombres p-adiques est défini cormme
la complétion de Uespace métrique (Q,dp) suivant la procédure du complétion précédente.
Ses éléments sont les classes d’équivalences des S?Lifes de Cauchy des nombres rationnels
{@n}n, muni de la relation suivante

() R{tn) = Han = budl, — 0

avec |

{andn+ Budn = {an+batn
{an}n{bn}n = {an.br}n
1

1
{Tn}_n = {El—;}n

_{aﬂ}n = {_le"n}n

* Nous indiquons comment prolonger la valeur absolue définie sur Q 4 tout Q,.
Soit z € @, et {z,)n une suite de Cauchy des nombres rationnels de limite z pour la
distance p-adique df|_|P alors :
|$|p = nljﬁ'loo |"L‘71‘p!
ie: I
Ve €Qp, Iz, € Q:z= lim z,

TT—00

Proposition 1.2.15 [14] (18] |
(Qp, |-1,) un corps complet ultramétrique. |

Preuve.

1) @, un corps?
Il est claire que (Qp, +,.) est un anneau commutatif. Il nous reste & démontrer que tout
z € Q, non nul admet un inverse dans Q,. i

Soit 2, € Q, une suite de limite z. Alors |z, ], converge vers |z p qui est non nul, donc |z,,|,
est aussi non nul pour n assez grand, et donc la suite vp{z,) est une suite convergente dans
R. Comme il s’agit d’une suite d’éléments de Z, elle est constante & partir d’un certain
rang N € N. .
On définit une suite ¥y, d’éléments de QQ par




Pour tout couple (n,m) avec n,m > N, on a

|Tn — Zm|

|y — ymhD = —2—p

|”T”!p
L

de sorte que ¥, soit une suite de Cauchy dans Q,, do‘lnc elle converge vers y € Q,. Comme
ZTn-Yn = 1 pour tout n € N, on en déduit que zy = 1.

2) Soit (z,) = ([(z1n)], [(z20)], .....) une suite des lclasses d’équivalences des suites de
Cauchy dans Q et (zin), (224), ... des représentants des suites de Cauchy.
Supposons que (z,) est une suite de Cauchy pour la valeur absolue p-adique |.|,, comme

chaque suite (Z1n), (Z2n), ... est de Cauchy, alors pour chaque (z:,) on peut prendre N;
tel que
Im‘im - xiﬂlp = p_iavm:n 2 Ni

Soit (yn) = (((21m,), (zan,), ---..). Alors (yn)n est aussi une suite de Cauchy dans Q (et
comme (z,) est de Cauchy dans Q), alors (ly=1,) est, de Cauchy dans @, donc supposons
que y = Lim{|yn{,) € Qp-
Soit () = ([{z1m,)], [(z2m,)], -.-..) une suite des classes d’équivalences des suites con-

stantes {z;y,). Alors
lim(y,) = lim|yal, = 3 € Q,

et

|
\
_ \
1_’0

|2 — wil, < p

donc i
lim(z,) =y € Qp!

alors toutes les suites de Cauchy dans @, admet une limite dans @,, de plus |.|p est une
norme ultramétrique sur @,. Alors (Qp, |.|,) un corps complet ultramétrique. m

|
1.2.3 Développement p-adique et serjes de Hensel

On verra montrer que toute classe d’équivalence de suite de Cauchy « € @, contient
un représentant canonique unique, pour cela, on a leélemme suivant

|
Lemme 1.2.16 [18] 1
Siz € Q avec |z|, < 1, alors i

VneN,Elan:fa-—xJ,ﬁSP_n
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Preuve.

Soient z = § € Q, p un nombre premier tels que (a, b)=1=(p,b) = (p,a). On a
|$’P = p"’uiﬂ(m) S 1 ety p_vP(%.) S 1

o p—vp(a}~§-up(b) <1

vy (b)
— 2
p'”p(aJ
tant que
(p,b) = 1_—_>(pn,b)=1’VneN
= dImy,me €Z:mb+ :rlng.p” =1
soit ’,
o= a.rmy
on a
la—z|, = |o- —' i
@
= |zm-1)
b (?711 ) ,
a
= '{;p.l(ﬂl]b_‘l)lp !
< |(mab — 1), = [mep”|, < p7"
[

Théoréme 1.2.17 [11] [17]

Si la classe d’équivalence o € Q, vérifier la condition lal, |< 1, alors elle posséde un seul
représentant (A,) (suite de Cauchy) qui satisfait

A €Z,0< A, <p - 1

|
Ans1 = Ap mod p™tl 1

Preuve.

Soit a € Qp tel que |a|, < 1, alors d’aprés le lemme (1.2.16?)

dag€Z:|ag—al,<1,0< ag <p—1
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et comme le nombre p-adique (¢ —ag) a une norme inférieure & ?lj, alors le nombre p-adigue
(257¢) est dans Q, et d’aprés le lemme (1.2.16) ‘
i
J
Jm€Z: |a={+oap), <pH0<a<p—1

t

On répéte cette étape, on obtient une suite des entiers rationnels o, € Z tel que
ja—(ap+ap+ .o +anp" ), <P 0 < <p— 1

Soit la suite (A,) définie par

An =g+ ap+ ... + app

elle satisfait !
/\TzEZ:OS/\nSpﬁ_l

Ang1 = Apmod p™tt {une sui?te de Cauchy)
la — )\nlp =~ p“ﬁ

nl-linoo/\” =a (selon'[.],)

Conclusion 1.2.18 La suite de Cauchy (Ay,) qui vérifier les conditions du théoréme précé-
i

dent s’appelle représentant canonique de a.

Ay =g+ a4 aop® + oy p™ !
VaeQy:lal, <1, €Z: o =0p~1
a= lim A, = > d.p" = -apa....... Ol
n—oe ' n=0

o

avec les a; représentent les chiffres p-adiques et )~ anp™ s’appelle la série de Hensel ou le
n=0

développement p-adique de a. Autrement dit, on peut approché le nombre p-adique a par

une série unique convergente définie par > anp". |

n=0
En effet, supposons que a un nombre p-adigue dévelolppable en deuz séries p-adiques

m‘

a= Y. ap" =g+ QP+ e + anp™ + ..
n=0

a= Yy apt=ap+aip+ . Fapt +

n=0 i




}L

1 K y e ) . K y : 7 o 1 S ‘
et soit d le premier entier pour que a4 # o), donc (lm peut supposons que ag < ay. On a

l<ay—ags<ptl

alors !

d’autre part on a

Ba=Bdly = 1Pa=a+aipd,
< max{w;—all,,,la—ﬁdlp}
< p—d !

contradiction. Donc le nombre entier d n'eziste pas et en déduit que le développement
p-adique est unique.

1
t
|
Remarque 1.2.19 '

1. Sia € Q, tel que |lal, =~ 1, alors

i
i
!
lal, = 1 == 3Im e Z* ! la|, = p™
|

1, . .
donc pour ramener au premier cas (i.e. fal, < 1), on multiple a par une puissance
de p ’

d’ott

alors




appliquant le théoréme (1.2.17) on trouve

1

a = Zdnp =>p a—Zdnp
= a—Zdnp

== 0= Z dn+1np = Zﬁﬂ.p

na=—7m k=n

ce qut donne tout nombre p-adique a € Q, ad'ml.et un développement p-adique unique
sous forme d'une série convergente s’écrit sous la forme

a= Z/ﬁ'kpk,ﬂk € {0,1,2,;..,p— 1},neZ
k=n

. S8, #0, alors f

. Le développement p-adigue est analogue o le développement décimal d'un nombre
réel, tel que tout nombre réel x € R s’écrit sous la forme

= 3 6,106, € {0,1,2,...,9} (L6)
k——oo
et comme {10¥ = 10%, alors 10* est grand pour tout k > 0 et converge vers 0 si

k — —o0, donc la série (1.6} admet un nombre fini des puissances positives de 10
& droite du point 10-adique et une infinités des puzsscmces négatives a gauche de ce

point.
mfini le point 1 O-ad;’qm fini

B0, T 046y, (1.7)

par contre st x un nombre p-adique tel que

- !
=Y A" B € {0,1]2,..,p— 1} (1.8)

k=n '

I
Alors |z|, = p™ est grand sin < 0 et converge vers 0 si n — oo , donc le
développement p-adique de x admet un nombre ﬁm' des puissances négatives d gauche
du point p-adique et une infinités des puzssance positives & drotte du point p-adique.
Autrement dit (1.8) s'écrit sous la forme

fini, point p-adigue __| infini
p — — ‘ .
Bnﬁn+l ..... . 60[31 ...... 68"" (1-9)
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il y a donc une partie "irréquliére” dans le déﬁeloppement p-adique de x sin < 0 et
une partie "réguliére” sin =~ 0.

4. On note par [z] la partie entiére (réguliére) d’un nombre p-adique z € @y, telle que

Ve € Qp: [z] = iﬁkpk =-Lof1. B

on obtient
Vo € Qy:z ={z] + (z)

5. Le point p-adique nous permet de déterminer le signe de n, tel que
Z)azﬁnﬁn_*_lﬁ;l '60]81 ....... 7 S’Ln-<0
ZZ) a = ﬁoﬁlﬁz ....... 3 SETL:O

Par ezemple :

iJa = 13-41=152435"1+45°+15' 4. n=-2
iWa = -1341=15"+35"4+452+15% , n=0
ii)a = 01341 =05"+15"+35°+45°+15" , n=1

Théoréme 1.2.20 [13] (développement de Hensel des nombres rationnels)
le développement p-adigue canonique £ = 5 an,p™ Teprésente un nombre rationnel si et
n=m

seulement si la suite (on)n est périodique {c’est & dire périodique au de la d’un certain

rang).

Exemple 1.2.21
1) Soit = § € Qs, alors

= 2+4+35+152+35%+15%4+355+ ..
— .231313131
= .231

1
3
1

le développement 5-adique de % est périodigue, donc z = 3 € Q.
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1.2.4 Les entiers p-adiques

Une partie intéressante dans le corps des nombres p-adique @Qp est l'ensemble des
éléments de valeur absolue p-adique inférieure ou égale 4 1, que I'on note L.

Définition 1.2.22 On dit que le nombre p-adique a € Q, est un entier p-adique si le
développement canonigue de a ne contient que les puissances positives de p. Autrement
dit la valuation p-adique de a doit étre positive.

a =g+ op+ apt+ ... anp” F = Y ap”

* Notons par Z, 'ensemble des entiers p-adiques, avec

n=0

2, = {aef@p:a: io'np”}

Théoréme 1.2.23 [17]
Z, = {a €Qyp:lal, < 1} = {a € Q, : vy(a) > 0}, autrement dit Z, représente le disque

de l'unité de rayon 1 et de centre 0.

Remarque 1.2.24
t) Tout nombre p-adique o € Q, est une limite d'une suile de Cauchy des nombres

rationnels o, € Q.
it) Le corps Q, est l’ensemble des fractions de Z,

@p:{%:(a,b)eszzp—{o}}

Définition 1.2.25 Soit @ un nombre p-adique, on dit que a est inversible ou wnitaire si
le développement canonique p-adique ne contient que les puissances positives de p et le
premier chiffre différent de zéro.

* Notons par Z; (ou U,) Vensemble des nombres p-adiques inversibles (unitaires)
définie par
o0
Z, = {ngoanp" > ap £ 0}
= {a€Z,: og# 0}

Théoréme 1.2.26 [11]
Z,={a€Z,:|al,=1}

La proposition suivante donne la relation entre les deux ensembles Z, et Qp
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Proposition 1.2.27 [3]
Tout nombre p-adique o € Q, admet une unique représentation

a=puu€Z,nel

Preuve,
1) Existence de la représentation : _
soit @ € @, alors (par définition) o s'écrit sous la forme

a
a= , (a,0) € Z, x Z,, — {0}
On sait que
a = ul.pml
b= uy.p™
avec
(u;,ug) € (Z;)2
™ = up(a) , ma = uy(b)
donc
a  up.p™
G = - =
b Ug.pm2
— E M —mMa
Uq ’
u : N
= up® ,n=m—Mmy,u= — € Z;, (puisque Z,, un corps)

U2

2) Unicité de la représentation :
Supposons que & admet deux représentations

a=1up™ U e Z,,m'e€Z
"
=u'p™ w'eZ,,m" el
i

alors
ot —_
/. n—1 pm ™ Up( r.u” 1) ml mu

or
vp(u' '™t = 0 (car W' e Z)
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ce qui implique

m =m
donc 'unicité de la repésentation. [ ]
Exemple 1.2.28
Soient

p=95

al) = 4T3 =4+15+352 155 +354+ ..
a® =.42=4425+2524+925 +25¢

al) et a®@sont des nombres de Z:. Par contre '

BY = 0140 =04+ 1.5' +4.57 + 0.5° + 4.5+ 0.55 — ...
B =42 1331 =452 4251 + 1435 +3.52 4+ 1.53 +351 +

Jis & Z puisque le premier chiffre est nul et 8% & Z* puisque le developpement 5-adique
de B9 contient des puissances négatives de 5. Alors

pY = 0120 = -1405' , 1T €
B =42.133T = 421331.5-2 | 421331 € Z¢

Lemme 1.2.29 Siz € Qy, alors z est inversible dans Q.

Preuve.
On a
V:CEQ;:xzp“.u,ueZ;,nGZ
on pose :
o0
u= S ap® ap#0
k=0 ’
alors
2k @ k-1
U = o+ 2 akp =ao+p. Y akp
k=1 k=1
= ag+p. Zamp =ag — py
k=0
tel que

= &
— 3 app” € Z'p
k=0
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comme ag # 0, alors on peut prend ag = 1, on obtient

u=1-py

i
\
l

donc
|

v l=(1-py)t=14+yp+yip

|
1

?

ce qui donne

=ptulul e Zy. ke Z =z € Q}
donc z est inversible dans Q,. = E

Lemme 1.2.30 [11]
Sotent v € Q,, k € Z, alors

{y €Q:ly—zl, Sp’“} =z+p*2Z,CQ,

Preuve,
nous avons

z+p*Z, {z+p*2,2€Z,)
{m-l—u, |ul, < pk}
{veQuly-al, <s*}

comme z € @y, p™*.Z, C Q, et Q, est un corps, alors

{y €Qply -z, < p’“} CQ,

1.3 Les propriétés des nombres p-adiques :

dans cette section, on étudie seulements les propriétés élémentaires analytiques des
nombres p-adiques concernant la convergence des suites et des séries définies dans Qy.

1.3.1 Propriétés Analytiques

Le corps des nombres p-adiques est analogue au corps des nombres réels dans plusieurs
cas. Mais le corps @, posséde des propriétés intéressantes différentes de celles dans le corps
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des réels R. Le point le plus intéressant dans cette partie est la convergence de suites et

de séries dans 'espace (Qp, |.|,)-

Théoréme 1.3.1 [5] :
Soit (an)n une suite de Q,. Alors (an)n est une suite convergente si et seulement si

lim |ange — anlip =0
n—>eo :

Autrement dit (a,), est une suite de Cauchy.
|

Maintenant, soit la série

o |
Zak, ar € Qp

k=n

oo
On sait que la série ) ay converge par définition si et seulement si la suite des sommes
k=n .

m
partielles s, = > ax converge dans Q.
k=n

Proposition 1.3.2 [2]
501t (an)n est une suite dans Q,, si lim a, = a dans Qp, alors on a
TNt OO

lim | —al,=0

Nn—0o0

ou bien

AN € N:janl, = |a|, (la suite {{an|,)n est stationnaire a partir d'un rang N)

p

Preuve.
Soit (an)n € @y, telle que lim a, = a. Donc (a,), est une suite convergente dans Q,
T —— OO

Va>—O,HngEN:Vm>n>—n0=¢»Iam—an|p<£

d’autre part, on a

laml, = lanl,| £ lam — anl, <€

donc (|an|, ) est une suite de Cauchy dans R complét, ce qui donne (|ax|,)» est convergente
dans R et soit ! sa limite. '
Jm ol = =1d,

si
la|, # 0= [al, > 0

alors ; i
Ve = 5 > 0, .:_lNl eEN:Vn> N1 = |anlp - 5 (110)
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en effet, on a

{ [ - l
’ \an|p—i‘ -<§=>§-<. |CL,1|P‘<§+5

de méme, comme (a,), est de Cauchy dans Q,, alors

[
2

o~y

Ve = - > 0,3N; e N:Vm,n > Ny = |am — aul, < (1.11)

2
donc

Vn > N3 =max(N, Ny) = |_am| = |ttm — @n + an|p
= max({|an - anlp ) |a71|p)

= |anl,,Vn > N;

pour m — o0, alors
‘a'lp = Ia'ﬂlp :Vn 2 NS

Proposition 1.3.3 [17]

Soit E an, une série dans Qy, alors
n>0

5 an, converge dans Q, <= (an)donverge vers 0 dans Q,
n>0 .

de plus

S

n>0

< max(_|an|p)
|

P

1.4 Corps des nombres p-adigques complexes C,

Définition 1.4.1 On dit que le corps K est algéb??*iquement clos st chaque polynome P(zx)
dans K[z] admet des racines dans K. Autrement: dit chacun de ces polynémes se divise

en facteurs linéaire dans K[z}

* On note par @p la cloture algébrique de Qp..
Proposition 1.4.2 [14] Q, n’est algébriquement: clos pour tout p premier.

Preuve. _
on considere le polynome P(z) = z* — p € Qp[z]. Supposons que P(z) admet des racines
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l
T

dans Q,, donc

alors

contradiction, car v,(a) € Z,Va € @,. Donc P(z) n’a pas des racines dans @, (i.e :/Ep €
Q). Ce qui nous prouve que @, n’est algébriquement clos. m

Le corps @, n’est pas algébriquement clos. Pour faire convenablement de I'analyse, il
est donc logique de considérer une cléture aIgébridue de @Q,, que ’'on note en général @p
et qui n’est pas complet, donc nous avons bescin de le compléter pour former plus grand
corps complet algébriquement clos noté C, (plus de détail voir [18]).
On peut montré que 'on peut prolonger la valeur absolue 4 ce corps, qui posséde donc

aussi une valeur absolue ultramétrique, quel’on note toujours !.|p.

Définition 1.4.3 Le corps des nombres p—adiqueé complezes noté C, est définie comme
le complété de corps Q, par rapport & la norme p-adique |.|p. De la meéme fagon lorsqu’on.
a construit Q, en complétant Q. '

On prolonge la norme p-adique de @; a C,, en posant pour tout x € C,, :

j2l, = lim_[zal,

avec (Zn)n est une suite de Cauchy d’éléments de QT, qut est dans la classe d’équivalence

de .

Proposition 1.4.4 [4] [14]

Le corps des nombres p-adiques complezes C, admet les propriétés suivantes :
1) C, est agébriguement clos.

2) C, n'est pas localement compact.

3) Uensemble des valeurs de la norme de C,, est égal

{p",qef@}_

4)QCQPC@;>CCP‘
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1.5 Codes de Hensel : |

Les opérations arithmétiques dans le corps des nombres p-adique @, sont faites chiffre
a chiffre. On part de la gauche vers la droite comme dans les calculs arithmétiques dans la
base p. Donc pour les calculs arithmétiques p-adigues, le probléme dépend du nombre (la
longueur) de suite des chiffres p-adiques. La solution consiste & introduire une arithmétique
p-adique de longueur finie (les codes de Hensel).

Dans cette partie on définit les codes de Hensel sur le corps des nombres rationnels,
méthode de calcul les codes, et les opérations arthmétiques dans Hy, ».

Définition 1.5.1 Si p un nombre premier, alors le code de Hensel noté H(p, M, o) de
longueur M pour tout nombre rationnel

est le couple
(manta, exp,) = (-ap@......Gpr—1, ™M)

ot les chiffres (a:);_g7—7 (resp : m) sont les mantisses de o (resp -exposant de p), donc

A -1

o= Zaipi € Zipr
i=0
|
on écrit ‘
H{p, M, a) = (manta, exp,) = (-agt;......ap—1,M)

Autrement dit le code de Hensel est un segment fini (une approzimation) de son développe-
ment p-adique mfini et M un entier positif qui spécifie le nombre de chiffres signéficatifs
dans le développement p-adique de .

o0 >
a= Y a,p" trancature de M chiffres premiers H(p, M, ) = (am@m+i-..  G0G1...G¢, ™)

n=m
M=m+t+1
- Notons par Hp, ps I’ensemble des codes de Hensel d’un nombre rationnel a.

Exemple 1.5.2
51

S
Il
o
i
~
2
i
1

§=0-41313:0-4ﬁ, m =0
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alors 5
H(5,4, 5) = (-4131,0)

Remarque 1.5.3 La correspondance entre le corps (Q,+,.) et (Hpu,+,.) nlest pas bi-
' M=1

jective, puisque chaque code de Hensel de mantisse -agay....ap—; {= 5. a;p*) dans Hp m
i=0

est une image d’une infinité de sous ensembles de Q. Pour cetie raison, on a besoin de

définir un sous ensemble convenable de Q tel que la correspondance entre ce sous ensemble

et Hy ar soit bijective. I s’appelle ’ensemble des fractions de Farey.

1.5.1 Fractions de Farey

Définition 1.5.4 L’ensemble de Fractions de Farey d’ordre N noté Fonmn est un sous

ensemble de @ définie par

1

Fomn={$ €Q/(e,b)=1,0<a< N, 0<b< N}

N S /EM2—:1
les dénoménateurs sont inférieurs que N.

Remarque 1.5.5

1) Fy v est un sous ensemble de segment [0.1}.

2) ne calcule pas le développement p-adique infini t:ie o, i suffit de caleuler seulement les
M — chiffres premiers. :

3) Uapplication !

f : Fp,M,N —>. H, M

z — f(z)=H(p,M,z)
est une application bijective.

Exemple 1.5.6 posons .
Fyv=Fymn :

Si N =5, alors la suite de fraction de Farey Fs es:t




Théoréme 1.5.7 [1][6][7] (8]
Soit p un nombre premier et M un nombre entier positif. On définit N le plus grand entier

pM'__l]_
N<y /B2
=V o2

alors tout nombre rationnel o dans Fy peut élre représenté uniquement par M chiffres
signifécatifs ordonnés p-adique (code de Hensel), chaque chiffres est dans lintervalle

[0.p—1}.

positif satisfait ['inégalité

1.5.2 Calcul de code de Hensel

on donne une méthode qui nous permet de calculer le code de Hensel d’un nombre
rationnel.

soit o = 3 € Q un nombre rationnel et p un nombre premier, divisons a et b par le

nombre p autant de fois que possible jusqu’a obtenir
a c
=—-=p"=,(cd,p)=1
a=o=p"(cdp)

Supposons que le code de Hensel de = est

c
H{p, M, a) = {-apay....ap-1,0)

aveC (@p—1.-...G1ap) est la représentation de §(mod p™) dans la base p.

cd = apopMT 4+ + ayp + ao(mod p*)

alors on a les cas suivants :
1)CASI.m=0
Alors, premiérement on écrit le nombre 7 dans la base p, i.e :

cdr = ap_pM 4 +ap+ ag(modpM) = (apr—1....0100)p

puis en versant les chiffres (a;),_gz7— pour obtenir le code de Hensel de a.

H(p,M,a) = ((aM_l....alao);;,O) = (-apay....apr—1,0)

Exemple 1.5.8 soient
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on a
¢ = - 50.—-’ :’ ), —
o 3 m
2371 = 2417 = 209 mod 625

ezprimons le nombre 209 dans la base 5. On trouve

209 = 1.5°+352+1.5"+4.5°
= (1314)s

alors le code de Hensel de a = % est

H(5,4,2) = (4131,0)

2)CasIT: m <0
Dans ce cas i
=S mez
a=7p" d,m E: _
pour trouver H(p, M, a) il suffit de trouver H{p, M, £) comme dans le cas précédent et
en suite, en changeant le point p-adique (—m) fois & droite.

{—m) fois A droite
Ve

H(p,M,a) = ( . Q001 ....apM—1, M) = (Q0Q1..-Qme) * A1, T)

Exemple 1.5.9

sotent 5
= — =5 M=4
a 15) p b I
alors 5 N ;
—1 i
=—=5".7 = —-1=<0
o] 5 5 3 m |
|
on a ;

) Z
H(5,4, 5) = (4131, 0)

alors en change le point p-adigue une fois & droite, on obtient

wie fois & droite

Z)=( 418 ,0)=(4-131,-1)

H
(5.4, 15
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3)Cas Il : m >0
dans ce cas

¢
o= p’".a,m €N

donc pour calculer H(p, M, ) il suffit de calculer H (p, M, <) comme dans le premier cas,
en suite en chengeant le point p-adique m fois a g:auche.

m fois A gauche

H(p,M,a) = ( - apar....apr—1,m) = (-0...00000a001 ....ap— (ms1), M)

Exemple 1.5.10 Soient

o:=13—0,p=5,M=4

on a |

en chenge le point p-adique une fois & gauche, on trouve

wee fois 4 ganche i

H(5,4, )= ( 4131 D)= (-.0413,+1)

3

Remarque 1.5.11 Les régles pour obtenir les codes de Hensel des nombres négatifs sont

les mémes.

Exemple 1.5.12
Soit @ = %2, pour trouver H(5,4, :32), il suffit de trouver l'ezpansion de _Tg(mod 5) dans

la base B comme suit

—_E(mod 5) = —2.37'(mods5?)

3 :

= -2417
416 mod 5*
= (3131)5

donc 9 E
H(5,4, %) = (-1313,0)

Théoréme 1.5.13 [7]
sotent a = ¢ et f = £ avec (b,p) = (d,p) = 1, alors

H{p,M,a) = H(p, M, ) <= ab:—l = ¢d~ ! mod pM
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I

autrement dit |
ad = chmod p

i

Exemple 1.5.14 ;

soient

10 45 !
_ = — — M=
ol T,ﬁ P 5, 4
alors
10 2
= — =5+
@ 7 707
45 9
g = E"s;'ﬁ
on a .

10.1771 = 45.147  mod 625 < 1@.14 = 45.17 mod 625
1.6 Pseudo codes de Hensel :
|

Définition 1.6.1 Le pseudo-code de Hensel d’un nombre rationnel o est un code, tel que

g, U1, ... Jag =0 ,j(_’tk+1 # 0
0<k<M-1

Alors le pseudo-code de Hensel est d’ordre k. FEn écrit

* Notons par PH, s ensemble des pseudo-codles de Hensel et SH,, ps le complémen-
taire de 'ensemble PH, . !
Hp,M = PHP,M U LSi‘Hp'_nff




1.7 Les opérations arithmétiques avec les codes de

Hensel

La possibilité de faire les opérations arithmétiques sur H, pr est assurés par le théoréme

suivant |

Théoréme 1.7.1 (6] [23] _

Sotent p un nombre premier, M un entier positif (une approzimation) et &, un opérateur
arithmétique (+,-,.,/) sur Q et $, un opérateur arithmétique sur H, pr, alors pour tout
ap, oz € Q, si ay®iay = as, avec a3 € Fpay , alors il existe 8 € Hy, py unique tel que

H(p, M, cq)®2H (p, M, ) =18 = H(p, M, as)

i.€
Vo, a € Qoo =03 Jaz € Fopun = Fy

pmued 3'}3 € Hp,M : H(p, f'l/f, CI])‘I’QH(]D, .I’M, 0.’2) = ,B = H(]J, M, ag)

1.7.1 L’ addition :

Solent les codes de Hensel suivants

H{p, M, o) = (manty, exp,) = (-aol1.....ap-1, €XP, )

H{p, M, ) = (mantg,expg) = (-boby......bas_1, €xpg)

pour trouver _

on doit :

Premiérement, normaliser le code qui a le plus grand exposant selon les cas 1 11111
précédents pour obtenir expg = exp,

Deuxiémement, en fait Paddition gauche a droite par rapport aux mantisses. Alors

H(p,M,a)+ H(p,M,f) = H(p,M,7)
= (mantq,exp,) + (mantg, expg)

= (mantg + mant,, exp.)
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dong, sl a = agay.....ap—1 €t B = -boby.....hp—1, dlors

rT=a+ 8= "Yo’h":fz ----- Yar—1

Yy =ln+bymodp , 0<n< M-1

Exemple 1.7.2 on fait l'addition suivante
3 + 1
10 2°

les codes de Hensel de 3 (resp : 1) sont

H(5,4, %) = (4222, -1)

H{54,3) = (-3222,0)

t

on remarque que les exposants sont différents, donc nous devons normaliser le code gqui a
1

le plus grand exposant selon les cas I ,II III précédents.

(:3222,0) — (-0322, -1)

on fait 'addition entre les mantisses

-+}-

= - 03 2

4000, -1

donc le code (4000, —1) représente le nombre mtz’oinel e Fya.

3 1

H(5,4,35) + H(5,4,5) = H(5.4,

10

Remarque 1.7.3 L’addition dans H, s est représentée par le tableau suivant

+  SHyy PH,y

SHyn  Hppm
PHppy SHpum
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1.7.2 La Soustraction :

Pour faire la soustraction de H(p, M, ) — H(p, M, 8) en utilisant "I’ addition com-
plétée” c'est-a-dire calculons le code H(p, M, —8) ; puis on fait I'addition comme dans le

cas précédent.

H(p,M,O.’) _H(p:Mwﬁ)

donc, si

alors

H{p,M,a) + H(p, M, -8)
H(p,M,y=a—f)

(manta, expy) + (mant_g, exp_g)
(-ap@r....an—1, exp,) + (-Cocy ... ChM-1,€XP_g)
{

‘doty....dp—1, exp»,)

=a,+ U modp,Oﬁ?tﬁﬂfml
’Y'ﬂ. Tn o

tel que

b

i
n=p—-b,,0<n<M-1

Exemple 1.7.4 on calcul la soustraction sutvante!

on a

LN )

BOF Qo

,p=5,M%4

H(5,4,§) — (2111,0)
g) = (-4222,0)

i
|
f
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On remarque que les exposants sont égauz. Alors

- . 2111,0
= . 4222 ,0

344 4,0
Donc le code (-3444,0) représente le nombre mtioﬁnel =3
H(5,4, _TB) — (:3444,0)
Remarque 1.7.5 la soustraction dans Hp est représentée par le tableau suivant

-  SHym PHyum
SHP,M H.p,M’ ‘SI{]J,J"I’I(
PHpp SHpum JID.HP.M

|

1.7.3 La multiplication :

Pour faire la multiplication, on multipliant les mantisses et-—'onh@.@ionne les ex-
L

posants. En effet, si ' Ny
R
m=ph.geQ SN
ey i
a=pm.2eQ SN
lors Nrp
alor Ny i .4‘/:,
. | o
L€ Cp
. = pml m2_(d 'ag)
U]
— (rn1+ma). C_3
[ da

donc ,
H(p,M, 0} = (-apay....ap—1,m1)
H(p, M, ap) = (-boby....bpr—1,m2)

= H(p, M, ). H{p, M,as) = H(p, M, a3)

—_— H(p, M, Ofl).H(p, M, a‘g) = (-agal....aM_l, ml).(‘bgbl....bM_l, ?TLQ)
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Le tableau suivant donne la multiplication dans Hp, 5 :

tels que

et

Exemple 1.7.6

trouvons la multiplication suivante

on a

bp b

ag (03]

POO -PO,l

Al

Pio

)

Sp 51

Py=ab;,0<i<ji< M—1

g

B

by by . . b
a; a3 . . - a
p2 FPos . . Py
Pii P2 . . Fja
Pag Poy . . Py

!

|

b

|

1

b

i

|

52

so = Foo |
s1=F1+ Fyp
sg=Fyg+ Pig 'IF Py

J f
sj= ) Pusi
i=0

4
15

30

= H(p, M, ). H(p, M, a2) = (-5081....83-3, M3 + my)

bpr—1
Gprr—1
Foar-1
Py
Py

PM—I,A/I—l

Snh-1




alors

*x - 3313, -1
= 3 2 2 2 , +1
+ 4 0 0 0
12 3
1 2,
1,
=-4131, 0

le code (-4131,0) représente le nombre rationnel % (puisque 1;45% = %) 4.8

4

5 2
=.5) = H(5,4,3) = (4131,0)

H(5,4, 3

Remarque 1.7.7 La multiplication dans H, p est représentée par le tableau suivant

* SHpy PHpum
SHpy SHpm FPHpu
PHpas PHyy PHyu

1.7.4 La Division :

L’opération de division est similaire 4 I'opération de multiplication tel que pour trou-
ver H(p, M, %) il faut premiérement trouver l'inverse de 8 modulo p™, en suite on fait la
multiplication a.% comme dans le cas précédent. Pour faire la division nous devons diviser

les mantisses et soustraire les exposants de ces codes. En effet, soient

a:pmlﬂ- a:pmz% Qj:ﬂ
1 'd] y L2 .dg y 43 o
et ,
H(p, M, O[l) = (-aoal..“..aM_l,ml)
H(p, M, Q’Q) = (-bobl....bnq_i,m2) , bo ‘T'L 0
donc
p"n:]'ﬂ
aa = ﬂ = :"
8 pmz.i‘
= p(ml-ma)__
Y



i
1
E
ce qui donne E
b

H(p, J’VI, 0‘3) = ('totl....tj'w_l, my, — mg)

. __ 'aD&I----GM—l
toly....tar—1 hobr D
d’autre part, on a :
an L1
a3 = — = 0.0
Qo ;

donc pour déterminer e il suffit de trouver o5 c&i>mme suit :
supposons que |

}
-1 /gt h
ag —_— ’bobl.... M_l

alors !
ag.az_l = 1 <= .100...... 0= (bob]bﬂ;f_l)(bfobllb;w_l)

boby = 11 mod p
(bob) + b1bh)p = 0 mod p®
(bobh + by} + bgibf})pz = Omod p*
(bab = byt + bt + bt} = Omod p*

J !
(> bub_)p = Omod p’+?
i=0 ;
bobp =1 n’ilodp
bob} + b1bf =|0mod p
boby + b1b] + baby = Omod p
bobl + by + bab], + bbly = Omodp
|

J
> bt =Omodp
i=0

|
b
\

avec 0 < b;,b; < p— 1, les donnés sont p, b; et lesiinconnus sont b;. En suite on trouve
— @ _ -1
o3 =5 =007
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Exemple 1.7.8 Trouvons la division suivante

[SYT- FNT

p=5M=4

on a |
H(5,4,%) = (-2111,0)

H(5,4,%) = (-1100,-1)
F5'4 = 17

Pour faire la division, i faut trouver Uinverse du déviseur (4 mod p™), puis on le multiplie
' g

par(g). |
2111-:—11\000
3 2 2 4 1 3

4

1

o= OO
LI b s O

3 !
|

alors le code (-2413,1) représente le nombre rationnel 2

3 6: 5
H(5,4,5)H(5,4,2) = H(5,4,2) = (2413,1)

Remarque 1.7.9 La division dans H, p est représentée par le tableau suivant
/  SHym PHpu

SHom SHpm PHyuy
PHpu PHyu PHyy




Chapitre 2

Algorithme de calcul!du code de

Hensel de ’inverse d’un nombre

p-adique




Premiére partie

Fonctions p-adiques et Lemme de

Hensel

'
|
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2.1 Les fonctions p-adiques

Dans cette partie nous étudierons les fonctions & variables p-adique. En commencant
par les fonctions p-adiques continues.

2.1.1 Les fonctions p-adiques continues
Définition 2.1.1 :
1) une fonction p-adigue f : X — Q, (X C @Q,) est dite continue au point zo € X si
Ve 0,36 > 0: [z — zo|, < 6 = [f(z) — Flzo)|, < € (2.1)
autrement dit
Ve > 0,36 > 0,Vz € B(zg,8) => f(z) € B(f(z0),€)

2) une fonction p-adique f : X — Q, est dite continue sur X st elle est continue en

tout point de X.
Notons par C(Q,) 'ensemble des fonctions p-éudiques continues & variable dans @,.

Définition 2.1.2 une fonction p-adigue f : X — Q, est dite uniformément continue

sur X st
Ve 0,30 > 0: |z —yl, <é=|f(z) - fly)|, <& Vz,y € X

Exemple 2.1.3
1) Soit
fz)=a0+aiz+a’ + ... +onz™, o € @y

une fonction polynomiale, la fonction f est continue sur Q. En effet
Soit y € Q,, montrons que f est continue au point y.

on a

[f(2) - fy)l, =

n n
> et =
k=0 k=0

P

= lz—yl,

k3
Zak.(m”f“l + "y 4+

SUPPOSONS quE !

|
<yl

|| p

P
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alors

F@) =W, < 1o =yl max {|* o], 1 Sk <n}
rle=yl,

(A

dans ce cas nous pouvons prendre

pouT que
lz—yl, <6 = [fl2) + fy)l, <

. . . |

2) Soient ) o,x™ est une série p-adique de puissance et v son rayon de convergence.
n>0 i
alors la fonction p-adique |

f+ B —Q,
r — flz)= Zo:nx"
nz0

est continue.

Théoréme 2.1.4 [17]
Soient X C Z, et f,g: X — Q, des fonctions p-adiques. Alors
1) f est continue au point zg € X <= Vz, € X, hm'l:n =a= hmf(:rn) = f(e)

2) si f,q sont continues en xqg alors f+g , f — g., fg et i (g(mo) # 0) sont conlinues

en To.

Définition 2.1.5 Soit f : X — Q,, X C Q, une fonction p-adique, on dit que f est
localement constante sur X ,si pour tout x € X 1l émiste un voisinage V, de z telle que f

soit constante sur V.

Exemple 2.1.6
Soit X = Z,. Alors

V2 € Zp,doy =0p—1l:z=0ap+ 1P+ op? + oo o
!

considérons la fonction f, définie par :

o Ly — Ly

z — falz)=0n,n>0
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On a fa est une fonction localement constante sur Z,. En effet, on remarque que f,
prendre la méme valeur si nous remplagons x par tout y satisfait |z — yl, < p™" pour tout
n 2 0, c’est a dire il existe un voisinage V, = B(x,p™™) telle que f soit constante sur V.

Nous pouvons prolonger cet exemple & la fonction f,, telle que

fno Qp__’@p

T = Y app’— fulz) = on

k=n
les fonctions (fu)nez sont localements constantes sur Q.

Proposition 2.1.7 [17]
St f + X — Q, une fonction localement constante sur X, alors f est continue sur X .

Preuve.
Dans ce cas il suffit de remplacer § = p~™ dans (2.1).

Exemple 2.1.8
Soit X = B(0.1} C Z,. On définit la fonction caraétéristique x de X par

XX . ZP —l@p

i,xeX

r XX():{O,J:QX

la fonction x est localement constante sur Zy, donc elle est constante aussi sur toute
boule B(k,1) tel que 0 < k < p— 1, par conséqu{ance elle est continue sur toute boule

B(z,68) avec § > 0.
|
Corollaire 2.1.9 [17] '
Toute fonction localement constante sur Z, est uniformément continue.

Preuve.

Soient f une fonction localement constante sur Z,, p™™ les rayons de (V4,);_15 voisinages
de z; et m = maxm,. '
1<i<n .
Soit :
Y E€Ly:|lz—yl, <p™"

Montrons que § = p~™
Soit z € V;,, et comme tout point de la boule est son centre, alors on peut écrire z = z;

donc
lzi —yl, <p ™ < p
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alors

fly) = flz) = f(fﬁ)

ce qui donne f est uniformément continue. =

2.1.2 Les fonctions p-adiques dérivables

Définition 2.1.10

a) Soit X un sous ensemble de @, et a € X. La fonction f : X — @, est dite dérivable
au point a si le nombre f'(a) = hm J—L%Q eriste.

b) On dit que f est dérivable sur X si f'(a) existe.pour tout a € X.

Remarque 2.1.11
1) Les régles de la dérivation (la somme, le produit, quotient ,composition ...) sur le corps
R restent valables sur le cors Qp, et par consequence lo dérivée du polynome p(z) =

Zak:c €Q, estp'(z) = Zkakxk 1
k=0
2) Sur les nombres réels, les seules fonctions dont les dérivées sont nulles sont les fonctions

constantes. Ceci n’est pas vrai sur les nombres p-adiques. Par exemple, la fonction
J : @p - Qp i

r — flz)= (_“’1—;) 70
0,z=20

posséde une dérivée nulle en tous points, mais n’est méme pas constante localement en (.

Définition 2.1.12 Soit B C Z, et « » 0. Une fonction f : E — Q, est Lipchitzienne
d’ordre «, s'il existe une constante M » 0 (s’appelle constante de Lipchitz), tel que

|f(2) = fw)l, < M.|o—yf;  ¥o,y € B

Remarque 2.1.13 Dans l’analyse réelle, le théoréme de Rolle dit que si f : [a,b] — R
est continue , dérivable sur (a,b) et f(a) = f(b), alors il existe un réel § € (a,b), tel que
f'(0) = 0. Par contre le théoréme de Rolle est faux dans le cas p-adigue.

Exemple 2.1.14
Soit f : Z, — Q, definie par




2.2

Lemme de Hensel

Le lemme de Hensel que nous prouvons ci dessous nous permettre de donner une de-

scription précise de ’ensemble des zéros de f, et de traiter dans certains cas les problémes
de divisibilité.

Lemme 2.2.1 (5] [11]

Sotent n un entier > 1, f € Z,[z] et a € Z, tels que f(a) = 0mod p™ : ie. |fla)], < p"
Soit f' la dérivée de f. S7il on a |f'(a)l, =p™* 000 < 2k < nalors b= a — fﬂ,{% € Zy,
est tel que

i) b= amod p™~*

i) f(b) = Omod p™t!

@) |f(0)l, = f'(a)l, = p~*

Lemme de Hensel nous montre Pexistence de la solutions d’une équation & variables

p-adiques, et nous approche cette solution par une sfuite des nombres p-adiques qui satis-
faisant les conditiond 1), 1), 744).

Preuve.
Soit

@)= 3210

—a\
P (a:j a)

le développement de Taylor de f. On a

f(z) = fla) + f(0)(z — a) + (z — a)g(z) , 9(2) € Zy[z]



Considérant b = a — fi,(%, on obtient

et = 1@ ey (L@NT @)
10 = 5@ - S o)+ (480 o) = (L2 o

) FOE F@E ™ o
e S e = e Sy

Mais par hypothése 0 < 2k <n, doncn — 2k > 1 et

1/ ()1,

£ (B)], < p7p~ TR < pminHD)

le. 5
() = Omod p™*!

Il est claire que

ie. .
b = amod pp"f‘

Considérant le développement de Taylor

f'(z) = f'(a) + f'(a)(z — a) + (z ~ a)*h(2) , h(z) € Z,

On a
(o) = fa) + f'(a)(b~a)+ (b— a)2h(b)
' 2
= 10 = o) - L i) + (185 e
De plus
K1) < fpae <o

()" 0] = i <yt
Ainsi

2

'—}{%fﬂ( )+ (%) h(b) p < max {p~0P, p~H R} = pmOR) L pE = | £(a)],
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Yot 'on déduit

Corollaire 2.2.2 [11]
Soit [ € Zy[z), x € Zp, et N,k € Z tels que0 < 2k < N, f(z) = Omodp” et |f'(z)|, =
p~*. Alors il existe z € Z,, tels que f(2) =0 et z = z mod p"—*.

|
Preuve. |
P |
on pose xy = 1z, alors d’aprés le lemme de Hensel, on trouve

( z; = zgmod™¥ ¥

J flz) = Omodg:JNJf1

|f'(z1)], = p™%,

2k <N <N _|_ 1

en répétant cette procédure, on obtient une suite {z,), telle que
f(zn) = 0mod p™im

Zny) = T, mod pVtn—k

par conséquent |Tpi1 — Zn| < pFN, alors (|Zny — Tn|,)n converge vers 0. Donc (n)n
est une suite de Cauchy, elle converge vers z € Z,, et comme f est continue, alors

= lim |f(z)], =0

()], = [£( tim 3,)

» TM— OO
et 1
|zp =z, < p‘N*’"“,Vﬁ €N
donc
lz—zl, = |lm (z,)~ a:’ =| lim (z, ~2)| = lim |z, —z|, < p~**
T 00 P n—eo . P N——00

= |Z—I|p Sp“N+k
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|
|
alors .

ke
z=xzmodp”F

2.2.1 Applications de lemme de Hénsel :

les racines (p — 1) iémes de 1’unité

Théoréme 2.2.3 [11] [17] |

le corps des nombres p-adigues @, contient les racines (p — 1) iémes de l'unité.

Preuve. :
En appliquant le lemme de Hensel sur la fonction -

flay =271 -1

on a '
vi=Tp—1: f’(t)'_—?Omodp
f{t)=1modyp

t
i
'
|

Yt = 1.p—1:|t|p:=1

en effet , on a

alors
|t~ — 1|p < max {|t’?‘1|p,|1|1}
< max {{t 11 }
<1 I
|
donc l
|7t — 1|p < pt
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d’autre part

f@ = (p-1a"?=

)] ==,
f(s) = ps?~% — 72|
7(5)| < maax {Ipl. sz~ sl

< max {p"li 1}
P

fs) <1

P

f'(.s) Z 0modp

Frr

alors, d’aprés le lemme de Hensel pour les nombres s = Tp — I, on trouve (p — 1) racines
de f dans Z,, on les notés ry, 7, oy Tp—1 telle que f(r,) =0modp, s=Tp—-1. m

Les racines carrées dans Q, |

Proposition 2.2.4 [25] [26]

1) Supposons que p # 2, et soit a = p*»(® gy € Qp, u € Z, un nombre p-adique unitaire.
Alors pour que a soit un carré, il fout et il suffit que vp(a) soit pair et que limage de u
dans Z,, soit un carre. ‘

2) Supposons que p = 2 , alors pour quun élément o = 2%2(0) 4 ¢ Q7 soit un carré, il
faut et il suffit que va(a) soit pair et u = 1mod8 .

Preuve.

Soit @ un carré dans Q;, s’écrit sous la forme

a=p""ag+ap+ap?+.. Y =p"y ag#£0, ue zZ,

et

= puP(I)(fg + T1p+ $2p2 + .) e Qr, zg # 0

on a

2? = a <= p?*E (g £ 2p+ 2p® + )2 = @D (ag + arp + agp® + ... )




on distingue deux cas :
1) si p # 2, alors

5,(a) = 2uy(x)
Tk —ag = mod p
donc la valuation p-adique de a est un nombre paire. D’autre part on a
2 o
Ty — ap = modp
on applique le lemme de Hensel sur la fonction . |

f(z0) = 3 — g

telle que |
f(zo) = 2z ’

(20l = [250], = 1

donc d’aprés le lemme de Hensel, a est une racine carrée dans Q,.
2)Sip=2, alors on a ,
73 — ag = Omod 2

avec
0<zg=<2 ‘
donc
To=1l==>a=1
on obtient
2 = g 22”2(2)(1 4+ 24+ 228 )% = 2"2(”’)(1 + a2+ 022 +...) = 2u g
z, + ZE2

= 2201 4 3,2 4+ 2,27 + ) = 271 4 ( L+ m)2d 4 )

= 2] 40,2+ a2% 4 ....... )

donc )
5131 + $1

2%20)(1 + (
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ce qui donne
va(a) = 2up(z)

|
$0:a-0—"=1,a.]=(12=0

donc la valuation 2-adique de « est paire. D’autre part on a

I
u=a0+a12+c1222+ .....

ap= 1,01 =ay =10

= u=14a2+ a2+ ... =142 (a3 + 2" + ...

ce qui donne
©w=1mod8§.

Exemple 2.2.5
a) Il existent des nombres dans Qs qui n’admetient pas des racines carrées par exemple

a=5=2+1.3

en effet, soit
r=ag+a. 3+ ... +a,3"+ ... €4
o, € {0,1,2}

alors

== lag+m3+..+0,3"+...]>=2+13

donc
o = 2mod 3

dans ce cas oy n'ériste pas. Alors x est aussi n'existe pas.
b) Le nombre 2-adigue y = —1 n'a pas de racine carrée dans Qo car
i

~1% 1mod8
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Deuxiéme partie

Algorithme de calc}ul de code de
Hensel de 'inverse d’un nombre

p-adique
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Introduction
La connaissance des propriétés arithmétiques et algébriques des nombres p-adiques

est utile a ’étude de leurs propriétés diophantiennes et des problémes d’approximation.
Il s’agit, dans cette section, d’une une application intéressante des outils de l'analyse
numérique a la théorie des nombres. On verra comment utiliser les méthodes numériques

de bases (Newton, sécante, point fixe) pour calculer le zéro d’une fonction f ou

o Z(Q) — @, }
PR

Est une fonction p-adique continue et dérivable sur un domaine D C @, p est un nombre
premier. Pour calculer I’inverse d’un nombre p—adlque on se propose d’étudie le probleme
suivant ;

a € Q) , p-premier

Notre but est de calculer les développements finis p-adiques approchés (c’est—a—dire
déterminer les premiers chiffres du développement p-adique) de I’inverse de a € Q* :

'aide & de détermination de la solution de ’équation

1 ] |
f(:c):;—azo (2;.3)
par une méthode d’approximation. La solution de (2.3) est approchée par une suite éles
nombres p-adiques (zy,), € Q7 construite soit par la méthode de Newton, de la sécante
ou par la méthode du point fixe.
Etude du probléme : |

On considére la fonction d’itération g(z) contirfue et dérivable sur un domaine D -

Qp. alors I’étude du probléme comprend quatre étapes :
Ftape 1 :Choisir une méthode itérative :

Znt1 = g(Zn),n €N

Etape 2 : Trouver un point de départ o suffisamment proche de zéro de (2.3) pour que
{(zn)n converge. | |
Il n’existe pas une méthode générale permettant de.choisir un point de départ zg faisa‘nt
converger la suite (z,),, mais si zy et la fonction g(z) sont bien choisies, alors la suite
(%n)n doit converger vers la solution de (2.3). _
Etape 3 : Déterminer un critére d’arrét. ;
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C’est-a-dire (z,), proche de la solution de I'équation (2.3) et

tenlp = lxn - mn—llp S p_M

avec M umne précision donnée qui représente le nombre de chiffres p-adiques (la lonéueur
de la série de solution ou la longueur de code de Hensel). Done, il est quéstion de troJ‘uver
n tel que ‘

|en|:,J = |$n - mn—llp 5 p_M

Etape 4 : Déterminer la vitesse de convergence de la suite (zg)n.
La détermination de la vitesse de convergence d’uiie méthode itérative consiste & étudier le
comportement de la suite (e,4n,)n €8 CArts enyny = Tntny — Tntng—1 entre les itérés gie la
suite (z,), obtenus a chaque étapes de I'itération avec ng représente un rang quelcoﬁque.
Exemple convergence linéaire, quadratique, cubique.........

a) Si la vitesse de convergence est par exempe d’ordre 2 alors
- dans la premiére itération, on obtient 2 chiffres p-adiques dans le developpement P-
adique de zéro de (2.3). i
- dans la deuxiéme itération, on obtient 4 chlffres p-adiques dans le developpemcnt p-
adique de zéro de (2.3), et ainsi de suite. |
Le principe générale de calcul :

Est le suivant
Soit @ un nombre p-adique non nul (e € Q) tel que

lal, =™ =p~h meZ (24)
il est claire que si b € Qj est inverse de a, alors

|b|p = Ia‘_1|p =p",mek

donc la suite des nombres p-adiques (2, ), devrait tendre vers b € Q. Ainsi & partir d’'un

certain rang on a |

|

|Zal, = 8], =p™\m € Z |

d’ou il suffit de trouvé une suite de nombres p-adiques qui satisfait les conditions
zn—1

= 3 owph 0<ak<p—1zn_<_M

S (2.5)

|Tnt1 — Tnl, — 0
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2.3 La méthode de Newton

La méthode de Newton est une méthode basée sur la construction d’une suite de
points (z,), € @Qj, qui converge vers un zéro de f. On remplace pour cela I’équation
f(z) = 0 dans @} par une équation du point fixe g(z) = z toujours dans Q;- On considere
donc la suite des itérés de la fonction g. la fonction d’itérations de Newton est définie par

i@
A= )

la suite des itérés de la fonction g(x) est

' f(":n) :
YneN: 2y =g(5,) = Tn — 2.6
+1 ( ) fl(-rn) ( )
ol
flz)=1=a
flx) =3
la suite des itérés de Newton est
Vn €Nz = 2,(2 — az,) (2.7)
donce
Vn,k € Nz = Zo4k(2 — azngr) (2.8)

2.3.1 La vitesse de convergence de la méthode de Newton

On rappelle que la détermination de la vitésse de convergence de la méthode de
Newton consiste & étudier le comportement de la suite (en1n, )n des écarts e, pn, = Tty —
Tning—1 €ntre les itérés de la suite (z,), obtenus & chaque étapes d’itération.

Soit (z,)n la suite définie par (2.7). Supposons que

aTn, — 1 = 0modp” <= z,, est 'inverse de a d’ordre r

tels que ny représente un rang quelconque et r € N. D’aprés la définition de la norme
p-adique, on a
laxnﬂ - 1|p S p_'r

d’autre part on a
Vn € N: zp41 = 2,(2 — az,)
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== ATy — 1= az(2 —az,) -1

|
= aTnp41 — 1= —{1 - az,)*
donc
Y,k € N:aznippy — 1= —(1 - azppp)?
par conséquent
1.
_ 2 2
0Tngt1 — 1= —(1 — azpy)* = |aZpgq1 — 1}, = laza, — 1;
=> |aZpy41 ~ illI” <p*
= a:cno_g -1 - mod p?"
2. |
0Zng42 = 1 = ~(1 = aZpe1)* = [aZno+2 — 1[p = |aZno+1 — 1

= |aZng42 — I, <p7¥
= ATny1o — 1 = O mod p?*

de cette fagon, on obtient

([ aTpe1 — 1= 0modp?
| aZngez —1=0modp®

AZny+3 — 1 = 0mod p?"

0%, —1 = 0modp” = ¢ .

ATng+4 — 1 = 0modp

donc
VYneN:az, p, — I= 0modp™ -

la suite (7, ), est définie par

YneN:n, =2
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on a 'organigramme suivant

Organig}amme 01

ax, —1=0modp” ]VneN:ax

-1= _(1 - axm-n,, )2

nng+H

L

[ax,,o -1|p <p” ‘

ax, . —IL = II -ax,

2
Fl

ax, , - 1=0mod p¥

ax,,'_,,'—-l = Omod p*
ax, ,, —1=0mod p*

E
1
i
1
|
ax, ,,—1=0modp" I
)
|
I

d’autre part, on a

e =P ——

= Tpik + Zoik(l ~ ATnik)

alors

|
ce qui donne |
n'

== Ixﬂu+1 = Ing |p = pmjll - amﬂo'p
t

= |Zng+1 = Tnol, S PTPT

—(r-m)

= |Zro+1 — mnolp Slp

Y,k € N:Zpie =ixn+k(2 - QTpik)

. ]
Vn,k € N Toiit1 — Task = Tnrk(l = 0Znik)

(2.13)

|
|Tro+1 — :Cﬂ0|p = |Zng (1 — aan)lp == |Zno+1 — Zng |p = |$no|p L= azn,
I




|[Zng+2 — Tngt1 = |3?no+1|p 1= aZno+1],, —I_-‘v‘ [Znp+2 — Tnpr o

—_— $ﬂ0+1 - :Bno

0Omodp™™™

= ’$n0+2 - $n0+llp < pm.p—2r

1
= Imno-}-Q - xno-l-llp 'S p_(2r_m)

== Tng+2 — Tng+1 = Omodp

de cette maniére, on obtient

on a l'organigramme suivant :

,

Tng+a = Tng+da

1
{
2r—m

f

|

Trg+1l — Ing = Omodpr_m
Tng+2 — Tpo+1 = 0 H30dp2r_m
Tng+s = Tngr2 = 0 mod p ™
= Omod pir—m

. : l .
I
i

( Organigramime 02 ]

T
P = aZagial,

(2.14)

Yrne N :|axm,,n -llp <p™r

YneN:x

1

of T | xfr+n, = xmnn'

(I-axﬂi-ﬂu) ey

!

| I

|ax,,o —l|P <p”

|

xnn+| - x"nL S p

={r—-m)

ey

Topor “ X2

Lpgrt = Xen

X, 01— X 8 0mod pr

=0mod p'"
=0mod p* ™
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‘Conclusion 2.3.1 '

1. La suite (€ning)n des écarts enyngr1 = $n+1;,0+1 — Zntng entre les itérés de la suite
(Tn)n obtenus & chaque pas d’itération est donnée par

. )
Vn € N: Tning41 — Tnny = Omod p™

Autrement dit la vitesse de convergence de la méthode de Newton est d'ordre s

lequel est définie par
VneN:n, =n,-m=2"r—m

et on dit que la suite Tpyny11 est une approzimation de a™' avec environs |2°r — m
chiffres significatifs. ‘

2. Pour déterminer le nombre d’itération n pour M chiffres (donnés), on pose
t

U_&E'} 215

In;IEMﬁIZ"T—mIZM-_-*“:{ In2

3. Avec les codes de Hensel, on peut écrire la fémule (2.7) sous la forme
H(p,2"r —m,z) = H(p, 2" 'r — m, z). (2‘— H(p,o00,z71).H(p, 2" 'r — m, 1))

Ou H(p,o0,z71) est le développement p-adigue infini de a = 271,

4. Les chiffres significatifs o, et les longueurs de code de Hensel augmentent |2™r — m|
fois & chaque itération, par ezemple si m = 0 alors ils augmentent de facon quadra-

tique.

Exemple 2.3.2 (Application de lo méthode de Newton )

soient ;
p=5a=3,M=38
on a
By=1l=p" = m=0
et

2.3 = 1mod 5 <=> aze = 1 mod p!

donc on prend

.’L‘0=2




la suite ditération de Newton est

i

|

|
Intl = mn(z - a#:n)

on a .
=0 -
T[] _em2)
r= n= In2 Tl ln2 |
M=8 _
donc le nombre des itérations est n = 3. En effet
1) ;
z1=12.(2-23)=-8=17=2+ 3.5mod 5
2) Z
1o =17.(2 = 3.17) = 417 = 2+ 3.5+ 1.5% + 3.5° mod 5*
3) '
T3 = 417.(2 —3.417) = 260417
= 2435+ 1.5%+3.5° + 1.5 + 3.5° + 1.5% 4+ 3.5" mod 5°
donc

1=2435+15%+35%+1.5% +3.5° + 1.5° + 3.5" mod 5°
H(5,8,%) = -23131313 = 231
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2.4 La méthode de la sécante

Une autre méthode élémentaire pour déterminer le zéro d'une fonction est la méth-
ode de la sécante. Cette méthode permet de pallier les cas oli I'on ne peut pas calculer

facilement la dérivée de f. Dans ce cas, on remplace f'(z,) dans Newton par le taux
d’accroissement de f entre z, et T,-;. i.e:

f’(mn) ~ f(mﬂ-) '"' f‘(mﬂ—l)

Ty — Thea

|
la suite des itérés associée & g(z) est donnée par |

|
i
VneN 1z =2, - f($n)(:cn - Tp_1)

(an) = FEn (2.16)

et comme

fz)=2-q

x .
la suite des itérations de la méthode de la sécante ést

Yn €N Zpp1 = ZTn + Tpoy — ALy Tny

(2.17)
done

V(n,k) € N* X N Tpyk1 = Ttk + Tntk—1 — OTnik - Tnik—1 (2.18)

2.4.1 La vitesse de convergence de la méthode de sécante

Soit () la suite définie par la formule (2.17). Supposons que

aZp,—1 — 1 = 0mod p* o BeN
a%p, — 1 =0modp® .~

alors |
laTne-1 — 1|, < p7*
lazn, — 1], < p~#
ona _
Latl = Tp + Tno1 — QTp.Tn) = aZpty — 1 = (aZp = 1).(1 — aTn_1)
on obtient

V(n, k) € N* x N: azpipq1 — 1 = (aZngx = 1).(1 — aZry—1)
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on a

‘
1. ]

aTno41—1 = (amﬂo_’l)-(l"a’xﬂo"l) = |a$ﬂ0+jﬁ - llp = [(azn, — l)lp (1 = aZpg-1))

= 'a$n0+1 - lfp»s p—ﬂ‘p—a
= |a;1;no+1 — ]_Ips p"(ﬂ‘f'ﬁ)

= Alpy41 — 1 = _Omodp'”'ﬁ

2. :
AZng42 — 1 = (@Zngr1 — 1).(1 — aTny) == |aZpyp — 1], = [aZng41 — 1, - |1 = aZn,l,
= |aZnes2 — 1, < ple48) =8
_— |a'$‘nu+2 — 1|p S p—(ﬂt+2,@)
= QTpg42 — 1 = Omod p*+%°
de cette maniére, on obtient
([ aZpgs1 — 1 = 0mod pots
—1= c+28
4Zng—1 — 1 = Gmod p* L 1 00 moj p?a+3ﬁ
az —1=0mo
ey { TTTOYR P (2.19)

ATny42 — 1 = 0mod pia+5h
ATy, — 1 = 0 mod p? mo+2 medp

donc
VneN:aryng-1 — 1

|
o (Fy,), est une suite définie par
Vn€N*: Fopy = Faoy + F,

F0=OZ:
=5

La suite {F,), est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 appelée la suite de Fibonacci

généralisée et le terme général est définie par
Fopoo Al + prg

7

(2.20)

D



avec riet o sont les racines de 'équation carlacténsmque
I
|
I

0

A et u sont déterminés & partir des conditions initiales

F0=Q,F0=ﬁ
il est claire que
T1=1$2@=(I)

7‘2=1$2/—5=|(1—-(I))

Fnz,\(H‘/g) +p(1"‘/§5) = 20"+ p (1 - &)

et

2 2

P = 1—"‘@@ est appelé le nombre d’or. D’autre part, on a

Fp=« . Atpu=a SN =% 8- i
F=p A(l_'tzs@)+p(1—25)=;ﬁ 1 Ma_g

5

cn

donc

50 (5] (255 (35

1 T R
~ 2 (6-a(l-2) 8"+ (-f+a®)(1-9)
on trouve i
1 1—vE \ (14vE\" 1 1+v5 Y (1-vB\"
e wnm o= 150) (H3) 5 (-0 15%0) (57
1 n I - n *
= {"ﬁ((ﬁ—a(l—@))é +(—[3_+a<I>):(1 ) )] (2.21,
cette dérniéré expréssion est la partie entiére de
1 i - ._ n
-\fg((ﬁ—a(l—@))@ + (=B + ad) (1 - &)™)

on a l'organigramme suivant
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]

| Organigrammé 03 |
3

o B 1= 0mod” VneN:ax,, , ~1=(ax,, ~Di-ax, ) [
ax, ~1=0mod p* r |

|y =1 =lax,, -1 | ax,|

{Ia‘xn.’i ‘IL sp” ; ]

s, -1, 557 : -

- ety =1 < pe

:
]

ax, , ~1=0mod p**#

I n=n+l ,

ax, ., —1=0mod p***

— +2
ax, ,, —1=0mod p***

I
1
ax, ,—1=0mod p¥ i
l
:
!

d’autre part, on a |

Tt = Tn + Tp-1 — OTp.Tno} <= Tndt — Tn = Tp-1(1 — az,)
!
|
alors i
V(n, k) e N*xN: Tnik+l — Ttk T $n+k_1(]. - aﬂ?n+k) (222)

ce qui donne i
)
1.

Ty = Tng—1 = Tnp—2(1 — QTny_,) = [Tny - Tno-1lp = I-'Bno—2-(1 - a$n0-1)|p

== [Tng — Tno—1ly = [Zred2l, |1 — aZne—1,
== |Zpg — Tng-1l, = p”’r‘- |1 = azng-1l,
= |Tng — Trg-1l, < PP
=> |Tpy = Tngal, Sp7E™

== Tng — Tng—1 = Qmodp"‘""‘
t
1

|
Tno+l — Tny = xﬂo—l(l - a'xﬂo) = Ixn+i - xnlp = |$ﬂ0—1|p . Il — QZng,

1
= |Zag+1 = Zal, = P |1 = 4z,
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= |Zng+1 = Tl <P p77

on trouve g
( Tng — Lng—1 = Omod p*~™
Tng+l — Tng = Ofmodpﬂ‘m
Tngt2 — Trg+1 = 0'mod pothA-m
$ Zngta — Tpgez =0 r;nod poth-m (2.23)
Tno+4 — Tng+3 = Omod p2a+3,8--m
L
“donc

Vn € N Zping — Tntngh1 = Omodpr"

telle que la suite (F), est définie par

VneN:F =F,—m= —\%((ﬁ~a(1—@))@“+(—ﬁ+a¢>)(1—¢>)") —-m

(2.24)
on a l'organigramme suivant

[ Organigramme'04 |

—4 YneN: X el ~ l| < p-F" VneN :'x;nm,, T xnm,,-:'(l - a'xnmo-:l)
r
Iax"u_, -1|p £p™ . [x,,n _xnu'-IL =

) .l] -ax,

xnn-?.

P

n=n+l

n=n+l

X, ~%, =0mod o

i+ fi-m

X, 3= %, =0modp

o+ i
gt " Xpe1 = Omod P

30




Conclusion 2.4.1

1. La suite des écarts entre les itérés de la suite (z,,)n est donnée par

Vn € N Zpyng — Tngng—1 = OmodpF*"
i .
signifie que la vitesse de convergence de la méthode de sécante est de l'ordre F),

lequel définie par

Vn € NZFfi:Fn—m '
— [—%((ﬁ—a(l—fI)))<I>“+_(“ﬁ+a‘I’)(1—‘I’)") -m

et on dit que la suite Tnin,41 €5t une approzimation de a™! avec environs |Fy, — m|
chiffres significatifs.

2. Comme|l—-3| <1, alors (1-®)* — 0, pourn est assez grand et

VnéN:FQ:%(ﬁ—a(l—@))@”—m

et on peut déterminer le nombre des’itérationsin pour M chiffres donnés comme suit
|

-(1-d)x

1 In '\/5{M+mj
7 (B -a(l - 3))d" - m’ >M==n= [—_m@—} (2.25)

|Fl| > M <—

3. Les normes p-adiques des erreurs s’écrivent sous la forme

p—(a—m) , p—{ﬁ -m) p—(a+ﬁ -m)

........

([ (E-at-me+-prasa-sy]-m)

4. Avec les codes de Hensel la formule (2.17) s’écrit sous la forme

H(p, [% (8= a(l - ®)) 8" + (- + a®) (1 - cp)ﬂﬂ)] —m,z) =

= Hip [ (8- a(l-—<I>))<I>“+(—-B—!|—a<1>)(1—(1>)")}—m,:c)+

e :

((B-al1- )2+ (=B +ad) (1 - cp)“-l)] —m,z)+

SI
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*H(p,oo, x_l)H(p: {% ((ﬁ - a(l - CI))) o™ + (“6 + O!(I)) (1 - (I))n):| -m, II.‘)

Hp, |75 (6= 0(1 = 8) 8"+ (5-+a8) (1 - &) | - m,2)

5. Les chiffres significatifs an, et les longueurs de code de Hensel augmentent |F,| fois
& chagque pas d'itération. !

Exemple 2.4.2 ( Application de la méthode de sé:cante) :
soient ;

p=7,a=5,M:=8

oﬁa '
|
I5IT=1’m=G

la formule d'itération de sécante est

ZTntl = Zp + Zn1 — OTn . Tn_1

on prend
Ip=a) = 3
en effet
3.5=1mod7
on obtient
a=[=1
g = 0

donc le nombre des itérations est

(8+0)
. lnL (1+rp)| _5
B Ind ln<I>

To=3mod7 .
£ =3mod7 ‘

3 =343-533=10= 3+ 1.7mod 7?
z3=104+3-5103=206=3+1.7+4.7°mod 73
Ta=6723=3+17+472 4+ 573 + 2.7 mod 7°
Ts = 4611841 =3 + 1.7+ 4.72 + 5.7 + 2.7‘% +1.75 + 4.7 4+ 5.7 mod 78

en effet
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alors
{ l=34+ 174474573427+ 1.7+ 4.75 + 5.7 mod 78

H(7,8,1) = 31452145 = -37452

2.5 La méthode du point fixe. (accélération de convergence)

Soit & résoudre I'¢quation f(z) = 0 dans Q} od f est une fonction continue sur un
domaine D C @Q,. On suppose que cette équation est équivalente & une équation du type

glz) =z (2.26)

Ou g(z) est une fonction devant vérifier certaines !hypothéses, cette derniére 1’équation
(2.26) est dite probléme du point fixe. A partir de zo € D, on construit la suite (Zn)n C D
telle que :

Vn € N: o1 = g(z,) (2.27)

cette méthode est basée sur le théoréme du point ﬁ?xe suivant

Théoréme 2.5.1 {12] [15]
Soit D C Q, un domaine et g : D — D une fonction contractante, c’est-a-dire

3L €[0,1] et |g(z) — g, < L;lm - le,Vfc,y €D
on a pout tout xo € D, la suite des itérés (z,)n des nombres p-adiques définie par
Zn = 9(Tn-1)
converge vers la solution de l’éguation
9(z) =2

Preuve.
pourn 2 1,on a

|Znt1 — xn|p = |g(zn) — g(wﬂ"l)'p <L |#n — Znoy p

par récurence on trouve .
Ixn-!—l - $n|p < L. |$n - xn—llp
S L2- lxn...]_ - xn_?lp
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3 .
< L% |on-2 ~ Za-s,

S L. le - .’Eolﬁ
donc
nango |1 — Znl, < Ji—.IEoLn' |z1 ~ Zo|, = 0 = nli’r{.lo |Zps1 — Tnl, =0
par conséquent (z,), est une suite de Cauchy dans Q} qui est complet par construction.
La suite (z,), converge vers z € D. Par passage a la limite
lim 2,y = lim g(z,) == z = g(z)
n—oo N—00 .

on note que g{x) est une fonction continue car contractante.Montrons ’unicité du point
fixe de g(z).
on a, 8'il existait deux différents, qu'on note ¢, et ¢; on aurait

11 = g(t) .
= b — ta|, = [g(t1) — g(t2)|, < |Ll, - [t — tal, < [t1 — tal,

ty = g(t2)

ce qui est absurde, donconat) =% o
On s’intéresse & la rapidité de convergence de la suite (z,). Le théoréme précédent
nous montre que plus la constante de contraction L est petite par rapport & 1, plus la
convergence est rapide. Toutefois il y a une autre technique pour améliorer la rapidité de
“la convergence; il s’agit 'ordre de convergence.

Proposition 2.5.2 (ordre de convergence )

Soient D un domaine de Q, et a € D. Si g(z) € C*(D), ¢"z) = 0,k =T,5— 1, et
9@ (x) # 0. Alors la vitesse de convergence de la méthode du point fize est de l'ordre s.
On en déduit que, plus s est grand plus la convergence est plus rapide.

La démonstration est similaire & celle dans le cas réel.

Exemple 2.5.3 On trouve la solution dans Qs de [’équation
y=143y
en appliquant la méthode du point fize. On prend yo = 1. La suite (y,) est définie par

VYne€N:y =1+ 3y,
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done

m = 14+3y=1+3=y+3 ‘

Yo = 1+8y =14+3+3%=y +32

ys = 1+37,=1+3+32+33 =y, +3°
|

|
—_ 2 3 no_ k __ n
Yo = 1+3+32+334+....+3 l—kz_;3 = Yn-1+3

il est claire que la suite (y,) est divergente dans R. Par contre elle converge dans Q3 vers

. On écrit

. = —1
n_li__mmyn = Z;3 = '_2"' €Qs
d’autre part, on a ;

va—y2 = 3 =3(y—y)=23y1— vo)
= lyz — 2l = [3%]; 112 — wols
= |ys — vals = 37 o1 — wols

donce
o1 —tmls = 37|y —yoly =337 =370
=> lim Yn41 — Yo = lim 3-(n+1) —
n—occ TL——t 00

Le but est d’améliorer la vitesse de convergence de la suite (z,},. Pour elever 'ordre
de convergence, on définit une suite qui converge plus vite vers la solution de 1’équation
proposée. Les conditions qui permettent la détermination de la fonction g(z) sont que les
deux premiéres dérivées au point z = % sont nulles- est la dérivées d’ordre 3 au point c‘;
différente de zéro, de plus la fonction polynéme g(z) ne doit pas avoir de l'inverse de a
dans ses coefficients. Alors pour accélérer la convergence de la suite (2Zn)n, On pose

9(z) = a(1 + ¥(z})

I

on obtient :
g0 (z) = 1 +(z) + 2vN(2)



Cas 1:

on sait que si g est une fonction telle que

g(3)=1
gLy =0 (2.28)
gd(2) #0|
donc 1
(e,

on cherche une fonction v(z) de maniére & faire dis:para.itre I'inverse de a dans les coeffi-
cients de g{x). Pour cela on prend

¥(z) = ap + a1z

donc, d'aprés (2.29), on obtient

ao+a1ﬁ=0 o

par conséquent :
v(z)=1-az.

ce qui donne _
‘ 9(z) = z(1+ (1 — az))

la Suit.e associée & la fonction g(z) est définie par
VneN: 2, =2,(1+ (1 —az,)) = z2,(2 — azy) (2.30)

“on remarque que la suite définie par la formule (2.30) représente la suite de a méthode de
Newton qui nous avons étudier précédemment.

Cas 2:

dans ce cas, on a si

93y =1
gM(3) =0
dP(;) =0
g¥()y#£0
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on obtient

Q- — - — —

13) =0
(3 =~
Y3(3) = 20

on prend
¥(z) = ap + a17 +

 ce qui donne

1
ag + a1— + Q=
a a

1 ,
a1+2a25+a = (

200 — 20 |= 0

on trouve i
op = 2,01 = —3a,03 = a
donc o |
v(z) = 2 = 3az + a®z = (1 —
alors

9(z) =z (L+y(z) +y(z)?) =z (1 +

on remarque que la fonction g(z) ne contient pas de,l
La suite des itérations (z, ), associée & g(z} est don

VneN:mn+1=mn(1+(1——aa'

par conséquent

2

oz) + (1 — az)?

(1-az)+ (1 —az)?) (2.31)

I'inverse de a dans ses coefficientson.
née par

n) + (1 — az,)?) (2.32)

Vn,k € N: Zopppr = Tugr (1+ (1 — qxn+k) +(1— a:r:n+k)2) (2.33)

2.5.1 la vitesse de convergence

Soit () la suite définie par (2.32). Supposons

aZn, — 1 = Omod

alors
aTng — 1|, < p~
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on a o
Vn € N: 2oy =20 (14 (1 — azs) + (1 — az,)?)
== aTn41 — 1 = aZn (14 (1 — am,il) +(1-azn)?) -1
=> aTpt1 — 1 = (aZn — 1) + az,(1 —i aZn) + azn(l — azy)?
= aTpyy —~ 1= —(1 = azn)®
on obtient
Vn,k € N:azpppr — 1 = =(1 — az,12)° (2.34)
ce qui donne '
1. ;
aZppt1 — 1 = —(1 — an,)® = |aj:cnn+1 =1, =11~ az,, g
= |aZpg1 — 1, <p™
= aTpy41 — 1 = Omod p™
2 I
Zngsz = 1 = —(1 = angs1)’ = |ang42 = 1], = |1 = aZpgsa;

— [anpaa — 1} <5
= QTny+2 — 1 = O0mod por
de cette facon, on obtient
( az4941 — 1 = 0mod p*

QTng+2 — 1 = 0mod p°"
AT, — 1 =0modp” = { az,,r3 — 1 = 0modp®™"

ce qui donne
Vn € N: aZpyn, — 1 = Qmod p*» (2.35)

ol (wy)r est définie par |
' Vn € N:w, =I13"r (2.36)

on a P'organigramme suivant




[ Organigramme 05 ]
axn‘,—IEOmOdP’ Vr‘;reiv;ax""""n*-l'.-1=--‘(]—a'x""""’u)J
1 : 1
o] [ et e
[

N ]L <p™ ‘

ax, , —1=0mod p* ~ nontl }_

ax, , ~1=0mod p"

ax, . ~l= OImodpw

ax, ., ~1=0mod p*”

 d’autre part, on a

VneN: g =2, (1+(1- a:;:n) + (1 —az,)?)
\

== Tnt1 — Zn = Tn(1 — a2,) "+ (1 — az,)?

== Tng1 — Tn = Zn ((1 - 0za) + (1 — az,)?)

on déduit |

1
Vn,k € N:zpik1 — Tnk = Tnik {(1 —Eaxn+k) + (1 - aznii)?) (2.37)

ce qui donne :
1. ‘
I$n0+1 - mn{)lp = Ixﬂﬂlp-’ I(l - a‘xﬂu) + (1 - a‘mno)zl
2
= |Znp+1 — Tnolp, < P max {]f][ ~ QTng |y, [1 = amn0|p}
=> |Tpgp1 — mmlp < p™. max {p"",p‘z”}
= Ixﬂo-f-l — ZIny ’-p S pm_p-—r
= |Tng41 — xﬂlp < p_(r—m)
7 —1m

= Tngt1 — Tny = Qmodp

1
l
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]
Tng+2 =~ Tng+1 = Tng+1- ((1 - é’xﬂo+1) +(1- ‘wno+1)2)

i
= Izno+2 — Tng+1 Ip = Ixn0+1|p - I(} - amnu+l) + (1 - axnn+1)2{p
1

= |$n0+2 = Tng+1 Ip < p™. max - a$n0+1|p! Il - a"rno-i-lli}

: }
= |Zngt2 — xno+1]p < pVomax {P_srjp_ﬁr}
i
== |Tnot2 — 517n+1|.;D <ptp¥
!
= [Tng+2 = Tngsa, < p~ ™

i
= Tng+2 — Tng+1 EI 0 mod p3r—m

et ainsi de suite, on obtient ]

I
'4 -
Tnp+l — Tng = (J[modp'” m

Tng+? ~ Tngt1 = (I)mod pir-m

— 9r—
) Tno+3 = Tng+2 = (_.]modp T

(2.38)

Tno+d — Tne+a = O mod p?r—m

\

On a I'organigramme suivant

'i
!
[
¢
1

[ Organigramme 66 J

§

iy
I 1

xn,, T x.n, IP = 'xn,

F Vne N :ax ‘ll,, <p VHE Nty Trve, ® Fp L= 20,0, ) (1= 25, )]

Ja-ax,)+1-ax, Y|
4 4

ax,, —ll <p”
- _1
’x,;+, -, IP < p’”.max{p",p‘z’}

X, . - %, =0mod pr ¥ ] n=n+l

%, — X%, =0mod p"":I

Srem

X, 4y~ %, =0mod p i

9r-m
Kpe3 —%, . =0mod p i

2Tr-m

Apprs T Xy = Omod P

I

|

|

|
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Conclusion 2.5.4 | |

1. La suite des écarts entre les itérés de (zn)n obtenus & chaque itération est donnée
par 1
VYn € N: Zninot1 — Znin, = 0mod p»

Signifie que la vitesse de convergence de la méthode du point fixe est de l'ordre W',
telle que '
VneN: W, =w, ~m=3""r—-m

1 avec environs |3"r — m

et on dit que la suile Tpin,41 est une approrimation de a”
chiffres significatifs p-adiques. .
. Le nombre nécessaire d’itérations n pour obtenir M chiffres, on pose
In(] 45E1)
In3

|w:112M4=>|3kr—m|2M=>n='[

. Les normes p-adiques des erreurs s’écrivent sous la forme

‘ p—(S“r—m),

P~ (r—m) P (3r—m) D (Qr—m),

. Avec les codes de Hensel, I’égalité (2.32) s’éc'ri*it sous la forme

\
H(p,3"r—m,z) = H(p,3" 'r—m,z)(1+ (1 - Hp,oo,&").H(p; 3" 'r — m,z))+
(]‘ - H(ps oo, m—l)'Hz(p: vty —~ m,a:))

5. Les chiffres significatifs oy, et les longueurs deicode de Hensel augmentent |3"r — m)|
fois & chaque itération, en particulier sim = 0:alors ils augmentent de fagon cubique

& chagque itération. )

Exemple 2.5.5 (Application de la méthode du point fize)

Soient
a=3,M=9p=5

lals =13l =1,m=0

Vn € N: 2 =zn (1+ (1 — 32,)(2 — 3z,))

SUpPPoONSONs que
l Ip = 2
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|
en effet '
2.3 =1mod5 <= arp = 1modp

ce qui nous donne
g = 0

r=1

donc le nombre des itérations est l
|

"= [MJ _ [}_g] ~3

In3
en effet

T = 2mod 5

z; =2(1+(1-32).(2-3.2)) = 42mod 5°
zg =42 (1 + (1 — 3.42).(2 — 3.42)) = 651042 mod 5°
' 1 =2+35+ 1.5!2 mod 53
Ty =2+ 3.5+ 1.5+ 355+ 1.5% + 3.5:5 +1.5%+ 357 + 1.58 mod 5°

donc '

$=2+35+15%°+35%+ 1.5 +3.5° + 1.5° + 3.5” + 1.5° mod 5°
H(5,9,3) = 231313131 = -231

Remarque 2.5.6 Dans cet exemple, on remarque que cette méthode nécessite seulement
deuz itérations pour une précision donnée (M =9), ce qui est un grand avantage dans le

calcul.

2.6 Généralisation
|
Généralement, on peut construire une méthode fitérative z,41 = g(z,) suffisamment
hyper accélérée qui converge vers l'inverse de a dans Q avec un ordre égal 4 s suffisamment

grand.
on a, si ¢ est une fonction telle que _
i
[ 9()=1
() =0 |
$ 9@ =0 |
g9 () =0 |
| g®(d)#0 |

[l
b



dans ce cas, on prend

¥(z) = ap + oz + az? + asz®

donc
Qg + ali + ():2(;11')2 + a3(§)3 =0
a1 + 2092 + 303(1)2 +a =0
20 + Bazz — 20 =0
6oz + 603 =0
on obtient
ap = 3,a; = —6a, ay = 4a?, a3 = —d°

la fonction y(z) est définie par

¥(z) = 3 = 6az + 4a’z? — a32% = (1 - a,}r) +(1—az)*+ (1= az)®

ce qui donne

g(z) =21+ (1 —az)+ (1 - a;m)2 + (1 — az)?)

la suite associée 4 la fonction ¢{xz) est définie par
Vo €N:z,y =2.(1 4 (1 - az,) + (1 — aza)? + (1 - azn)?)

de cette maniére, on obtient si

It
Q=

SR L N o~ [
S e
[

o O O

S
fl

alors
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ce qui donne

la fonction g(z) n’a pas de 'inverse de o dans ses coefficients.
la suite des itérées associée & g(z) est définie par

VaeEN:znp =2, 1+ (1—azy) + (1 —azi)? + ...+ (1 —Iaa:n)s“l) (2.42)
done ;
|
Vn,k € N: Znprs1 = Tngr (1 + (1 = aZngr) + (1|— k)’ + oo+ (1 = aTngr) )
! (2.43)
o
2.6.1 la vitesse de convergence i
Soit () la suite définie par la formule (2.42). Supposons que
aZny|— 1 = 0modyp”
on a par récurrence
Vn € N:azpyr ~ 1= —(1 - az,)’
done ;
Yn,k € N:azpiper —~ 1= ~—i(1 — 0Zpii)’ (2.44)
|
- on trouve |
[ axn0+!1 — 1= 0modp*
4Tngrg — 1 = Omod p*™"
]
AT, — 1 =0modp” == < azppa— 1= Omodpsa’"
|
on déduit | :
Vn € N: aZnin, — 1 = 0mod p™ (2.45)
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e = e —y =

ot la suite {0y, ), est définie par
VneN:o, = i_s“r (2.46)

on a l'organigramme suivant

!
!
| Organigramme 07 ]

ax, ~1=0mod p’ VneNiax,, ,~l=—(-ax,
1 I ]
|ax.., - IL =p” |ax"°+| _1|.u = !1 —ax, p:

[

|ax,,°+, ~llp £p™

n=n+l

ax, ,—1=0mod p”

ax, . —1=0modp”
ax, s~ 12 0mod p"'

ax, ,,-l= Omodp""

d’autre part on a

Yn€N:Znyy —Tn=2n ((1 —azy) + (1 = azn)? + ... +(1- axn)s_l)
donc
V1, k € N: Tnyrst ~ Tnsk = Tnsk (1 — @Zni) + (1| — aZpp)? A e + (1 = aZk)* ")
on obtient

Zrg4+1 — Tn, = 0modp™™™

Tng+2 — Tng+1 = 0 modpsr—m
; 25
J Tng+3 — Tng+2 = OmOdps e 2.4
Sy (2:47)
Zng+d — Tng+3 = qudps T

\

on a l'organigramme suivant




|

I
H

|
I Organigramme 08 I
I

VYneN :laxnm., —llp < p-s r VnENiI.mg,d';I.m‘, = Xy [(l—a.t,,,,,")+......+ (]_m;m"'I )a-I]
1 :
N - = - —_ £-1
T -llp =P 'X,,M Faalp = x”b’pl(] ax, )+ +{1-ax, ) P
[ . l‘
xnnﬂ —xno P < pm max{p"', p-zr!"'!p-(s_l)r}

1

n - n+ I xﬂﬂ+l _x"ﬂ = OmOd p"-m

n=n+l

"

X x, = (0mod p"”'L

Ay ¥l fy

= :r:-m
x xn,pl = OmOd P

Pyt

%
4x X,.; =0mod p™ "

ng+d

-

]

—_

Kpgad ™ Xpa3 B 0 mod P

L

|
Conclusion 2.6.1 !

1. La suite (ey)n des écarts s’écrit sous la forme'
|

! '

Vn € N: Zpingt1 — Znthne = 0 mod p»
|

Autrement dit la vitesse de convergence de la méthode du point fize est de l’ordre o/,
telle que '
VnEN:cr;.:an—'nla:s”r—m

et on dit que la suile Tpiny4+1 €5t une approa:z'fﬁation de a~t avec environs [s"r — m

chiffres p-adiques significatifs.
2. Le nombre nécessaire d’itérations n pour obte'r},z'r M chiffres, on pose

!
lon] =2 M<<=|s"r-m|>M

.M:tm.
= n= [—ln(| — D]
ihs

3. Les normes p-adiques des erreurs s’écrivent sous la forme

—(ar—m)jp—(s r—m) p—-(s"r—m),

p ™ p




i
|
l
4. Avec les codes de Hensel la formule (2.42) s’écrit sous la forme
H(p,s"r —m,z) = H(p,s" 'r —m,z) (1+ (1 — H(p, 00,z ) H(p, s"r — m, z))+

(1-H(p,o0, 27 YH¥(p,s" 'r —m,2)) + ... + (1 — H(p, 00,z VY H*" Yp, s" 1 — m, z)))

!
8. Les chiffres significatifs a,, et les longueurs dé code de Hensel augmentent s™r — m/|
fois & chaque étape d’itération. :

d’aprés les résultats précédents, on conclut que :

Corollaire 2.6.2

1. Sim =0, i’y a une convergence normele sur la frontiére de D(0,1) (par ezemple
convergence quadratique par rapport & la méthode de Newton).

2. Sim >0, il %y a un retard égal m & lintérieur du D(0,1).

3. §im <0 alors, il y a un avancement égal (“T:TL) par rapport & la vitesse de conver-
gence & lextérieure du disque de l'unité D(0,1).

4. La relation entre le retard, l'avancement et les de codes de Hensel est comme suit :

(a) Le retard représente le déplacement du point p-adique m fois & gauche.

(b) L’avancement représente le déplacement du point p-adique (—m) fois vers Uadroite.

!
Le schéma suivant interpréte ses résultats !

{ Interprétation de la vitesse de convergence ]

Schéma 01

Une convergence normate ' §

- i Un retard égald m

O e ] ‘
|
|
w—>
[ ' Unavnncementésﬂm(‘m”

!

|
£ )
:
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 Chapitre 3

Algorithme de calcul de code de
Hensel de la racine carrée d’un
nombre p-adique

Dans cette partrie, on utilise les méthodes numériques classiques pour calculer la
solution approchée, dans le corps Q,, du probiéme :
' |

{ flz) =z —a=0 (3.1)

a € Q}, p- premier

Et cela par une suite de nombres p-adiques (z,), C Qj, construite par la méthode de
- Newton, sécante et le point fixe. On note que le but est de calculer les développements
finis p-adiques approchés (c’est-a-dire déterminer les premiers chiffres du développement
p-adique) de la racine carrée d'un nombre p-adique a € @Q; & l'aide de la recherche de la
solution du probléme précédent par une méthode approximative.

Principe générale de calcul :

Soit @ un carré dans Q;, alors la valuation p-adique de « est paire.

|a,p _ p-v,,(u) — p—2m’ mezZ
On a vu que si (2,), est une suite des nombres p-adiques qui converge vers un nombye
p-adique o # 0 alors A partir d'un certain rang on a

Autrement dit la suite des valeurs absolues cst stationnaire, et nous savons aussi que s'il

Ixﬂlp = ’alp



existe un nombre p-adique « tel que

alors, on a |
2
|a|p = |a’|p =Dr"

donc
. |alp = p—m )

alors la suite (z,), devrait tendre vers o, ainsi & partir d'un certain rang on a
|xn'p = |alp = p_l_m
dans ce cas, on cherche suite de nombres p-adiques, qui satisfait les conditions

lxnlp =p
Ih=1

Tn= Bp' 0SB <p—1Ll, <M

k=m .
|.’L'n+1 - xn'p _:) 0

3.1 La méthode de Newton

Soit \
a€Q:lal, = p'zm,im €Z

la fonction d’itération de Newton est

T)=T — 77
9(z) 7 @)
avec I
flz)=2°~a i
donc - i
| Tyl = Q(l‘n) — Lpy] = &:n f’(mn)
, f(zn)
22 —a
> Tpy1 = In ( ;-T:n )
22+
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la formule des itérations de Newton est

1
.
.
|

l

i +a
VneN:z = T (3.3)
donc , )
T +a
Vn, keN: Tnik4l = -ﬁ— (34)
3.1.1 La vitesse de convergence
Soit (z,)n la suite définie par (3.3). ;
On a 2
T+ a
VneEN:zp = -2
n+1 223»'1;
alors
. i +2azi+a® ozl — 20zl +4a?
ey TG = 4z2 IR 472
(23 — @)
4z2
on déduit . .
Tl . —a
Vn,keN:xﬁ,,_kH—-am—;(——"Z%:%——l (3.5)
n+k

supposons que

:r:fm —a = 0modp" ,'}zo €N
donc !
|$’210 - a|p Sp-r
d’autre part on a
1.
2 2 $2 _a)2|
, (-0 : _ 1 |G — ey,
Thors == g = e m el = g
P

et comme

ce qui donne

2

2
1 |2, —al
== |a4 “|p = 14 i ;—Qm -
p -

P 0,p# 2
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v Ll £ @2, —a|, = 2227 |2, —a’ | p=2
TRl el =it o) 2
|22 —af, < 22-22m-?—2r , p=12 |
== "
|$12m+1 - G|P < sz-p:_zr , PF2
2203 = al, 2D p=
=
22041 — a|p < p—(zr—ém) , DF# 2
2% . — e =0mod2® 22 | p=12
—
T2 1 — 6= Omodp(z"'é'zm) pF#2
2. | | _
Thop2 — Q= ——m(x’z‘zgén;a)z = |22 15 — al, = i. l(-mni:?:oﬂc P,
2
= |42 -0, = ﬁ'“’::__;z;fiﬁ
( |22 42 —a|, = 22.2°™ |a:fmJ;r1 - a|§ , p=2
=
(20 —al, =" 221 —al, , P#2
2hyg —al, S R0 p
N |230+2 — al, < g @m) | pt 2
|22 12 - al2 < 9~Wr—6m-6) p=2
= .
sl <7 | p22
72 s — 6 = 0mod 2(4"“‘%"‘“6) p=2
= i
z2 .o —a = 0mod p(‘“"'!em) p#2

de cette maniére, on obtient



(.2

z7 )1 — a = 0mod p¥—2m
z2 +!2 — a = Omod p*r—om
2 = 8r—14m
5 _ . Ti 3 —a=0modp
T, —a=0modp" = { 0 3.6
ne P zZ .4 — a = Omod p!6r-30m (36)
on déduit '
VneN:zl —a=0modp™ (3.7)
ol la suite (v, ), est définie par :

Vn € N:v, = 9" — ;C’.n.m

Co =0
VneN:Chuy=2C,+2
il est claire que la suite {C,), est une suite récﬁrrente linéaire d’ordre 1 s’écrit sous
la forme

Cn+1 = aCn ‘+ b
a=b=2
et le terme générale est donné par la formule

VnEN:C‘n=a“.C'0-I;‘-b(1—a

l—a)
donc

¥n € N:Cn= b(ll':aa

)
= 27=2) =22~ 1

ce qui donne

YneN:C,=2(2"-1) _ (3.9)
donc

VvneN:«, = 2" — 2(2" — 1)m

3.10
| (3.10)
On a 'organigramme suivant |
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Organigramme 09 |

__li,,nz—aEOmodp’
l

a=~a=0mod p

[ 2 1
Vre N:ixl,, . —a=£§':’"Ta-)—
j x’ﬁ‘m
: ! L
-r
[x". GIPSP . —al =p—2m- x? -al !
Hy+l » l4l o IS
‘ p
I
+

m -2

ri
xn,+l - al! s p 'p

xn,,d

x.q,d-]

foas Omod p
x,,“,2 —a=0mod p

2—f.zEOmodp

1r-2m

Ar-bm

Br—ldm

2 r
z;, —a=0mod2" == ¢ xio+4 ' ¢ = 0 mod 216r-30(m+1)

on obtient

YneN: z?

1 }
ntng — @ = 0mod 2™

telle que la suite (-, ), est définie par

Vn

On a Porganigramme suivant

€

N:y = 2% < Cplm+1)
2" —2(2" - 1)(m+1)
Yo — 2(211 - 1)
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o | 1 ne=n+l

221 ;— a = 0 mod 24r—6(m+1)
z2 43+ o = 0mod 287~ 14(m+1)

(3.11)

(3.12)

(3.13)



;
|
|

L

Organigramme 10 l

x *—a=0mod2’

- ]
]x z—zz| 2™

]

d’autre part, on a

alors

donc

on a

i 2 F]
v p? _ (xmn, -a)
VneN:x,,  , —a= 4;1
H Ty,
i 22m
2 _ 2 1
g1 ?L = Fl““-xn,, - aL
1

X2, - a=|2 <2227 92

| {n=n+l

'xn.ﬂz —a=0mod2¥ ) ;
.1&',,,“,22 ~a = 0maod2* 50 '
x,,n,,z2 -a=0mod 2" MY
]
2
T, + o
VneN: iz, =L
2Tn
z+d
Int1 —Tn = — In
2z, |
a— a2
2%y
I
!
2
- la—z
. a4 n+k

Vn, keN: Totk+1 — Tk =

] 2$n+k

1 Ja—a,
! _
2, p™
pm 2
=2 fa-a?
r |2Ip ', 0lp
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|Znt1 — Znly = 2.2™ |a — z2 |,

pm
Tno+l = Tnol, = W |a — mfm]p =
P

2

(a1 = Zal, = ™ |0 — 22, |

|Tng41 = Tngly < 2.2m277 |, p=2

==
[Zro+1 = Tnol, SP™ P77, p#2
[Zngt1 = Tngly £ 27070 p=2
SN
|Zno41 — Zno lp < P“(r_m) , PF2
Tngtl — Tnp = 0mod 20-7-1D p =2
e~ l
Tngtl = Tng = Omod p™™ | p£2

de cette manidre, on obtient
1. Sip#2:

( Tng+1 — Tnp = Omod p™ ™™
Tng+2 — Tng+1 = Omodp2r-3m

— 4r=7
Tng+3 — Tngt+2 = Omod p* =™

$ Tpp4a — Tnpes = 0mod p¥r—15m

—_— 16r-31
Tng+s — Tng+da = Omiod p o —sim

\

alors la suite des écarts s’écrit sous la forme

Yn € N Zning+1 — Tn4np, = 0mod p™

avec

VneN:v, =2"r=-T,m

, p=2
, DF2
(3.15)

(3.16)



et _ \
. Ty = ]T
VneN:Thy =27, +1
on a aussi (T}), est une suite récurrente linéaire d’ordre 1, dont le terme général est
donné par ;

— on i
VnEN:Ty=0To+ L(z22) =2~ (1-2) = 2" —1

on écrit
VneN:T, =21 -1 (3.17)
ce qui donne
VneN:v, =2 — (2" - 1)m (3.18)
on a 'organigramme suivant
( Orgenigramma 11 |
VnsN:’.x_,"—aLSp"' Ve N Xy =t -%’)—, L
i
- Y
Ix,,.z—alp Sp I‘Tn. "wl, E?‘L*‘ Xﬂ.["
LA -DMp“'
Xyuy = Xo W Omod pH
Kpu1 = Ky wOmod 7"
Xy~ Xy, @ Omod p'ritT
2. S8ip=2: |
|
|
Tnot1 — Tnp, = 0mod 27— (m+1)
Lngs2 = Tngs1 = 0mod 2% ~3(m+1)
{ Tng+d = Tne+3 = Omod 28r=15(m+1) : (3.19)
Lngts — Tngtd = Omod 916r~31(m+1) [
;
.
(3.20)

donc

’
¥n € N: Tpyngt1 — Tnene = 0mod 2%
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telle que

1

Vn € N:iv, =2~ (m+1)T, (3.21)
= 2" — (2" — 1)(m +1)
= v, — (2™ — 1)

on a l'organigramme suivant

| Qrganigramme 12 |

[l vneN:|x 2—a| <277 VneN: PN R B
B e 2 AEN Xy xn-mu_T
t 4,
1 1
'x,. = aL <27 o )
xnﬂl_'xn,l, =W.|a—x ",
2

!
< 2—(r-m—l)
) =

x

iy +]

X,

—x = ~(m<T)
X0 — X, =0mod2™"

x Fe(mre )

wos1 — X, = 0mod2

2r-3(m+)
X, p —Xpe = 0mod 270
os2 - Omod 2lr~7(m+l)‘

X oq = Xnpsy = Omod 2477150
{

X,

Hotd - X,

!
F
1. 8ip#2, alors ;

Conclusion 3.1.1

(a) La suite des écarts entre les itérés de la suite (z,), obtenus & chaque pas de

L

L

litération est donnée par

'

autrement dit la vitesse de convergence de la méthode de Newton est de I'ordre
v, telle que !

VneN:v, =2 ~ (2™ - 1}m

et on dit que la suite Tnon,+1 est une approzimation de \/a avec environs
|27 — (271 — 1).m| chiffres p-adigues significatifs.
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(b) Pour détreminer le nombre des itémtz’on!s pour M chiffres donnés, on pose
1
1

v, > M <= ]2"’ 5 @' -1)m|>M

In(
— n=|:n|r2mJ

In2

(c) Avec les codes de Hensel on peut écrit Uégualité de la formule (3.8) sous la

forme

H(p, 2"y — (2" — 1).m, 2)? + H*(p, 0, 7)
2.H(p,2""1r — (2" — 1).m, z)

H(p,2"r — (2" —1).m,z) =

(d) Les chiffres significatifs B, et les longﬁeurs de code de Hensel augmentent
|27 — (2™ — 1)| fois & chaque itération.

2. Sip=2, alors

(a) La suite des écarts entre les itérés de la suite (zn)n est
Yn € N: Z,4n+1 — Tntn, = Omod ovn

autrement dit la vitesse de convergence egst de lordre vi, telle que

YneN:, =2"r - (:2’”‘1 - 1)(m+1)

et on dit que lo suite Tnyny+1 €St une approrimation de \/a avec environs
|2"r — (2™ — 1)(m + 1)| chiffres 2-adiques significatifs.
(b) On peut déterminer le nombre nécessaire d’itérations n pour M chiffres donnés

comme suit

W 2 M |- (2 - I{m+1)| 2 M

In

Mu(mﬁ-ll D
r=2(mi1}

In2,

- N =

(c) Avec les codes de Hensel, l'équation de la formule (3.3) s’écrit sous la forme

H?(2,2'r — (2" — 1)(m + 1), z) + H*(2, 00, 1)

H@, 2 r— (27 —1)(m+1),z) = 2 H@ 2 — (2 = ) (m+ 1), 3)
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(d) Les chiffres significatifs B, et les longueurs de code de Hensel augmentent
|27r — (27*1 — 1)(m + 1)| fois & chaque itération.

d’aprés les conclusions précédentes, on peut dire que :

Corollaire 3.1.2

1. Sip#2, alors

(a) Sim =0, alors on a une convergerice normale sur le bord du D(0,1}).

(b) Sim > 0, alors on a un retard égal (2 — 1)m & Vintérieur du disque de
lunité D(0,1). 1
(c) 8im < 0, alors on a un avancement égal (=(27! — 1}ym), & Vextérieur du
i
D(0.1) ).

- (d) La relation entre le retard, l'avancement et les codes de Hensel est comme suit :

i. Le retard représente le déplacement du point p-adique (2" — 1)m fois &

gauche.

4. L’avancement représente le déplacement du point p-adigue (—(2™! —1)m)
fois vers l’adroite

On a le schéma suivant

[ Interprétation de la vitesse de convergence

[ Schéma02! |
|

Une convergence normale

Un retard égal &

% ‘ (2n+l ~Dm
| <——m

1V

Un avancement égal 4
_ (2n+l _ l)m




2, Sip=2, alors

(a) Si m = ~1, alors on a aussi une convergence normale sur la frontiére du
D(0,4) (ie : sur S(0,4)).

() 8 m > —1, alors il 'y a un retard égal (m + 1)(2**' — 1) 4 Uintérieur du
D(0,4).

(¢} Sim < =1, alors il y a un avancement égal —(m + 1)(2"+* — 1) & l'extérieur
du disque D(0.2).

(d) La relation entre le retard, I'avancement et les codes de Hensel est comme suit :

i. Le retard représente le déplacement du point 2-adigue (m + 1)(2"*! — 1)
fois & gauche.

#. L’avancement représente le déplacement du point 2-adique —(m~+1)(2"+! —
1) fois vers ’adroite. |

On o le schéma suivant

F Interprétation de la vitesse de convergence

[ Schéma03 |

Une convergence normale

Un retard égal &

% (2™ -1)(m+1)
<

[ m—

Un avancement égal &
(2™ -1)(m+1)
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3.2 La méthode de la sécanteg

La suite d’itération de la méthode de sécante est

f(mn,)-(mn - -'L'n—l)

" (%) — f(Ta-1)

YneN: iz, =20

et comme
fz)=z*-a
donc ?
2 —a
Tntl = Tp— (Tn—Tn-1)5 3
I~ Th
9:,?1 —-a
fround _’L‘n —_—
In + In-1
_ ZnZp1tao
Zn + Tn-1

On obtient la formule d’itération de la méthode de;sécante

TnTn-1+0G

YneN: zp = .
nt Tn + Tn—1

donc
Ttk Tntk—1 1 a4

Vin, k) e N* X N:zpppe1 =
(n, k) Sl Tntk T Tntk-1

3.2.1 la vitesse de convergence

On a —
ZnLn-1 TG
VnEN*:an-———”———.———
ZTn i+ Tn-1
donc ,
Tn.Tn-1+0C TnTn-1+ a4
g = 2 In1T 8 2 g (Tl T g
Tp + Tn-1 e
2 .2
2 _ (:En - a‘)'(zn-—l - a’)
(:L‘n + .'1311_1)
on obtient

(33'?;+k - C’»)(-’”im—l ~ a)
(Tngk + Trrk—1)2

V(n,k) eN"xN:iaj,—a= _
i
1
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(3.22)

(3.23)

(3.24)




Supposons que

z2 _, = amodp*
1
22, = amod p?
alors
lx?lo—l - a‘lp <p®
Ixleo - alp <p”?
ona
1.
:1:2 —g= (m?lo - al')(m‘?m-—l - a’)
notl (zﬂo + wno—1)2
P (LG
no+1 P | |$n° +$no-—1|§
2 1 :l:?m B a’|p '551210—1 - alp
= |mﬂn+1 - a’l-p = T&I—- ‘ p=2m
P
2 ™ | 2 2
= |mno+l - alp = W |‘Tno - a‘|p' Tng—1 " a’lp
P .
. 2 —
00— aly = 427 a2, — ol ek, —al, | =2
b i
= !
ixio-}-l - a|p = p2m' |$?10 - a|p |:E7210'—1 - alp v P % 2
|22, —a|, < 22.22m27F 2 | p=2
=
|x121.u+1 - a|P S pZm_p—ﬁ.p—a D 71: 2
o2 —af, S 27D p =
=
|$,210+1 - a|P < p_(a+ﬁ—2m) y P ?é 2
2 ., —a = 0mod glath-im-2) | p=2
=
22 - a= Omoc‘lp(“"*‘ﬁ“m) , P#2
2 2 2
z —a)(z: —a
PR C WELYC T

| (xno-Fl + T
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2 i 2
. |xno+1 _Ea‘lp' \zng - a’|p

P |xno-;|-1 + Tng |?;

= Ixin+2 - a“

1 2

- _ 2
P T e e

al, -lzz, —

e ,

P
== |72 40 — a|jD = |22, 41 — a|p |22, - _a|p
P

2 _
|22, 40 — 6], = 4.27™. 22,11 —al,- |22, —a|, . p=2
= .
2 — 2
’xno+2 - alp - p2m.‘ Imﬂﬂ‘“ - alp' |x’2‘~° - a|p , PF2
|22g4s — 0, < 22.22m 2748 InBp78 =12
——1 !
|22,40 — @, S ppTetPTEm = p 2
|$ﬁ0+2 _ a|2 < 2—(a+2,6—4m—4) ' , p= 2
=
22,40 —a], S p7et¥im o p#2
z2 ., —a = 0mod glat2f—dm=4) = =2
=
22 10— 0= Omod ple+2-4m) = p3£2
_ de cette maniére, on obtient
1. Sip#2:
(22, =~ a=0modpleth—im
2 = g mod % m%0+2 T a= mOdp(a+2ﬁ)—4m
Tne—1 = 0moap 2 _l. = 0mod p2e+38)—8m
N T (3.25)
22, —6 = 0 mod pBatsf)-1im '
22 = amodp® motd
\
on déduit

vneN:z2 . _; —a=0modp* (3.26)




la suite (i, )r est définie par

| Ve N Jugp1 = Jnor + Jn
( Ap=A1=0

| VREN* 1 Anyy = Apy + A+ 2

(3.27)

la suite (J,)r, est une suite de Fibonacci généralisée dont le terme générale est donnée

par

L

(6 -a(1-8) " T

V5

Ve N: J,

(3.28)

la suite (An)n est une suite récurrente linéaire du second ordre & coefficients

canstants avec second membre constant s’écrit sous la forme

App1 = aAn +bAs +c

la suite (An)n est équivalent &
Anp1+2= (An_1 + 2) + (A'n, + 2)

on pose

VnEN:Bnmzﬁn-}-Z
donc :
' Bn+1= n—1+Bn
An+1+2=(An_1+2)+(An+2)<ﬁ> By=Ag+2=2
Bi=A+2=2
ona

Bo=2=2.1=2q0 ,q0=1

Bl=2=2,1=2q'1 ,ql=1

14




By=By+B1=4=2(gp+q)=202 , 2=¢+qn =2

BszBl+Bz=6=2-3=293 , B=q =3

et ainsi de suite on obtient
Yne€N: B, =2¢,

ol (g,)» est une suite définie par

=g =1

(3.29)
Vn € N*: gny1 = gn-1+¢n
la suite (gy)n est une suite de Fibonacci dont le terme général est donné par
!
1 L
VneN: g = |—= (" - (1 - o)"H! ]
RN g = |2 (@™ - (1= 2y
ce qui donne |
' 1
Vﬂ.EN:Bn=2n=2———i@"“—l-—@n“] 3.30
donc
Vn € N:A,=Bn—2=2(¢g—1)
1
= 2| — q)n-}-l___ :1___(1)11'!—1 jl -1
(s @~ - -
la suite (@, ), est définie par
 vneN [1 (B—a(l - 8)) 3" + —= (=B +0a®) (1 @)n}+
n co = |l —= (8- - — (- -
“n \/g _ \/5
1 - '
-2 —@“+1—1—-(I>"+1]—1m . 3.31
([ @ -a-ar) - (3.31)

on a l'organigramme suivant
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Organigramme 13 |
!
[x,b_,z —as0mod p°. i

Ky =@ (s’ —4)

x, * —a= 0mod p? : (Yo, + Zyumyet) )
I ,' |

b -;

Im
o R
[ g

. 2
YneN:@x,,,. -a=

: 1
x,.,ui _aL < p—(a+p—2m)

l n=n+!

fore A)-24

xi,,—aedmod p

X, —as0mod p'e i

—ge omodplu+1ﬂ)-lnj

2
Mot

X,

2 -
xnn+',| —de Omod P(Zuﬁlﬂ} m

2, Sip=2:

(22 ., —a = 0mod2(+A-2(m+1)
2 = amod 2% x?lu+2 — @ = mod 2(e+28)-4(m+1)
o s 93310+3 - a: = (0 mod 2(2e+38)-8(m+1)
2 —a'= (3a+58)—14(m-1)
z a'= 0mod 2
z2 = amod 2? nots 4
|

|
donc ,

VneN:z2, . _,—a= 0 mod 2#»

la suite (), )r est donnée par

YneN: ¢, =J,—(m+1)A,

donc

VneN:y, = [%(ﬁ-a(l —<I>))€I>"+:% (-8+ad)(1- @)”} +
—2( [% (@™ — (1 - c];))n+1)] ~1).(m+1)
donc

VneN: g, =¢, — 2([—1— (@™ —(1- @)"*1)} -1)

5
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(3.34)



!
i

f
|
On a Porganigramme suivant i
e

] Organigrammé 14 ]

2 ! 2 2
— [ X —a=0mod2° e N- 2 “(x,,,,,,n =) (X = 8) -
2 ne ‘xn+n,,¢l|-a"‘ ( . )2
Xnn —aEOmodZﬂ | Fning xnmo—l
I v
PR T Ix z_al 514" z_a’ lx : a‘
. i g+l 7 - |4| Ry 2' ng~l 2
.. —aLSZ 4 _ « M
| - i |
. l ]
[ 2 —(a+f-2m=2)
‘ X —a‘ <2
fur -2(At .
f
!
x, ., —a=0mod2@Am)
g
%, ., —as0mod 2t 2Amd
%4
x +32 —g=0mod 2(2a¢3m—nm+:)
Ny r
|
)
d’autre part, on a '
1
$n-mn_1 + a ] ! xn-xn_l + a
Iy T Tn-1 | 1 In + Tn-i
, |
1
; a'—z2
= $n+1 — Ty =
113" + ﬂ:n-]
donc \
a—T
n+k
Y(n, k) € N* X N Tnipt1 — Tnak = hs (3.35)
| Tnt+k + Tntk—1
on a '
i
b
) , _ om2
. z a— .'1:310_1 |$ I:U | Ia' a;ﬂ(l‘“‘llp
no — Ing-1< == |Tng — Tng—1lp =
° ° Tng—1 + Tno—2 ] P Ixﬂo-“l + 1:""llJ-2|p
| v
| ’ 2
" 1 lia— "Eﬂo—1|p
: !mno - an“‘1|p - ]2| | p_m
b
f
_ m 2 —
|Zng — Zno—1lg = 2.2 |a Ia:no_l y 1 D=2
= ]
— 2
|:Eﬂ0 '_xﬂo-1|p‘—p '|a xno-—lp ! p?éz
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( |$n0 - $n0_1|2 S 2.2"&%2—& ) p == 2
== { i
\ Imng - wno—lip S pm'p_a y D # 2
Iwno_mno 1|2<2(a-—-m 1) , p:2
= .
\ |$no - m‘!"I.o-~1|1_7 S p—-(a—m) y P # 2
Tng — Tng—1 = 0mod2*™™1 | p=2
= ’

Tng = Lng—1 = Omodpf“""" , D#F2

d’autre part, on a

o - <

ﬂ-D r
& T —————— |
| no+l — nol Ixno + g 1| |
1 |a—2% ol
=4 Tn = —_——
|5Un,0+1 Olp |2|p p™
].’Eno+1 $n0|2—22m |CL—$ |2 , p=2
=
|Zng+1 — mﬂol =p™. |a' = 332 alp 0+ P # 2
( m o—f _
|Zno41 = Zngly < 2.2 -:2 , p=2
| [Znot1 — Tnol, SP™B7P . p#2
|$no+1 — Tngly £ 27 (f-m=1) | p=2
| |Tngat = Tnoly P~ p 2
Lpgtl — Tng = 0mod 2™ | p=2
£
Tng+1 — Tng = OmOdpﬁ_m , D#2

de cette maniére, on trouve
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1. Sip#2:

|
Tng+2 — Tne+1 = Omod

Tng — Tng—1 = Omoldp
— i —-m
Tng+1 — Tng = OmOdpﬁ

=178

p(a+ﬁ)—3m

{ Tpy4s — Tnprz = 0 modpla+ah)—sm (3.36)
Tng+d — Tng+3 = Omodilo(2a+3ﬁ)—9m
alors la suite des écarts est donnée par
t
¥n € N: Zying — Tning—1 = 0mod p¥»
i
avec
vneN: 1y, = Jn—Sum (3.37)
So =951 = 1
(3.38)
VTLEN* . Sn+1 =Sn_1+3n+1

(Sp)n est une suite récurrente linéaire du second
second membre constant s’écrit sous la forme:

a=be=c=]

ordre & coefficients canstants avec

YneN*: S = aS:'n,_lf

la suite (Sp)n est équivalent a
Sn+1 + 1 - (Sﬂ—l + 1) '+

on pose
vneN: B, =.5,

donc

i
i

Spy1+1=(Sn1+ 1)+ (Sa+ 1) &=

t

+ 585, +¢

- (Sn+1)

+1

B, =B, 1+ B,
BB=S()+1=2
Bi=}31+1=2




i
1

Bi=2=21=2gp

Bi=2=21=2g ,

g =1

By=By+Bi=4=2(q+q)=202 . @=Gg+q=2

By=B,+B,=06=23=2g

et ainsi de suite on obtient

vneN: B, =2,

" avec {gy )y est une suite de Fibonacci définie par

|

1

V5

VneN: g (@™ — (

F

ce qui donne

3= q+q =3

1— (P)n-f-l)

|

(1- (I,)n-f-l)]

L —(1— <I>)"+1)] -1

(3.39)

| 1 ﬂ
VYneN: B =2|— (o™ -
| " " [\/5( :
donc . ;
Y N:S, =B -1=2|— (9™
ne " [\/5(!
a.lors‘
YvrneN:y, =J,— (2¢,— 1)m
on obtient
YneN:y —[—l—(ﬁ—a(l—é))é"i%——l—
Ve W5
—(2 {-—1- (&™ - (1 - &
V5

on a Porganigramme suivant

120 .

2yt | — )m




Organigramme 15 _]

M VreN:ix,.. —a‘p <p™®
!
Ix"o"‘ a|P <p™®

2. 8ip=2:

\

V? € N : xnvn,,i’l _xnur, =

P ]

L -
]

vox, =X, _| =—M-X,

- |n., ""lF |2| n,,l'

E . »

X,

M

1 xn,,+2 -x

-, =0modp
Xyt — xn,
ny+l = 0mod P

Xpg#d " Xp i1 = Omod p ‘

-yt

1
= 0mod p?"
(e -Im

(a+2:ﬂ'}-5m

|

t

Ty — Enp—1 = Omod 22(m+1)

Zng4+1 — Tnp = 0 mod 28— (m+1)
Tng+2 — Tng+1 = 0 mod 9(et8)-3(m+1)
Trng+3 — Tnp+2 = 0 mod 9(@+28)—5(m+1)

Zng+da ™ Tno+3

alors la suite des écarts est définie par

1a suite(t)’, ), s'écrit sous la forme

= O mod 2(20+38)-9(m+1)
|
|

1

Vn € N Zning — Tntno-1 = 0 mod 2¥n

i

VneN: ¢, = Jo— Sim+1)

121

(3.40)



|
|

Vn € N:¢;=[%(5—11(1—@))@n+%(—ﬁ+a¢)(1—¢)“ (3.41)

e[ @ - a-ap] -+

= 1, — (2 [-\}—5 (e™+ — (1 - @)““)] ~ 1)

On a l'organigramme suivant

i
|
on obtient 1‘

| Organigrammei‘ls J

1
2 - : a-x,,
— YneN:|x, ‘—-a <27 IneN Xy = Fuy = = =
n+hg-t 2 " R R
remy sty =
; _ .
X1 —al £2™ ! om )
2 b= xal, =Iz|_4a_x”«" lz
2

| :

. <
o x"ﬂ‘“z"'z

-(a-m-1)

I R
I n=n+l ]

X, =%, =0mod

b

- x,., = 0mod 27V ! ‘
—x, =0mod2? ™" | |

Pl
{a+p)1-3{m+i}

$Xps2 =Xy = 0mod2 A |

a2 kSt
f
1

=
Xy,

X

ng+l

Xy+3 = Xpa2 B Omod

3

Conclusion 3.2.1 )

1. Sip#2, alors
(a) La suite des écarts entre les itérés de la suite (z)n obtenus & chaque étapes de

Uitération est donnée par |
|
Vn € N Toiny = Tning=1 = 0 mod p*=»
autrement dit la vitesse de convergence de la méthode de sécante est de ['ordre

1Y, telle que

VneN:y, =

(5 -of1 - @) 8"+ Z(Bran) -2y

&l
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~2 % (& — (1- 4

b)+1) | — 1)m (3.42)

et on dit que la suite Tning+1 €St une approrimation de va avec environs |,}

chiffres p-adigues significatifs.

(b) Comme |1 — ®| < 1, alors (1 - &)" . 0¢

1 Iﬂ
Yot o (B-0(1-8)2

et pour déterminer le nombre nécessaire d’i

on pose

Bl 2 M| 6-a0-2)

[ln ‘___L__“ Mom :|
B—a(1-0)-2dm
= T =

Ind

— _2__((I)n+1 - l)m

V5

térations n pour M chiffres donné

o — (%wl _ 1)m| > M3.43)

(c) Avec les codes de Hensel I'équation de la fonmule ( 3.22) s’écrit sous la forme :

H(p, v, )H(p,¥,L

1L Z) + H*(p, 00, 7) (3.44)

H(p,Yns1,7) = H(, s, %) A H(D, ¥n_1,2)

(d) Les chiffres significatifs B, et les longuetrs
L
V5

fois & chague itération.

2 Sip=2, alors

de code de Hensel augmentent

1

} [L (6-(1-2).0) 9"+ = (B (1~ @)ﬂ} e [75 (1 e

(a) La suite des écarts entre les itérés de la suiie (zn)n est définie par

¥n € N Tpin, — Tninot1 = 0mod o¥n

autrement dit la vitesse de convergence de

Y avec

vneN: ¥, = %(ﬁ—au-@))gpn
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b méthode de sécante est de lordre
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(2 _\}_5 (8™ — (1= @) )| = (m+1) (3.45)
et on dit que la suite Tning+1 €5t UNE applroz"imatz'on de \/a avec environs ||
chiffres 2-adiques significatifs.

(b) Comme |(1 — ®)| <1, alors

1 2

VvneN: ¢ ~——(B-a(l=38)d! - (—=0""-1)(m+1

Yo 7= (B (1= @) & ~ (2@~ (m+ ]

et pour déterminer le nombre des itérations n pour une précision donnée M,

on pose

W > Mes ’—\}—5 (8- all— )8 - (%cbﬂ“ _1)(m+ 1)| X(346)

In lﬁ-a(l-@)—2<{>(m+1) _
Ind

VE(M-m-1) '
= M= ]

(c) Avec les codes de Hensel on peut écrire la formule (8.22) sous la forme

H(Q’ 1/):1: SE)H(?-, 1»0:1-.1: 55) + H2(2, o, 12)

H(2,¢p41,7) = w2 LGV d) (3.47)

(d) Les chiffres significatifs 8, et les longueurs de code de Hensel augméntent A
fois & chague itération .
Corollaire 3.2.2
1. Sip+#2, alors

(a) Sim = 0,alors on o une convergence normale sur le bord du D(0,1).
15 (q)n+1 — (1 — @)n+l)] _ l)m a

'S]_t_

(b) Si m » 0, alors on a un retard égale (2
Vintérieur du disque de l'unité D(0,1).

(c) 8im < 0, alors on a un avancement égal —(2 [% (@nt! — (1 - @)““)] —1)m)
a Veztérieur du D(0.1).

(d) La relation entre le retard, l'avancement et les codes de Hensel est comme suit :

5. Le retard représente le déplacement du point p-adique

@ % (8" - (1- @)“H)] _ )m

fois & gauche.
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it. L’avancement représente le déplacement

1)m fois vers l’adroite.

|
L

On a le schéma sutvant

1

du point p-adigue —(2 [Ts (@t — (1 - &)™

[ Interprétation de la vitesse de c

onvergence j

|
I
r
|
i

Une convergence normale

Un retard égal &
1 nel oy aynely [
2[73-(4# (1-4) )] Lim

%m(

<—m

n——>

I

Un avancement égal &

-(z[—j—g@"“ - )]— l]m

|

2. Sip=2, alors

(a) Si m = —1, alors on a aussi une conver

D(0,4)
(b) 8im = —1, alors il y a un retard égal (m +
& Vintérieur du ce disque.

(¢c) Sim < —1, alors il y a un avancement églal -
1) & lextérieur du D(0.4).

(d) La relation entre le retard, l'avancement et ¢

i. Le retard représente le déplacement du

(m + 1)(2 [\}5

fois & gauche.

ii. L’avancement représente le déplacemer

1

V5
125

~(m+ 12| 7z (%

((I)n-t:l A

gence normale sur la frontiére du

L

7 (q)n+1 _ (1 _ (I))n+1):| _ 1)

(2 [

o

(m+1)(2 [ (@7 - (1 — &)™) -

es codes de Hensel est comme suil :

point 2-adique

(-2 - )

vt du point 2-adique

- o] -1




fois vers l’adroite.

On a le schémas sutvant

[ Interprétation de la vitesse de cor%vergence J

[ Schéma05 )
Une convergence normale Un retard égat &
([ ?15_ @ (- ¢)M)]_ 1](». 1
<—m
) —

Un avancement égal 2

1
: —|2[7;(¢ - (1- g} )]—l)(mn)
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3.3 La méthode du pOil’lt fixe (accélération de convergence)

Le but est d’améliorer la vitesse de convergence
l'ordre de convergence on va définir une suite qui con
I’équation proposée. ‘
La technique qui nous permet d’accélérer ’ordre dé Ca

1. Le choix de la fonction g(z) :

On sait que si g est une fonction telle que

{ 9(v/a) = Va
gM(/a) #0

équivaut & 1/ est une racine simple de g(z) ~ v/a au

Q; tel que
g9(z) = va+(z - v/a)Q
g est une fonction telle que
9(va) = va
gV(va) =0
99(Va) # 0

donc v/a est la racine double de g(z}—+/a équwa.ut a, i

g(z) = Va+ (z — Va)'Qa(2)

g est une fonction qui vérifier

9(+va) = Va
gV (y/a) =0
gB(va) =
9(3)(\/_ ) # 0

donc +/a est la racine triple de g(z) — v/a autremem di
‘.

9(z) = va+ (z — va)* Qs(z)

127

de la suite (z,
verge plus vite vers la solution de

. Pour augmenter

nvergence est cornme suit :

trement dit, il existe un polynéme

il existe un polynéme Q. tel que

, il existe un polyndme @3 tel que



de cette maniére, il existe un polynéme h(z) tel que ,
9(z) = Va+ (z - Va)jh(z)
9(va) = va,gM(va) = 0,k = T 1,9(Va) #0

o(2) = va + (& - Va)yhlz) - (3.48)

pour trouver la formule de la fonction g(z), il faut déterminer I'expression de h(z}.

2. Le choix de la fonction h(z) :

les conditions qui permettent la détermination de|h(z) sont :
i) la fonction polynéme g(z) ne doit pas avoir de \/a dans ses coefficients.
ii) h(z) dépend de nombre entier rationnel s. '
Pour savoir la formule exacte de h(z), il suffit de travailler avec des coefficients indéter-
minés et d’écrire les conditions voulues. Alors pour accélérer la vitesse de convergence de

la suite (z,)n, on écrit g(z) sous la forme

par conséquent le choix de la fonction g(z) est comme]suit
|
|

g(z) = Va+ (v - va)'hz) (3.49)

et on distingue les cas suivants :

331 Casl1l:5=1

. I
dans ce cas g{z) s'écrit sous la forme |

y(z) = Va+ (z — Va)h(z)

on prend la fonction h(z) de maniére & faire disparaitre les \/a dans les coefﬁcients de

y(z). Pour cela, on pose
h{z) = oy

donc

g(@) = Va + aolz — Va) = Va(ll— ao) + oz

soient
¢y = \/C_L(,l —a) , =0
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pour que g(z) n’a pas de 1/a dans ses coefficients ¢, ¢;

il faut que ces derniers ne contient

pas de /a, en particulier ap ne contient pas de \/_ 11 bst claire qu’il n'existe pas ay pour

rendre cy ne contient pas 1/a.

donc
co=+va(l —ap) =0=
alors
=1 {ne contie
ce qui donne
g(z) ==z

la suite associée & ¢{z) est définie par

Vn € N:zo =g{zs) =

dans ce cas, on a une convergence linéaire.

332 Cas2:5=2

dans ce cas la fonction g(z) s’écrit sous la forme

Cl!o=].

nt de v/a)

Tn

— a + (= - Vayh(z)

on prend la fonction 2(z) de maniére & faire disparaftr

on pose '
h(z) = ap+ a1z
on obtient
gz) = Va+(z—vVa)(ao+az)
= (acg + va) + z (aen — 2v/aan)
= C+azr—+ 02232 + 63533
tels que
€y = alg + \/a
¢ = aa; — 2v/aag
e = g — 2v/am
C3= @
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e les /a aussi.

+|2? (a0 — 2V ) + az’




pour que g{z) n’a pas de v/a , il faut que les coefficier

ats (ck)o<k<s D€ contient de /o, en

particulier !
‘ co = aog +/a iz 0
1
c3g = o ne contient dé Vo
donc .
o i 0 2= L2
- 81
¢ = acy — 2v/aog =0
alors
2
Q= ——
a !
donc 0 3 ‘w
—/a . .
¢y = —— = 2/a(—=) = % (contient de racine de a)
par conséquent, il faut que
ey = ag — 24/ac; =0
et = —;’T— —2Vaa; =
c; = at — 2\/&0[0 7’5 0
— o=t
17 9a

donc
Ly _aya(mYL) -
|
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b G

. (ne contient pas de v/a)

e = a(3h) - 2va(=8) = §
o = (22) - 2v/a(5
C3=%11-




on obtient
hz) = ——(z+2Va)
- 2a . v
3 1,
g9(z) 5%~ 533

on remarque que la fonction g{(z) n'a pas de v/a dans ses coefficient. D’autre part, la

fonction g(z) vérifiée
9(va) = va, g (va) = 0,¢{P(va) # 0
la suite associée & g(z) est définie par

Zn (3.50)

<C
3
m
2
13
=3
jut
8
3
€
[ ]

Remarque 3.3.1
il est claire que la suite (zn)n définie par la formule (3.50) représente la suite de la méthode

de Newton (ce cas est traité précédement).

333 Cas3:5=3

la fonction g{z) est définie par
g(z) = Va+ (z - Va)*h(z)

tel que
h(z) = ap + oz + a2z

|
donc ;

Va + (z — va)* (eo + a1z + az”)
= (\/E - a%ao) +z (Saag — a%al) + zt (3aa1 - 3oy — a%az) +
7 (g + 3a0z — 3vaa,) + 24 (ay = 3vaaz) + oz’

L]
——
]
g

|
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on pose
co = /@~ aiag
¢ = 3aqg — a%aj
Cy = 361011 - 3\/5(10 -

c3 = Og + 3aqs — 34/
cs = oy — 3/ac
€5 = (3

TN

l—

2
a2y

ady

- pour que g(z) n’a pas de 1/a dans ses coefficients, il faut qu’au moins

Co=\/6—l-'a%010=

¢s = a9 ne contient de /a

alors

3
¢ =+va—azag=10

1
::#aoz-—
a.

supposons que
:
¢ = 3aqg —aoy =

donc
3
3—-aza;=0= a1 =

on obtient

.
C4=a1—3\/aaz=g—-ﬁ—3\/5az=

et comme & ne contient pas de 1/a, donc oy n'existe

y/a. par conséquent
Cy =,'é 0
et

¢y = a1 — 3/aay =

== oy = 3Vaay
ce qui donne

1 = 3&&0 -

[0 L

Gy =
=
a) = 3v/aoy c3 = g + 3a0s
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3
av/a

3 2
= -a—,—a’(l—a az)

=]
1 5]

a2 =3 —aim

L3 /am = L - 6aas

pas pour que ¢4 ne contient pas de



et comme o ne contient pas de v/a, alors ¢z ne contient pas de /a aussi.

D’autre part, on a

1
¢z = a0y — 3v/aag — aday => ¢y = 8av/ac — % = %(Scfag -~ 3)

il est claire qu’il n’existe pas oy pour que c; ne contient pas de v/a.

par conséquent

1
¢; = 3aqy — 3vaag — afag = 0 = jﬁ(Sa"’ag -3)=

enfin, on obtient

et

on trouve

et :

la fonction polynome g(z) n’a pas de /a dans ses coefficients et elle a deux dérivées

successives nulles.

9(v/a) = va, gM(va) = 0,g%(va) = 0,4 (va) # 0
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la suite associée & g(z) est définie par

la vitesse de convergence

pour trouver la vitesse de convergence de la suite (z,

ment de la suite (Zn4ng+1
Ona

donc

on trouve
telle gue
supposon que
donc

ce qui donne

|$31+1 - alp =

d’autre part, on a

1 33
|Fy(@no )l = | =5 @Efffm

|F1(2n,)], < max {p*™, p" P’Q"‘,bsm

— Tn+ng )n-

" B4at

2 —a=0modp

|$1210 - a’lp <

3 J
|a—xﬁ!p-|F1($n)| <p™ |F(za)l,

p—

4
Tng

64a3

_4m}

I olp’ 64&4

, Sl pF# 2

| Fy (@ny)], < max {20m, 26.26m 2-2m 26 98m 9—4m}  gi p =2

(3.51)

1)




| Fy ()|, < max {p*™, p*", p{™} ,sip#2

1
| Fy (20, )|, < max {24m, 24m+6 20m+6} g p =2
|F1(@no)l, < ™™ sip#2
———J i
|Fi(2n, )|, S 24™F8 5ip=2
on déduit que
|F1(mﬂ+n0)|p <pP™ |, sip#2
vneN:
|F1(Zntno)ly £ 248 ,sip=2
alors
- L
. 9 3 _
mnD_H - alp = [a - 3')310|p . IFl(xno) p S p 31'. |F1($n0)|p
@20 —al, Sp7IpM L sip#2
-
lm‘io-l-l - a|2 < 2—3r324m+6 ,Sip= 2
| .
|$?l0+1 — alp S p"(31’j‘—-41ﬂ) ,S1p _—}é 2
=
|22 1 — al, < 2-=@r—4m~6)  5ip=2
on obtient
22 41 —a=0modpB4  sip=2
22,41 — a = 0mod Q@r—4m=6) i p =2
2.
3
miuq-z - a|p = |a - 33121.0+1|p ! |F1($no+1)lp
|$12m+2 _ a'lp < porHI2m pam
=
|'T1?10+2 n CL|2 < 2—%r+12m+18_24m+6
!93310+2 _ a|p < pr(orpiem)
=

2 ~(Or—16m—24
|$no+2_a|2 <2 ( )
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22 1o — a = Omod p®

16m)

22,42 — 6= 0mod 2@"16’“‘24)
de cette fagon, on obtient
1. Si p # 2, alors
( T2 Ta= 0mod p3r—4m
22 s —|a = 0mod p¥'r-16m
22 —a=0modp" == { 22 5 —|a=0modp® %™

donc
2 -_
VneN:z;,, —a=0

telle que la suite (7,,) est définie par-
VnEN:vrn=3"jr—-

la suite (p,,)n représente les termes 0, 4, 16, 52, ...

po =0
Yrne€N:p, =3

mod p™"

pnm

s'éerit sous la forme

a4

(p,) est une suite récurrente linéaire d’ordre 1, dont le terme générale est définie par

VneN:p, =2(3"

1

done

_]_)

vneN: 7w, =3 -23"-1)m (3.53)

136




on a 'organigramme suivant

! Organigramme }7 [

z _ r ,
x”“ T=0m0dp Vne‘]\[:xjmﬂﬂ-l_a=(a"x:+n,,)lﬁ(xn+n,‘
: - ; !
%, al =<
N r l 3 F Ry P I B
P =8|, =la x| ,(x"n)p
J
¥
2 -3 4
xnu+]_aLSp '.p "

'] n=n+l

Jr—dm

X, —a=s0mod p

2 -
Xpoer =@ B 0mod p*ro"

27r=52m

x,,mz —a=0mod p
2. Sip=2,alors
| i
3:,210_4_1' —la = Q mod 23r~4m-6
2;'1230_‘_2 _ a'= 0 mod 23°r—16m-24
2:,210 —a=0mod 2" = { :E,2,0+3 — al= 0 mod 23°r—52m~-78

donc
vneN:z2  —a=0mod2™

telle que la suite (7],) est donnée par
YneN:nl =m, —p, =3 —2.(3" - I)m — g,

et la suite (p},) représente les termes 0, 6,24, 78, .1, s’écrit sous la forme

Po=10"
VneN:p, =30, +6

il est claire que (p})n est une suite récurrente linéaire d’ordre 1, dont le terme
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générale est donnée par

donc

VneN:pl, =3(3%-1)

VvneN:ql =3"— (3" < 1}(2m + 3)

on a l'organigramme suivant

Organigrarinm c 18

X, —a=0mod2’

I

X, —a[z <2

Hiny )

!
Vn € N : :x:ﬂrnd —as= (a _x:+n, )J‘F-l (x

l

—a| =
2

i, - |F(x,,)

2

I 2 alz Sz—ir.zdnﬂé

ny+l

Ao+d

x} —a=0mod
x5 . ~a=0mod2

xl —a=0mod 227?—52"’-73

23r—4m—6

Gr-lim-24

d’autre part, on a

3 5 L 15
YneN:z,q = é?ﬁzi - Emi + ?x"
alors '
3 . 10, |15
Tnt1 = In = g3 n-g-%-"gmn Tn
z 2
= 8—;2 (a zi) (Ta - 33:,,)
7 3
_ 2y L. L 9.3
(a—z}) .(8 T T 5 3)
donc ‘
VneN:T —2p= (a —;:1:.3,21 Ci(zn)
telle que _’
q Crlen) = gen = 52
W) = 80,:5“ 8@2 "

| A=n+]

(3.54)



ce qui donne

on a

donc

et on déduit

donc

|$no+1 - xﬂo' la’ - xz I
7 3
lcl(xﬂo)[p = 8_4‘13:“0 - 8q2 ™o

= [Ci(zn0), <max{l—) NZngly |~

[C1(@ng)l, < max {p?™.p™, pim

IC1(Zn )|, < max {23.22m 2~m 93 gim
[C1(2n,)l, < max {p™, p™}
=
C1 (o)l < masc {23+, 23+
[C1(@n)l, <P™ ,sip
IC1(zne)l, 2™ sip
[C1(Zrgmo)l,, < P™
VYneN;
[Gl (-Tn-+-no)12 < 2mH8
lzﬂo-i-l - mﬂo' Ia‘ - $2 olp
Ia:nu-l-l - xno lp S p_r'pm
=3
lxn0+1 mno'z 9-r 2m+3
’xﬂo-i-l — Tng 'p < p—(r—m')
=

[Zrg+1 — $ﬂ0'2 < 2=lr-m=3)
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) 8L p # 2

,Slp=2

- [Cl (xnﬂ)lp

sip#2

y8ip=2

|51 p 2

ySip=2

(3.55)



™) | sip#2

yBip=2

|Zng+2 — xn0+llp = Ia . ‘Tf‘io-i-l[p’ IOI(Zno+1)|p

donc
Tng+1 — Tng = 0 mod p{"3
Trotl — Tng = 0mod 2077
2.
lwno-i-? - -’Eno-f-l Ip S p_
——

|Tno+2 — -’Bno+llz =

|mﬂo+2 - mno+1,p S P
=
!$n0+2 - $n0+1|2 <27
done

Zpg+2 — Tng+1 = Omod p

Trgt2 — Lng+1 = Omod 2673

de cette maniére, on obtient

1. Sip+# 2, alors

f Py 4

Tng+1 — Tny = Omod p

—_ 3r=5
Tng+2 — Tno+1 = 0 mod p* =™

- 9r—17
Tpo+3 — Tngs+z = Omod p™ =™

27r—=53m = J

S

Trg+a = Tng+3 = OmOdp

donc
V'TL c N : $n+no+1 - .’.En+

la suite (Z,), est définie par
VvneN:Z,=m,—m=3""—2(3" -

par conséquent
YneN:Z,=3"r-
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3r+4m.pm , Si P :/: 2

< 2—3r+4m+6'2m+3 , si p= )

—(3r—5m) , si p % 9

(3r-5m—9) , si p= 2

(3r+5m) , si p 7'1; 9

om=9)  sip=2

Tng+1 — Zng = Omod p™™™
Tpg+2 — Tno+1 = Omod plBr—dm}—m
Tnb43 — Tngt2 = 0mod plr-16m)-m

.Tn{ +4 .’ltno+3 = 0 modp(27r—52m)_m

(3.56)
o = 0mod p=
m —m=3"r—- (23" - 1)m
(2.8" - 1)m (3.57)




on a l'organigramme suivant

Organigramme 1:9 1

- YneN:

2 -7, : . 2
xn+no - alp < P ' Vn elN 'xm-nuﬂ T Xpany = (G —-X )CI (xnm,, ]F_

n+ny
1

-r
1

x . —X I =|a—.r IIC x ]

P ln,ﬂ n,’ "",u I( "")F

- m

X x,| £p.p

[ B »

X0 — X, =0mod p™

K2 "X § 0mod P”-sm

'xu.tl _x».+2 =0mod p9r-l7a
2. Sip=2, alors ‘
\
H |
[ Zng41 — Tny = Omod 273 ( Zng+1 — Zny = 01mod 27—(m+3) ‘
Tng+2 = Tno+1 = 0 mod 2%~5m9 Tng+2 — Tng41 = 0 mod 237 4m=6-(m+3)

] Tnots = Tnore = 0mod 2%~ 17m-27 ] Trots — Tnoyz = 0 mod 297~ 16m~24~(m+3)

Tngtd — Tng+3 = 0 mod 227 —53m—81 Tngtd = Tngtd = 0 mod 227r—52m—78—(m+3)
|

(3.58)
donc

YneN: ﬁ:n+n0+1 — Zp4ne = Omod 25n
VneN: T =7 — (m+3) =3 —((3" — 1)(2m +3) + m +3)

par conséquent :
Vn € N: X} = 3% - ((2.3" 4 )m + 3"*)




on a I'oganigramme suivant

Organigramme 20

YneN:

2 -, 2
xn+nu - aL S 2 Vn E.N :xn+u° o xn+no = (a - xn-Hra )Cl (xJ1+lln J“_

2 l I"c"»"l —x'blz =Ia_x:n|z'lcl (J:,,n )’1

xnn+1 - xnﬂ

>—— n=n+l

< 2—r 2m+3
3= .

X, 01 =X, =0mod 2rm3

X

iyt

Jr=5m-9
2 =%, =20mod 2"

=~

9r-17nt=.

X3~ X, 2 0mod p

Conclusion 3.3.2

1. Sip+#2, alors

(a) La suite des écarts entre les itérés de la suite (z,)n obtenus pour chaque pas de
l'itération est donnée par

Vn € N: Totng+1 — Tntnh = 0 mod p*=

autrement dit la vitesse de convergence de la méthode du point five est d’ordre
X, lequel est définie par

VneN:Z,=3"r-(23"-1)m

et on dit que la suite Tnyny41 €St une approzimation de \/a avec environs
|37r — (2.3" — 1)m| chiffres p-adigues significatifs.
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2. Sip=2, alors

(b) Pour déterminer le nombre des itérations pour M chiffres donnés, on pose

[Z.] > M= |3"r—

M—m
r~2m

: In(
—_ T = .
In3

(c) Avec les codes de Hensel on peut écrit I'ég

'-’J

23 -1)m|>M

ualité de la formule (3.51) sous lo

forme
3, H5(p, 3" 1r - (2.3"7 = 1).m, )
H(p,3"r — (2.3" = 1).m,z) = H(p, 00, =). : ‘
(3" —( )-m,z) = H(p, 00, 2) Hi(p, 00.2) +
=5, H3(p, 3" 1r —|(2.3""1 - 1).m, z)
H . 1 1
+H(p, o0, 1 ) Tlp oo7) +
15 n—1 n~1
H(pv oo, E)H(p: 3 r—(2.3 - 1)m1 :C)

(d) Les chiffres significatifs B, et les longueurs de code de Hensel augmentent

|37%r — (2.3" — 1)m| fois & chaque itération.

(a) La suite des écarts entre les itérés de la sui

te (zn)n est donnée par

. I
Vn € N: Tpingt1 — Tntn, = 0mod 2En

la vitesse de convergence de la méthode du
définie par

point fize est d’ordre X7, lequel est

YneN:Z, =3 - ((23" - \)m + 3"")

et on dit que la suite Tpin,41 €St une approrimation de \/a avec environs

|37 — ((2.3" — 1)m + 3™*1)| chiffres 2-adig

(b) Pour détreminer le nombre des itérations p

ves significatifs.

our M chiffres donnés, on pose

| Zh] 2 Me |3”r - ((23“ - 1)m+3"+1)| > M

Mo

r—2m=—3

m )
In3

— n= [h“'

(c) Avec les codes de Hensel on peut écrit l'ég
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alité de la formule (3.51) sous la




forme

H(2,3"r—((2.3" - )m + 3"*1) ,z) = H(2| oo

-5 H3(2,3“‘1r: ((2 3! — D)m + 3%) , )

3, H%(2,3"'r ((2 i Dm +3"),

z)

’ §) H%4(2, 00,2)

H(2,00, —
+ (3w14

15
g)

C.Q__

H(2,00, —)H(2,3"!r - ((2.

(200:n) +

- 1)m+3"),z

i
(d) Les chiffres significatifs 3, et les longueurs de code de Hensel dugmentent
|37 — ((2.3" — 1)m + 3"*1)| fois & chaque itération.

Corollaire 3.3.3

1. Sip+#2, alors

(a) Sim =0, alors on a une convergence cubig

(b) S§i m > 0, alors on a un retard égal (2.31

ue sur le bord du D(0,1).

— 1)m & Vintérieur du disque de

Vunité D(0,1) (convergence cubique avec un retard).

(c) Sim < 0, alors on a un avancement éga

(=(2.3" = 1)m), & Uextérieur du

D(0.1) (convergence cubique avec un avancement).

. (d) La relation entre le retard, 'avancement !et les codes de Hensel est comme suit :

i. Le retard représente le déplacement du
_gauche.

1. L’avancement représente le déplacemen
fois vers Uadroite.
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point p-adique (2.3" — 1)m fois &

|
t du point p-adique (—(2.3" — 1)m)




on a le schéma sutvant

L Interprétation de la vitesse|

de convergence }

[ Schéma 06

]

Une convergence normale

=

Un retard égal &
(2.3" -Dm

<—m

/ >

Un avancement égal 3
-(2.3"-1)m

2. Sip=2, alors

(a) Si m > -1, alors on a un retard égal :((2.3" — 1)m + 3™*1) & Uintérieur du

disque de D(0,4) (convergence cubigque avec

un retard).

(b) Sim < -1, alors on a un avancement égal (— ((2.3" — 1)m + 3™*1)), & lex-
térieur du D(0.4) (convergence cubique avec un avancement).

(¢) La relation entre le retard, "avancement et [

i. Le retard représente le déplacement du
fois & gauche. '

es codes de Hensel est comme suit :

point 2-adique (2.3" — 1)m + 37}

#. L’avancement représente le déplacement du point 2-adigue (—(2.3"—1)m+

3"+l fois vers adroite.
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on a le schéma suivant

L Interprétation de la vitesse de convergence ]

[ Schéma 07

l

Un retard égal 4
(2.3" -Dm + 3™

\=
/ =

Un avancement égal &

~(23"-ym+3")

3.34 Cas4:5=14

Pour augmenter encore l'ordre de convergence de

la suite (zn)n, On pose

3

9(z) = Va+ (z — va)'lh(z)
telle que
h(z) = ap + 012 + aax? + aaz
donc
9(z) = Va+ (z — vVa)* (o + o1z  0nz? + a3z®)
on obtient

g(z) = a’og+va+ (aPey — 4a%a0)x + (Bacy + a*ag — 4a%a1):1:2 +

(6acy + a*as — 4y/acg — 4a§a2)a:3 + (ap + 6aas — 4/aq; — 4a%a3)x4

+ (0 + 6aay — 4v/aas)z® + (o — 4v/aas)z® + 27
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r

n utilise la méthode que nous avons

pour déterminer les coefficients de la fonction h(:r) o

appliqué dans les cas 1, 2 et 3..
on pose

( co = a’ap + /4
2 3
¢ = a°a; —4daiqy
3
¢ = Baag + ey — dazay
! 3
cs = 6aa; + aagz — 44/aay — daza;
: 3
¢4 = &g + baay — 4\/21;011 —4dazag
cs = oy + Baas — 4y/a
Cg = Qg — 4\/_&&;

Cr = a3

\
donc, on a les conditions suivantes
co = a’ap + /a =|0

¢; ne contient pas de Ea,lﬁz‘ﬁ?
%
d’aprés les cas précédents, on obtient le systéme linéajre suivant

( co=a’ap+ /@ =
%)1=0

¢y = baag + alan — 4a

Cs = g + 6@&2 - 4\/&051:—

cﬁ=a2e4\/&a;;:=0
[

les solutions sont
1 29 5 o 9
Qp = ——¢ Q) =~ Qg = ——5¢ 3= —T=
af 1602 ' I 16a3
donc : .
= (1.2&1 ~4a2qy = :;—g
3 35
120y = ~16a

c3 = baa; + alaz — 4+/a0g + 4

c5=a1+6aa3—4\/ajag=@
5
Cr =03= —1g53
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h(z) et g(z) s’écrivent alors sous la forme

1 29. 5 5
h = (= 2 3
(z) (a% + 16a2$+ 4a%$ + 1623~ )
3% 35 ., 20, 5
9(2) = 5%~ 162 T Teat? 16237

la fonction polynéme g(z) n’a pas de/az dans ses coefficients et posséde trois dérivées

successives nulles

9(va) = va,g"(va) = 0,9P(v/a) = 0,P(Va) = 0, g9 (v/a) # 0

la suite associée 4 la fonction g(z) est donnée par

) 21 35 35
N: n = - 7 3 —_ 3 -~
V€N Tnis = —E5Tn + 1537 5,90 T 150
donc
) 3 saf 121 , | 85 , 25 |
Znir ~ = (a - ) (_F T 35622 | 285" T 256082
on obtient
VneN:zl, —a=(a— :1:,:‘:_)4 Fylz,)
telle que
| 1200 , 55|, 25

Fz(.’L'n) - T a3 + 25604 Tn 128a5

la suite des écarts est définie par

Tn t O5gaEn

= S oy 2L s 3,
Totl T In = 716t T Tpgrn Ia ™" " 167"
19 1 5
_ oy 19 3 5
(0 =) (7552~ 2% * 1o ™)
donc
Vn € N: znyy — 2o = (6 — 3) Ca(zn)
telle que 19 . 5
Cz(wn) = Ewn - E,E:L'i -+ 1-6.553:’51
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3.3 Cas5:85=5

La fonction g(z) s’écrit sous la forme

g(z) = va+ (z - va)ih(z)

avec
hiz) = ag + a1z + apz? + o323 + ozt

on obtient

9(z) = Va+(z~+va) (a0 + oz + apz® + sz’ + 047Y)
= (Va-—alap) + (5a%ap — aias)z + (5a%0; ~|10aiag — adas)z? +
(10acg + 5aay — 10aiay — atas)z® +
(10 + 5alag — 5v/acg — 10a3 oy — a%a4)hn4 +
(ao + 10aas + 5aay — 5v/a0y — 10a%a3)3:5 + (o + 10aag — 5v/aay — 10a%a4)m6 +
(ag + 10acy — 5v/aasz)z” + (a3 ~ 5\/c_1a4)::v8 4 oyz®

9
= Yzt
k=0

_on rappelle que les conditions qui nous permettent de trouver I’expression de g(z) sont

tels que les coefficients (¢;)o<ico n’ont pas de racine de a.
Avant de déterminer les ¢;, on a la remarque suivante

Remarque 3.3.4 _

d’aprés les cas 1,2,3,4 précédents, on remarque qq:e pour déterminer les coefficients de
la fonction h(z) il faut que les coefficients des puissances paires dans g(z) soient nuls.
Autrement dit

’

~— s
I
o O o o O

3

Cy

[~

R

— s
i

&
2228
$5389%

il

== ooy, va)=0,0<i<4,0<5<4

I

&
2

&
R
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donc on fait la résolution du systéme linéaire suivant

( co=+/a—alay =0
c2 = Hatay — IOa%ag —azay =10
¢ ¢4 = 100 + 5a%as — 5v/aap — 10a2ay — aday = 0
Cg =y + 106&013 - 5\/5032 - 10{1.%(1'4 =0

cg = a3 — 5yv/aay =0

\

on obtient les solutions suivantes
1 325 345 © 175 35

ao=— a1= a’2=_‘ 03-_- a4=
a?’ 128a% 12843 ° 12843 1284
ce qui donne
5
( a1 = batag — atoy =|38
3 5
cs = 10aap + 5a’ay — 10a2a; —azas = —1%8

{ ¢5 = ag + 10aay + 5aay — 5/a0 - magaa = lee
¢ = o + 10acy — 5\/(:_],@3 = — 2%

. _ 35
Cg = Q4 = 19841

par conséquent

M) = Ly 3% L M5 L, AT, 85
"~ a? | 19845 128a? 198a3 128a1
_ 315 105, 189 o 45 , 35

92 = 157 3%° T 512® " 3930 T Tzsa”

la fonction g(z) n’a pas de v/a dans ses coefficients, de|plus

9(va)=+va, g®(Va)=0,0<k <4, ¢®(Va) #0

la suite associée & g{z) est définie par

315 106, 189 .| 45 ., 35
- 3.60
T 128" (3.60)

VR €N Znt1 = 1057 = 35070+ 2g2%n| 32535
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ce qui donne

YneN: 3712»+1 —a= (a__ xi)SFS(SCn)
telle que o
VneN: Fy(z,) = — = + 17305,  14235| , 6475 o 1225

o1 T 1638405 T 1638448

la suite des écarts est définie par '

Tn Tt T638407°" 1638408 °n

VneN: iz —z, = (a — aﬁ) Cs(zn)

r

telle que

187 233

145 , 35

Vne N: Csy(z,) =

1282°" ~ 1982 °n

on a le tableaux suivant

3

_ 7
1283 "~ 128q°n

Ordre de convergence S Les coefficients de h(z Les coefficients de g(z)
S=1 Qg = 1 ' c = 1
— _ =+a | _ 3 — =1
§=2 ao_%,al—.-% 01 = 3,03 = 5
' 15 5
r C —_— = c _—
— -1 _ _9 | 3 1 g3 1o
§=3 Q=50 = g 5 @2 =gz _. _3
C5 = 87
t
L = —-22 35 35
)= —-3,0; = : —3 , _ _ 35
S = 4 0 E’ 1 15_(1: C]_ 1 )c3 16a
Q= —B g = ~-5. PR W
2T T LT Tl 57 162717 T T 1643
t
1 325 i 345 61 = g cg = —1i%
Qn = = o = 128? 32a
§=5 0= e 128037 2 (12807 = A8 . _ _ 45
g = 105, g, = 35 S = B4gZ1 &7 3263
= ¥4 = 12807 _ 35
128 ; €9 = 17843
1 843
Qp = — -, Q] = —s5ox _ 693 1155
0 ot 1 25&4‘;9 €1 = 356 C3 256a
= = 509 = 693 495
S=6 Q2= ~ a3 O = Tigat C5 = T98,2: €7 = ~TZas3
_ _ _189 I 83 e 385 _ _ 63
RETYY L 25607 9 256a71 “11 25645
1 4165
Qg = 5,0 = , _ 3003 . _ _ 3003
07 BT (o] €1 = 1024, &3 512a
7651 3969 _ _9009 _ 2145
Q=7 A2 = T024aT 3 = [ % 05 = 10242 7 = T T5ga?
. _ 205 1617 o= 20 o _ BIO
¥4 = 5120505 = [ B 102407+ €1 51247
- . — 231
g = %ﬁ €13 = 102408
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9949

Qo = ——1;,041 = —3648a% ' 6435 15015
a 048a : €1 = 25488 = T 2048a
Qg = — 28 = — 2915 27027 32175
S=38 2560 ’ 20485 5 = 504807 7 = ~ 204807
_ . _ 11979 25025 12285
—_ O = — L — — —
4 1280 1 &8 2048a° | ‘o 2036286%3 » 11 204845
- — 429 — — _ 42
org re ¥ 47 = T isa” €13 = 3048451 €15 704807
_ 1 _ 185517
Qo= 5, 1 = ‘ __ 109395 ., _ _ 36465
32768a C1 = Jo7gs 63 = — 4056
(p = A0005 775665 153153 109395
g9 3:9;5435’ 32 gﬁSa? 05 = 3162027 = 409603
— — 667 - 425425 69615
Qg = Qs = = = —
4 = 3276805 327680 Co = 1g384a®’ €11 = ~ 4096a
g = 2121 o - 87018 Cpp = 8905 o _ 7293
3276847 w2765 F 819246 15 * ™ 2006
08 = Freen C17 = 327680%
E
_ 1 _ 424415 v — 230945 __ . B92835
Gp = =7, 01 = ~ 55350 €1 = %5536 1 3 = 655360
o = — 547515 602195 5 = AT o =  B92835
S5 =10 27 Thope ¥ 0 T 1638 _ 1o16615 {322 685
= 1489345 o 1260259 Co = 257aRad €11 = 3276845
327680 2 | 32768a" Cyq = 273065 . _ 138567
g = __msg — _ 136565 13 = 16384081 “15 = T 1638407
4 16384a® _ 122265 12155
32768, = _
e = — Hixt _ 1215 €17 = 5553645 ©19 ~ 5553647
8 mo7asa i’ 0 T T 65536a° |
t
_ 1 _ 1913615
Qp =, 01 = __ 969969 __ __ 1616615
62 144a F €1 = 2621442 C8 = T 131072
rp = S981848 ) - SSATIS 8729721 2078 505
2621d4a 65 536a \ Cs = 262144a%7 €7 = 73276843
(= 510135 o 10471461 ___ 11316305 5555 277
§=11 65 536a7 * 191 07%a . C9 == 15107244 €11 = T 65536a°
__ 7554547 _ 1898611 . __ 7834365 969969
Q6 = 13107205 47 = g paes ‘ €13 = 13107245 €13 = T 32768a7
_ 634491 __ 508079 ., = 2567565 = 255255
08 = 555355 2 = o140 F | €17 = 262 144a§’c12 = o
__ __ 46189 €21 = 333144010
X10 = 353144010 ‘ 262 144
on — —1_ ¢ — _ 4263339
0 o 594 53827 o = WBUT o _ 7436470
Qp = — 2189265 = —40084135 22 28y 37 808 615
13107227’ 524 288a C5 = 534288022 C7 = ~ 5242884
= _M‘%’a, = 337212 — 37182145 . _ 42500457
§=12 81920 ¥ 2526144“ Co = 22144077 C11 = ~ 2621440’
- _ 21686067 _ 36038079 . __ _ 22300287
6 5553627 " 262 1440° Q13 = 261 1445 €15 = ~ 26214da”
_ _ 37791 __ __ 5815615 = 19684665 = . 2870865
ag = — y 09 = —E35988510 C17 = 53428805 €19 = T 52428847
10240 % 1062 347 88179
ip = — 264537 a1 = _ 88179 1 €21 = %5483 15, C23 = — 11
10 = m, 11 = 534 288a11, 524 288a 5.242880‘
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_ 1 37624977
Qg = 5,1 = " oy = 16900975 __ __ 16900975
161068080 308003405 1™ 4194304 1048 5760
Q2 = 15430407’ = ——"-']F — 111546435 cr = 132793375
822540355 a0 aa ' 2007 15207 > ~7 1048 5780
(y = 22540858 = _ 929553625 _ _ 152108775
47 a8d304a" 5 T pigr 15007, €9 = 119430404 €12 524 28805
- 13 O = 569696678 . _ 430855191 C1n = 300817825 . 111546435
6 = 200715205 ©7 T L5071524 13 = 104857645 » ~15 524 28847
240539 715 192 965 045- Cry = 492116625 . = _ 48923875
Q3 = 35371534100 X9 = . 17 = 419430445+ ©19 1048 5764°
3007 152a 11943040 %
a <) __ 26558675 _ 2204 475
g = 2or848 o) = BI88S07, 21 = 3097152210+ €28 = ~ 1048 576alT
41943040 676,03 41043040 % Cog = 076039
— = 4154304612
M2 = 7704304012 .
Qn = ——r oy — — 32338487
07 T ¥l T T BIBBE0BaT ¢y — 35102025 . _ _ 152108775
1 = "g388608 ' ©3 — T "H388608a
__ 194687745 __ __ 582008315
- x? ) 4104 30445 e = 273 795 795 Cr = ___717034225
4194304a ' v 5 = 110430220 “7 4194 30407
= 1218637945 . _ _ 3754603629 __ 2788660875 . _ _ 4106936925
4})9%%0:??9’ gggslffigs €9 = “g38860803 > C11 = ~ 8383 6084T
_ __ 109004844 _ __ 1158366825 . 1003917915
=14 Qs = 200715222 ' 7 2087152a™” €13 = 309715248 @ €15 = T 2097 15247
__ 645079005 __ __ 1296649585 Cip = 2057429775 . 1320944625
- FIg 8388 608all 17 8388 608a% ' ~19 8388 608a?
088245620 59127411 €y = 232028078 . _ _ 59520825
10 = — ®11 = — iRz T 4194 30410 4194 304all
419430407’ 41943040 _ 18253053 1300075
O = — 9100525 .. = — 1300075 C25 = FagRe08a12' €27 = ~ 8388 608al
RRTYYTYYR. Sl 8388 608410
op = L, 0 = 351803805
al 38 554 4524 _ ¢ = 145422675 . _ 330310575
33554 432 ! 16777 216a
_ 1845191715 __ 3022465955
02 = 33581432050 08 = x = 2646692685 . 1890494775
' 16777 216a 5 = 335644320217 © 7 B8388608Ba’
gy = 5384305085 _ 23967555111 _ 16174233075 , . _ 13283463425
16777 2164 3355443257 €9 = 3355443244 » C12 16 777 21645
o = 31369151145 _ 7930281465 1o — 33592637925 . _ _ 4150088505
—15 6 = 33554432010 8388 608 13 = 3355443245 * “15 T T 4194 304a”
= 974 598 155 __ 25688487825 __ 7661478825
_ 6211692135 . 1497459815 G = Cio = —
Q8 = 33886080110 H0 T Lo 4n0n B 17 = 3355443245 * -19 16777 216a°
6825 416 037 e 433875 Coy = 5931814175 ., _ _ 575367975
Q10 = 33pa1432aT X1 = T T 21 = 335544322100 “23 8388 608all
33554 432a 16777 2166 529338537 _ 37702175
g = 23172825 . 75218625 C35 = 335544322722 €27 = ~ 1577721623
e _—T —
16777 216613 33 554 4324 Con = —<3014575
3554439510
Qiq = 3014575 ' 29 = 3355443%al
14 = 33554433¢7%
= 1 g, — —.173201620 °
Qo = T3 ® T T§710886405
269 885 149 15390067 479 — 300540195 — 1502700975
ap = — 28988 v O3 = — 57108 86447 1 = %§7108804 » 3 67 108 864a
4194 304a ; _ B311344095 . __ _ 19535112675
= — 1216136667 73618 020 141 C5 = Frioageae? C7 = ~ 67108 8640%
= - ~ BT 108 884410
' 62'?(?:7 616582331 162;11%828265?391 co = AB3BLIAWSTS )y = — 82047478295
= ' = 6710886407 ~ 7 "67108864a
== = " 7108864611
a6 » 7 671088644 _ 115707975075 __ 128031743655
16 o 1710 460 389 77032333 631 13 67 108 864a8 679 1%38 86%‘1525
= 8= 7 767 108 864al? __ 113763303225 __ 791
1048 5760 " €17 = “§7108864a8 »C19 = ~ 67108 864a®
_ 2635029155 _ 17604538445
&0 = "——ga',au = " 67108 864al’] _ 42977247885 __ 17836407225
411332824335 1163 047 095 21 = 71088640100 ©2 = T 671088640
= — Oy = — S B0, __ 5469831549 _. _ 1168767425
12 20071520 % ' 12 67108 864a' Co5 = 57108864412 C27 = T §7108864al’
9694845 9694845 _ 155451825 . 9694845
M= o Y15 T T 6710886400 €29 = 57108864218 C31 = T 5710886407
1
1
1
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on = L — 26589395581
0= 35N = rasseasa . | oy — 2917826435 . 3305042145
; 1= €3 = — 7134017 798a
O, — 150061048749 -~ 616379284677 2147483648 134217 728a
2= F127483648a° 0 F3 T o oo cisn cp = 2T834T9305 . 49580132175
= S eRdAEd%6a2 1 CT = T 134217728a®
_ 1693400722485 , _ 3502194212007 268 435 456a% 2 1342177280
04 = 337 da3648aT0 1 X5 = o1 . 501401225325 246142419705
2147433 6480 C9 = 53687091242 ' €11 = T 134217728a°
(g = 621201133009, _ 7123667423061 — 763672635495 _ 472749728735
2147483648411 2147 483 6482 €18 = 38843545600 ' €15 = ~ 134217 728a7
S =17 (ia = 1188510469833 __ 5785592836375 __ 3754189006 425 __ 373223468475
8 7 2147483648012 ¥ T o.n 4336480 0 €17 = T5737418240® 1 €19 T T 13421772847
uyp — 3096547932035 __ 1853167281 615 ey = 472740726735 |, _ 117720287685
10 = 3147483 648413 = 1474836480 % 263435456{135’ 23 134217 728071
‘ 180504 441117 12 856 441 675
_ 713968168095 204 202 520 235! Co5 = Tamscrater, Cor = — Thremtao il
a2 = PRI 00 = Lo _ St T~ T
Qg = 0863771675 . _ _ 5100183315 €20 = 3684354564150 ©31 — 131217728218
14 2147 483 64Ba15 <115 = 2147483648:1;? Can = 300540 165
Qe = 300540195 i 33 7 2147 483648aT°
16 = 2147483648210 =
on = — Ly — — 52338487 1]
0 PR+ Rl B388608a” | ¢ — 35102035 . 152108775
- g o sl g s
4194304 7 ’ 4194 3044 €5 = 419430402’ ©7 = T 1194304a
Qq = —1218637945 . . _ 3754603629 2788 660 875 4106 936 925
1104 3040 2 ° 8388 608a C9 = “33aR608a3 2 C11 = ~ 838860828
%%%%%149 963 171465 S st oo aire
S=1 = - = — — 1158366825 _ _ 1003917915
8 2097 15202 ° 2097152210 €13 = “3007152a6 + €15 2097 152a7
_ _ 645979005 __ _ 1206649585 1y — 2657429775 __ 1320944625
08 = = 1528 — 8388608011 17 = “3388608a° * C19 = T "338860847
236 249629 59127 411 gy = 232028075 . . _ _ 59530825
Q= — , , X1 = — Toararioiz 21 = 4164 304a10 “23 4154 304417
4194304a 4104 3040 18 253 053 1300 075
— 9100525 _ 1300075 €25 =~ AR A08412 C27 T T B3R8EDBal?
Qi = — 013 = —menrra s 8388 608a1<? 8388 608a
12 41043040 %0 10 8388 608a
ap = &, a; = 22 472512071 |
a¥? 17 179 869 184a oy = 83945001525
1= 17170869184
! Cn = — 231835004575
Oy = AGEO20115985 925 418 216 765 3 = T 8589934592
T 17179860 184al0) = __ 2568717 046665
21474836480 C5 = 17179869 184a
I ¢y = — 011599206825
= = 1073741 82407
__ 368650331665 __ 14289079177219 1073741 824a
68435 456011 7135335126625
4294967 296 4294 967 2964
| £y = — BLI3190603025
= — 5147 4836482
p = ZLLETELI6NEL o 20722144 788 125 zggéggggigﬁa%
— = _ N I —_
420406729612 2147 483 648a €13 = T42049672964°
' C1n = — 1113110720215
) 15 = 1073 741 82407
e = 0401320638275 . _ 103103523920925 __ 108037216962 675
= “ERRRTN0O17,13 - B = T hEROGA4AFRO0AB
8 = 536870912013 Ci7 8589 934 592
8580934 502¢
S =19 : 1o = _ 5370271018612
= ! 19 = T {294 967 296a°
cyp = 84 871 568 296 515 | = 14196 427 096 215 Co1 = 85:85533?3:;25._%5
= "$589934592a14 * = ' ! a
2147483648a Con — — 1259417740575
: 23 = T 1073741 824aT
(g = LIOIZ4O8TS o 6579670345575 Cos = 15583550783 131
268 435456a'% ? 4994 967 256a Cog = __ 3329818393825
27 = T 2147483 648a!
_ 2214411247125
rng = 2195681842275 2746524876150 €29 = 3594087596214
= S e g = i
1 2294967296018 * 115 T 1w e 6480 Cay = — 138103067025
' 31 = T 1073741824alf
. __ 389199552525
o = 12121787865 . — 43106892675 | €33 = 17179869 184a1°
= 536870912a17° = _ _ 21585857535
17179 869 184a C35 = —gegoond iona”
2268 783 825

g = 2268783825
18 = 37179860 184410 !

= A ey
€37 = 17170869 184a
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20

1
G =7
oy = — 514886606335
1 34359 738 368a10
_ _ 942345450105

85899345920

ora = — 1782056801205
3 = T 34359738 368all

_ _ 3795413479165
2147483 648a
Q= — 39478617193323
5 = T 8589934592417
o = — 20252 733572225

2147483 648a

v, = — 133931147896975

T= 8589 034 592a7

g = — 45174 921 524 575
2147483 648a

org = — 400814212023225
9 = T 171798691841

__ 91621762477 245

Qg =
4204 967 296a
Qg = — 275988167071 425
11 = T 17179869 184a’
21290994 727275
a1z =

2147 483 648a

Qin — —126678015689175
13 = 7 "8589934 592410

4272609932325
Q4 = —

2147 483 648a

Qi — - 5345824446435
15 = 7 '8589934592a17
_ 314644493625

2147483 648a

Q6

(O = — 539330605575
17 = T 34359738 368410
22090789875

8589934 5920
g = — 418157975
19 = T 31355738 368419

Q1g =

_ 172308161025
1 = "34359738368
Ca = — 1091285019825
3 = T 34359738 368a

cr = 5892939107055
5 = 34350738 368aZ

¢y = — 23852372576175
7 34 356 738 368a7

_ 18551845337025
Co 8580934 5024
45 536 347 645 425

C11 = ~ 580034 502a°

Crq = 89905006633275

13 = T§589934 59240

Cre — — 144704393628795
15 = 8580 03455207

¢y, = 383041041 958575
17 = T17179869 18448

__ _ 418881139451775
= T 17179869 184a°
oy = 378087697599 295
21 = 17179860 184210
Coq = — 283117201882425
23 = T 17179869 184417

C19

Cox — 86822636177277

25 = "E589934 592a

Cop = — 43287639110725
27 = 7 "8589934 592313

g = 17272407727575
29 = TB585934592a19

Cay o= — 5386019613975
31 = " Z585934 592alb
Caq = 5059594182825

33 = 34350738 368al8

Car = — 541848443865
35 = T 34359738 368al7

Caq = 38482569175
37 = 32359738 368a1°

Cag = 4418 157 975
= — AAI1BISTITS
39 34359738 368a!
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3.3.6 Généralisation :

Généralement, on peut construire une méthode i

hyper accélérée qui converge vers v/a dans Q} avec|un
Pour accélérer 'ordre de convergence de la suite (mn)

le probléme suivant :

9(z) =\/a+(:c—x/ia)ﬂ

Trouver la fonction k tel que /a + (z — +/a)*.h(z, 1/a)
dit, trouver la fonction h(z,+/a) de maniére & faire

térative Tn41 = g(z,) suffisamment
ordre égale 4 s suffisamment grand.
autant qu’on veut, il faut résoudre

h(z)

soit de la forme g(z,a). Autrement

disparaitre les racines carrées de a

dans les coefficients de la fonction g. Pour que la fonction g(z) ne contient pas de 1/a, il
faut que les coefficients de puissances paires de z soient nuls. Ce que signifie

g(m) =Cx+ 635123 F o + C3g-1T -1 —

s—1

Zc2k+1 (a)x’zk—i-l
k=0

d’autre part, on prend le degré de la fonction h(cc) égal 4 (s — 1), donc h(z) s’écrit sous

la forme
hz) = ap + 1T + 9z + ..eee. +a
donc
gz} = o+ (z- Za,a:’
J—O
= \/_+ Zﬁ .'L'J ZQJ “
=0 |
2s-1 }

\/a + Zﬁjmj
J=0

tel que 6; = Eaﬂ@ _; avec les conditions smvantes
1=0
l

=1
Lzl = E a;z?

4=0

a;=0, 81t>s—1

Bi=0 , siir:
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28—-2

g(z) = Va+bo+ Zﬁjxj + 03513371

J=1

252

= (\/5+ aoﬁo) + ZGJIJ + 923_13;':
=1

23-2

= (vVa+ap(-1 ) + ZG 27 4 fg512

on obtient

23-1

i=0

9(z) = (Vat+ao(-1)*(va)’) Z(Zae@’" ’""*“(\/5)“‘“") r"+(2a,:623_1_,-

j=1 =0
on a
23—-1
fr5-1 = E aiflos_ 1 = E aiflgs_1;
i={ i=0

et comme Vi > s : o; = 0, alors

25—1

> @By 1 =0

=3

3—1
Ogs—1 = Y aiffg,_1l

i=0

d’autre part, on a
0<i<s—1=s5<25—-1-

et comme Vi > s: §; = 0, alors

2s—-1

+ Zaiﬁzs—l—z‘

i=5

-,

1< 2s—1

Vs <2s—1—-1<2s—1: 05,

Bog1-i #0 ,s12s =111

on obtient
Bog_1-i F0sii=5—

par conséquent

6‘23 1= Zatﬁzs— 1—1 ZatﬁZS— 1—1 +

i=0
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donc

923—1 = as—lﬁs = Qg1

|

on trouve ‘

J

2.9-——2‘

S

i=

9(z) = (Va+ ao(-

la fonction g(z) s’écrit sous la forme

25-1

'T) = ZCJ' '\/aa ai)xj :‘-0 <15
i=0

tels que

va+ao(5

¢j(va, ) = Za@ (Ci*(-

Q-1

avec les conditions (3.61).

Par conséquent, pour généraliser la méthode du point fixe, autrement dit pour accéléré
)= autant qu’on veut, il faut résoudre le systéme

P'ordre de convergence de la suite (z;

linéaire (3.62) qui nous donne les valeurs de o;

( co(v/a,/00) = 0
C2(\/Ea ) = (
<
| o2(vaja;) =0
équivaut a
ve+ (1) (Va) oo =0, sij=0
(Lo i)
i=0 1€25<28—1
autrement dit les coefficients d’ordre pairs de g doiver
Vi=0,8—1:c¢y

Za,C" "

1=0

1)*(Va)®
1)s-it l\/&)’-"ﬂ) ;i< <252

, 813 =2s-1

"\/a)ai) =0 ’; 0

j

, 817 =0
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) —j+i(\/a)s—j+i) SL‘J + 03—13:28_1

,3<i<s-1

,1=0,s—-1

it &tre nuls :

<2j <21



on obtient
9(z) = er(@)z + ca(@)z® + ... L + Cys-1 (@) (3.64)
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Conclusion Générale

Y
r 13

- e By
N

5 R , TN .\
1- Pour I'inverse d’un noinbre
Pour trouver 'inverse ‘d_’u-'xi:‘nqm‘br@‘.fp.-adique a
d’un entier p-adique u,€ Z?-en suite, on le multij
. Pour déterminer le code™de Hérisel"de Vinverse
suffit de trouver le code de Hensel de u € Zj, (e :

change le point p-adique soit m fois & gauche si,

2~ Pour la racine carrée d’'un n

p-adique :

€ Qj il suffit de trouver I'inverse

ple par p~™.

d’un nombres p-adique a € Q il
sur le bord du D(0, 1)) en suite en
soit (—m) fois & droite.

iombre p-adique :

1. Pour trouver la racine carrée d’un nombre p—adilque a € Q}, il suffit de trouver la

Soit par p~("*'~1™ oy bien par p“(z[?}s'(@"“—(l—

racine carrée d’un entier p-adique unitaire u € Z;

en suite, on le multiple :
!I’)“"'l)}—l).m

2. La détermination du code de Hensel de la racine carrée d'un nombre p-adique a € Q;,

passe & travers la détermination de code de He
u € Zy, puis :

(a) En change le point p-adique soit ((2"*! —1)m

1)m) fois & droite.
1

(b) En change le point p-adique soit (2 [ 7 (4
gauche ou bien (—(2 [% (d+! — (1 — @)1

. Pour trouver la racine carrée d'un nombre 2-adic

racine carrée d'un nombre 2-adique appartient &
sur 'D(0,4)} en suite, on le multiple

el d’'un entier p-adique unitaire

) fois & gauche ou bien (—(2"*! —

nH (] — @)nﬂ)} — 1)m fois a
] — 1)m) fois & droite.

que a € Q3, il suffit de trouver la
la frantiere du D(0,4) C @3 (ie:

soit par 2~ ~Dim+1) 5y bien par 2_(2[71?(4’"“'

1-¢)"+1)]—1)(m+1)

. La détermination du code de Hensel de la racine carrée d'un nombre 2-adique a € Q3
passe & travers la détermination de code de Hensél de la racine carrée d'un nombre

2-adique appartient & la frantiere du D(0,4) C QL

160

puis :




i

. (a) En change le point 2-adique soit (2"*! —
~(2"1 = 1)(m + 1) fois & droite.

|

|

1

|

|
'(b) En change le point 2-adique soit (2 [% (dn

a gauche ou bien —(2 [\/ig (7 — (1 - )"

o
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1){(m + 1) fois & gauche ou bien

b1 (1 _ (I))n+1)] _ 1)(m + 1) fois
i—l)] —1)(m + 1) fois & droite.
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Abstract

In this work we determined some algorithms to calculate the square roots of
p-adic numbers (Hensel codes) via the classical numerical methods Newton, Secant,
fixed point and this through the calculation of’ th%: approached solution of the zero

of a function defined onQ,. We also determined the speed of convergence, the

number of iteration and the Hensel’s codes. We made the same work for the

determination of the inverse of a p-adic number.
We found the following results:

To find the inverse of a p-adic number

QGQ;, it is sufficient to find the

inverse of a p-adic integer ue Z ;, then we it multiple by p™.

To find the Hensel code of the inverse

- * A .
of a p-adic numberae(,, it is

sufficient to find the Hensel code for a p-adic integeru € Z:,, then to charge the p-

adic point to the left m time if m>0 or (- m) time on the right if m <0.

If p# 2, then to find the square root of a p

. * o, .
-adic number « € 0, it is sufficient

to find the square root of a p-adic integer ueZ;,, next it multiple either

{gorvor b

(2" )

by p or by p

~

The determination of the Hensel code of square root of p-adic number a e Q;

pass through the determination of the Hensel code of a p-adic integer u e Z :, then:

i) Move the point p-adic, either (2™' -1)m time
time on the right if m <0.

i) Move the point p-adic, either [2[71__.((1)"*'_(1_(1))
5

u[z[% e -0 _(D)m)}_ljm time on the right if m <0.

If p=2, then to find the square root
sufficient to find the square root of a 2-adic n

D(0,4) = @, , after that it multiple either by 2;“2"

The determination of the Hensel code of SQ
pass through the determination of the Hensel €oc
the border of D(0,4) c Qz' then:

i) Move the point 2-adic, either (2" —1)(m+1) tim

~(2"" —1)(m +1) time on the right if m <-1.
i) Move the point 2-adic, either H _} (67— (1~ )
5

or —[2[—}.;(¢”*' -(1-4:)'“')]_1](,,,+1) time on the right

on the left if m>0, or — (2™ - 1)m

+=)}_1},, time on the left if m>0, or

of a 2-adic number a€ Q,, it is
umber u belongs to the border of

{2[%(@""-0@)"")]-1](:;”1)

uare root of 2-adic number ae @,
e of a 2-adic number u- belongs to

Lol

or by 2

1e on the left if m>-1, or

+-)]_|](m+])time on the left if m>-1,

if m <-1.

e




