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Chapter 1

Introd uctÎon générale

En 1915, Einstein découvrit une nouvelle théolJÏe de la gravitation qui apporte
un changement à notre conception de l'espac~ et du temps et qui constitue
actuellement la théorie de la relativité géné~ale (RG). Cette théorie a dé-
clenché une véritable révolution au sein des [scientifiques puisqu'elle décrit
la gravitation en termes uniquement géométriques: Aujourd'hui pour nous,
l'univers est homogène et isotrope, et ces hypbthèses constituent le principe
cosmologique, qui décrit la nature spatio-tempbrelle de l'univers. Il n'y a que
trois types de géométries pour la partie spatiille de l'espac&temps qui soient
compatibles avec les hypothèses de ce princi~le: La géométrie sphérique qui
correspond à un univers fermé et fini, la géométrie hyperbolique'décrivant un
univers ouvert et infini, et enfin la géométrie evclidienne décrivant un univers
plat. Ces trois géométries correspondent en fait à une courbure globale de
l'univers; cette courbure est positive pour u~ univers ellipsoïdal, négative
pour un hyperbolique., et nulle pour ununiverslplat [1,2]. Les observations de
supernova de type la, les données des observations BAO (Oscillations Acous-
tiques Baryoniques), et le fond diffus cosmologique CMB (Cosmic Microwave
Background) .. .indiquent que l'univers est entté tardivement dans une nou-
velle phase d'expansion accélérée. Ce phénorb.ène induit naturellement que
l'univers a été dense et plus chaud par le paséé, c'est là l'i.dée fondatrice de
Big-bang [3,6]. Pour 'décrire la dynamique de ~'univers le modèle standard de
la cosmologie est basé sur le concept de l'expaLion et repose sur l'utilisation
de la relativité générale. De l'explication d~ l'expansion on peut obtenir
une forme d'énergie de nature inconnue, etil lest considéré que l'univers est
formé de 70% d'énergie sombre de nature inconnue, et 30% de matière sans
pression. En effet les modèles ACDM (Lanibda Cold Dark Matter) sont
consistants avec les tests-observationnels, et pJrmettent brillamment de don-

1

ner une description effective de l'évolution de l'uniyers, mais ces modèles
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souffrent des problèmes de coïncidence et d'ajustement fin de la constante
cosmologique [7,8]. Afin de réSoudre ces prol1lèmes et d'apporter une expli-

• 1

cation au mystère de l'accélération tardive de Il'univers, d'autre théories de la
1

gravitation ont été à introduites, parmi lesquelles on peut citer les modèles de
la gTavité modifiée qui consistent à modifier àlla base la théorie de la gTavita-
tion d'Einstein, mais qui doivent reproduire le comportement de la relativité
générale à courtes échelles. Certains de ces rrlodèles sont inspirés du modèle
à dimensions supplémentaires comme le modèle DGP (Dvali, Gabadadze et
Poratti), qui décrit Une théorie de la gravité dans un espace-temps à cinq
dimensions (5D) [9, lb] . Et pour savoir commknt ces nouvelles théories pou-
vaient différer de la relativité générale, StaroBinski a étudié dans le contexte
de l'inflation un autre modèle appelé la théclrie de la f (R)-gravité. Cette
nouvelle théorie consiste à généraliser l'actidn d'Einstein en remplaçant le
scalaire de Ricci R par une fonction arbitrairJ de ce dernier. Ce travail peut

1
se faire pour le modèle d'un univers ellipsoïda!l, où on va donner sa structure
générale et quelques notions de sa dynamiqub. Nouveau paragraphe le but
consacré par ce mémoire de magister est de cal6uler l'excentricité de l'univers.
Sachant que la théorie de la f (R)-gravité ait été introduite principalement
dans un espace-temps (4D), comment peut-bn calculer l'excentricité d'un

, 1 .'

univers ellipsoïdal dans le scénario branaire à dimensions supplémentaires?
Ce scénario branaire implique une utilisatioJ prudente de la f (R )-gravité.

1

L'organisation de ce mémoire est constituée d'lune introduction générale avec
une conclusion générale et quatre chapitres. Ainsi, on va aborder au 2ème
chapitre un rappel de la relativité générale et de la cosmologie relativiste.

1

Le 3ème chapitre est consacré au calcul de l'évolution de l'excentricité d'un
univers ellipsoïdal à (4D). Dans le 4ème chapitre on étend notre étude à un
univers ellipsoïdal à (5D) dans le cadre du sJénario branaire deDGP et la
f (R)-gravité, où on obtient l'évolution aved le temps de l'excentricité de
l'univers.

4
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Chapter 2-

Introduction dé la cosmolegie

2.1 Cosmologie relativiste

Dans ce chapitre nous allons présenter les principes fondamentaux de la
1

cosmologie relativiste, ainsi que les prédictions concernant l'évolution de
l'univers. La description. de la dynamique de~l'univers nécessite une théorie
relativiste de la gravitation qui est une propriété géométrique de l'espace-
temps. Elle est donc basée sur la connaissanbe des composantes du tenseur
métrique gJl-v' Ceci constitue la base de la +lativité générale et de la cos-
mologie. Ainsi, le but principal de la cosmG>logierelativiste est de donner
une description valide de la distribution de m~tière et d'énergie dans ce cadre
géométrique de l'espace-temps.

2.1.1 Métrique d'un espace-temps

La relativité restreinte considère un. espace-tlmps de Minkowski à 4 dimen-
sions décrit par un tènseur métrique de comP9santes 'fJJl-V = (+1;.-1, -1, -1).
Le carré de l'intervalle infinitésimal séparant 2 événements voisins s'écrit [1] :

dS2 = 'fJJl-V dxJl-d~V. . (2.1)

Cet intervalle est invariant sous les transform1ations de Lorentz associées aux
changements de référentiels. Cet intervalle. eJt dit de genre espace si dS2>0,
de genre lumière si dS2 - 0 et de genre temps ISidS2 <O.
En relativité générale la métrique conserve la forme canonique caractéristique
des espaces de Riemann, et est 2généralem:,tl~crite sous la rD,:"" suivante:

dS = gJl-V dx dx, (2.2)

5



(2.7)

(2.6)

OÙ gjJ.1Iest le tenseur métrique. Pour la suite, nous adopterons les unités na-
turelles fi = c = 1, par ailleurs; les indices telilSoriels seront en lettres latines
(i, j, K" ••• ) pour les coo]'données spatiales, et en lettres grecques (J-t, li, p, ... )
pour des coordonnées spatio-temporelles.

On peut généraliser les notions de tenseur et de vecteur qui sont définis
comme suit: un objet mathématique AjJ.lIestappelé tenseur sous les transfor-
mations des coordoIinées xjJ. -+ x'a , il se tratlsforme selon les relations:

. jJ.1I _ ôxjJ. ôxll .,l,8
A (x) - ôx/a ôx,{3A (x), (2.3)

ôx/a ôx'fJ
AJ1.11(x) = -ô -ô A/o<,8 (x) , (2.4)xJ1. XV

Un objet AJ1.est appelé vecteur si dans un changement des coordonnées, il se
transforme selon les relations:

ôx'J1.
AjJ.(x) = ôxÀA

À(x'), pour un champ des vecteurs contravariants.

ôx/).. 1

AJ1.(x) = -ô Aj-,(x'), pour un champ des vecteurs covariants. (2.5)xjJ.

2.1.2 Géodésiques de l'espace-temps

Pour décriIe les équ:.tions du mouvement d'~e particule dans"un champ de
gravitation en un point de l'espace--temps, il est nécessaire d'introduire la
notion de dérivée covariante (en relativité géiérale, ceci conduit au principe
de covariance) qui qonsiste à remplacer 'fjjJ.vlpargjJ.1Iet toutes les dérivées
habituelles ôjJ. par des dérivées covariantes IDw En effetl pour un vecteur
contravariant de composantes AjJ.on a [1] :

ôAjJ.
. dAjJ.(x) = ôxll df'

alors la dérivée covat~ante DAjJ.est d~nnée pm: la relation suivante:
1

jJ. (ÔAJ1. jJ. 1I~ )..
DA = ôx).. +rvÀA V dx ,
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1

où r~,sont les coefficien~ de connexion, ou S~boles de Christoffel pour une
variété différentielle ~emannienne. . 1

En relativité restreiQte, pour une particule liibre on a l'équation du mouve-
ment: 1

duJ.t= 0, 1 (2.8)
1où uJ.t est la 4-vitesse définie par uJ.t =dxJJ, Ids. L'équation du mouvement

décrivant les géodésiques de la particule en ielativité générale est alors ex-
primée par:

DuJ.t = Q, (2.9)
et en utilisant (2.7) on obtient:

, duJ.t+rJÀu"'dxÀ=O. (2.10)

Enfin en divisant p~ ds, on obtient les équalions du mouvem~nt:

d2xJ.t dx'" dXÀI-- + rJ.t - - - 0 (2 11)
. ds2 ",À ds ds 1- , .

où les symboles de Christoffel pouvant être obtenus à partir du tenseur
métrique et sont données par la relation:

~~'= ~rt'" (g7'" + l!-,"l- g"07)' ... (2.12)

Introduisons maintenant la quantité R~a,B' qui est un tenseur mixte de qua-
trième ordre, appelé le tenseur de courbure bu tenseur de Riemann, défini
par:

R~a,B = â,B r~a - âa r~,B+ r~,Br;a - r~a r;fJ . (2.13)
Nous pouvons aussi, définir par contraction du tenseur de Riemann, un nou-
veau tenseur symétrique.de second ordre R"'fJ ~ppelé tenseur de Ricci:

R - Ra - J.ta R 1 (2 14). "'fJ - '" al' -g I.f'" afJ , .

et qui peut s'écrire ep: fonction des symboles 1e Christoffel c0ll!IIle:

Ilvp = 8p r~,- 8, r~p + r::,f~.-r;;p F"" , (2.15)

Si à présent nous contractons le tenseur de Ricci, nous obtenons le scalaire
de Ricci:

R = g"'f'R",,B,

et qu'on l'appelle aussi la courbure scalaire de l'espace-temps.

7
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2.1.3 Équati~ns du champ de Jravitation

Les équations d'Einstein relient la géOniétri~ de l'espace-temps au contenu
1

en matière et en énergie de l'univers. Afin d'arriver à une telle description,
nous définissons l'a~tion totale en relativité ~énérale comme étant la somme
de deux contributions: - 1

Stotal = Sg+Sm , (2.17)
. 1

où Sg représente l'action du champ de gravitation et Sm représente l'action
de la matière.

2.1.3.1 Action de courbure et sa variation

L'action de courbure, appelée action d'Einstlin est de la forme:

, -1 J 1 4
_ Sg = 2j.t2 R ~ d X, (2.18)

où j.t2 = 8nG, G est la constante gravitatilnnelle de Newton, et g est le
déterminant du tens\=lurmétrique.

La variation de l'action Sg par rapport à gJ.l.",s'écrit:

<>Sg= ~~ J <>(yeg R ) d4x

= ;~ J <>(gœtJRœtJyeg ) d4x

= ~ J (RoR+Ra~v=g og.~ig"~v=g OR.~)d'x. (2.19)

Afin d'aller plus loin dans nos calculs, nous allons utiliser quelques propriétés.
En effet on a la relation:

œJ.l. ~œ :g gJ.l.tJ= u(:J'.

à partir de laquelle on montré que:

5gœtJ= -gœJ.l.gtJ",5IgJ.l."'.

De même on montre que:

(2.20)

bin 1g 1= -gJ.l.",<>gJ.l."'. (2.21)

En utilisant (2.20) et (2:21) le premier termJ de l'équation (2.19) devient:

RéJ-g= ~~J-g LOg"p. (2.22)

8



(2.28)

Pour le troisième terme, on utilise la relationl définissant le tenseur de Ricci
(2.13). On sait que r~"l'n'est pas un tenseur, mais 8r~"l'est un tenseur, et la
variation 8Ra~ s'écrit alôrs: .

8Ra,8= -88pr~p + 88prhp
. 1

= -8JL8r~,8+ 8,88rhJL
= -DI' (8r~,8) +D~(8r~JL) . (2.23)

1

En utilisant la propriété de métrique compatible, Dag,8"l'=O,on obtient:
1

J=gga,88RaP=J=g (-DI' (gat38r~t3)+- Dt3(gat38r~JL)). (2.24)
• 1

En permutant les indices f.L et f3 dans le dernier terme on obtient:
- 1

J=ggat38Ra,8=J=gDJL ( -gat38r~,8 + gaJL8r~,8)
= J=gDJLAJL. (2.25)

(2.27)

En substituant tous les termes dans la variation de l'action gravitationnelle
(2.19) on a alors: .

s: _ -1 J ( '.r-:;. pv 8(y'=g) IW r-::; 8RJLv) s: l'V 4uSg - 22 Rpvv -g +g RJLv 8 l'V + g V -g 8 J1.V ug cl xf.L _ g .g

-1 J. r-::; s: l'V 4= 2f.L2 GJ1.vv -gug cl x,

où
1 .. ()GJLv= RJ1.v- 2R g#v. . 2.29

est le tenseur d'Einstein. C'est un tenseur sybétrique qui obéit à l'identité
de Bianchi:

(2.30)

9
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1

2.1.3.2 Action de matière et sa variation

L'action de matière.est donnée par:

Sm= J £m.J=g (x, (2.31)

où £m est la densité lagrangienne qui décrit la matière dans l'espace-temps.
En variant cette action par apport au tenseur métrique on obtient:

6Sm= J (J-g 8£m 6gP,V- £ r=g gP,V6gp,v) d4x11( 8~gp,v ) m 1

2

= 2, 2 agp,: - gp,~£m yO;g8gJlV d4x. (2.32)

En introduisant le tenseur énergie-impulsion:

Tp,v= (2 ;~: - gp,v£m) , (2.33)

la variation de l'action du champ de matière s'écrit alors:

_8Sm= J ~Tp,v .J=gagP,V d4x. (2.34)

A partir du principe de moindre action:

8Stotal = 6Sg+8Sm = 0, (2.35)
on obtient la relatio~: 1J .J=gGp,v 8gP,Vd4x- j.L2 J .J=fTp,v6gP,V d4x=O, (2.36)

à partir de laquelle on déduit les équations d'Einstein du champ de la rela-
tivité générale: ," 1

1 GI'V = 81l"G TJ.LVI ' (2.37)
qui montrent le lien en la géométrie et la matière dans l'espace-temps .

••2.2 Equations fonda,mentales de la cosmolo-
gie relativiste

D'abord il est important de rappeler le prinCipe cosmologique :" L'univers
est homogène (identique à lui-méme en tout point) et isotrope (identique à
lui-méme dans toutes les directions) ".
Dans la structure de.l'~nivers, on admet que les lois de la relativité générale
d'Einstein liant la courbure de l'espace-temps à la présence de la matière,
sont celles qui peuvent le mieux décrire la d~amique de notre univers .

....10



2.2.1 Métrique de Friedmann-~obertson-Wàlker

Une conséquence mathématique du principe cosmologique est l'existence d'un
système de coordonnées comobiles dans lequel la métrique à quatre dimen-
sions de l'espace-temps homogène et isotrope qui décrit un univers en expan-
sion prend la forme ~btenue par Friedmann et Robértson- Walker(FRW}[l] :

(2.38)

(2.39)

où da2=1_~2r2 + r2 dB2+ r2 sin2 B dcp2est la métrique spatiale, t, r, B, et
cp les coordonnées pàr rapport à mi observateur local, et r la coordonnée
comobile entre deux' points, à multiplier parle facteur d'échelle a (t), et x
est une constante (variable discrète) caractérisant la courbure de l'univers. Le
facteur d'échelle a (t) caractérise l'expansion de l'univers. Les composantes
du tenseur métrique s'écrivent alors: .

g = (1 _a2 1 _a2r2 -a2r2 sin2 B)
Q{3 t 1- x r2 " .

Maintenant, on déduit les symboles de Christoffel non nuls:

• t • - . i ar ..= aaO'.. rt~'= r't = -Ji)' ,~) OZ)') ) a (2.40)

où gij =L-; r2 , r2, r2sin2 B) . A partir des symboles de Christoffel, on dé-
duit les composantes du tenseur de Ricci:

,.-

a ( '2 •• ) _Ru....:.3~ • Rti= 0, Rij= - 2a +aa + 2 x gij,

et le scalaire de Ricci ( R = Gp,vRp,v) est donné par:

(2.41)

(2.42)

Pour un fluide parfait dont le tenseur énergie-impulsion est donnée par Tp,v =
(p + p)Up,Uv - gJ.tvP, où P et P sont respectivement sa densité d'énergie et sa
pression, et en remplaçant dans la composante (0,0) des équations de mouve-
ment d'Einstein (2.37), oÏl.obtient alors la première équation de Friedmann:

(2.43)

11



où x = 0, +1, -1 respectivement pour un umvers FRW plat, fermé et ouvert.
En eff~t l'évolution de l'uni~e~s est différ~ntie sel~n le~ valeurs de x [8]..

A partIr des composantes (1,,)) des équatIOns d'Emstem (2.37), on obtIent la
deuxième équation de Friedmann donnant le itaux d'accélération de l'expansion
de l'univers:

a 4a ~ -:ï1rG (pr p) . (2.44)

En effet, l'univers e$t en expansion accélérée1si a >0 correspondant p+3p<O.
Cette dernière condition viole la condition d'énergie forte (SEC) .

- . 1

Les équations fondamentales de la cosmolo~e sont donc constituées des deux
équations de Friedmann (2.43) et (2.44), aJec une équation d'état p = f (p)
à spécifier.

2.2.2 Paramètres cosmologiques

On peut définir les paramètres cosmologiquJ essentiels du modèle cosmologique
de Friedmann-Robertson- Walker qui décrivknt le contenu et la structure de
l'univers.

- Constante de Hubble-

Les paramètres réduits permettent de définili une équation encore plus simple.
On d'abord définit le paramètre de Hubble:

H (t) = _l_dq (t)
- a (t) (;lt '

et pour aujourd'hui (t = to), on a la constLte de Hubble:
. . 1

1 da (t)
Ho = a(t) ili Ito'

(2.45)

(2.46)

- D'après le modèle cosmologique standard, l'expansion de l'univers, dans le
passé lointain, est dominée par la matière relativiste d'équation d'état p = ~
et un facteur d'échelle a (t) rv tl/2. ,1

- Dans le passé proche, l'expansion est par la matière non relativiste d'équation
d'état p = 0 et de facteur d'échelle dominée a (t) rv t2/3•

12



(2.48)

(2.49)

(2.50) ,

où la densité d'énergie critique est définie par:

(0) = 3H5
Pcr - 81TG.

- Tenseur d'énergie-impulsion

La forme générale du tenseur des contraintes d'un fluide parfait isotropique
de densité d'énergie P et de pression p est donné par:

(2.51)

où UI' est la quadri-vitesse du fluide.' Les composantes du tenseur d'énergie-
impulsion d'un fluide parfait sont données alors par:

T~=diag (+ p, - p, - p, - p). (2.52)

En se rappelant que UI'Ul' = -1 et gl'V gl'v = 4, est facile de montrer que:

T - l'vT- g l'V

= -p+3p.

13
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1

2.2.3 Equati~n de conservatioJ de l'énergie

Sachant que le tenseur ~'Einstein vérifie 1'idlntité de Bianchi on déduit alors:

Vp. T~= 0, (2.54)

que l'on écrit aussi ~ouS la forme:

qui exprime la loi de conservation du tenseur énergie-impulsion. On peut
expliciter cette loi comme suit:

. Vp.T~= ap.Tb+r,~oTgl-r;oT~,
qui pour J.L = 0 et en utilisant les expressiollS des coefficients de Christofell,
on obtient: - !

p + 3H (p +P) j= 0, (2.55)

i
1

. a-sa (~aS) = J3~P, " (2.56)

et qui exprime l'équation de conservatiOndJ la densité d'énergie de l'univers.

- Équations d'état' 1

Tous les fluides parfaits utilisés en cosmologie conduisent à une équation
d'état très simple entre la densité d'énergie kt la pression, de la forme p = wp
où w est le paramètre d'état.

En utilisant la forme (2.55), on obtient:
1

P i il
- = -3 (1+w)-'. a'p :

en intégrant par apport à t on a la loi: 1

1

pa a-s (w+l~.

(2.57)

(2.58)

Cette équation détermine l'évolution de la densité d'énergie avec le facteur
d'échelle.

Par exemple si w = 0 (matière non relativiste) la variation est a-s, si w = ~
(matière relativiste) la variation est a-4, etlenfin pour un univers est dominé
par l'énergie du vide on a w = -1 et par conséquent p = const.

14



2.3 Appendice

La variation 8 (.j=g) est donnée par:

Pour calculer la différentielle du déterminant pn utilise la relation suivante:
1

8 [- det A]= -D (det A)8A= Tr (_AT 8A) . (2.60). ,

Si A est inversible AT = det AA-1 on a:

8 [-detA] = Tr (-detA A-18A),

avec A= gJ.tv et A-1= gJ.tv on obtient:

8 (yCg) = -7gJ.tr8gJ.tv.

1

i

15
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Chapter 3

Univers,ellipsoïdal à quatre
dimensions

3.1 Introduction

L'objectif de ce chapitre est d'exposer brièvement la dynamique d'un univers
ellipsoïdal à quatre' dimensions. On va do~ner sa structure générale, et le
calcul de l'excentrièité de cet univers. l "
La métrique de l'espace-temps d'un univers ellipsoïdal s'écrit sous la forme
de (FRW) [12,3,4,5] :

dS2 = dt2 - a2 (t) (dx2 + dy2) - c2 (t) dz2, (3.1)

où on a introduit de1Œfacteurs d'échelle a (~) et c (t) qui sont des fonctions
du temps cosmique t, et où x et y sont les coordonnées du plan symétrique.
L'excentricité de l'univers est alors donnée par [13] :

, '1

. e =V1- (~r. , " (3.2)

En récrivant explicitement la métrique en flnction de l'excentricité on a:
1

dS2=dt:-a2 (t) (dx2 + dy2) - (il. - e2 (t)) a2 (t) dz2. (3.3)

On observe que l'uni,::ers est oblate quan~ a ;:::c, ou prolate quand a :5 c.
L'excentricité pour une sphère prolate (a :::l c) est donnée par une autre re-
lation [13] : 1

e = J1- (~~2. (3.4)

16



En faisant l'hypothèSe d'un fluide parfait, la: forme du tenseur d'énergie-
impulsion de l'univers peyt être en général dohnée par:

T~= diag(p, - PI" - PIII, - Plo), (3.5)

où Pli est la composante tangentielle et Pl. la cbmposante perpen.diculaire de
la pression par apport au plan de symétrie (x ,y). '

3.1.1
(/1. ••

Equations cl 'EInsteIn
Dans qui suit nous allons déduire les équation~ de mouvement d'Einstein, en
utilisant la méthode basée sur les équations d'tEuler-Lagrange:

,8£_ ~ (8£) ='0.
8q d>. .. 8q (3.6)

(3.9)

La densité Lagrangienne associée à la métriqué (3.1) est donnée par:

1 ( .2 2 ( .2 .2) 1 2 .2)£='2 t - a (t) x +y .. - c (t) z . (3.7)

On montre que pour 'la coordonnée t, les éqltious d'Euler-Lagrange coo-
duisentà: -... .2.2 .. 21

t+aa (X +y ) +ccz 1 O. (3.8)

Sachant aussi qu'à partir des équations des gé0désiques on a l'équation:
.. t" [, "

t + f a{3xax{3= 0,

qui explicitement s'écrit sous la forme:

~ 0.2 0.2 0.2 0.2
t+foot +fllx +f22y +fà3z = O. (3.10)

En comparant cette équa~ion avec (3.8) , on dé&uit les symboles de Christof-
fell non nuls: 1

o.. 0 . O' (fl1=aa, f22=aa, f33=cc, 3.11)

,-'

lIa
fOl = flO = -a

2 2 af02= f20= -
a

17
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(3.15)

(3.14)

(3.13)

(3.16)

et que les composantes non nulles du tenseur 1e Ricci sont alors données par:
1

Roo~ - H+~),
.1.2.. c.

Rn = a +a a+~al'a ,

.2.. C.
R22= a +aa+-ara ,

c
.. a.

R33 = cc + 2'-cc .
a

La courbure scalaire s'exprime alors comme:

, a ë' (â)2 C â
'R=-4--2--2 -1 -4--. (3.17)

a c a ca
1

En introduisant l'excentricité à travers la relation c2 = (1 - e2) a2, on ob-
tient:

(3.21)

(3.19)

(')2" .~ +2 ~ _ 3a ee
a aa(1- e2)

a (â)2 â eè 2eë 2è
2

2e2è
2

R=-6--6 - +B- (1 2) + (1 2)'+ (1 2) + 2' (3.18)a a a - e - e - - e (1 - e2)

En remplaçant dans les équations de mouvemlnt d'Einstein on a les équations
suivantes: ,,- " 1 -,(~r~~1(1~.e2)= 8; Gp ,

ee _1 .' = -87rGp (320)
(1 '- e2) l(1 - e2)2 Il ' .

(~~' +2 ~ = -87rGPL'

qui généralisent les ~quations de Friedmann b.43 - 2.44). _,'
En utilisant maintenant la conservation du {enseur d'énergie-impulsion, on
montre que la loi de conservation de la dJnsité d'énergie est maintenant
donnée par:

(3.22)

18



Si on pose e = 0, on.a Pli=P.l =P et alors:
"'. ~" -

qui est la conservation du tenseur d'énergie-impulsion pour un univers FRW
isotrope et homogène.

,
3.2 Equations de conservation de l'énergie

3.2.1 Entropie à l'équilibre

En principe, le tenseur d'énergie-impulsion total T~ peut être séparé en deux
parties [13] :

"

- une contribution Anisotrope

(TA)~ = diag(pA, -pt, ..,..pt,-pf). (3.23)

- une contribution Isotrope

(T )J.L • (I III )
l v = dl.ag p , -Pli' -Pli' -P.l . (3.24)

Introduisons maintenant l'entropie de l'univers. Ecrivons d'abord l'équation
de définition dS = d ( (p + p) ¥), où T, P et Vsont respectivement la tempéra-
ture, la pression et l~ volume du système considéré. Cette équation permet
de déduire que l'entropie s'écrit comme:

V
S = (p +p)-.. T

TI est alors facile de déduire les relations suivantes:

aS p+p
oV=-T-'

(3.25)

(3.26)

(3.27)aS Vdp
or = rdT"

qui conduisent à la: relation donnant la variation de la pression du fluide
cosmique en fonction de la température:

et

dp (T)T-- = pet) +p(T).dT '.
(3.28)
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3.2.2 Excentricité d'un univers ellipsoïdal à quatre di- "
mens ions

On a d'abord la relation: s p V- = -+~. (3.29)
S p+p V

Or, en utilisant la reJation (le facteur de proportionnalité n'est :pasessentiel):

on obtient: s p à eè- = -- +3- -2--.
S p+p a 1- e2

(3.30)

(3.31)

En considérant que l'expansion de l'univers est adiabatique (S = 0), on
obtient finalement l'équation de conservation pour la partie isotrope:

(3.32)

et en utilisant l'équation d'état du type pl = W plon a:

p' +3 (0 (~+w)P'-2 (1~ée2) (i+w)p'=O. (3.33)

En intégrant cette équation on montre que:

, pl a (1 _ e~)-(wH) a-3(W+l). (3.34)

Pour un univers dominé par la matière non-relativiste où pl = 0, la densité
d'énergie suit alors la loi

Pour un univers dominé par le rayonnement où pl = pI/ 3, on a la loi:
4

pl V' (1 - e2fa a-4. (3.36)

De la même manière, on montre que l'équation de conservation pour la partie
anisotrope est donnée par [13,14] :

/ +2 (~) (P'" + pt) + (~- 2 (1 ~ée2)) (P'" + pi) = O. (3.37)

20



(3.38)

Les équations de mouvement (3.20); (3.21) et (3.37) s'écrivent comme:

d: (eè) + 3H eè = 161l"G pA,

H2 + 2 ~ = 81l" G pA,
a

.A A
P +4H P = 0,

la dernière équation admet la solution suivante:

(3.39)

(3.40)

(3.41)

Pour un passé proche on a (a (t) ,.....,t2/3 et H = (2/3) t) . En utilisant les
paramètres:

A pA (to)
11(0)= (0)'

pcr
(0) _ 3H5

Pcr - 81l"G'

la solution de l'équat~on (3.38) est donnée par:

. e2 = 8 11fo) (1 -'-3a -1 + 2 a -;3) ,
avec

a(t) < ao(t)= 1.

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)

En ne gardant que le' terme dominant, l'excentricité d'un univers dominé par
la matière non relativist.e est alors donnée par:

2 .. A -3e ,.....,16 11(0) aT.

21
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Chapter 4

Univers ellipsoïdal
dimensions

-. .a cInq

4.1 Introduction

Considérons un espace-~emps à cinq dimensiOj décrit par la métrique [13, 14] :

dS2 = gABdxA dxB= gJ.tlI dx~ dxll - b2 dy2. (4.1)

Les indices p, LI varient de 0 à 3; les indices A et B varient de 0 à 4; xOest
la coordonnée temporelle et Xl, x2, x3 les coordonnées spatiales, et y est la
coordonnée supplémentaire. On peut expliJiter l'intervalle d' espace-temps
dS2 comme suit:

(4.5)

(4.4)- AB -R = g RAB'

La constante k est ~elié à la constante de Nerton à cinq dimensions:

k2 = 87rG(5) = M'(5)'

dS2 = n2 (r, y) dr2_~2 (r, y) (dxi + dx~)- (1 -1 e2 (r, y)) a2 (r, y) dx~-b2 (r, y) dy2.
.. (4.2)

Les équations d'Einstein prennent la forme liabituelle:

GAB= RAB- !R gAB 1 k2TAB1 (4.3)
.. 2 1

où RAB est le tenseur' de Ricci en cinq dimensions, et la courbure scalaire est
donnée par:

où M(5) est la masse de Planck réduite à cinq dimensions.
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Le tenseur d'énergie-impulsion peut être décomposé en deux parties:

-A _ -AI AI 1 ( )TB - TB bulk + TB brana , 4.6

où 'Ï~ IbUlk est le tens~ur d'énergie-i~pulsion ke la matière dan:s le volume à
5D, qu'on peut aussi décomposer en deux pJties :

une contribution Isotrope donnée par

('ÏIl~ IbUlk= p~diag(+l, -1, -1, -1, -1), (4.7)

une contribution Anisotrope donnée par.

(fA): IbUlk = diag (pt,-pt Il, -P: Il, -pt 1., -pt T), (4.8)

où la densité d'énergie eUes pressions dans leivolume sont indépendantes de
la cinquième dimens~6n y. l '

Le second terme T~lbrane est le tenseur d'énergie-impulsion de la matière
confinée dans la brane (par exemple, l'hypershrface située à y = 0)

A t5 (y), ( )
TBlbr~a =b d~ag p, -Pli' -Pli' -Plo' 0 . (4.9)

En utilisant l'équation (3.1) on montre que les éléments non nuls du tenseur
d'Einstein a~sont donnés par: 1

-0 3 (a'2 a/b' ea'e' ail) 1 â. (â. b) eeâ.
Gr0 = b2 - a2 + a.b + a (1- e2)- -; +f an2 ~ + b - ..an2(1 - e2),

! (4.10)

. 1 (a12 2 a'b' 2 ea'e' 1 a'n' b'n' ail nll)al =a2 =-. --+--+----2-+--2---r 1 r 2 b2 a2 ab a (1 - e2)1 an bn a n

+ ~ (â.
2
+ 2â.b_ 2eeâ.. ~ 2an _ ~n + 2a +~) , (4.11)

n2 a2 ab - a (1- e2) an bn a b

-3 1 ( a12.. 2a'b' a'n' b,l., ail nll)
GI3= b2 - a2 + ~ - 2'an + bb - 2-; - ~, (4.12)

. "

aO _ ~ (3n'â. + 3a'b _ ea'è + 3ee'â. _ 3â.')
r 5 - n2 an ab a (1- e2) al (1 - e2) a '

-5 1 (3n'â. 3a'b ea'e 3ee'â. 3â.')G -- ----+-------+-
l 0 - b2 an _ ab a (1- e2) a (1 - e2) a '

23
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-5 . l' (3â
2

3eeâ 3âÏl 3ii) 1 (3a'2 ea'e' 3a'n')G -- -------+- +- --+------r 5 - n2 a2 a (1- e2) an a. b2 a2 a (1 - e2) an '
(4.15)

En supposant qu'il n'y a pas de flux de matière de long de la cinquième
dimension. On a la condition:

et on déduit, à partir <Jeséquations d'Einstein, que:
-0 -5 .
Gr 5 = Gr 0 = o.

(4.16)

(4.17)

Ensuite, les composantes (0,0) et (5,5) des équ tions d'Einstein dans le bulk
peuvent être récrites s<;msla forme simple:

1 dF 2 a'a3
( 2) 2 - 0

F = dY ~ -3- 1 - e t k. TrD'

. dF 2âa3 " _
F = -".~ - (1 - e2) 0!2 T 5

,dT 3"" r 5 ,

où F est une fonction de T et y définie par:

(4.18)

(4.19) ,

F~ (1_.') [(:a)'_(~a)'). (4.20)

En utilisant la forme (4.29) et intégration de l'llêQuation(4.18) on obtient lâ
relation

(
~)2 = (~)2 +.k2¥0_ k2fa

4
d(1- eT)tO+ " Cl

an ab. 6 rD "6a4. (1- e2) rD a4 (1- e2)' (4.21)

où Cl est une constante d'intégration.

Nous. a1!-0ns.~aintenant co~sidé:er la contribftion anis?tJ=,o~edu tense~
énergIe-lmpulslOn. La partie amsotrope du tenseur d'Elnstem est donnee
par les composantes suivantes:

(4.22)
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a~3 = 0,

-0 1 (, ee'à ee'b ea'e ~'e en'e .,)GA - ----,,- .------+--+-.....------+ee
5 - n' (1 - .') a ~ a (1 t .') n '

1 (ee'à ee'b ea'e e'e. en'e ,)aS - + 1 + .
AO - b2(1- e2) -;- b--;-- (1- é2) --;--ee,

• '2 1

(;5 = 1 (ea'e' + ee'n' _ eiLè_~+ eë* _ eë)
AS (1 - e2) ab2 b2 an2 n2 n3 n2 .

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

On suppose également'que le long de,la cinquième dimension on a la condi-
tion: '

et par conséquent:

a~5= a~o =0.
En utilisant l'équation" (4.22) et (4.27) on obtient:

dL 1
L' = - ~ 2ee' (1- e2) a2 k2 rlo,dy
. dL
L =-~ 2ee(1-e2) a2k2r.15'. dT

où L est une fonction de T et y donnée par:

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

25

où C2 est une autre constante d'intégration.

_ (aee') 2 (aëë). 2L- -- - _1
b n'

En utilisant (4.32) et l'int€gration de (4.30) on Lrive à la relation:

( eè ) 2= ( ee")'! k' f 0 -k' ~ (1- .') da' fOC,
(1- e2)n (1 "'7 e2)b + 2 ' A 0 a2 (1 _ e2)2 ..4,0+ a2 (1 _ e2)"

(4.33)



>'

4.2 ,Excentricité d'un univers ellipsoïdal à cinq
dimensions

Nous allons maintenânt prendre en considération la position des branes dans
le volume à l'aide des conditions de jonction dhsr~l. Le tenseur de courbure
extrinsèque d'une hypersurface (par exemple Jelle définie en y = 0) est défini
par la relation:

KJtIl= OygJtIl /2. (4.34)

La condition de jonction d'Israël en y = QeXIDrimeque [15,10],:
1

k2
[KJtIl - K gJtIl]y = -iT~II' (4.35)

où K est le scalaire de courbure extrinsèque:

(4.36)

(4.38)

(4.39)

et TJtv est le tenseur d'énergie-impulsion sur les branes. Ce qui donne:
, 1

.' [Q]= Q(O+) - Q(OP' (4.37)

où Q est une fonction, d'où à partir de la surface (y = 0) on a:
Q(O+) = -Q(O-r

donc 1

_ [QJ= 2Q(O+) = 2Q(O-),

de l'équation (4.39) on déduit:

(4.40)

d'où les relations:

(4.41)

Ona
[K:II - K;II] = - k2 (T~~ane - ~ gJtIl) ,

d'où à partir de l'équation (4.40):

k
2
(" brane T )KJtIl = -"2 TJtu - "3gJtIl ,

26
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avec
TJ.tv = (p + p) UJ.tUv1gJ.tvP,
T~= diag (p, -p, -p, -p) ,

où UJ.t U J.t = +1, il ~t f~cile de montrer que: 1

T~ = T = p- 3p.

(4.44)
(4.45)

(4.46)

(4.50)

(4.49)

(4.48)

(4.47)P = -:-2 Pli - PLL'

Ka 1a'ôlv = '2 g y gJ.tv,

et K~ = ga'KjW = - ;' (J- ~.~)
En utilisant l'équation. (4.48) on obtient:

K~= (b:~' b~ao'b:~' (bo(t~I~5)+ 1>~ao),0).
Et grâce à l'équation (4.49) on arrive à la relation:

K~= (-;' Up+ ~ (2pIl+P~))' ~ (~p+~ (wpJ) ,

~ UPt ~ (wp~)), ~ UPT ~ (-PII+P~))' 0) . (4.51)

En utilisant l'équation (4.41) on obtient finalement les conditions de Jonction

d'Israël:

D'un autre coté on: a:

où

(4.52)

(4.53)

(4.54)

(a'} k2 k2
aobo = "3P+"3 (PII-PJ.),

eo (e') 2 ( )
bo (1 _ e5) = k Pli -IPJ. ,

(n') k2nobo~ - s(2r + 2p11+ p~),
où l'indice 0 pour a, b et n signifi~ qu'elles sont prises à y = O.
Si on porte (4.52) et-(4.53) dans (4.21) et (4.33), on obtient l'équation suiv-
ante (avec no = 1 et bo = 1):

(

a)2 k2 p~ .k4 p2 k4 2 k2 l a4 d (1 - 8
2
) l Cl

ao = -6--1:""36+ 36 (PII- PJ.) - 6 afi (1- 85) .PB+a6 (1- 85))
(4.55)
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1

e(t .0'; )' k4 - ,k' A k' Al - .') da' A C,
-(1-- e5) ="4 (Pli - Pl.) +2"PB - a51 (1- e5)2 PB + a5 (1- e5)2'

. (4.56)
De l'équation (4.55) nous pouvons voir que po~ PII= Pl.' l'équation de Fried-
mann se réduit exactement à celle trouvée da,p.sles réfs [16,19]:

" (~) 2 = ~ P~ + k
4

~ +.s..
ao 6, 36 a6

L'équation (4.56) décrit l'évolution de l'excentTicité dans un monde branaire.
1

Elle montre que l'évolution de l'excentricité dépend de la pression anisotrope
1

et de la densité d'én~tgie anisotrope; 1. ,"

En remarquant que l'équation de conservatioh de l'énergie sur la brane (ce
qui a été obtenue en (3.32)) et:

p+ 2 (~) (e+Pli) + (~ - 2 (1~è.i))(p+ p~) ~ 0, (4.57)

et en supposant une faible excentricité, (1 - e2p '" l, on a la solution suivante:
1

P '" (1- e2)- (wH) a-3 (wH) ~ ~-3 (wH) ~ a-q, (4.58)
, ,

où q = 3 (w + 1) .
Pour PII= Pl. nous allons résoudre l'équatio~ (4.56) en considérant que le
premier terme est négligeable. 1

Le ten~eur d'éne~gie-impulsion est (TA)~ = pAl diag (+1, -l, -l, -1) et on
a aUSSIpA V\ a 4. ' -

Si on porte (a (t) '" tt, H = l..t et pA = pc;a-4) dans l'équation (4.56)
q :1

l'excentricité est exprimée par la relation [13]1:
1

2 k2 A 1-1-
2 Po t q
e = '4 ' +C3q- (4.59)

où Cg est une constante d'intégration.
2

De même, pour (a (t) '" t'i, H = :t et pA,= PC; a-4 ) l'excentricité est
donnée par:

(4.60)
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OÙ C4 est une autre constante d'intégration.

Dans le passé proche on sait que:

" a(t)""t~, q=3, (4.61)

et nous constatons q~e l'évolution de l'excentlicité en cinq dimensions varie
avec le facteur d'échelle suivant la loi:

(4.62)

alors que dans un univers à quatre dimehsioIilS cette évolution était décrite
par la loi

(4.63)

On déduit alors que l'excentricité d'un univers à cinq dimensions est plus
forte que celle d'un univers à quatre dimensidns. '

4.3 Appendice: les fonctions F et L

La fonction F (r, y)" est définie par la relatiol,

(4.64)

(4.66)

En dérivant par rapport à y on obtient:

(
.)2 .. ' 2 .2 ,, dF , aa (2) aa êJ ( 2) a a a

F =-=-2ee - +2 1-e -.-21' +2 1-e -2dy .. n . n n

_2 (1- .') (~) .a:~'+2 (1- .') (tY ••' - 2 (1- .') a':;a"
12, b' 2 12

_ 2 (1- e2) a a a+2 (1 _ e2) a a . (4.65)
b2 .... b3

A partir de G~5 = G~0 = 0, on a la relation:

1 (3n,a 3a'b ea'ë3e~'a 3a') _ 0- ----+-----~-+- -b2 an . ab a (1 - e2) a (1L e2) a '
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et de l'équation: (4.66) on déduit que:
, ,

(n') =-_a'b + e a!ë _1 e e' + ~ (4.67)
n. ab 3a (1 - e2) < (1 - e2) a .

En portant (4.67) dans (4.65) on obtient:

1 <

2 a'a3 [3 (a12 a'b' e a'e' ail)F'=-- (1-e2) - --+-'; +-----
. 3 b2 a2 a b a (1 - e2) a

a (a b) eëa i~;+3- - +- - ----...JI
a n2 'a b a n2 (1 - e2)li '

qu'on met sous la forme simple suivante:

2,3. 2'3
F' = a a {1- e2) G~0:::: ~ '(1- e2) k2 Troo'3 . 3

(4.68)

(4.69)

(4.70)

En intégrant cette équation par parties: 1:

1 2 - 0 ( 2) 4 1 2 - 0 J 4 ( 2)F =6k TIO 1 - e a - 6k TIO ..< al d 1 - e + Cl,

il en résulte alors q;e: 1

(1- .2) [ (:ay - (~ar] = ~k2f,H) .2) a'-~J21"~J a'd (1- .2)+C
"

(4.71)
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et on utilisant (4.66)'on a:

(.) (- ')b n'à eè àee' à
b . ~na! + (1 - e2) - 3~a'(1 - e2) + a' '

on obtient:

F._ 2àa3 ( 2) [1 (3à
2

peèà 3an 3a)--- 1-e - -----'-----+-
3 n2 a2 a (11 - e2) a n a

1 (.3a12 ea'e'. 3a.'nf)]+- --+------b2 a2 a (1 - e2) an '

qu'on peut mettre sous la forme:

. 2 a'a3 (. 2) ,;5 2àa3 ( 2) 2 - 5F=--- 1- e uI5'= -- 1- e k TI5.3. 3 p

Considérons maintenant la fonction de Tet 1définie par la relation:

L= (a~.')'_(t)2

En dérivant L par rappGrt y on obtient:

(4.74)

(4.75)

(4.76)

(4.77)

(4.78)

a partir la condition, G~ 5(- ,G~ 0 =0; on a la rlatio~: )

(
n') è e' a( .e'b e'à
~ = - è + e (1- e2) + ~- bè - aè" (4.79)

Portant (4.79) dans (4.78) pour déduire que:

" [ 1 ( e,2 eb'e' ea'e')L' ~ 2ee' (1- eQ
) a2 ee" + ---- -.-'+--. b2 (1 - e2) (1 - e2) b a

1 (eàë ebè)] (4.80)
- n2 (1 - e2). ~ +b '
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ou bien

L' ~ 2ee~(1- e2) a2 G~o ~ 2ee' (1- e2) a2 k2fjo.

En intégrant cette relati.9n on obtient:

L = _~k2 fjo J a2 d (11- e2)2 ,

(4.81)

(4.82)

ou bien

L = _~k2 flo a2 (1- e2)2+ ~k2 J (1 - e2) da2 fjo +"C2l (4.83)

En utilisant la définition de L, il en résulte qhe:

(
aee')2 (aeë)2" 12 FfoO 2 ( 2L 12 ( 2) 2-0 .b - --;:- = -=-"2k LAO a 1- e 'j +"2k 1 ~ e da TAO+C2,

(4.84)
et donc

(
. )2' , 2" J 2 2ee . ee 1 2 0 2 (1- e ) da - 0' C2

. (1- e2)n = (1- e2)b) +"2 k fAo-lt a2 (1- e2)2 TAO+ a2 (1- e2)'
(4.85)

(4.86)

(b) (e' à a a'à n'à)b ,~ .' + • (1 - .2) - ;;:+ a .' - n .,' (4.87)

et donc

. . 2) 2 [ 1L~ 2ee (1 - e a. (1- e2)

ou bien

(
ea' e' ee'n/ eaà e

2
een eë)]--+------+---ab2 b2 an2 n2 n3 n2 l

" '. (4.88)
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Chapter 5.

Univers ellipsoïdal dans le
modèle branaire de
Dvali-G~badadze-Boratti avec
gravité modifiée

5.1 Univers ellipsoïdal dans le modèle branaire
de Dvali-Gabadadze-prratti (DGP)

Dans ce chapitre, nous explorons l'univers ellipsoYdal dans un autre scénario.
Ce scénario est basé sur le modèle de Gia Dvall.-Gregory Gabadadze- Massimo
Poratti (DGP) avec gravité modifiée [20, 21].1
Les équations de moùvement régissant ce mo~èle sont obtenu~ en utilisant
l'action d'une brane "dans un espace-temps à cinq dimensions. "L'action que
nous allons considérer est donnée par:

S(5)=-~1 d5X~R+l d5X~£m--l-1 d4x.J=gR,
2. k bulk . bulk 1 2 1-£2 . brane. (5.1)

Le premiêr terme corres12ond à l'action d'Eins~ein-Hilbert à cinq dimensions,
où la métriques du volume est gAB, et où R est la courbure scalaire à cinq di-
mension. Le deuxième terme est l'action de m~tière dans le volume, alors que
le dernier terme est l'action de courbure indui~e sur la brane à 3-dimensions.

Les équations d'Einst~in à cinq dimensions sdnt données par:
. . - - 1 - 1 2-

GAB = RAB - 2 RgAB = k SAB, (5.2)
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où le tenseur SAB est la somme des tenseurs d'énergie-impulsion TAB dans le
volume, et de la contribution provenant de la courbure scalaire des branes,
on note cette dernière contribution ÜAB, alors on a:

S AB = TA B + ÜAB. (5.3)

Les conditions de jonction d'Israël dans le mbdèle de la gravité des branes
est maintenant remplacée par:

(5.4)

où la constante IL est ~onnée par:

2 8 G M-2;IL = 'Tf (4)= (4).

5.1.1 Équationsd'Einstein

(5.5)

Commençons par le calc~ de la variation de liaction totale 8(5), on a:

158(5) = -~ 1 d5x 15(yCiR) +1-d5x 15(yCi£m) - 2
1 21 d4x 15(J=g R) ,

2 k vol . vol IL brane
(5.6)

pour le troisième terme on peut écrire:

t58a = - ~f d4xt5 (J=g R)
2/-l

= ~~f d4x t5f t5~ GILlIJ=g 6gILlI 15(y) Iy-.o+ . (5.7)

Pour le premier et le deUxième terme on a resbectivement:

t58fj =-~ fd5
X 15(JJg R)

. = -: t,f d5x5:~ cL;=gag"", (5.8)

et

()8m = fd5
X 15( yCi£m~

"= f d'x dy a:~T""k ag"",
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où

Comme ,
oSe+oSm+oSG= 0,

on obtient:
, 1 c-

l J:J1-J:1/ 1 J:J1-J:1/ 1 J:J1-J:1/o J: ( ) 1 .
- 2 k2 uAuBGJ1-1/ + 2' uAuBTJ1-1/ - 2 J-l2UA UBi

GJ1-1/U y y-+O+= 0,

etfinlliement ;

12GAB= Ï'AB - 12ofO~GJ1-1/Ô (y) Iy-+o+,
k J-l •

qu'on met sous la forme-canonique:

(5.10)

(5.11)

(5.12)

(5.13)

(5.14)

avec

on note que

et donc

(5.15)

(5.16)

(5.17)

:-'

avec
UAB Ibrane'; {}(y) Iy-+o+. (Goo, Gn, G22, G33, 0) ,

En contractant sur les indices on obtient le sc~aire:
1 1

8=T- -ui
J-l2 :

(5.18)

(5.19)

où

où i, j, k =1,2, 3.

UJ1-1/ = (Ur + UA)j.l1/I'

U = u~.~ (Gg + G; l, + (Ggl+G; lA'
!
i
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li est alors facile de montrer que:

li! = ~ (3a
2

_ 2aae ) (5.22)
o n2 a2 a(l'- a2) ,

(

2 - 2 )U1= U2= ~ a _ 3eae _ 2 an + 2 .~_ e + een _ ëa
1 2 n2 a2a (1- e2) an a (1 _ e2)2 n (1- e2) (1 - e2) ,

, (5.23)
,.~J

U~= ~ (a
2

_ 2an + 2 ~) , (5.24)
n2 a2 an a

U = ~ (6 a
2

_ 8 • eae _ 6 an + 6 ~ -tl- 2 eën _ 2 . ëe _ 2 e
2

)
n2 a2 a (1 :: e2) an a n (1 - e2) (1 - e2) (1 - e2)2 .

(5.25)

Pour le tenseur de c<;>urbureextrinsèque on obtient
• 2

o _ op. _ - k (0 S50)
Kil - g Kp.1I - 2 Sil - 3Il , (5.26)

(5.27)o - k
2 (0 T J:o) k

2 (0 U J:o)
Kil • 2 Til - 3°11 + 2j.L2 UII - 3°11 .

En utilisant les équatioJJS (4.41) et (4.50) on ~ finalement:

o ([nI] [a'] a' .( -eo [a'] [al]) )K - -- -- -, 1 + -- 0 (5.28)
v - 2bono' 2~oao.' boao ~.2bo (1ie5) 2boao' . .

En utilisant les relations donnant u8, uL U~,U~,et les équations '(5.25), (5.27),
(5.28) avec les équations (4.52), (4.53), (4.54) on obtient les conditions de
jonction d'Israël:

[a'] k2 k2

- = -p+ - (Pli +P.L)
aobo 3 3

(

2 _ 2 )2 • • • ,. • • •
k 3 a aoae eoe eoen e-~ 2+ 2 + 2 - 2 + 2

3j.L no ao ao (1 -,- eo) (1 - eo) no (1 - ao) (1 - e5)
(5.29)
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eo le'] 2 ( )
bo (1- e5) = k "PII-P.L

k2 {3eoae eoë: eoen e
2

)- -- ---- + -- .- ---- + ---
j.t2n5 ao (1 - e5) 1 - e5, no (1 - e5) (1 - e5)2 ,

(5.30)
;'

5.1.2 Excentricité

(5.31)

En utilisant les équations (4.21) et (4.33) et :supposant que p~, P-:, Cl et C2
sont d'ordre 0, on obtient:

(5.32)
(.:)' = (:S

(
ee ) 2 ( ~e' ) 2,--- - -~- (5.33)

(1- e2)n - (1- e2)b

En considérant les équations (5.29) et (5.32) Ion obtient: 2

j.t2 J.L2 ( J.L2) 2 1 ie ë 1 een 1 e
"3P+"3(PII+P.L). 2H €k2 +H +31i-e2-S1-e2+S(1-e2)2'

(5.34)

et

et grâce aux équations (5.30) et (5.33) on a: '

2
j.t2 2 ee ,(. j.t2) ee r e ë 1 een 1 ë- (p _P ) - - . €- +-- H+ 1 ----+----3 Il .L - 31 -e2 k2. 1"': e2 41 - e2 31 - e2, 3 (1 _ e2)2'

! (5.35)
où € =:l:: 1 est le signe de [a'] et où on a po~é no = 1 et bo = 1.

!
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(5.36)

1--------
\

En faisant la soustraGtion des équations (5.34)iet (5.35) on obtient la relation:
1

(
j.t2)2 2 ee ( j.t2) 1 j.t2 ( j.t2)2H-E- ---- H-E- ~'-p+ E-
k2 3 1- e2 k2 . . 3 k2

qui est l'équation môdifiée de Friedmann poUjrun univers ellipsoïdal dans le
scénario branaÏre de DQ,P. i
Pour j.t2/ k2~ H, il est facile de voir qu'on récl~père l'univers ellipsoïdal à 4D.

L'équation (5.35) a la forme:
,

(1 ~ë.,+ (1~:,),) + (1~ê.,) (3~ +~<:)= ,,' (PU -p~). (5.37)
J
1

Pour un univers d0nVné par la matière non relativiste (poussière) on a:

2 2a f"V ta H =-t, 3 l'

dans l'approximation de J'excentricité on a: 1
i

, 2) ,(l-e f"V1,'

et
(TA)~ = pAdiag (1, -1,1-1, -1),

et on peut alors écrire: i.

( .. - .2) . (2 j.t~) 2 A
ee + e + ee t + 2Ek~ = 2j.t P .

(5.38)

(5.39)

(5.40)

(5.41)

(5.42)

i
D'où à partir de (5.3~), (5.39) et (5.40), la so~ution de l'équation (5.41) peut
être écrite comme: . i

!
e2 (t) f"V lto

47l"pte-2€~tl t,-2dt, !

t ,

;0 47tptJ2'~:Ei(1, 2'~:t') - .-:~'r
où Ei(a, x) est l'intégral exponentielle définie pour ~e (x) > 0, et qui peut
être étendue analytiquement à tout le plan c~mplexe.

1

1 ,;'
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(5.43)

A ce stade il est intéressant d'introdùire l'échEfllede croisementl définie pax
,

k2 . M~4)
rc = --2 = -3-' .

2 P, M(5)

C'est une échelle propre au modèle branaire de DGP, et qui exprime le rap-
port des échelles de Planck à 4-D et 5-D [20,1'9]. Pour rc ~ 00, on retrouve
la gravité d'Einstein. En utilisant le développement en série de Ei( a, x)

on peut écrire:

[(
€, €2 )]toe2(t) ~ 47fp~ _t'-l - ~ln,t' + -2 t' ,

. rc! 2rc t

avec € = 1 et a V\ d on .obtient:

2( ) 1 A (-3/2 2l,na a
3
/
2
)e t V\ -3 n(O) a + - - -2 'rc rc

(5.44)

(5.45)

(5.46)

1

i__

Dans le cas rc ~ 00, l'expression de l'excentricité se réduit au résultat (3.46)
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Dons la figure 5.1; on montre la variation de l'excentricité réduite
3e2/O(0) avec le redshift z pour différentes valeurs de l'échelle de
croisement. TIest clair que pour z petit ét Tc < 1, le scénario de DGP
conduit à une excentricité négative aujdurd'hui.,

..10

--"-T---
4 5

2
1

1

1

5

FIGURE 5.1- Variation de l'excentricité réduite 3e2/0(0) avec le redshift z
pour différentes valeurs de l'échelle d~ croisement
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5.2 Univers ellipsoïdal daJs le modèle branaire
de Dvali-Gabadadze-P~ratti avec,?!(R)-gravité

Avant d'examiner le fonctionnement réel d'un univers ellipsoïdal dans le mod-
èle branaire DGP avec gravité modifiée, il est nécessaire de se concentrer sur
la description mathématique de la gravité modifiée ou ce qu'on appelle la
f(R)-gravité.' 1

Tout d'abord, il faut abandonner l'idée que la gravitation soit décrite par des
équations de mouvement de second ordre. 1

Tout d'abord, la question est alors de savoir qu'es sont tous les scalaires
d'ordre deux non triViaux que l'on peutcodtruire sur une variété Rieman-

•.•• (J

menne.
La réponse est simple, il s'agit de la courbure scalaire R2, on peut alors écrire
la nouvelle équation sous la forme [22] :

(5.47)

(5.51)

,-

-
où fo est la constante du modèle.
On peut alors généraliser. la densité lagrangienne gravitationnelle à une fonc-
tion quelconque de la courbure scalaire, en ébrire l'action d'Einstein sous la
furme:' 1

Sg = ~~J f (R)Vfd4X, (5.48)

où f (R) est une fonction de la courbure de Ricci.

5.2.1 Equations_d'Einstein

Considérons d'abord l'action suivante:

S(5) = -~ J d5xy!=j R+ J d5XJ=i£m - ~ J d4xyCg ..f (R). (5.49)2k . 2~' ~
La variation de l'action totale s'écrit:

c5S(5)= - 2 ~2J d5xc5(J=i R)+J d5xc5(¥=i£m)- 2 ~2J d4x c5(yCg f (R)).
, 1 (5.50)

La variation du terme de matière est donnée par:
- 1

r 1J d5 - JT;;r-ABuSm= '2 xTABy [gug ,
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alors que la variation du terme gravitationn~ du volume est:

J '5 - . ~ ABl5S(}= d xGABV -gl5g , (5.52)

Considérons enfin la variation de l'action gravitationnelle modifiée sur la
brane. On a:

(5.53)

On montre que:

1
l5 (yCg f (R)) = -"2V-ggapl5t"l3f (R) + yCgl5f (R)

'1 .
:;= -"2v=gga,Bl5ga,Bf (R) +V-gf' (R) 6R

1 !

= -"2yCgga,8l5ga13f (R)+ yCgf' (R) Ral3l5ga13 (5.54)

+ yCg\l a\lpf' (R) l5ga,B-' yCg\l Jl.\lJl.f' (R) gap6ga,8 .
.

Le deuxième terme de cette équation se développe comme suit:
-

V-gf' (R) 6R = v=gf' (R) 6 (ga,8Ra,B)
= yCgf' (R) Ra,8l5ga13+ yCg\7 a\ll3f' (R) l5gaf1- yCg\l Jl.\lJl.f' (R) ga{35ga,B.

(5.55)

En substituant (5.54) et (5.55) dans (5.53) on obtient:

l5SG= J d4xyCgl5gJl.1I ( -~ gJl.llf (R) + f' (R) RJl.1I+ \l Jl.\l IIf' (R) - \la \laf' (R) gJl.lI) .

. (5.56)
Le troisième et quatrièJ!le terme de cette équation peut s'écrire respective-
ment comme:

et
\l a \laf' (R) = ga{3f' (R);a13,

En substituant dans (5.56) on obtient:

,42
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TIest maintenant facile de déduire de la variation de l'action totale

(5.60)

les équations d'Einstein suivantes:

.-'

En utilisant l'équation (5.15) on obtient:

BAB= TAB- :2c5fc5~ (-~gJ.w (f (R) -R f' (R)) +f' (R) GILIJ

." , ( );Ot{3 , ( );Ot{3) r ( )+gOtlLg{3lJf R - gOt{3glLlJf Ruy .

On remarque que

et

on obtient donc le résultat:

L'équation (5.4) définissant UILIJ conduit à la relation:

(5.61)

(5.62)

(5.63)

(5.64)

(5.65)

ou bien

En posant c5( Y -+ 0+) = 1 sur les branes et a = 1/ on obtient le scalaire:
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En utilisant 8~ = 4 on obtient:

U= -2 (f (l\) - Rf' (R)) + f' (R)G~- 3g'Yof' (R);'Y6• (5.66)

Calculons d'abord l~ différents tenues de cette expression. En utilisant la
définition de la dérivée covariante on montre ,que:

f' (R);'Y6= f' (R),'Y6+ r16f' (R)'>' ,

= ~2 (iif" (R) +Rf'" (R)) + ("'2~- ~) Ri" (R) , (5.67)

où R=dR/dt et R=d2R1dt2 i

La substitution de (5.67) dans (5.66) donne: :

U= -2 [:e (R) - Rf' (R)] +f' (R) G~i

- :. [ (iit" (R) + Rf'" (R)) + ( -~~ - ~ ) Ri" (R)r (5.68)
1

En utilisant les équations (4.41) et (4.50) on o~tient le tenseur de la courbure
extrinsèque sur la bnme 1

1

~ = (2~' 2~:~'~~~, C~(;t'l!)+2~~),0), (5.69)

En utilisant les relations (5.27), (5.68), (5.6P) et (4.52), (4.53), (4.54) on
montre que les conditions de jonction se réduisent aux équations suivantes:

[a']k2 k2 4 k2
- = -p + - (Pli + Pol) - -- (f (R) - Rf~ (R))aobo 3 3 3 j-t2 .

- 2:: (:2 (Ri'I(R) +Ri'" (R)) + ( -2~L ~) Ri" (R))
(

2" 2 )2 • • • ,II .1' •

k , 3a . eoae eO,e eoen e- --f R - + +', - +
3j-t2n5 () . a5. ao (1 - e5) (1 .J e5) no (1 -;-e5) (1 - e5)2 ,

(5.70)

eo[e'] 2 ( ) k2, ( )
bo (1 - e5) = k Pli - Pol - 3j-t2n5

f R

(
3eoàè eoë e&èn è

2
)--~~+---- ' +---

ao (1 - e_5) (1 - e5) no (li - 85) (1 - e5)2 ,
1

1
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--------1-

.-~

"

[n'] k2 (~ . 4 k2 • 1
- = -- 2p +2PII +Pl-) - -- (f(R) .•..Rf (R))
~~ 3 3~"

-2~(n~(iif"(R)+Ri"'(R)) + (-2~-~)Ri"(R))

(

' 2 )k2 • •• ••

+ -f' (R) ~ + 2 an - 2~
j.t2n5 afi aono ao

2 k2
l ,(. eoàe eoë eoen. e

2
)+--f (R)' + - +--~

3j.t2n5 . ao (1 - e5) "(1 - e5) no (1 - e5) (-1- eô)2 .

(5.72)

Les équations (5.32) et (5.70) permettent d'écrire:
j.t2 j.t2 j.t2 1 ~
-p + - (Pli+ pJ.)'= 2Hé- - - (f (R) - R f' (R))

3 3 _, k' (à~ 1 eë i 1 een 1 e2
)

+ f (R) a2 + 3 (1 - e2) - 3 (1 - e2) + 3 (1 _ e2)2 ,

, (5.73)

où on a posé no = 1 et bo = 1.
Les équations (5.33) et (5.71) conduisent à la relation:

j.t2 2 es j.t2
3" (Pli - Pl-) = 3(~_ e2) é k2 1

+ f' (RF(3a(:~.')+ (1~~.') - (1"-0:,) + (1 ~'.,),) .

(5.74)

La soustraction de (~'.73) et (5.74) conduit àla relation:
2 '

(
éj.t2) 2 es 1 ( j.t2) 1 1 p2 2 p4

H - f' (R) k2 -3 (1 _ e2) f (R) H - ék~ -6f (R)-R f (R) ~3"P+é f' (R) k4'
! (5.75)

et avec (5.74) on obtjent finalement la relation suivante:

(
eë s2). ee (3~ 2é' p2 ) = L (_)

1 - e2 + (1 _ e2)2 + (1 - e2) a + f' (R) k2 f' (R) Pli Pl-'

(5.76)
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Dans l'approximation de faible excentricité (1- e2) '"" 1 et (TA)~ = pAdiag
(1, -1, -1, -1), l'équation (5.76) prend la forme simple suivante:.

(
2) (' . 2: ) 2 2... . a J-L _ J-L A

ee + e + ee 3; + 2€f' (R) k2 - f' (R)P . (5.77)

Pour obtenir l'excentricité d'un univers FRW ellipsoïdal dans le scénario
branaire de DGP dau~ le cadre de la kravité modifiée, il faut d'~bord spécifier
la forme de la fonction f(R). Plusieurs choPe vérifiant certains critères de
stabilité sont possibles.

5.2.2 Excentricité

Dans la suite nous prenons le modèle suivant, correspondant à une gravité
quadratique

• 2•.2 ~•. 2 â. 2'" •.. 2 ,4 â. ,3 â. 2'"ee + 2e e + 2eee + 6- e ee + 2eee + 2e + 6- ee + 8-e ee
a a a

,..,.

f(R) = R + fo R2~,

où fo est un paramètre libre très petit.

En substituant dans l'équation (5.77) on obtient:

En utilisant l'équation (3.18) et (1 - e2) '"" 1, on a:

. ( ( )2). â.. .. .~ a â.
1+2 fo R= 1+ 2 fo 8-ee +2ee + 2e - 6- - 6 -

. a a a,

En remplaçant dans (5.79) on obtient:

[

.2
•• ,2 a. . a.. a.2 . a â.. â.
ee + e +3-ee + 2fo -6 - ee - 6 - e - 18 - - ee - 6 (-)

a a a aa a

-18 (~)'

(5.78)

(5.79)

(5.80)

(')2.. a.2
ee - 6; e

(5.81)
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Utilisons à nouveau-l'approximation (1 - e2) VI 1 et le facteur"d'écheile a VI

ti , l'équation précédente s'écrit:

(
8 )( ... 2) (2 16). ...2 (2 ..2.4)1 - 3t2 fo ee + e +'t - 3t3 fo er + 8foeee + 4fo e e + e

56
(

3) 64 2 2 ,•••• • 1 •+ -3 fo e2ee+ee + 3 2foe2 e +2€1-£2ye=21-£2pA. (5.82)
t _ t k:

,
1

En effectuant le changement de variable Y=eë et en négligeant les termes en
y2 on obtient:

(1 - 382fO) y + -(~ - 3163fo) y + 4foY!+ 356foY"Y+ 2€ J.Z:y = 21-£2pA.
t t t !' tk

1

C'est encore une équation très compliquée à résoudre. Dans ce qui suit-on
fait l'ansait que la solution s'écrit comme: '

47

_ Y(t) = Yo(t) + fOYI (t),

où Yo (t) est solution de:

. 2 ... 1-£2 1: 2 A
Yo + 't Yo + 2€k2"Y i 2JL p ,

i
et YI (t) vérifie l'équation suivante:

. 2 56 .
YI + -YI + -3 YOYI = O.

t t

dont la solution est d0I!P-éepar: i'

y,\I) '" exp [-2 J 1(1+ :Yo (1))] + C
1

Si on utilise l'équation donnant efi donnée pk (5.84) on trouv~ que:

0(0) ( 4t t2)
Yo (t) = - 6~ 1 - 3r + r2 .

! c c

En substituant d~ (5.86) on obtient: :

YI(t) = exp ..[- -/ ( (0) 2; t] + C.'
, t_28*(1_.1t+~)9 t 3rc rc- ;.

1:

!
,
;

(5.83)

(5.84)

(5.85)

(5.86)

(5.87)

(5.88)



".

où C est une constante d'intégration. Ici on remarque que l'intégrale dans
(5.88) demeure difficile à calculer, c'est pourduoi nous allons considérer deux
régimes: '

- Le régime Tc ~ 1. Dans ce régime la solutiqn est donnée par:

où C est une constante d'intégration.

- Le régime Tc » 1. Dans ce régime la solution s'exprime par la relation:

Y1(tj = exp [-~ In(t3 ~ 2980~)] + C,
!

Maintenant pour obtenire2 (t) on intégré y(t) par rapport à t
, 1

. t i
e2 (t) = 2J y (t) dt.

- Pour le régime Tc~ 1, on montre que:

(5.89)

(5.90)

(5.92)

Le premier terme est le résultat de RG, alors que les termes restant sont dus
à la gravité quadratique et le scénario branaire de DGP., ,

- Pour le régime Tc » 1, on obtient:

0(0) 20(0)
e2 (t) ~ 3 :/2 + -3 A ln aa rc

(
280~) ),.1/3 (9t3 ) 1/3 : (1 2 4 (9t3 ) )

+ 2fo 9 (0) - 1 2Fl. '3' '3' '3' - , (0) - 1 .
_ 280A 1: 280A

. 1 (5.91)

Qui se réduit pour fo = 0 à la valeur de l'excentricité à la limite de découplage
, 1

pour le scénario branaire de DGP dans la gr~vité d'Einstein. Oependant la
.• l "

validité de cette relation est conditionnée pat:
1

( )

1/~
t ~ 2

9
8O~) . i .
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(5.93)

Le comportement de l'excentricité est montré sur la figure ci-
dessus pour différentes valeurs de fo et de l'échelle de croisement rc
pour le régime Tc « 1. Pour le régime Tc » 1, le modèle DGP+f(R)-
gravité ne produit pas le bon comport'ement à l'époque de décou-
plage, justement à cause de la condition (5.92).

En utilisant la valeur du facteur d'échelle à la limite de découplage
(0) 1 •

adec = l+~dec' où Zdec = 1088, n.A ~ 5 X 1O~8 et Jo = 0.1, on obtIent:

{

2 .2.5 x 10-, pou;r Tc= 0.1
edec:::::: 2.4 X 10-2, poUr Tc = 0.05 .

3.1 x 10-2, pOUJ Tc = 0.005

En résumé pour Tc « 1, on a une exc~ntricité d'un univers FRW
dans le scénario branaire de DGP et ~avité quadratique de l'ordre
de 10-2. 1

0,004

0,003

0,002

O,OOl

FIGURE 5.1- Evolution de l'excentricité en fonction du redshift z
pour différentes valeursde l'échelle dei croisement Tc dans le régime

Tc« 1, et Jo= 0.1
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(5.94)

(5.95)

Nous allons maintenant discuter de la relatio:h entre l'excentricité et le prob-
lème du moment quàdripolaire du rayonneJent du fond cosmique. Pour le
traitement mathématique du problème nous allons suivre Campanelli et al
[3,4,5].
Pour e« 1, on peut écrire la métrique à 5-dimensions sous forme suivante:

, ,1
2 2 2 . l" 2 2ds ~ dt - a (t, y) (.'; - hij )dXidx' - b (t, y)dy ," (5.93)

où hij est une perturbation de la métrique, donnée par:
!

hij = e26i36j3.1

1

On considère maintenant un photon émis à l'kpoque de découplage à t = tdec

à partir de la surface de dernière diffusion, quilvoyage le long d'une géodésique
1

de genre lumière et atteint aujourd'hui un observateur à l'instant t = t~.Si
on place l'observateur à'l'origine, les rayons ilumineux vus par l'observateur
sont donnés par l'équation: ' 1

. 'lto dt'x~(t) = n~ -'-
t aW)',

où ni est le vecteur unité le long de la trajedtoire de genre lumière et dirigé
1

de l'observateur vers la surface de dernière diffusion.

La déviation de géodésique entre un observat1eur à Xi et un autre à Xi+ 6xi le
long du rayon à un instant t est donnée, au Jremier ordre de la perturbation
de la métrique, par:

(5.96)

En définissant la vitesse propre d'un observateur par rapport un autre v =
d~l), et le redshift de la fréquence physique ru photon ~ = -v, on montre
que le redshift de la fréquence comobile du photon est donnée par:

- l'
_6w_c= _6 (_w_pa_)= ~_Bli_:ijninj6t. (5.97)
Wc wpa 2 Bt

Or la température d~ rayonnement' fossile plar rapport à un observateur co-
mobile est donnée par 6T f'V Wc, on obtient:

,-'

(5.98)



où

(5.100)~l(l+l)~1 12
2'2 ' + 1 L..t alm ,

J m

n3 ((), </» = cos ()cos 'l9 - sin ()sin 'l9 cos (</> - <p) , (5.99)

et 'l9 et <p sont les ro:gles entre les coordonnées sphériques galactique et l'axe
c et l'axe a, respectivement.
D'un autre côté, l'anisotropie de température relative oT~,<J»donnele spectre
de puissance

où (T) = 2.726:J: O,010K est la valeur moyenne de la température du rayon-
nement du fond cosmique fossile mesurée actuellement, et les alm sont les coef-
ficients des harmoniques sphériques Ylm. Pour l = 2, on obtient l'anisotropie
quadripolaire. Récemment les observations de la mission WMAP (Wilkin-
son Map Anisotropy Probe) a révélé une déviation des valeurs observées par
rapport aux valeurs prédites, appelée anomalie quadripolaire.

Cette anomalie se révèle à de grandes échelles pour lesquelles () > 60°. En
effet on a

.
( )

2' 2<5T2 obs ~ 236 j.1-K ,
.(.'

(5.101)

D'un autre côté, comme on l'a déjà signalé dans l'introduction, des analyses
plus précises des données WMAP ont montré un alignement des quadripôles
C2 et des octupoles' C3 et sont concentrés dans un plan incliné de 30° par
rapport au plan galactique. C'est ce résultat qui a motivé l'introduction
d'un univers ellipsoïdaÏ où une direction est en expansion différemment des
directions transverses du plan équatorial [14].

Récemment Campanelli et al [3, 4,5] ont montré que pour une excentricité
de l'ordre 10-2 les valeurs prédites pour l'anisotropie quadripolaire sont alors
dans l'intervalle 42.2j.1-K2 $; (<5T2)~ed $; 1001.6j.1-K2, ce qui est en concor-
dance avec les données observées. Ainsi, si on se réfère à nos résultats donnés
par (5.92) on constate qu'un univers ellipsoïdal dans le modèle branaire de
DGP et gravité quadratique résout l'anomalie quadripolaire du rayonnement
du fond cosmique fossile.
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Chapter 6

Conditions de jonction d'Israël
. 1

Pour décrire les conditions de jonction d'Israël-Darmois sur l'hypersurface
~ non-nulle, en utilise le principe de contib.uité de la géodésique à travers
l'hypersurface, d'après l'équation géodésiquJ implique dans la dérivée de pre-
mier ordre. . ' ,[ "
On divise l' espace-temps en deux régions vi et v- par une hypersurface ~,
où la région v+ est décrite par les, coordonnées x+ et la métrique g~13 (x+)
, alors que la région v- es: décrite par lest.coord?nnées x~ et la métrique
g;;13 (x~) avec x+ ::1 x~. SOIt le vecteur normal umté na à l'hypersurface ~,
définit par [23, 24, Q5] :

a dx
a

a (6 1)n = dl' nan [ = e, .

où dl est un élément de longueur. On considère que l'hypersurface ~ est
traversée orthogonaJ,ement par une congruerlce de géodésiques, paramétrisées
par la distance propre l, et on prend 1= 0 sut ~. Soit p un point au voisinage
de~, :muni du même système de coordonnékxa au voisinage des deux côtés
de~, et les coordonnées intrinsèques à ~ ,yJ, sont aussi installés sur les deux
côtés de ~ avec l (ya) = O. .

•
Définissons la discontinuité d'une quantité tensorielle Q à travers ~ par:

[Q]I~= Q(v+) I~+-Q (v-) I~-,
1

Sachant que par définition xa, 1 et ya contin'ues sur ~, alors:

, [na] = 0, [e~] j O.
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,,-,.

On définit aussi la fonction de Heaviside ()(1) telle que:

() (1) = { ~
, Indéterminée

et qui jouit des propriétés suivantes:

pour 1> 0,
pour 1< 0,
pour 1=0,

(6.4)

Pour la métrique de l'espace-temps,'qui est une fonction des coordonnées, on
0( (r'

a donc:
(6.6)

6.1 Première condition de jonction

Pour trouver la premi~e condition de jonction on exige la continuité de la
métrique ainsi que sa dérivée première donnée par:

+' ,_ > d() (1) dl + d(} ( -1) dl _
gOlj3,-y= () (1) gOlj3,y + ()(-1) gOl/3,-y+ ~ dx-YgOlj3 + dl" dx-YgOlj3

. = () (1) gt/3,-y+()(-1) g;;;j3,-y+ e 8 (1) (d() (1) gtj3 + d(} (-1) g;;;{j) ll-y
= (}(1) gtj3,-y+(}(-l) g;;;j3,-y+e8(1) [gOlj3] ll-y, (6.7)

Comme la fonction' de Heaviside est indéterminée en 1= 0, on élimine le
dernier ce terme en deIpandant que:

Avec ,

[gOlj3]e~ee= 0,

(6.8)

(6.9)

ou
[gOlj3e~ee] =:0,

et la définition de l~ métrique induite sur l'hypersurface:

(6.10)

(6.11)

(6.12)

la première condition de Jonction d'IsrMl est alors réduite à la continuité de
la métrique induite sur E,
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6.2. Deuxième condition de jonction

Pour déterminer la deuxième condition d~jLction d'Israël, on fait appelle à
une autre propriété' géométrique de ~, en 1'6ccurrence le tenseur symétrique
de la courbure extrins~que Kab défini par:

(6.13)

On a la relation suivante:

(6.14)

(6.17)

Où (Aj,ee)est donnée par[23] :

"Aj,~e= hamAmlbe~- e('J.!;/3 AJ.!ee)na

= Aaea - e (n 0/3~aeJ.!e(3)nalb a J.!, 1 a b

= Aaea _ eAa (n 0i eJ.!e(3)na, lb a, J.!'4 a b

, = Aî.e~- eK.J.Aan.[. "(6,15)

Il est évident que (AÎbe~) est une composante tangentielle à~, et (-eKabAana)
est la composante normale.

"

Comme les vecteurs tangents sont fonctions des coordonnées intrinsèques ya,
on déduit que: - 1

[Kab]= [na;/3] e~ee. (6.16)

On a d'abord l
. '[na;/3]= [na,/3]- [r~/3]r-r~/3 [I1y] . .1

Comme [n.y] = [~;] = 0 et [na,/3]= [::~fJ] = 0, on obtient:

[nai/3]= - [r~/3] I1y
1

= - 2 (k~n/3+ k~na - ka/3n')n.y

= ~(ek"p - k~npi - k;n.n.,),
où ka/3= ê [ga/3"]n', et .

[r~/3] = ~(k~n/3 + k'n/3na - ka/3n').
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1

En substituant les équations (6;17) et (6.18) dans (6.16), on a alors:. .. "

[ 1 '. l'Kab]= 2êk~l'e~eb'

Considérons maintenant le scalaire de courJure extrinsèque:
1

1
ab .

K = h Kab.1
1

La discontinuité de K à travers 'E s'écrit alo#s:

avec [hab]= 0, on obtient:

[K]= hab [Kab]= ~ê h~kal' e~e~.

(6.20)

(6.21)

(6.22)

(6.23)

(6.24)

Le fait qu'on va utiliser par la suite les équations d'Einstein Gal' = 87rT Dtl'=Ral'-
~gal'R, nous pousse à calculer les discontimptés des tenseurs de Riemann et
de Ricci à travers 'E. En effet on a: 1

, r~'Y= e (1) rt; + e ~-1) rfi;,
1

1

r~'Y,"= e (1) rt;,o + e (-1)

Considérons le tenseur de Riemann:

et
r~;,o + ê8 (1) [r~'Y]no.

j;
1 ~

Ra - ra ra + ra :r!-L ra r!-L
(ho - 1'6,'Y - 1'''1,6 !-L'Yl, 1'6 - !-L6 1'''1'

(6.25)

(6.26)

Remplaçant (6.24) et (6.25) dans (5.26), on: a alors:

R~'Yo= e (1)Rt;" + e (-1) Rfi;6+ 8 (1) A~'Y6, (6.27)

où
A~'Yo= ê ([r~6] ~ -i![r~'Y]no)'

En contractant sur les indices on obtient le 1 tenseur et le scalaire de Ricci:

et

RaI'= e (1) R~I'+ e (-1) a;;13 + 8 (1) Aal',
1
1

- 1

R= e (1) R++ e (-1) R- + 8 (1) A.
1
1

"
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Substituant maintenant (6.28) et (6.29) dans les équations d'Einstein:

Ga,B = ()(1) (Rt,B - ~gt,BR+) + ()(-1) (R~,B.- ~g~,BR-) + 8 (1) Aa,B+ 8 (1) Aa,B- ~ga,BA8(1)

= 81rG (() (1) Tt,B + ()(-l)T~,B) + 8 (1)Aa{3 - ~ga,BA8(1), (6.30)

à partir de laquelle on déduit l'expression du tenseur d'énergie-impulsion:

(6.31)

où
1

Sa,B = 161rG (Aga,B~ 2Aa,B). (6.32)

On remarque que Ta,B est la somme de trois contributions. La première et la
deuxième proviennent respectivement des tenseurs énergie-impulsion associés
à v+ et v_, alors que la troisième constitue le tenseur énergie-impulsion de
la couch mince de taille 1 sur 'E séparant v+ et v_ .

En utilisant (6.19) il est facile de montrer que:

Afhô = ~ [(k~'nô+ k5'n,B- k,Bôna)ILy- (kpIlry+ k~n,B- k,B-yna)nô]

= ~ (k8n,Bn-y- k~n,sll8 - k,BônaILy+ k,s-ynanô), (6.33)

(6.34)

(6.35)
et

A = e (kiLllniLnll- ek) .

En remplaçant les équations (6.33-6.35) dans (6.32) on obtient:

161fGeSa,B = kiLanlLn,a+kiL,BniLna- knan,s - eka,B - (kiLllniLnll-ek) ga,B' (6.36)

A partir de cette relation; il est facile de voir que Sa,B est tangent à 'E on a:

Sa,Bn,B V\ kiLaniLn,Bn,B+ kp.,BniLnan.B- knan,B~ - eka,Bn,s- (kwniLnll - ek) ~,Bn,s

V\ ekiLaniL + kiL,snILnan,B- kna - eka,Bn,B- (kiLllniLnllna- ekna)
V\ O. (6.37)

Alors on a:
(6.38)
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donnée par:

S - 1 '[k J-L afJ+k .J-L afJ k afJ
ab - 167TGe. J-Lan nfJeaeh J-LfJn naea eh - nan,eea Elb"

-êkafJe~e~ - (kJ-LlInJ-Lnll - êk) gafJe~~] •

Grace aux propriétés llae~ = 0 et hah =ga,ee~e~, on obtient:

Sab = 16~G; [~êkafJe~e~ - hahkJ-LlI(~gJ-LlI - êhIDu~ e~) + êkhah]

_ 1 (h hIDuk J-L li 1~ .a fJ)- 167rG, ah J-LlIemeu- êAafJeaeh .

En utilisant les éqq~tions (6,20) ef(6.23) on arrive finalement à:

(6.39)

(6.40)

(6.41)

qui est la relation de Lanczos-Damois-Isra~l. Cette relation relie le tenseur
d'énergie-impulsion' surfacique au saut d~ la courbure extrinsèque de ~+
à ~_, et vice versa. ~e tenseur d'énergie-impulsion de la Coche mince est
alors donnée par: ,

Tt= 0 (1) Sabe~ee. (6.42)
Donc, pour avoir une transition lisse à travers l'hypersurface, il faut éliminer
la fonction 0 dans le tenseur d'énergie-impulsion. La seule solution possible
est posée:

(6.43)

qui constitue la deuxième condition de jonction.

Considérons maintenant la généralisation des conditions de Jonction ci-dessus
au scénario formé de deJ,lXbranes syinétrique. Soient alors deux hypersurfaces
parallèles ~1 et ~2 définies par la direction orthogonal na, et symétrique par
apport au point xa= 0, et on désigne par T la distance les séparant.

Dans ces coordonnées la symétrie des hypersurfaces impose que:
. a

Kab (xa) = Kab(~xa) ,

et selon (6.17) et (6,,29) on a donc:
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(6.47)

A la limite (T -t 0) on a par définition:

et de manière équivalent, en introduisant e~licitement les coordonnées, on
peut écrire:' i

Kab (~) = -Kab ~-~) .

1

(6.51)

(6.50)

(6.49)
.','

ou bien

Olim Kab a) -Kab (-D 1 8x",Kab (0) , (6.48)
T--+O T

cela se comporte comme la fonction de Delta Dirac, si <P(xn) est une fonction
alors: . 1

1T/2

.' 8x",Kab<P(:lé) dx = 2Kab (0) <P(0) ,
. -T/2 1

à partir de laquelle on déduit que pour L:1 r L:2 = L:, on a:

[Kab] = 2Kab It
1

. + t_
[Kab] ;;:= 2Kab(0 ) Iy--+o+ = 2Kab(0 ) Iy--+o-'
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Chapter 7
[

Conclusio'n généra~e
i

. l ,"
L'étude effectuée dans ce mémoire de magister est consacré li la détermina-

I
tion de l'excentricité d'un univers ellipsoïdal de dimensions 4 et 5 dans le

l '
cadre de la gravité modifiée dans le scénar~o branaire de Dvali-Gabadadze-
Poratti (DGP). Comme gravité modifiée nolis avons considéré la f(R)-gravité
où f(R) = R + foR2• En utilisant les équktions de mouvement d'Einstein
et les conditions de jonction d'Israël ada~tées au cas étudié, nous avons
déterminé les équations de Friedmann da.ru\ le volume, qui dépendent de la
géométrie et de la matière autant isotropiq~e qu'anisotropique de la brane.
Nous avons aussi à obtenir une expression d~nnant l'excentricité d'un univers
ellipsoïdal à cinq dimensions dans -les deux! régimes Tc < < 1 et Tc> > 1, et
qui dépend uniquement de la pression anisbtropique dans le 'volume. Il est
important de noter que nos résultats cOïn~ident avec ceux de la relativité
générale d'Einstein dans le cas f(R) = R e~ Tc » 1, et avec les résultats de
la gravité modifiée pour Tc » 1, ainsi qu'avec ceux du modèle branair DGP
où f(R) = R. " ' , 1

Nous avons utilisé un univers ellipsoïdal dans la théorie de la gravité modifiée
et le scénario branaire de DGP pour expliq~er la suppression de la contribu-
tion du moment quadripolaire dans l'aniso~ropie de température relative du
rayonnement cosmique fossile (CMB radiation). Des analyses plus précises
des données WMAP ont montré tin alignJment des quadrip~les C2 et des
octupoles Cs et sont concentrés dans un plk incliné de 30° rapport au plan
galactique. C'est ce résultat qui a motivé l'ihtroduction d'un univers ellipsoï-
dal où une direction est en expansion différ~mment des directions transverses
du plan équatorial [14]. Campanelli et al [3,14,5]ont montré que pour une ex-
centricité de l'ordœ'10-2 les valeurs préditek pour l'anisotropie quadripolaire

1

sont alors dans l'intervalle 42.2J-LK2 :::; (8T2D~ed :::;1001.6J-LK2 , ce qui est en
concordance avec les données observées. En utilisant les résultats obtenus
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dans ce mémoire noUs avons montré qu'un uDivE~rsellipsoïdal dans le modèle
branaire de DGP et grgtvité quadratique résout l'anomalie quadripolaire du
rayonnement du fond cosmique fossile.
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Abstract:
The aim of this work is to c~lculate the eccentric e2 (t) of

the elliptical world in two l, different types of modified
gravity theûrie. The first is li the Dvali-Gabadadze-Poratti
(DGP) brane scenario with one extra dimension, and the

l,

second is the (DGP) modelith f(R) gravity theory.

Résumé: Il

Le but de ce travail est d~ calculer l'excentricité e2 (t)
d'un. ~niver~ e~liptique dan.sildeux types d,e théorie. de la
gravIte modlfiee. Le preml~r est le modele branatre de

i

Dvali-Gapadadze-Poratti (DVP), et le deuxième est le
modèle (DGP) dans la théorié f(R) gravité.

1

1 :~

e2(t) ~IIS,~ ù~1 ~)~ ':1 yL.... ~ a....~.JI•.;...ù""•..•~I
~. il

.~~4Jl a:~ Js. j>.)\ \j.:J1~1\~~I J ~~ ~ J:>l>w-o

.~L;,'l!1~l••/Yl ,; ù:~1j,I)~ J DGP é,.J :J,'YI.b.;J1

.d....J~6JJal.) a..s ,1:..: ~ DGP ~~~ :,,'Wl.b.;Jl~. • 1.\ "I ~y-w '$ • I~
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