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Chapter 1
Introduction générale

En 1915, Einstein découvrit une nouvelle théorie de la gravitation qui apporte
- un changement & notre conception de I’espace et du temps et qui constitue
actuellement la théorie de la relativité générale (RG). Cette théorie a dé-
- clenché une véritable révolution au sein des scientifiques puisqu’elle décrit
la gravitation en termes uniquement géométriques. Aujourd’hui pour nous,
l'univers est homogéne et isotrope, et ces hypothéses constituent le principe

cosmologique qui décrit la nature spatio-temp%relle de 'univers. Il n’y a que

trois types de géométries pour la partie spatiale de 'espace-temps qui soient
compatibles avec les hypothéses de ce prmcxp‘e La géométrie sphérique qui
correspond & un univers fermé et fini, la geométne hyperbolique’décrivant un
univers ouvert et infini, et enfin la géométrie euclidienne décrivant un univers
plat. Ces trois géométries correspondent en fait & une courbure globale de
P'univers; cette courbure est positive pour un univers ellipsoidal, négative
pour un hyperbolique et nulle pour un univers 'plat [1,2]. Les observations de
supernova de type Ia, les données des observations BAO (Oscillations Acous-
tiques Baryoniques), et le fond diffus cosmoloéque CMB (Cosmic Microwave
Background)...indiquent que univers est entré tardivement dans une nou-
velle phase d’expansion accélérée. Ce phenon‘lene induit naturellement que
Punivers a été dense et plus chaud par le passé, c’est 1a I'idée fondatrice de
Big-bang [3, 6]. Pour:décrire la dynamique de I'univers le modéle standard de
la cosmologie est basé sur le concept de l’expaxllsion et repose sur 1'utilisation
de la relativité générale. De l'explication de I’expansion on peut obtenir
une forme d’énergie de nature inconnue, et il est considéré que 1'univers est
formé de 70% d’énergie sombre de nature 1nc0nnue et 30% de matiere sans
pression. En effet les modéles ACDM (Lambda Cold Dark Matter) sont
consistants avec les tests-observationnels, et pérmettent brillamment de don-

ner une description effective de l’evolutlon de 'univers, mais ces modéles
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souffrent des problémes de coincidence et d’ajustement fin de la constante
cosmologique {7,8]. Afin de résoudre ces problémes et d’apporter une expli-
cation au mystére de Paccélération tardive de Punivers, d’autre théories de la
gravitation ont été & introduites, parmi lesquelles on peut citer les modéles de
la gravité modifiée qui consistent & modifier a/la base la théorie de la gravita-
tion d’Einstein, mais qui doivent reproduire le comportement de la relativité
générale a courtes échelles. Certains de ces. modéles sont inspirés du modeéle
a dimensions supplémentaires comme le modéle DGP (Dvali, Gabadadze et
Poratti), qui décrit une théorie de la gra.v1te dans un espace-temps a cing
dimensions (5D)[9, 10]. Et pour savoir comment ces nouvelles théories pou-
vaient différer de la relativité générale, Starobmskl a étudié dans le contexte
de linflation un autre modéle appelé la théorie de la f (R)-gravité. Cette
nouvelle théorie consiste & généraliser I'action d’Einstein en remplagant le
scalaire de Ricci R par une fonction arbitraire de ce dernier. Ce travail peut
se faire pour le modeéle d’'un univers e]lipsof[dal‘l, ol on va donner sa structure
générale et quelques nofions de sa dynamique. Nouveau paragraphe le but
consacré par ce mémoire de magister est de calculer ’excentricité de 'univers.
Sachant que la théorie de la f (R)-gravité ait ét6 introduite principalement
dans un espace-temps (4D), comment peut-on calculer I’excentricité d’un
univers ellipsotdal dans le scénario branaire a dimensions supplémenta.lres"
Ce scénario branaire implique une ut1hsa,t10nf prudente de la f (R)-gravité.
L’organisation de ce mémoire est constituée d’une introduction générale avec
une conclusion générale et quatre chapitres. |Ainsi, on va aborder au 2éme
chapitre un rappel de la relativité générale et de la cosmologie relativiste.
Le 3éme chapitre est consacré au calcul de I’évolution de Pexcentricité d’un
univers ellipsoidal & (4D). Dans le 4éme chapitre on étend notre étude a un
univers ellipsoidal & (5D) dans le cadre du s¢énario branaire de DGP et la
f (R)-gravité, oi on obtlent 1’ev01ut10n avec le temps de Pexcentricité de
Punivers. : '
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Chapter 2

Introduction de la

2.1 Cosmologie relativiste

Dans ce chapitre nous allons présenter les

cosmologie relativiste, ainsi que les prédict:
Punivers. La description de la dynamique de

relativiste de la gravitation qui est une proy
temps. Elle est donc basée sur la connaissan:
métrique g,,. Ceci constitue la base de la r
mologie. Ainsi, le but principal de la cosmc

cosmologie

principes fondamentaux de la
ons concernant I’évolution de
I"univers nécessite une théorie
riété géométrique de l’espace-
ce des composantes du tenseur
elativité générale et de la cos-
logie relativiste est de donner

une description valide de la distribution de matiére et d’énergie dans ce cadre

géométrique de I'espace-temps.

2.1.1 Meétrique d’un espace-ten:

La relativité restreinte considére un espace-t:
sions décrit par un tenseur métrique de compo
Le carré de l'intervalle infinitésimal séparant 2

ds? = n,, dx* &

Cet intervalle est invariant sous les transform|
changements de référentiels. Cet intervalle es
de genre lumiére si dS2=0 et de genre temps

En relativité générale la métrique conserve la
des espaces de Riemann, et est généralement

ds? = g, dx* d

)

1PS

émps de Minkowski & 4 dimen-
santes 7, = (+1;, -1, —1, =1).
2 événements voisins s’écrit (1] :

(2.1)

o

ations de Lorentz associées aux
t dit de genre espace si dS?>0,
si ds?<0.

forme canonique caractéristique
écrite sous la forme suivante:

(2.2)

v

Xy




ol g,, est le tenseur métrique. Pour la suite,| nous adopterons les unités na- ..
turelles i = ¢ = 1, par ailleurs; les indices tensoriels seront en lettres latines
(i, i, K, ...) pour les coordonnées spatiales, et en lettres grecques (p, v, p, ...)’
pour des coordonnées spatio-temporelles.

On peut généraliser les notions de tenseur |et de vecteur qui sont définis
comme suit: un objet mathématique A*“est appelé tenseur sous les transfor-
mations des coordorinées z# — z'® , il se transforme selon les relations:

Y ox* 0x” .
W (x) = 5ok ’ ), (2.3)
ox'* 9x'# '
A#V (X) = —5}-{;'(-9;;1\,;43 (X) s . (2.4)

Un objet A* est appelé vecteur si dans un changement des coordonnées, il se
transforme selon les relations:

_ oy |
A (x) = ’(;:c_,\AA (x'), pour un champ des vecteurs contravariants.

ox"
A, (x) = —b;;Ax ('), pour un champ des vecteurs covariants. (2.5)

2.1.2 Géodésiques de I’espace-temps

Pour décrire les équations du mouvement d’u;ne particule dans un champ de
gravitation en un point de Pespace-temps, il est nécessaire d’introduire la
notion de dérivée covariante (en relativité générale, ceci conduit au principe
de covariance) qui consiste & remplacer 7, |par g., et toutes les dérivées
habituelles 0, par des dérivées covariantes D,. En effet, pour un vecteur
contravariant de composantes A* on a [1] :

OA#
dA* (x) = — dx” 2.6
)= 5 9" (26)
alors la dérivée covariante DA est donnée par la relation suivante:
. [oam |
DA* = (-5;; + F’jAA") dx?, (2.7)




oit I'Y, sont les coefficients de connexion, ou symboles de Christoffel pour une -

variété différentielle Riemannienne.

En relativité restreini;e, pour une particule libre on a I’équation du mouve-
ment: .
dut= 0, (2.8)

ou u” est la 4-vitesse définie par u* = dx#/ds. I’équation du mouvement
décrivant les géodésiques de la particule en relativité générale est alors ex-
primée par: _

- Du* =0, (2.9)

et en utilisant (2.7) on obtient:
du* + ' u’dx* = 0. 4, (2.10)
Enfin en divisant par ds, on obtient les équations du mouvement:

d?x# dx¥ dx*
" —
ds2 + vA ds ds - 0, _ (211)

oit les symboles de Christoffel pouvant étre obtenus & partir du tenseur
métrique et sont données par la relation:

1
Ty = 587 (gw,x + 8 — Bury) - (2.12)

Tntroduisons maintenant la quantité RY 5, qui est un tenseur mlxte de qua-
triéme ordre, appelé le tenseur de courbure ou tenseur de Riemann, défini
par:
v oomA A
/.Laﬂ = aﬂ 1" 30, rZﬂ + FAB F“a - FKa FI‘B . (2.13)

~ Nous pouvons aussi, définir par contraction du tenseur de Riemann, un nou-
veau tenseur symétrique.de second ordre R, 5 appelé tenseur de Ricci:

B‘Vﬂ = R'lc/! aff =‘g/4a R;w af » (214)
et qui peut s’écrire en fonction des symboles de Christoffel comme:
Rys = 05 I}y — Oi ruﬁ+rw\ rﬁa 1" %o 1 (2.15)

Si & présent nous contractons le tenseur de Ricci, nous obtenons le scalaire
de Ricci: .
R = g""R,g, (2.16)

et qu’on Pappelle aussi la courbure scalaire de I’espace-temps.




_de la matiére.

2.1.3 Equatidns du champ de gr

Les équations d’Einstein relient la géométrifé

avitation

de Pespace-temps au contenu

en matiére et en énergie de I'univers. Afin c}’arriver a une telle description,
nous définissons Vaction totale en relativité générale comme étant la somme

de deux contributions: -

Storar = Sg+5a (2.17)

ou S, représente I'action du champ de gravitation et S, représente l’action

2.1.3.1 Action de courbure et sa variation

L’action de courbure, appelée action d’Einstein est de la forme:

—g d*x, _ (2.18)

ou u? = 87G, G est la constante gravitationnelle de Newton, et g est le

déterminant du tenseur métrique.

La variation de l'action S, par rapport & g, |s’écrit:

' -1
(SSg = —271’-2—/5 (\/—g R)d"‘x
—-—1—/5- gaﬂRaﬂ\/—g ) dx

2 9,2

(R 6v/=g +Rapv/— 5g"ﬂ + g%\ /=g SRag) d*x.  (2.19)

Afin d’aller plus loin dans nos calculs nous allons utiliser quelques propriétés.

En effet on a la relation: ‘
87gus = 0g
a partir de laquelle on montre que:

08ap = —BaulpyO)

- 0g

De méme on montre que:

. ' (2.20)

Sln|g|= —guog"”. _ (2.21)

En utilisant (2.20) et (2:21) le premier terme

de 'équation (2.19) devient:

R o o
ROV/=E = —5 V=8 BasdE™’. | (2.22)
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Pour le troisiéme terme, on utilise la relation définissant le tenseur de Ricci ..
(2.13). On sait que T'Z, n'est pas un tenseur, mais 6I'g, est un tenseur, et la
variation R.g s’écrit alors: -

ORap = =00, s + 58;91";
i
= -9 51"aﬂ + 8361‘

=-D, (ar“B)+Dﬁ (ere). (2.23)

En utilisant la propriété de métrique compatlble D,g?7=0, on obtient:

V=88 Rap=v/~g (~D, (8™ 5T“ﬁ)+Dﬂ( *0r6,)) - (2.24)
: \

En permutant les indices u et 5 dans le dernier terme on obtient:
A\ /—ggaB(sRaﬁ:‘ /_..gD# (_gaﬂ&rg»ﬂ + gay,érgﬁ)
= 4/ _gD“Aﬂ" (2.25)

ou
A = —g*PoTh; + goHoTh . ‘ - (2.26)

En utilisant maintenant le théoréme d’Ostogradsky, et que les champs s’annulent

sur la frontiere 0Q du domaine (2, on montre lque:

\/——Egg"‘ﬁ ORapd*x= / v=gD, A*d*x
Q

- }{ J=aAlds,
Q

=0. @)

En substituant tous les termes dans la variation de I’action gravitationnelle
(2.19) on a alors:

-1 = 6 (v/~¢g) r—— 4
/,w pv HY

6Sg 2 lJ‘ / (RIW + g l“/ (5 g;u/ + g g 6 y,u 5g d*x

2:2 / G «/_ (Sg‘”’ dx, (2.28)

ol -y
Gu =Ry, — §R g (2.29)

est le tenseur d’Einstein. C’est un tenseur symétrique qui obéit a I'identité
de Bianchi:
' D,G* = 0. (2.30)




2.1.3.2 Action de matiére et sa variation
L’action de matiére .ést donnée par:'
Sy = / Lo /=8 Ti‘*x, ' (2.31)

ol £, est la densité lagrangienne qui décrit la matiére dans I’espace-temps.
En variant cette action par apport au tenseur métrique on obtient:

V8 oo 4
o= [ (VEfss e - £ VGE o s e
— a"£m ) ‘ T A oV 34
=3 / (2 g g#i,f,’m) V—gbg"d*x. | (2.32)
En introduisant le tenseur énergie-impulsion: :
0Ly
‘ T = (2 B - g“,.ffm) , (2.33)
la variation de 1’action du champ de matiére|s’écrit alors:
1
88y = / 5 Two v=gdg" d*x. (2.34)
A partir du principe degmoindre action:
- 0Stotar = 055+0S5,, =0, - (2.35)
on obtient la relatio;i: ' ’

/ V=G, g d*x—p? / \/:‘_g'T”,,ég“"d"‘x:O, (2.36)

& partir de laquelle on dédmt les équations d’Einstein du champ de la rela-
tivité générale:
G, = 8nG T,J,,‘ , (2.37)

qui montrent le lien en la géométrie et la matiére dans |'espace-temps.

2.2 Equations fondamentales de la cosmolo-
g1e relat1v1ste ’

D’abord il est important de rappeler le principe cosmologique : " L’univers
est homogéne (identique & lui-méme en tout| point) et isotrope (identique &
lui-méme dans toutes les directions)” :

Dans la structure de 1'univers, on admet que les lois de la relativité générale
d’Einstein liant la courbure de 'espace-temps A la présence de la matiére,
sont celles qui peuvent le mieux décrire la dynamique de notre univers.

I
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2.2.1 Métriqué de Friedrhann—Robertson—Walker

Une conséquence mathématique du principe cosmologique est Iexistence d*un -

systéme de coordonnées comobiles dans lequel la. métrique & quatre dimen-
sions de l’espace—temnps homogeéne et isotrope qui décrit un univers en expan-
sion prend la forme obtenue par Friedmann et Robertson-Walker(FRW)[1] :

ds? = c? at? — a%(t)do?, (2.38)

ou do?= l_dizrz + 1% d6% + r? sin 6 dy? est la métrique spatiale, t, r, 8, et
¢ les coordonnées par rapport 4 un observateur local, et r la coordonnée
comobile entre deux points, 3 multiplier par le facteur d’échelle a (t), et 5
est une constante (variable discréte) caractérisant la courbure de 'univers. Le
facteur d’échelle a () caractérise ’expansion de P'univers. Les composantes

du tenseur métrique s’écrivent alors:
i 1
Bos= (1,:—a2m ,—a’r?—a?r?sin? 6). (2.39)
Maintenant, on déduit les symboles de Christoffel non nuls:

) F:J = a,agij 5 sz = F;t = ;61] s o (2.40)

ol &; =(=t= , r?, r¥sin? 6) . A partir des symboles de Christoffel, on dé-
duit les composantes du tenseur de Ricei:

Ry = 33 , Bi=0, Ry = — (za2+aa+ 2 x) & (2.41)

et le scalaire de Ricci (R = G, R*) est donné par:

- ) » 2 r
a {a »
= “+1= =1, . 2.42
R=6 a+(a) +a2 (2.42)

Pour un fluide parfait dont le tenseur énergie-impulsion est donnée par Ty =
(p+p)UU, — guwP, OU p et p sont respectivement sa densité d’énergie et sa
pression, et en remplagant dans la composante (0,0) des équations de mouve-
ment d’Einstein (2.37), ot obtient alors la premiére équation de Friedmann:

2
- f[a »x 876G
—_ —_— T e—— ) 2.4
<)+a2 3P R CEL)

a

11



ol » = 0, +1, —1 respectivement pour un un
En effet ’évolution de 'univers est différent

A partir des composantes (i, j) des équafcion
deuxiéme équation de Friedmann donnant le
de I'univers: '

4 TG (p+H

3 P
En effet, 'univers est en expansion accélérée
Cette derniére condition viole la condition ¢

- Les équations fondamentales de la cosmologi
équations de Friedmann (2.43) et (2.44), av
a spécifier.

2.2.2 Paramétres cosmologiques

On peut définir les parametres cosmologiques
de Friedmann-Robertson-Walker qui décrive
Iunivers.

- Constante de Hubble

Les parameétres réduits permettent de définir
On d’abord définit le paramétre de Hubble:

ivers FRW plat, fermé et ouvert.
e selon les valeurs de s [8].

s d’Einstein (2.37), on obtient la
taux d’accélération de I’expansion

3p). (2.44)

si a >0 correspondant p+ 3p<0.
I’énergie forte (SEC) .

e sont donc constituées des deux
ec une équation d’état p = £ (p) . .

5 essentiels du modele cosmologique
ent le contenu et la structure de

une équation encore plus simple.

1 da(t) :
Hi)= ———+ 2.4
0= 25 (2.45)
et pour aujourd’hui (t = to), on a la constante de Hubble:
'. _ 1 da (¢
. He= a® & | lto - (2.46)

- D’apreés le modéle cosmologique standard,
passé lointain, est dominée par la matiére re
et un facteur d’échelle a () ~ t/2.

- Dans le passé proche, ’expansion est par la
d’état p = 0 et de facteur d’échelle dominée

12

Pexpansion de 1'univers, dans le

lativiste d’équation d’état p = £

matieére non relativiste d’équation
a(t) ~t¥3.



- Parameétre de densité

En général, 'évolution du facteur d’échelle est déterminée par 1’équation de
Friedmann (2.43) : :
87G:

H () = == o (1), (2.47)
ol p (t) la densité d’énergie est la somme de plusieurs composantes qui varient
différemment avec t. On peut définir les parameétres cosmologiques décrivant
le contenu et la structure de l'univers qui sont respectivement la densité
d’énergie de matiére, de rayonnement et de I’énergie du vide [1,11]:

ONES .
© P _ 871G

= 2.4
©
@=A __A , (2.50)

ou la densité d’énergie critique est définie par:

© — 3H
T T 8nG’

- Tenseur d’énergie-impulsion

La forme générale du tenseur des contraintes d’un fluide parfait isotropique
de densité d’énergie p et de pression p est donné par:

Tw = (p+p) UU, — g P, (2.51)

ol U, est la quadri-vitesse du fluide.’ Les composantes du tenseur d’énergie-
impulsion d’un fluide parfait sont données alors par:

T¢=diag (+p; —p, —~p, =p). (2.52)
En se rappelant que U¥U, = —1 et g, = 4, est facile de montrer que:
T = gl“"ryu
i = —p+ 3p. (2.53)

13



par P’énergie du vide on a w = —1 et par c¢

2.2.3 Equatii)n de conservation de ’énergie

Sachant que le tenseur d’Einstein vérifie I'identité de Bianchi on déduit alors:

V, T =

(2.54)

qui exprime la loi de conservation du tens<=ur énergie—impuléion. On peut

expliciter cette loi comme suit:

A
VT =0, T“+l" N TorThoTh 5

qui pour i =0 et en utlhsant les expressmns des coefficients de Christofell,

on obtient:
p+3H (p+ P)
que Von écrit aussi sous la forme:
30 (pd®)
3-—-——-—— =
¢ o

\= 0, (2.55)
.

et qui exprime 1’équation de conservation de la densité d’énergie de I'univers.

- Equations d’état:

Tous les fluides parfaits utilisés en cosmologie conduisent & une équation
d’état tres simple entre la densité d’énergie et la pression, de la forme p = wp

ol w est le paramétre d’état.

En utilisant la forme (2.55), on obtient:

é -3(1 +w)

Cette équation determme I’évolution de la
d’échelle.

Par exemple si w = 0 (matiére non relativiste) la variation est a”

(matiére relativiste) la variation est a™, et

14

a
- 2.
. " (2.57)
- en intégrant par apport 4 ¢ on a 1a loi:
) paa e (2.58)

densité d’énérgie avec le facteur

3 o, — 1
ySlw=3

enfin pour un univers est dominé
nséquent p = const.




2.3 Appendice

La variation § (1/=g) est donnée par:

5 (v=8) = 8 ([~ detglt) =

14 [— det g/-tv]

Pour calculer la différentielle du déterminant on utilise la relation suivante:
. |

5[~ det A] = —D (det A) 64 =

Si A est inversible AT = det AA~! on a:

0 [—det A] = Tr (—det A

avec A=g, et A= gt on obtient:

5(v=8)

Tr (—E7 64) . (2.60)
AT164), (2.61)
g (2.62)

15







Chapter 3

Univers ellipsoidal
dimensions

3.1 Introduction

a quatre

L’objectif de ce chapitre est d’exposer bri¢vement la dynamique d’un univers
ellipsoidal & quatre’dimensions. On va donner sa structure générale, et le

calcul de Pexcentricité de cet univers.

La métrique de P’espace-temps d’un univers
de (FRW) [12,3,4,5] : '

a8? = at? — a2 (t) (b + dy?) — c2 (t) dz?,

ellipsoidal s’écrit sous la forme

(3.1)

oil on a introduit deux facteurs d’échelle a (it) et c (t) qui sont des fonctions
du temps cosmique t, et ol = et y sont les coordonnées du plan symétrique.
L’excentricité de I’univers est alors donnée par [13] :

e='{ 1—(2) .

(3.2)

En récrivant explicitement la métrique en fonction de ’excentricité on a:

ds?*=dt?—a? (t) (dx*+dy®) — (1 - e’ (1)) a’(t) dz?.

On observe que l'univers est oblate quand
L’excentricité pour une sphére prolate (a <
lation [13] :

e=\/1—-—(%_§.

16

(3.3)

a > ¢, ou prolate quand a < c.
c) est donnée par une autre re-

(3.4)



En faisant ’hypothése d’un fluide parfait, 13
impulsion de 'univers peut é&tre en général do

TY = diag(p, —pj, —p|

, forme du tenseur d’énergie-
nnée par:

s pJ.) ) (3‘5)

ol p; est la composante tangentielle et p, la cbmposante perpendiculaire de

la pression par apport au plan de symétrie (x,

3.1.1 Equations d’Einstein

Y)-

Dans qui suit nous allons déduire les équations de mouvement d’Einstein, en

utilisant la méthode basée sur les équations d’

Euler-Lagrange:

98 4 [a£) |

La densité Lagrangienne associée a la métriqué (3.1) est donnée par:

£=% | ({;2—5 ® (F+7) Low 22). 3.7)

On montre que pour la coordonnée ¢, les équations d’Euler-Lagrange con-

duisent a: 3 - .
t+aa (x +y ) +cez

2

~0. (3.8)

Sachant aussi qu’a partir des équations des géodésiques on a I’équation:

t+ Tl pxaxp= 0, | (3.9)

qui explicitement s’écrit sous la forme:

.2

3 .2 .2 .2 ‘
t4+Tt +I9,x 4Ty +T%z =0. (3.10)

En comparant cette équation avec (3.8), on dé

fell non nuls:

duit les symboles de Christof-

M =sa, h=aa, If=cc, (3.11)

wip-

a
1 1 2 2
1"01—1"10-;, T =Ty =—,
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. (3.12)

B EKsE

.
Tog=T3 =




et que les composantes nion nulles du tenseur ¢

je Ricci sont alors données par:

.~ oo \
Rop = — (23‘4-5 | (3.13)
A\ a C
2 . c
Ryy=a +a at-aa, (3.14)
2. c
Rog = a +aa+—5aa y (315)
. a.
. Ryz=cc+ 2;cc . (3.16)
La courbure scalaire s’exprime alors comme:
, - . _ -\ 2 .
SN S-S (3 LY @17
a c a ca

En introduisant ’excentricité & travers la relation c? = (1 — ¢?) a2, on ob-

tient:

+8é ee 2ee

.2
2e

2
2e%a

-+

a(l—e?) (1-—e?

. oy 2

a a
En remplacant dans les équations de mouveme
suivantes:

2

+ 5. (3.18)

(1—ez)+ (1-e?)

nt d’Einstein on a les équations

.\ 2 .
a 2a ee 81
(z) R I R
-\ 2 - - . . ‘ .2
a a a ee ee e
(E) LR E— T ey e (820)

* qui généralisent les équations de Friedmann

En utilisant maintenant la conservation du t
montre que la loi de conservation de la de
donnée par:

p+2 <-Z> (p +_ph) + (Z ~2

18

(1 — e

5

2
) +2 2 = —8rGp,, (3.21)

2.43 - 2.44).

tenseur d’énergie-impulsion, on
nsité d’énergie est maintenant

) (p+p.)=0. (3.22)




Sion pose e =0,onapy=pL=pet alors:

3 (-) (p+p)=0,

qui est la conservation du tenseur d’énergie-impulsion pour un univers FRW
isotrope et homogeéne. '

3.2 Equations de conservation de I’énergie

3.2.1 Entropie a I’équilibre
En principe, le tenseur d’énergie—impulsion total T# peut &tre séparé en deux
parties [13] :

- une contribution Aﬁisotrope (
. A . .
(Ta)! = aiag(p™, —pf, —pfs —PL): (3.23)
- une contribution Isotrope

(T1)¥ = diag(p’, =P}, —P}, —PL)- (3.24)

Introduisons maintenant ’entropie de 1'univers. Ecrivons d’abord 1’équation
de définition dS = d ((p + p) ¥), o T, p et V sont respectivement la tempéra-
ture, la pression et le volume du systéme considéré. Cette équation permet
de déduire que entropie s’écrit comme:

V R
8=(p+ P) 2 (3.25)
11 est alors facile de déduire les relations suivantes:
8S _ p+p
) w1 . (3.26)
et
8s Vdp
57 = Tar (3.27)

qui conduisent & la relation donnant la variation de la pression du fluide
cosmique en fonction de la température:

T%D = p(T)+p(T). (3.28)
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3.2.2 Excentricité d’un univers ellipsoidal & quatre di- -
mensions

On a d’abord la relation: .
S p v
- = — = 3.29
S”ptp V¥ (329
Or, en utilisant la relétion (le facteur de proportionnalité n’est pas essentiel):

V~y1—e? ad (3.30)

on obtient:
p ee
p+p

s a
-= 3—-—2 . 3
'S T T (3.31)

En considérant que I’expansion de 'univers est adiabatique (S = O> , on

obtient finalement ’équation de conservation pour la partie isotrope:

1 -fa | ee L
b +31-](p+p)—2 I+pl)=0 3.32
p o+ <a)(p +pY) (1_32)(p+p) - 0, (3.32)
et en utilisant ’équation d’état du type p' = w p* on a:
I ay 1 eé N r
p +3 (a> (%—%—w)p 2(1_62) (14+w)p =0 (3.33)
En intégrant cette équation on montre que:
P o (1—e?) @ g, (3.34)

Pour un univers dominé par la matiére non-relativiste ot pt = 0, la densité
d’énergie suit alors la loi

Pl (1—e?)7 a™ (3.35)
Pour un univers dominé par le rayonnement ot p* = p'/ 3, on a la loi:
P (1—e?)7F amt, (3.36)

De la méme maniére, on montre que I’équation de conservation pour la partie
anisotrope est donnée par [13,14] :

» 2 (-a—) (p* + 1) + (Z -2 F%) (o* + pf) =0.  (3.37)

a
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Les équations de mouvement (3.20), (3.21) et (3.37) s’écrivent comme:

51—: (eé) +3H o = 167 G A, ' (3.38)
H? + 22 =871 G p*, (3.39)

LA )
p +4H pt =0, (3.40)

la. derniére équation admet la solution suivante:
pt o at (3.41)

Pour un passé proche on a (a(t)~t>3 et H=(2/3)t). En utilisant les
paramétres: ‘

A .
P~ (to
2 = -—(0)—) (3.42) .
Pcr
. : 3H2

la solution de Iéquation (3.38) est donnée par:

P=saf) (1-s.tr2aF), (3.4)
avec
a(t) <ag(t)=1. (3.45)

En ne gardant que le terme dominant, I’excentricité d’un univers dominé par
la matiére non relativiste est alors donnée par:

e? ~ 16 9(“)) az. (3.46)
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Chapter 4

Univers ellipsoidal
dimensions

4.1 Imntroduction

Considérons un espace-temps & cinq dimensio:
ds? = gy dx* dx’=g,, dx/

Les indices u, v varient de 0 & 3; les indices
la coordonnée temporelle et x!, x2, x° les cc
coordonnée supplémentaire. On peut expli
ds? comme suit:

ds? = n? (7,y) dr®—a’ (,y) (axi + dx3)— (.1 -

a cinqg

ns décrit par la métrique [13, 14] :
L dx” — b? dy?. (4.1)

A et B varient de 0 & 4; %0 est
ordonnées spatiales, et y est la
iter Vintervalle d’espace-temps

. (4.2)
Les équations d’Einstein prennent la forme habituelle:
1 » .
G =Rz — B R g = KT, (4.3)

ot fizg est le tenseur de Ricci en cing dimens
donnée par:

ions, et la courbure scalaire est

R =g" fs. - (4.4)
La constante k est relié a la constante de Newton & cinq dimensions:
K* = 8mG(s) = M), (4.5)

ol M(5) est la masse de .’Pla.nck réduite & cing

22

dimensions.

- o2 (1,y)) % (1, y) dx3—b? (1, y) dy*.



Le tenseur d’énergie-impulsion peut étre déca

" TA = TBlbulk + Tg|br

ane

mposé en deux parties:

(4.6)

I

ou T4 Ibulk est le tenseur d’énergie-impulsion de la matiére dans le volume &
5D, qu’on peut aussi décomposer en deux parties : :

une contribution Isotrope donnée par

(TQQ [u= ppdiag(+1, -1, &

une contribution Anisotrope donnée par

A .
(TA) Ibulk = diag (P)i _P? 1

ol la densité d’énergie et les pressions dans le
la cinquiéme dimension y. ‘

Le second terme Thlyrane est le tenseur d’ér
confinée dans la brane (par exemple, ’hypers

i)
b

En utilisant I’équation (3.1) on montre que les
d’Einstein G} sont donnés par:

Tglbra.ne - diag (p’ "‘P",

”

A
—Ps

1,-1,-1), (4.7)

I —P% L, —Pr 1), (4.8)
volume sont indépendantes de

ergie-impulsion de la matiére
urface située & y = 0)

—P|» —P1s 0) . (4.9)

s éléments non nuls du tenseur

o _ 3/ 2 a't/ ea'e a” +5 a 4 b eéa
107 p2\ a2 " ab  a(t—-e?) a an® b| an?(1-e?)’
(4.10)
_ 1 a? 2a'd’  2ede a'n’ . b'n’ 2a.” n”
127\ ab a(t— e2)i an  bn a =n
2 " . N
1 [a ab 2eea - _an bn 22 b
|2 4222 e i 411
tTE |2 %D a(l—e?) “an ba T2 b (4.11)
1 al2 2a'v’ a'n’ b'n’ a” n” _
G2, = — [ —— —_ L 4.12
Gis b2 ( a2  ab ‘an  bn a n/)’ (412)
. !
1 {3n'a 3ab ea’e 3ee'a 3a
6y == - ‘ 4.13
157 n2 | an ab a(l—e%) d(1—-¢?) a |’ (4.13)
. /
1 3n'a 3a’b ea’e 3ed’a 3a
Eo==[- - - — 4.14
Gr0= i an . ab a(1—e?) |a(l—e?) a |’ (4.14)




2 ] » . as .
& 1 [3a 3eea 3an + 3a + 1
I57n2| a2 a(l—e?) an a | b?

ea'e’

33.’2
&2

a(l— e?)
(4.15)

En supposant qu’il n’y a pas de flux de matitre de long de la cinquiéme

dimension. On a la condition:
(TI )05 = 0:
et on déduit, & partir des équations d’Einstein,

B0 _ @5
Gr5=0Cro=0.

(4.16)
que:

(4.17)

Ensuite, les composantes (0, 0) et (5, 5) des équations d’Einstein dans le bulk

peuvent étre récrites sous la forme simple:

dF 2 a’ad
F= &= 3 (1—e?)
dF 2aa’
=z =< 5 (-9

ot F est une fonction de 7 et y définie par:

= ) (%)24%?)2-

En utilisant la forme (4.20) et intégration de I’
relation

k2f 44(1—ef

) a0 Cy

2\ 2\? ¥,
=) == —f0
\ an (ab) + 6 10

ol C; est une constante d’intégration.

6 a* (1—e)

Nous allons maintenant considérer la contrib
énergie-impulsion. La partie anisotrope du te
par les composantes suivantes:

e/2

Tro+ pra O (4.21)

ution anisotrope du tenseur
nseur d’Einstein est donnée

1-
GO "
0T B >( R
1 eaé . ebe
- 9 £ 2 ' + b}
n?(1—e?) |\ a b

24

eb’e’ + ea'e’
b a

(4.22)

équation (4.18) on obtient la

3an’\ ...
" an )’

N

x* 10, (4.18)
K TP, (4.19) °
(4.20)

~



N . 1 ea’e’ eb'e’ e an’
GL, = 2. = - _ed 1t "
Al HA2 b2(1—e2)< a b (1—e®) an +een+ee)
/ . 2"
1 ‘eae ebe e een
- ' — 4.2
n2(1-e?) | a- ' b +(1—e?) n T (4.23)
&5 =0, (4.24)
~ 1 " ee’s eed eale &'e en’e ’
8, = ——— + 2 2
A5 T 2 (1 - e?) a b a (1Le?) g "% (4.25)
1 ee’a ee’b ea'é e'd en’e ’
5 N
= — — _ . 4.
A0 b? (1 — &?) a b a (1-—e2)+ n oo ) (4.26)
~p 1 ea’e’ _ee'n’ eie é2 een ee
Gas = (1-e?) | ab2 " b2  an? n2' o3 n2 (4.27)

On suppose également

‘que le long de la cinqui
tion: :

(T.A )05 = 07
et par conséquent: )
G& 5— Gi 0 =_ O.
En utilisant ’équation (4.22) et (4.27) on obtie

L’=:—;.’! 2ee’ (1-—e2) a
L =§—iz 2eé(1—e2) a?

ol L est une fonction de 7 et y donnée par:

e

~ En utilisant (4.32) et Pintégration de (4.30) on ¢

ase
n

aee’

——

b

ee 2 ee/ " \? 1
] = (=2 ) il2g0 2
((l—eZ)n) ((17e2)b) T3 Tao

ou C est une autre constante d’intégration.

25

eme dimension on a la condi-

(4.28)
(4.29)
nt:
Fx? 10, (4.30)
k? T2, (4.31)
2
, (4.32)

rrive 4 la relation:

[




4.2 Excentricité d’un univers ellipso'f&al Acinq

dimensions

Nous allons maintendnt prendre en considérat
le volume & P’aide des conditions de jonction d
extrinséque d’une hypersurface (par exemple ¢
par la relation: h

. K;wz’ ygp,u/z- (434)
La condition de jonction d’Isra#l en y = 0 exprime que [15,10]:
Kk |
[Kiw —K g,u.l/]y = _.'?Tp.u, (435)
ou K est le scalaire de courbure extrinséque:
. K=K,g", (4.36)
et Ty, est le tenseur d’énergie-impulsion sur les branes. Ce qui donne:
[@) = q(0™) — (o), (4.37)
ou Q est une fonction, d’ou & partir de la surface (y = 0) on-a:
Q(0™) = ~Q(07), (4.38)
donc ‘
[a] = 2q(0™) = 20(07), (4.39)
de ’équation (4.39) on déduit: '
Ko} = 2K, (07) |, 0+ = 2K (07) |y (4.40)
d’ott les relations:
: [2] = 22’ (07) |, Lo+
] = 20" (0%) |, Lo+ - (4.41)
[e] = 2¢’ (07) |yLo+
Ona ' T
[K:V‘_—- K;u] = —-—k2 (Tz‘;“e _ § gpu) , (4.4:2)
d’ou & partir de 1’équation (4.40):
‘ k2 ‘ rane ']‘ ‘
K;w = —E (TZV - Ei gw) ; (443)
26

ion la position des branes dans
’Israsl. Le tenseur de courbure
selle définie en y = 0) est défini




avec

T = (p+ 2) Uy 7 8P, (4.44) .
T, = diag (pa "P, %) —p) ’ (445)
ou U¥ U, =+1,1 est facile de montrer que:
i Th =T = p— 3p (4.46)
ou
p=—2p—PL (4.47)
D’un autre coté on’a: ' ) v
Ky = 5 8™ Oy B (4.48)
et 9 T
—K% .
K= gy = — (T: 3 53) : (4.49)
En utilisant ’équation (4.48) on obtient:
n’ a a' —epe’ a' ) ) :
K% = 0). 4.50
(bono boao’ boao’ (bo (1—led) boao (4:50)
Et grace & l’équatmn (4.49) on arrive 3 la relation: ‘
- —K2 Kk? 1 .
Ky = (-—2— [§p+ 3 (2pu+pl)} 5 [§p+ 3 (w—m)] )
k¥ [1 1 k2
+ = (- 0}. 4.51
2 [3P+ 3 (P“ P_]_):\ [3‘0 r 3 ( P||+P_l_)} ) ) ( )

En utilisant l’équation (4.41) on obtient fina
d’Isragl:

lement les conditions de J onction

_ K (o — 4.
- 5Pt 3 (py—PL) (4.52)
€0 [e'] 2
= - 4.53
'] K?
2Bl 2 (2p+2 4.54
2000 3 (20+2p +P1) (4.54)

ou Vindice 0 pour a, b et n signifie qu’elles
Si on porte (4.52) et-(4.53) dans (4.21) et
ante (avec ng = 1 et bp=1):

x* pg P k4

k2 [a*d(1—e?
I ) is

sont prises &y = 0.

(4.33), on obtient I’équation suiv-

Cy

5 (P’

6 36

LN\ 2
a —
ag
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—ej)’
(4.55)

6 a (1"90) ag (1-—




et

K J

Ca

pB 2

2 ag

eoé
(

1-ef)

)2 = 1‘? (.Ifu ~pu)+7

PR+

(1~ e?) da?
5.
e)

(1—ed)? ag (1-
- (4.56)

De I’équation (4.55) nous pouvons voir que po

ur PI= P, I'’équation de Fried-

mann se réduit exactement a celle trouvée da.ns les réfs [16,19] :

. [2a K pg X
ag

6 + ===

. 36

):

L’équation (4.56) décrit ’évolution de I’excent;
Elle montre que I’évolution de I’excentricité dé

et de la densité d’énergle anisotrope:

En remarquant que I’équation de conservatm
qui a 6t6 obtenue en (3.32)) et:

ee

P

_e‘

p+2 (-Z) (p+py) + (é—z =

et en supposant une faible excentricité, (1 — e2

o~ (1 _ e?)_ (w+1) a—-3»(w+1) ~

ougq=3(w+1).

K o

2 Cl

+....._
a$

r1cité dans un monde branaire.
pend de la pression anisotrope

n de I’énergie sur la brane (ce

(4.57)

—

) (p+pL) =0,

~ 1, on a la solution suivante:

=3 WD) g 3=

(4.58)

]
1

Pour py=p; nous allons résoudre l’équatioﬁ (4.56) en considérant que le

premier terme est négligeable.

Le tenseur d’énerg1e—1mpuls1on est (T A)h = pA diag (+1, -1, —1, —1) et on
a aussi pA « a4
Si on porte (a(t) ~ ti, H = z ¢ = ooa 1) dans I'équation (4.56)

excentricité est exprimée par la relation [13] :

|

o 2 k2 A 12
o = q"_" y Stcs (4.59)
oli C3 est une constante d’intégration.
De méme, pour (a(t) ~ ti, H= :—t et pA= pgt a* ) Pexcentricité est
donnée par: 3
2 x% pf s3]
e? = 0 (4.60)

q—8
28
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ol C4 est une autre constante d’intégration.

Dans le passé proche on sait que:

a(t)~t, q=
et nous constatons que ’évolution de ’excent:
avec le facteur d’échelle suivant la loi:

2

o2 ~ a2

3, (4.61)

ricité en cinq dimensions varie

(4.62)

alors que dans un univers & quatre dimensions cette évolution était décrite

par la loi

2

e -1

~J

a

(4.63)

On déduit alors que l’excentrlclté d’un univers & cinq d1mens1ons est plus

forte que celle d’un univers & quatre dimensio

4.3 Appendice : les fonctic

La fonction F' (7,y) est définie par la relatior

nS.

ons F et L

2
. ’ 2
F= (1-¢) (33) - (-alfi) (4.64)
, \n n
En dérivant par rapport 4 y on obtient:
F . 2 . l/ 2 l2 /
d aa gy @a d oy @ @a
F’=d—y=—2ee’ (———) +2 (1—e )?—4—2 (1—e?) =
2
o'\ 4 a2 R a 2 5 a2a'a”
_2 (1—e?) (—> 22 o (1) (-b_) o 2 (1) 2
| a%a’a o b'a%a’
2 (1—e) ——+2 (1-e') =3 (4.65)
A partir de G2 ; = G} ; = 0, on a la relation:
. R !
1 3n'a 3a'b ea'e 3ee’a 3a
| - - — — | =0, 4.66
b2 an .ab a(l-—e?) a(i—e2)+ a (4.66)
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et de I’équation (4.66) on déduit que:

(n’) - a'd eae
n ab  3a(L—e?) |

En portant (4.67) dans (4.65) on obtient:

2 1.3 3 2 "
.F/___ a3a (1___e2) [@ <_a__+3_5

+ = (4.67)

a2  a
a [a b eea
3— =t = | - —— .
Tl P an? (1—e?) (4.68)
qu’on met sous la forme simple suivante:
| 23 ad ' . 2 a’ad
=222 (1-¢) g,= 222 (4.69)
3 . : 3
En intégrant cette équation par parties:
1,5~ 1, a ¢
F =€k2 To(1—e?)a*— 6k2 i\ / atd (1 —e?) +¢y, (4.70)

il en résulte alors qué:

9 aa ’ aa? 1.ox0
(1—¢%) — -5 | =&k Tm(l—;

a partir de laquelle on déduit:

e?)

0
Tro

&%) a4—%k2 TI%/a4 d (1 — e?)+cy,

(4.71)

Cy

A% Koo ¥ [fatd(1-
am) “\®) TE eat1-e

%)

+

at (1-—e?)

(4.72)

Calculons maintenant la dérivée de F' par rapport 7 on a:

2 -
dF -, [ aa . [ aa
F= == —2ee <~n—> + 2ee (—B——

I2I ’

/

2 T
) +2 (1-¢%) S +2 (1-¢?) =

9 Yy
-2 (1'-_—ez)a::,’n——2 (1_82)aaa_2 (1"—-e2)

b?

aa

a2

b2

+‘2 (1 - e2)




et on utilisant (4.66) on a:
» - 7
b n'a ee aee’ a
—— fresiee — — —— 4-74
b ( na (1—e?) 3a'(1-e?) a’) ’ (4.74)
on obtient: 7
2
. 2aa’ 1 (32 3eda 3an 33
F=="— (1-&) |5 | =5 - - —
3 (1-¢%) n2 | a2 a(t—e?) an a
1 [/ 327 ea’e’ 3a'n
— (- - 4.
+b2 ( a2 a(t—e?) an >] ' (4.75)
qu’on peut mettre sous la forme:
. 2aad 2aa’ -
F= aéa' (1—e%) 8= —-Zi (1—e?) ¥ T155’. (4.76),‘
Considérons maintenant la fonction de 7 et y définie par la relation:
’ AN
1= (2 <_) . @
b n _
En dérivant L par rappert y on obtient:
dL aa’ee” e a%e” e’'e"e%a? b'e?e?a?
— = 2= 2 2 -2
dy b2 LS R b3
2 2
e%a’ae a’e?e [
-2 2 —_ 4.78
- +2—0 (n) (4.78)
a partir la condition G2 ;= G, = 0, on a la relation:
- , . .
! - ’ ] Ib 1
(£)= g, 3 b ca (4.79)
n) & e(l—e’) d p5 as
Portant (4.79) dans (4.78) pour déduire que:
" 1 e’ eb’e’ ea'e
!~ / 1 — 2\ .2 " -
L 2ee( .e)a —_—bz(l—e2) ee +(1—e2) 5 S
1 ede  ebe
- 4.80
n2(1—e?) | a b ’ (4.80)
- 31



ou bien

L' ~2ee (1~ e?)a® &), ~ 2ee’| (1 — &%) a® K°T J.

En intégrant cette relation on obtient:

Lé—%kz TA?O/ a2d(|1—e2)2,

ou bien

(4.82)

1 ' 2 1 o L
L=-21 1% a% (1—e)’+ §k2 / (1—e?) da® Ty +Co,  (4.83)

2

En utilisant la définition de L, il en résulte que:

aee’\? [aed 2 1o mo 2 9
&) T\ ) T T (e

et donc

1 .
V45K (1-6F) da o+,
(4.84)

(4.81) h

. 2 - 2 :

(1-¢? (1—e’)b az (1-—e?)? AT a2(1 —e?)’
(4.85)
Dérivons maintenant L par rapport 7 on a:
“ R | .I .
dL _ade%e? _a%eée? _e'a?e?e e?e?a® [ b
— =2 +2 42221 2 et
dr b2 . b? bt b2 b
2 2 2
- 2 - 2 . . 2 2 a 2 2 . L]
aae’e a’eee a’e?de _a’e’en
e IR~ (4.86)
En utilisant 4 nouveau §% 5= & o = 0 on obtient:
0 !
b é e a| a'e n'e
b\ _(e ., e 3, ae me). 4.87
b (e’+e(1—-e2) al 2o ne’) (4.87)
et donc
) LI .2 [ ] (1]
i~ 268 (1 — o?) a2 1 ea’e’ + ee’n’ eae e een ee
~2e(l—e - ——=4+—-=1]1,
° (1—e2) \ ab? b? an? n? 1n® n?
, ' - (4.88)
ou bien
' L~ 2eé (1 — o) a® G5 200 (1L e?) 2%k? T} (4.89)
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Chapter 5

Univers ellipsoidal
modéle branaire de

Dvali-Gabadadze-P
gravité modifiée

dans le

)

oratti avec

5.1 | Univers ellipsoidal dans le modéle branaire

de Dvali-Gabadadze-P

Dans ce chapitre, nous explorons 'univers elli

Ce scénario est basé sur le modeéle de Gia Dval;

Poratti (DGP) avec gravité modifiée [20, 21].
Les équations de mO}ivement régissant ce mo
Paction d’une brane dans un espace-temps &
nous allons considérer est donnée par:

d5X \/fg ﬁ-i—/

bulk

S® = 2 %2 Jouk

a°x \/:—

Le premiér terme correspond & P’action d’Eins

oratti (DGP)

psoidal dans un autre scénario.
i-Gregory Gabadadze-Massimo

déle sont obtenues en utilisant
cing dimensions. L’action que

1

d*x v/—gR,

2 ,u‘2 J brane g
(5.1)
tein-Hilbert & cinqg dimensions,

Ln —

oQt

ol la métriques du volume est g3, et oul R est la courbure scalaire & cing di-

mension. Le deuxiéme terme est ’action de m

atiere dans le volume, alors que

le dernier terme est I’action de courbure induite sur la brane & 3-dimensions.

Les équations d’Einstein & cing dimensions so

G =R -

Nl =

33

~§ABE

nt données par:

k%848, (5.2)




ol la constante p est donnée par:

ol le tenseur Spp est la somme des tenseurs d'énergie-impulsion Top dans le

volume, et de la contribution provenant de la
on note cette derniére contribution U,p, alors

8 ap=Tan+ U

Les conditions de jonction d’Israél dans le m
est maintenant remplacée par:

{K}W —K g;w}q

pP= 81 Gy=M%

5.1.1 Equations d’Einstein

Commencons par le calcul de la variation de ¥

55 = _W & 5(\/—R) /ldsx 6 ([V/=2m ) oy /bmmd‘*x 5 (V=ER),
(5.6)
pour le troisiéme terme on peut écrire:
8¢ = 2#2 d*xé (v=gR)
2’12 atx 8% 8% Gon/8 58" 8() lymot - 5.7)
Pour ie premier et le deuxiéme terme on a respectivement:
88 = -—5%5 d°x 6 (\/:g—ﬁ) |
- 5.1.12.2. Sx U8 G/ @0E™,  (58)
et :
85y = /‘dsx ) (\/—_g.fm
= [ atx oy 51851,y =E 62, (5.9)

24

=°"(k2 /2) Sw 5 Sy =

courbure scalaire des branes,
on a:

s (5.3)

odéle de la gravité des branes

_UNV ’ (5'4)

(5.5)

action totale S(s), on a:




ol
Comme
on obtiént'

)
et finalement

k2 5“5”(;,“, +3 SpOy T,

=002 g,

I
l

5S5+0Su+65= b,

1

1.
k2

qu’on met sous la forme canonique:

avec

on note que

et done

avec

~ ~

Gap = k%83,

1
U = G0 (Y) Iy

1
SAB = TA.B ;56”5§UW =

1, o
7300500 3) o= 0,

s = Tis — 25£‘5§Gw5 ) ly~o0rs

1

1

: |
§A3=TAB_/?§£ 5; y6(Y) Iy_.()-('.

~ -

I

ek

o1
A‘B'—_EUAB)
; H

Uss [orane= 6 (¥) |ly—o0+. (Goo, Gui, Goz, Ga3, 0),

En contractant sur les indices on obtient le scélaire:

ou

out, j, k=12, 3.

S=T-—

) U;w = (UI +U.A)
U=U5= (6 +6} ), + (]

1
T Vi
A

U !

pvd

+G;'.)A,

1
1
1

(5.10)

(5.11)

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)

(5.16)
(5.17)

(5.18)

(5.19)

(5.20)
(5.21)



Il est alors facile de montrer que:

2 o '
1 (3 2eaé |
W==|—=-———7 , .
07 n2 | a2 a(l'—e?) |’ 4 (5:22)
2 - ; 2 : ”
Ul“"UZ——l— a  3eae _2é_ﬁ_+2 a | e + een ee
1=27 0l la2 a(l—e) “an “a | (1-e2)? n(l-e?) (1-ef) )’
‘ | - (5.»)
1 I2 LI .. v . )
3 la an a
== & _ o2 92 :
U = (a2 an+2a>, | (5.24)
1 c2 . ’ . .. a e e .2
a - eaeé an a een ee e
U==l6L 82 _—6=46-+42 —2 —2 .
n? ( 28 a(l—e?) M n(l—e?) “(1-e?) (1_92)2>
‘ (5.25) -

Pour le tenseur de courbure extrinséque on obtient

“ ___k2 S @
O = —— | 8% — =4 .
KS = 8K = (s,, 35,,> , (5.26)
o —Kk? o T o k2 o U o
=g (- 3) + o (- 5%) 20

En utilisant les équations (4.41) et (4.50) on a finalement:

e (L, oL (Bl Y ), 529

2bgng ’ 21)\0&07, boag ’ 2bg (1 L eg) 2bgay

~ En utilisant les relations donnant U3, UL, UZ, U3, et les équations (5.25), (5.27),
(5.28) avec les équations (4.52), (4.53), (4.54) on obtient les conditions de
jonction d’Isragl:

a] ®* K

b =3P 5 EiTR)
2 - 2
k2 3 a + epae epé - egén e
s \" 2 a(l-ef) (1—ef) mno(l-ef) (1-e))’ )’

(5.29)
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2
k? [ 3epae epe egen e
pnf \a(l-ef) 1-—ef mo(l—ef) (1- e3)”
| ; (5.30)
2 ! \
0] K2 k2 [a . _an a
—=-—1(20+2 — |5 +2— —-2—
nobo 3 ( 1Y + P + P.L) + /-11211% a% + aghp 2a0
2 k2 . “a e s . . -2
epaé epe epen é
+ —_ . + . 5.31
i =) T} m-p -

|

5.1.2 Excentrjcité _ : '

En utilisant les équations (4.21) et (4.33) et supposa.nt que pi, pit, Cy et 02
sont d’ordre 0, on obtient:

NONC

En considérant les équations (5.29) et (5. 32) jon obtient:

5 ) ) . .. X
W W I s 1 ee 1 een 1 e
[ =2H (& ) B2+ 22—~ 2 2
3 P+ ey (€k>+ T31-E 3T-& 31—
- (5.34)
et grace aux équations (5.30) et (5.33) on a: .
2

£ (bi-py) = 2ee ()42 gules Lot 18
3 (P—PL 1—e2 \'k2/) 71 -e2 37‘1—e2 31—e? 3(1-e2)?

i _ _ (5.35)
oll € = =+ 1 est le signe de [a/] et o1l on a posé ng =1 et b = 1.
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En faisant la soustraction des équations (5.34)et (5.35) on obtient la relation:
|

: ~ . 2\ 1,2 2\ 2
@ 2 ee B B L
(H"ekz) T 31-e? (H_GF): ?”“L('EP) ’ (5:36)

qui est I’équation mddifiée de Friedmann pou.r un univers ellipsoidal dans le
scénario branaire de DGP. N

Pour p?/ k>« H, il est facile de voir qu’on récupére Punivers ellipsoidal & 4D.
L’équation (5.35) a la. forme:

ee é2 co : L2 ¢
¢ q-e) -9 (3 “f )=#2(Pu'—m)- (5.37)

1
i

Pour un univers dominé par la matiére non relativiste (poussiére) on a:

2 2 '
- an~t3, 311‘:, ~ (5.38)
l

dans I’approximation de l’excentricité on a:

(1-e ) ~1, (5.39)
et | .
(T.A),;j = p’Adiag (1> _1’]\—'1a _1)’ (5'40)
et on peut alors écrire:
2 2
(ea Te ) +ed (3 + 26%-) = 2u%p*. (5.41)

D’o1 & partir de (5. 38) (6.39) et (5. 40), la solutlon de l’équation (5.41) peut
étre écrite comme: p

to 2 2,
e?(t) ~ / ample 2T ¢/~ 2qt/
t

4 lg B 2, | ok * '
2 478 p} 26;2—E1 (l 26—-—'t ) = , (5.42)
- ) t

ou Ei(a, ¢) est 'intégral exponentielle définie pour Re (z) > 0, et qui peut
étre étendue analythuement a tout le plan cemplexe

l

}
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B

A ce stade il est intéressant d’introduire l’éché,lle de croisement, définie par

e My
o= = —z—. (5.43)
2 [,L2 M‘Z’s)j

C’est une échelle propre au modéle branaire de DGP, et qui exprime le rap-
port des échelles de Planck 3 4-D et 5-D (20, 19]. Pour r, — 0o, on retrouve
la gravité d’Einstein. En utilisant le développ_‘ement en série de Ei(a, z)

L 9.2

Ei(a, z) = —y — In (az) + az — a—f— +0 (%), (5.44)
on peut écrire:
2 A —-1_ € y € o
e (t) ,2 4mpy [(—t - r_clnxt +§r_3t>L . (5.45)
avece=1etaw t3 on _obtient:
1 _ Ina 2a%?2
e’ (t) = —:—))—Qﬁ)) <a 3/2+2*;_T - ) , | (5.46)

Dans le cas r, — 00, ’expression de ’excentricité se réduit au résultat (3.46)

e*(t) ~ g a~/2. |
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Dons la figure 5.1; on montre la variation de 'excentricité réduite
3¢2,/Q;, avec le redshift > pour différentes valeurs de 1’échelle de
croiseient. Il est clair que pour z petit et r. < 1, le scénario de DGP
conduit 3 une excentricité négative aujourd’hui.

——— fcsO.S — rc=1;;"“,,fc=5

107 Y.

al,r
L/
/[ |
| )
|

l

|
!
i
|
i
i

10 !

FIGURE 5.1- Variation de Pexcentricité réduite 3¢2,/Qf, avec le redshift z

pour différentes valeurs de 1'échelle de¢ croisement
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5.2 Univérs ellipsoidal dans le modéle branaire
de Dvali-Gabadadze-Poratti avec f(R)-gravité

Avant d’examiner le fonctionnement réel d’unjunivers ellipsoidal dans le mod-
¢le branaire DGP avec gravité modifiée, il est| nécessaire de se concentrer sur
la. description mathématique de la gravité modifié¢e ou ce qu’on appelle la
f(R)-gravité. ’
Tout d’abord, il faut abandonner 'idée que la gravitation soit décrite par des
équations de mouvement de second ordre. |

Tout d’abord, la question est alors de savoir qu’es sont tous les scalaires
d’ordre deux non triviaux que I'on peut construire sur une variété Rieman-
nienne. ’

La réponse est simple, il s’agit de la courbure scalaire R?, on.peut alors écrire
la nouvelle équation sous la forme [22] :

—1 l
§=o53 / v=g(R+ ngZ) d*x + Sp. - (547)

ou fg est la constante dnu modéle.

On peut alors généraliser la densité lagrangienne gravitationnelle & une fonc-
tion quelconque de la courbure scalaire, en écrire I’action d’Einstein sous la
forme: g

8, = 2k12/ (R) viEd's, » (5.48)

ou f (R) est une fonction de la courbure de Ricci.

5.2.1 Equations d’Einstein

Considérons d’abord l’action suivante:
1

Se) = —3 k2 a*xq/— R+/d5x\/—g£ Y d“x\/ £ (R). (5.49)

La variation de Paction totale s’écrit:

0S(s) = —-——-—/dSX(S /d5x5 W —gL ) 5 2 /d4x §(v—g £(R)).
(5.50)
La variation du terme Qe matiére est donnée par:

8Sp = .;. / &®xTip/TE0E™, (5.51)
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alors que la variation du terme gravitationnel du volume est:

5Sg.= / Bl /BB, (5.52)

Considérons enfin la variation de I’action gravita’cionnelle._modiﬁée sur la
brane. On a: 4 o

6S¢ = nE / a*xs (\/{-gf (R)). (5.53)

On montre que:

5 (V= 1 (B)) = ~ 5= E8as0E™t (B) + v85% (R)

1 ‘o ’
= —-.—2-\/—-'ggaﬂ6g £ (R) ++/—gf’' (R) 0R

1 o ‘ . o
TRt () VTR BBt (550)
+ —gvaVﬂf’ (R) 5gaﬂ ~ vV —gVyV“f' (R) gaﬁégaﬁ'

Le deuxiéme terme de cette équation se développe comme suit:

V—gt' (R)6R = /—gf'(R) S (g"‘ﬂﬁaﬂ) .
= /Zgf’ (R) Rapdg®® + v=gVoVjt (R) 68 — V=gV, V £ (R) goslg™.
,, . | (5.55)

En substituant (5.54) et (5.55) dans (5.53) on obtient:

&=/&faw(%wﬂmuﬁmmwNﬂ®—WWMMw)

‘ (5.56)
Le troisiéme et quatriéme terme de cette équation peut s’écrire respective-
ment comme:

ViVt (R) = gaugant (R), (5.57)

et , .
V.Vef' (R) = gost’ (R)*, (5.58)

En substituant dans (5.56) on obtient:

o5 = [ v/ ate (- e (¢ () ~ 5t ()

1 (B) G + Bt () — gap gt (R)), (5.59)
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11 est maintenant facile .de déduire de la variation de P'action totale
6S¢+685+6S5,= 0, (5.60)
les équations d’Einstein éuivantes:

N 1 1 _ \
- =G =Tz — Zﬁ‘sg&g (——ng (f(R) =R (R)) +£ (R)Gp

+an 808 (R g5 gt (R)) 5 (3). (5.61)

En utilisant Péquation (5.15) on obtient:

| 1 |
S = Tus = 500 <—§g,w (£ (R) —R £ (R)) +£’ (R) G,
+eagnt (R) — gapgut’ R)F) (). (5.62)
On remarque que
S = 66% Sy, (5.63)
et
TAB = (Sgég T.’w, (564)
on obtient donc le résultat:
11
S = T = 2 (= (£ () R 7 () 4 ®)
ot (B —gapgnt ®)6(), (5.65)

L’équation (5.4) définissant U, conduit 4 la relation:

O = [~ () =R () 1/ @)+ (i 0 = 20 87 ()] 6),
ou bien

U = (—%53 (£ (R) — RE' (R)) +£/ (B) G2 + (0585, —8,, %) T (R)™ ) 6 (y)-
En posant §(y — 0%) =1 sur les branes et o =.1/ on obtient le scalaire:

1 . ;
U=—302 (£ (®) —Re (R) + £ (R 62+ (55 g, — 802 £ ().
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En utilisant §2 = 4 on obtient: ‘
U= —2(f () — R’ (R)) + £ (R) GZ — 3g.,£' (R)"™. (5.66)

Calculons d’abord les différents termes de cette expression. En utilisant la
définition de la dérivée covariante on montre que:

£ (R)’75 = £ (R)”"S I‘“"Sf’ (R) B
=5 _(iif” (R) +RE" (R)) + <-2§ - %) RE” (R), (5.67)

ot R=dR/dt et R=d?R7dt? !
La substitution de (5. 67) dans (5.66) donne: |
U = —2[f (R) - Rt’ (R)] +£' (R) G2

_ _5_ l:( RE” (R) + REM (R)) < | .Z — -Z—) lslf” (R):] (5.68)

2
i
!
En utilisant les équations (4.41) et (4.50) on obtient le tenseur de la courbure
extrinséque sur la brane i

o (] [ [2'] ~eq [¢/] [2]
KD = (Qbono ' Sbgas’ Toar ’ <2b0 @y + 2boac> ,0), (5.69)
En utilisant les relations (5.27), (5.68), (5. 69) et (4.52), (4.53), (4.54) on

montre que les conditions de Jonctlon se redulsent aux équatlons suivantes:

aij—‘:,)]; = ‘1%2/)_{_ k; (Pll +PJ.) - %EZ— (f(R) - Rf’; (R))
_ 2;; (;}5 (ﬁf"..-(R) +Rf" (R)) + (_22 L %) R (R)>
k2 , 52'  ephs e(jé eodth é2
32t (R) (3%%%(1_33) T s R sy + iTap

en [ 2
'gﬂi—{‘%:kz(m P1) - :: 2t (R)

‘ 2

3e0é.é eoa eoéﬁ é
+ - —ar + , (5.71
(aoa—e_a) 0-a) (- (1-eg)2) 1)
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m] K . N -
== (20 +2py +p1) 5 (E(R) —R £ (R)

_ 2;%; (51.2. (ﬁf” (R) +R£"” (R)) + (_.—2§ ~ S) Rt” (R)>

2 .2
+; 51 (%) (Z—g+2%—2%) ‘
| | .
LTSN ( ek e et Y
3ung ap(1—ef) (1—ef) mno(l—ef) (1-e})°
| (5.72)

Les équations (5.32) et (5.70) permettent d’écrire:
2 2 2 ‘

oo w1 3
TPt g (Pt py) =g — g (E®) -RER)
2 .2
-, a_ }_ ee . -1 een }_ e
+f(R)(a2+3(1—e2) 3(1-e2)+3(1_e2)2>’

(5.73)
oll on a posé ng = 1et by = 1.
Les équations (5.33) et (5.71) conduisent & la relation:
2 . 2 ,
ooy 2_ee W o
5 (b1=P) =35 |

i

+ £ (RY (3a(1 —5* _;eQ) TR e2)2> .

: » (5.74)
La soustraction de (5.73) et (5.74) conduit & la relation:
2 2 : 2 o 2 4
e V2 e el B\ Lo pae e
(H 0 k2) 3= ' (R) <H Ek%) 6f (R)-R £’ (R) = 3 pre R
3 (5.75)

et avec (5.74) on obtient finalement la relation suivante:

ee . ee a ol w2
(1 ST —e2>2) e (35”% ® k2) “p@ E R
o | (5.76)
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Dans ’approximation de faible excentricité (1 — e2) v~ 1 et (T,)" = pAdiag -
(1,~1,~1,~1), équation (5.76) prend la forme simple suivante:

w .2 f.a 1u? oy
(ee+e >+ee (Ba +2ef, ® k2) =5 (R)p . (5.77)

Pour obtenir l’excentricité d’un univers FRW ellipsoidal dans le scénario
branaire de DGP daas le cadre de la gravité modifiée, il faut d’abord spécifier
la forme de la fonction f(R). Plusieurs choix vérifiant certains critéres de
stabilité sont possibles. ' :

5.2.2 Excentricité

Dans la suite nous prenons le modéle suivant, correspondant & une gravité
quadratique
£(R) = R+ £ R?, (5.78)

ol f, est un parametre libre trés peﬁit.

En substituant dans 'équation (5.77) on obtient:
“ 2 é. . v . “2 2 A
eet+e + 3;ee (1 4+ 2foR) + 2eee—k—2- = 2u“p”. (5.79)

En utilisant ’équation (3.18) et (1 — e?) v~ 1, on a:

2

| oofa . . .2 & a
1+2fR=1+21 8;ee+.2ee+2e ——6;——6(;) . (5.80)
En remplacant dans (5.79) on obtient:
. - s, m o -\ 2 \2
e8+6 +32es+2f; |—6-e8—6-6 —18 3eé-—6(3) e'é—6<—a—) 8
a a a a

a _ aa

N\ 3 . . : . .
2 2 2 4 3
—18 (3) 0o + 2628 + 2086 + 6= €288 + 2688 -+ 28 +6§ s +8§e2ee

. , ‘,
3 .3 : 2 2
+8§eé +24 <§) e |+ 2e%eé=2u2p'4. (5.81)
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Utilisons & nouveau-l’approxi’matioxi (1- e2) v 1 et le facteur-d’échelle a v~
3, ’équation précédente s’écrit:

8 “ .2 2 16 . we? gu? .4
(1—5—5 ) (ee+e ) -+ (E-—@f0> e‘e-}—8foeee + 41, <e e +e )

5 v 3 64
+ §gf0 (ezee + ee ) + 3—f0e e + 26%66—2# P (5.82)

En effectuant le changement de variable Y-ee et en négligeant les termes en
Y? on obtient: ' :

(1—;i2 )Y-{—(i 31631f0)Y+4f0Y2+—f0YY+2€—Y 2/,l.p .

' l
C’est encore une équation trés compliquée & résoudre. Dans ce qui suit-on

fait ’ansait que la solution s’écrit comme: -
- Y() =Yo(t) + foY1 (2), (5.83)
ou Y (t) est solution de: 1

2
Y0+—Yo+2e Y 2u2p”, (5.84)
!

et Y;(t) vérifie ’équation suivante:

Y + ng + gEYoYl = 0. (5.85)
dont 1a solution est donnée par: i‘
Y1 (t) = exp [—2 / gt } +C (5.86)
T R (1+ 22Y, (t))
Si on utilise Péquation donnént e donnée pa;r (5.84) on trquvfa que:
0 : .
Yo (t) = ‘;i; (1 - %f + g-) . (5.87)

En substituant dans (5.86) on obtient: f

.
N = _/ 28 2 4 g2
e
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dt| +C, (5.88)



1’:
11
|

|

ou C est une constante d’intégration. Ici on remarque que l'intégrale dans .

(5.88) demeure difficile & calculer, c’est pourqu01 nous allons considérer deux
régimes: -

- Le régime 7. < 1. Dans ce régime la solutio;n est donnée par:

3 B
SONER:
Yl(t)—t 4" exp [ﬁﬂﬂi’)t +C,

ot C est une constante d’mtégratlon

- Le régime r. > 1. Dans ce régime la solution s ’exprime par la relation:

28

9

Y1(t) = exp [—— In(t® -
1

Q‘“’] +C,

Maintenant pour obtenir.e? (t) on intégré Y(t) par rapport A t

|
e? (t) = 2/ Y (¢ )d , (5.89)

|

- Pour le régime r. < 1, on montre que: i

|

Q(O)" 2Q(0) Q(O) ! 28 _%7
2 ~ SA A . 3/2' el

e” (t) ~ 3os T 3, Ina— ol +f 05 2 A (5.90)

Le premier terme est le résultat de RG, alors “‘que les termes restant sont dus
a la gravité quadratique et le scénario branaire de DGP.

- Pour le régime 7, > 1, on obtient:

Q@ 200
325 T 5

1/3 s ,
2800\ [ ot 124 9t3
+ 2fg ( 9 - __28952) -1 2F1 333 289(0)

|

Qui se réduit pour fo 0 ala valeur de l’excentr1c1te a la limite de découplage
pour le scénario branaire de DGP dans la gramte d’Einstein. Cependant la
validité de cette relation est conditionnée pa.r

1/3
t> (2989@) B (5.92)

e (t) ~ Ina
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Le comportement de P’excentricité est montré sur la figure ci-
dessus pour différentes valeurs de f; et de I’échelle de croisement r.
pour le régime r, < 1. Pour le régime 7. > 1, le modeéle DGP+f(R)-
gravité ne produit pas le bon comportement a 'époque de décou-
plage, justement & cause de la condition (5.92).

En utilisant la valeur du facteur d’échelle 4 1a limite de découplage

Ggeec = -1—+—i;;, ol 240, = 1088, fo) « 5 x 1078 et fu = 0.1, on obtient:
2.5 x 1072, pour r.= 0.1
eqec = { 2.4 x 1072, pour r. = 0.05 . (5.93)
3.1x 1072, pour 7. = 0.005

En résumé pour r. < 1, on a une excentricité d’un univers FRW

dans le scénario branaire de DGP et gravité quadratique de I'ordre
de 1072. !

i

v &

0,002

[~~~ r.=01 —-= 0.05 - 0.005 —— RG |
0,005 | T — =
0,004 - ;: I
H H . !
S : .
0,003 E : : —
R a
-

: Y S
i 10‘00 1500
i z

FIGURE 5.1- Evolution de ’excentricité en fonction du redshift z
pour différentes valeursde I’échelle de croisement r. dans le régime
r.& 1, et fo=0.1 |



Nous allons maintenant discuter de la relation entre excentricité et le prob-
1éme du moment quadripolaire du rayonnement du fond cosmique. Pour le

traitement mathématique du probléme nous|allons suivre Campanelli et al
3,4, 5].

Pour e < 1, on peut écrire la métrique & 5-dimensions sous forme suivante:

ds? = dt? — a2(t,y)(6;5 — hyj)dzida’ — B(t,y)dy?,- (5.93)

ol hy; ést une perturbation de la métrique, dionnée par:
hij = 626,;;‘),(5}3.& (594)

On considére maintenant un photon émis & 1’époque de découplage & t = tgec
3 partir de la surface de derniére diffusion, quilvoyage le long d’une géodésique
de genre lumiére et atteint aujourd’hui un observateur & linstant ¢ = to. Si
on place Pobservateur & Vorigine, les rayons lumineux vus par I’observateur
sont donnés par I’équation:

i i [° dt '
2¢) =n /t o (5.95)

ol n* est le vecteur unité le long de la trajectoire de genre lumiére et dirigé
de I’observateur vers la surface de derniére diffusion.

La déviation de géodésique entre un observateur a z° et un autre & z' +0z° le
long du rayon & un instant ¢ est donnée, au premier ordre de la perturbation
de la métrique, par:

. . i
§l = —gijoz's’ «~a (l—— P%CL—> . (5.96)

En définissant la vitesse propre d’un observateur par rapport un autre v =
%72, et le redshift de la fréquence physique du photon 5—”— = —v, on montre
que le redshift de la fréquence comobile du photon est donnée par:

dwe _ 6 (wpa)
We wpa 2 0

t” nindt. (5.97)

Or la température du rayonnement _fossile par rapport & un observateur co-
mobile est donnée par 6T ~ w,, on obtient: :
oT Ohi;

=5 [ Fin'niot =

To at ot

Oe? ——0;30;3n'n? 0t = 5636871% , (5.98)
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ou
n3 (0, ¢) = cosfcos? — sinfsin ¥ cos (¢ — ), (5.99)

et 4 et ¢ sont les angles entre les coordonnées sphériques galactique et I'axe
c et ’axe a, respectivement.

D’un autre c6té, I’anisctropie de température relative 6T§f ) donne le spectre

de puissance
0T, 11(1+ 1
(T; \/2 2]+1 Z‘ il (5.100)

ot (T) = 2.726 £ 0.010K est la valeur moyenne de la température du rayon-
nement du fond cosmique fossile mesurée actuellement, et les a;,, sont les coef-
ficients des harmoniques sphériques Y;,,. Pour [ = 2, on obtient ’anisotropie
quadripolaire. Récémment les observations de la mission WMAP (Wilkin-
son Map Anisotropy Probe) a révélé une déviation des valeurs observées par
rapport aux valeurs prédites, appelée anomalie quadripolaire.

Cette anomalie se révele & de grandes échelles pour lesquelles § > 60°. En
effet on a ‘

(6T)?,, =236 uK? (0T)% g 2 1252 uK? . (5.101)
D’un autre c6té, comme on l’a déja signalé dans lintroduction, des analyses
plus précises des données WMAP ont montré un alignement des quadripoles
C; et des octupoles C; et sont concentrés dans un plan incliné de 30° par
rapport au plan galactique. C’est ce résultat qui a motivé l'introduction
d’un univers ellipsoidal ol une direction est en expansion différemment des
directions transverses du plan équatorial [14] .

Récemment Campanelli et al 3, 4, 5] ont montré que pour une excentricité
de l’ordre 10~2 les valeurs prédites pour I’anisotropie quadripolaire sont alors
dans Vintervalle 42.2uK? < (6T2) .1 < 1001.6pK?, ce qui est en concor-
dance avec les données observées. A1n51 si on se référe a nos résultats donnés
par (5.92) on constate qu’un univers ellipsoidal dans le modéle branaire de
DGP et gravité quadratique résout P’anomalie quadripolaire du rayonnement
du fond cosmique fossile.
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Chapter 6

Conditions de jonction d’Israél

Pour décrire les conditions de jonction d’Isragl-Darmois sur ’hypersurface
3 non-nulle, en utilise le principe de continuité de la géodésique & travers

I'hypersurface, d’aprés I'équation géodésique
mier ordre. ) :

On divise 1’espace—t:.emps en deux régions v’
ou la région vt est décrite par les coordon:
, alors que la région v~ est décrite par les
Bas (x‘ﬁ) avec x§ # x%. Soit le vecteur norr
définit par [23, 24, 25]:

T o= E, NN

dl

ot dl est un élément de longueur. On con
traversée orthogonalement par une congruen
par la distance propre 1, et on prend 1= 0 suz
de 3, muni du méme systéme de coordonné:

implique dans la dérivée de pre-

- et v~ par une hypersurface %,
nées X et la métrique gly (x)
coordonnées x* et la métrique
nal unité n® a ’hypersurface ¥,

=g, - (6.1)

sidére que Phypersurface ¥ est
ce de géodésiques, paramétrisées
- 3. Soit p un point au voisinage
S'x* au voisinage des deux cotés

de %, et les coordonnées intrinséques & X , y*, sont aussi installés sur les deux

cotés de ¥ avec 1 (y*) = 0.

Définissons la discontinuité d’une qua,htité t

16 ly= (") |5+ —Q

ensorielle § & travers X par:

N EE (6.2)

Sachant que par définition x*, 1 et y* continues sur X, alors:

] =0, [e2] 4
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On définit aussi la fonction de Heaviside 8 (1) telle que:

1 : pour 1> 0,
6(1)=< 0 . pour I<0, (6.4)
Indéterminée  pour 1=0,

et qui jouit des propriétés suivantes:

dé (1)
dl

Pour la métrique de ’espace-temps, qui est une fonction des coordonnées, on

a donc: !

0(1) +6(~1) =1, ~6(1), W) =1 65)

g =0(1) ghs+0(-1) gopr (6.6)

6.1 Premiére condition de jonction

Pour trouver la premiéfre condition de jonci;ion on exige la continuité de la
‘métrique ainsi que sa dérivée premiére donnée par:

: _ - 48y a1 df(-1) d1 _
— + 71 b Sl i o ST A
gaﬁ,’)’ - 0 (l) gaﬁ,?y + 0 ( 1) gaﬂ,'y + dl ’ dx’y gaﬁ dl i dx’y gaB

- =0(1) gls, +0(-1) g5, +6(1) (a0 (1) gfs + a8 (-1) g;B) ny
=0(1) 825, +0(=1) 8apy t€6(1) [8ag] 2y, (6.7)

Comme la fonction” de Heaviside est indéterminée en 1= 0, on élimine le
dernier ce terme en demandant que:

[gas] I5= 0. (6.8)
Avec .
[gas) eZef=0, (6.9)
ou : .
[gaﬁeg‘eff] =0, (6.10)

et 1a définition de la métrique induite sur-l"hypersurface:
- hap = 8ap e:e€7 (6'11)

la premiére condition de Jonction d’Israél est alors réduite 4 la continuité de
la métrique induite sur'X
[haiD] ‘2 = Qa (612)
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6.2 Deuxiéme condition de jonction

Pour déterminer la deuxiéme condition de j(i)nction d’Israél, on fait appelle &
une autre propriété géométrique de X, en ’occurrence le tenseur symétrique
de la courbure extrinséque K, défini par:

Kap = Doyp €7eF. (6.13)
On a la relation suivante:
Asp = Ao eg‘ef, (6.14)

On (Af[gef ) est donnée par[23] :

f/‘gef = h*"™Appeg — 8,(11#;5 A“eﬁ) n*

= Ajeg — ¢ (n“;ﬁ A‘“e{:ef) n*

= Apen — eA’ (n“;ﬂi eﬁef) n“

= A%eZ — eKoA®n?. (6.15)

Il est évident que (Afbeg‘) est une composante tangentielle & X, et (—eK.pA*n®)
est la composante normale. '
Comme les vecteur;ta,ngents sont fonctions [des coordonnées intrinseques y°,
on déduit que: .

- [Kav] = [mags] eGer- (6.16)
On a d’abord -,
. ’[na;ﬁ] = ,[na,ﬁ] - [FZB] ny — ?xﬁ [n"r] . (6.17)

Pxe ]

Comme [n,] = (2] =0et [nop) = [W =0, on obtient:

[Da;s] = — [FZ;S] Ny
1

= —-2-(an3 + kin, — kepn)n,

-1

= §(Eka5 — kJngnl, — kinan,), (6.18)
ol Kop = € [gapy 07, €t
- : 1 .
[FZB] = é(kznﬁ +k"ngn, — kagn”). (6.19)
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En substituant les équations. (6.17)-et (6.18j_ dans (6.16), on a alors:
1
[Kan] = 5ekapeder, | (6.20)

Considérons maintenant le scalaire de cou'rb;ure extrinséque:

i ' ,
= h®Kpp. | | ' (6.21)

La discontinuité de K & travers X s’écrit alors

- [K] = 0] Kep +h% Kb, (6.22)
avec [h*®] = 0, on oi)tient' ﬂ ’

K] = b [Ka] = -1-e h"mkaﬂ eceb. (6.23)

Le fait qu’on va utiliser par la suite les equatlons d’Einstein Gopg = 8mTop =Rap—
2gaﬁR nous pousse 4 calculer les dlscontmmtés des tenseurs de Riemann et
de Ricci & travers X. En effet on a: 1

I"ﬁ,y——e(l)l" +9( 1) 135, (6.24)

|
et

%, s=0(1) TEos+0(-1) r;; +6 (1) [T§,] ns (6.25)
Considérons le tenseur de Riemann: . ii

Rgvé = Thsy — Tpys T+ L !FZG — s l"g,/ : (6.26)
Remplagant (6.24) et (6.25) dans (5.26), on‘ a alors:
Rﬂms =0 (1) RB,M 6(-1) RW + 6 (1) Ags, (6.27)

Apys=¢ ([r8s] oy - ‘[rg'y] n5) -
En contractant sur les indices on obtient le tenseur et le scalaire de Ricci:

ou

Rag = 0 (1) R + 0 (=1)Rys -+ 6 (1) Aap, (6.28)

t - :
) R=0(1)R*+6(-1)R™+45(1)A. (6.29)
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Substituant maintenant (6.28) et (6.29) dans les équations d’Einstein:
1 L 1 _ _ 1
- v 1
= 8rG (6(1) Tjﬂ + 0 (——l).Taﬁ) +6(1) Ans — Ega,gAJ @, (6.30)
a partir de laquelle on déduit Pexpression du tenseur d’énergie-impulsion:

— 6(1 '
Top = 0(U) Ty +0/(~1) Ty — -2k (A, — 2h0)

. 7 167G
=0(1) T3 +0(-1) T3+ 6 (1) Sas, (6.31)
ol 1 :
Sag = m (Agaﬂ - 2Aaﬁ) . (632)

On remarque que T,z est la somme de trois contributions. La premiére et la
deuxiéme proviennent respectivement des tenseurs énergie-impulsion associés
& v, et v_, alors que la troisiéme constitue le tenseur énergie-impulsion de
la couch mince de taille 1 sur ¥ séparant v, et v_ .

En utilisant (6.19) il est facile de montrer que:

o E . o ' o ‘ a & (23
8y = 5 [(kgng + kyng — kgsn )n7 — (k'BI]vy -+ k.ynﬁ — kgyn )n,;]
6 .
=3 (kg‘n,gn,, — kingn;s — kgsnn, + kﬁwnana) , (6.33)
Ras = g (Koun"ng + ko0 n, — knang — ekog),  (6.34)
et -
A = ¢ (k,n*n” —€k). (6.35)

En remplacant les équations (6.33-6.35) dans (6.32) on obtient:
16w GeSap = kuan*ng+kypnn, —knanﬁ —ekog— (kuntn” —ek) g4, (6.36)
A partir de cette relation, il est facile de voir que Sq4 est tangent a X on a:

St ~ kyanfngn® + k,gntnan’ — kngngn? — ekggn® — (k,,n*n” — k) gaﬁnﬂ
« ek on* + Kk an*n,nf — kn, — ekogn® — (kn*n’n, — ekn,)
« 0. - : (6.37)

Alors on a: :
Sav = scxﬂe:eg’ (638)
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donnée par:

Sap = Té'v%—Ge_ ’[kﬂan#nﬁeg eg + k#ﬁn“n"‘e:eg — knang e:eg?

6.39
—ekapezel — (k,,n#n” — ek) gaﬁegeﬁ] . (6.39)
Grace aux propriétés n,e% = 0 et hy, =ga,_3_ef§e€ , on obtient:
1 a B ny mn v
Sup = T [—akaﬁea € — hask (e — eb™efel) + ckhay
1 n
= %G (habh welel — ek,ge eb) (6.40)
En utilisant les équations (6.20) et (6.23) on arrive finalement &:
c .
Sab - Té;; (hab [K] - [Kab]) ) (641)

qui- est la relation de Lanczos-Damois-Isragl. Cette relation relie le tenseur
d’énergie-impulsion” surfacique au saut dans la courbure extrinséque de X,
a ¥, et vice versa. Le tenseur d’énergle—lmpulslon de la Coche mince est
alors donnée par: .

F=6(1) sabe,:eb. (6.42)

Donc, pour avoir une transition lisse & travers ’hypersurface, il faut éliminer
la fonction ¢ dans le tenseur d’énergie-impulsion. La seule solution possible
est posée: ‘
Kaol |y = O, (6.43)

qui constitue la deuxiéme condition de jonction.

Considérons maintenant la généralisation des conditions de Jonction ci-dessus
au scénario formé de deux branes symétrique. Soient alors deux hypersurfaces
paralléles T; et Xp définies par la direction orthogonal n®, et symétrique par
apport au point x* = 0, et on désigne par T la distance les séparant.

Dans ces coordonnées la symétrie des hypersurfaces impose que:
8ap (x%) = gap (—x%), | (6.44)

Ke (x%) = Kap (~%%), (6.45)
et selon (6.17) et (6.29) on a donc:

Kab'21= _Ka;b.lzb’ (646)
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et de maniére équivalent, en introduisant e:)

peut écrire: : i

xplicitement les coordonnées, on -

w(@-w(D) e

A la limite (T — 0) on a par définition:

o o () = ()

T—0 T

3 ax"Kélb (O) ) (648)

cela se comporte comme la fonction de Delta Dirac, si ® (x*) est une fonction

alors:
1/2

J-1/2

OyaKap® (x) dx = 2K,y (0) @ (0), (6.49)

4 partir de laquelle on déduit que pour ¥, T Yo =X, 0n a:

[Kab] = 2Kap ’)[37 (650)

ou bien

T

[Kan] = 2Ke(07) |, 0+ = 2Kan(07) [y~ (6.51)
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Chapter 7

Conclusion générale

L’étude effectuée dans ce mémoire de magister est consacré a la détermina-
tion de ’excentricité d’un univers elhpsmdal de dimensions 4 et 5 dans le
cadre de la gravité modifiée dans le scénario branaire de Dvali-Gabadadze-
Poratti (DGP). Comme gravité modifiée nous avons considéré la f(R)-gravité
ot f(R) = R+ foR? En utilisant les équ[ations de mouvement d’Einstein
‘et les conditions de jonction d’Isragl adaptées au cas étudié, nous avons
déterminé les équations de Friedmann dans le volume, qui dépendent de la
géométrie et de la matiére autant 1sotrop1que qu’anisotropique de la brane.
Nous avons aussi 4 obtenir une expression donnant I'excentricité d’un univers
ellipsoidal & cinq diinensions dans les deux! régimes r. << l et r. >> 1, et
qui dépend uniquement de la pression anisotropique dans le volume. Il est
important de noter que nos résultats coi‘n{cident avec ceux de la relativité
générale d’Einstein dans le cas f(R) = R et 7. >> 1, et avec les résultats de
la gravité modifiée pour 7. >> 1, ainsi qu’avec ceux du modéle branair DGP

ou f(R) = R.

Nous avons utilisé un univers ellipsoidal dans la théorie de la gravité modifi¢e
et le scénario branaire de DGP pour expliqﬁer la suppression de la contribu-
tion du moment quadripolaire dans l’amSOQropie de température relative du
rayonnement cosmique’ fossile (CMB radiation). Des analyses plus précises
des données WMAP ont montré un alignement des quadripéles C; et des
octupoles Cj et sont concentrés dans un plan incliné de 30° rapport au plan
galactique. C’est ce résultat qui a motivé l’ﬁtroductlon d’un univers ellipsoi-
dal ou une direction est en expansion dlfferemment des directions transverses
du plan équatorial [14]. Campanelli et al (3, }4 5] ont montré que pour une ex-
centricité de Pordre:10~2 les valeurs prédites pour ’anisotropie quadripolaire

sont alors dans D’intervalle 42.2uK? < (6T f,red < 1001.6pK?, ce qui est en
concordance avec les données observées. En utilisant les résultats obtenus
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dans ce mémoire nous avons montré qu’un univers ellipsoidal dans le modéle
branaire de DGP et gravité quadratique résout ’anomalie quadripolaire du
rayonnement du fond cosmique fossile. -

60




B




Bibliography

(1] E.ELBAZ, M.‘NOVELLE, Cosmologie, Université Claud Bernard Lyon-
1, Institut des Sciences de la Matiére (1992).

[2] R. Durrer, V. Desjacques, "Cosmologie” , Département de Physique
Théorique de I'Université de Genéve.

[3] L. Campanelli, P. Ceal, G.L.Fogli et L.Tedesco, Phys. Rev. D 76, 063007
(2007) [arXiv : 0706.3802]. :

[4] L. Campanelli, P. Ceal, G.L.Fogli et L.Tedesco [arXiv : 1103.6175] .
[5] L. Campanelli; P. Ceal, G.L.Fogli et L.Tedesco [arXiv : 1103.2658] .

[6] R. Gostri, M. Vergas dos Santos, I. Waga, R. Reis, M. O. Calvao and
B. L. Lago [arXiv : 1203.3212]. :

[7] D. Huterer and G. D. Strakman, Phys Rev. D 70, 043515 (2004)

[arXiv : 0310511] .
[8] J. Fric, " C’osmologze: le Modéle Standard " (2002).

[9] G. Dvali, G. Gabadadze and M. Porrati, Phys. Lett. B 485, 208-214
[hep-th/0005016]. .

[10] C. Deffayet, S. J. Landau, J. Raux, M. Zaldarriaga a.nd P. Astier, Phys.
Rev. D 66, 0240019 (2002) [arXiv :Astrp-ph/ 0201164] .

[11] C. Pitrou, These de Doctorat : "Dynamique non-linéaire et anisotropie
primordiale en cosmologie”, Université Paris VI (2008).

[12] A. H. Taub, Annals Math. 53.472 (1951).

[13] Xian-Hui. Ge. Sang. Pyo. Kim, JCAP 0707, 001 (2007)

[arXiv:hep-th/0703117].

61



[14] A. Berera, R. V. Buniy, and T. W. Kephart, 2004 J. Cosmol. As- _
tropart. Phys.. JCAP 016, 0410 (2004); R. V. Buniy, A. Berera and
T. W. Kephart, Phys. Rev. D 73 063529 (2006).

[15] K. Nozari, M. Pourghasemi, JCAP 10 044 [arXiv:0808.3701] (2008).

[16] C. Deffayet, Phys. Rev. D 66 103504 (2002), C. Deffayet, Phys. Rev. D
71 023520 (2005).

[17] P. Binétruy, C. Deffayet, U. Ellwanger, D. Langlois, Acta Phys. Polon.
B 30, 3541 (1999); Phys. Lett. B 477, 285 (2000) [hep-th/ 9910219).

18] H. A. Bridgman, K. A. Malik and D. Wands, [astro-ph/01070245].

[19] K. Nozari, "DGP Cosmologie with a Non-Minimally Coupled Scalar
Field on the Brane” (2008) [arXiv: 0805.1537].

[20] G. Dvali, G. Gabadadze and M. Porrdti, Phys. Rev. D 63, 065007; [hep-
th/0008054] (2001).

21] C. Deffayet, G. Dvali, and G. Gabadadze, Phys. Rev. D 65, 044023
(2002); C. Deffayet, S. J. Landau, J. Raux, M. Zaldarriaga and P. Astier,
Phys. Rev. D 66, 0240019, (2002) [astro-ph/0201164].

[22] R. Gannouji, Thése de doctorat, "Les mystéres de l’expansion accélérée
de Vunivers", LPTH UMR 5207 CNRS-UM2, Université de Montpellier,
France (2008).

[23] K. Nouicer, Cours de la relativité génémle "Chapitre sur les hypersur-
faces", Université de Jijel (2010).

[24] S. Ansoldi and L. Sindoni, "Ismel J@nétz’on Conditions", 26-29 (2004).

[25] N. Deruelle, M. Sasaki, Y. Sendouda, "Junction Conditions in
f(R) theories - of Gravity", Prog. Theor Phys. 119 237 (2008)
[arXiv: gr-qc/0711.1150].

[26] R. T. W. Kephart, Phys. Rev. D 73 063529 (2006).

62



Abstract:
The aim of this work is to calculate the eccentric e?(t) of
the elliptical world in two 1d1fferent types of modified
gravity theorie. The first is|the Dvali-Gabadadze-Poratti
(DGP) brane scenario with one extra dimension, and the
second is the (DGP) model with f(R) gravity theory.

Résumé: | ,
Le but de ce travail est de calculer ’excentricité e*(t)
d’un univers elliptique dans)deux types de théorie de la
gravité modifiée. Le premier est le modele branaire de
Dvali-Gapadadze-Poratti (D!?P), et le deuxi¢me est le
modéle (DGP) dans la théorie f(R) gravité. '

e2(t) Ul $alian 055 &S ¥ Ol 9 Tl 03 (ya Syl
R |
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