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Introduction Générale

L’étude des équations et inclusions différentielle
tance de ces applications dans différents domaines.

des problémes d’évolution concernant des inclusions

Les résultats exposés dans ce mémoire consiste & utiliser divers types de la résolution

s joue un role crucial, d’ol l'impor-

différentielles.

Tbrahim ({19], [33]), A. Gavioli et L. Malaguti ([34]) ont établi 'existence des solutions

des équations différentielles multivoques avec retard
i(t) € F(t,7(t)z) »p-p

avec différentes hypothéses.
D’autre part, l’existence de solutions pour les inclus

i(t) € F(t,z(2),£()) p

a été étudiées par plusieurs autheurs voir par exemp

Dans ce travail et au Chapitre 2, nous nous som
de solutions d’un probléme d’évolution du type

z(0) = x,

z(s) = p(s),

\

retard dans [47]. La méthode de démonstration repo

étant ramené 4 un probléme sans retard sur chaque

Afin de situer les résultats présentés ici par rapport aux résultats d’existence dans
la littérature, signalons que dans les espaces de Ba,riach séparables, C. Castaing et A.G.

[ i#(t) € F(t,r(t)x, 7(t)%), p.p.t€[0,1];

Ce probléme est une extension au cas avec retard d'un théoréme d’existence sans

de discrétisation développées par C. Castaing , A.Grl. Ibrahim, A. Faik, A. Salvadori, L.
Thibault et A. Syam (Voir [18, 19, 20, 45, 12, 30, 44]).
La méthode utilisée, discrétise l'intervalle du temps)

de la forme

sur I (IDR 1)

ons différentielles du second ordre

p sur I (ID 2)

le [1, 7, 16, 17, 23, 28, 42, 43).

imes intéressées a 1’étude d’existence

2(0) = vo; (/DR ?2)

Vs € [-,0].

se sur une adaptation des techniques

le probléme considéré (avec retard)
|

sous intervalle.




Nous considérons pour chaque n € N, la partition de l'intervalle [0,T] définie par

les points f == £ (k = 0,1,..,
multifonction FP : (£, &) x H x H = H par

Fg(t ) o= P, 70 (7))

n). Sur chaque sous intervalle [t},

wi1), on définit la

T()ge (- ¥)),

( () t € [-r0];
fitw) = | w2(0) Lelt ) e BT
| 251 () +nft — &)z — 254, (E) te[s
et .
o(t) t € [-r,0];
g (t,y) = 1 3 (t) tes, "“H] i€{0,k-1}
| R (8R) +nlt — )y — 25_,(E)) € [&, £,

E b+l

£, 2£1] on démontre que F

Pour chaque ¢ € |
probléeme sans retard (Sans perdre de généralités, or
d’une solution u,(-) est assuré par le théoréme 1 dar

Dans le chapitre 3, nous démontrons 'existence d

z(t) € —A(t)z(t) + F(t, z(t))

z{0) = zo,

moyennant des conditions bien adaptées sur A et F
nue mixte . Pour des théorémes d’existence avec des
peut voir {5), [6].

Plusieurs auteurs se sont intéressés a l'étude de

d’évolution de la forme

&(t) € —A(t) + £(1)

z(0) = zo € D(A),

vérifie les différentes hypotheéses du
n peut prendre T = 1) et ’existence
15 [47].

e solutions de Uinclusion différentielle

p.p.t €[0,1)];
()

est une multi-application semiconti-

perturbations semicontinue mixte on

’existence de solutions de I'équation

p.t€[0,T;

(1)




oll A est un opérateur non nécessairement borné dai
A valeurs dans E. Par exemple, Hille ([36]) a étudié
un opérateur linéaire fermé et f := 0. Pour le cas
m-accrétif et h intégrable, nous renvoyons le lecteur
([13]), Crandall et Liggett ([24]), Kato ([37]) et Kob
Crandall et Pazy ([25]) ont introduit la condition de
une application continue f : [0,1] — E et une appli
telle que

17+ pA) o~ (I +pA) e < g

pour tout u €]0, o[, tout = € E et tous ¢, s € [0,T].
Cette condition sera imposée dans 1'étude de 1’équat

z(t) € —A(t)z(t) + F(t, (1))

2(0) = o € D(A).

ns I et f une application intégrable

I’équation (II) dans le cas ou A est
ol A est un opérateur non linéaire
aux articles de Benilan {[11]), Brézis
atashi ([38]). Lorsque A dépend de t,
régularité suivante : il existe py > 0,
cation croissante L : [0, 00[— [0, 0]

|£(&) — S()II L=} (1)
p.p. t €{0,1];
(I1T)

qui a été établie par A.M. Gamal ({34]). Il est coni

D(A(%)) est constant. Plant ([41]) et Evans ([29]) o

11 que cette condition implique que
nt adopté également cette condition

pour le cas ot A dépend de ¢, en supposant f intégrable et L continue et non décroissante.
Enfin, signalons que, Cellina et Marchi ([22]) ont étudié le probléme (III) dans le cas ou A

est indépendant de ¢ et F' définie et continue'sur (0,

] x D(A(t)) a valeurs compactes non’

nécessairement convexes dans R"; et Attouch et Damlamian ({8]) ont étudié le probleme

dans le cas ol A est indépendant de ¢ et F est & valeurs convexes. Voir aussi (3], [4] pour

le second ordre.

Ce mémoire est organisé de la sorte, dans le prem

notations qui nous serons utiles tout au long de notr
de base et quelques résultats préliminaires utilisés.

Le deuxiéme chapitre est consacré a ’étude de I’

lier chapitre, nous précisons quelques
e travail, et on rappelle des concepts

existence de solutions pour les inclu-

sions différentielles du second ordre avec retard de la forme
(&(t) € F(t,7(t)z, 7(t)i), pp.t€(0,1];
4 z(0) = zo, z(0) = yo; (IDR 2)
z(s) = p(s), Vs € [—r,0].




Nous établissons ’existence de solutions du problem
|F(t,u,v)| < alt) + b([[«(0)]|?

pour tout (t,u,v) € [0,1] x Ck([-,0]) x Cu{[-7
Cu{[—r,0]) = H est une multi-application mesura

+

e (I D R 2) sous 'ypothése

lv(0)]1%)¢ p.p,

,0]), ot F : [0,1] x Cx([-r,0]) x
dle en ¢ 4 valeurs non vides fermées

convexes, semi-continue supérieurement et a € L% ([0,1]},b > 0,9 > 2.

Dans le troisiéme chapitre, on traite un résultat d’existence d'un probléme de Cauchy

pour une inclusion différentielle du premier ordre gouvernée par un opérateur maximal

monotone sur un espace E de dimension finie de la forme

() € —A()z(t) + F(t, (t))

avec

p.p.t€[0,1];
(1)

A@zlo + [F(t, 2} < m(2),

pour tout {¢,z) € [0,1] X E, ol A est un opérateur maximal monotoneet F: [0,1]xE 3 F

est une multi-application mesurable et vérifiant la
chaque point z € E, tel que F(t, z) est convexe, F(t,

propriété suivante < Vt€ [0,1], en
-} est semi-continue supérieurement,

et quand F(t, ) est non convexe, F(t,-) est semi-continue inférieurement sur un voisinage

de z >, et me L%([0,1]).

La technique employée dans la démonstration du rést
I’existence d'une multiselection pour les multi-appl
méthode standard du théoréme du point fixe de Kak

1ltat de ce chapitre consiste a utiliser
cation semicontinues mixtes et une
utani-Ky Fan.




Chapitre 1

Notations et résultats

préliminaires

Dans ce chapitre, nous résumons les notations et les concepts de base liés & 1'étude

des multi-applications, ainsi que les résultats que nous avons utilisé dans ce mémoire.

1.1 Notations.

Soit H un espace de Hilbert réel séparable mu
norme associée || - ||.
On note par

e B ou B(0,1) la boule unité fermée de H.

ni du produit scalaire (-,-), et de la

e Si A est un sous ensemble de H, A est la fermeture de A.

e C;([0,1]) Pespace de Banach des fonctions continues définies sur [0, 1] & valeurs dans

I'espace H.

e CL([0,1]) l'espace de Banach des fonctions continues u : [0,1] — H ayant une dérivée

premiere continue, muni de la norme

||u|lc},([o,1]) = mﬂx{tféllgﬁ Jfau

)N, max [[a(t)|}}.

te(0,1}

o L5([0,1)) = {f: (0,1 = B : f mesurable et (Ofllf(:c)l”dw)% < +oo}, ol p € [1, +o0],

I'espace des classes d’équivalence des fonctions
z + | f(z)|?P soit intégrable sur [0, 1].

e o(E, E') la topologie faible définie sur E.

e o(E', E) la topologie faible * définie sur £ .

e — la convergence faible.

o £{[0,1]) la tribu de Lebegue sur [0, 1].

mesurables sur [0,1] telles que




¢ 1 ou dt la mesure de Lebesgue.

e B(F) est la tribu de Borel, la plus petite tribu contenant la topologie de E.

® §(-, A) la fonction indicatrice de A, définie par

0 sizeA
+00 ailleurs.

5($,A) = {

e La fonction polaire de d(-, A) appelée aussi fonction support de A, est la fonction
§*(-, A}, définie sur H par

0*(§, A) = sup(§, z},V§ € H.
TEA

e Soit S un sous ensemble fermé de H.
On note par d(-, S), la fonction distance au sous ensemble S, i.e,

d(z, S) = ilelg flz —ull,vVz € H.

e x4 la fonction caractéristique d’une partie A d’un ensemble donné définie par

(z) = 1 siz€e A
XA =V 0 sing A

1.2 Inclusions différentielles avec retard (mémoire).

Les inclusions différentielles avec retard fini sont des équations différentielles multi-
voques ol le systéme ne depend pas uniquement de la valeur initiale, mais aussi de 1'état
antérieure du systéme. Si une inclusion différentielle associe & 1'état du systéme a tout
instant, la vélocité du systéme dépend de son état|a tout instant. Ainsi, les inclusions
différentielles avec retard (mémoire) expriment que(la vitesse dépend non seulement de
I'état du systéme & cet instant mais aussi d'une période du passé de la trajectoire, i.e, de
la ligne décrite par un point matériel en mouvement,isuivant une direction donnée, de son
point de départ & son point d’arrivée, jusqu’a cet instant.

Pour poser explicitement cette idée dans une théorie déductive (relative) suivant laquelle
on raisonne, on peut formaliser cette théorie comme]suit :
on introduit pour tout T' > 0 et 7 > 0, I’espace de Banach

Cu([-r,T)) :=C([-r, T} H)

(resp. Co:=C([~r,0], H)),




des fonctions continues de [—r, T (resp. [—r,0]} dan:

de la norme de la convergence uniforme sur les inter,

—rT)) = mMax 5)|| = max
¥ lles (—r10) se[_r,ﬂ"ﬂb( | {l

(resp. |[¥llc, = ax, ll%(s)|| = max{

Pour chaque t € I := [0,T], la fonction u : [—r,T]

s I’espace de Hilbert H, muni

valles compacts notée par :

(W)l s € [-nT]},
(o)l : s & [-r0]}).

— H est continue de [~7,T| dans
t

H telle que sa restriction & [0, 7] est absolument continue, i.e, u(t) := u(0) + [ u(s)ds,
0 .

vt € [0,1], avec @ € LL([0,T]), et sa restriction & [—
On définit la fonction

(r(t)u())(s) = wu(t +s), pour

r,0] égale & ¢ € Cp.

tout s € [—r,0].

Il est évident que, si u € Cy([—7,0]), alors 7(t)u(-) € Cy, i.e

7(t) : Cy([—r,0]) —

et Papplication u — 7(t)u(-) est continue au sens de

Cﬂv

la convergence uniforme.

Cette formulation offre un cadre flexible pour modéliser une multitude de problémes qui

se rencontrent en théorie du contrdle optimal, dans 1
et en économie. (Voir par exemple [42]).

1.3 . Multi-applications et sélec

Définition 1.3.1 :

Soient X et Y deux ensembles non vides. Une multi-
F définie sur X & valeurs dans Y est une fonction qu
sous ensemble F(z) de Y, on note F : X 3Y ou F
des parties de Y').

Le domaine, le graphe et I'image de la multi-applica

D(F)y:=Dom(F)={z€e X

gr(FY={(z,y) e X xY/z €D

m(F)= ] F(

€ D{F)

a mécanique (systémes dynamiques)

tions.

application {ou fonction multivogue)
i & chaque élément x € X associe un
: X = P(Y), (P(Y) est ’ensemble

tion F': X =3Y sont donnés par
F(z) # 0},

(F),y € F(z)},
).

xZ




Définition 1.3.2 :
Soit F : X =3 Y Une multi-application. On appe
f: X =Y vérifiant

f(z) € F(z),Vz €

Théoréme 1.3.3 (Théoréme d’existence de sélectio

lle sélection de F toute application

X

ns mesurables) ( Voir 21]).

Soient (J, L) un espace mesurable, X un espace métnique complet séparable et F': J 33 X

une multi-application X—mesurable @ veleurs fermée
Alors F' admet au moins une sélection mesurable.

8.

1.4 Mesurabilité des multi-applications.

Pour plus de détails sur cette section se référer & [21].

Définition 1.4.1 :
Soient X un ensemble non vide, & une famille de s¢
une tribu sur X si

1)dezx,

2)Ae L= X\A€ZL,

3) A, € Z,Vne N= U, A, € £

o Le couple(X, X)) est appelé espace mesurable, et
sembles mesurables.

us ensembles de X. Alors ¥ est dite

les éléments de ¥ sont appelés en-

s Sila troisiéme relation est vraie pour les unions finies seulement, on dit que ¥ est une

algeébre sur X.

¢ Si X est un espace topologique, la tribu Borélienne sur X notée B(X), est la plus

petite tribu sur X contenant la topologie de Xi.

Définition 1.4.2 :

Soient (X1,L1), (X2, L2), deux espaces mesurables et g une fonction définie sur X; 4 va-

leurs dans X3, on dit que g est (51, 5z)—mesurable $i pour tout A € Ly, g7 A) € L.

Si X5 est un espace topologique, une fonction (L,
Borélienne.

B(X))— mesurable est dite fonction

On donne dans ce qui suit quelques notions sur les mesures.




Définition 1.4.3 :

Soit (X, X) un espace mesurable. Alors l’application
1) v(0) =0, '
2) v(UpAn) = 3 v(A,), pour toute suite dénombra

n
joints.

— Le triplet (X, X, v) est appelé espace mesuré.

v:Y — R est une mesure sur X st

ble d’éléments de ¥ deuz d deuz dis-

- Si v(A) > 0, pour tout A € I, on dit que » est une mesure positive et on note

v > 0, ou que 'espace (X, %, V) est positif.

- 8i v(A) < oo, pour tout A € T, on dit que v
(X,Z,v) est fini.

— S8i X est un espace topologique, la mesure
Borélienne.

- On dit que v est une mesure de probabilité si

est une mesure finie ou que I'espace
v B(X) — R est appelée mesure

v{X)=1.

— La tribu v-complétée de ¥ notée L, est la tribu engendrée par ¥ et les ensembles

v-négligeables, c’est & dire
L,={AUZ/ AcZetZense

Définition 1.4.4 :

mble v — négligeable}.

Soit (X, X, v) un espace mesuré avec v > 0. .Soit Z 1lm sous ensemble de X, on dit que Z
est v—négligeable, s’il existe A€ L tel que Z C A et v(A) =0.

On dit qu'une propriété sur X est vraie v—presque
n’est pas vérifée est v—négligeable.

Définition 1.4.5 :

partout (v.p.p), si I’ensemble ol elle

Sotent (J,X) un espdce mesurable, X un espace métriqgue et I' : J =3 X. On dit que T est

(Z, B(X))—mesurable ou tout simplement L—mesurable si pour tout ouvert V de X,

r(Vy={teJ/ TNV #0} €%

Lemme 1.4.6 :
Soient (J,X) un espace mesurable, X un espace mét

!”ique complet séparable et T : J 3 X

une multi-application & valeurs non vides fermées. Considérons les propriétés suivantes

(i) T71(B) € I, pour tout Borélien B de X,
(ii) T~1(C) € &, pour tout fermé C de X,
(iii) T~Y(V) € I, pour tout ouvert V de X,

(iv) i existe une suite (o,,) de sélections mesurables de ' telle que

Vt € J,0(t) = {on(d)]

10
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(v) ¥z € X, la fonction distance d{z,T'(-)) est mesurable,
(vi) le graphe de T appartient ¢ £ ® B(X).

Alors (i) = (i) = (iii) = (v) = (vi).

§i T est a valeurs non vides complétes alors (14i) < (v) & (iv).

8i T est a valeurs non vides compactes alors (iii) = (i).

Si X est un espace de Banach séparable et T est & waleurs convexes compactes, alors la
mesurabilité de T est équivalente & la mesurabilité de la fonction support §*(z',T'(+)), pour
toutz € X',

Lemme 1.4.7 :
Soient (J,,v) un espace mesuré avec v > 0, o—finie et & v—compléte. Soient X un
espace métriqgue complet et ' : J =3 X une multi-applicatin ¢ valeurs non vides fermées,
alors

(i) & (ii) & (i) o (w) < (v) < (vi)

Définition 1.4.8 :

Soient (J,Z,v) un espace mesuré fini, X un espace métrique séparable et I' : J 3 X

une multi-applicatin ¢ valeurs non vides fermées. Alors l'ensemble de toutes les sélections
mesurables de ' est défini par

St ={f € Lx(J)/ f(t) €T(t}, v. p. p}.

Il est clair que S% est fermé. En utilisant le Théoréme de sélection d’Aumann, on peut
voir que S} est non vide si et seulement si la fonction

t— inf |z|
€l ()

appartient & LL,(J). Cest le cas lorsque la fonction
R

t— I(t)] = sup [lz|
zel(t)

appartient a L1, (J).

Définition 1.4.9
Une multi-application T : J =3 X est dite intégrablement bornée ou scalairement intégrable
si [' est mesurable et la fonction t — [[(t)| appartient & Ly, (J).

11




Théoréme 1.4.10 :

Soient (J, L, v) un espace mesuré avec v > 0, o— finte et L v—compléte. Soit E un espace

de Banach séparable et T' : J =3 X une multi-applicatin intégrablement bornée & valeurs

non vides convezes compactes. Alors
1 1
o St est conveze o(Ly, L) —compact.

1.5 Concepts de continuité des multi-applications.

Définition 1.5.1 :
Sotent X,Y deuz espaces topologiques, F : X 3 Y|

une multi-application. Alors F est

dite semi continue supérieurement (s.c.s) au point xg € X, si pour tout ouvert V de Y tel

que F{xzo) C V, il existe un voisinage ouvert U de zg
On dit que F est s.c.s sur X si elle est s.c.s en tout

Ennongons les propriétés suivantes, et pour plus

et Flz) CV,Vz e U
point x € X.

de détails on peut se référer & [9].

- 1) Le graphe d’une multi-application s.c.s & valeurs fermées est fermé. Donc si F

est s.c.s a valeurs fermées,

lim sup F(z') G

€ —T

F(z}).

- 2) SiY est compact, F & valeurs fermées et gph{F)} est fermé dans X x Y alors F

est s.c.s.

Définition 1.5.2 :
Soient X, Y deuz espaces topologiques, F : X 33 Y
dite semi continue inférieurement (s.c.s) au point zg

une multi-application. Alors F est
€ X, si pour tout ouvert V de Y tel

que F(xo) NV 3£ D, il existe un voisinage ouvert U de g et F(UYNV #£ 0.
On dit que F est s.c.t sur X si elle est s.c.i en tout point ¢ € X.

Théoréme 1.5.3 :

Soit F': X =3 Y une multi-application, alors les assertions suivantes sont équivalentes

i} F' est semicontinue supérieurement sur X,
i) Pensemble FYG):={z€ X :F(z) CG} estur
Y,
iii) lensemble F~1 (M) :={z € X : F(z)N M # 0}
M deY.
i) F-1(U) C F~Y(U) pour tout sous ensemble U de

12

1 ouvert de X pour tout ouvert G de

est un fermé de X pour toutl fermé

Y.




Théoréme 1.5.4 :

Soit F: X =23'Y une multi-application, alors les assertions suivantes sont équivalentes

i) F est semicontinue inférieurement sur X,
i1) l'ensemble F71(G) := {z € X : F(z) C G} est u
Y,

i) Uensemble F~Y(M) :={x € X : F(z)N M # 0}
M deY. :

iv) FyY(U) C FH(U) pour tout sous ensemble U de

Proposition 1.5.5 :

n fermé de X pour tout fermé G de

est un ouvert de X pour tout ouvert

Y.

Soit F': X =3 Y une multi-application d valeurs compactes semicontinue supérieurement

sur X. Alors pour chaque ensemble compact K C X, limage F(K) = |J F(x) est un

compact de Y.

zeK

Rappelons la définition d’une fonction absolument continue.

Définition 1.5.6 :
On dit qu’une fonction f : [a,b] — E est absolumen

L continue si Ve > 0,3 § > 0 tel que

pour toute partition dénombrable de [a,b] par des intervalles disjoints [ax,bx] vérifiant

D (br—ar) <6

k

nous ayons

S s — fla)ll

Théoréme 1.5.7 :

Une fonction f : [a,b] — E est absolument continue si et selement si elle est lintégrale

de sa dérivée, c’est a dire

b
ﬂw—ﬂm=ffmw

On voit bien qu'une fonction absolument continue est continue par contre la réciproque

est fause.

Nous terminons cette section par 'énnoncé d'un Théoréme de fermeture pour les multi-

applications s.c.s.
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Théoréme 1.5.8 (Théoréme VI.4 Chap 3 [21]).
Soient E un espace de Banach séparable, X un espace

topologique et ® une multi-application

définie sur [0,T] x X & valeurs non vides convexes compactes dans E et telle que pour tout
t € [0,T} fizé, ®(t,-) est s.c.s. Soient (z,),z des fonctions définies sur [0,T] & valeurs
dans X et (y,),y de fonctions intégrables définies sur [0,T)] 4 valeurs dans E.

Supposons que
a) lim z,(t) = z(t),p.p sur(0,T],
b) Fyncjo converge vers y o{ L}, LoEg),
¢) ya(t) € B(t,za (1)), p.p sur [0,T].

Alors y(t) € ®(¢, z(t)), p.p sur [0,T].

1.6 Quelques Théoremes du pt

On donne dans cette section quelques Théoréeme;

pint fixe.

s du point fixe qui nous seront utiles

dans les démonstrations de nos Théorémes d’existen

ce. (Voir [39)).

Théoréme 1.6.1 (Théoréme du point fire de Kakutani-Ky Fan).
Sotent X un espace topologique séparé localement conveze, S un sous ensemble non vide

convexe compact de X et F' : § 3 S une multi-application s.c.s 4 valeurs non vides

convezes fermées. Alors F admet un point fize dans
z € F(z).

Le corollaire suivant du Théoréme du point fixe de K
faible de ce dernier.

Théoréme 1.6.2 :
Soient E un espace de Banach, S un sous ensemble

S, c’est a dire il existe x € S tel que

akutani-Ky Fan nous donne la forme

non vide conveze faiblement compact

de E et F: S =3 S une multi-application faiblement-faiblement s.c.s et @ valeurs non

vides convezes faiblement compactes. Alors F' admet un point fize dans S.

1.7 Lemme de Gronwall.

L'inégalité de Gronwall admet de nombreuses versions parmi elles le lemme suivant.

Lemme 1.7.1 (Premiére formule) :
Soient f,g,h des fonctions définies sur [0,T] ¢ valeu

1(t) < () + f f()h
0 ,
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(r)dr,




alors

1) < () + f o(r)h(r)eap [ h(s)ds)dr.

1.8 Quelques résultats de convergence.

Les résultats suivants sont pris de la référence [27].

Théoréme 1.8.1 (Théoréme de convergence de Lebesgue).

Si la suite (fn) de fonctions définies u—p.p sur E 4 valeurs dans R, converge p~p.p vers
une fonction f et si de plus les f, supposées u— intégrables vérifient u—p.p et pour tout
n la condition

[fa(@) < g(2),
oth g est une fonction u— intégrable indépendante de n. Alors f est p— intégrable et on a
p(f) = lim p(fa).

Théoréme 1.8.2 (Théoréme d’Ascoli-Arzeld).
Soient J un espace métrigue compact, Y un espace métrique complet, et H un sous en-

semble de C(J,Y), lespace des applications contintfes définies sur J & valeurs dans Y,
munt de la topologies de la convergence uniforme. Alors H est relativement compact si et
selement si H est équicontinu et H(x) est relativement compact, avec '

H(z) = {f(z)/ f € H}.
Le Théoréme suivant est une conséquence du Théoréme d’Ascoli-Arzela.

Théoréme 1.8.3 (Théoréme 4 chap 2 [9])
Soient J un sous ensemble compact de R, E un espace de dimension finie et soit {f,) une
suite de fonctions absolument continues définies sur J a valeurs dans E satisfaisant les
conditions suivantes
1)Vt € J, (fu(t)) est un un sous ensemble relativement compact de E,
2) il exziste une fonction & valeurs réelles positives h € Ly(J) telle que

rJ.

—

I fn@® < h(t),pps

Alors il existe une sous suite de (f,) (qu’on note aussi{f,)) qui converge vers une fonc-
tion absolument continue f: J — F au sens sutvant
a) (f,) converge uniformément ver f,
b) (f,) converge faiblement vers f dans LL(J), c’et|d dire (f,) converge vers f o(LL, L),
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1.9 Quelques résultats de compacité.

Théoréme 1.9.1 (théoréme de Banach-Alaoglu-Bo

urbaki). Voir ({14]).

Soit E un espace de Banach, alors la boule unité fermée de E’

By ={f€E/ |flg <1}

est compact pour la topologie faible + o(E', E).

Théoréme 1.9.2 (théoréme de Banach-Dieudonné).

Voir ([15], [16], [17], [95]).

Soit E un espace de Banach séparable, By la boule unité fermée de E'. Alors sur By la
topologie de la convergence faible coincide avec la topologie de la convergence compacte.

(By,o(E', E)) est métrisable.

Théoréme 1.9.3 ( Théoréme d’Eberlein-Smalian).
Soit § un sous ensemble d’un espace de Banach E.
sont équivalentes.
i} S est faiblement (relativernent) séquentiellemen
it) S est faiblement (relativement) compact.

16
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Alors les deux propriétés suivantes
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Chapitre 2

Inclusion différentielle du second‘

ordre avec retard

2.1 Introduction.

De nombreuses études ont été effectuées pour l'obtention de résultats d’existence pour

les inclusions différentielles avec retard.

L’une des méthodes, que nous allons utilisé ici se base sur une adaptation des techniques

: |
de discrétisation développée dans (12, 18, 19, 20, 45), oli le probléme avec retard est ra-

mené & un probléme sans retard sur chaque sous intérvalle (subdivision de I'intervalle du

temps).

Commencons par énoncer un résultat d’existence pot

du second ordre sans retard.

17
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2.2 Résultat d’existence sans retard.

Théoréme 2.2.1 ( 40}, [47])
Soit H un epace de Hilbert réel séparable. Soit F'

1 [0,1] x H x H 3 H une multi-

application & valeurs non vides fermées convezes satisfaisant les hypothéses suivantes :

(H1) F est mesurable en t.
(Ha) F(t,-,-} est semi continue supérieurement.
(H3) il existe a € LI ([0,1]), (g = 2),b > 0, telle que

1t w, o)l = sup{llsll; s € F(t,u,v)} < a(t) + b(llull® + o] p.p

pour tout (u,v) € H x H.
Alors Uensemble X des solutions du probléme de Ca

uchy pour Uinclusion différentielle

a(t) € Ft,ult),a(t)), pp.te0,1];

(P)

u(0) = uo, 4(0) = vo;

est non vide compact dans C4([0,1]) et Yu € X, u vérifie

4

u(0) = uy,

[ z(t) € F(t,u(t),v(t)), p

De plus, on a les estimations suivantes

2(0) = vg;

u(t) == ug + fv(s)ds, vt € [0, 1];

1 v(t) =0+ ftz(s)ds, vt e [0,1];
0

p. sur(0, 1].

lu@®)ll < M, Vt € [0,1];
o)l < Mz, Vt € [0,1];

z€ Sy,

telle que ST := {s € L([0,1]); [s(t)] < A(t)p. p} avec A(t) € L§,([0,1]}.

On donne maintenant notre résultat principal de ce chapitre qui est Pexistence de solutions

pour le probléeme avec retard.
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2.3 Résultat d’existence avec 1

Théoreme 2.3.1 :

etard.

Soit H un espace de dimension finie. Soit F : [0,1] X C4([-7,0]} x Cx([-7,0]) = H
une multi-application & valeurs non vides compactes convezes satisfaisant les hypothéses

suivantes :
(H1) F est mesurable par rapport é t.

(Hz) F(t,-,-) est semi continue supérieurement sur Cy([—,0]) x Cy{{-7,0]) .

Hs) 4l existe a € L1([0,1]),(q = 2),b > 0O telle que
+

|F (¢, w,0)l| = sup{sll; s € F(t,u,v)} < a(t) + b({lu(O)]1? + [v(0)|*)7 pp

pour tout (£,u,v) € [0,1] x C([—7,0]) x Cu([—r, 0])]

Soient ug, v € H et soit ¢ € Cx([—r,0]) telle que ¢
Alors Uinclusion différentielle

e

’U(O) = Up,

\ u(s) = o(s),
admet au moins une solution dans C([—r,1]).

Preuve. La démonstration se fait en quatre étapes.
Etape 1.Construction des suiles approzimantes :

Considérons la partition de [0, 1] définie par les poin
tp:=%£ (k=0,1,...,n). Pour chaque (,z) € [-r, L

0) = ug et (0) = vo.

(i) € F(t, 7(t)u, T(0)%), p.p. te€[0,1];

4{0) = vy;

ts :
x H, on définit

fo -t x H— Hetgl:[-r1t}] x H— H par
o(t) t € [-r,0];
£t 2) = @1)
o(0) +nt(z — 9(0)) t € [0,%]
Et @(t) t € [-r,0];
g (ty) = (2.2)
@(0) + nt(y — ¢(0)) t € [0,27].

Observons que fi(2,z) = z et g8(%,y) = y, pour tout (z,y) € H x H et que les

1

applications z +— T(1)f#{(,z) et y — 7(3)g5(-¥) de H vers Cp = Cy([~r,0]) sont

1-Lipschitziennes.
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En effet, on a pour tout (:c, yyeEHxH

s€[—r0]

Ir(3)502) =)Dl = su |

=  sup
s€[~r+d,

1
(s 4 7) = fls + 9

lllfé‘(s,x) - fi (sl

af

= sup |lns(z — »(0)) — ns(y — (0))||

0<sgd

= sup |n
0<sgd

= |z -yl

De la méme fégon, on obtient pour tout (z,y) € H >
1 k) 1 T
l7()96 (1 2) = T(=)g5 ()l

Considérons la multifonction Ff : [0, x Hx H =3

Fy(t.,) = F(t, () ff ()
L'utilisation de cette technique nécessite des vérifica
Montrons que Fj' vérifie les conditions suivantes :
(1) F} est mesurable en ¢.
(2) Pour tout 1 € [0, 2], Fp(t,-,-) est s.c.s sur H x
(3) Pour tout (¢,z,y) € [0, x H x H

n 1 1 k{3
1B ) = [ F () 5 2), (a8
En effet,

1)- La mesurabilité de F§ en ¢ découle directement
2)- Soient (t,z,y) € [0,2] x H x H.

s(z - y)ll
H

o = |z — yll.

H définie par

()543

tions non triviales.
H .

W < at) + b(J|z]1? + [ly]|)7

de la mesurabilité de F en ¢

Montrons que F(t,-,-) est semi continue supérieure
Soit V un fermé de H x H, comme F(t,-,-) est s.c.:s

ment sur i x H.
, d’aprés la propriété (iii) du

théoréme 1.5.3 on déduit que F~(z,-,-)(V) est un fermé de Cy([-r,0]) x Cx([-r,0]).

Considérons 1'application h définie comme suit

h:Hx H—CL([-r0]) x

(z,y} = h{z,y) = (7(3

et remarquons que
Ft,z,y) = F(t, Mz,
= [F(ts "1 )
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[F(’)'L(t: y )]—l(v)

[F(t, -

Alors

o h]7H(V)

KRG V).

F(?'_l(f': ) )(V)

(F(ts ‘1 ) Q h’)nl(

et comme les applications z — 7(2) f§(-, z) et y —

(F( () 502, () )
8
(h‘_l(F_l(t! "y )) |V)

> 7(L)gh (-, y) de H vers

Co = Cg{[—r,0]) sont 1-Lipschitziennes, on conclut que h est continue et donc A~ (F~1(¢, -, ))}(V)
est un-fermé de H x H, par conséquent (FJ)~(¢,-, -)(V) l'est aussi.

Dot , F(t,-,-) est semi continue supérieurement.
3)- Pour tout (t,z,y) €[0,1] x H x H :

15 (¢, z, )l

A

ot) + bR, ) +
a(t) + b(||z + lyll?)s

Ainsi, F7 vérifie les hypotheses du Théoréme 2.2.1
d’une solution v : [0, 2] — H, (v} € C}([0,1])) du

g(t) € FR(t, w5 (1), 95 (1)),

v3(0) = ¢(0) = o,

De plus, v vérifie

r

4B(0) = v5() + [ wi(5)ds,

P

wi() = wi(83) + jz:;(s)ds,

7 (t) € F§(t,v5 (1), wi (1)),

21

1P 552,

oft) + b7 5 ()0

I+ (e 5O

1 1
B9

donc nous avons assuré l’existence |

probléeme
p.p.t€[0,2];
‘UR(O) = Ug.
vt € [0, 1];
vt € [0, 3]; (2.3)

p.p. sur [0, 1];

|
(P§)



avec

1
leg @Il < My, vt € [0, ~]; | (2.4)
1
1ROl < My, Ve [0, 2] 25)
1
eS8  pp sur [0, E] (2.6)
Posons
p(t) Vte[-r0];
vn(t) := (2.7)
vp(t) Vte [0,% :
alors, v, est bien définie sur [—r, 1] et
ot) Vi€ [-r,0}
93(¢). Vt€|[o, 1]

De plus , on a

( 'E}n(t) € F(t’T(%)f(?('rvn(t)):T(_%)gg(',i’

(1), pptel0z];

4 vn(0) = ¢(0) = uo, 9 (0) = ¢(0) = vo;
\ n(t) = (0 vt € [r,0]
avec
(@l < My, Ve 0, 21 C @29)
lon()Il < My, V€ [0, %]; (2.10)
in€ ) pp sur [0,2] (2.11)

Par récurence, supposons que vg(-), ..., vp_, (), 1
(k 2 1) avec v}_, = ¢ sur [-r,0].
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De fagon simila.iré, on peut définir f2, g5 : [—r, thy;] X H — H comme suit-
( ‘p(t) te [—T'., O];
Rt ) = | vl(t) te [t 2] ie {0,k 1) (2.12)
| 9p(8F) + n(E) (@ — vi_i () te [k B,
et
( ()D(t) te [—T) O]:
gt y) = (1) LE[E )i TFETT;  (219)
| R (t7) + n(E)y — 971(5)) te[h B
Notons que 'on a toujours
k +1 k41
10,0) = (25 = 3,
ot k+1 k -+
(——)9c(0,9) = ge(—v) = v,
pour tout (z,y) € H x H.
Notons aussi que, pour tout (z,u) dans H x H, nous avons
k+1, k+1 k + 1
||T( WG z) —7( )fk( e, = ESIUPO] /e (s + ——,2) = fi(s + —, )l
= sup || f¢ (s,w) = (sl
sel—r‘"k_;l{'l)ﬁn—_ll
et
k 41 " n
I (=—)gk (" 2) = 1'( )gk( Wle, = sup, gz 3) = gils+ oty
= sup  ||lgg(s, =) — gk {s vl

se[—r-{-i— __+_]
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On distingue deux cas

(1)-Si —r+ 51 <% ona

sup  ||fR(s,z) ~ fi(s, 9l

k41 kel
sel-r+55, 50

et

sup  flgr(s,u) — gk (s, V)|

sel-r+kiL b41)

(2)-Sit<—r+El <kl ona

sup |Ifg(swm) = f:(s1y)||

K41 k41
sE[—r4EtL B

et

sup |lgi(s,u) — gi(s,v)ll

k41 k41
sefr+E2L A2

24

sup || fi(s, ) — S (s, ¥}

k41
e |
o

sup "fl?(sam) “fl?(s‘ly)”

sl 54

| k
sup (s —=)(z - v)ll
LY n

sup |lgi(s,u) — gp(s,v)|l
selk, ki)




Considérons la multifonction : F : [£, 52} x H x H =3 H définie par :

k+1 k+1

R @, y) = Pt 7(— =) fi (- 2), 7

—)9: (> ¥)).

Comme précédemment, on voit bien que F est mesurable sur [£, £1] semi-continue
supérieurement sur H x H et satisfait

k+1

HEE (2 9l = (1 F( (=) i (2, T( )Qk( W) < at) + b(llzll? + [ly])s.
Pour tout (¢, z,y) € [£, 2] x H x H. Ainsi, F} vérifie les conditions du Théoréme 2.2.1,
et donc on assure D'existence d’une solution vf : [£, 8] — H, (v} € Cx([%, ££))

du probléme

(Pp)
vitR) = vi_1 (%), R () = 9R_, (2%).
De plus, vp vérifie
1 ‘ t .
vE(t) =R () + [wi(s)ds, | V€[5, &2;
k
“t
{ wp(t) = wp() + [ 2R (s)ds, | Ve e [}, B (2.14)
: x
Zp(t) € Fp(t, vp(t), wi(®),  |p-p. sur(k, &5,
e klk+1
lpOll < My, Ve €[22, (2.15)
nl n ‘
kik+1
lwg(®)ll < Ma, Vt € [=]—]; (2.16)
n| n
n klk+1 '
z; €8] p.p sur [; T] (2.17)

Ainsi, par induction, on a construit une fonction continue vy, : [~7,1} — H avec v, = ¢
dans [—r, 0] telle que sa restriction & chaque intervalle [£, £H] est une solution de (Pg).
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On définit : v, : [-7,1] — H par
Un(t) 1= (2.18)

et

B (t) := (2.19)
vp(t) site)k kil

En prenant les notations convenables suivantes

S(ty:=% et 0,(t):=%1 pourt €|k &)
et posons pour tout (t,z,y) € [£, 5] x H x H

F'(t,z,y) == F{{t, x,y).

Alors

F(t, va(t), 0 (1)) 1= F(2, 7(0a(8)) Frign(y—1 (- vn (N7 (On () g )1 (> Pu (D)), V2 €]0, 1]

-

avec

IIf(t,T(Gn(t)) non®)-1( ¥n(8); T(On ()R y-1 (> T (D] < a(®)+b([[en ()P + 5 (8)]2)*.

Nous avons alors obtenu une suite de fonctions (v,,) telle que v, € Cg([—7,1]) avec v, = ¢
sur [—r, 0] et sa restriction & 'intervalle [0, 1] est une solution du probléme

i (t) € F™(t,vn(t), tn(t)), |p.p. t € [0,1];

(P'n)
7 Un(O) = Up, Un(O) = 1g.
De plus, v, vérifie les relations suivantes
( ¢
vn(t) = ug + [wn(s)ds, | Vt€[0,1];
0
£
{ wa(t) =vo+ [zu(s)ds, | VE€01] (2.20)
0
[ za(t) € Falt, va(t), wa(t)), |p.p. sur [0, 1];
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avec

lea(@)l| < My, ¥t € [0, 1}; (2.21)
lwa(®)ll < M, v €0,1]; (2.22)

z € 81 pp sur [[0,1]. (2.23)

Etape 2. Convergence des suites (va), (wn) et (2a)
Observons que (v,) et (w,) sont relativement compactes.
En effet, pour tout ¢, € [0,1] :

AE L?{+([Oa 1]) - L}{-!—([O’l]) 5
t+

re LL(0,1]) = Ve >0Vt €[0,1],36 > 0: [ A(s)ds <.
t-4

Ve > 0,37 > 0,VE,t € 0,1] : |t — 1| <9 = lwa(t) = wa(B)]| < ,Vn
i3

I [ )i
i

i

f \(s)ds

t
< €

llwn(t) = wa @l

IA

dés que |t — i| < 6,Vn.




1l suffit de prendre nn = 4 et donc (w,, ), est équicontinue.

In(® = 5@ < | [ un()as

8

< j lluo||ds + j I / za(7)dr||ds

i 0

< ol j ds + [ ( j Jen(r)
i i 0
< ool =21+ [ ¢ ﬂ/ Mr)dr)ds

i
(lvoll + 1M1z )l — &1.

Comme A{-) est intégrablement bornée, on conclut que (v,) est équicontinue.

De plus, par les relations (2.21) et (2.22), les ensembles {v,(t),n € N} et {w,(t),n € N}
sont bornés dans A qui est de dimension finie donc ils sont relativement compacts dans
H pour tout ¢ € [0, 1]. ' -
Par conséquent, (v,) et (w,) sont relativement compacts et d’aprés le théoréme d’Ascoli-
Arzela, on obtient que (v,) et (w,) sont relativement compacts.

Par extraction de sous suites on peut supposer que (v,) et (wn) convergent dans Cy{[0, 1])
vers v et w respectivement.
Remarquons que nous avons par le théoréme de Lebesgue

t ‘ t

t
lim v,(t) = up + im [wp(s)ds = up + [ lim wy(s)ds = ug + [ w(s)ds,
n—oo n—o00 0 0 n—00 0
alors

v(t) = ug +jw(3| ds.

On conclut que v € Cx([0,1]),v = w.
D’autre part,

t 14 t
Jim wn(t) = vo + ,}E&Jzﬂ(s)ds =+ -ﬂfnll.% 2,(8)ds = vo + 0fz(s)cf,s
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alors ,
w(t) = Up +f

0

Par conséquent, 1w = z et donc ¥ = z.

Nous avons 2z, = U et () C S C 5.

z(8)

ds.

Comme S} est o(L!, L) compact, on peut extraire de (i,) une sous suite qu’on note

aussi {i,) convergeant o{L*, L) vers une fonction ¢ € Cy([0,1]) avec { = .

En effet, pour chaque = € H et pour tout ¢ € [0, 1]

1 1
lim [ (3, 5.(s))ds = / (5, C(s))ds, (2.24)
B 0
1 1
tim [ (%, z(s))ds = / (5, 2(s))ds, (2.25)
B 0
donc :
2ty =((t)pp-te [0,1].
Comme #(t) = 2(t), on conclut que ¥ = (.
Par conséquent, (i,) converge o(L!, L*) vers 4.
Pour tout ¢ € [—r, 1], posons
p(t) sitel-r0];
ult) == {2.26)
v(t) site0,1].

Alors :
u € C}{[-r,1]) et (un) converge uniformement vers

Etape 3. Convergence de T(8,(t) frg, -1 (- un(t))

Montrons que T(6,()) 7, y-1( ua(t)) et 7(Bn(t))
lement dans ]0,1] vers 7(t)u et 7(t) respectiveme

Fixons t € [0,1], et soit un entier positif n
0 <k <n-—1tel quet €], &L Alors, nous avons

u € Ci([-n1]).
et T(Qﬂ(t))g::e,,(t)—l(':'an(t))) :

Gnon(ey—1 (" tn(£))) converge ponctuel-

nt dans Cy([—7,0]) = Co.
1

tel que = < 7. il existe un entier

les estimations suivantes




I7(En () f1n (-1 (> un (D)) —T(t)ullco = sup I|Jna,,(t)_1(9n(t)+_s,un(t)) —u(t + s)|

s€[—r,0]

= 85[1_113 N/R(AEL 4 s un()) — u(t + 9|

< SUP_,.<qo<o |5 (kH + $)un(t) — U(k+1 + 5)” + sup ||“(k+1 + 5} —u(t + s)|l

—r<s<0 -
< sup [un(E2 4+ 5) — u(EEL + )]
—r<sg—1
+ sup [lun(£) +n(s + L)(un(t) — (un(£)) — uw(B2 +5)|
—1<35<0
+ sup [lu(®2 + s) u(t + s)|
—-r<s<(
< sup  [[un(BL +5) — u(BL + s} + | sup [Ins(ua(t) — ua(E))]
—r<as~% +1lgsc0

+ sup [lun(t) — u(EEL + s)|| + sup ||u(1°%1a +s5) —u(t+ s)||

—--'1;$3<0 —r<s<
< sup ln (B2 + 8) — w(EE + 5)|| + [[un(t) — un ()] + lun(t) — w()]

—r<s<—

+ sup lu(t) —w(EL +5)|+ sup flu(EL +5) —u(t + )]

-1<s<0 —r<s<0

Montrons que les derniers termes convergent tout vers 0.
Nous avons un(t) — u(t) — 0. De plus,

lfun(t) — un(g)ll < Mlun(t) = @l + llu(t) — w(Ba(E) + lu(ba(E)) — un(dn(E))]
Comme 4,(t) — t et y est continue,

le(t) = w(8a ()1}

i

0,

de méme pour

u(3a(t)) - wun(Ba(8)]] — O,
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puisque u, converge uniformement vers u.
‘Donc

[[en () — wn (8())

Soit € > 0, comme v est uniformement continue,

In>0:t—t<n=|ult

— 0.

< E.

- u(d)|

Mais nous avons | &2 + s — t| < 2 pour tout s € [7,0], done

() — u(Gal)l < ¢, pour — <.

De fagon similaire, on a |&! + 5~ (s 4+ ¢)| < £ pour tout s € [~7,0], d’ot

k+1
sup ||v( + s) — vt + s)||
—-r<s<0 n
Comme u,, — u uniformement, pour n assez grand,
sup ||ua(s) — u(s)
—r<s<0
Mais
k+1 k+1
sup flun(—— +3) — u( + )|
-"SES—% n n

Finalement, on peut conclure que

7(0n (1)) froney—1 (- un(t)) = 7

De la méme maniére, on démontre que

- T(Bn (1)) GReay-1( W) — 7
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1
<e pour — <1

lun(s) — u(s)|

sup
sel-rs 2 4
sup |lua(s) — u(s)||
s€(-r,1

€.

(t)u dans Cy.

(tyu dans Co.

(2.27)

(2.28)



Etape 4. Ezistence de solutions :
Nous avons l'inclusion différentielle suivante :

< un(t) = (t), ¥t € [-,0];

’an(O) = Up, 'U.ﬂ(O) = 1p.

\

Par ce qui précéde, on sait que (i,) converge o(L?,

ce qui achéve la démonstration.
(]

Remarque 2.3.2 :

(H'3) 1l eziste une multi-application mesurable I : [0
et intégrablement bornée telle que

(0,1] (0.1]
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F(t,u,v) CT(t)

pour tout (t,u,v) € [0,1] x Ch([-r,0]) x Ce([-r,0]}.

( iinlt) € F(t T(0n(0) g1+ Un (D) T0n(0) 5,9 (- 8n(0)) 0 ¢ € 0,1)

1,°°) vers v.

En appliquant alors le Théoréme 1.5.8, les rela,tio1|15 (2.27),(2.28) et la semi-continuité
supérieure de la multifonction F sur Ci{[—r,1}) x Cg([-r,1]), nous obtenons

([ i(t) € F(t, 7(t)u, 7(t)w), |p.p.t € [0,1];
< ©(0) = uo, 4(0) = vp;
\ u(t) = p(t), Vs € [~r,0;

On peut généraliser le théoréme 2.8.1 auz espaces de dimension infinie en considérant H
un espace de Hilbert séparable et en remplacant Uhypothése (Ha) par Uhypothése suivante

11] = H a valeurs convexes compactes

La démonstration de ce résultat utilise les mémes arguments de la démonstration du
théortme 2.3.1 et le fait que S} 'ensemble des sélections intégrables de I est o(Ly, L)
compact et que [ T'(t)dt ={ [ f(t)dt, f € St} est fortement compacte.




Chapitre 3

Probleme de CauchSr igouvermé par

un opérateur maximal monotone

avec une perturbation semicontinue

mixte.

3.1 Introduction et préliminaires.

On démontre dans ce chapitre un nouveau résult

at d’existence pour I'inclusion différentielle

. rd rd } .
du premier ordre gouvernée par un opérateur maximal monotone dans un espace de di-

mension finie de la forme
—u(t) € A(t)u(t) + F(t,u(t)

Soit E un espace de dimension finie. Rappelons qu'u
est maximal monotone si, pour tout ¢ € [0,1], A
11 € A(t)z et yo € A(t)z; nous avons

|21 = 22|l < 1 — 72) +
ol
est le domaine de A.

Si de plus
R(Ig + AA(Y)) =
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p.p.t€0,1];

n opérateur A(t) : E =3 E; (¢t € [0,1]),
> 0 et pour tous z;,zo € D(A(F)),

'\(yl - y2) “)

D(A(t)) :={z € E: A(t)x # 0}

E,




alors A(t) est dit opérateur maximal monotone {ou m-accrétif si I’espace est de dimension
infinie) avec

R(A(t)) = | AQ)=

2€E
est le rang de A(t) et Ig Videntité de E.
Dans ce qui suit, on donne des résultats sur les opérateurs maximaux monotones, qui nous
seront utiles dans la démonstration de notre Théoréme. En ce qui concerne la théorie des
opérateurs maximaux monotones (m-accrétifs), on peut se référer & [10] et [13] pour des
résultats détaillés.

Définition 3.1.1 :
Soit A: D(A) C E =3 E un opérateur et A > 0.
Alors

a) lopérateur Jy : D(J,) C E — 2E défini par

Jy=Ug+ AA)_I

ott D(J\) = R(Ig + AA), est appelé la résolvante de A,
b)lopérateur Ay : D(A)) C E — 2F défini par

1
Ay = = ([ —
Y A(,IE A,
on, D(Ay) = R(Ig + AA), est appelé Uapprozimation- Yosida de A.

Lemme 3.1.2 :
Un opérateur A : E — 2F est m-accrétif si et seuleﬁnent si pour tout A > 0, la résolvante
Jy de A est univogque et non-expansive,c’est & dire Jy est univogue et vérifie la relation

|z — Dyl € llz —yll, Ve,¥ € R(Ie + AA). (38.1)

Proposition 3.1.3 :
Si A: D(A) C E 3 E est m-accrétif et A > 0, alors
i) A, est univoque, accrétif et Lipschizienne de constante £ sur R(Ig + MA),
ii) Az € Alyz,Vx € R(IE + )\A),
i) | Axel] < |Aslo = inf{llyll,y € Az},Vz € R(Iz + AA) N D(A).

Théoréme 3.1.4 :
Soit E un espace de Banach qui a son dual topologigue uniformément conveze. Alors
le graphe de tout opérateur m-accrétif A : D(A) C E =3 E est fortemeni-faiblement
séquentiellement fermé. :

34




Un autre résuitat classique, s’énonce comme suit

Lemme 3.1.5 :
Soit E un espace de Hilbert séparable et A: E =3 |
satisfaisant la condition

5, (t € [0,1]), un opérateur m-accrétif

(H) Pour tout z et tout A > 0, la fonction t — (Ig + AA(t)) 'z est Lebesque-mesurable

et il existe une fonction g € L%([0,1]) telle que ¢
LE([0,1]).
Soient (u,), (v,) deuz suites dans L%([0,1]) vérifia

+— (Ip + AA())7'g(t) appartient d

nt

(1) (u,) converge fortement vers v € L%([0,1]) et (uvn) converge vers v € L%([0,1})

par rapport & la topologie faible o(L2, L?),
(2) va(t) € A(t)un(t) pour tout n € N et presque

Alors v(t) € A(t)u(t), p.p- t €[0,1].

Preuve.
Soit T2 I'identité de L£(][0, 1]) et soit

A:L4([0,1)) = LE
Popérateur défini par
v € Au & v(t) € A(t)u(t),

Comme A(f) est accrétif, A Pest aussi.
En effet, soient u1,up € D(A),v; € Aup,vp € Aus,
Nous avons uy,us € D(A), donc u;(2), ua(t) € D(A

s — wallzz = ( / s (8) — a8}

T

< (/M) - w)

= |[{w1 — u2) + AMv1

Montrons maintenant que A est m-accrétif, c’est a

2 tout t € [0,1].

[0,1]),

pp.t€[0,1].

tef0,1]et A>0
(t)), pour tout ¢ € [0,1] et

dt)?

£ A (1) — vale)) [Pty

va) || 2.

dire pour tout A > 0,

. RiJa + M) = LE([0,1]). 7 . . .
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Soit A > 0, et soit g € L%([0,1]).
Par Phypothese (H), il existe § € L%([0,1]) telle g

h:t— (Ig + MA(t)

appartient & L%([0, 1]).
Considérons la fonction

ue la fonction

)5t

Bt (Ip + M) g(t),

nous avons

A — hl|z2
llg —3liz-

l|A]| L2

IA A

+ Rl 22
+ |[R 2

du fait que (/g + AA(£))~! est non-expansive (Voir la relation (3.1}).
Comme g, et h sont des fonctions de L%([0, 1]), on déduit que h est Lebesgue-mesurable

et appartient & L%([0,1]), d’autre part, nous avons

h(t) = (Ig + AA(E) gt
& g(t) € h{t) + AA()A(2),
= g€ h+ AAh

c’est & dire, Vg € LE([0,1]), 3h € Li([0,1]) telle q

g € (I, + AA)h,

d'on
R(Ip2 + MA) = 1%

, pp.te(0,1];
pp- t€[0,1];

1€

[0,1]).

Done, A est un opérateur m-accrétif sur ’espace d

e Hilbert L%([0, 1]).

Par conséquent, d’aprés le Théordme 3.1.4; le graphe de A est fortement faiblement

séquentiellement fermé.
Comme la suite (u,) converge fortement vers v dz
faiblement vers v, on conclut que v € Au et donc

ins L4([0,1]) et la suite (v,) converge

u(t) € A(t)u(t),p.p. t € [0,1).
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Définition 3.1.6 :

Soient A un opérateur défini sur H et f € L*([0,T],H). On appele solution forte de

Péquation —u(t) € Au(t) + f(t) toute fonction u €
tout compact de )0, T, vérifiant u(t) € D(A) et —

On dit que v € C([0,T], H) est solution faible de
existe des suites (fn) € L'([0,T), H) et (u,) C C
tion forte de Véquation —1u,(t) € Au,(t) + fa(t),

uniformément sur [0,T).

Lemme 3.1.7 (Lemme 3.1 chap 3 [13]).

Sotent A un opérateur monotone défint sur H , f,
fortes ou faibles des équations '
—~u(t) € Ault) + f(t) p.p. t € [0,1] et —o(t) € Av(

() =991 < uls) — ()] + [ 150)

Pour la démonstration de notre résultat d’existence
tence de multiselections & valeurs convexes pour
mixtes. '

Théorgme 3.1.8 (Voir Théoréme 2.1 [{6]).

:C([0, T, H), absolument continue sur
(t) € Au(t) + f(t) p.p. sur 0, T|.

‘l’équation ~-u(t) € Au(t) + f(t) s%l

[0,T], H) telles que uy, soit une solu-
fn — f dans L}([0,T),H) et u, — u

g € LY{[0,T], H), u et v des solutions

)+ g{t) p.p.t€[0,1]. Alors on a
- g(o)|ldo, VO L s <t <T.

nous avons besoin du théoréme d’exis-
les multi-applications semicontinues

Soit E un espace de dimension finie et soit F' : [0,1] x E 3 E une multi-application

satisfaisant les hypothéses suivantes :

(Hi1) F est £([0,1)] ® B(E)-mesurable.

(Hz) Pour tout t € [0,1]; en chaque point z € E

semicontinue supérieurement, et lorsque F(t,z) est
inférieurement sur un voisinage de .

(H3) Il existe une fonction de Carathéodory f : [0,

bornée et telle que
F(t,z)nB(O, f(t,z

pour tout (¢,z) € [0,1] x E.

Alors, pour tout € > 0 et tout ensemble compact
application ® : KX =3 LL([0,1]) ¢ valeurs non wvides

tel que F(t,z) est conveze, F(t, ) est
non convexe, F(t,-) est semi-continue

1] x E — R* qui est intégrablement
) #9,

K c Cg([0,1]), il existe une multi-
fermées convezes et de graphe forte-

ment faiblement séquentiellement fermé telle que pour tout x € K et v € ®(x), nous avons

v(t) € F(t, z(t)
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et
vl < f(¢ =(t))
pour p. pt € [0,1].

Théoréme 3.1.9 (Voir Théoréme 3.1 [46]).
Soit F : [0,1] x E = E une multi-application ¢ val
hypothéses (Hy), (H2) et (Ha) du théoréme 3.1.8
Alors Uinclusion différentielle

a(t) € F(t,u(t)) p.p!

U(O) = Up-
admet une soluiion dans Cg([0, 1]).
De plus, nous avons

+ €. (3.3)

urs non vides fermées satisfaisant les

tel0,1);

eIl < £t ul®))-
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3.2 Résultat d’existence pour une inclusion différentielle
du premier ordre gouvernée par un opérateur

maximal monotone avec une perturbation semi-

continue mixte.
On démontre dans cette section notre résultat principal.

Théoréme 3.2.1 :

Soit E un espace de dimension finie. Soit A(t) : D(A(2)) = E = E, (t € [0,1]),

un opérateur mazimal monotone et soit F : [0, 1] x E = E une multi-application d valeurs
non vides compactes satisfaisant les hypothéses suiantes

(H,) F est £([0,1)] ® B(E)-mesurable.
(Hy) Pour tout t € [0,1], en chaque point © € E tel que F(t,z) est conveze, F(t, ) est
semicontinue supérieurement, et lorsque F(t, ) est non conveze, F(t,-) est semi-continue

inférieurement sur un voisinage de x.
(H3) Il existe m € L%,.([0,1]) telle que

|A(t)z|o + |F(t,z)| < m{t),pour tout (¢,z) € [0,1] x E.

(Hs) Pour tout z et tout A > 0, la fonction t — (Ig + AA(t)) 'z est Lebesgue-mesurable
et il existe une fonction g € LE([0,1]) telle que t|— (Ig + AA(2))'g(t) appartient d

LE([0,1]).
Alors, l'ensemble des solutions du probléme

~u(t) € A(tyu(t) + F(t,ut)) pp.t€[0,1];
U(O) = Ug.
est non vide, conveze compact dans C([0, 1]).

Preuve. La démonstration se fait en trois étapes.
Etape 1 : Considérons l’ensemble

5 ={f e I2(0,1): 17Ol <m p.p).
Montrons que pour tout f € S l'inclusion différentielle
—a(t) € Alyu(t) + F) |pp.t€0,1);
u(0) = uo.
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admet une solution unique » € Cg([0, 1]).

Soit {A,) une suite décroissante dans ]0, 1], telle que A, — 0 quand n — 0.
Notons que I’hypothese (H,) et la propriété (i) de la proposition 3.1.3 impliquent que ’ap-

plication (¢,z) —— A,,(t)z est une application de

Carathéodory, c’est a dire Lebesgue-

mesurable sur [0, 1] et continue sur E. Plus precisemment elle est lipshitzienne par rapport

4.
Alors, nous obtenons pour tout n € N, I'existence
de ’équation différentielle

—ia(t) = Ax, (Qun(t) + f(

Par (P}) on a ‘
—n(t) = Ax, (Bun(t

Par la propriété (iiz) de la proposition 3.1.3 et par

BN < mB).

d’une solution unique u, € Cg([0,1])

) pp.tel0,1);
(P})

+ f(z).
I’hypothése (Ha) on obtient

Comme m € L%, ([0,1]) on conclut que (4,), converge o(L?, L?) vers une fonction

ve L2, ([0,1]). Ona

Un(t)=uo+jﬁn

et donc pour t,t € [0, 1]

nmm—w6msfw$m

(s)ds

¢
ds < /m(s)ds,
t’

comme m € L&, ([0,1]), on conclut que (un)}n est équicontinue.

D’autre part

n%musnwufmmw
0

< luoll + |l

donc la suite (un(t))n est bornée dans E qui est

m||L1,

de dimension finie donc elle est rela-

tivement compacte et par le Théoréme d’Ascoli Arzeld on conclut que la suite (u,) est -
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relativement compacte.

Par extraction d’une sous suite on peut supposer que (uy), converge uniformement vers

une fonction u € Cg([0,1]).
t

Or un(t) = ug + [ 1n(s)ds alors
0

t

ﬂli_r.nm'u,,,(.t)=u(t) = u0+/ lim ,{s)ds

n—o0
0

i

uo+/l®(s)ds,

1

I

et par consequent u = v.

2

Par (P}) et la propriété (ii) de la proposition 3.1.3, nous obtenons
Cin(®) = 1) = An (Dunld) € ADS Dm0, (34)
D’autre part, nous avons
93, (E1ttn(2) = w(®]) < [ Tan(Bun(t) = ua(®)l] # Nun(t) — u(®)], ¥t € 0,1].  (35)
En utili.sa,nt I'hypothése (H3) et la propriété (i) de la proposition 3.1.3, on lobtient

130 (B)ten(t) = un()ll = A Ar, Dun (Bl < Aam(t), Vi € [0, 1]. (3.6)

Nous avons aussi

Anm(t) — 0 quant n — oo.

Par les relations (3.4) et (3.5), on voit bien que

||JAn(t)ﬂn(t) - 'u,(t)|| —+ 0, quant n — 0.
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Par la relation (3.4) une deuxiéme fois, nous avons

| Iaa (D)2n () — u()|
Anm(t) + |Jur

A IA A

Or, A, < 1, pour tout n € N, on obtient alors

o

Anmi(t) + 2m{

I'estimation

13 ()un(t) T un (B} + flun(t) — u(@)]]

O + @l
),

|l a, (Dua(t) — u(t)]| < 3m(t),Vn € N,Vt € [0,1].

La fonction m € L2, ([0, 1]) et par suite, en utilisant le Théoréme 1.8.1, on conclut que

I, (un () converge vers u(-) dans Li([0,1]).
Considérons maintenant l'opérateur

A+ LE([0,1)) = LE([0, 1)),

défini par
v € Ay <= v(t) € A(t)u(t),

On a vu que A est un opérateur m-accrétif sur L%([0
faiblement séquentiellement fermé.
Ona

(itn, + f) converge o(L%([0, 1)), L%([0,1])) vers (& +
En effet, on a d’aprés (H3)
litn (£)|| < m{2) , pour tout ¢ € [0,1], m € L%([0,1])

pp. t€[0,1].

1]), et donc son graphe est fortement-

f

| et par suite U, € L4([0,1]).

Comme L2l < 1 et comme LZ([0, 1]} est réflexif et donc

m{t)

By: = {h € LE([0,1])/ |

|hl|z2 < 1}

est compacte pour la topologie o(L%([0,1]), LE([0, 1})}, on peut extraire de (it,) une sous

suite qu’on note aussi (1,) convergeant o{L%([0, 1]
rable % vérifiant
u@)ll < m(z), pour tou
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Donc on a

(it, + f) converge o(LE([0,1]), LZ([0, 1])) vers (% +
vers « dans L%([0, 1]),

comine

f) et Jy,()ua(-) converge

—Un(t) — f(t) € A(t)Jx, (H)ualt), pp. t € [0,1].

On conclut par le lemme 3.1.5 que
—uft) — f(t) € A(t

et donc l'inclusion différentielle

u(t)

{ —i(t) € A(t)u(t) + f(t) pp.t€[0,1];

U(O) = Up.
admet une solution dans Cg([0, 1]).

Unicité de la solution :

Soit u (resp. v) une solution de l'inclusion différentielle

[ —u(t) € Au(t) + (1) 7

u(0) = uo,

(respectivement)
[ —o(t) € Av(t) + 1(t) »

| v(0) = up.

En utilisant le lemme 3.1.7, on obtient

£

p.t€[0,1];

p. t € [0,1];

[u(t) — v(8)] < [u(0) ~ v(0)] + / 1£(0) ~ f(o)ldo:

0

Ainsi, "unicité est démontrée.
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Etape 2 : .
Pour tout f € §, linclusion différentielle (P;) admet une solution unique u; € Cg([0,1]),
c’est & dire nous avons

{-mﬂﬂeMﬂw®+fm
u;(O) = Up.

Posons

t

pp.t€[0,1];

X = {u € Ce([0,1]),uft) = wo + fﬂ(s)ds, (s} < ﬁz(s) p.p}

0

Remarquons que

uy est une solution de (Py) <= uy € & et uy vérifie (Py).

Montrons tout d’abord que X est convexe compact|dans Cg([0, 1]).

11 est facile de voir que X est un sous ensemble ¢
Arzela il est compact dans Cg([0,1}).

En effet,

Pour tout ¢,7 € [0,1],

onvexe, et par le Théoreme d’Ascoli-

o) - ol < [ Nt < [ mis)as,

comme m € L2 < L' on conclut que X est équicontinu.

D’autre part, pour tout ¢ € [0,1], X(t) est borné.
conclut que X(f) est relativement compact et don
est relativement compacte.
Montrons que X est fermé.
Soit {u,) une suite d’éléments de X', convergeant u

Comme E est de dimension finie, on
- par le Théoréme d’Ascoli-Arzeld X

niformement vers u, nous avons

Un(t) =u0+fﬂn(s)ds et |un(s)|| € m(s), p.p sur[0,1].

Ona

| (s)]] € m(s) = () € B(0,m(s)) = m(s)B(0,1).

et m € L}([0,1]) € L([0,1]).
D’apres le Théoréme de Banach-Alaoglu-Bourbaki
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B(0, m(s)) est compacte pour la topologie faible *
la suite (i) est compacte par la topologie faible *
Par suite, on peut lui extraire une sous suite notée 3
une fonction v dans L§([0, 1)),

c'est & dire

o(LE, L) donc
o(Lg, Li).

i = v o(LF, LE) <= Vy € Li([0, 1){en, ¥) (z5e,L1y> — (v, ¥)-

ie
pour tout y € LL([0,1]) et tout ¢ € [0,1]

Jim / in(5)y(5)ds = f

vl <m() pp s

En particulier, en prenant y(s) =1, Vs € [0, 1]

t t
lim fﬁn(s)ds-—-/
0 0

Ainsi, pour tout ¢ € [0, 1] et comme (u,) est absolu

t
lim u,(t) = u(t) = up + lim / i
n—:oo n—o0
0

v(s)y(s)ds

r [0,1].

v(s)ds.
ment continue, on obtient

t
s)ds = up + /v(s)ds,
0

donc, on conclut que v(t)} = u(t), pour presque tout t € [0, 1].

Et par suite
t

u(t) = ug + /t},(s)ds .

0
par conséquent u € &'. Ceci prouve que X" est comf
Montrons maintenant que si

(uy, ) converge vers uy dans X, )

(fn) converge o(L?, L*) vers f, p = —uy(t) €

—ty, (t) € Alt)us, (1) + falt). )
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p sur [0,1],

act dans Cg([0, 1]).

A(t)u(t) + f(2).

ussi (4,) convergeant o{LF,

L) vers



Soit (uy,) une suite de X’ convergeant uniformement vers u; et soit (f,) une suite de §

convergeant o(L?, L?) vers f et telles que —ty, (1)
On doit montrer que —us(t) € A(t)ug(t) + f(2), i.e
Nous avons

(uy,) converge fortement vers uy dans L%([0,1]) et
(=g — f)-

En effet,

M.

A(t)uz, (t) + fal2)-
us vérifie (Py).

(—ty, — fa) converge o(L?, L?) vers

[l (8) — us (DI < i N + llup (D] £ m(E) + m(l) = 2m(2),

ceci, en utilisant le fait que uy,, uy € &',
Comme la fonction m € L2.([0,1]), en utilisant le T
uy,(-) converge fortement vers ug(-) dans L%({0, 1]).

héoréme de Lebesgue, on conclut que

Montrons que (iy, ) converge o(L?, L?) vers une fonction v vérifiant

lo(t)l € m{t),

et telle que v = 1y,
Nous avons ||iy, ()|l < m(t),Vt € {0,1], et par suite

Comme ""‘m(g)" < 1 et comme L%([0,1]) est réflexif
By :={h € LE([0,1])/ |

est compacte pour la topologie o(LZ%, L?) ainsi, on
gu’'on note aussi (i, ) convergeant (L2, L*) vers

iy, € LE([0,1]).

h”abz < 1}

peut extraire de (ig,) une sous suite
ne fonction mesurable i vérifiant :

lv(@®)|| € mft), pour tout t € [0,1].

On a aussi

1 1
lim wuy, (t) = uo + /nlimooﬂf“(s)ds = up + /v(s)ds,
0 0

et donc us(t) = v(t), Vt € [0,1].

On conclut alors que (i, ) converge o(L?, L?) vers uy et comme (fn)n converge o(L?, L?)
on aura la convergence o(L?, L?) de (—ty, — fa) vers (—iy — f).

Comme
iz, (t) € A)us, (1) + falt)
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en appliquant le lemme 3.1.5 on obtient

—ig(t) — £(2) € A)us(8).bpt € [0,1].

Etape 3:
Dans cette étape, on donne ’existence de solution
sur 'utilisation du théoréme du point fixe de Kaku
résultats obtenus dans ’étape 1 et 2.
Posons

X, = {uy € X [/ uy est la solution u

Par la compacité de X et la relation {*} on conclut
F vérifie les hypothéses du Théoréme 3.1.8, donc

s pour le probléme (Pr) qui repose
tani-Ky Fan (théoréme 1.6.2) via les

nique de (Py), f € S}
que X est un compact de Cg([0, 1]).

il existe une multi-application ® : X, =3 LL{[0,1]) & valeurs convexes fermées de graphe

fortement faiblement séquentiellement fermé et telle que

Vu; € X, ef Vo€ bluy)
nous avons
v(t) € Ft,us(t)) et |v
Considérons la multi-application ¥ : S =3 Li([0,1])

U(f) = {g € B(us)/ u

® étant a valeurs non vides et donc ¥(f) est non v
Montrons que ¥(f) est convexe.

p.p.t € [0,1],

Dl < mfe).

définie par
7 € X}

de pour tout f € S.

Soient g,92 € ¥(f) et @ € [0,1], d’aprés la définition de ¥(f) on a

@1 € D(ug), 92 € O(uy), p.p sur [0,1], et uy € A.
Comme ¢ est convexe, on aura

agr + (1 — a)gz € ®(uy) p.p sur

et donc
agq + (1 — a)gs €V

d’ot1 la convexité de ¥(f).

47

0,1} et uy€ A,

b(f),




Montrons que ¥(S) C S. .
Soit f € S, et soit g € ¥(f), alors nous avons

geY(f) = g€ Dluy) et ug € X,

= g(t) € F(t,us(t)) et [g@)]| < m(t)
= gef

= Y(§)CS.

D’autre part, ¥(f) est faiblement compact, pour tout f € S.

En effet, soit f € S et soit (gn) une suite d’éléments de ¥(f) convergeant o(L}, LF)
Vers g.

Nous avons g, € U(f) et donc g, € (uy) C S, comme S est o(LL, LE) compact, on peut
extraire une sous suite de (g») qu’on note aussi (g,) et qui converge oLy, L) vers g € S.

comme ¢ est de graphe fortement faiblement séquentiellement fermé, on conclut que

g € O(ug), p-p.
Par conséquent, g € U(f) et donc ¥(f) est faiblement compact dans S.

Montrons maintcnant la sci-continuité supérieure |de v:538.
Pour ¢a, il suffit de montrer que le graphe de ¥ défini par

gph(¥) = {(f,.9) € S x S: g€ ¥(f)},

est séquentiellement faiblement-faiblement fermé dans S x S.

Soit (fu,gn) une suite d’éléments du graphe de ¥ convergeant vers (f, g).

Nous avons {f,, gn) C S x S avec g, € ¥(fr), pour tout n € N.

(uf,) C A, qui est fortement compacte donc par extraction de sous suites on peut suppo-
ser que (uy,) converge uniformement vers uy.

Comme g, € ®(uy,), la fermeture forte-faible du graphe de @ nous permet de conclute
g € ®(uy), et donc g € T(f).
Par conséquent, le graphe de ¥ est faiblement -faiblement compact dans S x S, ceci est
équivalent & la semicontinuité faible-faible de W.

En appliquant le corollaire 1.6.2 du Théoréme du| point fixe de Kakutani-Ky Fan, on
obtient un point fixe fp pour ¥ dans S,
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c’est a dire; :
3fo€ S tel que fo € ¥(fo) = fofe D(up) [ ugp € Xs.

D’aprés ce qui précéde, nous avons
folt) € Fltup®) et 1fol®)ll <m(t) pp.te(0,1;

Ug, € X,.
D’autre part,
up €X, = up €X et —up(t) € Aft)ug,(t) + fo(t) pp t€[0,1]
N —ig, (1) € A(t)ug (t) + fo(t) pp. t€(0,1],
up(t) = uo.

Comme fo{t) € I'(t,14,(t)) on obtient

.

“in(8) € AQug(®) + Fltun() pot € [0,1]
45i(0) = 0.

D’ot, 1y, est une solution de l'inclusion différentielle considérée.
La démonstration est ainsi compléte. '
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maximal monotone de la forme

2{t) € —Ax(t) + F(t,»
o F est une multifonction semi-co‘ntinue‘miacte.
géstracf

In this work, ﬁrst,.we consider a ;econc[ order differential
| #(t) € Ft,7(t)x,

where F is a set-valued mapping taking convex values in a
We use a discretization technique to establish exgstence of

theorem for evolution equatzon governed by maximal monoéone operator of the form
—Ax{t) -+ FY t '1,(

where I is a mixed semicontinuous multifunction.
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Sfinite space and T{HTis the delay term.

solutions. Moreover, we prove eagstence ‘.
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