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Option : Analyse et Applications.

Thème
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Introduction

Quand on introduit la notion de dérivée, on se rend vite compte qu'on peut appliquer

le concept de dérivée à la fonction dérivée elle-même, et par là-même introduire la dérivée

seconde, puis les dérivées successives d'ordre entier. L'intégration, opération inverse de

la dérivée, peut éventuellement être considérée comme une dérivée d'ordre �moins un�.

On peut aussi se demander si ces dérivées d'ordres successifs ont un équivalent d'ordre

fractionnaire.

On pourrait penser que cette recherche de dérivation fractionnaire est une question

de mathématiques �pures� sans intérêt pour l'ingénieur. Pourtant un exemple simple de

mécanique des �uides montre comment la dérivée d'ordre un demi apparaît tout naturel-

lement quand on veut expliciter un �ux de chaleur sortant latéralement d'un écoulement

�uide en fonction de l'évolution temporelle de la source interne.

Selon une thèse d'histoire des mathématiques récente, la dérivation numérique d'ordre

fractionnaire remonte à diverses correspondances entre Gottfried Leibniz, Guillaume de

L'Hôspital et Johann Bernoulli à la �n du XVIIe siècle. Mais ces grands pionniers se

heurtèrent à un paradoxe.

La première tentative sérieuse de donner une dé�nition logique pour la dérivée frac-

tionnaire est dû à Liouville qui a publié neuf documents dans ce sujet entre 1832 et 1837.

Indépendamment, Riemann a proposé une approche qui s'est avérée essentiellement celle

de Liouville, et c'est depuis qu'elle porte le non "Approche de Riemann-Liouville". Plus

tard, d'autres théories on fait leurs apparition comme celle de Grunwald-Leitnikov et de

Caputo. A cette époque il n'y avait presque pas d'applications pratiques de cette théorie.

Le passage des formulations mathématiques pures à des applications, a commencé

à voir le jour depuis les années 1990, où les équations di�érentielles fractionnaires sont

apparues dans plusieurs domaines tels que la théorie de transmission, analyse chimique des

solutions aqueuses, transfert de la chaleur, la rhéologie des sols (étude de la déformation

et de l'écoulement de la matière sous l'e�et d'une contrainte appliquée), la croissance des

cannelures inter granulaires sur la surface des métaux, la mécanique quantique, di�usion

des polluants atmosphériques...etc.

iii



Introduction iv

Actuellement dans la littérature mathématique, les études sur l'existence et l'unicité

des solutions d'équations di�érentielles fractionnaires sont très abondantes, et plusieurs

méthodes sont appliquées pour la résolution de ces problèmes. Néanmoins les méthodes

basées sur le principe du point �xe montrant l'existence des solutions de divers genres

d'équations.

Le sujet principal de ce mémoire est l'étude de l'existence et l'unicité des solutions

pour certaines classes de problèmes aux limites pour des équations di�érentielles d'ordre

fractionnaire.

Ce travail est principalement réparti en trois chapitres. Dans le premier chapitre nous

rappelons quelques dé�nitions concernant les opérateurs équicontinus et complètement

continus, quelques notions et résultats sur les fonction eulériennes (la fonction Gamma

et la fonction Bêta) et la dérivation sous le signe intégrale. On donne aussi quelques

théorèmes de point �xe qui seront utilisées dans le troisième chapitre.

Dans le deuxième chapitre, on introduire l'opérateur d'intégration fractionnaire et

nous donnons les approches les plus utiles de dérivation fractionnaire, qui sont approche

de Riemann-Liouville, de Caputo et de Grunwald Letnikov, et nous n'avons pas oublié de

donner quelques propriétés de ces notions.

Le troisième chapitre est consacré à l'étude de quelques résultats d'existence et d'uni-

cité des solutions du problème aux limites pour des équations di�érentielles d'ordre frac-

tionnaire
CDαy(t) = f(t, y(t)), pour tout t ∈ I = [0, 1], 0 < α < 1,

avec trois types de conditions. Conditions locales ay(0)+by(T ) = c, conditions non locales

y(0) + g(y) = y0 et conditions intégrales de la forme

y(0) + µ

∫ T

0

y(s)ds = y(T ).

Nous terminons ce chapitre par l'étude du problèmes aux limites pour des équations

di�érentielles d'ordre fractionnaire avec retard in�nie

RLDαy(t) = f(t, yt), pour tout t ∈ I = [0, T ], 0 < α ≤ 1,

y(t) = φ(t), t ∈]−∞, 0].

Les résultats de ce chapitre est basé sur les travaux de M. Benchohra et autres [1], [3],

[2].

On terminons ce mémoire par une conclusions générale.



Chapitre 1

Préliminaires

Ce chapitre sera consacré aux dé�nitions élémentaires et quelques théorème du point

�xe et résultats sur les fonctions élémentaires sous le signe d'intégrale.

1.1 Dé�nitions

De�nition 1.1. Soient E et F deux espaces de Banach. On appelle opérateur borné toute

application linéaire continue de E dans F .

De�nition 1.2. Soient E et F deux espaces de Banach et f une application dé�nie de E à

valeurs dans F . On dit que f est complètement continue si elle est continue et transforme

tout borné de E en un ensemble relativement compact dans F . f est dite compacte si f(E)

est relativement compacte dans F .

De�nition 1.3. Soient (K, d) un espace métrique et F un espace vectoriel normé. On dit

qu'une partie A ⊂ C(K,F ) est équicontinue si, pour tout ε > 0, il existe a(ε) > 0 tel que

pour tout f ∈ A,

‖f(x)− f(y)‖F < ε pour tout x, y ∈ K tel que d(x, y) < a(ε).

De�nition 1.4. Soient E un espace de Banach et A : E → E un opérateur. On dit que

A est une contraction (ou contractant), s'il existe une constante 0 ≤ k < 1 telle que

‖Ax− Ay‖E ≤ k‖x− y‖E pour tout x, y ∈ E.

1
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1.2 Quelques théorèmes de point �xe

De�nition 1.5. Soit E un espace de Banach et A : E → E une application. Un élément

x de E est dit point �xe de A si Ax = x.

Théorème 1.1 (Banach). [6]

Soit (Y, d) un espace métrique complet et F : Y → Y une contraction. Alors F admet

une unique point �xe.

Théorème 1.2 (Schauder). [10]

Soit M un sous ensemble borné fermé convexe d'un espace de Banach X, et T : M →
M un opérateur. Si T est compacte, alors T admet un point �xe.

Théorème 1.3 (Schaefer).

Soient X un espace de Banach et A : X → X un opérateur complètement continu. Si

l'ensemble

ε = {u ∈ X : λAu = u pour un certain λ ∈]0, 1[}
est borné, alors A possède au moins un point �xe.

Théorème 1.4 (alternative non-linéaire de Leray Schauder). [6]

Soit C ⊂ E un ensemble convexe, et soit U un ouvert de C tel que 0 ∈ U . Alors, toute
application compacte F : U → C admet au moins une des propriétés suivantes :

1) F admet une point �xe.

2) Il existe x ∈ ∂U et λ ∈]0, 1[ tel que x = λF (x).

Théorème 1.5 (Ascoli-Arzélà).

Soit A un sous ensemble de C(I, E). A est relativement compact dans C(I, E) si et seule-

ment si les conditions suivantes sont véri�ées

1) L'ensemble A est borné, ie il existe une constante k > 0, tel que

‖f(x)‖ ≤ k pour tout x ∈ I et tout f ∈ A.

2) L'ensemble A est équicontinue, ie pour tout ε > 0, il existe δ > 0, tel que

|t1 − t2| < δ ⇒ ‖f(t1)− f(t2)‖ ≤ ε pour tous t1, t2 et tout f ∈ A

3) Pour tout x ∈ I, l'ensemble {f(x), f ∈ A} ⊂ E est relativement compact.

1.3 Fonctions Eulériennes

Dans cette section nous présentons la fonction Gamma et la fonction Bêta qui seront

utilisées dans la suite, ces deux fonctions jouent un rôle très important dans la théorie du

calcul fractionnaire.
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1.3.1 La fonction Gamma

La fonction Gamma a été introduite par le mathématicien suisse Léone Euler "1707-

1783" dans son objectif de généraliser le factoriel à des valeurs non entières.

De�nition 1.6. La fonction Gamma est une fonction qui prolonge naturellement le fac-

toriel aux nombres réels, et même aux nombres complexes x ∈ C tel que Re(x) > 0. On

dé�nit la fonction Gamma par

Γ(x) =

∫ +∞

0

tx−1e−t dt.

Propriété importante :

La propriété importante de la fonction Gamma est la relation de récurrence suivante

Γ(x+ 1) = xΓ(x). (1.1)

On a

Γ(x+ 1) =

∫ +∞

0

txe−tdt = lim
a→+∞

∫ a

0

txe−tdt.

Par une intégration par parties on trouve

Γ(x+ 1) = lim
a→+∞

∫ a

0

txe−tdt = lim
a→+∞

([
−txe−t

]a
0

+ x

∫ a

0

tx−1e−tdt

)
= lim

a→+∞

(
−axe−a + x

∫ a

0

tx−1e−tdt

)
= lim

a→+∞
x

∫ a

0

tx−1e−tdt = xΓ(x).

Par récurrence, si n ∈ N∗ on a

Γ(x+ n) = (x+ n− 1)Γ(x+ n− 1)

= (x+ n− 1)(x+ n− 2)Γ(x+ n− 2)

...

= (x+ n− 1)(x+ n− 2)(x+ n− 3) · · · (x+ 1)xΓ(x).

Donc

Γ(x+ n) = (x+ n− 1)(x+ n− 2)(x+ n− 3) · · · (x+ 1)xΓ(x),

ou

Γ(x) =
Γ(x+ n)

x(x+ 1) · · · (x+ n− 1)
.
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Prolongement de Gamma dans C :

Soit x ∈ C. Si −1 < Re(x) < 0 alors 0 < Re(x+ 1) < 1 et Γ(x) est bien dé�nie par la

forme

Γ(x) =
Γ(x+ 1)

x
, 0 < Re(x+ 1) < 1.

Si −2 < Re(x) < −1 alors 0 < Re(x+ 2) < 1 et Γ(x) est bien dé�nie par

Γ(x) =
Γ(x+ 2)

x(x+ 1)
.

En générale, si −n < Re(x) < −n+ 1 alors 0 < Re(x+n) < 1 et Γ(x) est bien dé�nie

par

Γ(x) =
Γ(x+ n)

x(x+ 1) · · · (x+ n− 1)
.

Alors on peut prolonger Γ pour les nombres complexes x ∈ C tel que Re(x) > 0 par

Γ(x) =
Γ(x+ n)

x(x+ 1) · · · (x+ n− 1)
, 0 < Re(x+ n) < 1.

Valeurs particulières de Gamma :

1) Γ(0+) = +∞, Γ(1
2
) =
√
π, Γ(1) = 1.

2) Γ(n+ 1) = n!, n ∈ N.

3) Γ(n+ 1
2
) =

(2n)!
√
π

22nn!
, n ∈ N.

Dérivation de la fonction Gamma :

La fonction Gamma est de classe C∞ sur ]0,+∞[ et on a

Γ(n)(x) =

∫ ∞
0

(ln t)ntx−1e−tdt.

En e�et, par dé�nition

Γ(x) =

∫ ∞
0

tx−1e−tdt.

La dérivée d'ordre 1 est

Γ
′
(x) =

∫ ∞
0

∂

∂x
(tx−1)e−tdt =

∫ ∞
0

(ln t)tx−1e−tdt.
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La dérivée d'ordre 2 est

Γ(2)(x) =

∫ ∞
0

∂

∂x
(tx−1) ln te−tdt

=

∫ ∞
0

∂

∂x
(e(x−1) ln t) ln te−tdt

=

∫ ∞
0

(ln t)e(x−1) ln t ln te−tdt

=

∫ ∞
0

(ln t)2tx−1e−tdt.

En générale, la dérivée d'ordre n est

Γ(n)(x) =

∫ ∞
0

tx−1(ln t)ne−tdt.

1.3.2 La fonction Bêta

En mathématique la fonction Bêta est un type d'intégrale d'Euler dé�nie pour tous

nombres complexes x et y des parties réelles strictement positives par

B(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1dt. (1.2)

La fonction Bêta a été étudier par Euler et Legendre et doit son nom à Jacquet Binet.

Elle est en relation avec la fonction Gamma d'Euler par la formule

B(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
.

Propriétés :

1) Dans la formule (1.2), le changement de variable x = 1− t prouve que la fonction

Bêta est symétriques.

2) Si x et y sont des entiers naturels, on obtient l'identité suivante

B(n,m) =
(n− 1)!(m− 1)!

(n+m− 1)!
.

Dérivation de la fonction Bêta :

Nous avons
∂

∂x
B(x, y) = B(x, y)

(
Γ
′
(x)

Γ(x)
− Γ

′
(x+ y)

Γ(x+ y)

)
.

En e�et, on a vu que

B(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
.
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Alors

∂

∂x
B(x, y) =

∂

∂x

(
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)

)

=
Γ
′
(x)Γ(y)Γ(x+ y)− Γ

′
(x+ y)Γ(x)Γ(y)

Γ2(x+ y)

=
Γ
′
(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
− Γ

′
(x+ y)Γ(x)Γ(y)

Γ2(x+ y)

=
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)

(
Γ
′
(x)

Γ(x)
− Γ

′
(x+ y)

Γ(x+ y)

)

= B(x, y)

(
Γ
′
(x)

Γ(x)
− Γ

′
(x+ y)

Γ(x+ y)

)
.

Donc
∂

∂x
B(x, y) = B(x, y)

(
Γ
′
(x)

Γ(x)
− Γ

′
(x+ y)

Γ(x+ y)

)
.

1.4 Fonctions dé�nies par une intégrale

Dans cette partie, X, I ⊂ R sont deux intervalles. Nous allons étudier les propriétés

de continuité et de dérivabilité de fonctions F : X → R dé�nies par une intégrale

F (x) =

∫
I

f(x, t)dt,

avec f : X × I → R une fonction de deux variables.

Théorème 1.6 (Continuité).

Soit f : X × I → R une fonction de deux variables véri�ant

1) pour tout x ∈ X, la fonction t→ f(x, t) est intégrable sur I,

2) pour tout t ∈ I, la fonction x→ f(x, t) est continue en x0 ∈ X,

3) il existe deux fonctions g : I → R et h : I → R intégrables sur I telles que pour

tout x ∈ X et tout t ∈ I : g(t) ≤ f(x, t) ≤ h(t).

Alors, la fonction F : X → R dé�nie par F (x) =
∫
I
f(x, t)dt est continue en x0.

Corollaire 1.1. Si X est un compact, si I est un segment et si f : X × I → R est

continue, alors la fonction F : X → R dé�nie par F (x) =
∫
I
f(x, t)dt est continue sur X.

Venons-en maintenant à la dérivabilité.

Théorème 1.7 (Dérivabilité).

Soit f : X × I → R une fonction de deux variables telle que
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1) pour tout x ∈ X, la fonction t→ f(x, t) est intégrable sur I,

2) pour tout t ∈ I, la fonction x→ f(x, t) est dérivable sur X,

3) il existe deux fonctions g : I → R et h : I → R intégrables sur I telles que pour

tout x ∈ X et tout t ∈ I : g(t) ≤ ∂f
∂x

(x, t) ≤ h(t).

Alors, la fonction F : X → R dé�nie par

F (x) =

∫
I

f(x, t)dt,

est dérivable sur X, t→ ∂f
∂x

(x, t) est intégrable sur I et

F ′(x) =

∫
I

∂f

∂x
(x, t)dt.

Le résultat suivant est un corollaire des deux théorèmes précédents.

Corollaire 1.2. Soit f : X × [a, b] → R une fonction continue qui admet en tout point

une dérivée partielle
∂f

∂x
(x, t) qui est elle-même continue sur X × [a, b]. Alors, la fonction

f : X → R dé�nie par

F (x) =

∫ b

a

f(x, t)dt,

est de classe C1 sur X et

F ′(x) =

∫ b

a

∂f

∂x
(x, t)dt.

Il est parfois utile de savoir dériver une fonction dé�nie par une intégrale dont les

bornes dépendent du paramètre.

Proposition 1.1. Soient a : X → I et b : X → I des fonctions de classe C1 et f :

X × I → R une fonction continue qui admet en tout point une dérivée partielle
∂f

∂x
(x, t)

qui est elle-même continue sur le domaine décrit par (x, t). Alors, la fonction F : X → R
dé�nie par

F (x) =

∫ b(x)

a(x)

f(x, t)dt,

est de classe C1 sur X et

F ′(x) = b′(x)f(x, b(x))− a′(x)f(x, a(x)) +

∫ b(x)

a(x)

∂f

∂x
(x, t)dt.

Théorème 1.8. (Théorème de Fubini pour les rectangles fermés)

Soit D = [a, b] × [c, d] (a < b, c < d) un rectangle fermé du plan R2 et f : D → R une

fonction continue. Alors f est intégrable sur D et on a∫∫
D

f(x, y)dxdy =

∫ b

a

(∫ d

c

f(x, y)dy

)
dx =

∫ d

c

(∫ b

a

f(x, y)dx

)
dy.



Chapitre 2

Calcul fractionnaire

Dans ce chapitre nous abordons un aperçu sur le calcul fractionnaire. On se restreindre

les trois approches des dérivées fractionnaires les plus populaires et les plus pratiques,

l'approche de Grunwald Letnikov, de Riemann Liouville et celle de Caputo, ainsi que

leurs propriétés.

2.1 Intégrale fractionnaire

Soit f une fonction continue sur l'intervalle [a, b], b > a > 0 telle que f(a) = 0. l'inverse

de l'opérateur de dérivation D = d

dt
est l'opérateur d'intégration I :

Df(t) =
df
dt

(t) = g(t) avec f(a) = 0 ⇐⇒ f(t) = Ig(t) =

∫ t

a

g(s)ds.

De même, l'inverse de la dérivation nième est dé�nie par le nième itéré de l'opérateur I

précédent. Ainsi la fonction f2 telle que f2(a) = f ′2(a) = 0 avec f ′′2 = g est dé�nie par

f2(t) = I(Ig(t)) = I2g(t) =

∫ t

a

(∫ r

a

g(s)ds
)
dr.

En permutant l'ordre d'intégration, on obtient

I2g(t) =

∫ t

a

g(s)
(∫ t

s

dr
)
ds =

∫ t

a

(t− s)g(s)ds.

Plus généralement, pour tout entier n, le nième itéré de l'opérateur I peut s'écrire

Ing(t) =

∫ t

a

ds1

∫ s1

a

ds2 · · ·
∫ sn−1

a

g(sn)dsn =
1

(n− 1)!

∫ t

a

(t− s)n−1g(s)ds. (2.1)

8
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Cette formule est appelée formule de Cauchy, et depuis la généralisation du factoriel

par la fonction Gamma, (n− 1)! = Γ(n), Riemann rendu compte que le membre droit de

(2.1) pourrait avoir un sens même quand n prenant une valeur non-entière. Il était naturel

de dé�nir l'intégrale fractionnaire comme suit :

De�nition 2.1. Soit f ∈ L1[a, b], α ∈ R+. L'intégrale

Iαa+f(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1f(s)ds,

est appelée intégrale fractionnaire à gauche de Riemann-Liouville d'ordre α, et l'intégrale

Iαb−f(t) =
1

Γ(α)

∫ b

t

(t− s)α−1f(s)ds,

est appelée intégrale fractionnaire à droite de Riemann-Liouville d'ordre α.

Pour α = 0 on a I0f(t) = f(t), c'est-à-dire I0 est l'opérateur identité.

Exemple 2.1. Soit la fonction f dé�nie sur [0,+∞[ par f(t) = ctr tel que r > −1 et

c ∈ R. On a

Iα0+f(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1csrds.

En utilisant le changement de variable s = tx et la fonction Bêta on obtient

Iα0+f(t) =
c

Γ(α)

∫ 1

0

(t− tx)α−1 tr+1xrdx

=
c

Γ(α)
tα+r

∫ 1

0

xr(1− x)α−1dx

=
c

Γ(α)
tα+rB(α, r + 1)

=
cΓ(r + 1)

Γ(α + r + 1)
tα+r , t ≥ 0.

Si r = 0 on obtient l'intégrale fractionnaire d'une fonction constante

Iα0+c =
ctα

Γ(α + 1)
=

c

Γ(α)

tα

α
, t ≥ 0.

Remarque 2.1. L'intégrale fractionnaire est linéaire d'après la linéarité de l'intégrale

classique.

Dans tout ce qui suit on va utiliser uniquement l'intégrale à gauche et on le note tout

simplement Iα.

Proposition 2.1. Si f ∈ L1([a, b]) et α > 0, alors Iαf(t) existe pour presque tout t ∈ [a, b]

et on a Iαf ∈ L1([a, b]).
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Preuve. Soit f ∈ L1([a, b]). On a

Iαf(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1f(s)ds

=

∫ +∞

−∞
ϕ1(t− s)ϕ2(s)ds,

avec

ϕ1(u) =


uα−1

Γ(α)
, si 0 < u ≤ b− a,

0 , si u ∈ R\]0, b− a],

ϕ2(u) =

f(u) , si a ≤ u ≤ b,

0 , si u ∈ R \ [a, b].

Par construction, ϕ1, ϕ2 ∈ L1(R), et on a Iαf ∈ L1([a, b]).

Proposition 2.2. Soit α, β > 0. Alors IαIβ = Iα+β = IβIα.

Preuve. Soit f ∈ L1([a, b]). On a

Iα(Iβf(t)) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− τ)α−1(Iβf(τ))dτ

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

(t− τ)α−1

∫ τ

a

(τ − ξ)β−1f(ξ)dξdτ.

En appliquant le théorème de Fubini on obtient

Iα(Iβf(t)) =
1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

f(ξ)dξ
∫ t

ξ

(t− τ)α−1(τ − ξ)β−1dτ.

En faisant le changement de variable τ = ξ + z(t− ξ) on trouve

Iα(Iβf(t)) =
1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

f(ξ)dξ
∫ 1

0

(1− z)α−1(t− ξ)α−1zβ−1(t− ξ)βdz

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

f(ξ)dξ
∫ 1

0

(t− ξ)α+β−1(1− z)α−1zβ−1dz

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

(t− ξ)α+β−1f(ξ)dξ
∫ 1

0

(1− z)α−1zβ−1dz.

Mais ∫ 1

0

(1− z)α−1zβ−1dz = B(β, α) =
Γ(β)Γ(α)

Γ(β + α)
.
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Donc

Iα(Iβf(t)) =
1

Γ(α + β)

∫ t

a

(t− ξ)α+β−1f(ξ)dξ

= Iα+βf(t).

D'autre part

Iα+βf(t) =
1

Γ(α + β)

∫ t

a

(t− ξ)α+β−1f(ξ)dξ

=
1

Γ(β + α)

∫ t

a

(t− ξ)β+α−1f(ξ)dξ

= IβIα.

D'où IαIβ = Iα+β = IβIα.

2.2 Dérivée fractionnaire

Il y a beaucoup d'approches pour la dérivation fractionnaire, nous allons citer les

approches qui sont fréquemment utilisées dans les applications.

2.2.1 Approche de Riemann-Liouville

Soit n ∈ N∗. Pour n − 1 < α < n, on dé�nit la dérivée de Riemann-Liouville d'ordre

α par une intégration d'ordre n− α suivie d'une dérivation d'ordre n.

De�nition 2.2. Soit f ∈ L1[a, b], α ∈ R+. Soit n ∈ N∗ tel que n− 1 < α < n. On dé�nit

la dérivée fractionnaire de f au sens de Riemann-Liouville par

RLDαf(t) =
1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

a

(t− s)n−α−1f(s)ds. (2.2)

Exemple 2.2. La dérivée fractionnaire de (t− a)r.

Soit α non entier, n ∈ N∗ tel que 0 < n− 1 < α < n, et r > −1. On a

RLDα(t− a)r =
1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

a

(t− τ)n−α−1(τ − a)rdτ. (2.3)
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En faisant le changement de variable τ = a+ s(t− a) on aura

RLDα(t− a)r =
1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ 1

0

(t− a)n−α−1(1− s)n−α−1sr(t− a)r+1ds

=
1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ 1

0

(t− a)n−α+r(1− s)n−α−1srds

=
1

Γ(n− α)

dn

dtn
(t− a)n−α+r

∫ 1

0

(1− s)n−α−1srds.

Calcule de
dn

dtn
(t− a)n−α+r

d
dt

(t− a)n+r−α = (n+ r − α)(t− a)n+r−α−1

d2

dt2
(t− a)n+r−α = (n+ r − α)(n+ r − α− 1)(t− a)n+r−α−2

...

dn

dtn
(t− a)n+r−α = (n+ r − α)(n+ r − α− 1) · · · (n+ r − α− (n− 1))(t− a)n+r−α−n

= (n+ r − α)(n+ r − α− 1) · · · (r − α + 1)(t− a)r−α

On sait que

(r − α + 1) · · · (n+ r − α− 1)(n+ r − α) =
Γ(n+ r − α + 1)

Γ(r − α + 1)
,

et ∫ 1

0

(1− s)n−α−1srds = B(n− α, r + 1) =
Γ(n− α)Γ(r + 1)

Γ(n− α + r + 1)
.

Donc
RLDα(t− a)r =

Γ(r + 1)

Γ(r − α + 1)
(t− a)(r−α).

Proposition 2.3. Soient α > β > 0, n,m ∈ N∗ tels que n > α, et soit f ∈ L1[a, b]. Alors

1) RLD−αf(t) = Iαf(t).

2) RLDαf(t) = DnIn−αf(t).

3) RLDα(Iαf(t)) = f(t).

4) Iα(RLDαf(t)) = f(t)−
n∑
i=1

(t− a)α−i

Γ(α− i+ 1)
RLDα−if(a) .

5) RLDβ(Iαf(t)) = Iα−βf(t).

Preuve.

1) On a

RLD−αf(t) =
1

Γ(n+ α)

dn

dtn

∫ t

a

(t− τ)n+α−1f(τ)dτ.
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Comme (t− τ)n+α−1f(τ) est une fonction intégrable sur [a, b], alors

RLD−αf(t) =
1

Γ(n+ α)

∫ t

a

dn

dtn
(t− τ)n+α−1f(τ)dτ.

On calcul
dn

dtn
(t− τ)n+α−1

d

dt
(t− τ)n+α−1 = (n+ α− 1)(t− τ)n+α−2

d2

dt2
(t− τ)n+α−1 = (n+ α− 1)(n+ α− 2)(t− τ)n+α−3

Par récurrence on obtient

dn

dtn
(t− τ)n+α−1 = (n+ α− 1)(n+ α− 2) · · · (n+ α− (n+ 1))(t− τ)α−1

= (n+ α− 1)(n+ α− 2) · · · (α− 1)α(t− τ)α−1

=
Γ(n+ α)

Γ(α)
(t− τ)α−1.

Donc
RLD−αf(t) =

1

Γ(α)

∫ t

a

(t− τ)α−1f(τ)dτ = Iα.

2) Soit m ∈ N∗ tel que m > n. On a

DmIm−αf(t) = Dm−n+nIm−n+n−αf(t)

= DnDm−nIm−nIn−αf(t)

= Dn(In−αf(t))

= Dn(RLDα−nf(t))

= RLDαf(t).

3) On a

RLDα(Iαf(t)) = DnIn−α(Iαf(t))

= Dn(Inf(t))

= I0f(t) = f(t).

4) On a

Iα(RLDαf(t)) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− τ)α−1(RLDαf(τ))dτ. (2.4)

On fait l'intégration par parties n fois. Posons

u(τ) = (t− τ)α−1 =⇒ u′(τ) = −(α− 1)(t− τ)α−2,

v′(τ) = RLDαf(τ) =⇒ v(τ) = RLDα−1f(τ),
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donc

Iα(RLDαf(t)) =
1

Γ(α)

[
(t− τ)α−1RLDα−1f(τ)

]t
a

+
α− 1

Γ(α)

∫ t

a

(t− τ)α−2RLDα−1f(τ)dτ

=
−1

Γ(α)
(t− a)α−1RLDα−1f(a) +

1

Γ(α− 1)

∫ t

a

(t− τ)α−2RLDα−1f(τ)dτ.

Posons

u(τ) = (t− τ)α−2 =⇒ u′(τ) = −(α− 2)(t− τ)α−3,

v′(τ) = RLDα−1f(τ) =⇒ v(τ) = RLDα−2f(τ),

donc

Iα(RLDαf(t)) =
−1

Γ(α)
(t− a)α−1RLDα−1f(a) +

1

Γ(α− 1)

([
(t− τ)α−2RLDα−2f(τ)

]t
a

+

(α− 2)

∫ t

a

(t− τ)α−3RLDα−2f(τ)dτ

)
=
−1

Γ(α)
(t− a)α−1RLDα−1f(a)− 1

Γ(α− 1)
(t− a)α−2RLDα−2f(a) +

1

Γ(α− 2)

∫ t

a

(t− τ)α−3RLDα−2f(τ)dτ.

Généralement

Iα(RLDαf(t)) = −
n∑
i=1

(t− a)α−i

Γ(α + 1− i)
RLDα−if(a) +

1

Γ(α− n)

∫ t

a

(t− τ)α−n−1RLDα−nf(τ)dτ

= RLD−(α−n)RLDα−nf(t)−
n∑
i=1

(t− a)α−i

Γ(α + 1− i)
RLDα−if(a)

= f(t)−
n∑
i=1

(t− a)α−i

Γ(α + 1− i)
RLDα−if(a).

5) On a

RLDβ(Iαf(t)) = DnIn−β(Iαf(t))

= Dn(In−β+αf(t))

= Iα−βf(t).

Proposition 2.4. Soit α, β > 0 et k ∈ N∗. On a

1) Dk(RLDαf(t)) = RLDk+αf(t).

2) RLDα(RLDβf(t)) = RLDα+βf(t).
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Preuve.

1) Soit n ∈ N∗ tel que n− 1 < α < n. On a

RLDαf(t) =
1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

a

(t− τ)n−α−1f(τ)dτ.

On pose p = n− α > 0. On a

RLDn−pf(t) =
1

Γ(p)

dn

dtn

∫ t

a

(t− τ)p−1f(τ)dτ.

D'autre part, on a

dk

dtk
(RLDn−pf(t)) =

1

Γ(p)

dn+k

dtn+k

∫ t

a

(t− τ)p−1f(τ)dτ

= RLDn+k−pf(t).

Donc

Dk(RLDαf(t)) = RLDk+αf(t).

2) On distingue trois cas.

1er Cas α < 0, β < 0 :

RLDα(RLDβf(t)) = I−α(I−βf(t))

= I−α−βf(t))

= I−(α+β)f(t)

= RLDα+βf(t).

2ème Cas α > 0, β > 0 :

Soit g ∈ L1([a, b]) et f = Iα+βg. On a

RLDα(RLDβf(t)) = RLDα(RLDβIα+βg(t))

= RLDα(RLDβIβIαg(t))

= g(t). (2.5)

Et

RLDα+βf(t) = RLDα+β(Iα+βg(t))

= g(t). (2.6)

De (2.5) et (2.6) on conclure que

RLDα(RLDβf(t)) = RLDα+βf(t).
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3ème Cas α > 0, β < 0 :

Soit g ∈ L1([a, b]) et f = Iαg. On a

RLDα(RLDβf(t)) = RLDα(RLDβIαg(t))

= RLDα(Iα−βg(t))

= RLDα−(α−β)g(t)

= RLDβg(t). (2.7)

Et

RLDα+βf(t) = RLDα+β(Iαg(t))

= RLDβRLDα(Iαg(t))

= RLDβg(t). (2.8)

De (2.7) et (2.8) on conclure que

RLDα(RLDβf(t)) = RLDα+βf(t).

2.2.2 Approche de Caputo

Soit n ∈ N∗. Pour n− 1 < α < n, La dérivée d'ordre α au sens de Caputo est obtenue

en dérivant d'abord à l'ordre n puis en intégrant à l'ordre n− α.

De�nition 2.3. Soit α ∈ R+(avec n− 1 < α < n et n ∈ N∗) f est une fonction telle que
dn

dtn
f ∈ L1[a, b] . On dé�nit la dérivée fractionnaire de f au sens de Caputo par

CDαf(t) =
1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− s)n−α−1f (n)(s)ds (2.9)

= In−αDnf(t).

Il est évident que la dérivée d'une fonction constante au sens de Caputo est nulle.

Exemple 2.3. La dérivée fractionnaire de la fonction f dé�nie par f(t) = (t− a)r.

Soit α > 0 et n ∈ N∗ tel que n− 1 < α < n. On a

f (n)(τ) = r(r − 1)(r − 2) · · · (r − (n− 1))(τ − a)r−n

=
Γ(r + 1)

Γ(r − n+ 1)
(τ − a)r−n.
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D'où

CDα(t− a)r =
Γ(r + 1)

Γ(n− α)Γ(r − n+ 1)

∫ t

a

(t− τ)n−α−1(τ − a)r−ndτ.

En faisant le changement de variable τ = a+ s(t− a) on obtient

CDα(t− a)r =
Γ(r + 1)

Γ(n− α)Γ(r − n+ 1)

∫ 1

0

(t− a)n−α−1(1− s)n−α−1sr−n(t− a)r−n+1ds

=
Γ(r + 1)(t− a)r−α

Γ(n− α)Γ(r − n+ 1)

∫ 1

0

(1− s)n−α−1sr−nds

=
Γ(r + 1)(t− a)r−α

Γ(n− α)Γ(r − n+ 1)
B(n− α, r − n+ 1).

Mais

B(n− α, r − n+ 1) =
Γ(n− α)Γ(r − n+ 1)

Γ(r − α + 1)
,

donc
CDα(t− a)r =

Γ(r + 1)

Γ(r − α + 1)
(t− a)r−α.

Si r = α on trouve
CDα(t− a)α = Γ(α + 1).

Remarque 2.2. D'après la linéarité de l'intégrale classique on déduit que la dérivée frac-

tionnaire de Caputo est linéaire.

2.2.3 Relation entre la dérivée de Caputo et de Riemann-Liouville

Proposition 2.5. Soit α > 0 et n ∈ N∗ tel que n − 1 < α < n. Soit f ∈ L1[a, b]. Si f

possède n− 1 dérivées en a, alors

CDαf(t) = RLDα

(
f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k

)
, ∀t ∈ [a, b].

Preuve. Posons

g(t) = f(t)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k.

On a

RLDαg(t) = DnIn−αg(t)

= Dn 1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− τ)n−α−1g(τ)dτ.
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Soit

J(t) =
1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− τ)n−α−1g(τ)dτ.

On fait l'intégration par parties de J . Posons

u(τ) = g(τ) =⇒ u′(τ) = Dg(τ),

v′(τ) = (t− τ)n−α−1 =⇒ v(τ) =
−1

n− α(t− τ)n−α,

donc

J(t) =
−1

Γ(n− α + 1)

[
g(τ)(t− τ)n−α

]t
a

+
1

Γ(n− α + 1)

∫ t

a

(t− τ)n−αDg(τ)dτ

= 0 +
1

Γ(n− α + 1)

∫ t

a

(t− τ)n−αDg(τ)dτ

En répétant l'intégration par parties de J n fois on obtient

J(t) =
1

Γ(n− α + n)

∫ t

a

(t− τ)n−α+n−1Dng(τ)dτ.

Mais
n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k est un polynôme de degré n− 1 donc Dng(τ) = Dnf(τ).

Alors

J(t) =
1

Γ(n− α + n)

∫ t

a

(t− τ)n−α+n−1Dnf(τ)dτ = In−α+n(Dnf(t))

Donc

RLDα

(
f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k

)
= DnJ(t)

= DnIn−α+n(Dnf(t))

= DnInIn−α(Dnf(t))

= In−α(Dnf(t)) = CDαf(t).

Remarque 2.3. Si Dkf(a) = 0 pour tout k ∈ {0, 1, . . . , n− 1}, alors CDαf(t) = RLDαf(t).

2.2.4 Approche de Grunwald Letnikov

L'idée de cette approche est de généraliser la dé�nition classique de la dérivation

entière d'une fonction à des ordres de dérivée arbitraires.

Soit f une fonction de la variable réelle t et h ∈ R. On a la dé�nition classique

Df(t) =
df
dt

(t) = lim
h→0

f(t)− f(t− h)

h
. (2.10)
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L'application de cette dé�nition deux fois, nous donne la dérivée second de f ,

D2f(t) =
d2f

dt2
(t) = lim

h→0

Df(t)−Df(t− h)

h

= lim
h→0

1

h

(
f(t)− f(t− h)

h
− f(t− h)− f(t− 2h)

h

)
= lim

h→0

f(t)− 2f(t− h) + f(t− 2h)

h2
.

Donc

D2f(t) = lim
h→0

f(t)− 2f(t− h) + f(t− 2h)

h2
.

Plus généralement, en appliquant (2.10) n fois on obtient

Dnf(t) = lim
h→0

1

hn

n∑
k=0

(−1)kn(n− 1) · · · (n− k + 1)

k!
f(t− kh) . (2.11)

On remarque que la somme dans (2.11) peut être étendue à tous les k entiers non

négatifs puisque les termes sont nuls pour k ≥ n. Une généralisation naturelle consiste à

dé�nir la dérivée d'ordre α, pour α > 0 par

Dαf(t) = lim
h→0

1

hα

+∞∑
k=0

(−1)kα(α− 1) · · · (α− k + 1)

k!
f(t− kh) . (2.12)

Mais comme (−1)kα(α− 1) · · · (α− k + 1) = (−1α)(−α + 1) · · · (−α + k − 1), et que

pour α > 0 non entier Γ(−α) est bien dé�ni et

Γ(k − α)

Γ(−α)
= (−α)(−α + 1) · · · (−α + k − 1),

on obtient la formule de Grunwald-Letnikov pour α > 0 non entier

GLDαf(t) = lim
h→0

1

hα

+∞∑
k=0

Γ(k − α)

Γ(−α)Γ(k + 1)
f(t− kh) , (2.13)

et pour α < 0 non entier

GLD−αf(t) = lim
h→0

hα
+∞∑
k=0

Γ(k + α)

Γ(α)Γ(k + 1)
f(t− kh) . (2.14)

Si f est de classe Cn, alors en utilisant l'intégration par parties on obtient

GLDαf(t) =
n−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)k−α

Γ(k − α + 1)
+

1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− τ)n−α−1f (n)(τ)dτ.
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Exemple 2.4. La dérivée d'une fonction constante.

On considère la fonction f dé�nie par f(t) = c ∈ R.

Soit α > 0 et n ∈ N∗ tel que n− 1 < α < n. On a

GLDαf(t) =
n−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)k−α

Γ(k − α + 1)
+

1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− τ)n−α−1f (n)(τ)dτ

=
f(a)(t− a)−α

Γ(1− α)
+

n−1∑
k=1

f (k)(a)(t− a)k−α

Γ(k − α + 1)
+

1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− τ)n−α−1f (n)(τ)dτ

Comme f (k)(t) = 0 pour k ∈ {1, 2, . . . , n} et f(a) = c, alors

GLDαf(t) =
c(t− a)−α

Γ(1− α)
.

Exemple 2.5. La dérivée de la fonction (t− a)r

Considérons la fonction f dé�nie par f(t) = (t− a)r où r > −1.

Soit α non entier, n ∈ N∗ tel que 0 < n− 1 < α < n, et r > −1. On a

GLDαf(t) =
n−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)k−α

Γ(k − α + 1)
+

1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− τ)n−α−1f (n)(τ)dτ.

Calcule de f (n)(t)

f(t) = (t− a)r

f (1)(t) = r(t− a)r−1

f (2)(t) = r(r − 1)(t− a)r−2

...

f (n)(t) = r(r − 1)(r − 2) · · · (r − n+ 1)(t− a)r−n

=
Γ(r + 1)

Γ(r − n+ 1)
(t− a)r−n.

Donc

GLDαf(t) =
Γ(r + 1)

Γ(n− α)Γ(r − n+ 1)

∫ t

a

(t− τ)n−α−1(τ − a)r−ndτ.
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En faisant le changement de variable τ = a+ s(t− a) on obtient

GLDαf(t) =
Γ(r + 1)

Γ(n− α)Γ(r − n+ 1)

∫ 1

0

(t− a)n−α−1(1− s)n−α−1sr−n(t− a)r−n+1ds

=
Γ(r + 1)

Γ(n− α)Γ(r − n+ 1)

∫ 1

0

(t− a)r−α(1− s)n−α−1sr−nds

=
Γ(r + 1)(t− a)r−α

Γ(n− α)Γ(r − n+ 1)

∫ 1

0

(1− s)n−α−1sr−nds

=
Γ(r + 1)(t− a)r−α

Γ(n− α)Γ(r − n+ 1)
B(n− α, r − n+ 1)

=
Γ(r + 1)(t− a)r−α

Γ(n− α)Γ(r − n+ 1)
· Γ(n− α)Γ(r − n+ 1)

Γ(r − α + 1)

=
Γ(r + 1)

Γ(r − α + 1)
(t− a)r−α.

Si r = α on trouve
GLDα(t− a)α = Γ(α + 1).

2.2.5 Relation entre la dérivée de Riemann-Liouville et de Grunwald-

Letnikov

Proposition 2.6. La dérivée de Riemann-Liouville d'ordre α coïncide avec la dérivée de

Grunwald-Letnikov du même ordre, c-à-d RLDα = GLDα.

Preuve. Soit α > 0 et n ∈ N∗ tel que n− 1 < α < n. On a

RLDαf(t) =
1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

a

(t− τ)n−α−1f(τ)dτ.

On fait l'intégration par parties et la dérivation n fois.

Posons

Ji(t) =

∫ t

a

(t− τ)n−α−1f (i)(τ)dτ,

alors
RLDαf(t) =

1

Γ(n− α)

dn

dtn
J0(t). (2.15)

On calcule J0(t) par parties. Posons

u′(τ) = (t− τ)n−α−1 =⇒ u(τ) =
−1

n− α(t− τ)n−α,

v(τ) = f(τ) =⇒ v′(τ) = f ′(τ),
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donc

J0(t) =
[ −1

n− α(t− τ)n−αf(τ)
]t
a

+
1

n− α

∫ t

a

(t− τ)n−αf ′(τ)dτ

=
1

n− α(t− a)n−αf(a) +
1

n− α

∫ t

a

(t− τ)n−αf ′(τ)dτ.

On dérive J0(t) :

d
dt
J0(t) =

d
dt

(
1

n− α(t− a)n−αf(a) +
1

n− α

∫ t

a

(t− τ)n−αf ′(τ)dτ

)

= (t− a)n−α−1f(a) +

∫ t

a

(t− τ)n−α−1f ′(τ)dτ

= (t− a)n−α−1f(a) + J1(t).

On calcule J1(t) par parties. Posons

u′(τ) = (t− τ)n−α−1 =⇒ u(τ) =
−1

n− α(t− τ)n−α,

v(τ) = f ′(τ) =⇒ v′(τ) = f ′′(τ),

donc

J1(t) =
[ −1

n− α(t− τ)n−αf ′(τ)
]t
a

+
1

n− α

∫ t

a

(t− τ)n−αf ′′(τ)dτ

=
1

n− α(t− a)n−αf ′(a) +
1

n− α

∫ t

a

(t− τ)n−αf ′′(τ)dτ.

On dérive J1(t) :

d
dt
J1(t) =

d
dt

(
1

n− α(t− a)n−αf ′(a) +
1

n− α

∫ t

a

(t− τ)n−αf ′′(τ)dτ

)

= (t− a)n−α−1f ′(a) +

∫ t

a

(t− τ)n−α−1f ′′(τ)dτ

= (t− a)n−α−1f ′(a) + J2(t).

Donc

d2

dt2
J0(t) =

d
dt

(
(t− a)n−α−1f(a) + J1(t)

)
= (n− α− 1)(t− a)n−α−2f(a) +

d
dt
J1(t)

= (n− α− 1)(t− a)n−α−2f(a) + (t− a)n−α−1f ′(a) + J2(t).
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On calcule J2(t) par parties. Posons

u′(τ) = (t− τ)n−α−1 =⇒ u(τ) =
−1

n− α(t− τ)n−α,

v(τ) = f ′′(τ) =⇒ v′(τ) = f (3)(τ),

donc

J2(t) =
[ −1

n− α(t− τ)n−αf ′′(τ)
]t
a

+
1

n− α

∫ t

a

(t− τ)n−αf (3)(τ)dτ

=
1

n− α(t− a)n−αf ′′(a) +
1

n− α

∫ t

a

(t− τ)n−αf (3)(τ)dτ.

On dérive J2(t) :

d
dt
J2(t) =

d
dt

(
1

n− α(t− a)n−αf ′′(a) +
1

n− α

∫ t

a

(t− τ)n−αf (3)(τ)dτ

)

= (t− a)n−α−1f ′′(a) +

∫ t

a

(t− τ)n−α−1f (3)(τ)dτ

= (t− a)n−α−1f ′′(a) + J3(t).

Donc

d3

dt3
J0(t) =

d
dt

(
(n− α− 1)(t− a)n−α−2f(a) + (t− a)n−α−1f ′(a) + J2(t)

)
= (n− α− 1)(n− α− 2)(t− a)n−α−3f(a)

+ (n− α− 1)(t− a)n−α−2f ′(a) +
d
dt
J2(t)

= (n− α− 1)(n− α− 2)(t− a)n−α−3f(a)

+ (n− α− 1)(t− a)n−α−2f ′(a) + (t− a)n−α−1f ′′(a) + J3(t).

Mais

(n− α− 1)(n− α− 2) · · · (n− α− k) =
Γ(n− α)

Γ(n− α− k)
,

d'où

d3

dt3
J0(t) =

Γ(n− α)

Γ(n− α− 2)
(t− a)n−α−3f(a) +

Γ(n− α)

Γ(n− α− 1)
(t− a)n−α−2f ′(a)

+ (t− a)n−α−1f ′′(a) + J3(t).
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On générale on a

dn

dtn
J0(t) =

Γ(n− α)

Γ(1− α)
(t− a)−αf (0)(a) +

Γ(n− α)

Γ(2− α)
(t− a)1−αf (1)(a)

+
Γ(n− α)

Γ(3− α)
(t− a)2−αf (2)(a) + · · ·+ Γ(n− α)

Γ(n− α)
(t− a)n−1−αf (n−1)(a) + Jn(t)

=
n−1∑
k=0

Γ(n− α)

Γ(k + 1− α)
(t− a)k−αf (k)(a) +

∫ t

a

(t− τ)n−α−1f (n)(τ)dτ

Finalement, on revient à la formule (2.15) :

RLDαf(t) =
1

Γ(n− α)

dn

dtn
J0(t)

=
1

Γ(n− α)

(
n−1∑
k=0

Γ(n− α)(t− a)k−αf (k)(a)

Γ(k + 1− α)
+

∫ t

a

(t− τ)n−α−1f (n)(τ)dτ

)

=
n−1∑
k=0

(t− a)k−αf (k)(a)

Γ(k + 1− α)
+

1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− τ)n−α−1f (n)(τ)dτ

= GLDαf(t).



Chapitre 3

Problèmes aux limites pour des

équations di�érentielles d'ordre

fractionnaire

Ce chapitre sera consacré à l'étude de quelques résultats d'existence et d'unicité des

solutions du problème aux limite pour des équations di�érentielles fractionnaires.

3.1 Problèmes aux limites avec des conditions locales

Dans cette section, on va étudier l'existence et l'unicité des solutions d'un problème

aux limites pour des équations di�érentielles d'ordre fractionnaire avec des conditions

locales de la forme suivante

CDαy(t) = f(t, y(t)) , ∀t ∈ I = [0, T ], α ∈]0, 1], (3.1)

ay(0) + by(T ) = c, (3.2)

où CDα est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, f : [0, T ]×R→ R est une fonction

continue, a, b, c sont des constantes réelles avec a+ b 6= 0.

Pour ce problème on présentera deux résultats d'existence, le premier est basé sur

le théorème du point �xe de Banach et le second basé sur le théorème de point �xe de

Schaefer.

25
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3.1.1 Existence des solutions

On commence par la dé�nition d'une solution du problème (3.1)�(3.2).

De�nition 3.1. Une fonction y ∈ C1([0, T ],R) est dite solution du problème (3.1)�(3.2)

si elle satisfait l'équation CDαy(t) = f(t, y(t)) sur I et la condition ay(0) + by(T ) = c.

Pour l'existence de la solution du problème (3.1)�(3.2) on a besoin du lemme suivant.

Lemme 3.1. [1]

Soit 0 < α < 1 et soit h : [0, T ] → R une fonction continue. Une fonction y est une

solution de l'équation intégrale fractionnaire

y(t) = y0 +
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds, (3.3)

si et seulement si y est une solution du problème aux limites pour l'équation di�érentielle

fractionnaire

CDαy(t) = h(t) , ∀t ∈ I = [0, T ],

y(0) = y0.

En conséquence du Lemme 3.1, nous avons le résultat suivant qui est utile dans ce qui

suit.

Lemme 3.2. [1]

Soit 0 < α < 1 et soit h : [0, T ] → R une fonction continue. Une fonction y est une

solution de l'équation intégrale fractionnaire

y(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds− 1

a+ b

[
b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds− c
]
, (3.4)

si et seulement si y est une solution du problème aux limites pour l'équation di�érentielle

fractionnaire

CDαy(t) = h(t) , ∀t ∈ I = [0, T ], (3.5)

ay(0) + by(T ) = c. (3.6)

Preuve. D'après le Lemme 3.1 on a

y(t) = y0 +
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds.

Il reste de véri�er les conditions aux limites. On a

y(T ) = y0 +
1

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds.
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Or ay(0) + by(T ) = c, alors

ay(0) + by0 +
b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds = c , a+ b 6= 0,

c'est à dire

y(0) =
1

a+ b

[
c− b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds

]
.

On va donner un premier résultat concernant l'unicité de la solution du problème

(3.1)�(3.2), en utilisant le théorème de contraction de Banach.

Théorème 3.1. [1]

Supposons que

(H1) Il existe une constante k > 0 telle que

|f(t, u)− f(t, u)| ≤ k|u− u| , pour tout t ∈ I, et tout u, u ∈ R.

Si
kTα(1 + |b|

|a+b|)

Γ(α + 1)
< 1, (3.7)

alors le problème (3.1)�(3.2) admet une solution unique sur [0, T ].

Preuve. On va transformer le problème (3.1)�(3.2)en un problème de point �xe. Consi-

dérons l'opérateur

F : C([0, T ],R)→ C([0, T ],R),

dé�ni par

F (y)(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s, y(s))ds

− 1

a+ b

[
b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1f(s, y(s))ds− c
]
.

(3.8)

Il est clair, que les points �xes de l'opérateur F sont les solutions du problème

(3.1)�(3.2).

Pour montrer que F admet un point �xe, il su�t de montrer que F est une contraction.
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Soient x, y ∈ C([0, T ],R). Alors, pour tout t ∈ I on a

|F (x)(t)− F (y)(t)| =
∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1
(
f(s, x(s))− f(s, y(s))

)
ds

− 1

a+ b

[
b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1
(
f(s, x(s))− f(s, y(s))

)
ds

]∣∣∣∣
≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1
∣∣f(s, x(s))− f(s, y(s))

∣∣ds
+

|b|
|a+ b|Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1
∣∣f(s, x(s))− f(s, y(s))

∣∣ds
≤ k‖x− y‖∞

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1ds+
|b| k‖x− y‖∞
Γ(α)|a+ b|

∫ T

0

(T − s)α−1ds

=
k‖x− y‖∞

Γ(α)
· t

α

α
+
|b| k‖x− y‖∞
Γ(α)|a+ b| ·

Tα

α
≤
kTα

(
1 + |b|

|a+b|

)
Γ(α + 1)

‖x− y‖∞.

Ainsi

‖F (x)− F (y)‖ ≤
kT p

(
1 + |b|

|a+b|

)
Γ(p+ 1)

‖x− y‖∞.

Par conséquent, de (3.7) on déduire que F est une contraction et, d'après le théorème

de Banach F admet un point �xe unique, qui est une solution du problème (3.1)�(3.2).

Théorème 3.2. [1]

Supposons que

(H2) la fonction f : [0, T ]× R→ R est continue.

(H3) Il existe une constante M > 0 telle que |f(t, u)| ≤M pour tout t ∈ I, et tout u ∈ R.

Alors, le problème (3.1)�(3.2) admet au moins une solution sur [0, T ].

Preuve. On va utiliser le théorème du point �xe de Schaefer pour montrer que F dé�ni

par (3.8) admet un point �xe. La démonstration se fait en quatre étapes.

Étape 1 : F est continue.

Soit (yn) une suite convergente dans C([0, T ],R) vers une limite y.
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Pour tout t ∈ [0, T ]

|F (yn)(t)− F (y)(t)| =
∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1
(
f(s, yn(s))− f(s, y(s))

)
ds

− 1

a+ b

[
b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1
(
f(s, yn(s))− f(s, y(s))

)
ds

]∣∣∣∣
≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1
∣∣f(s, yn(s))− f(s, y(s))

∣∣ds
+

|b|
|a+ b|Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1
∣∣f(s, y(s))− f(s, y(s))

∣∣ds
≤ ‖f(·, yn(·))− f(·, y(·))‖∞

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1ds

+
|b| ‖f(·, yn(·))− f(·, y(·))‖∞

Γ(α)|a+ b|

∫ T

0

(T − s)α−1ds

=
‖f(·, yn(·))− f(·, y(·))‖∞

Γ(α)
· t

α

α
+
|b| ‖f(·, yn(·))− f(·, y(·))‖∞

Γ(α)|a+ b| · T
α

α

≤
Tα
(

1 + |b|
|a+b|

)
Γ(α + 1)

‖f(·, yn(·))− f(·, y(·))‖∞ .

Puisque f est continue, on obtient

‖F (yn)− F (y)‖ ≤
Tα
(

1 + |b|
|a+b|

)
Γ(α + 1)

‖f(., yn(.))− f(., y(.))‖∞ −−−→
n→∞

0,

d'où la continuité de F .

Étape 2 : L'image de tout ensemble borné par F est un ensemble borné dans C([0, T ],R).

En e�et, il su�t de montrer que pour tout η∗ > 0, il existe une constante positive `

telle que, pour tout y ∈ Bη∗ = {y ∈ C([0, T ],R : ‖y‖∞ ≤ η∗} on a ‖F (y)‖∞ ≤ `.

Par (H3) on a, pour tout t ∈ [0, T ]

|F (y)(t)| ≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1|f(s, y(s))|ds

+
|b|

Γ(α)|a+ b|

∫ T

0

(T − s)α−1|f(s, y(s))|ds+
|c|
|a+ b|

≤ M

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1ds+
|b|M

Γ(α)|a+ b|

∫ T

0

(T − s)α−1ds+
|c|
|a+ b|

=
M

Γ(α + 1)
tα +

M |b|
Γ(α + 1)|a+ b|T

α +
|c|
|a+ b|

≤ MTα

Γ(α + 1)

(
1 +

|b|
|a+ b|

)
+
|c|
|a+ b| .
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En prenant

` =
MTα

Γ(α + 1)

(
1 +

|b|
|a+ b|

)
+
|c|
|a+ b| ,

on obtient ‖F (y)‖∞ ≤ `. C'est-à-dire F (Bη∗) est borné.

Étape 3 : L'image de tout borné par F est un ensemble équicontinu de C([0, T ],R).

Soient t1, t2 ∈ [0, T ], t1 < t2, Bη∗ un ensemble borné de C([0, T ],R) comme dans

l'étape 2, et soit y ∈ Bη∗ . Alors

|F (y)(t2)− F (y)(t1)| = 1

Γ(α)

∣∣∣∣∫ t2

0

(t2 − s)α−1f(s, y(s))ds−
∫ t1

0

(t1 − s)α−1f(s, y(s))ds

∣∣∣∣
=

1

Γ(α)

∣∣∣∣∫ t1

0

(
(t2 − s)α−1 − (t1 − s)α−1

)
f(s, y(s))ds

+

∫ t2

t1

(t2 − s)α−1f(s, y(s))ds

∣∣∣∣
≤ M

Γ(α)

(∫ t1

0

(
(t1 − s)α−1 − (t2 − s)α−1

)
ds+

∫ t2

t1

(t2 − s)α−1ds

)
=

M

Γ(α + 1)

(
(t2 − t1)α + tα1 − tα2 + (t2 − t1)α

)
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=
2M

Γ(α + 1)
(t2 − t1)α +

M

Γ(α + 1)
(tα1 − tα2 ).

Quand t1 → t2, le membre droit de l'inégalité précédente tend vers 0, d'où F (Bη∗) est

équicontinu.

D'après les étape 1�3 et le théorème d'Ascoli-Arzélà, F (Bη∗) est relativement com-

pact pour tout borné Bη∗ , c'est à dire F est complètement continu. Par conséquent

F : C([0, T ],R)→ C([0, T ],R) est continu et complètement continu.

Étape 4 : Maintenant il reste à montrer que l'ensemble

E = {y ∈ C([0, T ],R) : y = λF (y) pour certains 0 < λ < 1},

est borné.

Soit y ∈ E , alors y = λF (y) pour certains 0 < λ < 1. Donc, pour tout t ∈ I on a

y(t) =
λ

Γ(α)

(∫ t

0

(t− s)α−1f(s, y(s))ds− b

a+ b

(∫ T

0

(T − s)α−1f(s, y(s))ds− c
))

.

D'après (H3), pour tout t ∈ I on a

|F (y)(t)| ≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1|f(s, y(s))|ds

+
|b|

Γ(α)|a+ b|

∫ T

0

(T − s)α−1|f(s, y(s))|ds+
|c|
|a+ b|

≤ M

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1ds+
|b|M

Γ(α)|a+ b|

∫ T

0

(T − s)α−1ds+
|c|
|a+ b|

=
M

Γ(α + 1)
tα +

M |b|
Γ(α + 1)|a+ b|T

α +
|c|
|a+ b|

≤ MTα

Γ(α + 1)

(
1 +

|b|
|a+ b|

)
+
|c|
|a+ b| .

Donc

‖F (y)‖∞ ≤
MTα

Γ(α + 1)

(
1 +

|b|
|a+ b|

)
+
|c|
|a+ b| :=

R

λ
,

d'où ‖y‖∞ ≤ R, ce qui montre que E est borné.

Comme une conséquence du théorème du point �xe de Schaefer, on déduit que F

admet au moins un point �xe qui est une solution du problème (3.1)�(3.2).

3.1.2 Exemple

Dans cette section, nous donnons un exemple pour illustrer l'utilité de nos principaux

résultats.
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Considérons le problème aux limites fractionnaire suivant

CDαy(t) =
e−t|y(t)|

(9 + et)(1 + |y(t)|) , t ∈ I = [0, 1], 0 < α ≤ 1, (3.9)

y(0) + y(1) = 0. (3.10)

Posons

f(t, x) =
e−tx

(9 + et)(1 + x)
, (t, x) ∈ I × [0,∞[.

Soit x, y ∈ [0,∞[ et t ∈ I. Alors on a

|f(t, x)− f(t, y)| = e−t

(9 + et)

∣∣∣∣ x

(1 + x)
− y

(1 + y)

∣∣∣∣
=

e−t|x− y|
(9 + et)(1 + x)(1 + y)

≤ e−t

(9 + et)
|x− y|

≤ 1

10
|x− y|.

Alors la condition (H1) est véri�ée avec k = 1
10
. On doit véri�er que la condition (3.7)

est satisfaite pour des valeurs appropriée de α ∈]0, 1] avec a = b = T = 1.

En e�et
3k

2Γ(α + 1)
< 1⇔ Γ(α + 1) >

3k

2
= 0, 15. (3.11)

Alors, d'après le Théorème 3.1, le problème (3.9)�(3.10) a une seule solution sur [0, 1]

pour les valeurs de α satisfaire (3.11).

3.2 Problèmes aux limites avec des conditions non lo-

cales

Dans cette section on présente quelques résultats d'existence et d'unicité des solution

du problème aux limites non local suivant

CDαy(t) = f(t, y(t)) , ∀t ∈ I = [0, T ], 0 < α ≤ 1, (3.12)

y(0) + g(y) = y0, (3.13)

où CDα est la dérivée fractionnaire de caputo, f : [0, T ] × R → R une fonction continue,

et g : C([0, T ],R)→ R une fonction continue.
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3.2.1 Existence des solutions

De�nition 3.2. Une fonction y ∈ C1(I,R) est dite solution de (3.12)�(3.13) si elle

satisfait l'équation (3.12) sur I et la condition (3.13).

Nous introduisons les hypothèses suivantes :

(H4) Il existe une constante M > 0 telle que

|g(y)| ≤M pour tout y ∈ C([0, T ],R).

(H5) Il existe une constante k telle que

|g(y)− g(y)| ≤ k|y − y| pour tout y, y ∈ C([0, T ],R).

Théorème 3.3. [1]

Supposons que (H1), (H2), (H5) sont satisfaites. Si

k +
kTα

Γ(α + 1)
< 1, (3.14)

alors, le problème non local (3.12)�(3.13) admet une solution unique sur [0, T ].

Preuve. On transforme le problème (3.12)�(3.13) en un problème du point �xe. Consi-

dérons l'opérateur

F̃ : C([0, T ],R)→ C([0, T ],R),

dé�nie par

F̃ (y)(t) = y0 − g(y) +
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s, y(s))ds. (3.15)

Il est clair, que les points �xes de l'opérateur F̃ sont les solutions du problème

(3.12)�(3.13).

Pour montrer que F̃ admet un point �xe, il su�t de montrer que F̃ est une contraction.

Soient x, y ∈ C([0, T ],R). Alors, pour tout t ∈ I on a

|F̃ (x)(t)− F̃ (y)(t)| =
∣∣∣∣g(y)− g(x) +

1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1
(
f(s, x(x))− f(s, y(s))

)
ds

∣∣∣∣
≤ |g(x)− g(y)|+ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1
∣∣f(s, x(s))− f(s, y(s))

∣∣ds
≤ k‖x− y‖∞ +

k ‖x− y‖∞
Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1ds

= k‖x− y‖∞ +
k ‖x− y‖∞
Γ(α + 1)

tα

≤
(
k +

kTα

Γ(α + 1)

)
‖x− y‖∞.
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D'où

‖F̃ (x)− F̃ (y)‖∞ ≤
(
k +

kTα

Γ(α + 1)

)
‖x− y‖∞.

En vertu de (3.14), on déduire que F̃ est une contraction et d'après le théorème de

Banach, F̃ admet un seul point �xe qui est une solution du problème (3.12)�(3.13).

Maintenant nous donnons un résultat d'existence basé sur le théorème du point �xe

de Schaefer.

Théorème 3.4. [1]

Supposons que (H1)�(H5) sont satisfaites. Alors, le problème (3.12)�(3.13) admet au

moins une solution sur [0, T ].

Preuve. On va utiliser le théorème du point �xe de Schaefer pour montrer que F̃ dé�nie

par (3.15) admet au moins un point �xe sur [0, T ]. La démonstration se fait en quatre

étapes.

Étape 1 : F̃ est continu.

Soit (yn) une suite convergente dans C([0, T ],R) vers une limite y.

Pour tout t ∈ [0, T ]

|F̃ (yn)(t)− F̃ (y)(t)| =
∣∣∣∣g(y)− g(yn) +

1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1
(
f(s, yn(s))− f(s, y(s))

)
ds

∣∣∣∣
≤ |g(yn)− g(y)|+ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1
∣∣f(s, yn(s))− f(s, y(s))

∣∣ds
≤ k|yn − y|+

‖f(·, yn(·))− f(·, y(·))‖∞
Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1ds

= k|yn − y|+
‖f(·, yn(·))− f(·, y(·))‖∞

Γ(α)
· t

α

α

≤ k|yn − y|+
Tα

Γ(α + 1)
‖f(·, yn(·))− f(·, y(·))‖∞.

Puisque f est continue, on obtient

‖F̃ (yn)− F̃ (y)‖ ≤ k‖yn − y‖+
Tα

Γ(α + 1)
‖f(·, yn(·))− f(·, y(·))‖∞ −−−→

n→∞
0,

d'où la continuité de F̃ .

Étape 2 : F̃ (Bη∗) est borné.

Pour tout t ∈ [0, T ], on a

|F̃ (y)(t)| ≤ |y0|+ |g(y)|+ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1|f(s, y(s))|ds
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≤ |y0|+M +
M

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1ds

= |y0|+M +
M

Γ(α + 1)
tα

≤ |y0|+M +
MTα

Γ(α + 1)
.

Donc

‖F̃ (y)‖∞ ≤ |y0|+M +
MTα

Γ(α + 1)
,

et par suite F̃ (Bη∗) est borné.

Étape 3 : L'image de tout borné par F̃ est un ensemble équicontinu de C([0, T ],R).

Soient t1, t2 ∈ [0, T ], t1 < t2 et soit y ∈ Bη∗. Alors

|F̃ (y)(t2)− F̃ (y)(t1)| = 1

Γ(α)

∣∣∣∣∫ t2

0

(t2 − s)α−1f(s, y(s))ds−
∫ t1

0

(t1 − s)α−1f(s, y(s))ds

∣∣∣∣ .
Et comme l'étape 3 de la démonstration du Théorème (3.2), F̃ est équicontinu.

Par un raisonnement pareil, F̃ : C([0, T ],R) → C([0, T ],R) est continu et complète-

ment continu.

Étape 4 : Il reste à montrer que l'ensemble

E = {y ∈ C([0, T ],R) : y = λF (y) pour certains 0 < λ < 1},

est borné.

Soit y ∈ E , alors y = λF (y) pour certains 0 < λ < 1. Donc, pour tout t ∈ I on a

y(t) = λ

(
y0 − g(y) +

1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s, y(s))ds

)
.

D'après (H3), pour tout t ∈ I on a

|F̃ (y)(t)| ≤ |y0|+ |g(y)|+ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1|f(s, y(s))|ds

≤ |y0|+M +
M

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1ds

= |y0|+M +
M

Γ(α + 1)
tα

≤ |y0|+M +
MTα

Γ(α + 1)
.
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Donc

‖F̃ (y)‖∞ ≤ |y0|+M +
MTα

Γ(α + 1)
:=

R

λ
,

d'où ‖y‖∞ ≤ R, ce qui montre que E est borné.

Comme une conséquence du théorème du point �xe de Schaefer, on déduit que F̃

admet au moins un point �xe qui est une solution du problème (3.12)�(3.13).

3.3 Problèmes aux limites avec des conditions intégrales

Cette section est consacrée à l'étude de l'existence et l'unicité des solutions d'un pro-

blème aux limites pour des équations di�érentielles d'ordre fractionnaire avec des condi-

tions intégrales de la forme suivante :

CDαy(t) = f(t, y(t)) , ∀t ∈ I = [0, T ], α ∈]0, 1], (3.16)

y(0) + µ

∫ T

0

y(s)ds = y(T ), (3.17)

où CDα est la dérivée d'ordre fractionnaire de type Caputo, f : I×R→ R est une fonction

donnée véri�ant certaines hypothèses qui seront précisées plus tard et µ ∈ R∗.

Nous consacrons la première section à l'existence des solutions du problème (3.16)�(3.17)

qui est basé sur le théorème du point �xe de Banach et la deuxième section sera réservée

à des exemples illustrant l'applicabilité des conditions imposées.

Les résultats de ce chapitre s'inspirent des travaux de Benchohra et Ouaar [...].

3.3.1 Existence des solutions

Nous commençons par donner la dé�nition de ce que nous exprimons comme solution

du problème (3.16)�(3.17).

De�nition 3.3. Une fonction y ∈ C(I,R) est dite une solution de (3.16)�(3.17) si elle

satisfait l'équation CDαy(t) = f(t, y(t)) sur I, et la condition y(0) + µ
∫ T

0
y(s)ds = y(T ).

Pour l'existence de la solution du problème (3.16)�(3.17) nous avons besoin des lemmes

suivant.

Lemme 3.3. [3]

Soit α > 0, alors l'équation di�érentielles CDαh(t) = 0 admet les solutions

h(t) = c0 + c1t+ c2t
2 + · · ·+ cn−1t

n−1, ci ∈ R, i = 0, 1, 2, . . . , n− 1, n = [α] + 1.
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Lemme 3.4. [3]

Soit α > 0, alors

Iα CDαh(t) = c0 + c1t+ c2t
2 + · · ·+ cn−1t

n−1;

pour ci ∈ R, i = 0, 1, 2, . . . , n− 1, n = [α] + 1.

Lemme 3.5. [3]

Soit 0 < α 6 1 et soit h ∈ C(I,R) une fonction donnée. Alors le problèmes aux limites

CDαy(t) = h(t), t ∈ I, (3.18)

y(0) + µ

∫ T

0

y(s)ds = y(T ), µ ∈ R∗, (3.19)

admet une solution unique donnée par

y(t) =

∫ T

0

G(t, s)h(s)ds, (3.20)

où G(·, ·) est la fonction de Green donnée par

G(t, s) =


−(T − s)α + αT (t− s)α−1

TΓ(α + 1)
+

(T − s)α−1

TµΓ(α)
, si 0 6 s < t,

−(T − s)α
TΓ(α + 1)

+
(T − s)α−1

TµΓ(α)
, si t 6 s < T.

(3.21)

Preuve. Par le Lemme 3.4, on peut réduire le problème (3.18)�(3.19) en une équation

intégrale équivalente

y(t) = Iαh(t)− c0

=

∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
h(s)ds− c0,

pour une constante c0 ∈ R.

En utilisant le théorème de Fubini, on a par une intégration∫ T

0

y(s)ds =

∫ T

0

(∫ t

0

(t− τ)α−1

Γ(α)
h(τ)dτ − c0

)
ds

=

∫ T

0

(∫ T

τ

(s− τ)α−1

Γ(α)
ds

)
h(τ)dτ − c0T

=

∫ T

0

(T − s)α−1

αΓ(α)
h(τ)dτ − c0T.

En appliquant la condition intégrale (3.19), on a

y(0) = −c0,

y(T ) =

∫ T

0

(T − s)α−1

Γ(α)
h(s)ds− c0.
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Il reste à trouver c0. On a, d'après (3.19)

y(0) + µ

∫ T

0

y(s)ds = y(T ),

c'est à dire

−c0 + µ

∫ T

0

y(s)ds =

∫ T

0

(T − s)α−1

Γ(α)
h(s)ds− c0,∫ T

0

y(s)ds =
1

µ

∫ T

0

(T − s)α−1

Γ(α)
h(s)ds,

donc

1

µ

∫ T

0

(T − s)α−1

Γ(α)
h(s)ds =

∫ T

0

(T − s)α−1

αΓ(α)
h(s)ds− c0T,

c0 =
1

T

(∫ T

0

(T − s)α−1

µΓ(α)
h(s)ds+

∫ T

0

(T − s)α−1

Γ(α + 1)
h(s)ds

)
.

Par suite, la solution unique de (3.18)�(3.19) est donnée par

y(t) =

∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
h(s)ds+

1

T

∫ T

0

(
(t− s)α−1

µΓ(α)
− (t− s)α

Γ(α + 1)

)
h(s)ds

=

∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
h(s)ds+

1

T

∫ t

0

(
(t− s)α−1

µΓ(α)
− (t− s)α

Γ(α + 1)

)
h(s)ds

+
1

T

∫ T

t

(
(t− s)α−1

µΓ(α)
− (t− s)α

Γ(α + 1)

)
h(s)ds

=

∫ t

0

(
Tα(t− s)1−α

TΓ(α)
− (T − s)α−1

TΓ(α + 1)
+

(T − s)α−1

TµΓ(α)

)
h(s)ds

+

∫ T

t

(
(t− s)1−α

TµΓ(α)
− (T − s)ℵ−1

TΓ(α + 1)

)
h(s)ds

=

∫ T

0

G(t, s)h(s)ds.

Remarque 3.1. La fonction t 7→
∫ T

0
|G(t, s)h(s)|ds est continue sur I et est donc bornée.

Soit

Ĝ = sup

{∫ T

0

|G(t, s)|ds, t ∈ I
}
.

Notre premier résultat est basé sur le théorème du point �xe de Banach.

Théorème 3.5. [3]

Supposons que

(H1) Il existe un k > 0, tel que

|f(t, u)− f(t, v)| 6 |u− v|, pour tout t ∈ I, et u, v ∈ R.
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Si

kĜ < 1, (3.22)

alors, il existe une solution unique pour le problème aux limites (3.16)�(3.17).

Preuve. Considérons l'opérateur N : C(I,R)→ C(I,R) dé�nie par

N(y)(t) =

∫ T

0

G(t, s)f(s, y(s))ds,

où G(·, ·) est la fonction de Green donnée par (3.21).

D'après le Lemme 3.5 les points �xes de l'opérateur N sont les solutions du problèmes

(3.16)�(3.17).

On doit montrer que N(I,R) alors, pour tout t ∈ I on a

|N(x)(t)−N(y)(t)| =
∣∣∣∣∫ T

0

G(t, s)
(
f(s, x(s))− f(s, y(s))

)
ds

∣∣∣∣
6
∫ T

0

|G(t, s)| · |f(s, x(s))− f(s, y(s))|ds

6 k‖x− y‖∞
∫ T

0

|G(t, s)|ds

6 kĜ‖x− y‖∞.

Donc, on obtient

‖N(x)−N(y)‖∞ 6 L‖x− y‖∞ ,

où L = kĜ < 1. Ce qui achève la démonstration.

Maintenant on va donner un résultat d'existence basé sur le théorème du point �xe de

Schauder.

Théorème 3.6. [3]

Supposons que

(C1) La fonction f : I × R ∈ R est continue,

(C2) Ils existent ρ ∈ C(I × R+) et ψ : [0,∞[→ [0,∞[ continues et non décroissantes

telles que

|f(t, s)| 6 ρ(t)ψ(|u|), pour tout t ∈ I et u ∈ R,

(C3) Il existe une constante M > 0 telle que

M

ρ∗ψ(M)Ĝ
> 1, (3.23)

où ρ∗ = sup{ρ(s), s ∈ I}.
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Alors, le problème (3.16)�(3.17) admet au moins une solution.

Preuve. Soit :

D = {y ∈ C(I,R), ‖y‖∞ 6M} ,
où M est la constante donnée par (C3).

D est un sous-ensemble fermé et convexe de C(I,R). Nous allons montrer que N

satisfait les conditions du théorème du point �xe de Schauder.

Étape 1 : N est continu.

Soit {yn} une suite telle que yn → y dans C(I,R). Alors, pour tout t ∈ I

|N(yn)(t)−N(y)(t)| =
∣∣∣∣∫ T

0

G(t, s)
(
f(s, yn(s))− f(s, y(s))

)
ds

∣∣∣∣
6
∫ T

0

|G(t, s)| · |f(s, yn(s))− f(s, y(s))|ds.

Puisque f est continue, le théorème de la convergence dominée de Lebesgue implique

que

‖N(yn)−N(y)‖∞ → 0 quand n→∞.

Étape 2 : N(D) est un ensemble borné de C(I,R).

Soit y ∈ D ; alors pour chaque t ∈ I, C(2) implique

N(y)(t) =

∣∣∣∣∫ T

0

G(t, s)f(s, y(s))ds

∣∣∣∣
6
∫ T

0

|G(t, s)| · |f(s, y(s))|ds

6 ρ(t)ψ(|y(t)|)
∫ T

0

|G(t, s)|ds

6 ρ∗(t)ψ(‖y‖)
∫ T

0

|G(t, s)|ds.

Donc

‖N(y)‖∞ ≤ ρ∗(t)ψ(M)Ĝ = `.

Étape 3 : N(D) est un ensemble équicontinue de C(I,R).

Soient y ∈ D, t1, t2 ∈ I, t1 < t2. Alors

|N(y)(t2)−N(y)(t1)| =
∣∣∣∣∫ T

0

(
G(t2, s)−G(t1, s)

)
f(s, y(s))ds

∣∣∣∣
6
∫ T

0

|G(t2, s)−G(t1, s)| · |f(s, y(s))|ds
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6 ρ∗ψ(‖y‖∞)

∫ T

0

|G(t2, s)−G(t1, s)|ds.

Quand t1 → t2 Le membre droit de l'inégalité ci-dessus tend vers zéro. Par le théo-

rème d'Ascoli-Arzélà, N(D) est relativement compact pour tout borné de D. Alors N est

complètement continu.

Étape 4 : N(D) est un sous ensemble de D.

Soit y ∈ D. On va montrer que N(y) ∈ D. Pour chaque t ∈ I on a

|N(y)(t)| =
∣∣∣∣∫ T

0

G(t, s)f(s, y(s))ds

∣∣∣∣
6
∫ T

0

|G(t, s)| · |f(s, y(s))|ds

6 ρ∗ψ(‖y‖∞)

∫ T

0

|G(t, s)|ds.

Alors

‖N(y)‖∞ 6 ρ∗ψ(‖y‖∞)Ĝ.

Par (3.23) on a : ‖N(y)‖∞ 6M .

Par suite, on déduit que N admet un point �xe qui est une solution du problème aux

limites (3.16)�(3.17).

3.3.2 Exemple

Considérons le problème aux limites

CDαy(t) = f(t, y(t)), t ∈ I = [0, 1], α ∈]0, 1], (3.24)

y(0) +

∫ 1

0

y(s)ds = y(1), (3.25)

où

f(t, y(t)) =
e−t

10(1 + et)
x , (t, x) ∈ I×]0,+∞[.

Soit x, y ∈ [0,+∞[ et t ∈ I. Alors on a

|f(t, x)− f(t, y)| = e−t

10(1 + et)
|x− y|

6
1

20
|x− y|.

Alors la condition (H1) est véri�ée avec k = 1
20
.
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D'après (3.21) G est donnée par

G(t, s) =


−(1− s)α
Γ(α + 1)

+
(t− s)α−1

Γ(α)
+

(1− s)α−1

Γ(α)
, si 0 6 s < t,

−(1− s)α
Γ(α + 1)

+
(1− s)α−1

Γ(α)
, si t 6 s < 1.

(3.26)

D'après (3.26) on a∫ 1

0

|G(t, s)|ds =

∫ t

0

|G(t, s)|ds+

∫ 1

t

|G(t, s)|ds

=

∫ 1

0

∣∣∣∣−(1− s)α
Γ(α + 1)

+
(t− s)α−1

Γ(α)
+

(1− s)α−1

Γ(α)

∣∣∣∣ ds
+

∫ 1

t

∣∣∣∣−(1− s)α
Γ(α + 1)

+
(1− s)α−1

Γ(α)

∣∣∣∣ ds
6
∫ t

0

(
(1− s)α
Γ(α + 1)

+
(t− s)α−1

Γ(α)
+

(1− s)α−1

Γ(α)

)
ds

+

∫ t

t

(
(1− s)α
Γ(α + 1)

+
(1− s)α−1

Γ(α)

)
ds

=

[−(1− s)α+1

Γ(α + 2)

]t
0

+

[−(t− s)α
Γ(α + 1)

]t
0

+

[−(1− s)α
Γ(α + 1)

]t
0

+

[−(1− s)α+1

Γ(α + 2)

]1

t

+

[−(1− s)α
Γ(α + 1)

]1

t

=
1

Γ(α + 2)
+

1 + tα

Γ(α + 1)
.

Par suite

Ĝ 6
1

Γ(α + 2)
+

2

Γ(α + 1)
.

Alors la condition (3.22) est satisfaite car Ĝk < 1 pour tout α ∈]0, 1]. Alors d'après le

Théorème 3.5, le problème (3.24)�(3.25) admet une unique solution sur [0, 1].

3.4 Problèmes aux limites avec retard in�ni

Cette section est consacré à l'étude de l'existence des solutions des problèmes de valeurs

initiales pour des équations di�érentielles d'ordre fractionnaire avec retard in�ni de la

forme

RLDαy(t) = f(t, yt), ∀t ∈ I = [0, T ], α ∈]0, 1], (3.27)

y(t) = φ(t), t ∈]−∞, 0], (3.28)
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où RLDα est la dérivée d'ordre fractionnaire de type Riemann-Liouville, f : I×B −→ R est

une fonction donnée véri�ant certaines hypothèses qui seront précisées plus tard, φ ∈ B,
φ(0) = 0. B s'appelle l'espace de phase qui sera dé�ni plus tard.

Pour toute fonction y dé�nie sur ] −∞, T ], et pour tout t ∈ I nous désignons par yt
les éléments de B dé�nis par

yt(θ) = y(t+ θ), θ ∈]−∞, 0].

Ici yt(·) représente l'historique de l'état depuis le temps −∞ jusqu'à l'instant t.

Dans cette section, l'espace d'état (B, ‖ · ‖B) est un espace linéaire semi-normé des

fonctions dé�nies sur ]−∞, 0] dans R, et véri�e les axiomes suivants :

(A) Si y : ] −∞, T ] → R, et y0 ∈ B, alors pour tout t ∈ [0, T ] les conditions suivants

sont véri�ées

i) yt est dans B,

ii) ‖yt‖B ≤ K(t) sup{|y(s)| : 0 ≤ s ≤ t}+M(t)‖y0‖B,
iii) |y(t)| ≤ H‖yt‖B,
où H ≥ 0 est une constante, K : [0, T ]→ [0,∞[ est continue, M : [0,∞[ → [0,∞[

est localement bornée et H, K, M sont indépendantes de y(·).
(A1) Pour la fonction y(·) dans (A), yt est une fonction continue sur [0, T ].

(A2) L'espace B est complet.

3.4.1 Existence des solutions

On dé�nit l'espace

Ω =
{
y : ]−∞, b] −→ R telle que y|]−∞,0] ∈ B et y|]0,T ] est continu

}
.

De�nition 3.4. Une fonction y ∈ Ω est dite solution de (3.27)�(3.28) si elle satisfait

l'équation RLDαy(t) = f(t, yt) sur I, et la condition y(t) = φ(t) sur ]−∞, 0].

Pour l'existence de la solution du problème (3.27)�(3.28), nous avons besoin du lemme

suivant.

Lemme 3.6. [2]

Soit 0 < α ≤ 1 et soit h :]0, T ] → R continue et lim
t→0+

h(t) = h(0+) ∈ R. Alors y est

une solution de l'équation intégrale fractionnaire

y(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds,
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si, et seulement si, y est une solution du problème fractionnaire de valeur initiale

RLDαy(t) = h(t), ∀t ∈ I =]0, T ], 0 < α ≤ 1,

y(0) = 0.

Notre premier résultat est basé sur le théorème de contraction de Banach.

Théorème 3.7. [2]

Soit f : I ×B → R. Supposons que

(H) Il existe ` > 0 telle que

|f(t, u)− f(t, v)| ≤ ` ‖ u− v ‖B, pour t ∈ I et tout u, v ∈ B.

Si T
αKT `

Γ(α+1)
< 1, où KT = sup {| K(t) |: t ∈ [0, T ]}, alors le problème (3.27)�(3.28) admet

une solution unique sur ]−∞, T ].

Preuve. On va transformer le problème (3.27)�(3.28) en un problème de point �xe.

Considérons l'opérateur A : Ω→ Ω dé�ni par

A(y)(t) =


φ(t), t ∈]−∞, 0],

1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s, ys)ds, t ∈ [0, T ].

Soit x(·) : ]−∞, T ]→ R la fonction dé�nie par

x(t) =

0, si t ∈ [0, T ],

φ(t), si t ∈]−∞, 0].

Alors x0 = φ.

Pour tout z ∈ C([0, T ],R) avec z(0) = 0, on note z̄ la fonction dé�nie par

z̄ =

z(t), si t ∈ [0, T ],

0, si t ∈]−∞, 0].

Si y(·) véri�e l'équation intégrale

y(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s, ys)ds,

on peut décomposer y(·) à y(t) = z̄(t) + x(t), 0 ≤ t ≤ T , ce qui implique yt = z̄t + xt,

pour tout 0 ≤ t ≤ T , et la fonction z(·) véri�e

z(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s, z̄s + xs)ds.
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Soit l'ensemble

C0 = {z ∈ C([0, T ],R) : z0 = 0},

et soit ‖ · ‖T la semi-norme dans C0 dé�nie par

‖z‖T = ‖z0‖B + sup {| z(t) |: 0 ≤ t ≤ T} = sup {| z(t) |: 0 ≤ t ≤ T} , z ∈ C0.

C0 est un espace de Banach avec la norme ‖ · ‖T .

Soit l'opérateur P : C0 −→ C0 dé�ni par

P (z)(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s, z̄s + xs)ds , t ∈ [0, T ]. (3.29)

L'opérateur A a un point �xe est équivaut à P admet un point �xe, et donc nous

tournons à prouver que P a un point �xe.

On va montrer que P est une contraction. En e�et, soient z, z∗ ∈ C0. Alors on a, pour

tout t ∈ [0, T ]

|(Pz)(t)− (Pz∗)(t)| =
∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1
(
f(s, z̄s + xs)− f(s, z̄∗s + xs)

)
ds

∣∣∣∣
≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1|f(s, z̄s + xs)− f(s, z̄∗s + xs)|ds

≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1`‖z̄s − z̄∗s‖Bds

≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1`KT sup
s∈[0,t]

‖z(s)− z∗(s)‖ds

≤ KT

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1` ds ‖z − z∗‖T

=
tαKT `

Γ(α + 1)
‖z − z∗‖T .

Par conséquent

‖P (z)− P (z∗)‖T ≤
TαKT `

Γ(α + 1)
‖z − z∗‖T ,

d'où P est une contraction. Donc P admet un point �xe unique d'après le théorème de la

contraction de Banach.

Maintenant nous donnons un résultat d'existence basé sur l'alternative non-linéaire du

théorème de Leary-Schauder. Pour cela nous donnons la généralisation suivante du lemme

de Gronwall qui sera essentiel pour le résultat principal de cette section.
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Lemme 3.7. [2]

Soit v : [0, T ] −→ [0,+∞[ une fonction réelle et w(·) une fonction non négative,

localement intégrable sur [0, T ], et il existe des constantes a > 0 et 0 < p < 1, tels que

v(t) ≤ w(t) + a

∫ t

0

v(s)

(t− s)p ds.

Alors il existe une constante K = K(p) telle que

v(t) ≤ w(t) +Ka

∫ t

0

w(s)

(t− s)p ds, pour tout t ∈ [0, T ].

Théorème 3.8. [2]

Supposons que les hypothèses suivantes sont véri�ées

(H1) f est une fonction continue,

(H2) Il existe p, q ∈ C(I,R+) tels que

|f(t, u)| ≤ p(t) + q(t)‖u‖B pour tout i ∈ I, u ∈ B et ‖Iαp‖∞ < +∞.

Alors, le problème (3.27)�(3.28) admet au moins une solution sur ]−∞, T ].

Preuve. Soit P : C0 → C0 l'opérateur dé�ni dans (3.29), on va montrer que P est continu

et complètement continu.

Étape 1 : P est continu.

Soit zn une suite tel que zn → z dans C0. Alors

|P (zn)(t)− P (z)(t)| = 1

Γ(α)

∣∣∣∣∫ t

0

(t− s)α−1
(
f(s, z̄ns + xs)− f(s, z̄s + xs)

)
ds

∣∣∣∣
≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1
∣∣f(s, z̄ns + xs)− f(s, z̄s + xs)

∣∣ds
≤ 1

Γ(α)
‖f(·, z̄n(·) + x(·))− f(·, z̄(·) + x(·))‖∞

∫ t

0

(t− s)α−1ds

=
tα

Γ(α + 1)
‖f(·, z̄n(·) + x(·))− f(·, z̄(·) + x(·))‖∞

≤ Tα

Γ(α + 1)
‖f(·, z̄n(·) + x(·))− f(·, z̄(·) + x(·))‖∞.

Comme f est continue, nous avons

‖P (zn)− P (z)‖T ≤
Tα

Γ(α + 1)
‖f(·, z̄n(·) + x(·))− f(·, z̄(·) + x(·))‖∞ → 0 quand n→∞.
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Étape 2 : L'image de tout borné par P est un ensemble borné de C0.

Il faut montrer que pour toute η > 0, il existe une constante ` tel que pour chaque

z ∈ Bη = {z ∈ C0 : ‖z‖T ≤ η} on a ‖P (z)‖∞ ≤ `.

Soit z ∈ Bη. Puisque f est une fonction continue, nous avons pour tout t ∈ [0, T ]

|P (z)(t)| =
∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s, z̄s + xs)ds

∣∣∣∣
≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1
∣∣f(s, z̄s + xs)

∣∣ds
≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1
(
p(s) + q(s)‖z̄s + xs‖B

)
ds

≤ 1

Γ(α)

(
‖p‖∞ + ‖q‖∞‖z̄s + xs‖B

)∫ t

0

(t− s)α−1ds

=
tα

Γ(α + 1)

(
‖p‖∞ + ‖q‖∞‖z̄s + xs‖B

)
≤ Tα‖p‖∞

Γ(α + 1)
+
Tα‖q‖∞
Γ(α + 1)

‖z̄s + xs‖B

≤ Tα‖p‖∞
Γ(α + 1)

+
Tα‖q‖∞
Γ(α + 1)

(
‖z̄s‖B + ‖xs‖B

)
.

D'autre part

‖z̄s‖B + ‖xs‖B ≤ K(s) sup{|z(r)| : 0 ≤ r ≤ s}+M(s)‖φ‖B
≤ KT‖z‖T +MT‖φ‖B
≤ KTη +MT‖φ‖B ,

où

MT = sup{|M(t)| : 0 ≤ t ≤ T}.

Donc

|P (z)(t)| ≤ Tα‖p‖∞
Γ(α + 1)

+
Tα‖q‖∞
Γ(α + 1)

(
KTη +MT‖φ‖B

)
:= `.

D'où ‖P (z)‖∞ ≤ `.

Étape 3 : L'image de tout borné par P est un ensemble équicontinu de C0.

Soit t1, t2 ∈ [0, T ], t1 < t2 et soit Bη un ensemble borné de C0 comme dans l'étape 2.

Soit z ∈ Bη. Alors, pour chaque t ∈ [0, T ] on a

|P (z)(t2)− P (z)(t1)| =
∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ t2

0

(t2 − s)α−1f(s, z̄s + xs)ds−

1

Γ(α)

∫ t1

0

(t1 − s)α−1f(s, z̄s + xs)ds

∣∣∣∣
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=
1

Γ(α)

∣∣∣∣∫ t1

0

(t2 − s)α−1f(s, z̄s + xs)ds+

∫ t2

t1

(t2 − s)α−1f(s, z̄s + xs)ds−
∫ t1

0

(t1 − s)α−1f(s, z̄s + xs)ds

∣∣∣∣
=

1

Γ(α)

∣∣∣∣∫ t1

0

(
(t2 − s)α−1 − (t1 − s)α−1

)
f(s, z̄s + xs)ds+∫ t2

t1

(t2 − s)α−1f(s, z̄s + xs)ds

∣∣∣∣
≤ ‖p‖∞ + ‖q‖∞η∗

Γ(α)

∫ t1

0

[
(t1 − s)α−1 − (t2 − s)α−1

]
ds+

‖p‖∞ + ‖q‖∞η∗
Γ(α)

∫ t2

t1

(t2 − s)α−1ds

≤ ‖p‖∞ + ‖q‖∞η∗
Γ(α + 1)

(
(t2 − t1)α + tα1 − tα2

)
+
‖p‖∞ + ‖q‖∞η∗

Γ(α + 1)
(t2 − t1)α

≤ 2
(
‖p‖∞ + ‖q‖∞η∗

)
Γ(α + 1)

(t2 − t1)α.

Quand t1 → t2 le membre droit de l'inégalité au dessus tend vers zéro.

L'équicontinuité pour les cas t1 < t2 ≤ 0 et t1 ≤ 0 ≤ t2 est évidente.

Comme une conséquence des étapes 1�3, avec le théorème d'Ascoli-Arzélà nous concluons

que P : C0 → C0 est continu et complètement continu.

Étape 4 : Nous montrons maintenant qu'il existe un ensemble ouvert U ⊆ C0 avec

z 6= λP (z) pour λ ∈]0, 1[ et z ∈ ∂U .

Soit z ∈ C0 et z = λP (z) pour certain 0 < λ < 1. Alors pour chaque t ∈ [0, T ] on a

z(t) = λ

(
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s, z̄s + xs)ds

)
.

Cela implique par (H2)

|z(t)| ≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1
(
p(s) + q(s)‖z̄s + xs‖B

)
ds

≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1p(s)ds+
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1q(s)‖z̄s + xs‖Bds

≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1q(s)‖z̄s + xs‖Bds+
Tα‖p‖∞
Γ(α + 1)

.
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Mais

‖z̄s + xs‖B ≤ ‖z̄s‖B + ‖xs‖B
≤ K(t) sup{|z(s)| : 0 ≤ s ≤ t}+M(t)‖z0‖B +

K(t) sup{|x(s)| : 0 ≤ s ≤ t}+M(t)‖x0‖B
≤ KT sup{|z(s)| : 0 ≤ s ≤ t}+MT‖φ‖B. (3.30)

Si on nomme w(t) le coté droite de (3.30) on obtient

‖z̄s + xs‖B ≤ w(t),

et par conséquent

|z(t)| ≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1q(s)w(s)ds+
Tα‖p‖∞
Γ(α + 1)

. (3.31)

En utilisant l'inégalité ci-dessus et la dé�nition de w on trouve

w(t) ≤MT‖φ‖B +
KTT

α‖p‖∞
Γ(α + 1)

+
KT

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1q(s)w(s)ds

≤MT‖φ‖B +
KTT

α‖p‖∞
Γ(α + 1)

+
KT‖q‖∞

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1w(s)ds.

D'après le Lemme 3.7, il existe K = K(α) de sorte que nous avons

w(t) ≤MT‖φ‖B +
KTT

α‖p‖∞
Γ(α + 1)

+K(α)
KT‖q‖∞

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1Rds,

où

R = MT‖φ‖B +
KTT

α‖p‖∞
Γ(α + 1)

.

D'où

‖w‖∞ ≤ R +
RK(α)TαKT

Γ(α + 1)
:= M̃.

Alors, d'après (3.31)

‖z‖∞ ≤ M̃‖Iαq‖∞ +
Tα‖p‖∞
Γ(α + 1)

:= M∗.

Posons

U = {z ∈ C0 : ‖z‖T < M∗ + 1}.

P : U −→ C0 est continu et complètement continu. D'après le choix de U , il n'existe

pas z ∈ ∂U tel que z = λP (z), pour λ ∈]0, 1[. D'après le théorème alternative non-linéaire

de Leary-Schauder, on déduire que P admet un point �xe z dans U .
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3.4.2 Exemple

Dans cette section, nous donnons un exemple pour illustrer l'utilité de nos principaux

résultats. Considérons l'équation di�érentielle fractionnaire fonctionnelle

RLDαy(t) =
ce−γt+t‖yt‖

(et + e−t)(1 + ‖yt)
, t ∈ I =]−∞, T ], α ∈]0, 1[ , (3.32)

y(t) = φ(t), t ∈]−∞, 0], (3.33)

où cΓ(α) = c0

∫ T

0

sα−1e−sds, et c0 > 1 �xé.

Soit γ une constante réelle positive et

Bγ = {y ∈ C(]−∞, 0],R) : lim
θ→−∞

eγθy(θ) existe dans R}.

La norme de Bγ est donnée par

‖y‖γ = sup{eγθ|y(θ)| : −∞ < θ ≤ 0}.

Soit y : ]−∞, T ]→ R tel que y0 ∈ Bγ. Alors

lim
θ→−∞

eγθyt(θ) = lim
θ→−∞

eγθy(t+ θ) = lim
θ→−∞

eγ(θ−t)y(θ) = e−γt lim
θ→−∞

eγθy0(θ) <∞.

Par conséquent yt ∈ Bγ. Finalement nous prouvons que

‖yt‖γ ≤ K(t) sup{|y(s)| : 0 ≤ s ≤ t}+M(t)‖y0‖γ,

où K = M = 1 et H = 1.

Nous avons |yt(θ)| = |y(t+ θ)|. Si θ + t ≤ 0, on obtient

|yt(θ)| ≤ sup{|y(s)| : −∞ ≤ s ≤ 0}.

Pour t+ θ ≥ 0, alors nous avons

|yt(θ)| ≤ sup{|y(s)| : 0 ≤ s ≤ t}.

Donc pour tout t+ θ ∈ [0, T ], on a

|yt(θ)| ≤ sup{|y(s)| : −∞ < s ≤ 0}+ sup{|y(s)| : 0 ≤ s ≤ t}.

Alors

‖yt‖γ ≤ ‖y0‖γ + sup{|y(s)| : 0 ≤ s ≤ t}.
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Il est clair que (Bγ, ‖.‖γ) est un espace de Banach. On peut conclure que Bγ est l'espace

de phase.

Posons

f(t, x) =
e−γt+tx

c(et + e−t)(1 + x)
, (t, x) ∈ [0, T ]×Bγ.

Soit x, y ∈ Bγ. Alors nous avons

|f(t, x)− f(t, y)| = e−γt+t

c(et + e−t)

∣∣∣∣ x

1 + x
− y

1 + y

∣∣∣∣
=

et−γt|x− y|
c(et + e−t)(1 + x)(1 + y)

≤ ete−γt|x− y|
c(et + e−t)(1 + x)(1 + y)

≤ et|x− y|Bγ
c(et + e−t)

≤ 1

c
‖x− y‖Bγ .

Par conséquent la condition (H) est satisfait. Il reste de véri�er que TαKT `
Γ(α+1)

< 1.

Ici KT = 1 et ` = 1/c, donc on doit véri�er que Tα

cΓ(α+1)
< 1. On a

cΓ(α) = c0

∫ T

0

sα−1e−sds ≥ c0

∫ T

0

sα−1ds = c0
Tα

α

Donc
cΓ(α + 1)

Tα
≥ c0 =⇒ Tα

cΓ(α + 1)
≤ 1

c0

< 1.

Alors d'après le Théorème 3.7 le problème (3.32)�(3.33) admet une solution unique

sur ]−∞, T ].



Conclusion

Dans ce mémoire on a présenté quelques résultats d'existence et d'unicité des solutions

des problèmes aux limites pour des équations di�érentielles d'ordre fractionnaire, au sens

de Caputo avec conditions locales, non locales et intégrales, et au sens de Riemann-

Liouville avec retard in�ni.

Ces résultats ont été obtenus par l'application de la théorie de point �xe, en particulier

on a utilisé le théorème de point �xe de Banach, Schaefer, Schauder et alternative non-

linéaire de Leary-Schauder.
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