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Abstract
Application of Pettis Integration to the resolution of a class
of differential inclusions

The aim of this work is to present some existence solutions for differential
inclusions. Firstly, we give a comparison between Pettis integration, Bochner
and scalar ones. secondly, we have proved the existence of continuous selection
for a multi-application with values in P! ([0,1])which is the space of the Pettis

integrable mapping defined on [0.1]. Finally we give an application of the Pettis
integration to resolve a differential inclusion in Banach spaces with tree point
boundary conditions of the form ii(t) e F(tu(t)ut)+ H(t,u(t),u(t)), a.e. t €[0,1],
where Fis a convex valued multifunction upper semi continuous on ExE and
His a lower semi continuous multifunction on ExE, and the assumption that
F(t,x,y)cT,(¢),H(t,x,y)cT,(¢), where the multifunctions r.r,:[o1] £ are

uniformly Pettis integrables.

Résumé
Application de la Pettis intégration a la résolution de quelques problémes
d'évolution

Le but de ce travail et de présenter quelques résultats sur la Pettis-intégrabilité.
Au début, on fait une comparaison entre la Pettis intégrabilité, la Bochner et la
scalaire. En second lieu on construit une sélection continue d'une multi-
application semi continue inférieurement, a valeurs fermées décomposables
dans Ptl([o,l]) (L'espace de toutes les applications Pettis intégrables définies sur
[0,1] a valeurs dans E). Enfin, on donne une application de la Pettis-intégration
aux inclusions différentielles du second ordre avec des conditions aux limites en
trois points, de la forme: ii(t) e F(t,u(t),a(t)+ H(t.u(t),u(t)), a.e. t €[0,1], ol F est une
multi-application & valeurs convexes compactes, semi continue supérieurement
Sur ExEet Hune multi-application & valeurs non vides fermées, semi continue
inférieurement sur ExE, telles que F(r,x, y)< (), H(t.x,») < T, (r)avec

r.r;:[01]7 £ deux multi-applicationes mesurables scalairement Pettis
uniformément intégrables.
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Chapitre 0

Introduction Générale

Les inclusions différentielles représentent un sujet beaucoup abordé ces derniéres années.
En effet, plusieurs problemes de physique et d’économie aboutissent & des inclusions
différentielles, d’ot 'importance de cette branche en Mathématiques. L'étude revient sou-
vent A déterminer les solutions, quand elles existent, ou & donner une étude analytique
pour en dégager leurs propriétés.

La théorie de l'intégration multivoque peut étre considérée comme une extension et
une application de la théorie de l'intégration vectorielle. Elle souléve cependant de nou-
veaux problemes bien spécifiques, tels ceux liés aux sélections. Par ailleurs, elle permet de
modéliser un grand nombre de situations dans différents domairnes allant de ’économie
Mathématique & I'optimisation et au controle optimal.

Ces derniéres années plusieurs auteurs se sont intéressés a lintégrale de Pettis qui
est une des extensions de l'intégrale de Lebesgue au cas vectoriel. Elle a été introduite
par Pettis (1938) (39], et beé.ucoup étudiée ensuite, par Musial [38], Castaing [17] et de
nombreux autres mathématiciens.

L'intégrale de Pettis est un concept plus général que celui de Bochner dans la théorie
de V’intégration dans les espaces de dimension infinie, en effet, il est connu guun espace

de Banach E est de dimension infinie si et seulement si il existe une application Peltis
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intégrable qui n’est pas Bochner intégrable,
Récemment, une attention spéciale a été donnée aux multi-applications Pettis intégrables,
citons par exemple les contributions de Amrani (3], Amrani, Castaing et Valadier 4],
et Castaing [17) qui traitent l'intégrale de Pettis pomf‘ des multi-applications & valeurs
convexes faiblement compactes dans un espace de Banach séparable E, Voir aussi [25],
[29], {34],[41] et leurs références.

Le but de ce travail est de présenter quelques résultats nouveaux dans ce domaine,

1

se rapportant & la Pettis intégration. L'existence de sélections continues pour une mali-
application & valeurs daﬁs PL([0,1]) (L'espace de toutes les applications Pettis intégrables
définies sur [0,1] & valeurs dams E), et une applicat:ion de la Pettis intégration & la
résolution d’une classe d’inclusions différentielles avec somme de deux perturbations sont
présentés dans ce mémoire.

L'étude des équations différenticlles ordinaires du second ordre avee deux conditions
aux limites semblent revenir & Hartman (1964). Cette étude a été généralisée par Gupta
(1992), Marano (1992, 1994), Gomaa (2000), ils ont donné des résulats d’existence pour
des équations et des inclusions différentielles du second ordre avec des conditions aux
limites en deux et trois points. Tous ces résultats ont été obtenms dans utl espace de
dimension finie. Azzam, Castaing et Thibault [9] ont généralisé ces résultats aux espaces
de Banach séparables. 1

Notre mémoife se compose de quatre chapitres. Dans le premier, on donne des notions
de base que nous utiliserons tout au long de ce travail.

Le chapitre 2, est consacré a I'étude de la Pettis intégration avec une COMPATAISON avec

1
la Bochner et la scalaire, qui coincident dans un espace de dimension finie, wais lorsque
E est de dimension infinie on montre 'implication (f Bochner intégrable = f Pettis

intégrable), et par des contres exemples on montre que la réciproque est fausse, c’est a
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i
dive qu'il existe des fonctions Pettis intégrables mais non Bochner intégrables. Dans la
dernidre section de ce chapitre on donne la condition nécessaire et suffisante pour qu'une
fonction scalairement-intégrable soit Pettis intégrable. |

Dans le chapitre 3, on construit une sélection continue d'une multi-application semi-
continme inférieurement, & valeurs fermées décomposables dans PL([0,1]). Ce résultat
généralise le théoreme 1.4.2 d’existence de sélections continues de Fryskowski [27], qui est
une version décomposable du théaréme de sélection de Michael pour les multi-applications
4 valeurs dans LL([0,1]), semi continues inférieurement a valeurs convexes. Cependant,
dans plusicurs cas, Ja condition de décomposabilité est uu bon remplagant de la convexité.
Un ensemble décomposable a été considéré pour la premiére fois dans le champ d'ana-
lyse multivoque, par Antosiewicz et Cellina 5], en relation avec le probleme d’existence
d"une sélection continue pour une multi-application continue & valeurs non nécessairement
CONVEXeSs.

Le résultat de ce chapitre sera utilisé dans le chapitre 4, qui est une application de la
Pettis-intégration aux inclusions différentielles du second order avec des conditions aux

limites en trois points, de la forme :

@) € Ft,u(t),a(t)) + H{t, u(t), u(t), pptelD, 1],

avec § €]0,1], F : [0,1] x E x E =3 E une multi-application a valeurs convexes compactes,

Lebesgue-mesurable sur [0, 1] et semi continue supéricurement. sur ExkE.

H : [0,1]x ExE = F une multi-application & valeurs non vides fermées, £([0,1] @ B(E) @ B(L))-

i

mesnrable ot semi contimue inférieurement sur E x E, telles que F {,z,y) € ' (t) et

H(t,z,y) C Ta(t) pour tout (¢,z,y) € [0,1] x Ex E, avec pour tout 7 = 1,2, 0:[0,1]= E
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est multi-application mesurable scalairement Pettis uniformément intégrable, a valeurs

convexes ||.||-compactes.
Le résultat de ce dernier chapitre { chapitre 4) a fait Tobjet d'un article en collabo-

ration avec D.Azzam-Laouir, paru dans Electronic Journal of Differntial Equation, Vol.

2007(2007), No. 173.




Chapitre 1

Notations et préliminaires

Pour élaborer notre travail, il est indispensable d'introduire tous les outils et notions
de base nécessaires. En effet, Ce chapitre comprend les notations et les concepts de base
liés & I’étude des multi-applications et des inclusions différentielles, ainsi que des résultats

de Vanalyse fonctionnelle que nous avons utilisé dans ce mémoire.

1.1 Notations

Soient E un espace de Banach, E' son dual topologique, (., ) leur produit de dualité,
et ||.|| ta norme de .E.
On note par :
o(E, E') ia topologie faible sur I.
E, Vespace de Banach E muni de la topologie faible.
7(E', E) la topologie de Mackey.
By la boule unité fermée de E.

7 la fermeture de A ( pour tout sous ensemble A de ).

co(A) 'enveloppe convexe de A.




1.1. Notations

8(., A) la fonction indicatrice de A, definie par

0, s z € A,
§(z,A) =
+co, stz ¢ A
6*(., A) la fonction polaire de 4(., A), appelée aussi fonction support de A, définie sur £

par

§*(z', Ay = sup(z’,z), Vo' € E'.
TEA

14 la fonction caractéristique d’une partie A d'un ensemble donné, définie par
1, s T € A;

0, st =z¢ fll

L(I) la tribu de Lebesgue sur I ( ] un ensemble compact de R).

u ou di ta mesure de Lebesgue.

epi(f) épigraphe de [ définie par
epi(f) = {(z,r) € ExR; f(z) <7}

P(X) l'ensemble des parties fermées d'un ensemble X
P(X) Pensemble des parties compactes de X.

lim supA,, I'ensemble des points d’accumulation des suites (z,) telles que =, € A,

00

D(F) le domaine de la multi-application F: X 3 Y, donné par

D(F):= Dom(F) = {z € X; F(z)# 0}

gr(F) le graphe de la multi-application F': X =Y donnée par
gr(F) = {(z,y) € X xY; z € D(F), y€ F(z)}

Im(F) 'image de la multi-application F: X =Y, donné par

Im{(Fy= U F(z)
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Sp 1a famille des sélections mesurables de la nlulti-alnpiication .

SL la famille des sélections Bochner intégrables de la multi-application I.

SE* la famille des sélections Pettié intégrables de la multi-application T

L!:(1) Yespace des applications Lebesgue Bochner-intégrables définies sur I a veleurs dans
'espace de Banach E.

C{[0,1]) espace de Banach de toutes les applications continues f : [0,1] — E, muni de
la. norme sup.

Cy V'espace de toutes les suites convergentes vers 0.

P2([0,1]) espace de toutes les applications Pettis intégrables définies sur (0, 1] & valcurs
dans E.

W2'5((0,1]) 'espace de toutes les applications u € Cg([0,1]) ayant une dérivée premiere
absolument continue et une dérivée seconde faible dans Li([0,1]).

Ifo,l‘f,;{[O, 1]) espace de toutes les applications u € Cg{[0,1]) ayant une dérivée premiere

absolument continue et une dérivée seconde faible dans P ({0, 1]).

1.2 Quelques notions de mesurabilité

Définition 1.2.1 Soient X un ensemble non vide, 2‘ une fomille de sous ensembles de
X. T est dite une tribu sur X 1.

ez,

A= X\Acl,

3) A, e L,VneN=> ], A €L

Le couple (X, ) est appelé espace mesurable .

Définition 1.2.2 Soient (X1, 51), (Xa,T2) deus espaces mesurables. On dit que g :
X, — X, est (£, 5y)-mesurable si pour toul A € $0,07 Ay e ).

Soit E un espace de Banach, On note par :
a) B(E) la tribu Borélienne (la tribu engendrée par lo Topologie forte de E).




1.2. Quelques notions de mesurabilité

Si 1 (X,T) — (B, B(E)) est (5,B(E))-mesurable on dil qu'elle est fortement me-
surable.

b) par ©(F) on note la tribu Cylindrigue (la tribu engendrée par la topologie farble sur
E ¢{E,E"}).

c'est la plus petite tribu sur E rendant mesurables les fonctionnelles ¢ € E'.

$if: (X, L) — (E,Q(K)) est (T, O(E))-mesurable, on dit qu'elle est faiblement me-

surable.

Proposition 1.2.1 Si E est séparable, les tribus Borélienne et Cylindrique cotneident.

Démonstration.
On a toujours O(F) € B(E) car tout ouvert faible est un ouvert fort.
Pour établir la deuxizme inclusion, on montre que tout ouvert fort appartient a ©(F).
Il suffit de montrer que :
o) Tout ouvert fort de E est réunion dénombrable de boules ouvertes.
b) Toute boule ouverte appartient & O(E).
Preuve de o).
Soit W un ouvert fort de E, comme il hérite de la séparabilité de E, il existe une suite
{z;,1 € N} dense dans W.

Posons

V= U B(xz,7)

ieN,reQ
Blz;, 7} € W on B(zi,7) = {z € X;|lz — z;{| <}, et montrons que W =V.

Par construction V est inclus dans W. pour montrer la deuxiéme inclusion, considérons
un élément z quelconque de W,

puisque W est ouvert, il existe un rationnel > 0 suffisamment petit tel que B(z,2r) C W.
Par la densité de la suite {z;,i € N} dans W, on peut trouver un z;, tel que iz, — 2| < 7.

Do, Yy € B(z;,,7) on a

v = 2] < lly - 2] + 12, — 2l <2r

10




1.2. Quelques notions de mesurabilité

donc y € B(z,2r) C W. On en déduit que B(z;,,r) ¢ W. Comme z € B(z;,,7), ceci
montre que % appartient & V. et donc V = W,
Preuve de b).
11 est clair qu'il suffit de montrer que la boule unité B(0,1) est dans O(E}.
On sait que si E est de dimension infinie, B(0,1) n'est pas un ouvert de la topologie
o(E,E).
Comme B(0,1) = ¢~!{] — o0, 1[) avec ¢ : B = R, m — [|z]l, il nous suffit en fait de
montrer que ¢ est (O(E), B(R))-mesurable.
Par séparabilité de F, on dispose d'une suit (2:)ien dense dans E. On peut alors lui
associer une suite (Ji)ien dans E' telle que pour tout i, Mfiller = 1 et filz) = Nzl
(lexistence de cetle suite est donnée par le théoréme de Hahn-bunach).
Nous allons vérifier que ¢ = sg£| fil, ce qui entrainera’sa mesurabilité comme sup d'une
1 )
famille dénombrable d’applications (©(X), B(R))-mesurables.
D’une part puisque les f; sont de norme 1 dans F, on a pour tout z € E, et tout i € N,
llzll 2 {fi(z)] d'ott [|2]] 2 S;g}glfi(ﬁ)l, autrement dit, ¢ 2 sgglfs(m)l-
i
D'autre part, pour chaque z € E, il existe une sous suite (:, ko1 convergeant fortement

vers 2. Cette convergence entraine celle des normes et on peut éerire
zlle = lim |z; |lg = lim fi(z,) = lim fi(x) < supijd2
" ”E [ar ” ik “E k_i+°°f!k( uc) k—f_+oofi'°( ) = ielE Ift( )!
Pour la derniére équalité en utilise le fait que :

I filzi) — fu@lie < Ifillellza —zle

= |l —zlle =0
. n—oo

On déduit alors que ¢ < sup|fi|, finalement que ¢ = sup|fil.
ieN ieN
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Définition 1.2.3 Soit (E, £} un espace mesurable. Alors Vapplication v : & — R est une
mesure sur B st
1} »(@) = 0.
2) 1A, = Tv(An), pour toule suite dénombrable (A,) d'éléments de L d'eun 4 d’euz
disjoi:zts. "

Le triplet (B, T,v) est appelé espace mesuré.
Si v(A) = 0, pour tout A € £, On dit que v est une mesure posiive ou que (B, Z,v) est
un espace de mesure positif.
Si u(A) < oo, pour tout A € &, On dil que v est uncimcsu‘rc finde, ou que (B, 3., p) est

un espoace de mesure finie.

On dit que v est une mesure de probabilité si v(E)=1.

Définition 1.2.4 Soit E un espace topologique séparé ‘et v une mesure Borélienne
(v : B(E) — R) , Alors v est dite réguliére si pour tout A € B(E) et tout € > 0, il
existe un ouvert C est un fermé G de X, tels que :GC ACC et v(C\G) <e.

Une mesure Borélienne finie et réguliére est appelée mesure de Radon.

Définition 1.2.5 Soit (E, T, v) un espace mesuré positif, sout Z un sous ensemble de X,
On dit que Z est v-négligéable, s'il eviste A € T tel que Z C Aetv(A)=0.

On dit q'une propriété sur E est uraie v-presque partout (v.p.p), si Uensemble ou elle
n’est pas vérifide est v-négligéabdle.

La tribu T est dite compléte st
v, ={AUZ: A€Z el Z v— negligeable}
¢c'est a dire si tout ensemble v-négligeable apporient ¢ L.

Définition 1.2.6 Une fonction f : X — E est fortement v-mesurable s'il existe une

suite de fonctions simples fr : X — E tel que
lifl;]l N fnlw) — f(w)if =0 u.pl.p surX
f: X — E est faiblement v-mesurable st la fonction
(@', f) -t = (& f(2))

est mesurable pour tout &’ € E'.

12
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Le théoréme de mesurabilité de Pettis, donne une relation entre fortement mesurable
et faiblement mesurable.
Théoréme 1.2.2 Une application f: X — L est fortement p-mesurable si et seule-
ment s1,

(3) f est faiblement mesurable,

(i) f est & valeurs p-essentiellement séparables . JA e R(p) tel que f(X\A) esl un

sous ensemble séparable de E.

(R(), la collection des ensembles p-négligeables ).

Définition 1.2.7 Deur applications f,g: X — E faiblement p-mesurables sont faible-
ment u-équivalentes si (z', f) = (z', g) p.p.p, pour chaque e B

Si f et g sont fortement mesurables, alors elles sont p-équivalentes si [ = g 1i.p.p.

Mesures de Borel et de Lebesgue

Définition 1.2.8 Soit (X, %, v) un espace mesuré avec v finie. Notons &% := L, el sott
y* o T = R définie par v* (AU Z) = v(A); pour tout A € T et tout Z v-négligeable.
Alors (X, 57, u*) est un espace mesuré avec v* finie el compléte el on ¢ v = sur L.

(X, 5%, v*) est appelé l'extension de Lebesgue de 'espace mesuré (X, Z,v}

Théoreme 1.2.3 Soit X un espace topologique compact, & une algébre sur X, ef v 5
_ R une fonction additive, réguliére et bornée.
Soit T la plus petite tribu sur X contenant &, Alors il existe une mesure unique v TR

réqulicre, bornée et qui prolonge v a 5

Soient &p, £y deux nombres réels tels que tg < 4y, J = [to, t1] et £ la famille de tous les
sous ensembles de J de la forme {to} = [to, to), Jt',¢"], pour tp < 1 < ¢ < £y, et les unions
finies de ces intervalles.

Tl est claire que ¥ est une algébre sur J. définissons v : Y — R par
v{{to}) =0, w(Jt/, "]} =" —t" et V(UTAJ-) = Z;;l v(A;); aveck € N et A; des intervalles
disjoints de la forme considérée. "

La mesure » est une mesure additive, réguliére et bornée.

13
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Par le t;héoréme‘ 1.2.3, elle admet une unigue extension a 5 qui est la plus petite tribu sur
J contenant T, et qui n'est autre que la tribu Borélienne B(J).

Cette extension notée ¥ est appelée la mesure de Bovel sur J.

Soit (J, £*, v*) Pextension de Lebesgue de (J, g, ), Alors les éléments de L~ sont appelés

ensembles Lebesgue-mesurables de J et v* est la mesure de Lebesgue sur J.

1.3 La distance de Hausdorff

Définition 1.3.1 Soient A, B deus sous ensembles d’un espace méirique (X,d), lécart
entre A et B est défini par .

e(A, B) = sup d(a, B)
ag€A

avec
= inf

d(a, B) inf d(a,b).

et lo distance de Hausdorff entre A et B est définte par
H(A, B) = max{e(A, B), e(B, A)}

(i) P;(X) muni de la distance de Hausdorff H, est n espace métrique.
(1) Si (X,d) est un espace métrique complel, Alors (Pe(X), H) Uest aussi.
(i11) $i X est séparable, Pi(X) muni de H est aussi séparable.

Définition 1.3.2 (Topologie de Mackey)

¥ (E) la topologie de la convergence uniforme sur les sous ensemble converes faiblement
compacts de E. |

Restreinte a B, cetie topologie est appelée topologie de Mackey et nolée (B E)

1.4 Multi-applications et sélections

Définition 1.4.1 Soient X, Y deux ensembles non vides. Une multi-application F définic
sur X a valeurs dans Y est une fonction qui & chague dlidment z € X associe un Sous

ensemble F(z) deY. Onnote F: X Y.
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1.5. Mesurabilité des multi-applications

Définition 1.4.2 Soit F: X =3 Y une multi-application. On appelle sélection de F' toute
application [+ X — Y vérifiant

flz) € F(z), vz € X.

Théoréme 1.4.1 (Théoréme de sélections continues de Michael)
Soit X un espace métrique, Y un espace de Banach, F: X =Y unc multi-application d
valeurs fermées converes semi-continue inférieurement sur X . Alors il existe une sélection

continue de F, f: X =Y.
On donne un théorgme analoque du théoréme de Michael ot Ja convexité est remplacée

par Ja décomposabilité dans L.

Définition 1.4.3 On dite qu’une famille K C L% est décomposable si, pour tous
wveE K etA€eD

ulat+v(l—14) €K
ou Ly est lu fonction caractéristique de Uensemble A.

Théoréme 1.4.2 (Théoréme de sélections de Pryszkowsks)
Soit X un espace métrigue compact, ¥ un espace de Banach, F : X =% Y une multi-
application & waleurs fermées décomposables semi-continue inféricurement sur X. Alors

il emiste f : X — Y une sélection continue de F.

1.5 Mesurabilité des multi-applications

Pour plus de détails sur la mesurabilité des multi-applications on peut sc référer a (20,
(40], [44].

Définition 1.5.1 soient (T, &) un espace mesurable, X wn espace métrigue et I T=X.
On dit que I est (T, B(X))-mesurable si pour tout ovvert V de X

r-''\WV={eTHNV£0 el

Lemme 1.5.1 soient (T, T) un espace mesurable, X un espace métrique complet séparable
el T T = X une multi-application & valeurs non vides fermdes .

Considérons les propriétés suivantes;
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1.5. Mesurahilité des nmlti-applications

. I-1(B) € £, pour tout Borélien B de X,
. T~YC) € T, pour tout fermé C de X,
. T™YV) € £, pour tout ouvert V de X,

' 4l existe une suile (0,,) de sélections mesurables de I’ telle gue
Vf € T't F('t) = {a-’"(t)}'rLGN

5. Yx € X, la fonction distance d(z,T(.)) est mesurable.
6. Le graphe de T appartient ¢ ©Q B(X)}.
Alors (1) = (2) = (3) & (4) & (5) = (6)

Si T est & valeurs non vides complétes alors (3) & (4).+ (5).

§i T est & valeurs non vides compactes alors (3) = (1).

Si X est un sepace de Banach séparable et I' est @ valeurs convezes compactes, alors la
mesurabilité de T est égquivalente & la mesurabilité de lo fonction support §*(z'\ T(.)), pour

lout o' € X'

Lemme 1.5.2 Soit (T, T, ») un espace mesuré, avec v 2 0, o-finie et T y-compléte. Soit
X un espace métrique complet et I' : T = X une mﬁlti—applz’cation & veleurs non vides

fermées. Alors (1) & (2) < (3) & (4) = (5) < (6)

Définition 1.5.2 Soient (T, T, ) un espace mesuré fihi, X un espace méirique séparable
et T : T =3 X une multi-application a voleurs non vides fermées. Alors ensemble de

towttes les sélections Bochner intégrables de I est défiri par

Sl={feLy(T): f() eT(), ppteT}
Lemme 1.5.3 SiT: 7T = X est mesurable. Alors S§ # 0 si et seulement si
inf{{lzll;z € T(t)} < h(t), ppteT
ot h € LA (T).

Proposition 1.5.4 $i I : T =3 X est mesurable el SL # 0. Alors il emiste une suile
(fu)nz1 C Sh tel que

FE).c {fat)}us » ppteT




'1.5. Mesurabilité des multi-applications

Proposition 1.5.5 Si St # 0, alors St =S

Définition 1.5.3 Soit I': T =3 & une multi-application‘mesumble & valeurs fermées.
Alors T est dite intégrablement bornée s il existe une fonction m : T — Ry lel gque
m € LL(R) et T(¢) ¢ Bx(0,m(t)},ppt€T.

Définition 1.5.4 SeitI' : T = E une multi-application intégrablement bornée. Alors, on
définil Uintégrale de T par
Jreato = [ s 1 e sh
T T
Théoréme 1.5.6 (Théoréme de James)
Soient E un espace de Banach séparable, K un sous ensemble convere fermé de E. Alors

K est faiblement compact st et seulement 1
Jee K: 5 K)=(z k), V2' € E

Théoréme 1.5.7 (Théoréme de Banach Dieudonné)
Soit E un espace de Banach séparable, Alors sur B o topolgie de la convergence faible
coincide avec la topologie de la convergence compacte.

(Bg/,0(E', E)) est metrisable.

Théoréeme 1.5.8 (Formule de Strassen)
Soieni E un espace de Banach séparable, T : T =3 X une multi-application ntégrablement

bornée & valeurs non vides convezes compactes. Alors,

5, / T(E)du(t)) = f 5* (2!, T(E)du(t), Vo' € E.
T T

Théoreme 1.5.9 (Théoréme de Lusin)

Soit T un espace métrique compact et (T, T, v) un espace mesuré de Radon over v positive.

Soit X un espace de dimention finte. Alors pour toute fonction ¢ : T — X v-mesurable

el pour tout € > 0, il existe un compact T, C T tel que v(T/T.) < ¢ et la restriction de ¢

a T, est continue.

Lemme 1.5.10 Soient E un espace de Banach séparable, E' son dual topologique muns
de la topologie de Mackey. Soit f une fonction conveze sur F', finie et continue aux points

ol € E'. Soit D un sous ensemble dense dans E'. Alors

inf{f(y/) 1/ € E'} = inf{f(z") : =’ € D}
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1.5. Mesurabilité des multi-applications

Lemme 1.5.11 Soient E un espace de Banach séparable, E' son dual topologique, (€l Jnen

une suite dense dans E' pour la topologie de Mackey, et K un sous ensemble convexe fermé

K= m{x e E:le,x) < § (e, K)}.
neN
Proposition 1.5.12 Soit E un espace localement conveze, (T, %, v) un espace mesuré, I :
T = E une multi-application d valeurs fermées convezes faiblernent localement compactes.
Soit ¢ : T — E une fonction a valeurs fermées converes .

Sivzr' € E' 5 (', a(t)) < 6*(z',T(t)), vp.p, alors a(t) C (), p.p.

Corollaire 1.5.13 Soit E un espace localement conveze muni de la topologie fatble o(E, E,
E' son dual topologique muni de la topologie de Mackey 7(E', E), C' un sous ensemble non
vide fermé conveze. Alors les propriéiés suivantes sons équivalentes

a) Il existe yy € E' tel que 6*(.,C) est finie et continue en Yo

b) C est localement compact.

i
|
fasblement localement compact de E. Alors
c) Il eziste yy € E' tel que pour tout b e R; {y € C: {vh, v} > b} est compact.

Lemme 1.5.14 (Lemme de Grothendieck)
Soit E un espace de Banach, Soit H un sous ensemble de E vérifiant - pour tout nombre
positif €, il existe un ensemble K. faiblement compacte dans E, tel que H C K, +eBg

(B la boule unité de E). Alors H est relativement foiblement compact.

Théoreme 1.5.15 Soit T une multi-application mesurable de (0,1] ¢ valewrs converes
compactes dans un espace de Banach séparable E, telle que " est intégrablement bornde,
c'est & dire T'(t) C g(t)Bg, ¥t € [0,1], g une fonction de Lg, ([0,1]).

Notons par SL lensemble des sélections intégrables de I, et

./ £ydt = {f (1)t o € 5L}

[0.1) (0.1}

On a alors
1) Sk est conveze o(L}, LY )-compact.

2) [ T'(t)dt est fortement compact.
[0.1]




1.5, Mesurabilité des imiti-applications

Démonstration.

Soient gq,02 € S, o €]0,1[, nous avons :
lao; + (1 — a)oal(t) = acy(t) + (1 ~ a)o(1)
Or I'{t) est convexe, et donc
aay(t) + (1 — a)oz(t) € T(t.)

D'on

aoy + (1 — a)os € Sy

Montrons maintenant que S est o(Lg, L§ )-compact. '
Soit g € Lgg([0,1]),

5*(g, 5% = &5, ] r(t)it)
[0,1]

D’aprés la formule de Strassen 1.5.8, nous avons

5 (0, /l"(t}dt) - /6*(g,P(t))dt

[0.1] (0.1]

Le théoreme d’existence de sélections mesurables, asssure Uexistence de f € Sk € L tel

que

8*(9,81) = (9, f).

Par conséquent et en vertu du théoréme de James 1.5.6, S} est o(Lg, LE)-compact.

Montrons que [ T'(t)dt est fortement compact.
0,1]
D'aprés la formule de Strassen une deuxiéme fois, nous avons :

(', /I‘(t)dt) = fé*(m’,?(t))dt, Vz' € E'

i0.1) [0,1]

L'’ensemnble I'(t) étant compact, donc l'application 2’ — §*(z', T(t)) est continue sur

By par rapport a la topologie de la convergence compacte, et en vertu du théoréme
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1.6. Semi-continuité des multi-applications

de Banach-Dieudonné 1.5.7, cette application esi continue sur B par rapport a la
topologie de la convergence faible, sachant que (Bg:,o(E, E')) est métrisable.

Soit (z,)n une suite d’élément de Bp convergeant faiblement vers z', nous avons

lim &*(z),, ['(¢)) = 6"(z', T'(t)).

n—0a

Or, |6*(z', T(£))| < IT(#}], d’aprés le théoréme de Lebesgue

lim / 5 (!, T())dt = f lim 6z, T(0))dt = / 5% (2, (1) ).
[0,1] 0.4 0,11
Dion
lim 6*(m%,/f‘(t))dt=5*(9:’, T(t)dt).

0,1] 0,1)

Donc I'application ' +» §*(z', [ T(t)dt) est continue sur B par rapport a la topologic
' (0.1
de la convergence faible. Le théoréme de Banch-Dieudonné 1.5.7 assure la. continuité

de cette dernitre par rapport 3 la tapologie de la convergence compacte et par conséguent

la compacité forte de la multi-application intégrale J T(tyde.
0.1]

a

Théoreme 1.5.16 (Théoréme d’existence de sélections mesurables de Cas-
taing)

Sotent (T, %) un espace mesurable, X un espace méirique complet séparable, F . T =3
X une muit?l-appii.cation T-mesurable @ valeurs fermées. Alors I' admet au moins une

sélection mesurable.

1.6 Semi-continuité des multi-applications

Définition 1.6.1 Soient X,Y deux espaces topologiques, F : X =Y une multi-applicetion.
F est dite semi-continue supérieurement au point o € X, si pour tout ouvert V deY tel
que F(xo) €V, il existe un ouvert U de X tel que zg € U et Flz)ycV,vzel.

On. dit que F est semi-continue supérieurement sur X i elle est semi-continue supcricurement

en toul pomnt T € X.
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1.6. Semi-continuité des multi-applications

Lemme 1.6.1 Soient X,Y deur espaces topologiques, F : X 3'Y une multi-applicalion

semi-continue supérieurement & valeurs fermées. Alors le graphe de F' est fermé.

Théoréme 1.6.2 Soient X,Y deux espaces topologigues, ' - X =Y une multi-applicaiion
& valeurs compactes. Alors F est semi-continue supérieurement sur X s el sculement s
pour chaque = € X et chague suite (z,)n de X telle que zp, — z, et (Yn)n de Y auvec

Yn € F(zn), il existe une sous suile (ym) de (yn) telle que

lim ym € F(z).

m—od

Démonstration.
Soit. F' une multi-application semi-continue supérieurement sur X, et (z,), une suite de

points de X convergeant vers z. L’ensemble
K= {z1,z9, ... Zk, .-}

est un ensemble compact ét la. restriction de F' & K est semi-continue supérienrement,
done P'ensemble F(K) est: compact, par conséquent la suite (y,) admet une sous suite
(4n,,) qui converge vers y quand £ tend vers +oo.

Supposons ¥ ¢ F(z), alors il existe un voisinage fermé M de f(z) ne contenant pas y
mais pour 1 assez grand nous avons : F{z,) C M Vu la semi-continuité supérieure de
F au point z on obtient y, € M et par suite y € M ce qui est en contradiction avec
I'hypothése. |

Supposons maintenant qué F n’cst pas semi-continue supérieurement au point z. Cest a
dire, il existe un voisinage ouvert U de F(z) tel que pour chaque voisinage V de z conte-
nant un point z de U il ne contient pas F(z), alors il existe deux suite (z,) convergeant
vers z et (yn) tel que y, € F(z,) et yn ¢ U.

[’aprés les hypothéses, il éxiste une sous suite (y,,) de (yn) telle que klingo Yn, € F(z).
mais ¢, € U pour n € N ce qui montre que y,, ¢ U et donc kllr& Yn, & F(z). Ceci achéve

la démonstration.
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1.6. Semi-continuité des multi-applications

Définition 1.6.2 Sotent X,Y deux espaces topologiques, F': X = Y une multi-applicalion.
On dit que F' est semi-continue inférieurement au point To € X st el seulement si pour
tout ouvert U de Y tel que F(zp) NU # 0, il existe un ouvert V de X tel que g € V et
Flz)nU=0,Vz V.

On dit que F est semi-continue inférieurement sur X si elle est semi-continue inférieurement

en tout point . € X.

Alors F' est semi-continue inféricurement au point To € X si et seulement si pour toute
suite (Zn)nen- € X tlel que lim z, = o
et pour tout yo € F{zo), z’[nf_:;:oi?ste une suite (Yn)nene C Y tel que yn € F(zn) pour tout
n €N el

liman =0
Définition 1.6.3 Soit f une application de l'espace de Banach E & valeurs dans R. On

dit que f est semi-continue inférieurement si et seulement si son épigraphe

epi(f) = {(z.r) e ExR: f(z) <r}

est fermé.

On dit que [ est semi-continue inférieurement av. point o € E st et seulement. s

lim inf f(z) > f(a)

T—a

Définition 1.6.4 On dit qu'une fonction f : [a,b] — E est absolument continue si Ve >
0,35 > 0 tel que pour toute partition dénombrable de [a,b] par des intervalles disjoints

[ak, bi] vérifiant 3 (b — k) < 8, nous avons
k

> Nfbe) = flon)ll <€

Théoreme 1.6.4 une fonction f : [a,b] — E est absolument continue st et seulement si

elle est lintégrale de sa dérivée, c’est d dire
b
s - sty = [ £

On voit bien gu'une fonction absolument continue est conlinue par contre la réciproque

esi fausse.
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1.7. Théoréme du point fixe de Kakutani-Ky Fan

Théoréme 1.6.5 (Théoréme de fermeture)

Soieni F un espace de Banach séparable, X un espace topologique et $ une mulli-application
définie sur [0,T] x X & wvaleurs non wvides conuvezes compactes dons E el {elle que pour
tout t € [0, T fixé, ®(t,.) est semi-continue supérieurement.

Soient (z,,), T des fonctions définies sur [0,T] d valeurs dans X et (yn), y des fonclions
intégrables définies sur (0,T] d valeurs dans E.

Supposons que :

a) il eziste une suite () de E' séparant les points de E.

b) lim zn(t) = %(t), p.p sur {0,T].

c) ,Eynof converge vers y (L, L3).

d) ya(t) € @(¢,z(t}), p.p sur [0,T].

alors, y(t) € ®(t,z(t)), p.p sur [0,¢].

1.7 Théoréme du point fixe de Kakutani-Ky Fan

Théoréme 1.7.1 Soient X un espace topologique séparé localement conveze, § un sous
ensemble non vide conveze compact de X et F : S = S une multi-application semi-
continue supérieurement & valeurs non vides convezes fermées, alors F' admet un point

fize dans S, c'est & dire, il existe x € S tel que z € F(z).

Comme corollaire du théoréme précédent, on obtient une version faible du théoreme du

point fixe.

Théoréme 1.7.2 (Corrolaire du théoréme de Kakutani-Ky Fan)

Soit E un espace de Banach, S un sous ensemble non wvide convere faiblement com-
pact de E et F : § = S une multi-application faiblement-faiblement semi-continue
supérieurement o valeurs non vides convezes faiblement compactes, elors ' admel un

poini fixe dans S.

Démonstration.
Observons que lexistence d’un point fixe pour #, vient immédiatement du théoréme de
Kakutani-Ky Fan.

Si l'on peut prouver que F est semi-continue supérieurement sur S comme étant une
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1.8. Quelques résultats de convergencoe

multi-aplication définie sur un sous ensembie d’un espace topologique de Hausdorft loca-
lement convexe (E, o(E, E')) muni de la topologie o(E, £'), il suffit de prouver que pour
tout sous ensemble faiblement fermé B de S, I'ensemble F~1(B) est faiblement fexmé.
Soit. B un sous ensemble faiblement fermé de S. Comme F est faiblement-faiblement
semi-continue supérieurement sur S, F~!(B) est séquenticllement faiblement ferme.

Or F~1(B) C § qui est faiblement compact, donc F'~'(B) est relativement séquentiellement
compact et le théoréme d’Eberlein-Smiilian assure que [_F—:Ww { la fermeture faible de
F~Y(B)) est faiblement compacte.

Soit z € [F_‘-l(_BT]w, en vertue du théoréme de Smilian, il existe une suite notée (z,) de
F~Y{B) qui converge faiblement vers z.

Or F~1(B) est séquenticllement faiblement fermé. il vient que ¢ € F~'(B), c.4.d [F1(B)]" c
F-Y{B).

Donc pour tout ensemble B € § faiblement fermé, F Y B) est faiblemnt fermé.

On déduit que F est semi-continue supérieurement de S qui est un convexe compact d'un
espace topologique de Hausdorff localement convexe (£,¢(E, E')) & valeurs non vides
convexes compactes.

Donc d’aprés le théoreme de Kakutani-Ky Fan, F admet au moins un point fixe .

1.8 Quelques résultats de convergence

Théoreme 1.8.1 (Théoréme de convergence dominée de Lebesgue)
Si la suite (fn) de fonctions définies v-p.p sur £ 4 valeurs dans R, converge v-p.p vers
une fonction f et si de plus les fn, supposées v-integrables vérifient v-p.p pour lout n

|fulz)] < g()

ol g est une fonction v-integrable indépendante de n, Alors f est v-integrable et on a

v(f) = limv(f,)

L= OO
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1.8. Quelques résultats de convergence

Lemme 1.8.2 {Lemme de Fatou)

Soit (fn) une suite majorée (resp. minorée) dans Li(v) telle que la suite (v(fn)) est
minorée (resp. majorée) dans R. Alors la limite supérieure (resp.inférieure) de lo. suite
(fa) est v-intégrable et on a :

v{limsupf,} > limsupy(fn)

n—0o0 n—od

(resp.
v{liminf f,,) < liminfo(f,))

Théoréme 1.8.3 Soit ¢ une fonction ¢ valeurs réelles définie sur Vy x (E/A), on V; est
un voisinage d'un point s € R, E = R* et A C E un sous ensemble v-négligeable.
St pour chaque t € V, la fonction x — @(t,z) est v-intégrable sur E et si de plus sur

Ve x (E/A), la fonction @ admet une dérivée partielle par rapport a 1 vérifiant l'inégalité

1% (1,2 < o(a)

ott g est v- intégrable et indépendante de t, alors la fonction t — [ (t,z)dv(z) est

dérivable au point s et l'on a

2 [ets.mta) = [ Fiszjanta)

Théoreme 1.8.4 (Théoréme d’Ascoli-Arzela)

Soient J un espace métrigue compact, Y un espace métrique complet, et H un sous en-
semble de C(J,Y) ( l'espace des applications continues définies sur J é valeurs dans Y,
muni de la topologie de la convergenc uniforme}.

Alors H est relativement compact si et seulement si H est équicontinu et H{z) = {f(z) :

f € H} est relativement compact.

Théoréeme 1.8.5 (Corollaire du théoréme d’Ascoli-Arzela)

Soient J un ensemble compact de R, E un espace de Banch de dimension finie et soit (f,)
une suite de fonctions absolument continues définies sur J é valeurs dans E soiisfaisant
les conditions suivantes.

) Vi e J, (fa{t)nen est un sous ensemble relativement compact dans .

ii) il ewiste une fonction a valeurs réelles positives h € Lg + (J) tel que || /() < A1),
p.p sur J.

Alors il existe une sous suite de (f,)n qui converge vers une fonction ebsolument continue
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1.9. Quelques résultats de compaciteé

I J— B au sens suivant :
(1) (fu)n converge uniformément vers f.
(2) (f1)n converge faiblement vers f' dans LYL(J), cest 4 dire (f.) converge vers f’

G{L:}"a L%?}

Définition 1.8.1 On dit gu'un espace topologiqgue X est un espace Polonais s'il est
séparable et métrisable par une métrique compléle.
On dit que X est un espace souslien s’il est méirisable et l'image continue d’un espace

Polonais.

Définition 1.8.2 Soit (&) une suite d’édlément du dual X' d'un espoce lopologigue X .
On dit que {e)) sépare les points de X si pour tout 2,y € X, v #£ y, il existe n € N el

que

(e, 3) # {eh,y)

1.9 Quelques résultats de compacité

Théoreme 1.9.1 (Théoréme de Banach-Dieudonné)

Soil E un sepace de Banch , Bg lo boule unité fermée de E'. Alors sur By lo topologie
de la convergence faible coincide avec la topologie de la convergence compacte.
(Be,c(E', E)) est métrisable.

Proposition 1.9.2 Soit K un sous ensemble borné conveze de E, alors K est compact
si et seulement si la fonction z' — §*(a’, K) est continue sur By muni de la topologie de

la convergence compacte.

Théoréme 1.9.3 (Théoréme d’Eberlein-Smilian) .

Soit § un sous ensemble d'un espace de Banach E. Alors les deur proprietés susantes
sont équivalentes :

i} S est fotblement (relativement) séquentiellement compact.

i) S est fuiblement (relativement) compact.

Théoreme 1.9.4 (Théoréme de Smiilian)
Soit S un sous ensemble d'un espace de Banach E, s1 § est relativement faiblement com-
pact, alors pour chaquez € 8 (fermeture faible de S) il existe une suite (z,,) d'éléments

de S convergeant faiblement vers X .
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1.9 Quelques résultats de conipacité

Théoréme 1.9.5 (Théoréme de Hahn-Banach)

Soit p . E — R une application vérifiant :

(1) p(Az) = Ap(z), Ve € E et VA > 0,

(i) p(z + v} < p(z) + p(y), V7,9 € E.

Soit d’autre part G C E un sous espace vectoriel et soit g - G — R une application lindaire

telle que .
g9(z) < p(z), vz € G.

Alors il existe une forme linéaire f définie sur B qui prolonge g, i.e g(z) = f(z), Vo ¢ G

et telle que
f(«) < pl2), Y € E.

Théoreme 1.9.6 (Théoréme du graphe fermé)
Sotent E| F deux espaces de Banach. Soit T un opérateur tinéaire de F vers F'. On suppose

que le graphe de T, Gr(T) est fermé dans E x F, Alors T est continu.

Théoréme 1.9.7 (Théoréme de Mazur)

Soit E un espace de Banach et A un sous ensemble compact de E. Alors To(A) est compact.

Théoréme 1.9.8 (Théoréme de Banach-Mazur)
Soit (z,) une suite d’élémentes de B convergeant faiblement vers x.
Alors, il existe une suite (z,) (ot z, est une combinaison conveze des éléments Tn,Tpa1,...)

convergeant fortement vers x.

Définition 1.9.1 Soeit (O, 5, 1) un espace mesureé, A € L est un atome si v(A) > () et
pour tout C € ¥ avec C C A, v(C) =0 on v{C) = v(A).

La mesure v est dite nonotomique 1 elle n'admet pas d’atomes.

Théoréme 1.9.9 (Théoréme de Lyapunov)
Soit (T, Z) un espace mesurable, v : £ — R™ une mesure vectorielle dénombrable additive.
iev={m,. .., et v(A) = v (A)... . (A) pour tout A€ %

St v est non atomique, Alors le rang de v est
RU(A) = {F/(Al) . Al,A e E,A] - A}

est un sous ensemble de R™ compact conveze.



1.9. Quelques résultats de compacitdé

Théoréme 1.9.10 (Théoréme d’Egoroff)
Soit (T, 2, v) un espace mesurable (v{T) < co), {X,||.]) un espace de Banach.

Soit (fn) une suite de fonctions mesurables de T' 4 waleurs dans X telle que (fa) converge

vers f v.p.p surT.
Alors pour tout € > 0, il existe un ensemble mesurable E C T tel gue v(E) < € et

lm sup | f(¢) — F(2)]| = 0.
e g

ce théoreme implique le corrolaire suivant.

Corollaire 1.9.11 Soit (T, L, 1) un espace mesuré, pour tout élément arbitraire B € T,

il eziste A € X tel que A C B et u(A) = 2u(B).

28



Chapitre 2

Quelques résultats sur 'intégration
au sens de Pettis et comparaison
avec la Bochner et la scalaire

intégration

Introduction.

Dans la théorie de 'intégration dans un espace E de dimension'infinie, I'intégration au
sens de Pettis des applications plus fortes que cellessde lintégration au sens de-Bochner.
En effét, dans un espace de Banach £ de. dimension infinig, il existe des fonctions Pettis-
integrables qui ne sont pas Bochner-integrables.

" Ce chapitre est consacrés & I'étude de I'intégration au sens de Pettis avec une compa-
raison avec la Bochner et scalaire.

Dans la section 1, On donne quelques définitions et propriétés de l'intégrale au sens
de Bochner qui son;u médées & comparer & ceux de l‘inﬁégyale au sens de Pettis.

La section 2, est éon‘_sa.crée a quelques résultats sur l’iﬁtegrabﬂité au sens de Pettis.

Dans la section 3, une comparaison entre l'integrabilité au sens de Pettis et au sens de

Bochner est établie. On donne les conditions pour qu'une fonction f fortement mesurable
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2.1 Intégrale au sens de Bochner

soit Pettis ou Bochner intégrable et on montre I'implication (f Bochner intégrable = f
Pettis intégrable). On montre par des contres exemples que dans un espace de dimension
infinie la réciproque est fausse , cest & dire qu’il existent des fonctions Pettis intégrable
mais non Bochner intégrables.

Dans la section 4, la comparaison est &tablie entre intégrabilité au sens de Pettis
et scalaire, on donne la condiﬁion nécessalre et suffisante pour qu‘une fonction scalaire-

intégrable soit Pettis intégrable.

2.1 Intégrale au sens de Bochner

Définition 2.1.1 ( fonction Simple}

Une fonction f: X — E est dite Simple si elle peut s’écrire sous forme :
fi= inlA,- (2.1)
i=0

O Ag, ..., An € 8,20, o, Ty € F, avee u{A;) < 400 pour touti=0,...,n ¢l les A; deuz 4
deur disjoints.

Notons que f est constante sur chagque A; (Yw € A;, f(w) = z;) et nulle en dehors de

U Ai.

0<i<n
La décomposition ci-dessus n'est pas en général unigue {on n'impose pas auz x; d’étre

tous distincts).

Définition 2.1.2 (intégrale au sens de Bochner d'une fonction stmple)

Si f est simple, on définit son intégrale de Bochner (sur ), relativement a 1) por

PRI SEMEN (22)

=0

Ou les z; et les A; sont ceux donnés par (2.1)

On voit immédiatement que cette définition pose un probléeme de cohérence lié a la

non unicité de la décomposition (2.1)
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2.1. Intégrale au sens de Bochner

T m
Réglons ce probleme en montrant que si f =3 z;14, = > 1p,.
i=0 =0

Les B; étant deux & deux disjoints, alors

me(ﬂu) = Zu(Bj)

T

En cffet : Posons Anyy = Q\|J Ai, Binsr = Q\U By
i=0

J=0

m+1-
soit ¢ un indice pour lequel z; # 0. Remarquons que |J B; = Q.
j=0

On peut alors écrire

m+1 m+1

A=A By = J@NB) =) Bs)
=0 =0

=0
car Ai{Y By = 0. En effet, siw € A;(| Bins1, o0 avra w € A4; et done f{w) = 1; # 0 et

w € Bpy1 et done f{w) = 0. Ce qui est contradictoire.
n
En utilisant les mémes arguments si y; # 0, B; = [J(4: N B,).
i=0
Remarquons aussi que si A; N B; # @, nécessairement z; = y; puisque si w € A; N By,

Jw) = z; et flw) =y;.
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2.1. Intégrale au sens de Bochner

Nous pouvens maintenant écrire

n

YowulA) = Y, zmp(4)
1=0

i=0,2;7#0

= Z IEEZ}J(AlﬂBJ)

=0,z 70 j=0

= Z‘?}i Z,’.L(At n BJ)
1=0 =0
= > yu(Ain By)

i=0 j=0
m n

= Y > wlAinBy)

3=0 i=0
m n

= >y n{AnBy)
J=03y;#0 =0 °
m

= Y wyn(B;)

j=0'yj?é0
= 3 yu{By).
J=0
O

Remarque 2.1.1 Remarquons que l'intégrale de Bochner des fonctions simples est linéaire

f(af+bg)d# = af Jdu+b / g dp, (2.3)
Q 7] v

pour tous réels a et b et toutes fonctions simples f et g. De plus pour toute fonction Simple

f,ona
I[5 =1 < Sleutad = [ 1 oo 24)

Celte derniére intégrole est une intégrale au sens classique.

Définition 2.1.3 (Intégrale au sens de Bochner)
Soit f : Q — X une application fortement mesurable, on dit que [ est u-Bochner

integrable s’ ezisie une suite de fonctions simples [, telle que :

£ 22 g (25)

n—00
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2.1. Intégrale au sens de Bochner

et
[ W= fldn = 0 (26)
Jn —+co
On pose alors
Bochner
[ fd,uz/fd,u = lim | fadp. {2.7)
N Q e 0

Dans cette définition, I'intégrale utilisée dans (2.6) est une intégrale au sens de Lebesgue.

Boch
Nous n'utiliserons la notation lourde [g oehmer

que lorsqu'il s’agira de comparer l'intégrale
au sens de Bochner avec I'integrale au sens de Pettis.
La définition 2.1.3 nécessite quelques justifications que nous allons détaillé.

L'espace de Banach E étant complet. On établit I'exastence de

lim fﬂd,u

nN—od
ens vérifiant que la suite ([, fadp)nz1 est de Cauchy.

Par les relations (2.3), {2.4) et (2.6}, nous avons pour 7, m > R(g)

I [ fodi- [ il =1 ] — fm)dp]

'n""md»‘
sfnllf Fullds

w — Flld " — fiid
< /ﬂllf fllwr/nllf Fmlldp
< 2

Montrons maintenant que la limite fn fdu ne dépend pas du choix de la suite approxi-
mante (fr)n.
Soit donc {gy)a>1 une autre suite de fonctions simples telles que
g = f et |lgn — fIf = 0.
L’argument donné ci-dessus montre que { [ gndi)n>1 est une suite de Cauchy dans F.

Posons alors :

hm/fﬂd,u g:= lim | gndp

L— OO 1n—00 3
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2.1. Intégrale au sens de Bochner

Et définissons la suite (hn)nz1 de fonctions simples par hox = Fry hokt1 = Gt1-
Comme la suite (hy) vérifie elle aussi la condition (2.6), la suite des intégrales ([ Andit)ax
est de Cauchy dans E donc a une limite h dans E. Cette suite d’intégrales admet une

sous suite convergeant vers f et une autre convergeant vers g donc f=g=h
]

Lemme 2.1.1 Si E est séparable et p-finie, toule application fortement mesurable | -

(Q,5,p) — (E,B(E)} est limite p-p-p- d'une suite (fn) de fonctions simples.

Démonstration.

Puisque F est séparable, nous disposons d'une suite (1)1 par toul dense.

On a alors pour tout § > 0, un recouvrement dénombrable de E par des boules fermées
de rayon

I = U E(CL},&)

ieN-
Oun en déduit un recouvrement dénombrable de O par les ensembles =1{B(z:,0)) € L.
Par la continuité séquentielle croissante de la mesure g, on &

N

N
s B8 = o= () F7H(Bl@:,8)) — pO). (N = +00)

=1 i=1

Cleci étant vrai pour tout & > 0 et comme p(Q2) est fini, on aura

v5>ovn>o aN = Nén,pr (th, 8))) > u(Q) — 7

=]

Prenant maintenant § = + et n = 27", on obtient

Ny
Tl _ 1
vn > 1,3N, -1 o= Q) -27"
021,38 (U1 Ble 7)) > 1)
Posons
1 k-1 A 1
e A in -1 '
Al.n = f (B(.Tl, E))’ ---1_-Ak,u = Q CE mf (B(Ika E))‘Q _<_ k S Nn-
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2.1. Intégrale an sens de Bochner

Apr"es élimination des Ay, vides, on construit une partition finie {Ajn;j € Ju} de
U FH(B (3, n)). On choisit un w; dans chacun des A;,, non vides et on pose y; := Flw,).
Notons que par construction, y; € B(z;, %) On définit alors la fonction simple f,, par :
= Z ylej,n'
j€-]n

Par construction p{{w € Q; ||f(w) — fu(w)|| > 3}) <27, d’obr

p(|J {w e |1 f(w) — falw)ll > = } o= (2.8)

n=m n>2m

Posons

=) U {w e Qlif(w) - falw)ll > %}

m>lnzm

En utilisant la continuite séquentielle décroissante de la mesure finie p, on aura par la
relation (2.8)

w(D) = lim (| {w € @ 1 (w) - fulw)ll > 23} =0

nrm

Remarquons maintenant que

3|~

well=J [ V{wefw) - flwli < =}

m>1ln>m
si et seulement si :

Im > L,¥n > m, || fw) - fulw)ll £

S

—_—

Ainsi I'appartenance de w & 05 implique la convergence de f,(w) vers w.
On déduit alors que E := {w € Q; fo(w) ne converge pas vers f(w)} € D. D'ou

1(F) = 0, ce qui traduit exactement la convergence u-presque partout de [, vers f.

on donne maintenant une Condition nécessaire et suffisante de Bochner intégrahilité
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2.1. Intégrale an sens de Bochner

Théoréme 2.1.2 Soit f: (Q,E,p) — (E, B(E)) une application fortement mesurable.
Si [ est p-Bohner intégrable. Alors [||f]| < 4co.
0
Lorsque E est séparable, cette condition équivaut & la p-Bohner intégrabilité de f.
Démonstration.
1) f p-Bochner intégrable = fi|f|| < --oo.
Q

La p-Bohner intégrabilité de f nous fourmt par la définition 2.1.3 une suite (f,) de

fonctions simples telles que :

o

et
| fe — flldp — O

Ceci implique en particulier que pour ng assez grand
[”Ino —zfldp < +00
!

(on ne peut pas exlure a priori que [ |/, — f| du vaille +oco pour les premieres valeurs de
Q

1, mais comme cette intégrale tend vers 0 quand n tend vers 0 quand n tend vers Iinfini,

elle est forcément finie pour 7 assez grand).

Par inégalité triangulaire pour la norme de E, la. croissance et additivité de I'intégrale de

Lebesgue des fonctions mesurables positives, on aura

15105 < [sng = Flit [Usuaht
i Q Q

Or f,, étant simple, on a

i€lp

[ Vnolldi = 3 gl Aus),
0

Pour un certain ensemble fini d’indisces Iy, avec les Ay € & de p-mesure finie.

Donc [} faglldp < +oo et finalement [l f|ldy < +oo.
0 0
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2.1. Intégrale au sens de Bochner

Notons que nous n’avons pas suppose £ séparable dans cette premiére partie de la preuve.
Pour la reciprogque lorsque E est séparable, nous distinguerons 2 cas selon que u est finie
ou non.

2) (fIIflldp < +o0) = f p-Bochner intégrable.
0

a) cas ou pu(fl) < +oo.

Par la séparabilite de E, le lemme 2.1.1 nous fournit une suite (fn) de fonctions simples

convergeant u-presque partout sur € vers f. Definissons alors la suite {(g,) par

Falw) St A fnlw)ll < 2 Flw)ll;
gnlw) == (2.9)

0 si |ifa(w)ll 2 2/lf(w)-

Soit A 1= {w € QO  fa(w) — f(w)} et notons que p(C*) = 0. Alors (g) converge vers f
p-p.p sur Q.

En effet, st w € AN{IIfi > 0}, on a 2| f(w)ll > [|f(w}] et comme fn(w) converge vers
F(w), fa(w)] < 2||f(w)|] pour tout n supérieur & un certain N{w).

Donc pour n > N(w), gn(w) = fu(w) et {gn(w)) converge vers f(w).

Siw e AN{f = 0}, on a pour tout entier n, || fo(w)]l = 2| f ()l = 0, done gn(w) =0 =
/{w) pour tout n et la convergence de (gn(w)) vers g(w) est triviake.

Dautre part, Uinégalité [|g. — fi| < 3i|f| est vraie sur tout {2 car si

I falw)ll < 201 (w)l

on aura
lign (W)l = [l fa(w)l| < 201 £ ()]
et si
|| fa(w)ll = 201 ()l
On awa

gn(w}]l = 0.

37




2.1. Intégrale an sens de Bochner

On peut donc appliquer le théoréme de la convergence dominee de Lebesgue a la suite
de fonctions mesurables positives ||g. — f|| avec la fonction dominante 3|[f|| qui est p-
intégrable sur 2 par hypothese.

On deduit que |lgn — flldp tend vers O et comme g, tend p-p.p. vers f, on conclut la
Bochner integrabilite de f.

b) cas oit u(f)) = +o0

On se ramene au cas précédent en découpant { en une famille dénombrable de traches de
mesure finie et la tranche {f = 0} qui peut &tre de mesure infinie.

Plus précisemment, définissons
Do = {Ifll > 1}, Di = {27 < || €27}, kel

On a alors une partition dénombrable de  constituée par {f = 0} et les D,. Chaque
Dy, est de p-mesure finie en raison de la p-intégrabilité de | /|| et grace a Vinégalité de
Markov :

vk € N,u(D) < u({lf1 > 2749) < 2 [ 1fld < +oo
Q
Notons py Ja mesure de densité 1p, par rapport & p et I la tribu trace de & sur Dg. En

appliquant le cas u(£2) fini avec I’espace mesuré (Dy, Tk, pix), on peut construire une suite
(G Jn>1 de fonctions simples définies sur Dy vers f telles que (gun) CONVEIGE jig-D.P. SUr

D, vers la restriction de f & Dy et

Igea{w) — fl)ll < 3] ()]

pour tout w € Dy.

On prolonge g, & tout £ en posant ge,(w) = 0 pour w ¢ Dy et ce prolongement verifie
gkn — [lp, —pp
MO0
et

gk — £1l < 31 Fll1n,
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2.1, Intégrale au sens de Bochuer

Finalement, on definit une nouvelle suite de fonctions simples g, en posant :

gn = ng,n
k=1

et on voit que (gn) converge vers f u-p.p. De plus : }

gn — gl = 3 _llgen — Flitn, < 310, < BI/1

k=1

On peut finalement appliquer le théoréme de convergence dominee pour obtenir la. conver-

gence vers 0 de [[|gn — f]ldu et conclure la Bochner intégrabilité de f.
A :

(]
Corollaire 2.1.3 1. Si f : 2 = E est u-Bochner intégrable, on a
I saull < [ 71w < oo (2:10)
! aQ :

9. Si E est séparable et [||fildu < +oo, alors f est u-Bochner intégrable et verifie
0
(2.10).

Démonstration. Démontrons le premier point. Puisque f est p-Bochner intégrahle,
[N flldi < +oc et nous avons au moins une suite (f») de fonctions simples convergent
Q

(p.p. vers f. & partir de cette suite, nous pouvons definir par 2.9) une suite (gn) de

fonctions simples verifiant

a) [fdp = lim [g.du,
£ nmeln

b) g s i
1M=—00

¢) llgall < 2(I Il

Comme g,, est simple, on a par (2.4),
i [ostiol < [lonle (211)
Q 0 :

et par a)

1 [ rawt = Jim | [ontnt, (212)
a 1)
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2.1. Intégrale au sens de Bochner

Via le théoréme de la converegence dominée et en nutilisant b) et ¢) on a

[snldn = [1f1a. (219)
Q Q

En utilisant (2.12) et (2.13) pour passer a la limite dans (2.11), on obtient la premiere
inegalite de (2.10).

Le deusieme point est évident a partir du premier.
D

Corollaire 2.1.4 Soient E, et E, deux espaces de Banach, Ey étant séparable. Soit T -
Ey — Ey un opérateur linéaire continu et f : (Q,Z,v) — (Ey, B(Ey) une application

-Bochner intégrable. Alors
T(fy=Tof : (L, p) — (Ey, B(Ey))
est p-Bochner intégrable et

[rtnan =1 [ sa) e

) 1]

Démonstration.

f étant Bochner intégrable et {&, B(E;))-mesurable et T est borélienne parce que continue,
donc (B(E\), B(E,))-resurable Ainsi Tof est (I, B(Ey))-mesurable.

La p-Bochner intégrabilite de T'(f) découle facilement de celle de f, de la continuité de

T et du Théoreme 2.1.2 en écrivant, :

(AN

/ (TN e

2

7 f flldu < +o0.
1]

[ 1T
LY

La finitude de cette derniere intégrale provient de la premiere partie du théoreme (2.1.2)
appliquée & f et I'espace B(E;). L'espace B(Ez) étant séparable, la finitude de ST d
)

implique la p-Bochner intégrabilité de T'(f), par la deuxigme partie du Théoréme (2.1.2)
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2.1. Intégrale au sens de Bochner

appliquée & T(f) et 'espace B(£,). Vérifions maintenant (2.14). Par la p-Bochner intégrabilite

de f, nous disposons d'une suite de fonctions simples (fu), fo: 2 — B(Ey), telle que

S fldu 0 (215)
9] '
et
/ e, =, [ 19 (2.16)
—+00
par la continuité de f, on déduit
7( [ fudw) o, T 1) (217)
Q 3}

La fonction simple f, peut s'écrire

= an,i 1A“',-

i€ly

avec I, fini, les A,; deux & deux disjoints pour n fixé et p(4,;) < +oo.
Pour tout w € 0

(Tofa)(w) = T3 failan(w) = Y La (@) T(fa),

'lEIrl I-E!n

par la linéarité de T (les f,; sont des vecteurs de B{E3}, et pour w fixé les 1a, {w) soni

des scalaires).
Cette égalité vraie pour tout w € () peut se réécrire sous la forme de 'égalité fonctionnelle

T(fl) = an.ilfl“_,—a

i€ly

qui montre que T(f,) est une fonction simple définie de Q & valeurs dans B (E;). En
particulier intégrale de Bochner JT(fn)dp a bien un sens. Elle peut se calculer comme
0

suit.

/ T(fuddp = ST (i)l Ang) = T( frsii(n) = T [ fudi)
ks

i€l i€l
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2.2, Intégrale an sens de Pettis

La premiére et la troisigme égalité ci-dessus expriment la définition de V'intégrale de Boch-
ner d'une fonction simple, la deuxiéme égalité vient de la linéarite de T'.
Pour établir 2.14, nous allons passer & la limite dans I'égalité

/fmmm=ﬂfnw>

0 Q

Par 2.17le second membre converge vers T( [ fdp).
0

Pour justifier la convergence du premier membre vers [T(f)dp, on écrit les majorations
Q

suivantes :
I [Tt = Dul
0

[1tha - i

9]
.ﬂﬁwﬁ—fwn
o

mjﬂmrﬁwuggo
N
O

Remarque 2.1.2 L’ezamen de la preuve ci-dessus monire que la séparabilité de B(E,)
n'a été utilisée que pour vérifier la p-Bochner integrabilité de T(f). Par conséquent st
B(Ey) n'est pas séparable, (2.14) reste valide & condition de rajouter Uhypothése de yu-
Bochner intégrabilité de T([).

2.2 Intégrale au sens de Pettis

Définition 2.2.1 Soient (Q, T, 1) un espace mesuré, E un espace de Banach, [ : Q1 —=E

une application faiblement mesurable, On dit que f est scalairement p-intégrable si

V' € B, /|(:c’,f(t))|d;.1 < +00
n




2.2. Intégrale au sens de Pettis

Pour construire l'intégrale au sens de Pettis de f, on commence par montrer que g1 f
est scédairement intégrable, 'application z’ — £ |(z', f}|dp est un élément § du bidual
topologique E” de E. Si on peut identifier { avec un élément vy de E, alors on dit que f
est Pettis intégrable et son intégrale au sens de Pettis est précisément cet élément vy
de E.

Proposition 2.2.1 §i f est scalairement p-intégrable, lapplication

& B — R
¥ - [l f0)dy
Q

est une forme linéaire continue sur E', donc un élément du bidual topologique E".
Démonstration.

La linéarite de £ découle immédiatement de la linéarité de la forme de dualité (par rapport

A la premitre variable) et de celle de I'intégrale au sens de Lebesgue des fonctions définies

de © & valeurs dans K. P
B - S N
Pour prouver sa continuite. nous introduisons 'application linéaire . R ”Q AN
B 1% C %\“
voE = L@ 'i..g:‘é\s:;. S A
by ey
Nous allons verifier que ¥ est continue grace au théoreme du graphe fcr?ﬁé;w *i.._L__’_;wa“\\f
Cela revient & montrer que si () )n>; st une suite dans B vérifiant : z;, — =’ et
LL {05,
V) S 2
Tn—0o0
ouz € B'et Z € L{(Q, Z, u), alors ¥(z') = 2
La convergence de z,, vers =’ dans B’ implique en particulier
vw € 0, (g, f(w)) — (&, f(w)
autrement dit
Yw € Q, (U(zh))(w) — (¥(2))(w) (2.18)

Tt—00
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2.2, Intégrale au sens de Pettis

d’autre part comme ¥(z}) converge vers z dans Lk (9, T, 1), on peut extraire une sous-
suite (¥ (], )) qui converge vers z y-p.p sur Q.
On déduit de (2.18) que z = ¥(z) p-p.p sur £,
Autrement dit ces deux applications sont égales en tant qu'éléments de 'espace Lg (0, &, 1),

La continuité de ¥ est ainsi établie.

Cette continuité se traduit par 'inégalite
vz' € B ([T < 1%

ce qui s'écrit encore
[ 16 gy < il

d’ou |

Vo' € E'[6(@)] = | [ (', fdpl < /ﬂ (&, Pl < el

Jo
ce qui établit la continaite de &

O

Remarque 2.2.1 Si f est Bochner intégrable, l'apparienance de & a E" est immdédiale

en écrivant pour toul 2’ € EY,

1@ nau

IA

i (&', ) |du
A
1]
| [ﬂ £l (2.19)

IA

et en notant que par la p-Bochner intégrabilité de f, Jo lflldu est finie (el constonde
relativement & z'). Comme sous-produit de (2.19), notons au passage que la pp-Bochner

intégrabilité de | implique son. intégrabilité scalaire.

Définition 2.2.2 (intégrale au sens de Pettis)

Soit { : @ — E une application scaloirement p-intégrable et § Pélément de E” associd d
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2.2 Intégrale an sens de Pettis

I por

(& 2)pr 1= /Q(:c’,f)d,u

On dit que f est Pettis intégrable si§ € J(E), image canonigue isométrique de E dans

son bidual, autrement dit s1
EVf € E,Vﬂ’)l € FE', (II,I/f>E!'E = f(ﬂ)r:f)gr'Ed;‘J. (220)
Q

On définit alors Uintégrale an sens de Pettis de [ en posant

[ = [ iy (2.21)

Q
Autrement dit, lorsqu'elle existe, I'intégrale au sens de Pettis [, fdu est 1'unique vecteur
vy de E vérifiant

Vo' € B {z',vy) = /ﬂ(x',f)d,u. (2.22)
Notons que si un tel vy existe, il est forcément unique puiisque les formes linéaires continues
sur E séparent les points de E, c'est a dire
si (', ;) = (#, 6;) pour tout z’ € E', nécessairement v; = ;.
Par contruction I'intégrale au sens de Pettis commute avec les formes linéaires continues

puisque lorsque f est Pettis intégrable, (2.22) peut se réécrire

vr' e E, (sn',./s;fd,u) =fn(:c’,f)d,u,. (2.23)

Proposition 2.2.2 L’ensemble des fonctions Pettis intégradles défindes de (0,8, 1) a
valeurs dans E noté P.(u, E) est un espace vectoriel, et lintégrale de Petiis est un

opérateur lindaire de cet espace dans E. De plus pour toute | Pettis-intégrable

Pettis
[ vt < [ 170 e (224)
Preuve de (2.24).
Soit vy = ;‘:mi‘q fdp . Par le théoréme de Hohn-Banach, il existe ' € E' telle que
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2.2. Intégrale ai1 sens de Petiis

(‘If'lyf) = ”Uf“E et “II“EI =1.

Nous avons alors,

Pettis
! / fdulx = {2vp)
- f (@, f)du

1w i

IA

< [ 1l hn
Q
= /Ilflldu < 400
£
O
Remarque 2.2.2 Soil f € P(u, ), on définie la Pettis-norme de [ por
it = s [ 162" i (2.25)
ﬁ"E.BEr
gui est équivalente d le norme
swpll [ faul (226)
EeT JE

En effet.

sup( sup [(z /fdu

EeX ¢ EBEI

sup |z, fn fdu|

%' EB g

= sup [ [{z',fdu)|

! E—EEI Q

= [fll~.-

sup | / fdui
Een E

IA

D‘autre part :

Si on prendr II = {E, ....., E,} une partition de Q par des éléments de T deux a deux
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2.3. Comparaison de I'intégration au seus de Pettis avec I'intégration an sens de Bochner

disjoint, On obtient :

o [ sl = 1S | gl

E;ell

< (', [ Sdu)
Z Lo
S RN RLT
Eel‘[+ Eell- E
= fdu) - fdi)
@ 3 - 2 )
< ZZ%QI@’,LMM)I

avee 111 = {E; : (:L",fEi fdu) > 0}
= {Eh: @ﬁ:jéifdu><:o}

Nous obtenons alors !

sup [(z', [ fdp)| <2 sup 5up /fd,u,
€8 Q 2e€Bg B

| flp, < 2sup II/fdull
EeL E
par conséquent
sup | [ saull < f1s. < 25001 [ sdul
Fer E EeL JE

Théoréme 2.2.3 Une fonction f : [0,1] = E scaluivement intégrable est Petlis inlegrabe
st et seulement st

{&/. ) 7'l = 1}

est uniformement intégrable.

2.3 Comparaison de l'intégration au sens de Pettis

avec ’intégration au sens de Bochner

Théoréme 2.3.1 Soit : & — E une fonction fortement mesurable

a) f est Peltis intégrable si et seulement st il exziste une fonction g bornde fortement
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2.3. Comparaison de l'intégration au sens de Pettis avec I'intégration au sens de Boclhner

mesurable, et une suite (E,) d’éléments de T deuz d deux disjoints, el une suile ()

d'diements de F tels que :

[ss]
f = g + Z mnlEﬂ
n=1

et la série Y oo znp(Ey) converge inconditionnels, et on a

Pettis FPeitis o ‘
L - [ out Y muip )

n=1

b) f est Bochner intégrable si et seulement si la série ) ”, Tnp(En) est absolument

convergente, et on o

Bohner Bohner s
/ fdp = f gdp + z:l?np.(Eﬂ Ey).

E £ n=1L
Pour la démontration de ce théoréme nous avens besoin du lemme suivant.

Lemme 2.3.2 Si f: ) — E est une fonction fortement mésurable, alors :
il existe une fonction g : Q@ — E bornée fortement mesurable el une fonction h: Q — E

fortement mesurable vérifiant

h(E,) = i Tnlg,

n=1
Pour toute famille (Ey,), d’éléments de T deuz 4 deuz disjoint, et (zn) C E, tel que :
f=g+h

Démonstration.

D’aprés le théoreme (1.2.2) de mesurabilité de Pettis, on a f(£2) est un sous ensemble
séparable de F.

Soit (z,,) une suite dénombrahble dense dans f{(2). Soit
: [ n—1 —
En={weQ: flw) €[z, +Bs\ U [zx + Bl }

et

h= i -TnlEn
n=1
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2.3. Comparaison de l'intégration au sens de Pettis avec l'intégration au sens de Bochner

alors h est fortement mesurable d’aprés la définition et

If(w) —h(w) <1,

alors si on prend g = f — h on a g fortement mesurable de plus g est bornée.

Démonstration du théoréme 2.3.1.
a) pour démontrer la nécessité, on pose [ p-Pettis integrable, alors d’aprés le lemme 2.28
et la mesurabilité forte def, il existe g, i : @ — E, g bornée fortement mesurable , A

fortement mesurable, telles que h(E,) = Zznl £, (Ep)p C T deux & deux disjoints, et
n=1

f=g+h Alors:

/Pettis fdp‘ _ z/ |

E w1 ENEx,

= d nlg
z;(/EﬁEng #+an n;w L, dp)

n=

= Z/ gdu-f-z:cnuEﬂE)
Engn

n=1

= fgd,u—l—Zmn,u ENE,).

n=1

Il est claire que la série (z,)nen est incoditionnel convergente.

Pour montrer la suffissance, on prende pour simplifier, u(E,) > 0 pour tout n € N.

Soit & € ¥ alors : 1
[s o] o0
w(E N EL)
(BN E,) = Tnpt(En)——5—
2 =B E) = 3 B =S
et MENER) < 1 pour tout n € N.

(E)

Alors Zmny(E N E,) est inconditionnelle convergente.

n=1

En particulier, pour chaque ' € E', on a : '

oo 1

S 1, 2 W E N B, < oo

n=1
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2.3. Comparaison de Pintégration an sens de Pettis avec 'intégration au sens de Bocliner

et puisque {z', h) est p-integrable, Alors :

@, zap(ENEL)) = Y (@ za)pu(EN En)

n=1 1

z'hdp.

[
|

Par conséquent : h est Pettis p-integrable de plus, f est Pettis p-integrable.
b) Soit f Bochner p-integrable alors f est u-integrable.

Soit g une fonction bornée alors g est Bochner p-integrable, d’olt

f lglldp < oo,
191
ef,

[e0]
f IS 2als, | < o0
0 n=1

puisque les E, sont deux & deux disjoints, On a alors :

|Zalie(En) < 00
1

n=
o0

i.e Y Jlz,||e{En) est absolument convergente.
n=l1

Corollaire 2.3.3 Soit f : Q — F une fonction de la forme :

co
f = Z Tnlg,

n=1

(E,) C & deux & deux disjoints, Alors :

o0
i) f est Pettis intégrable si et seulement si 3 xnpu(En) est inconditionnel conver-

gente, et ona . =
Pettis o
L fdu = Z Tou{ BN Ey)
=1
o0
i) [ est Bochner intégrable si el seulement si ) zou(En} est absolument conver-
=1
gente, el ona : "
Bochner Ll
[ ftu=YmutEn5)
E n=1
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2.3. Comparaison de l'intégration au sens de Pettis avec U'intégration au sens de Bochner

Remarque 2.3.1 Si f: Q — E est une fonction fortement mesurable, Alors :
i) | est Bochner intégrable si et seulement si vy est & varialion finie.

i) Si [ est Pettis intégrable , lo fonction vy peut éire d woriation infinie (mais o-finie).

Proposition 2.3.4 @) Si f : Q — [E est p-Bochner intégrable, alors f est p-Pettis
intégrable.
et

Bochner Pettis :
[ raus [ 1 (2.27)
)

Q2

b) la véciproque est fausse,

Démonstration.
Bochner
a) Posons zp := | fdp.

On a si f est Bochner intégrable, Alors elle est scalairement intégrable,

En effet,

[

G

[Fa

[ D

/ T

o) [ 17t
O

f Bohner intégrable alors f|| f||du est finie, et donc f est scalairement intégrable .
0

IA

IA

En appliquant le corolaire 2.1.4 avec T = z’ et E; = R séparable, On obtient.
\

v 5 , = , Bechner ' L

reL, (-’E,f),u-—'<33, jd,l.-ﬂ)—(lﬂ,llf)
o ke '

Pettis L. .

fdp = vy, ce qui justifie (2.27).

Donc f est u-Pettis intégrable et f
Pour le b) et pour montrer que la réciproque est fausse on donne les contres exemples 1

suivants.
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2.3. Comparaison de I'intégration au sens de Pettis avee 'iutégration an sens de Bochner

2.3.1 Exemples de fonctions Pettis intégrables et non Bochner

intégrables

Exemple 1 :
Supposons que £ est de dimension infinie.
Alors d’aprés le théoreme de Dwvoretzky-Roger‘s il existe une série convergente in-
conditionnelle flmn telle que ilxn” = 0. |
n= n=
Soit {Ay)nen une partition mesurable dénombrable de €2 tel que
©(A,) > 0 pour chaque n € N, et soit f : @ — E définie par :

=3 ;&—)—1,4,.(.)

neEN

Il est claire que

[ fll7. < o0
et
[ = o0

i.e f est Pettis intégrable mais non Bochner intégrable.

Exemple 2 :

Soit Q@ = N, £ = P(N), p est définie par pu({n}) = 27" pour chague n € N, et soit la
fonction f: N — E donnée par f(n) = 2"z,.

Nous avons vy est o-finie mais n’est pas finie.

Alors d'aprés la remarque 2.3.1, f est Pettis-intégrable mais non Bochner intégrable.

Exemple 3 :

Soit F un espace de Banach de dimention infinie. et soit (I2 =[5, 557 )nen une partition

52



2.3. Comparaison de lintégration au sens de Pettis avec I'intégration au sens de Bochuey

de [0,1]. On fixe n € N et on définit f, : [0,1] — E, par :
on
folw) = Z eplyx (w)
k=1
avec :
- E, sont des sous espaces de dimention 2" tel que la distance de Banach- mazur entre
E, et I¥ est 2
w Ty : IZ" — B, telle que la norme de T, est 2 et la norme de l'inverse de T, est 1.
- {e?,k=1,..,2"} les images des vecteurs unités standards
{Up,k=1,..,2"} de IF".

Soit g, : © — E la fonction support de f, sur I3 i.e
gn('w) = 2“fn(2“‘w - 1)1[5!(1!))

On définie la fonction f: X — X par

[o]

Flw) =" galw)lr(w)

n=1
On a f fortement mesurable mais non Bochner intégrable. En effet, Pour N € N

N

[151n 2 3 [ioen
0

n=1] Ip

N
dart =N,
n=1

\Y

IV
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2.3. Comparaison de intégration an sens de Pettis avec intégration au sens de Bocliner

mais f est Pettis intégrable.

En effet, nous avons (z', f) € Ly(R) pour tout 2’ € E’. Pour 2’ fixé dans B(X") On a

[1tz plas -

I

IA

IA

27" Z (4, TUT)|

2™ ZI (Toy, U
.

:Z Ul

2792 =227

27 T

27
IZ

avec : Y, la restriction de z sur E,. Alors

/| fldu =

D’olt la Pettis intégrabilité de f

Example 4 :

> [ 1 e
2%2?‘ =2(/2+1)
n=1

On prend E = {*(N*) et un espace probabilisé (2,5, p) sur lequel on peut défiuir une

fonction f = (fi)isy : @ — (3(N") vérifiant :

FO) = J{w) w = (uadin

JEZ*




2.3. Comparaison de l'intégration au sens de Pettis avec l'intégration au sens de Bochner

wiy = jlg (%)

1

jezr

Nou avons f n'est pas Bochner intégrable. En effet, il suffit de vérifier que f,, | f]ldp = +o0.
Pour cela, introduisons g, := I.(f) = (fi)icicn, ot Il, est la projection orthogonale de
12(N*) sur 2({1, ...,n}).J) est clair que {lgnl| < IIF]-

On va calculer [, [|gni|du pour voir qu'elle tend vers +oo quand n tend vers -+co.

Ce calcul se réduit & celui de Pespérance d'une variable aiéatoire (applications mesurables

d’un espace (E, 1) dans R munie de leur tribu borélienne) positive discréte :

[ lanlidn = [ (b = 3 i = ) (2.28)
Q 0 e
2 s ez
“Hn(u:ﬁ)” = (U'j,n +.F "‘J’j,ﬁ)2 =
0 si n<l|j|
d’of1 en reportant dans (2.28),
[loda= 3 15 =231 — +o0
I | Vi n—-+co

0<lilgn J=

On en déduit que [ ||flldp = +oo et donc que f n'est pas p-Bochner intégrable.

Pour la Pettis-intégrabilité, notons z* = (2} )i»1 un élément quelconque du dual [#(N*)" =
12(N").

En rappelant que pour P'espace de Hilbert [?(N*), la forme de dualité est donnée par
{x', h) = Yoim ety

En particulier on a pour tout j € Z*, {z',u;) = Jx;-
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2.4, Comparaison de l'intégration au sens de Pettis avec Pintégration scalaire

Vérifions d’abord que f est u-scalairement intégrable.

/i Nldu

En cffet,

S la udluf = )
JEE

o0

QCZW%

n—l

< Z$'2) (Z )i < +o0.

n=1 nﬂl

il

Puisque ({(z/,u;}p(f = u;))jez- €5t une famille de réeles, on peut sommer par pacuets

indexés par {—7,7}, d’o

. ’ [
fl fldp = Z(JSGQ- —ja) 5 =0

n=1

Nous venons ainsi d'établir que
ve' e (1% f| Ydu =0=2(0).

Autrement dit, f est p-Pettis intégrable et [ Pettis rin =0

2.4 Comparaison de l'intégration au sens de Pettis

avec l’'intégration scalaire

Dans ce théoréme on donne une condition nécessaire et suffisante pour que les fonc-

tions scalairement intégrable soient Pettis intégrable.

Théoreme 2.4.1 Soit f: & — E une fonction scalatrement intégrable, alors f est Petlis
intégrable si et seulement si :
. ! 1
T;: B — L,
g~ (. ])

est faiblernent® — faiblement continue.

56



2.4. Comparaison de 'intégration au sens de Petfis avec Vintégration scalaire

[
Démonstration.

a) Soit f Pettis intégrable, nous avons :
() = [ D)= (T 2 1),
E

pour chaque E € T et chaque z' € X.

Alors (Ty(.), 1) est faiblement” continue dans X', et pour h € Leo(p) la fonction (Ty(.), h)
est faiblement continue.

On prend une fonction arbitraire g € Leo(#), une suite (z%) C Bg faiblement™ convergent
vers ' un élément positive de .

On définie une fonction simple A € Loo(p) tel que |lg = AllLogn < oo

D’apres la continuité faible” de (T (.), b}, il existe ap tel que : (T (zL), hy—{Ts(z), )] < e

Pour tout a > ag, On a
(Ty(al), g) — {Ty() @)l < WTp(e), g) — {Te(= ) |+ [(Ty(zg), by — (Te(z"), b))
+{Ty ("), by = (Tr(z), g
e+/l Hg——h&dwfl £llg - M
el +2||fil}- |

IA

1A

Donc (Ty(.), g} est faiblement® continue.

b) On prend f scalairement intégrable et on fixe Eek.

Soit v;(E) € E”, on doit montrer que v(E) € E, Pour cela. on montre que v {E) est
faiblement* continue.

Soit z/, — 0 dans la topologie faible* de E', alors Ty(z,) — 0 faiblement dans Lj{), et

(o ) = [ P = [Ty =0
B

E

donc :
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2.4. Comparaison de V'intégration au sens de Pettis avec Uintégration scalaire

Corollaire 2.4.2 Si f : () — E est Pettis u-intégrable, alors : Ty : X' — Li(u) est

faiblement compact

Corollaire 2.4.3 [ :Q — E est Pettis p-intégrable si et seulement si
{z' € ' (', f) = 0 p.pp}

est faiblernent fermé.

Théoréme 2.4.4 Soit f : & - E une fonction fortement mesurable, f est Pettis-
intégrable si et seulement si {(z', f), 2’ € Bg} est relativement faiblement compact

dans Lq(u).

Démonstration.

a) soit f Pettis intégrable, d’aprés le corolaire 5.1, Ty : X* — Lq(u) est faiblement. com-
pact.

b) Puisque f est fortement mesurable on peut supposer E séparable.

Pour montrer que Ty est faiblement*-faiblement continue, il suffit de montrer qu'il est
séquentiellement faiblement’- faiblement continue.

On prend une suite (z}) tel que z, — 2’ faibiement* dans Bg, alors : (z/, f) — (&', [)
simplement, puisque (z,, f) est faiblement relativement compact dans L (u).

Soit. {(z;,_, f) une sous suite de ({z;, f)) convergeant faiblement vers & € L;{u).

On prenant une combinaison convexe des fonction (z,, . f), ¥ € N, la suite (a7, f)

converge vers h en norme de Li(u) et h = (2, f) p.p.p. Alors ({z7, , f}) converge faible-

ment vers (z', f) dans Ly{g). Donc ({z}, f}) converge faiblement vers {z’, /) dans L,{3).

a

On donne un autre théoréme sur la condition nécessaire et suffissante pour la intégration
an sens de Pettis des fonctions fortement mesurables, Pour gela nous avons hesoin des

résultats suivants.
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2.4. Comparaison de I'intégration au sens de Pettis avec lintégration scalaire

Proposition 2.4.5 (Lavalée Poussin)
Un ensemble W C Ly(i) est faiblement relativement compact si et seulement st :

i) W est bornnés.
i) il existe une fonction croissante et conveze @ : [0, 00[— (0,00 telle que :

limfgQ = 00
t—oo 1

et

M = sup [ o1 (w))ldw) < e.

few
Q

Définition 2.4.1 (fonction de Young)
® : [0, 00[— [0, 00| est une fonction de Young si elle est une fonction conveze croissante

tel que :
o(0) =0

Pour chaque ® on définit U'espace d’Orticz L%, s'est Uespace des clusses d’équivalence

des fonctions d valeurs réeles tel que :
JECORES
o

pour tout k > 0 (dépendant de f).

On définit la norme de L® par :

1/ lle = sup{ /ﬂ J(w)g(w)(dw) - /ﬂ ¥ (g w)])el) < 1},

avec U est la fonction complementaire de ® auz sens du Young.

Théoréme 2.4.6 Soit f : @ — E une fonction fortement mesurable, f est Pettis

intégrable si et seulement si il existe une fonction de Young ® tel que :
(X', fy € L®(n)

pour chaque ' € E' et

lim (I)—(Q =0
{—o0

Corollaire 2.4.7 Soit f : Q@ — E une fonction fortement mesurable, si p > 0 tel que :

(X', 1) € Ly(n), pour chaque o' € E', Alors f est Pettis intégrable.
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2.4. Comparaison de I'intégration au seus de Pettis avec Iintégration scalaire

Théoréme 2.4.8 Soit f : Q@ — E une fonction fortement mesurable et scalairement

intégrable, si E ne contient aucun isomorphe de Cp, alors f est Pettis intégrable.

Démonstration.

D’aprés le théoréme 2.27, il suffit de prendre une fonction [ : Q@ — E de la forme

= Z Tnlg,
n=1

avec B, € (t deux & deux disjoints. Alors

St aau(Ea) = [ 1)l < oo

n=1 0

el donc

Z xm”’(En)
n=1

est faiblement inconditionnelle de Cauchy.
Puisque F ne contient aucun isomorphisme de Cy, alors 3 zn est convergente, 1.e J est
Pettis intégrable.

g

2.4.1 Exemples de fonctions scalairement intégrables et non Pet-

tis intégrables

Cet exemple montre que l'inverse est faux.
Exemple : Soit
10, 1] — (o
i — f(t)= (21]2-1|1](1‘.),221]2—2‘9-11(1‘.), ...,2“1]2—1-2—1.-1-1](‘.6), o)
On prend 2’ = (oq, 02,....) €C* = Ly.
Alors

o
(:C’: f) = Z an2n1]2—n‘2—»n+1]
n=1
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2.4. Comparaison de intégration au sens de Pettis avec Vintégration scalaire

el

il

o = O -

2" g g-ntty|dps

e

]I(m’, Neye
0

3
Il
—

|an2"|1|2—"n‘g-n+1|d;.t

gk

3
[
—

)8

1
|Q‘n2“|/]]2-n'2--.+1ldy,
0

3
1]
—

lal2” ([0, 1)NJ27", 27™4))

I
Me

3
Il
-

low|2*p(27,27"))

I
NgE!

2
I

)8

Jan| < 0.

]
n

Alors (#/, f} € Ly i.e [ est scalairement u-intégrable.

D’autre part : il est cleire que pour chaque E € &

/ Fdp = (2u(EA2 1)), 220 ENJ272, 27Y), . 2Pu(Bj2 7. 27 ), )
E

En particulie, pour 5 =}0, 1]
/fdy. — (11,1} £Co
E

.i.e f n'est pas Pettis intégrable.
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Chapitre 3

Existence de sélections continues

pour une muli-application a valeurs

dans PL([0,1]).

Introduction.

Dans ce chapitre nous allons construire une sélection continue d’une multi-application
semi-continue inférieurement, & valeurs fermées décomposables dans PL([0,1}).

Ce résultat généralise celui de [27], pour le cas d'une multi-application semi-continue
inférieurement, & valeurs fermées décomposables dans Li;([0, 1]).

Rappelons tout d’abord q'une famille K C PL([0,1]) de fonctions définies sur ([0, 1], £, 1)

est dite décomposable si, pour tout
wveEK et A€S: ula+v(l—14) €K

ou 14 est la fonction caractéristique de I'ensemble A.

Cette notion est dans un sens, similaire & la convexité, mais il existe aussi des différences

majores.

Cependant, dans plusieurs cas, la condition de décomposabilité est un bon remplagant de

la, convexité.
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3. Existence de sélections continues pour une muli-application & valeurs dans PL([0,1]}.

Un ensemble décomposable a été consideré pour la premiere fois dans le champ d’ana-
lyse multivoque, par Antosiewicz et Cellina [5], en relation avec le probleme d’existence
d’une selection continue pour une multi-application continue & valeurs non nécessairement
CONVEXES.

1l existe plusieurs résultats dans 'analyse multivoque ol la convexité peut étre rem-
placée par la décomposabilité, certains de ces théorémes seront considérés par la suite
[27], [13], est une version décomposable du théoréme de sélection de Michael théoréeme

1.4.1, pour une multi-application semi-continue inférieurement 4 valeurs convexes.

Définition 3.0.2 Soit ([0,1],T,n) un espace mesuré positif, v © T — [ une mesure

vectorielle. v est dite u-continue si (lign OV(A) = 0, pour tout A € L.
m —

Définition 3.0.3 Soit ([0,1],Z, ) un espace mesuré positif, v : & — E une mesure
vectorielle. La variation de v est la fonction non-négative |v| dont la valeur sur un

ensemble B € ¥ est donnée par
p|(E) = sup>_|lv(A)],
T Aenm

ott le suprémum est sur toutes les partitions m de E' contenant un nombre fini de d’adhérents
deuz o deuz disjoints de X.

Si [v]([0,1]) < oo, alors v est une mesure de Variation bornée.

Proposition 3.0.9 Soit u: £ — R une mesure vectorielle dénombrable additive

(1 = (1, s 1))

Alors il existe une famille {As Yoep,1) de sous ensembles mesurables de [0,1] tel que
(i) A C Ag pour a < 3,
(i) 1(As) = o([0, 1))

Démonstration.
D'aprés le corrolaire 1.9.11 on peut construire une famille d’ensembles A, satisfaisant (%)
et (#) pour o = 2%, neN k=0,..2"

En effet, D*aprés le corrolaire (1.9.11), pour B arbirtraire dans £, il existe A € ¥ tel que
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3. Existence de sélections continues pour une muli-application & valeurs dans PL([0,1]).

A C B et u(A) = 1u(B).

On prend B = [0,1} et A} un sous ensemble de B mesurable tel que

u(A}) = zu(B) = 30(0,1)

On prenant. A? = [0, 1]\ A], on obtient
2 1 1
u(AT) = 5u(B) = 5u(l0.1)).
Supposons que les ensembles AE sont définis pour m=1,.,netk=1,..,2" tels que

p(Ak) = (3)"u((0. 1)

En applique une deuxiéme fois le corrolaire 1.9.11 sur A% en prenant I'ensemble mesurable

Ak, C A tel que
1
JU(A:;+1) = 5#(142)
Soit Al = Ak, pour l=2k-1l et A, = AR\AE | pour I = 2k.

Donc on définit A, pour [ =1,..,2"*" tel que

(3" u(0.1]).

1

B2 =

.U-(AL-H)
Pour o = 4, en posant
k
— t
Ag =JAL
1=1 :
On obtient (1) et ().

Finalement pour o arbirtraire dans (0,1} on définit

Ac=|J Ag-

fr<o

D’aprés la continuité de la mesure de Lebesgue (i1) est satisfaite.
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3. Existence de sélections continues pour une muli-application a valeurs dans P((0,1]).

Proposition 3.0.10 Supposons que la fonction : s v définie sur l'espuce topologique
compact S d valeurs dans Uespace M {(de tout les mesures vectorielles dénombrables addi-
tives, j muni de lo topologie induite par la norme égale la variation de u) est continue.

Alors pour tout € > 0, il existe une famille d’ensemble mesurables {Ae}oep.y salisfaisant :
(i) Aq C Ag pour a < 8,
(1) |pe(Aa) — ops((0,1])] < € pour tout o € [0,1] et s € S,

(i4) u(Aqs) = a.

Démonstration :

Soit € > 0, {Vi,}spes une famille d’ensemble ouverts définis par
1
Vie = {S € 81 |jts — p1sp] < -2-6}

{Viy}epes est un recouvrement ouvert, de l'espace compact S.

Soient s1,...,8x € S tel que § = V,, U... U V,,. D'aprés la proposition 3.0.9 pour la
MeSUre 17 = (foy, ..., fsy., f4), il existe une famille d’ensemble mesurables {Aa}oepoa tel que
A, C Ag pour tout a < § et {A.) = aw((0,1)} pour tout a € [0, 1]. et on & p(A,) = a.

Pour (i), pour o arbirtraire dans [0,1] et s € S ona

s (A 10, 1) = sl (Aa) = ps:(Aa)]

s (Aa) = apts ([0, 1] + loee, ([0,1])) = evnss([011))

pour s; choisi tel que s € V,,, et done |us(Aa) — ps(4a)| < 3.

1(Aq) = p([0,1]) et done [ps,(Aa) — ape,([0,1])] = 0, c'est & dire (i) est satisfaite.

Proposition 3.0.11 Soit {As}aejo.1) une famille d ‘ensembles mesurables vérifiant :
1) A, C Ag pour tout o < 3.

i) p(Aqs) = o
Soit P: S — [0,1], g : S — PL([0,1]) deux fanctwns conlinues. Alors la multi-application

I(s) = g(s)-1a,,,, est continue.
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3. Existence de sélections continues pour une muli-application & valeurs dans PL([0,1]).

Démonstration.

Soit 8o arbirtraire dans S, pour s € 5 on a

“I(S) - l(sﬂ)”Pe = "g(s)lAP(S) - 9(50)114;:(.0)"}’:: .I

..<... ﬁg(s)lAp(s) - g('SO)lAp(,) HPC + “g(SO)]‘AP(S) - g(sﬂ)]’}\p(,o]llpc

= sup /| 9(50)1ape i
:r,’EB’
(0.1

+ sup / 18" (9(50) Ly = L)

el

i?]
= sup / l{z', (g(s) — 9(80))!@ + sup
eF €T
Ap(s
+ sup / (', 9(s0))|dpt + sup
el . reB JA
AP(G)—AP('O)[ 3
< lg(s) — g(so)llpe + N19(s0) | peti{Ap(sy — Ap(an))
= |lg(s} — g(so)llpe + llg(s0)lipcl P (s) —
P et g sont continues, d’olt la continuité de . *

4

:
1

Lemme 3.0.12 Soit K un ensemble fermé décomposable non vide de P5([0,1]).

Soit \

e(J)(t) := inf{ju(t)|,u € K} ppie€l0,1).

Alors il existe une suite de fonctions u, € K, n € N felles que :

)] 2 )] 2
ielua| \, p.pt €10,1] el e(K)(t) = nli_’ngm|u,,(t)| pptel0,1]

- . 1
Démonstration. ,

/ K, (gs0))

(=", g{so))|dps

(3.1)

¥
D’aprés la relation 3.1, il existe une suite (v,) de K telle que e(K)(t) = ix;i(')]v,l(t)|, p.pl€
. S

0,1).
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3. Existence de sélections continnes pour une muli-application & valeurs daus P ({0, 11).

En prenant u; = ¥, Un41 = Unlp, + Un41(l = 1z,)

avec
T = (&, bun(®)] < lonss (D1},
on a
fen(t) < I {Jr (8], - [umsa (O]} PPt € 0,1],
alors

fur ()] 2 Jua(t)] > -..
e e(])(t) = lim fun(t)]
|

Proposition 3.0.13 Soit K ¢ PL([0,1]) non vide, fermé et décomposable. Alors Jup €
K tel que e(K)(t) = |uo(t)] p.pt €[0,1].

Démonstration.

Soit (u,) une suite d’élements de K tel que (ua) \,
e(K)(t) = lim |u(t)] p.pt€[0,1]-
Considérons la multi-application P définie par :
P(t) = {un{t),n € N} [ B(0,e(K)(1))

P(t) est non vide.

En effet. e(K){(t) = lim |u,(t)|, alors,
n—oQ
Ve > 0,3ng € N:Vn € N n > ng; [ua(t)] — e(K)(t}]| < e

Alors

-+ e(K)(t) < Jua(t)| < €+ e(K}t),




3. Existence de sélections continues pour une muh application & valeurs dans PE({0, 1]}).

ie,
lun(t)| € B(0,€ + e(K}(1)).
Dol
U {u(t)} € B(O, e(X)(2)),
k>np
ie,

{un®} [ B0, € +e(K)(t)) # @

D’autre part P est mesurable p.p.t € [0,1].

En effet, P : [0,1] — R. Soit B un ouvert de R

PYB) = {te€[0,1]: P{{)NB +# &}

= {te(0.]: {u®}NBO,e(K)(1) N B # 2}
= {te(0,1): wW®OINBO,") # 2}

{t € [0,1] : 3ny € N,Vn 2 ng; |un(t)] <}

= [ {te01]: jult)l <r}

k2ng

= Nw'(l-ocr)es

k2ng

P(t) # @ et P mesurable, d’aprés le théoréme d’ervistence de sélections mesurables
théoréme 1.5.16,

Jug € T : up(t) € P(1}, ppte(0,1]

On doit montrer que ug € K.

On fixe 2 € N, pour n € N on prend

T = {t € [0,1] un(t) — wo(t)] < 7},

alors

}1([0, 1]\ U Tn) =

i=1




3. Existence de sélections continues pour une muli-application a valeurs dans Px([0,1]).

En effet, on a ug € p(t) p.p.t € [0, 1] alors up(t) € {un(t)}.
Soit
'Ui(t) = ul(t)lTl + ’lbg(i)lq‘z/;r'l 4+ uﬂ(i)].']'"/uks" T o

puisque u, € K et K décomposable alors v; € K et

wi(t) = uo()] < [(wa(t) — uo(t))Inl + . + Wetn(t) = wo(E)lzasyp g, Tl + -

1
Dol up(t) = limwi(t) ie. ug = limw;. v € K et K fermé alors ug € K, et on a
e(K)(t) = lir{.lo|uﬂ(t)| = limv;(¢) = uo.

]

Proposition 3.0.14 Soient S un espace compact, K : S = Pg([0, 1]) une multi-application
semi-continue inférieurement & valeurs fermdées décomposables.

Alors la multi-application P : S = PE([0,1]) définie pur s € S
P(s) := {v € PL([0,1]} : v(t) > e(K(s))(t) ppt €[0,1]}, Vs€S

est semi-continue inférieurement d valeurs décomposable conveze.

Démonstration.
Il est claire que P est & valeurs décomposables, d’aprés la décomposabilité des valeurs de
K.

Pour la semi-continuité inférieure, on considére A un ensemble fermé de P%([0, 1]).
On doit monter que pour toute suite (s,) de S telle que s, — soet P(sn) C A
alors

P(sg) C A

Soit vy € P(sq) arbirtraire, vg(t) > e(K {s0))(t), d’aprés la proposition 3.0.13 Juy € K (so)
tel que

luo(t)] = e(K (sa)}(t) ppt € [0,1),
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3. Existence de sélections continues pour une muli-application & valeurs dans Pl.([0,1]).

alors

vp(t) 2 uo(t)], p.pt €[0,1].

Puisque K{s) est semi-continue inférieurement, d’aprés le lemme 1.6.3 il existe une suite

(ttn)men de PL([0,1]), avec u, € K(s,) pour tout n € N tel que
fun — uollpe — 0
n—ocQ
Alors la suite (v,) de la forme
va(t) = [un(t)] — vo(t) = |ua(t)l, p.pt€[0.1],

converge Vers vy pour n — oo, et tp € P(sa) C A

En cffet,
un € K(sn) C P}:?([O!II]):
up € K(s0) C Px([0.1}),
v € P(so) € P5([0,1]).
Alors

vn € PE([0,1]).

vo € P(s0), alors vp(t) > |uo(t)| donc va(t) > lun(t)] > e(XK (sa))(t)
Puisque, A fermé, on aura vy € A. v etant arbirtraire dans P(so) et done P(so) C A, par

conséquent, P est semi continue inférieurement.
a

Proposition 3.0.15 Soit K : S = PL([0, 1)) une multi-application semi-continue inféricurement
6 valeurs fermées décomposables et ¢ : 8 — P1({0,1]), ¢ : S — P([0,1]) deux opptica-

tions continues telles que l'ensemble

L(s) = {u € K(s) :[l u(t) — g(s)(®) lpe<li @(s)() llpe: Pt € 0,1}
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3. Existence de sélections continues pour une muli-application & valeurs dans P([0,1}]).

est non vide pour tout s € S, alors la multi-application
L:S =2 PL([0,1])

est semi-continue inférieurement est & veleurs décomposables.

Démonstration.
Daprés la décomposabilité des valeurs de K il est claire que L est & valeurs décomposables.
Pour montrer la semi-continuité inférieure de L, on considére un euscuible arbirtraire F

fermé dans P4([0, 1]), et on montre que pour toute siiite (sn)nen de § telle que

|5 = sollpe —0
n—o0

et L(s,) C F, pour tout n € N alors L(sp) C F.

Soit ug € L(sq), alors up € K (so), d'aprés la semi-continuité inférieure de K, il existe une
suite (i )nen dans PL([0,1]) telle que un € K(sn) et nlerc}oHu" — upllpe = 0.

Sans perdre de Généralités nous pouvons assumer que u,{t), g(sn)(t) et @(sn}(t) convergent
vers up(t), g{s0)(t) et w(so)(t), p.p-t € (0,1} respectivement.

D’aprés le théoréme de Lusin théoreme 1.5.9 et Eg?roﬂ théoreme 1.9.10, pour chaque
i € N, il exist un compact I; C [0,1] que les restrictions des fonctions uy, g(s,) et wlsy)
& I; sont continues et les suites (un), (g(sn)) et (go(snj) convergent uniformément vers o,
9(50), w(so) respectivement.

En supposant

le(so) (£l e < 1

pour t € I;, puisque ug € L{sp), alors
[luo(t) = g(s0)(t)lire < Hlp(s0)(t)ll e

et [un(t) = 9(8n) (1)} = (5 }(t) — [rio(t) — g{50)(t)] —p(s0)(¢) uniformément pour n — oo.

Alors, il existe n; € N tel que pour tout n > n; et pour toul ¢t € J;;

[lua(t) = g(sn)(E)llpe < ll@(sa) (D)l pe
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3. Existence de sélections continues pour une muli-application & valeurs dans P ([0, 1]).

Nous pouvons en plus supposer que n; < 7z < ...

Posons v, = unly, + Waljoy)/r ; POUr Ny < N < Ny, ol wy, sont des éléments arbirtraires
mais fixés dans L{s,) pour tout n € N

i€ [lwa(t) — g(s2)(B)lPe < lig(sn)(D)]ipe PPt € [0,1], pour tout € N.

Alors la suite (vn)nen converge vers uy. |

En effet, Pour n; < n < nyq et pour ' € B nous avons
] -+ P

/I | [{z!, v (t) — ug(t)}|dt < / Kz’ un(t) — wo(t))dt + [ ]<3;','wﬂ(t) — ug())|dt
o) L I l[ll.]]/,’;
< [t @~ [ wnlt) = a6l
Ii J01)/ 8
v (s sl
 ACRCOREOT
< [t v+ [ (el 0
S S CRPEOTE
el
< 1t —wopid [ (et 0 - o)l

+fﬁl.1]/f-' l(:c’,g(sn)(t) — 9(50)(1))[(11

+2 [{ DI

Alors |Jun — ugllpe < [lun = uoll + ||9(sn) = g(s0}ll e + lle(sa) — w50}l pe
D’ot la convergence de (vn) vers ug. |
D’autre part, un, w, € L(s,) C K(s), K(s) étant décomposable, alors v, € L(s,} C F.

Comme F est fermé on aura ug € F.
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3. Existence de sélections continues pour une muli-application & valeurs dans PL({0,1]).

g étant arbirtraire dans L(sg), alors L(sp) C F et par conséquent L est semi continue
inférieurement.

| O
Lemme 3.0.16 Soit K : § = PL([0, 1]) une multi-application semi continue inféreurement

o valeurs fermdées décomposables.

Alors, pour tout € > 0, 1ls eziste deuz fonctions continues
g:S—Pg([0,1])

et
98— Py((0.1])

telle que

llo(s)|ipe < &, pour chague s €S,

et
L(s) = {u € K(s) : [u(t) — g(s)(t}lIpe < lip(s)(t)llpes Pt €[0,1]}

est non vide pour tout s € S.

Démonstration.

On fixe € > 0, soit 54 € §, ug € K(sq) et soit
Puao(s) == {v € P5([0,1])/0(t) 2 e(K(s) — u)(t), ppte[01]}

d’aprés la Proposition 3.0.14, Py, S =3 PE([0,1]) est semi-continue inférieurement a
valeurs fermées convexes.

De plus 0 € Py, (S0} puisque
e(k(so) — up)(t) = inf{Ju(t) — uo(t)], u(t) € K(s0)} =0 p.pte[0.1],

alors d’aprés le théoréme de selection continue de Michael théoreme 1.4.1, il existe une

fonction continue

Pspup 1 O — P}E([Da 1])

73



3 Existence de sélections continues pour une muli-application & valeurs dans PL([0, 1)

telle que
Csouo(S) € Pipup(s), Vs€S

Peono(8)(E) = e(K (s) —uo)(t) ppie(01],

pour tout s € 5, et

WSo‘uo(SD) = {

Considérons la famille

{Vsu,uo;so S S, Ug € K(SQ)}

tel que

£
VS().UU = {S € S; ”‘Pso.uo(s)”}’e < Z}

On a 8y € Vi, €t tes ensembles Vo SONt OuUverts, et donc la famille

{Vm,uo; 8y € Sa Up € K(SU)}

est, un recouvrement ouvert de I'espace compact S, donc on peut construire une partition
finie de 'unité sub alterne A ce recouvrement, Py(s), .., Pn{s).
Soit Vi, tel que P71(0,1]) € Vi, pour i =1,2,.., N.

Alors, pour chaque s € Seti=1,2,.., N, I'inégalité suivante est satisfaite

PsMlgi()®)llee < FRAs) (3.3)

pour ;(§) = Ys;u-

On considére la mesure i, avec les dérivés de Radon-Nikodym (1(s)(), -y on (s)(t))-
Puisque les fonctions ¢; sont continues sur S par ra,i‘)port 3 la norme ||.]| pe. pis €8t conti-
nue dans lespace M (de mesures de vecteur completes nonatomigues avec la topologie

induite par la norm égale & variation de u).
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3. Existence de sélections continues pour une muli-application a valeurs daus P (10,1]).

Alors d’aprés la proposition (3.0.10), il existe une famille {Aa}acp,y d'ensembles mesu-
rables telle que :

(1) Ay C Ap pour o < 3

(i1) Ys(Aa) — aps([0,1))] < L& pour tout s € S, o € [0,1]

et p(Aq) =

On définit les fonctions p et g par :
N

£
99(5) = Z(‘Pi(s) + Z)lAz‘-(s)/ﬂz‘-_l(,)

i=1

et
N
g(s} = ZuilAz,-(s)/Az;_lcs)
i=1
avec Zo(s) = 0 et Zi(s) = pi(s) + ... +pi(s) pouri=1,..N, et s € 5.
Dapres la proposition 3.0.11, g et ¢ sont continues dans S.
On doit montrer que

lle(s)lipe <€

pour tout s € 5.

D'aprés la formule (é4) pour 2’ € B’

[ ehedtid-o [ @l < o

Aq i0.1]

z|

pour tout « € {0, 1]. De plus

f (@, puls)()dt < | I(w’,%(S)(t))dt—Zv;(S)/ (', 0i()(2))dt]
Azi)/ Az, (5) [0.1]

Azy(s)

+ |- /A Zi_l(s)(m’,cpi(s)(t))dwZ,-,_l(s) /{0 J}(m’,(pi(s)(t))dt|

£ (2d8) - Zia(s) / ', il s) (1))

(0,1}
f : £
< (Zils) — Zia(s)) f[] (@ uls) ()] + 55
&
< L

pi(s) /i O+ 5
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3. Existence de sélections continues pour une muh application & valeurs dans PL({0,1]).

D'apres la définition de ¢, on a
[

N
I ) . .
JACERCLEINL JICECCIEE

et d’aprés (3.3)
llo(s)llpe < € pour tout s € S.
Maintenant on doit montrer que L{s) # @ pour tout s € S.

D’aprés la proposition 3.0.13, pour tout s € Seti=1,..N, il existe u € K(s), tel que
]

[ (t) = wt)] = e (K(s) - w) (8), ppL€(0 1]

alors la fonction
N

_ i
Us = Z Usl Az n/Az,_y 0

i=1
appartient & K(s) grace a la décomposabilité de K ().

D'autre part, puisque '

N
£
(p(s) = Z((p‘(-ﬁ’) + Z)lﬂz‘-'{,)/‘qzi_](!)
i=]1

et
i () — w(t)] = e(K (s) — w)(t)
on obtient
lus(t) = g(s)(O)hpe = | Z £(8) = () ag gy, o hPe
= | Ze(}( (5) —wi(t))lay, Azt 1pe
< Z@*(s)(t)l"‘z‘-u)/"zi_nn”Pe
i=1

< lels)()lpe:

Par conséquent u, € L(s), i.e, L(s) #0 '



3 Existence de sélections continues pour une muli-application & valeurs dans P%([0, 1))

Dans ce qui suit on donne le résultat principal de ce chapitre, i.e existence de sélections
continues pour une multi-application Pettis intégrable semi-continue inférieurement a va-
leurs fermées décomposables.

Théoreme 3.0.17 Soit S un espace compact, Soit K : S =3 P([0,1]} une mulit-
application semi-continue inférieurement a valeurs fermées décomposables. Alors, il existe

une sélection continue de K.

Démonstration.
On définit une suite décroissante de multi-applications ¢y, : § = P({0, 1]) semi-continue
infericurement a valeurs fermées décomposables pour tout n=0,1,.....; et deux suites de
fonctions continues gy : $ — PL([0,1)), ¥n: S — PL(0,1]), pour n € N
avec \
1
fin(s)loe < 3.

et

Luni(s) = {u € Ka(s) t unlt) = 6a(8)() el @n(S)(0) s 2L E 0,11}
est non vide pour tout s€ Set n € N.
Pour n = 0 on prend Kp(s) = K(s).

Si pour n > 0 fixé, la multi-application Ky (s) est déﬁl_]ie, alors les fonctions continues gnia

et on41 sont définies, D’aprés le lemme 3.0.16, avec E= 5—,,—1_;3, et pour s € S l'ensemble
Lusa(s) = {1 € Kn(s) - 6(t) = nsr()D2e < [@nrr(8)Dpes popt € 011}
et non vide.
el
1
llens1(s}llpe < DIl

Alors d’aprés la proposition 3.0.15, la multi-application Lay @ § =3 PL([0,1]) est semi-

continue inferieurement & valeurs décomposables. Alors on pent prendre Ky (8) = Lus1(5).
i

1
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3. Existence de sélections continues pour une muli-application a valeurs daus P ([0, 1}).

On a, Kns1(s) C Kn(s) pour tout s€ Setn €N
Soit uf un point arbirtraire de Kn(s).
Puisque Knsp(s) C Kn(s) onaug,, € Kn(s) pour chaque p > 0.

De plus, d’aprés la définition de Lnyi(s) on a pour chaquenetp 20 J'inégalité
l9n(8)(2) — wrp(B)llpe < llon(5)@)llpes PPt € 0,1,

et done

lga(s)(t) = Gnip(s)Dllpe < Ngn(s)(E) = whap(E)lipe + Munp(t) — nap(S)(E)l Pe

< Mlpa(s)(B)lpe + lpn+al(s)(t)llpe
< =4
= on ' onip’

Ceci implique la convergence de gn(s) par rapport & la norme de pettis vers la fonction

continue go(s), de plus

lign(s) = unllee < llen(sMlee

1
n

1A

i.e

llgn(s) — Upllpe — 0
TL=—03

Par conséquent go(s) € Ko(s) = K (s), d’ou go(s) est une sélection continue de K(s).

Ce qui achéve la démonstration.
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Chapitre 4

Application de la Pettis intégration a
la résolution d’une classe d’inclusions
différentielles avec somme de deux

perturbations.

Introduction.
Dans ce chapitre, On donne une application de la Pettis-intégration aux inclusions

différentielles du second order avec des conditions aux limites en trois points, de la forme

a(t) € F(t,u(t),ult)) + H(t, u(t),u(t)), ppte [0,1],

w(0) =0;  u{f) =u(l).
avec 8 €]0,1[, ou F : [0,1] x E x F = E une multi-application a valeurs convexes con-
pactes, Lebesque-mesuable sur [0, 1] et semi continue supérieurement sur £ x L.
H : [0,1]xExE = E une multi-application a valeurs non vides fermées £([0, 1} @ B(E) Q B(E))-
mesurable et semi continue inférieurement sur E x F, et telles que F(¢,z,y} C Ii{t) et
H{t,z,y) C Ta(t) pour tout (t,z,y) € [0,1] x E x E,
avec, pour tout i = 1,2, I'; : [0,1] =3 E deux multi-applications mesurables scalairement

Pettis uniformément integrables, & valeurs convexes uniformement-compactes.
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4. Application de la Pettis intégration a la résolution d'une classe d'inclusions différentielles
avec somme de deux perturbations.

Notre théoreme d'existence généralise le résultat obtenu dans [10}, au cas Pettis.

Ces dernitres années , plusieurs travaux on été consacrés a la Pettis-intégration et ses

applications, nous citons par exemple [71, (3], 4], [16], [29], [34], (38].

On commence par donner deux lemames préliminaires oil nous démontrons quelques
propriétés d'un fonction de Green nous permettant de résoudre notre probléme d’exis-
tence. Voir [7], [10].

Lemme 4.0.18 Soient E un espace de Banach séparable , 6 €]0,1] et soi G [0,1) x
[0,1] — R définie par

-5 & 0<s<H,

Glt,s)={ ~t si t<s<é, (4.1)
t&=l si A<s<

sid<t<f
—s 51 0<s<8,
Glt,s) = fetlcd) 5 f<s <, (4.2)
te=l si t<s<l
i<t <]
Alors .

(i) G(.,s) est dérivable sur {0,1], pour tout s € [0,1], et sa dérivée est donnée par

st 0<s<H,

st t<s<8, (4.3)
3t <5<

oG
ot

|

(t, S) =

tn
1
—

—
|
-

si0<t<f
si 0<s<é,

si f#<s<Ht, {4.4)
) t<s <l
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4. Application de la Pettis intégration 3 la résolution d'une classe d’inclusions différenticlles
avec somme de deux perturbations.

sig<t<1
(ii) G(.,.) et B(.,.) vérifient

oG
sup |G(t,8)| <1, sup |=-(t ) <1, (4.5)
t,5€[0,1) reeioq) OF

Soit f € PA([0,1]) et uy : [0,1] — E la fonction definie par

ug(t) = /01 G(t,s)f{s)ds ,vt €[0,1] , (4.6)

alors on o les résultats suivants

1) ¢ +— uy(t) est une fonction continue de [0,1] vers E, i.e uy € Cg([0,1]).

2) up (0} = 0; up(f) = us(l).
3) La fonction uy est scalairement dérivable, i.e, pour tout ' € E', la fonction scaloire

(z',us(.)) est dérivable, et sa dérvée uy satisfait

1 uf(t+h’)_u.f(t)

tim o, LM 20y )
'aG ,
= 0 _a-i'(ti S)('T’ :f(s))ds
, [18G
= (', A —aT(t,s),f(s)ds)
pour tout t € [0,1] et pour tout z' € E'.
Par conséquent
1
ug(t) = ?g-(t, s)f(s)ds, ¥te[0,1] (4.7)
0 7

et iy est une fonction continue de [0,1] vers E.
4) La fonction iy est scaloirement dérivable, i.e pour tout z' € E', la fonction scaloire
{x',1;(.)} est dérivable, et la dérivée faible de 1y notée iy et égale d f p.p.

Pour la démonstration de notre lemme nous avons besoin du résultat suivant

Lemme 4.0.19 (Grothendieck 1964)
Soit (gn) une suite de fonctions bornées dans L((0, 7)), telle que gn(t) — O ponciucl-

lement, Alors pour toute partie H uniformément intégrable dans Li([0,T)) la suite

)
((gm b)) = ( fo ga(D){1)dt)

converge uniformément vers 0, pour tout he H.
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4. Application de la Pettis intégration a la résolution d’une classe d'inclusions différentielles
avec somme de deux perturbations.

Démonstration du Lemme 4.0.18

1) Soit. f € PL([0,1]), Pour tout z’ € E' la fonction :

(t,8) = G(t, s){z', [(5))

est une fonction de Garathéodory sur [0,1] x [0,1], c’est & dire mesurable par rapport a

5 et continue par rapport a t avec

(Gt )&, FN < 1!, SN
et
1 1
(sl = (& [ Gt 9)f(e)ds) = [ et snas

En effet

pour: 0<t<f<s<1:

el = 180
t{1-s)
1-9
11 - 6)

1-6

IA
—

Alors

1G(t, s){a’, SN < [, (D
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4. Application de la Pettis intégration a la résolution d'une classe d’inclusions différenticlles

avec somme de deux perturbalions.

Pour: 8 <s<t<1l:

Gt,)| =

IA (AN 1A

IA

Alors

f(s—t)+ s:(t -1)

1-8
gt —sy s(1-1t)
T-¢ TT1-6
t—s+1—f
1-68 1-86
l1-—2s
1-8
1.

[G(t, s)(, F(N < {2, [{).

Pour:8<t<s<1i:

1G(¢. 5)l

Alors

1A

IA

Gt )@, SN < 1" S ()]

Par le théoreme de Lebesgue, On déduit que la fonction t — (z',us(t)} est continue sur

[0,1], Vz' € E’. Donc, u; est une fonction continue sur [0,1] dans l'espace faible E, ie.

uy € Cg, ([0,1])
Montrons que u; € Cg([0, 1}).

Puisque f € P£([0,1]), ensemble

{hat () := ', SN Nl < 1}

83



4. Application de la Pettis intégration & la résolution d’une classe d’inclusions différenticlles
avec somme de deux perturbations.

est uniformément intégrable dans Lg({0,1}).
Soit (t,) une suite de points de {0, 1) convergeant vers ¢ € [0, 1].

Nous avons

sup &', us(tn) — us(t))|
I’EEEl

= sup |(a:',/o (G{tn,s)f(s) — G(L, 5)f(s))ds)]

J:'EFE:

lls(tn) = ug (D]

IA

sup [o (Gt ) = G(t, Iz, £(s))]ds

I'EEE:

= sup /: |G (tn, $) — G(t, s)|ha(S)ds.

:C"EEEI'

Comme la suite (v,(.)) = (|G(ta,.) — G(t,.)]) est uniformément bornée et converge ponc-

tuellement vers O grace & la continuité de G(t, 5)), et comme 'ensemble
H = {ho() = [/, SO N2l < 1}

est uniformément intégrable dans Lg([0,1]).
D'aprés le Jemine 4.0.19, on conclut que (v,(.)) converge uniformément vers 0 sur A dans

la dualité (L, L), c'est & dire

1

(Wal ) e (L)) = /0 vn{s)hy(8)ds
converge uniformement vers 0, pour tout hy € H.

Par conséquent

fuslia) = @ = sup [ 16t 5) = Gt hals)ds

:c’EEE:

tend vers 0, d’ot la continuité de uy, i.e. uy € Cg((0,1]).
2) On a uy(t) = [y G(t,s)f(s)ds,

d'aprés la définition de la fonction G, G(0,s) =0, Vs € {0,1] d’ot us(0} =0¢ct

0 190c
us(1) =/0 —sf(s)ds +/9 9(15_ el)f(s)ds = us(6)
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4. Application de la Pettis intégration & Ja résolution d’une classe d’inclusions différenticlles
avec somme de deux perturbations.

3) On doit démontrer que uy est scalairement dérivable, i.e pour tout &' € E', la fonction
scalaire {z,uy} est dérivable.

Nous avons

, uf(t+h)—uf(t)> _ ’lli_rg(a:',/ol G(t-f-h,s}i—G(t,s)f(s)ds)

= rlxi-I% A G(t{h’sﬁ_G(t’s)(z',f(s))ds
1
- [ S s

- @ % (1,9)1(s)ds)

ez, up(t))y = (', 01 8 (t,5)f(s)ds) pour tout ¢ € [0,1).

Comme E est séparable on déduit que

np(t) = fo %—f(t, s) f(s)ds, Vit e [0,1].

Nous démontrons Ja continuité de s en utilisant les mémes arguments de la démonstration

de la continuité de u; et en unant compte du fait que

oG
sup |=-{t,s)})] €1
t‘seigul AL Y

4) On veut démontrer que %y est scalairement dérivable, i.e, pour tout ' € F', la fonction
scalaire {z',%(.)) est dérivable.
Puisque

1
u,(t)=/o %(t,s)f(s)ds, vi € [0, 1]

et d’apres les relations de 2(t,s) on a

(1) = /8 fls)ds + 70 / (s - 1) (s)ds
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4. Application de la Pettis intégration a la résolution d’une classe d’inclusions différenticlles
avec somme de deux perturbations.

pour 0 <t < 6.

D'of, pour tout z’ € E

@ i) = glahis(O)
a 1

- éﬁfxéfﬁws+f%§ REEROLE

_ @Q%Qﬂf@ﬂs+fégﬁ(s—ﬂﬂﬂ@»

= (o', f(t)) ppt€ (0.6l

Soit. (¢!) une suite d’éléments de E' qui sépare les points de E. Alors nous avons

(el i (1)) = (el £ (1))

pour tout n € N et pour p.p ¢t € [0,4].

On conclut donc que iy = f sur [0,6].

On a aussi
1 t 1 .

5o (t) = ——— .y — - :

) = 1 [ (o= O (e + 7 [ (s~ 1)f(e)ds
pour tout § <t < 1.
D'otl1, pour tout ' € E', nous avons :

;. t—0 1-—1
t = C— — it
(@ ig(0) = (&g ft) + T (V)

Par suite 4is(t) = f(t) pp t € [0, 1].

Par conséquent is(t) = f(t), ppt€|0,1]

O

On donne maintenant notre résultat principal dans ce chapitre i.e, l'existence des
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4. Application de la Pettis intégration 4 la résolution d’une classe d’inclusions différentielles
"~ avec somme de deux perturbations.

solutions dans W ([0, 1]) pour Iinclusion différentielle

i(t) € F(t,ult),u(t)) + H(t,u(t), u(t)) pole0,1]

w(0) =0;  u(f) =u(l)

Théoreme 4.0.20 Soit E un espace de Banach séparable, Soit F : [0,1]x ExE =3 £ une
maulti-application & valeurs convezes compactes, Lebesque-mesuable sur (0, 1} et semi conti-
nue supérieurement sur Ex E. Soit H : [0,1)xExXE = E une maulti-application 4 valeurs
non vides fermées, L([0,1] @ B(E) @ B(E))-mesurable et semi continue inférieurement
sur E x E.
Soient pour tout i = 1,2, T : [0,1) = E deuz multi-applications mesurables scalairernent
Petlis uniformément integrables,  valeurs convezes ||.||-compact, lelles que F{(l, z,y) C
Iy(t) et H{t,z,y) C Ta(t) pour tout (t,z,y) € [0,1] x E x E.
Alors Vinclusion différentielle

W(t) € F(t,ult),u(t)) + H(t,u(t),u(t)) ppte€(01],

w(0) =0;  u{8)=u(1).

admet au moins une solution dans Wag((0,1]).

Démonstration.

Etape 1.

On suppose que 0 € T;{t) pour tout ¢ € [0,1] et i = 1,2 quitte & prendre ({0} U I;(4)).
Soit pour tout ¢ € {0,1],

P(t) = I"l(t) + Fg(t)

Remarquons que la multi-application I" hérite les mémes propriétés de I';, I'; Ji.e; I" est me-
surable, scalairement Pettis uniformément intégrable, & valeurs convexes ||.[|-compactes.

En effet, Puisque I'}, Ty sont scalairement Pettis uniformément intégrable, les ensemble
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4. Application de la Pettis intégration a la résolution d’une classe d’inclusions différenticlles

avec somme de deux perturbations.

{{=', T2 (),

2 < 1} et {(z', T2(.)), J&’|| < 1} sont uniforméments integrable dans LE{(0,1]),

on conclut que ensemble .

{@, T Iz €1} = {(@ Do) + Ta( N’ < 1}

et uniformé

intégrable.

= (@ T() + (& T I < 1)

{(&, i) [I=]] < 13+ {(". To()), I='ll < 1}

ment intégrable dans L([0,1]). Dot T' est scalairement Pettis uniformément
I

1

Montrons que I'() est convexe, pour tout ¢ € [0, 1.

Soient z,y € I'(t) et a € [0, 1), alors 3z; € T4 (2), Iz, € Tyt) telque

et 3y € Iy

T=1x+ T2

i

it), Jyg € Ta(t) telque

y=4%+yp 1

az + (1 - &)y = [az + (1 —ajy] + [azz + (1 —~ a)ya]

Comme ', et I, sont & valeurs convexes nous avons a1 + (1~ )y € I'i(t) et aza + (1-

a)ys € I'a(1) alors az + (1 — a)y € ['(t), d'ou la convexité de T'(¢).

D’autre part, I'(¢) est compacte, pour tout ¢ € [0, 1}.

En effet, So
de T'y(¢) et
Comme Iy,

(ynk )neN; k

it (2 Jnen une suite des points de ['(t). Alors, il existe deux suite (yn) de points
(2,) de points de I'y(t}, telles que z, = yn + 2n.
I, sont & valeurs compactes, alors on peut extraire de (Y Jnen UNE SOUS sUILE

€ N qui converge vers y € I'y(t).

et de (2, Jnlken une sous suite (zn,, Jnen, k' € N qui converge vers z € Ta(t).

Alors, la su

1te (Tn,,) tel que Tn, = Yn, + Zn, converlge versz =y + 2z € ['(t)

d’otl la compacité de I'(t).
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4. Application de la Pettis intégration a la résolution d’une classe d’inclusions différenticlles
avec somme de deux perturbations.

Considérons I'inclusion différentielle :
a(t) e (), pptel0,1,
(t) e T(®) (0,1] (48)
On doit montrer que l'ensemble Xr des solutions dans W:‘:,"IE([O, 1]) de (4.8) est non vide
et convexe compact dans I'espace de Banach Cj([0, 1]) muni de la norme |-l
Fn effet, soit

Sf¢ = {f e PL: f(t) e T(1)}

I'ensemble des sélections Pettis-intégrables de I'.

On a 8£° est non vide et séquentiellement compact pour la topologie de la convergence

ponctuelle sur LE & E'. De plus, I'intégrale multivoque :

fol T(t)dt = {folf(t)dt . feste

est convexe compacte pour la norme de E. (Voir (3], [4], [16]).

D'aprés le lemme 4.0.18, I'ensemble Xy des solutions dans W?;lls([()._ 1]) de 4.8 est non

vide et est donné par
1
Xp = {us:[0,1} = E,us(t) = f G(t,s)f(s)ds, ¥te[0,1]; fe€SL)
0

Il est claire que Xr est compact.

Bn effet, si (t,) est une suite de points de [0,1], convergeant vers f € [0,1] on aura

fostn) = us @] = sup Iy () = w0
= s |, [ Glen,)1(5) = Gt ) F(5)s)]
' EB g 0
= s | [ Gltus) - Gl S
< sw | (Gt ) = Gl 118", T(s))ds,
Z'&Bg 0
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4. Application de la Pettis intégration a la résolution d'une classe d’inclusions différenticlles
avec somme de deux perturbations.

et

() — ds(8)] < sup f %~ ) 19° (', T(s))lds,

T EBEJ
pour tout fle SFe.

Comme T est scalairement Pettis-intégrable, Uensemble

{16*(«", Tl Il < 1}
est uniformément intégrable dans Li({0,1]), et les suites (va(.)) := (|G{tn, 3 =Gt ))
et (wn()) = ([ C(tn, )~ %—?(t, ]) sont uniformément bornées et convergeant ponctuelle-

ments vers 0. en appliquant le lemme 4.0.19, on obtient

sup f (Gltass) — G2, 18" (%, T(s))lds

I’EEEr 0

et

cup f 28 1) = 2 (1,918 &1, T s

:I:"EEEI

convergeant vers 0.
Par conséquent Xr et {t; - u; € Xr} sont équicontinus dans Cg([0,1]).

D’autre part, pour chague i € {0, 1],
Xr(t) = {ugt) : vy € Xr}

et

{1f(t) : ug € Xr}
sont relativement compacts dans £ puisque
i
t) C {/ G(t,$)T(s)ds}
0
et

{t(t) ruy € Xp} C {/0 %—?(t,s)f’(s)ds}
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4. Application de la Pettis intégration a la résolution d’une

et {f; G(t,s

En effet, d’
G(t, )T() e

application

On déduit g

Alors Xr(t)
D’aprés le
Cx((0,1]).
Démontron:
Soit. {f,,) u
la. topologie
compact da
qui converge

uniforméme

(s)ds}, {fy Z(t,s)I(s)ds} sont compacts dans B.
wprés les propriétés de la fonction G, On voit bien que les multi-application
t; %(t, )T(.) vérifient les mémes hypotheses qu'on a supposé sur la multi-

().
ue {fﬂl G(i, s

et {iif{t) : uy € Xr} sont relativement compacts dans E.

(s)ds} et {foj 85 (1, s)T(s)ds} sont compacts dans E.

héoreme d'Ascoli-Arzela refl.12, Xr est relativement ||.[|i-compact dans

. maintenant que Xr est fermé dans Ci([0, 1]}.

\e suite d'éléments de SE¢. Comme S£° est séquentiellement compact pour
de la convergence ponctuelle sur L @ E', et la suite (ug,} est relativement
ns Cp([0,1]). on peut alors extraire de (f,) une suite qu'on note aussi (fn)
o(PL, LY ® E'} vers une fonction f € S, et telle que (uy,) converge

nt vers une fonction continue £ € Cp([0,1]). -

La convergence faible de {f,} vers f nous permet d’écrire pour chague ' € E

c'est & dire

En particul

Jim ¢, fa) = ', /)

lim

N=—-00

111'1'1 J,/ jn dS

v, /U £(s)ds)

/ W fuls))ds
1]

ier, pour i = G(¢,.}z’ € E', avec ' € E' et pour tout ¢ € [0, 11, nous avons
1 1
lim (z', / G(t,s)fn(s)ds) = lim / (G(t,8)x', fn(s))ds
TT—00 Jo Tl—'DO. 0

[ 16wo piepas
o, [ 6o
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4. Application de la Pettis intégrétion 3 Ja résolution d’une classe d'inclusions différenticlles
avec somme de deux perturbations.

Comme I'intégrale multivoque fol G(t,s)T(s)ds, (t € [0,1]) est ||.]l-compacte, alors
1
() = ([ G fals)ds)

converge vers ug(.) = fol G(.,s)f(s)ds.

D’autre part, (u,) converge uniformément vers { € CL([0,1}). on conclut alors que
£ = uy, et donc Xr est compact dans CE{[0, 1})-

FEtape 2.

On doit montrer, que pour toutes applications Lebesgue-mesurables
v, w:{0,1] — E,
il existe uné sélection Pettis-intégrable s € ST telle que
s(t) € F(t,v(t),w(t)), pptel0.1].

En effet, v et w étant Lebesgue-mesurables, il existe deux suites de fonctions étagées dans
E, {v,), (w,) qui convergent ponctuellement vers v et w respectivement, pour £ muni de
la topologie de la convergence uniforme.

Comme les multi-applications F(., tn(.), wa(.)) sont Lebesgue-mesurables a valeurs fermées,

alors il existe une suite de sélections Lebesgue-mesurable de F(.,un(.), wn(.)) qu'on note

(8n)-

salt) € F(t,ua(t), wn(8)) C Ta(t); Vt€{0,1]
et donc s, e Sk, vneN.
Or, S est séquentiellement o(P: L& E’)-compaét, d'aprés le théoréme d ‘Bber-Smaudian
Théoreme 1.9.4, on peut extraire de (s,) une suite (sy,) qui converge a(PL, L @ E') vers
une fonction s € ST.

On doit montrer que

s(t) € F(t,v(t),w(t)), ppt € (0,1
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4. Application de la Pettis intégration a la résolution d’une classe d’inclusions différentielles
avec somme de deux perturbations.

Soit (e})yey une suite dense pour la topologie de Mackey 7(E', E).

On applique le théoreme de Banach-Mazur Théoréme (1.9.8) & la suite ({e}, 55,()) Ins
keN.

On conclut lexistence de la suite (z,), 2 € co{{e}, si()) : m 2 n} telle que (z,) converge
fortement p.p vers (e}, s(.))-

Soit A C [0, 1) un ensemble Lebesgue-mesurable, comme F(,v(.),w(.)) est mesurable, on
atilisant le lemme de Fafou Lemme(1.8.2) et la semi continuité supérieure de F{t,.,.) on

obtient

n——oo

'[A(ez,s(t))dt = lim /A(e];,zn(t})dt

< limsup/5*(52,F(t,vn(t),wn(t)))dt
A

n—=00

n—=:oae

< /limsupé*(e}z,F(t, un (1), wn(t)))dt
A
= [qé*(efc, F(t,v(t). w(t)))dt.

Alors,
(e, s(£)) < 8*(ep, F(t,v(t),w(t)).ppt € [0,1);Vk €N
D’autre part, grace au lemme (1.5.10) et le corolaire (1.5.13), nous avons
S;lelg[(r’s s(£)) = 8°(a", F(t,0(8), w(t)))] = supl{e, (7)) - & (ef, F(t, u(t), wlth)],
el €

et donc

d(s(t), F(t,u(t),w(t)) = sup [(¢/,s()) — & (&', F(t,v(t), w(t)))]

x'€B g
< sup (@', s()) — 6" (z', F(t,u(t), w(t)))]

z'e k!

= sup[(e}, s(t)) — 6" (g, F (2, v{t), w(1)))]

keN
= 0

Par conséquent s(t) € F(t,v(t),w(t)), ppt€[0,1]

Etape 3.
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avec somme de deux perturbations.

Considérc

définie par

ns la multi-application :

o:Xr = PL0.1))

Bluy) = {v € PL0 1) : (t) € Hltust).i(t)), ppt € [0,11)

On doit montrer que, pour X muni de la norme I.llc:, la multiapplication ¢ admet une

sélection con

tinue.

1l est claire que ® est non vide & valeurs fermées décomposables.

D’apres le tl

est semi con

Soient ug, €

(CE((0. 1),

\éoreme de sélections continues Théoréme 3.0.17, il suffit de montrer que o
tinue inférieurement.

Xr ,vg € ®(ug) et (uy,) une suite dans Xr convergeant Vvers ug, dans

I Hle)-

Grace & 1a thesurabilité de H(.,uz,(.), 4z, (.)) pour tout n € N, et & la compacité de ses

valeurs, la m

Qn(t)

ulti-application : @, : [0,1) = E définie par

= {w € H(t,up, (8), 40, (8)) ¢ w = wo()ll = dlvo(t). Bt vy, (£, ir, (1))}

est mesurable & valeurs non vides fermées.

Alors d’aprés le théoréme d’existence de sélection mesurable Théoreme 1.5.16, pour tout

n € N, il existe une application mesurable vy, : {0,1] — E telque v,(t) € (a(t), pour tout

t € [0,1], c’est a dire va(t) € H(t, up, (2),uy, (1)) et

lim
n—aod

D'ou (v,) co

Comme H(t

Uﬂ(t) - UD(t) ” = n“_.ntod(vo(t):H(tr u;n(t’)ﬂafn(t)))

< lim_e(H (b ugolt) i (8), Bt s (1), 7, 1)) = 0

nverge simplement vers vy.

,z,y) C [i(t) pour tout (¢,7,y) € [0, 1} x E x E, la convergence est forte
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dans P%([1,0]).

En effet, pour t € [0,1]

lim [va(8) —w(t) | = lim sup,/[J (', v, (t) — wo(t))ldt

n—-m=uoo Pe n—00 x’EE

= lim suprfﬂ |(z', va (t)) — (2, volt))|dl

e z'eB

¥n, va(t) € [1(t) et T est scalairement Pettis uniformément intégrable, alors les ensembles
{{z/,val)) 2"l < 1}
sont uniformément intégrables, dans L{[0,1]), pour tout n € N, d'ou :

lim | vn{t) — vo(t) }|3|e = supfu lim (2, v (t)) — (&, vo(t))|dt

n—eo aeB JO TP
= 0
On obtient alors la semi continuité inférieure de .
En appliquant le théoréme d'éxistence de sélections continues, Théoréme 3.0.17, on ob-
tient, pour Xr muni de la topologie de la convergence uniforme, l'existence d’une appli-
cation continue ¢ : Xp — PL([0,1]) telle que w(u) ¢ ®(u), pour tout u € Xr cest a
dire
o(u)(t) € H(t,u(t),u(t)) pptel0,1]
FEtape 4.

pour tout u € Xr Considérons la multi-application ¥ : Xr = Xr définie par
W(u) = {v € Xr: 9(t) € F(t,u(t), u(t)) + e(u)(t) .p.ptL € [0, 1}

T (u) est non vide, en effef, d'aprés I'étape 2 et puisque p(u) & SEe pour tout w € Xr.
P P ry |

pour toute sélection mesurable s de F'(.,u(.), u(.)) I'application
g:=s+¢(u)
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est dans SEe, puisque g(t) = s(t) + (.p('u)(t)) e I1(t) + Pz(t) = T'(t), pour tout ¢ € [O, 1).
Alors, application v telle que v(t) = fol G(t,5)g(s)ds est dans U (u).

1
D’autre part ¥(u) est convexe, en effet, soit vy, vy € (u), a € [0,1],

in(t) € Pt ult), () + p(u)(t) p.p sur(0,1]

5a(1) € F(t u(t), ilt)) + o(w)(t) pp surl0,1]

1 (t) = p(u)(t) € F(t,ult), u(t)) pp surl0, 1]

ia(t) — plu)(t) € F(t, u(t), u(t)) g;'np sur(0,1] ._

Comme F(¢,u(t), %(t)) est convexe, en aura :

(s () + (] = @)ua(t) —p(u)(t) = (an () + (1~ o)u(®)’ -
(asp(u)(t) + (} — a)p(u)(t)
= a(ii(t) - plu)(t)) + (1 - a)(5a(0) — p(u) 1)
€ F(t,u(t),u(t))
i.e

i

(o () + (1 - a)ua(t)) € Flt,u(t), i) — w(u)(2)

alors '
|

av () + (1 — a)ve(.) € U(u)

d'ot la convexité de ¥(u).
.
Nous avons aussi, pour tout u € S{, U(w) est compacte, puisque si on considere nne

suite (v,) de ¥(u), on aura '
1 '
un(t) = / G(t, s)in(s)ds, Vi€ [0,1]
0
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avec ii,(s) € ['(s), i.e. U, € SF°.

Puisque S£° est séquentiellement o(PL, LY @ E')-compact, d’aprés le théoreme d’Eber-
Smulian Théoreme 1.9.3, on peut extraire de (é,) une sous suite qu’on note aussi {in) et
qui converge o(PL, LY @ E') vers f € S£*.

La suite (v,) est relativement compacte, donc on peut lui extraire une sous suite notée
aussi (v, } convergeant uniformement vers v, d’apres le lemme 4.0.18, 4 = [, p.p sur 0.1].

Nous avons

Ba(t) € F(t,u(t), u(t)) + @(w)(t)

et (4,) converge o(PL, Lg @ E'} vers 0.

La semi-continuité supérieure de ¥, nous permet d’avoir
ity - p(u)(t) € F(t,u(t),u(t)), pptel0,1;

Cest & dire v € U(u) et par conséquent ¥{u} est compact pour tout v € Xr
Montrons maintenant la semi-continuité supérieure de ¥, ceci revient & montrer gne son
graphe

gr(¥) = {(u,v) € Xr x Xr:v € V(u)}

est fermé dans Xr x Xr.

Soit (un, v,) une suite d’éléments du graphe de ¥ convergeant vers {u,v) € Xr x Xr.
D’apres le lemme 4.0.18, (u,,v,) converge uniformément vers (u,v), et (i, oy) converge
ponctuellement vers (i, %) pour £ muni de la norme de la convergence uniforme et (tin, Un)
converge o(PL, LY @ E') vers (i, 9).

comme

() — (un) (£} € F(t,un(t), tn(1)). 00t € [0,1],

en utilisant le théoréme de fermeture Théoréme 1.6.5, on obtient
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i.e

i(t) — p(u)(t) € F(t,ult) ut)), ppt€(0.1]

i(t) € F(t,u(t), u(t)) + (u)(t), ppte(0]]

Et donc v € ¥(u), t.e. (u,v) € gr(¥).

Donc gr(¥) est fermé dans Xr x X, par conséquent ¥ est, semi-continue supérieurement.

En appliquant le théoréme du point fixe de Kakutani-Ky Fan Théorgme 1.7.1, on obtient

existence d’un élément u € Xr, tel que U{u) =u

ie

ii(t) € Ft, u(t), u(t})) + p(u)(t), ppt€(0,]]

comme w{u)() € H{t, ult),4(t)), on obtient

Ce qui achéve

i(t) € F(t,ult), alt)) + Hit,u(t),a(t)), ppt€[0,1]

la démonstration de notre théoreme.
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Abstract
Application of Pettis Integration to the resolution of a class
of differential inclusions

The anln of this work is to present some exist:nce solutions for differential
1nclu31ons Firstly, we give a comparison between Pettis integration, Bochner
and scalar ones. secondly, we have proved the existence of continuous selection
for a miultl application with values in P{([0,1])which is the space of the Pettis

integrable mapping defined on [0.1]. Finally we give an application of the Pettis
integration to resolve a differential inclusion in Banach spaces with tree point
boundary conditions of the form () eF(tu(t)a())+ Htu(O.a()), ac. t <[0,1],
wherei’;is a convex valued multifunction upper semi continuous on Ex£ and
His a lower semi continuous multifunction on ZxE, and the assumption that
F(t.x,y)cT,(1),H(t,x,y)cT,(r), where the multifunctions r .r,.[o.] £are

uniformly Pettis integrables.

Résumé
Application de la Pettis intégration 2 la résolution de quelques problémes
d'évolution

Le but de ce travail et de présenter quelques résultats sur la Pettis-intégrabilité.
Au début, on fait une comparaison entre la Pettis intégrabilité, la Bochner et la
scalaire.; En second lieu on construit une sélection continue d'une multi-
application semi continue inférieurement, & valeurs fermées décomposables
dans P, ([0 1]) (L'espace de toutes les applications Pettis intégrables définies sur
[0,1] 2 valeurs dans E). Enfin, on donne une application de la Pettis-intégration
aux mchfsmns différentielles du second ordre avec des conditions aux limites en
trois pmpts de la forme: ii(t) e F(t,u(t),u®))+ H(tudt).u(), ae. t €0, 1], ou Fest une
multi- apphcatlon a valeurs convexes compactes, semi continue supcrieurement
sur ExEjet Hune multi-application a valeurs non vides fermées, semi continue
inférieurcment sur ExE, telles que F(ixy)cT, (6),H(t,x,y)c T, (s)avec
r,.r, o, !]"‘ deux multi- appllcanones mesurables scalairement Pettis
uniformément intégrables. o o




