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Introduction

Qui n’a jamais entendu parler des fractions continues ?* Celles-ci ont été étudiées par les
plus grands mathématiciens. On pourra citer notamment Lagrange, Galois, Fermat, Euler,
Liouville et bien d’autres encore. Aussi, la théorie des fractions continues est déja bien avancée
et ses applications ne manquent pas. Pour vous en convaincre, il vous suffit d’ouvrir un livre
quelconque traitant de la théorie des nombres.

Un théme trés important dans la théorie des nombres est de trouver les solutions ration-
nelles des équations diophantiennes telles que y? = 23 — 7, 2 + > + 22 =4, - - - etc. Ce qui
nous conduit & étudier la caractérisation des nombres rationnels et des nombres irrationnels,
telle que : la périodicité, I'algébricité et la complexité du développement.

La fagon dont les nombres algébriques irrationnels peuvent étre approchés par des nombres
rationnels est une question centrale en analyse diophantienne. Cette problématique est bien
str intimement liée au développement en fraction continue des nombres algébriques irration-
nels.

On sait, par exemple, que le développement en fraction continue d’'un nombre réel irra-
tionnel o est ultimement périodique si, et seulement si, o est quadratique, i.e. racine d’un
polynoéme de degré 2.

Plusieurs auteurs avaient traité la périodicité du développement en fractions continues
réel, voir par exemple les travaux : [1, 2, 3, 4, 5, 6, 21, 28, 35]. Cette propriété est utile

dans des applications en théorie des nombres (approximation diophantienne), en systémes

! Cette question s’adresse plutét a un public ayant quelque peu étudié les mathématiques !
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dynamiques, en géométrie discréte, ou en informatique théorique et méme en physique.

Par contre, il y avait peu d’articles et pas de livres qui traite les propriétés des fractions
continues p-adiques, en citant : [15, 16, 32, 33, 37, 38|.

L’analogue p-adiques des fractions continues réels a été étudié pour la premiére fois
par Mahler en 1934 [32]. Les fractions continues basées sur I'algorithme de Mahler ont été
développés par Schneider ([38], 1968) qui a lissé une trace dans ce domaine, c’est la définition
qui porte son nom, puis par Ruban en 1970 [34].

Enfin, n’oublions pas de citer les fameux travaux de Browkin dans deux articles [9, 1978§]
et [10, 2000], dont il avait donné d’autres méthodes pour définir les fractions continues p-
adiques, ainsi il a caractérisé le développement d’un nombre quadratique.

Schneider dans son article [38] a essayé de traiter le probléme de la caractérisation des
nombres rationnels en termes de leurs fractions continues p-adiques. Bundschuh [17] en 1977
avait aussi participé a la caractérisation des fractions continues p-adiques de Schneider d’un
nombre rationnel.

Trouver un analogue du théoréme de Lagrange dans le cas p-adique est 1'un des aspects
les plus étudiés pour les fractions continues p-adiques. Généralement, il est facile de montrer
qu’une fraction continue périodique représente un nombre rationnel ou un nombre irrationnel
quadratique.

L’objectif de ce mémoire est de présenter des résultats intéressants et des conditions néces-
saires pour étudier la périodicité des fractions continues p-adiques d’un nombre quadratique.
De Weger dans son article [20], a démontré une propriété pour les nombres quadratiques
dans Q,, c’est que un nombre /c = \/m admet un développement en fraction conti-
nue de Schneider périodique. Dans la proposition (3.3.3) nous avons démontré que I'inverse
est vraie, c’est a dire qu'un nombre quadratique qui admet un développement en fraction
continue de Schneider périodique s’écrit /c = \/m .

Ce mémoire se compose de trois chapitres, qui sont organisés comme suit :

le premier chapitre est consacré a I'étude du corps des nombres p-adiques Q,, et leur
compositions pour mieux comprendre les concepts de base de ce corps. nous commencgons
par la définition de la valuation et de la norme p-adique et quelques propriétés, ensuite, nous

allons présenter la construction du corps des nombres p-adiques, réspectivement 1’anneau
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des entiers p-adiques, et de donner la définition du développement de Hensel avec quelques
exemples, terminons par les propriétés analytiques de Q,.

Dans le deuxiéme chapitre nous rappelons les aspects des fractions continues qui sera
utiles dans le chapitre suivant, on pose deux partie pour expose les concepts fondamentaux
des algorithmes des fractions continues. Dans la premiére partie nous étudions les fractions
continues dans le cas réels, ol nous y présenterons plusieurs théorémes et propositions, dans
la deuxiéme partie nous donnons deux algorithmes des fractions continue dans le cas p-adique
(algorithme de Schneider, algorithme de Ruban), et nous regarderons aussi bien & un cas
particulier pour ’étude de la convergence d’une fraction continue de Schneider.

Le dernier chapitre est consacré a 'analogue du théoréme de Lagrange pour les fractions
continues de Schneider d’'un nombre quadratique. On commence par une historique sur la
périodicité, qui comprend quelques résultats générales. Ensuite, on présente 1'étude de De
Weger qui traite le probléme des fractions continues non périodique avec les exemples de
Bundschuch. Enfin, on termine le chapitre par une illustration de notre proposition obtenu

pour I’étude des fractions continues périodiques d’un nombre quadratique.



Notations

Nous utilisons les notations suivante tout au long du travail :

p : un nombre premier, p = 2,3,5,7, - -

7 : I'ensemble des entiers relatifs réels,

7 : 'ensemble des entiers relatifs réels non nuls,
R : I’ensemble des nombres réels,

R, : I'ensemble des nombres réels positifs,

N : I’ensemble des entiers naturels réels,

N* : I’ensemble des entiers naturels réels non nuls,
Q : I'ensemble des nombres rationnels,

Q, : I'ensemble des nombres p-adiques,

Qj, : Pensemble des nombres p-adiques non nuls,
Z,, : I'ensemble des entiers p-adiques,
(P,Q)=1: P et @ sont premiers entre eux,

x|y : x divise v,

vp(z) @ la valuation p-adique de z,

| - |, : la valeur absolue p-adique,

| - | : la valeur absolue usuelle,

[z], : partie entiére p-adique de z,

< x >, : partie fractionnaire p-adique de z,

Gn -Gy’ : écriture en base b,



CHAPITRE 1

Préliminaires sur les nombres p-adiques

Le but de ce chapitre est de présenter la base du domaine p-adique. Nous allons commen-
cer par les définitions et les propriétés fondamentales dans Q, et nous allons ensuite montrer
la construction de Q, et le développement de Hensel . Enfin, nous donnons les concepts pour
les suites et les séries dans Q.

En utilisant les références suivantes : [8, 9, 22, 25, 27, 29, 36].

1.1 Valuation et norme p-adique

Définition 1.1.1. Soit p un nombre premier fixé et x € Z. On définit la valuation p-adique

de x, notée v,(x) par Uapplication v,(x) : Z — N U {400} comme suit :

vp(z) = max{k € N : 2% ez}

et on éerit 1 x = np® tel que n € Z* et p ne divise pas n. Avec la convention que le
mazimum d’un ensemble non borné et +00 ce qui donne v,(0) = +o0.

Ainsi, pourx =3 € Q (aveca € Z et b€ Z* )
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et on écrit : x = np®®) tel que n € Z* et p ne divise pas n.
Proposition 1.1.2. Pour tout z,y € Q, on a :

1) vy(z) = 400 <=2z =0.

2) vp(ry) = vp(x) + vp(y).

3) vp(x +y) = min{vp(z), vp(y)}-

4) Sivy(z) # v,(y) = vp(z +y) = min{v,(z),v,(y) }
Preuve.

1) Par définition on a
vp(2) = +00 <= v,(x) = 1,(0) <= 2 = 0.

2) Soient z,y € Z* telle que : x = np®@, y = mp*»®, comme p ne divise pas n et m.

On a

xy — npvp (x)mpvp(y)

= nmp”p(x)'f‘vp (v) )

Comme p ne divise pas nm , alors

Dans le cas, soit t = —,y = = € Q", on a

a
b
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3) Soient x,y € Q* :

Soit r, s € Z*, on pose 1 = v,(x) et s = v,(y), nous avons :

x=p'(a/b),y = p*(c/d).

telle que a,c € Z, b, d € 7Z* et p ne divise pas ces nombres, nous avons les cas suivants :

(a) Sir = s on trouve

Comme p ne divise pas bd alors v,(x +y) = r.

(b) Sir <s,ona

croep (Gar)

L fad+ p*~"ch)
- P bd

Alors

vp(z +y) =1 =min{v,(z),v,(y)}.

(c) Sir>s,ona

s[4 ._.cC s (ad+p~ch
T+y=p <—+p —)zp — -

b d bd
Alors
vp(z +y) = s = min{vy(z), v,(y)}.
4) D’apreés le cas b) ou c) I'égalité est vérifie. O

Remarque 1.1.3. Soit p un nombre premier on a

v,(1) =0 Vp.
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Définition 1.1.4. Soit K un corps. Une norme sur K est une application | - | : K — R

telle que :
1) 2] =0<=2=0
2) eyl = lelly] Va,y € K.
3) |+ y| <|z|+ |y ( inégalité triangulaire )
Définition 1.1.5. Soit K un corps. On dit qu’une norme | - | définie sur K est non-

archimédienne si elle vérifie la condition :

Vz,y € K; |z + y| < max{|z|, |y|}

Cette condition s’appelle "inégalité triangulaire forte" que la condition (3).

Définition 1.1.6 (La norme p-adique). Soit p un nombre premier, on définit l’application

| lp: @ — R, par -
p U@ s 2 £0
|I|p =
0 st =20
Cette application est une norme non-archimédienne sur Q.
Proposition 1.1.7. Pour tous x,y € Q on a :
1) |z|,=0<=2=0.
2) |$y|p = |=’E|p|y|p'
3) |z +ylp < maz{|zlp, ylp}-
4) Si |x|p # |y|p, alors |:L“ + y|p = mam{|m|p, |y|p }
Preuve.
1) Par définition on a :|z|, = 0 <=z = 0.

2) Pour tout xz,y € Q, on a

’xy’p — p_vp(my)
— p_vp(x)_vp(y)

= p~ (@) p=vr(¥)

= [zlp[ylp-
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3) Pour tout z,y € Q, on a

4+ gl = 5,

D’aprés la proposition (1.1.2), on a

vp(2 +y) = min{v,(z), vp(y)}-

Supposons que v,(z) > v,(y) donc :

min{v,(z),v,(y)} = v,p(y).

Alors :

vp(w +y) > vp(y)
= vz +y) < —vp(y)

= p*”P(‘T+y) < p*”p(y)

= |z +ylp < [ylp.
Et d’autre part :

—vp(7) < —vp(y)

= p_vp(x) S p_vp(y)
= |zlp < lylp

= maz{|z|,, [ylp} = [ylp-

Donec :

|z + y|p < ma${|x|p, |y|p}

La méme démonstration pour v,(z) < v,(y).

4) On peut supposer |z|, < |y|,, on a

|5E + y|p < ma${|x|pa |y|p} = |y|p‘
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C’est a dire :

2+ ylp < [yly (1.1)

Il suffit de montrer que : |y|, < |z +y|, on a

lyl, = |z +y — x|, < maz{|z+ yl,, |z, }

st max{|z + yl,, |z|, } = |z|p, alors |y|, < |z|, est une contradiction avec I’hypothese
alors

ylp < 2+ yly (1.2)

de (1.1) et (1.2) : |z + yl, = |y, = maz{|z|,, ly|,}-
La méme maniére avec |z|, > |y|,. O
Lemme 1.1.8. On a les propriétés suivantes

i) La norme p-adique | - |, prend ses valeurs dans l’ensemble suivant :

{p",n e Z}U{0}

it) Sia,b € Z, alors

a=b (modp")elja—>bl,<p ", Vn>0.

Preuve.
i) Evident a partir de la définition de la norme p-adique.
i) Soient a,b € Z et n € N
=) Sia=b (mod p"), Vn >0 alors Ik € Z:
a—b=kp"

d’ont
|a - b|p = |k|p|pn’p
— pfvp(k)pfvp(Pn)

<p™" Vn
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<=) Si|la—10b|, <p ™ Vn e N alors

’(I . b’p S p—n o p—vp(a—b) S p—n
& —vy(a—b) < —n
< n <wv,(a—0b)

< vy(a—b) —n>0.

a—b=p""Yn ou(pn) =1

vp(a—b)—n+n

=p ny

— pn(pvp(a—b)—nnl)
Comme v,(a —b) —n >0, si on pose k = p»@Y~""n, onak € Z

donc a — b = kp”, alors
a=b (modp"), Vn>0. O

Théoréme 1.1.9 (Théoréme d’Ostrowski). Toute valeur absolue |-| sur Q est équivalente
a l'une des valeurs suivantes :
o La valeur absolue triviale | - |o définie par x =0=|z|p =0 et Vo (z # 0= |z]p = 1).
e La valeur absolue euclidienne | - |« (¢’est a dire la valeur absolue usuelle sur Q).

o La valeur absolue p-adique | - |, pour un certain p premier.

1.2 Construction de Q,

Il est bien connu que le corps Q n’est pas complet par rapport a la valeur absolue usuelle
| - | on complété ce corps par la méthode de complétion connu dans la topologie on trouve le
corps des nombres réels R associeé a la valeur absolue usuelle | - |. En appliquant le méme
théoréme sur le corps Q mais par rapport & la valeur absolue p-adique | - |,, nous obtenons

le corps des nombres p-adique associeé¢ & la valeur absolue p-adique | - |, on le note Q,,.
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Dans ’exemple suivant on va démontrer que le corps Q n’est pas complet par rapport a

la valeur absolue p-adique | - |,.

Exemple 1.2.1. Soit z € Q et 1 < x < p, soit la suite de terme générale y, = aP", d’apres

le théoréme de Fermat-Euler on a

"PD) _1=0 (mod p")

d’ou
|yn+1 — yn|p — |l»p"($p"(p—1) _ 1)|p S p—n
ausst on a
|ym - yn|p = ‘ym —Yn—1 T Ym—1 T+ Ynt1 — yn\p
< ma‘x{|ym - ym—l|p7 Tty ‘yn-i-l - ynlp}
<p"
alors

Im (Y — Ynlp =0

n—-4+oo

la suite (yy,)n est de Cauchy dans Q muni de la norme | - |,.

Supposons que cette suite converge vers y € Q, c’est a dire

y= lim v,

n—-+4o0o

= lim y,q
n—-+00

= lim (y,)"

n—-+0o

:yp

Alors
y—y'=0=y@" ' -1)=0
=y l=1

Cela signifie que y est une (p — 1) racine de l'unité dans Q, donc égale 1.
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D’autre part, on a

ly —xf, =y — 2" + 2" — x|,
< max{ly — xpn|pa |5Epn - m|p}
< |xpn - x|p

<t -1, <1

alors p~»W=%) < 1, sens vp(y —x) > 1, ainsi p divise y — x, cela signifie que y = x

alors, si x # 1 on aura une contradiction, donc y & Q.
Propriétés 1.2.2. Q, est un corps complet non-archimédien.

Preuve.

1. Qp est un corps :
Il est clair pour (Q,,+,-) est un anneau commutatif.
Il suffit de montrer que pour tout z € Q, non nul admet un inverse dans Q,.

Soit (z,,), € Q, une suite de Cauchy de limite x alors :
EI_POO |Zalp = [2|p # 0

donc |z,|, est aussi non nul pour n assez grand, et donc la suite v,(x,) est une suite
convergente dans R, comme il s’agit d’une suite d’élément de Z, elle est constante a

partir d’'un certain rang N € N, on définit une suite y, d’élément de Q par :

0 si n<N
— si n> N
Tn
Pour tout n,m > N on a
. [T _xm|p
9 = Yl = |xn|p|xm’p

de sort que y, soit une suite de Cauchy dans Q, donc elle converge vers y € Q,, et



01.2. Construction de Q, page(15)

comme x,y, =1 Vn > N, alors :

xy = 1.
2. Comme | - |, est une norme non-archimédienne sur Q,, alors Q, est un corps complet
non-archimédien. O]

Définition 1.2.3. L’ensemble des entiers p-adiques est le disque unitaire sutvant :
Zy={a€Qy:la, <1}

Définition 1.2.4 (Corps des nombres p-adiques). Q, est le corps des fractions de Z,,

c’est a dire
a

Qp:{b;aEZpethZ;}

Définition 1.2.5. L’ensemble Z; des éléments inversibles dans Z, se compose des entiers

p-adiques de norme égale 1, a écrire
Ly ={x €ly: |z, =1}

Les éléments de Z, s’appelent les unités, et 7, est le groupe des unités.

Proposition 1.2.6. Tout entier p-adique x € 7, peut étre représenté de maniere canonique
sous la forme :

T = xopvp(Z)7
ot o € Z, est une unité p-adique.
Proposition 1.2.7. Siz € Q et |z|, <1l ona:

VieN,JaeNtelque0<a<p-—1 et|a—m|p§p_i.

Preuve.

Soith@telque:U:% eta€Z,beZ (a,b)=1ona:

p (b)
|x|p:M:pp <1
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d’ott p ne divis pas b alors v,(b) = 0 donc (b,p) =1
alors d’aprés la théoréme de Bézout il existe m,n € Z tel que mb+ np’ = 1,Vi € N,

On choisit a =am,et 0 < a<p—1ona

a
‘a - x|p = |am - g|p

a
= ‘g , lmb — 1|,
< |np'l,
= [nlplp'l
<pl=pr"
D’ou
o — x|, <p*, VieN O

1.3 Développement de Hensel

Dans cette section on va démontrer que chaque élément de QQ, s’écrit sous forme dune

série.

Proposition 1.3.1. Soit x € Q, et ng = v,(x) € Z. 1l existe une unique suite (ap)nez, avec
0 <a, <p tel que la série

E a,p"  converge vers x.

Preuve.

Soit x € Q,,r # 0; posons y = p~ @z, alors
[ylp = [P~ |zl = p*@p @ =1

Comme Q est dense dans Q,, il existe r € Q tel que |y —r|, < |p'],, Vi € N, on déduit de la

proposition (1.2.7) qu'il existe ag € Z tel que :

0<ay<p et |T_a0|p§|pi|p‘
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Ainsi, |y — agl, < |p'], et y —ag = p™yi, avec ny > 1 et |y1], = 1.
De méme, il existe a;, 0 < a; < p tels que y; — a3 = p™2ya, g > 1, et |ya|, = 1.

Alors

n1 412

y=ap+ap™ +p Yo = ag +a1p™ +p"y2, o ng =mng+ne >0y

et par récurrence on peut déterminé une suite des nombres et une suite d’indices
ag, @1, ,a; et ny,ng, - ny, telsque 0<a; <p, 1<j<1n <ng<---<ny.

et

y=ao+ap™ +- -+ aap"t +pty, et ful, =1

alors il existe a;; 0 < a; < p et 7y > 1 tels que y; — a; = p™yiy1 et |yal, = 1.

Et posant n; + n; = n;y1, on obtient
y=ao+ap™ + -+ ap™ +p"ya,

Comme la suite (n;);>1 est strictement croissante, donc lim n; = 400, et
- l—+4o00

i T+1 = | Ti+1 — | 41 —
Jim [Pty lp = lim "y, = lim p 0

l
Yy = lllinoo (ao—i-zlajp j) = Zanp .
]:

n>0

Ou l'on a posé a,, = 0 lorsque n ¢ {0,n,;,j > 1}. Alors

€xr = pvp(x)y — pno Z anpn — Zananrno — Z aifnopi, avec Z =n4+ no. D

n>0 n>0 i>ng

Proposition 1.3.2. Tout x € Q) admet une unique représentation x = p"u oun € Z et u

est une unité dans L.



[11.3. Développement de Hensel page

Preuve.

o FExistence de la représentation :
a
Soit x € Q alors x s’écrit x = 5 aveca € Zp, b € Z;,. On sait que a = aop® et b = bop™
avec ag, by des unités dans Z, et k = v,(a),m = v,(b) € N d’ou

A0 k—m
_p .

bo

Tr =

Qo
bo

e Unicité de la représentation :

— |a0|p — 1
p |b0’P

|u’p =

Supposons que x € Q;; admet deux représentation xz = upk = vp™ avec u, v des unités

dans Z, et m, k € Z, alors

1 m

w ™t = p"F = v, (ww ) = v, (p™F)

=m—k
Or v,(uv™) = 0 car uv™! est une unité, ce qui implique m = k
d’ou I'unicité de la représentation. O

Proposition 1.3.3. Tout x € Q, admet un unique développement sous la forme :

r= Z Tpp"

n>ng
ou 0 <z, <petnyg€Z. Sixy #0 alors ng = v,(x).

Preuve.

Soit z € Q, alors par la proposition (1.3.2) x s’écrit sous la forme :

x =up™ ol nyg € Z et u unité dans 7Z,.

Le développement dans Z, donne :

u:Zanp”, 0<b,<p—-1

n>0
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d’ou

avec Tp = ap_n, €t x, est unique car b,, est unique.

donc u € Z c’est a dire |ul, = 1, d’'ott [z], = p~™°, alors

vp(z) = ny.

o L’unicité du développement :

Supposons, par I'absurde que x admet deux développement différents. Alors il existe

deux suites 0 < x, < pet 0 <y, <p tel que

r= Y wp" =) yup"

n>ng n>ng

on a x = pr@y = p"y alors u = p~"z donc

u = p—no Z xnpn

n>no

§ : m
= Tm4neP

m>0

=T, + Tpgt1D + :Bn0+2p2 + T+ tel que 0 < Ty, <P

Aussi on a

u=p" Y yup"

n>ng

= Z ym-i-nopm

m>0

= Yno + Yng+1P + Yngr2D® + *+* + Yngand™ + -+ tel que 0 < Yppin, <D
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Donc on remarque que

0= (Tng = Yno) + (Trot1 = Yno+1)P + (Tngt2 — yno+2)p2 + o (Trgtn = Ynggn)P" +
C’est a dire

Yng — Tng = (xno+1 - yn0+1)p + ('rnoJr? - yn0+2)p2 + et (xn0+n - ynoJrn)pn + o

=D [(mno—f—l — Uno+1) T ($n0+2 ~ Ynotr2)P + -+ (Tnggn — yn0+n)pn—1 + - }

Donc voila y,, — Zp, =0 (mod p) tel que 0 < z,,,, Y, < p, alors

yn() _mno - O — yn() - Ino

De méme pour

Uno+1 — Tng+1 = (Tng42 — Yng+2)P + (Tng3 — yno+3)p2 + o+ (Tnggn — yno+n)pn71 +

=P [(mno-i-? - yno+2) + (xno+3 - yn0+3)p +eeet (xno—i-n - yn0+n)pn—2 + - ]

Ce qui implique que y,y41 — Tpgr1 = 0 (mod p) tel que 0 < @041, Yng+1 < p, alors

Yno+1 — Tng+1 = 0= Yno+1 = Tpo+1

On répéte le méme travail par rapport aux autres éléments, ainsi y,,+; = Tpyti Vi € N

donc, nous concluons que le développement est unique. O

Définition 1.3.4. Pour un nombre p-adiqgue x € Q, on définit son développement de

Hensel par la série suivante :

ot ng € Z et les a,, sont des nombres entiers entre 0 et p — 1, en particulier a,, # 0.

Proposition 1.3.5. Soit @ € Z,, alors > a,p™ est son développement de Hensel.
n>0
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Proposition 1.3.6. Soit a € Q,, donné par son développement de Hensel

a= Zanp” any # 0 et a, €{0,1,--- ,p—1}

n>ng

alors le développement de Hensel de (—a) s’écrit sous la forme suivante :

—a=p—a)p+ > (p—a,—1)p"

n>ng+1
Preuve.

Soit a = > a,p™ tel que 0 <a, <p—1,0n a

n>ng

lal, = | —al, =p @ =p~™ > 1 alors (—a) € Q, — Z,

On pose —a = > b,p" tel que 0 < b, <p—1donc a+ (—a) =0 alors

n>ng

a; Gy G_1 c Qpgy2  Gpgt1 Qg
+

by by b1 -+ bpyio bngr1 b
- ... 0 0 0 - 0 0 0

alors

Ay +bpg =0 (mod p) = by, = (p — an,)

donc calculons by, +1

ar Qg a_1 o Gpgy2 a}LOH g
+
b1 bo b1 - bpgr2 bugyr D — Gng
= ... 0 0 0 .- 0 0 0

alors



[11.3. Développement de Hensel page@

L+ an11+bpgr1 =0 (mod p) = bpyr1 = (P — angs1 — 1)

calculons by, 42

1 1

ap ap a1 (pot2 Opng41 ng
+

by by b1 o bugre (P—apgr1— 1) p— ap,
- ... 0 0 0 .- 0 0 0

alors

14 angt2 + bpgr2 =0 (mod p) = bpgr2 = (P — angy2 — 1)

de méme méthode calculons le reste on obtient :

—a = (P — Qo) p™ + (p— g1 — L)p™ T+ -+ (p—ag—1)p°+ (p—ar — L)p+ -
=P —ap)p™+ > (p—an—1)p"

n>nop+1

Corollaire 1.3.7. Soit a € Z, , a = Y a,p". Le développement de Hensel de (—a) s’écrit
n>0

sous la forme suivante :

—a=(p—ao)p’+(p—ar—1)p+---

= (p—ap) + Z(p —a, — 1)p", telle que ag # 0

n>1

Proposition 1.3.8. Soita = > a,p" etb= > b,p". Le développement de Hensel de ab
n>ng n>ng
est donné par :

ab = Z cop” telle que ¢, = i arbn_1

n>ng k=ng

Remarque 1.3.9.

1. L’inverse d’un entier p-adique a = ) a,p" est un entier p-adique si ag # 0, ainsi,

n>0
B = 2 = anp" :

n>0
En outre aB = 1 on utilise la proposition (1.8.8) pour calculer les b; telle que a;,b; €

{Ovlaap_l}
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2. Comme

PY anp" #1+0p+0p+---

n>0
le nombre premier p n’a pas d’inverse multiplicatif dans Z,, (Bien sir, p a un inverse

multiplicative dans Q,,, voir l'ezemple (1.5.15)).

Définition 1.3.10. Soit x € Q,. On défini p"Z, par ’ensemble suivante :

P'Z,={re€Q,:z=pa;a€Z,}

1
={reQ:lef= 2}

La partie fractionnaire p-adique

Définition 1.3.11. Comme nous ['avons déja définit, le développement de Hensel d’un

nombre p-adique x € Q, s’écrit sous la forme suivante :

T = Z anp” ot ng =vy(x) € Z

n>ngo
On définit la partie entiére p-adique de x par :
2]y = ) anp" = ap+ asp® + azp® + - €L,
n>1
et définit la partie fractionnaire p-adique par :
0 1
ST = Z anp" = anop™ + an0+1pn0+1 +ota €4 L_J

n=ng

On obtient ainst une décomposition :

T = gnopno + CLno-l—lpno-i_l + - +ap+ glp + a2p2 + a3p3 +

<z>p [z]p
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Remarque 1.3.12. Si < z >,# 0 alors < x >,= ap®, pour les entiers a et k < 0.

On sait que 0 < a,, < p—1, alors

0
0<<z>,= Zanp”<(p—1)2p_”=p

n=ng n>0
Par conséquence, la partie fractionnaire de tout nombre p-adique satisfait
1
<x>,e[0,p[NZ |—|.
p
Remarque 1.3.13. Si x € Z,, alors
<x >p: agp.

Exemple 1.3.14.

Soitx=—-1,p>2:

zl, = =1, =1, =p"=1 alors —1€Z,

1=1+0p+0p*+0p>+--- clest a dire 1=---00001"

D’apres le corollaire (1.5.7) le développement de Hensel de x est donné par :
“l=(p-D+@E-0-1p+(p-0-1p*+-+(p-0-1)p"+-

Alors

Et on écrira :
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page(25)

Exemple 1.3.15.

1
1. Soitx=—etp>2
p

1 _ 1
||, = ’5|p:‘p 1’p:p> 1 alors EGQP_ZP

Donc le développement de Hensel de x donné par :

1 _
—=1p t4+0p"+0p' + .-+ Cest a dire — = ---000.1"
p p
Et on écrira :
1
< 5 >p:

+0p 4 0p P 40+ 0p

Et on éerira :

<1>—1
pk TP Pk
1

_k] =0
p p

, 1
2. Soztx:§ etp>2

1 _ 1
|z, = |§|p: 27, =p"=1 alors B € Zy

On a :
1=14+0p+0p?>+--- cest a dire 1=---0001
et
2=240p+0p>+--- cest a dire 2=---0002

1
OnposeAzaz---agalagp tel que a; € {0,1,--- ,p—1}
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Comme 2A =1 donc d’aprés la proposition(1.3.8) ona :

r P+ 1
QGOEl[p] — GQET[p]
-1
14 2a; + 0ag = 0[p) :ﬁcnzﬂg—m
—1
1+ 2as + Oay + Oag = 0[p] ::chzﬁg_m
Donc
I p+1 p—1
2~ 2 2 P
n>1
Et on écrira :
1 p+1
<= >, =
P 2
3], -T2
— — —p
p n>1 2
Exemple 1.3.16.
Calculons le développement de Hensel des nombres suivants :
1. Soitx =—Tetp="7:
2|, =|-T7:=7"<1 alors —7€Z;

OnaT7=07+17+0T74--- c’est a dire 7T =---0010"

Donc le développement de Hensel de x donné par :

~T7=67+67" +6.7"+---

Alors
~T=6) T
n>1
Et on écrira :
< —=T7>.=0
[—7]7 =6> T

n>1
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2. Soitx=—-Hetp=>5:

2], =] =55 =5"<1 alors —5€Zs

Onab5=05+15+05+--- clesta dires=---0010

Donc le développement de Hensel de x donné par :

—5=45+45% .. 445"+ ...

Alors
—5=4) 5"
n>1
FEt on écrira :
< =5>5=0
(<55 =4) 5"
n>1

Cas général : Dans Q,

—p=(p-1))_p"

n>1

1
3. Soz'tx:—? etp="7

1
=7>1 alors —?€Q7—Z7

2]y = |-
zlp=|—2
p 77

1 1 1 .
o (=2 = ~=...001
On a 7 + ( 7) 0 telle que - 00

D’aprés la proposition (1.3.6) le développement de Hensel de x donné par :
1
—?:(7—1)7—1+(7—0—1)+(7—0—1)7+---+(7—0—1)7"+---
Alors

1 )

i>—1
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Et on écrira :

Cas général : Dans Q,

3
4. Soz’ta::—§ etp=>5

ol = |-

1
< —? > = 6.771 +6

3
=5'=1

3
alors — = € Zs
5 2

2

D’apres le corollaire (1.8.7) on a : =3 =3+ 4.5+ 4.5 + -

Et voir l'exemple (1.3.15) on a :

=34+25+25% 4

N | —

Donc en utilise la proposition (1.3.8), on trouve

Et on écrira :

5
d. Soz'tx:—é etp=>5ona:

1
On pose B = —5 x 3 tel que B = - - -¢zcz¢1¢0° donce d’apres la proposition(1.3.8),

3
—5:1+25+z§+-~

5 =45+452 4455+

1 2
5 =3+35+35 4.



[11.3. Développement de Hensel page

on trouve : )
co = 3.0 — ¢o = 0[p]
g =30+43 = ¢ = 2[5
§ c2=2+34+34+4+0.3 = ¢y = 1[5
c3=5+4+34+34+34403 = c3=1[5]
\
Donc

n>1
Et on écrira :
5
< —=>=0

5 7B
5 n

{——} =25+> 5
2 5 n>1

. 2
6. Soit x = 9 dans Q3 on a :
2=92403+032+-- c’est & dire 2 = ---0002°

9=0403+1.324+033+ -+ clesta dire 9=---0100"

2
Donc 9 =2324031'4+0+034--- car:

-+ 000200 - -- 000100
— -+ 00.02
-+ 000200

= --- 000000

On écrira :

S ol

Nl )

— O N
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Exemple 1.3.17.

1. On a déja vu dans l'exemple(1.3.14) que :

l=—(p-1)> p"=01-p > p"

n>0 n>0
Il s’ensuit que (1 —p) est inversible en tant qu’élément de Z, et son inverse est donné

par la série géométrique suivante :

1-p n>0
Voici quelques exemples numériques :
e p=2:-1=>2"=1+2+2%+...
n>0
1
.p:3:—§:§:wzﬂ+3+3%w~
n>0
1
=17: —— = 1IN =14174+ (17 +---
°p 16 ;0( ) (17)

1
=19: —— = 19" =1+1 19)2 + ...
p=19 = §(9) + 19+ (19)° +

n>0
1
:2:——:§ 23)" =1+2 232 4 ...
°p 3 5 n>0( 3) + 3+( 3) +
1
=31:—— = 3)"=1+4+31+4(31)2+---
® D 30 n§>0( ) +31+ (31)" +

2. On remplace p par p?, on trouve que (1 — p*) est un nombre p-adique inversible et son

développement de Hensel est donné par :

1
1_p2 :ZpZn

n>0
Voici quelques exemples numériques :

1
ep=2:—2=>2"=1+2+2" 4.

3 n>0

1

8 n>0

1

e p=17T:—52 = (A =1+ Q72+ (A7)  + - -
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p=19: — —E (19)? (19)2 + (19)* +
* 360 = )+ (19)

p=23:— —E (23)? (23)% 4 (23)* +
* 528 = )+ (23)

=31: E (31 31)* +
*r 960 )+ @)

3. Soit x = Y app™ tel que ag = 2, a2, = 1,a2,+1 = 3, on aurra donc :
n>0

1+3
x:2+2p2n+23p2”+1:2+1 P
n>0 n>0 -bp

Voici quelques exemples numériques :

e p=2:x=2+> 24 S ol = __

n>0 n>0

3

b p:3:x:2+232n+232n+1:_

n>0 n>0 4
131
o p=1Tia =24 LT+ T AT =
n>0 n>0 72
331
e p=19: =2+ Y (19 + Y (19)H =
nZO n>0 180
493
e p=23:1x=2+4 > (23)"+ > (23)"" = —
n>0 n>0 264
913
o p=3lir=2+ T EUM + T E) = 1
n>0 n>0 480

1.4 Propriétés analytique des nombres p-adique

Théoréme 1.4.1. La suite (a,), dans Q, est de Cauchy si,et seulement si,

im |ap41 — anlp, = 0.

n—-+oo

Preuve.

=—>)Soit (ay), est une suite de Cauchy alors :

Ve>0dno e NVn,m e N,n,m>ng = |ay, —a,|, <¢
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Posons m=n+1
Ve>0dno € NVn e Nyn > ng = |apy1 — anlp <€

Alors :

lim |ap41 — anl, =0

n—-+00
<) Supposons que :

lim |ap41 — anl, =0
n—-+00

Cest a dire :

Ve>0dno e NVne N n>ng= |aps1 —aylp <€

Pour m >n>ngOn a:

’anL_'anb::|(anL_'am—1)+_<ank4,_'am~2>*_"'%_<an+1__an)b <é
< maz{|(am — am-1)|p, [(@m-1 = @m—2)lp, -+, [(an41 — an)lp}

= max{|ag+1 — aglpr, k =n.m —1}.
D’ou
| — anl, < €
Alors (ay,)n est une suite de Cauchy. O

Définition 1.4.2.

1) Soit la série Y a, dans Q,. On appelle la somme partielle de ) ay,, la suite (Sy,), telle
n>0 n>0

que :

Sp=agtar+-+a, =Y a.
=0

La série Y a, est convergente dans Q, si, et seulement si,
n>0

lim S,=S5 (S€Q,)

n——+o00o
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2) La série ) a, est converge absolue dans Q, si,et seulement si, Y |a,|, est converge
n>0 n>0

dans R.

Proposition 1.4.3. La série ) |a,|, est convergente dans R, Alors La série ) a, est
n>0 n>0

convergente dans Q,.

Preuve.
n
Si la série ) |a,|, est convergente alors > |a;|, est une suite de Cauchy. C’est a dire
n>0 1=0

m n
Ve>0dno e NVn,meN;m >n>ny= Z|ai|p_2|ai|p <E
i=0 i=0
Mais, on a
m n m
Z |ail, — Z |ai,| = Z |ail,
i=0 i=0 i=n+1
m
= Z |ai’p <€ (13)
i=n+1
D’autre part on a
m n
[Sm = Sulp = > _a: =D
=0 =0 |p
m
-3
i=n+1 P
m
<3 Jad, (1.4)
i=n+1

D’apres (1.3) on a

|Sm — Snlp < €

Alors : (Sy,), est de Cauchy dans Q, c’est a dire : (5,,), est convergente (Q, complet)

Alors la série ) a,, est convergente dans Q,,. O
n>0

Proposition 1.4.4. Soit (a,)n>0 une suite dans Q,, si liril a, = a dans Q, alors :

AN € NVn > N:|a,l, = |a|p.
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Preuve.
Soit (an), dans Q,. Donc (a,), est une suite de Cauchy dans Q,. C’est a dire : (a,), est

convergente ( car Q, est complet).
Ve>0dnyo e NVn,m e Nym >n > ny = |a, — aylp <e.
D’autre part on a
llamlp — |an|p|p < am — anlp <e.

(lan|p)n est une suite de Cauchy dans R qui est complet, alors (|a,|,), est convergente
dans R

Ve>03ng € NVn e N,n>ng=|lan, — 1|, <¢

Supposons que hIE lan|, # 0, alors

lim |a,|,=1>0

n—-+4o0o

Soit
e=1/2,3N, e N,Vn >N, = |a,l, >1/2 (1.5)

En plus de notre

AN, e NVm >n > Ny = |ay, — aul, < 1/2 (1.6)

D’ou pour n,m > max{N;, No} on a

anly = lam — a0+ aul,
S ma:l?{|am - an‘pa ’Gn’p}

= |an|p

D’aprés (1.5) et (1.6)
Sin=N On a

lamly < lan|, ¥Ym > N. (1.7)
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De méme
lanlp = |an — @m + amlp
<maz{|a, — amlp, |amlp}
= |am|p
Sin=N On a
(axly < lanly ¥m > N, 08

D'ou |an|, = |amlp, Ym > N a partir de (1.7) et (1.8), par passage a la limite quand
m — —+00.
On a:

lan]y = lal, =1
Notre autorisation
lanlp = lanalp = -~ = lal,
D’ou
auly = laly, V0 > N 0

Proposition 1.4.5. La série ) a,, ot a, € Q, est convergente si, et seulement s, lilil a, =
n>0 n—-—4oo

S

n>0

0, de plus on a :

<
p

Preuve.

Si la série Y a, est convergente donc la suite de la somme partielle (S,,),, est de Cauchy
n>0

on a :

lim ‘Sn - Sn71|p =0.

n—-+o00

Et comme a,, = S, — S,,_1, alors :

L Janly =0
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D’autre part : si

L anly =0

Donc :

lim ‘Sn - Sn_1|p =0.

n—-+00

Alors : (S,,), est de Cauchy dans Q, c’est a dire : (.S,,), est convergente (Q, complet), donc
la série ) a, est convergente.

n>0
Pour le deuxiéme cas on a :

1) Si > a, = 0 l'inégalité est évidente.

n>0
2) Si > a, # 0 donc d’aprés la proposistion (1.4.4), on a
n>0
+o0 N
AN eN,Vn>N: Zan = Zan
n=0 D n=0 D
Et, on a

maz{|a,|p,; 0 <n < N} =maz{|a,|, }

Donc d’aprés I'inégalité triangulaire forte, on a

< maz{|an|p;0 < n < N} = maz{|a,|, }. O




CHAPITRE 2

Fractions continues

Dans ce chapitre comme son nom l'indique présente le concept de base des fractions
continues sur deux types différents : le premier type traite les fractions continues dans le cas
réel et dans le deuxiéme type on explique les fractions continues dans le cas p-adique. De
plus, nous allons examiner un cas particulier pour étudier la convergence.

Pour de plus amples informations a ce sujet, on cit les références suivantes : [15, 16, 21, 37, 38].

2.1 Fractions continues dans R

Les définitions et les théorémes de cette section sont pris du livre "théorie des nombres"

de Duverney [21].

Définition 2.1.1. Soient (a,)n>0 €t (by)n>1 deux suites de nombres réels, avec b, # 0 pour

tout n > 1, soient les fractions suivantes :

a a a
ROZCLO;R1:GO+b_1§R2:CLO+—1aQSR3:@0+—1a2§"'
1 b1+b_ by + a3
2 b2_|__

37
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an
R, s’obtient en remplacant dans R, _1, le terme b,_1 par b,_1 + T On aurra :

a
R, =ap+ 1a2
by +

ap—1

Qn,
bn—l + E

S

A cause des divisions, certains termes de la suite R, peuvent ne pas étre définis ; cependant,
on supposera qu’il existe un entier m tel que R, existe pour tout n > m.
La suite (Ry)n>m définie alors une fraction continue; les termes R, sont les réduites de
la fraction continue. On dira que la fraction continue est convergente si la suite R, est
convergente, divergente si la suite R, est divergente. En cas de convergence, la limite R de
R, est appelée la valeur de la fraction continue, et on écrira
a1

a2

an
[

R:CLO+
b1 +
ot

Théoréme 2.1.2. On a pour n > 0 : R, = P,/Q,, ou les suites P, et Q, définies pour
n > —1, vérifient

P,i=1; Q.1=0; Ph=ay; Qo=1;

Pn - ann—l + anPn—2

(2.1)
Qn =0b,Qn_1+a,Q,_o pour n>1.

Théoréme 2.1.3. Pour toutn > 1, on a

Pn@n—l - Pn—lQn = (_1>n71a1a2 7 (22)
—1)7t ceeay

Ry~ Ry, = TN @020 G g et @ 0. (2.3)

Qn@nfl
Théoréme 2.1.4. La fraction continue ag+ a1 a5 est convergente si, el seule-

by + 7
b+

(—1)n_1a1a2 SRR

QnQn—l

ment si, la série de terme général est convergente.
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En cas de convergence, on a

a )" layasy - - - ay,
a0+ 1a2 :&0+Z< ) 12
by + ——

. ap
.‘_"_

b+ -+

a condition que Q,, # 0 pour tout n > 1.

Théoréme 2.1.5. Soient (a,)n>1 et (by)n>1, deux suites de nombres réels non nuls. Alors

les fractions continues

aq 1

Qg et 1

bl + —a Cl + —1
Dot - PR

ol
aiag - - - aap—1 b A204 Q2n, b
Cop = ——— by, €l Copr] = —————— oyt
Q204 * * * Aop @103 - - - Gan41

ont les mémes réduites (on dit qu’elles sont équivalentes). Elles sont donc de méme nature

et en cas de convergence elles ont la méme valeur.

Théoréme 2.1.6. Soit (¢,)n>1 une suite de nombres réels tell que |c,,| > 2 pour toutn > 1, et
1 1
telle que la série Y ———— soit convergente. Alors la fraction continue 1
n>1 |Cncn+l‘ cl -+

1
Cn+"'

S

est convergente.

Définition 2.1.7. Soit ag > 0. On pose ag = co+ by 00 co = [av| ( partie entiére de cg ) et
by € [0,1]. Si by # 0, c’est a dire si ag n'est pas entier, on peut écrire by = 1/aq avec ag > 1
puisque by < 1,Ainsi

1

OéOZCO+—
aq

On recommence avec ay. Si o n'est pas entier, on pose oy = ¢1 + 1/ag, avec ¢; = [a] > 1

(puisque oy > 1 ) et ag > 1. Do
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Le processus se poursuivra tant que o, n’est pas un nombre entier. On obtiendra

1
Qp = C + 1 (24)
-, + 1
Cn—1 + —
grace a l’algorithme
1
ap = cp + : Cn = | (2.5)
Opt1

Deux cas peuvent se présenter : ou bien un des a,, est entier, auquel cas (2.5) s’écrit o, =

1
Cn = o], et (2.4) devient ag = ¢ +

Cl+

1 )
) 1
Cn
alors ag est évidemment un nombre rationnel, puisque tous les ¢;, i € N sont entiers, ou bien

aucun des o, n’est pas entier, auquel cas on pourra écrire (2.4) pour tout n. Nous allons

voir que dans ce deuxiéme cas oy est irrationnel et que la fraction continue

co + 1 converge vers .
c1+ — 1
o

Cn_|_...

Théoréme 2.1.8 (Algorithme des fractions continues). On définit les suites (P,) et

(Qn) par récurrence en posant pour tout n > —1 :

P,i=1; Q.1 =0; FPh=co; Qo=1;

Pn:CnPnfl—i_Pan (26)

Qn =nQno1+ Qn_o pour n>1.
Pour tout n € N tel que ay@Qp_1 — Pr_1 # 0

_ aOQn—2 - Pn—2
OéOanl - Pnfl

Cp =

by
Alors pour tout n > 0, la réduite R,, d’ordre n de oy est égale a la fraction —.
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Proposition 2.1.9. Soient (P,) et (Q,) les suites définies par les relations de récurrence

ci-dessus. Alors pour tout n > 1, nous avons
Pnanl - Pnlen = (_1)n71 (27)

En particulier, pour tout n > 0, P, et (), sont premiers entre eux.

Preuve.
Pour démontrer cette proposition, il suffit de se rappeller les définitions de P, et @), :

Sin=1
PiQo— PoQ1 = (c1Py+ P_1) — co(c1Qo + Q—1)

= C1Ccy + 1— CoC1

=1

qui est bien égal a (—1)*~1. La relation est donc vraie pour n = 1.

Supposons maintenant la relation vérifie pour n — 1 c’est a dire
Pn—lQn—Z - Pn—QQn—l - (_1)n—2

et montrons qu’elle est aussi pour n

PnQn—l - Pn—lQn - (CnPn—l + Pn—2)Qn—1 - Pn—l(CnQn—l + Qn—2)

= n72Qn71 - Pnlenf2

Alors la relation est vraie pour tout n > 1.
Soit m > 1 et soit d > 1 un diviseur commun de P, et @Q,. Alors d divise (—1)""!, donc

d = 1. Donc P, et (), sont premiers entre eux. O

P
Théoréme 2.1.10. La suite des réduites —~ converge vers ag, et on a pour tout n € N :
n

b,
@n

1
< — oubien lim P,/Q, = ao. (2.8)

Q% n—-+00

Qg —
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Notation. Le développement de oy donné par l’algorithme (2.5) est appelé son développe-

ment en fraction continue réguliére. Il est commode de le noter

1
co + 1 :[C(]?Cla"'?CTw”'
a+——71
S
C7’L+. ..
Définition 2.1.11. Une fraction continue infinie [co,c1, -+ ,Cp, - -

existe un entier [ > 0 et un entier k > 0 tel que :

C = C' 1

pour tout k =k Si on pose n =1+ k, la fraction s’écrit :

[00,01,'“ y Clky Cl1,* * ° 7Cnack+1,"']

On note cette fraction :

[617"' 3 Cly Clo15 * ° * 7Cn]

La longueur de la période est n — k = [.

-] est dite périodique s’il

Définition 2.1.12. Un nombre oy est un nombre irrationnel quadratique si, et seulement st,

le nombre oy est irrationnel et racine d’un polynéme quadratique de la forme AX?+BX +C

a coefficients entiers A, B, C'.

On donne ici ’énnoncé des théoréme célébres dans le cas réel :

Théoréme 2.1.13. Le développement en fraction continue est fini si, et seulement si, oy

est un nombre rationnel.

Théoréme 2.1.14 (Lagrange). Un nombre réel a un développement en fraction continue

ultimement périodique si, et seulement si, il s’agit d’un nombre quadratique irrationnel.

Théoréme 2.1.15 (Lamé). Le nombre de termes du développement en fraction continue

d’un nombre rationnel § est inférieur a cing fois le nombre de chiffres servant a écrire le

plus petit des deux entier a et b.



[J2.1. Fractions continues dans R page

Remarque 2.1.16. Nous voyons une premiére différence avec le développement décimal.
Le développement décimal d’un nombre rationnel est fini ou périodique. Le développement
en fraction continue d’un nombre rationnel est toujours fini. Une deuxiéme différence réside
dans le fait que le développement décimal n’est pas toujours unique, alors que le développe-

ment en fraction continue est unique.

Exemple 2.1.17.

Voici quelques exemples numériques :

, 1124
1. Soit oo = —— :
1124 102995 1
——=14+—=1+—tel = =1
029~ T Iope 't flawe ao=ld
1029 79 1
=— =10+ —=10+ —
avec Q 05 + 95 + o
95 1+ 10 1+
avec g = — = — = —
2779 79 s
79 15 1
e T Ty
16 1 1
avec a4:1—5:1+ﬁzl+a—5 avec oy = 15

donc le développement en fraction continue s’écrit sous la forme :

1124

— =1,10,1,4,1,1
1029 [7077775]

2. Soit . = /3 :
1
\/§:1+(\/§—1):1+a— tel que ap=[a] =1
1

3+1 3—1 1
v3+l o v3-1l L
2 2 Qg

avec o1 =

1
avec agz\/§+1:2+(\/§—1):2+—

a3

3+1 3—1 1

avec OZ3:\/_2+ :1_1_\/_2 =14+ —
Qly

donc nous calculons de la méme maniére on obtient :

V3=1+ : =[1,1,2]
1+ 1
2+
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alors le développement en fraction continue de \/3 est périodique de période 2.

3. Soit a =5 :
1
VE=2+(V5-2)=2+— telque ap=[a]=2
a1
1
avec a; =vV5+2=4+(/5-2) =4+ —
Q2
1
avec a2:\/5+2:4+(\/§—2):4+—
Qs

donc le développement en fraction continue de /5 est périodique de période 1, & partir
du rang 1. Plus précisément a, =4 VYn > 1

Ainsi

LA
4+ 1
44+ —

4. Pour évaluer de fraction continue [—1,1,3,5,7,9] on utilise le tableau suivant, qui res-

semble a ceux de [’algorithme de fraction continue.

Ci 1|1} 3| 5| 7 9

P11 ]-1]0]|-1|-5]-36-329

Qi 0 111] 4] 21 151] 1380

329
Donc on a [-1,1,3,5,7,9] = ~1380 et ses réduites sont —1,0,—%,—%,—%,—%
c’est a dire ) )
1= : 14+ =0
1 ’ * 1
1 1 1 5
A ——=— -1+ = ——
1 ’ 1
1t g 1 1+ —
34—
+ 5)
. 1 o6 1 39
B 1 TR 1 T 1380
1+3—1 1+ ) T
7 1
’ T+ =
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2.2 Fractions continues dans Q,

I existe deux définitions non équivalentes des fractions continues dans le corps Q) res-
semble a la définition d’une fraction continue réelle : la définition de Schneider (|38], 1968)

et la définition de Ruban (|37], 1970) modifie par Browkin ([15], 1978).

Définition 2.2.1 (Schneider). Soit p un nombre premier impair. On dit fraction continue

de Schneider (on labrégé FCS) d’un entier p-adique y, une construite de la maniére suivante :

(670)

1) On mety =yo et Ypi1 =

yn — Qp

2) On choisit ag € {0,1,--- ,p—1} et a, € {1,2,--- ,p—1}, Vn € N*

alors a, = vy(yn — ay) tel que ag > 0 et o, > 0V n € N*.
Pour n > 0 tant que y,, # a,, la fraction continue de Schneider s’écrit sous la forme :
Qg

p
o

p

Yy =ao+

ai +

St y, = a, alors la fraction continue se termine par
n

On explique les fractions continues de Schneider avec précision dans I’algorithme suivant :

Algorithme 2.2.2.

eétape 0 : On pose y = yp.
eétape 0 : On choisit ag € {0,--- ,p — 1} tel que v,(yo — ag) >0

dans cette étape , on retrouve oy = vp(Yo — ao).

(e7) X0
donc y = ag + —.
Yo — Qo Y1

eétape 1 : On pose y; =
eétape 1 : On choisit a; € {1,--- ,p— 1} tel que v,(y; — a1) > 0

dans cette étape , on retrouve oy = vy(y1 — aq).
(071 @Q
donc y = ag + p—al
Y1 —aq a; + —
Y2
eétape 2 : On choisit ay € {1,--- ,p— 1} tel que v,(y2 — ag) > 0

eétape 2 : On pose ys =

dans cette étape , on retrouve cg = vy(Ya — az).
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@0

panfl

eétape n : On pose y, = ——— donc y = ag +

(051
Yn—1 — Qp—1 p

CL1+

- + Qn—1

Ap-1+
Yn
eétape n : On choisit a, € {1,--- ,p— 1} tel que v,(y, — a,) > 0

dans cette €tape , on retrouve oy, = Vp(Yp — ay).

etC’ Ce
Voici quelques exemples numériques, pour se type de fractions :

Exemple 2.2.3.

Soit y = —1 dans Q7, en utilisant ’algorithme de Schneider, on a :

ectape 0 : On pose yp = —1

eétape 0 : On choisit ag = 6 tel que v;(=7) =1>0 car

—T=6.7T+67"+"

dans celte étape , on retrouve ag = v7(=7) = 1.

7 7
eétape 1 : On pose y; = —<1—¢ = —1 donc —1:6—1—_—1.

eétape 1 : On choisit a; = 6 tel que v;(=7) =1 >0

dans cette étape , on retrouve oy = v7(—7) = 1.

7 7
oétaQeQ:Onposey2:_1_6:—1donc—1:6—|— =

dans cette étape , on retrouve oy = v7(—7) = 1.

eétape n : On pose y, = ] 6:—1 donc —1 =6+ =
S 6+
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eétape n : On choisit a, = 6 tel que v7(=7)=1>0
dans cette étape , on retrouve o, = v7(=7) = 1.

etc; ...

7

6
+6—|—---

Corollaire 2.2.4. Le développement de Schneider de x = —1 dans Q, (p > 2) s’écrit sous

la forme :

—1=(p-1)+ P

(p_1)+ D

(p—1)+

"+(p—1)+.p%

Preuve.

Nous prouvons 1’égalité suivante qui est évidemment équivalente a 1’assertion :

p

y=0=p+ D dans Q, p > 2
(p_1)+ D
p—1)+
.
p
P—1)+—
Onprend : qp=peta,=(p—1)Vn>1
alors
Pflzl, P():p

P =(p—-1)p+p=p
Py=(p—-1p*+p*=p°

P,=p" n>0

D’autre part, comme |Q,|, =1 pour n >0

donc

Alors y =0 O
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Exemple 2.2.5.

3
Soitp=>5,y=—=":
o p > Y 5
3
eétape 0 : On pose yy = —5

‘ . )
eétape 0 : On choisit ag = 1 tel que 1)5(—5) =12>0 car

5
—522.5+1.52+1‘53+---

5

dans cette étape , on retrouve ay = v5(—§) = 1.

5 3 5
eétape 1 : On pose y; = 3 = —2 donc —§:1+—2.
S | B
2

eétape 1 : On choisit a; = 3 tel que vs(—5) =1 >0

dans cette étape , on retrouve oy = v5(—5) = 1.

3 5
eétape 2 : On pose ys = = —1donc —= =1+ )
-2-3 2 3 )
_|._ JR—
—1
oétape 2 : On choisit ay = 4 tel que v5(—5) =1>0
dans cette étape , on retrouve ag = vs(—5) = 1.
) 5 3 5
eétape n : On pose y, = =—1donc —= =1+
= —-1-14 2 5
4+
oy
5
41 2
+ —1
eétape m_ : On choisit a, = 4 tel que vs(—5) =1 >0
dans cette étape , on retrouve o, = vs(—5) = 1.
etc} Ce
3 5
— =1 +
5
2 3+ -
4+
oy
D
4+



[02.2. Fractions continues dans Q, page

Définition 2.2.6 (Ruban). Soit p un nombre premier impair. On dit fraction continue de

Ruban (on l'abrégé FCR) d’un nombre p-adique y, une construite de la maniére suivante :
1

Yn — Qn

1) On mety =yo et Ypi1 =
1
2) On choisit a, € Z [—] NJ0,p[ Vn € N, tel que v,(ag) >0 et
p
vp(a,) > 0Vn € N*
3) ap =<y, >, VneN.

Pour n > 0 tant que y, # an, la fraction continue de Ruban s’écrit sous la forme :

1
Yy =ag+ 1
ay +
A
an + —
: . . . 1
St Y = ay, alors la fraction continue se terminer par —.
Qn

On explique la fraction continue de Ruban avec précision dans ’algorithme suivant :

Algorithme 2.2.7.

eétape 0 : On pose y =y, avec le développement de Hensel y = ; Tpp
n>ng
xn() xn0+1

eétape 0 : On choisit ag =< Yo >p= 1% + ot

+ -+ 2

eétape 0 : Si < yo >,= yo telle que [yo], = 0, alors s’arréte, cela signifie que
le développement de Hensel de x est fini et aussi un nombre rationnel. Sinon

on passe a [’étape sutvant.

1
, doncy =ag+ —.
Yo — Qo Y1

eétape 1 : On choisit a; =< y; >.

eétape 1 On pose y, =

eétape 1 : Si <y, >,= y; telle que [y1], = 0, alors s’arréte, cela signifie que
le développement de Hensel de x est fini et aussi un nombre rationnel. Sinon

on passe a l’étape suitvant.
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1
eétape n : On pose y, = —— donc y = ap + 1
Yn—1 — Qp—1 ay +

Ap—1+ —
Yn

eétlape n : On choisit a, =< Yn >p.

eétape n” : Si <y, >,= y, telle que [y,], = 0, alors s’arréte, cela signifie que

le développement de Hensel de x est fini et aussi un nombre rationnel. Sinon

on passe a [’étape suitvant.

etc} .

Voici quelques exemples numériques, pour se type de fractions :

Exemple 2.2.8.
Soit y = —1, p =717, en utilisant ’algorithme de Ruban, on a :

eétape 0 : On pose yo = —1, avec le développement de Hensel

~1=6+6.7+6.7"+--

eétape 0 : On choisit ag =< —1 >;=6 et [—1]; =6.7+ 6.7 +6.7° + -

1
eétape 1 : On pose y; = —7 avec le développement de Hensel
1 1
5 =67+ 6+6.7+6.7+ - donc —1=6+—.

7
7
. ‘ . 1 48 1 )
eétape 1 : On choisit a3 =< —= >o= - et —= =6.7+6.7"4---
7

1
eétape 2 : On pose ys = — avec le développement de Hensel
1

1
—?:6.7*1+6+6.7+6.72+--- ;donc =1 =6+ o—
71
7
, 4 » 1 48 1 ,
eétape 2 : On choisit ay =< — >7:7 et — =6.7+6.7"+-
7
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1
, avec le développement de Hensel

eétape n : On pose y, = —=
1 1
—?:674+6+67+6ﬁ+-~dmw—1:6+48 i
—+
" 48 1
71
7
; 1
eétape n : On choisit a, =< —= > et [—?} =6.7+6.7+6.7+---
7
etc} e
1
—1=0+75 T
7 -
I8 N
7

Corollaire 2.2.9. Le développement de Ruban de x = —1 dans Q, telle que (p > 2) s’écrit

sous la forme :

Exemple 2.2.10.
3
Soity:—§,p:5

3
eétape 0 : On pose yy = —3 avec le développement de Hensel

3
—5:1+2.5+2.52+~--

eétape 0 : On choisit ay =< —3 >:=1 et [——} =15+25%2+255+...
5

2
eétape 1 : On pose y; = —5 avec le développement de Hensel
2 3 1
——:354+4+45+4§+~-dmc—§:1+ 5

5
5
. ‘ . 23 2 )
eétape 1 : On choisit a3 =< —x >5= r et |—=| =45+45°+---
5
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1
eétape 2 : On pose ys = —5 avec le développement de Hensel
3 1

1
—— =45 +4+45+45"+ . ,donc—§:1+23—1
51
5
, 4 . 1 24 1 )
eétape 2 : On choisit ay =< —x >5:€ et —x =454+45"+---
5

1
, avec le développement de Hensel

eétape n : On pose y, = ——
1 3 1
—5:4.5‘1+4+4.5+4.52+--- donc —5 =1+ 53 T
ERZ! I
—
5 .. 4
24 1
5

1
5
1
On choisit a, =< —x >s5 et [——} =45+45%+4.5% + ...
5

ectape n :
etcf ..
3 1
T3 T
Y 1
+

5 .
Y

-1
Définition 2.2.11. Soit p un nombre premier et R = {0,%1,--- ,:I:pT} C Z. Tout
x € Q, admet un développement unique donné par la formule suivante :

xr = Z anp"

n>ng

ol ng € Z,a, € R pour n > ng et a,, # 0 alors v,(x) = ny.

Nous définssons la partie fractionnaire par l’application suivante

S: Q — Qy

0
T — Z anp”

n=ng
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_ _zlilq7e P
On la note S(x) =< x >, alors S(Q,) =Z [p} ﬂ] 579 [;

: 1 PP
‘est i dire < >,€ 7 |~ m]——,—[.
c’est a dire < x >, [p} 55
Définition 2.2.12 (Browkin). On définit la fraction continue de Browkin (on [’abrége

FCB) par la méme méthode de Ruban, sauf la condition sur les a, est :

aneZB] ﬂ}—

Dans la suite, on va étudier le cas particulier p = 2, nous donnons un algorithme des

)

N3
O |3

[VHEN.

fractions continues p-adiques de Schneider pour ce cas. On donne aussi, une caractérisation

combinatoire d’'un nombre rationnel admet un développement en fractions continues fini.

Algorithme 2.2.13 (]|23]).
Comme a; = 1 pour tout © > 1, la fraction continue 2-adique d’une unité 2-adique est
spécifiée Par la suite des exposants a;. Soit P une suite finie d’entiers a; avec o; > 1. Alors,

la fraction continue défini a partir de la suite P est égal a

1+ 2m +2062+20/3+,,,+2061+013+_,,+2041+Oé3+065+,,,
1+2az_|_2a3+2a4_|_...+2a2+a4_|_..._|_2042+a4+0¢6_|_...

La regle utilisée pour obtenir la fraction est la suivante :

Former une nouvelle suite 2**,2%2 ... Maintenant, créer tous les produits (y compris le
produit vide 1) a partir de cette suite telle que aucun élément avec des indices consécutifs n’est
utilisé. Enfin, additionner tous ces produits. Cela donne le numérateur. Le dénominateur est

obtenu en commencant par la suite oo, g, -« - .

Exemple 2.2.14.

1. Soitay =3, a0 =2, 3 = 1,04 = 5,5 = 2. On a, le numérateur est

1 + 2(11 + 2&2 + 2013 + 2064 + 2045 + 2a1+0£3 + 2a1+0/4
+2&1+a5 + gaztoay + gaz+as + gastas + gaitaztas

=1+2° 422421 4 2° 2% 4 23+1 4 23+5

=571



[02.2. Fractions continues dans Q, page

FEt le dénominateur est

1 + 202 + 203 + 204 + 205 + 2a2+a4 + 2a2+a5 + 2a3+a5
=142+ 2" 420 422 4 2275 4 922 4 o+

=195

Donc le développement en la fraction continue est

- 23 571
22 195
1+ o
1+ 55
+1+22
2. Soit vy = 2,00 = 1,3 = 3. Alors
22 4 14+444+24+8+4x8 47
142 1+2+8 1+2+8 11
23 1+38
1+T

3. Soitalzl,a2:4,a3:2,a4: 1.

On a, le numérateur est
1+21+24+22+21+21+2+21+1+21+4:69

FEt le dénominateur est

1+ 2%+ 22 421 4 241 =55,
Donc le développement en la fraction continue est

- 21 69
24 55

1421

1+

Théoréme 2.2.15. Toutes les fractions continues 2-adique finies sont de la forme ci-dessus.
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Preuve.

Nous prouvons le théoréme par induction.

eétape 1 :
m 21 1+ 2
11
eétape 2 :

201 14201429
1+4+202 1420

1+

eétape n : Supposons que 'opération est vraie pour n — 1. En commencant une étape dans

la fraction continue, nous avons une suite P avec n — 1 éléments, composée d’éléments

Qa, s, - - - . La fraction continue formée a partir de ces nombres est
202
1+ 53
1+
204
1+
e

Ce qui égale &

1—|—20‘2+20‘3—|—---+20‘2+a4—|—---_c

149203 f 204 | ... pQastas | ...

Si on met «y au début de suite P alors la nouvelle fraction est égale

" 200 c+2%d
c/d ¢

Dans I’écriture de ”d”, il n’y a absolument aucune apparence de 242. Ainsi, s’il existe
une apparence de as dans le nouveau numérateur, c’est a partir de ”¢”. Par conséquent,

chaque fraction 2-adique continue est de la forme.

1+201+2a2_|_2113+,,.+2a1+a3+,.,_|_2a1+a3+a5+,,,
14202 4203 4 Qo ...} Qaetas ... | Qaotaatas | ...

Comme il est mentionné dans Section(2.1), il n’y a pas d’annulation des facteurs du

numérateur et du dénominateur. Cela compléte la preuve. O
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2.3 Convergence des fractions continues dans Q,

Soit p un nombre premier impair, et Q,, le corps des nombres p-adiques. Dans cette section

nous considérons la fraction continue de Schneider du type suivant

C’est a dire «,, = 1 pour tout n € N.

Proposition 2.3.1. D’aprés le théoreme (2.1.2), les suites P, et Q, définit pour n > —1,

satisfaits :

Pi=1; Q.1=0; PBh=ay; Qo=1;

Pn = anPnfl +ppnf2

(2.9)
Qn - anQn—l +an—2 pour mn > 1.
Corollaire 2.3.2. Les suites (P,) et (Q,) vérifient les relations suivantes :
Pn Pn—l (_1)n71pn
1) Pour toutn>1; — — =
) Qn Qn—l QnQn—l
Pn Pn—2 <_1)n_2pn_lan
2) Pour toutn > 2; — — =
) Qn Qn—2 QnQn—Q
Preuve.
Pn Pn, -1 n—1,n
1) n 1:( ) pona;
Qn anl Qnanl
PnQn—l - Pn—lQn = (anPn—l + an—Z)Qn—l - Pn—l(anQn—l + an—2)
= p(Pananl - Pnlen72>
= (=" p"
donc pour démontrer (1) il suffit de démontrer le relation suivante :
Pn—QQn—l - Pn—lQn—2 = (_1>n—1pn—1 (210)

On va montrer la relation (2.10) par récurrence :
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Pourn=1:

P_1Qo—FRQ-1=1= (‘1)0170

Supposons que la relation est vrai pour n — 1, c’est a dire

Pn—3Qn—2 - Pn—QQn—S - (_1)n_2pn_2

et montrons pour n, c’est a dire

Pn—2Qn—1 - Pn—lQn—Z - (_1)n_1pn_1

On a,

Pn—ZQn—l - Pn—lQn—Q = Pn—2(an—1Qn—2 + an—?)) - (an—lpn—Z + an—?))Qn—Q
= p(Pn—QQn—?) - Pn—3Qn—2>
n—2 n—2

=—p(=1)""p

— (_1)n71pn71

donc la relation est vérifiée pour n > 1.

2) D’aprés (1) on a

&_P’n—Q_(&_Pn—l)_i_(Pn—l_Pn—Q)
Qn Qn—2 B Qn Qn—l Qn—l Qn—2
B (_1)n71pn (_1)n72pn71

B QnQn—l Qn—l@n—Q
. (_1)n72pn71(_an_2 + Qn)

QnQn—lQn—2
()" (,Qu)
QnanlanQ
B (_ 1)n—2pn—1an
B QnQn72 -

Proposition 2.3.3. Les suites (P,) et (Q,) satisfait les inégalités suivantes :

1) Pour toutn >0; pz < Q, < p".
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2) Pour toutn >0;p2 < P, < p".

Preuve.

On démontre par récurrence les inégalités :

1) Porn=0:0onap’=1<Qy=1<p’=1cestadirel <1<1

Supposons que l'inégalité est vrai pour n — 1, c’est a dire

n—1 _
pz <Quq<pt

et montrons que pour n, c’est a dire

3
E
(VAN
O
3
(VAN
3
3

Donc
P 4pE<Qu<(p—1p o pit
On a
pt <p'T +p?
(p—Dp"t+pt =p
Alors

2) Pourn=0:p"=1<Py=ap<p

Supposons que 'inégalité est vrai pour n — 1, c’est a dire

pT < Py <"
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et montrons pour n, c’est a dire

n+1

b~
w3
A
<0
A
i

Ona: P,=a,P,_1+pP,_. telle que

p'T <P,y <pt

p? <pP,_o <p"

Donc
pT +pE <Py < (p—1)p"+p"
On a
p? <p“T +pi
(p—)p" +p" =p"*!
Alors

Lemme 2.3.4. Nous avons l’inégalité suivante :

an_ﬁn

Q, > >1 2.11
1+41+ -1+
. 1 4p7 1 1 4p'
2 2
Preuve.

Comme Q—l = 07 QO =1let Qn = anQn—l +an—2

On va montrer que le cas particulier telle que a, = 1Vn > 1 c’est a dire

Q=0 +0@ == 2
Pour n =1:
A R
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Supposons que 1’égalité est vrai pour n, c’est a dire

, O[n_/Bn

Q="

et montrons que pour n + 1, c’est a dire

Qn—i—l = o — B
OnaQ,., =Q,+pQ,_, telle que
/ a — ﬁn
o
al_ ﬁﬁ 1
, an— _ n—
Qn—l =
a—p
Donc
, a — 671 an—l _ ﬁn—l
B o (at + pa?) — BB + pB2)
= P
Ainsi que
1 n 2 2 n 4p _1
a o 1+I+4p (Q+T+4p?
1 n j2 2 n 4p _ 1
NI e, e R (Y, e
Alors
, Oén+1 _ ﬁn—l—l
Qupr=————>—
a—p
Donc I'égalité est vérifiée pour n > 1
On revient a la démonstration de I'inégalité (2.11), on a :
’ a™ — 6”
n > - 5
Q2 Q="
Alors
0.> =0 s O
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Définition 2.3.5. Soit p un nombre premier impair, et y € Q,. définit par son fraction

continue de Schneidier

p
Yy=aqo + D
a + D
as +
g
an + L
On peut U’écrire sous la forme :
1
y=co+ 1 (2.12)
c1 + 1
Co +
T
Cp + —

a
2ntl pour n > 0 telle que les deux fraction sont équivalente, c’est

Ot cop, = Qg €l Copg1 =

a dire qu’elles ont les mémes réduites, et la méme nature et méme valeur de convergence.

Remarque 2.3.6. la fraction continue de Schneider (2.12) vérifie les relations suivantes :
Pour toutn>—-1: P1=1,Q_1=0; Fh=cp; Qo =1
1) Pn:CnPn—1+Pn—2

Pour toutn > 1 :
Qn = Cnanl + anZ
2) Pourn>1:

PoQn-1— P,1Q, = (—1)"! (2.13)

Théoréme 2.3.7. Si la suite (¢,)nen véTifie :

) 0 st n pair (2.14)
vp(cn) = .
—1 st n impair

Alors la suite des réduites (R, )nen posséde une limite dans Q,.
Ce théoréeme doit étre une conséquence des deux lemmes suivants :

Lemme 2.3.8. Avec la condition (2.14), on a les égalités suivantes :
i) |Qulp = lerca- - cal, V€ N

i) |Pn|p: |0001---Cn|p Vn e N etcy#0
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Preuve.

On va démontrer les égalités par récurrence :
i) Sin=1ona

O =c1Qo+ Q1 =c1 = |Q1], = |alp

donc I'égalité est vraie au rang 1. Supposons-la vraie pour n — 1 c’est a dire |Q,—1|, =

lc1ca - - - ¢n—1]p, €t montrons 'égalité pour n, on a :

Qn = CnQn—l + Qn—? - |Qn|p - |CnQn—1 + Qn—2|p

et on a aussi

‘Qn—l‘p = |6102 e Cn—1|p
|Qn—2lp = [c1C2- -~ Cnalp

d’autre part

’CnQn71|p = |Clc2 e Cnflcn|p > ’an2|p - |0102 Cp—2|p

En effet
0+ (-1)
vp(crca -+ cn) —vplerca - enz) = vp(cn1) +vp(cn) = ¢ ou =-1<0
(=1)+0
alors

vp(crca -+ cn) < vp(crca - Cp2)

Ce qui implique que

pfvp(clcz---cn) > pfvp(cwg---cn_g)

donc

’chn—l‘p = |ClCQ e Cn—lcnlp > ’Qn—2’p = |CICQ Cp—2|p



[02.3. Convergence des fractions continues dans Q, page

alors

1Qnly = [nQn_t1 + Quslp = [nQutlp = |c1¢2- - Cnl,

donc I'égalité est vérifiée.

it) Sin=1ona

P1261P0+P,1:(3160+1:> ‘Pl‘p: ’Clcg—i‘l‘p ’COCl|p

Car
vp(coc1) = vp(co) + vp(c1) = =1 <0
alors
pivp(cocl) > 1= |C()Cl|p > 1
donc

|P1lp = [coctlp

donc I'égalité est vraie au rang 1. Supposons-la vraie pour n — 1 c’est a dire |P,_1|, =

|cocica - - - ¢n1|p, €t montrons que 1'égalité pour n on a :
P CnPn1+P 2:>|P‘p ’Cnnl—i_Pn 2|p
et on a aussi
’Pn llp |000102 Cn—1|p

|Pn 2|p |COC102 Cn—2|p

d’autre part,

|Cn n— llp |COCIC2 *Cp— lcn|p > |Pn 2’p |COCIC2 *Cp—2 D

En effet, comme dans la question (7)

Up(CochQ s Cn) — ’Up(C()01€2 s Cnfg) = Up(Cnfl) + Up(Cn) =—-1<0
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telle que

vp(cocica - -+ ) < vp(cocica -+ Cpo2)

qui implique que

pfvp(coclcg---cn) > pfvp(coclcg---cn_g)

donc
|Cn n— 1|p |006162 *Cp— 1Cn|p > |Pn 2|p |000102 *Cn—2 P
alors
|P |p |Cn n— 1+Pn 2|p |Cn n— 1|p |COCICZ"'Cn p*
donc I’égalité est vrai pour tout n € N* [

Remarque 2.3.9. Soity € Q,. Sico = 0 alors le développement dey s’écrire sous la forme :

telle que

’Plyp =1, |P ‘p ’0203 Cn|p7 Vn>2

Propriétés 2.3.10. Pour tout n € N* on a :

1) |Q2nlp = |Q2n-1lp =
2) |Qn71Qn‘p:p

Preuve.

Pour k£ € N*

1) Sik=2n,ona:

|Qk"p |01’p‘c2’p|03|pyc4‘p "Canlyp‘C%‘p
=p.lp.l---p.1
=pp---p
—_——
n fois

'

=P
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Donc

|Q2n’p :pn

D’autre part,

|Q2n|p = |Cllp|02|p|c3|p|c4|p e |02n—1|p|02n|p

= |Q2n—1’p|c2n|p

= |Q2n71’p

n

=P

2) Sin=2k+1,o0na

‘QQkQﬂH—l’p = PkpkH
_ kel
Alors
|Qn—1Qn‘p =p" O
.y L nP Py . :
Remarque 2.3.11. Nous considérons la série 0." 0 d’apres la relation (2.13)
i=1 & i—1
on trouve :
. n (_1)1'71
Qn P Qi—1Q;
” N Vi
Proposition 2.3.12. Pour k € N, la série 0.0 est convergente dans Q.
i=kt1 Wi—1i
Preuve.
- G s .
La série > 010 est convergente dans @, c’est a dire le terme générale converge vers
i=kt1 Wi—1i
0:
' (_1)71—1
lim | ———| =0
n—+oo Qn—lQn P
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En effet,
. (=1)nt . 1
hm D um—— = hm S —
n—+00 anlQn p n—+00 ’anlQn|p
1
= lim — =0

n—+oo p"

Remarque 2.3.13. Sous l’hypotheése du critere de convergence du théoréme précédent, la

) ) n (_1)i—1 -1 k—1
série de somme partielle converge vers dans Q,.
z‘:zk;l-l QiQi1 QrQr1 P
Lemme 2.3.14. Pour k € N on a :
1 1
yQr — Prlp = = :
2= Bl = [ lenl, = Terca- crenrly
Preuve.
Soit k < mn, on a
LY Vo G o Vi
Qi Ql, @ H Qo @ & Q|
L ()
=12 o0,
imh QiQi1 »
on passe a la limite
o | Bo_ B — (-1
im |— — —
n—too [Qn  Qkl, i QiQi— )
d’aprés la théoréeme (2.1.10) on a
’ P,
= lim —
Y n—-+00 Qn
alors
Ql, |4z @ |
d’ 5 1 sdcedente 1 - i (_1)i_1 <_1)k_1
aprés la remarque précédente la série converge vers
imi1 Qildic1 QrQrt1
ce qui implique que
‘ P ‘(_1),” 1
[ =
Qrl, [QrQri1l, |QrQri1lp

dans Q,
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d’ou
1 1 1

YQu — Pily = - -
| o R 1o N N EA N Forsssv e

Exemple 2.3.15.
D’apres les exemples précédents on sait que les fractions continues suivantes converge vers

les nombres ;

= ,
1) Pourp=17, on a lir+n — = —1, c’est a dire
7
6+ n—-—00
S
6+ —
P, 3 ,
2) Pourp=2>5, on a nEToo@ =-3 c’est a dire
D 3
bt 5 T2
4 4
e
5
44+ =2
Jr4



CHAPITRE 3

Etude de la périodicité

Dans ce chapitre nous allons étudier la périodicité des fractions continues p-adiques, nous
trouvons un analogue du théoréme de Lagrange pour un nombre quadratique dans le cas p-
adique. On donne d’abord une historique sur la périodicité. Puis, on présente les résultats de
De Weger qui concernent le probléme des fractions continues non périodique. On termine par
notre proposition sur I’étude des fractions continues périodiques d’un nombre quadratique.

En utilisant les références suivantes : [12, 17, 20, 30, 34, 39, 40|.

3.1 Historique sur la périodicité

Tilborghs dans son article [39], a utilisé les résultats de de Weger, pour donné une Condi-

tion nécessaire et suffisante pour que /¢ admet une FCS périodique.

Théoréme 3.1.1 (Tilborghs, [39]). En utilisant la notation de de Weger, les éléments

suivants sont équivalents :
e Le FCS de +/c est périodique.
e P? < ¢ pour tout n € N.

e (), >0 pour toutn € N .

68
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Théoréme 3.1.2 (Tilborghs, [39]). Soit p > 2, et supposons que la FCS de +/c est pério-
dique. Si 1 < ag < (p—1)/2 alors

pa0pa1 . 'panfl

Ve =
Qg ay ag ... Qg

Ot a; = ap_; pour 1 <i<n et p* = p*=i-t pour 0 <1 <n, et a, = 2ay.
Si(p+1)/2<ayg<p, alorsag=p—1, a, =2ag —p et c=p? + 1.
Théoréme 3.1.3 ([17]). Si y € Q, a une fraction continue de type de Schneider avec

la,| < p pour n >0, alors la fraction continue est finie ou y, = £1 pour n € N.

De ce théoréme, il y a un corollaire nous disons & propos des fractions continues de

Shneider des nombres rationnels sont finis.

Corollaire 3.1.4 (Bundschuh, [17]). Soit y € Q,. On a y est rationnel si, et seulement

si, le FCS pour y est fini ou périodique de période :

PO pYt p
Yy = (3.1)
apgai ... ap p—1

Preuve.

On sait que la FCS pour —1 est périodique avec «,, = 1 pour tout n € N,

p

S
p
=1+ —
de sort que tout FCS avec cette partie périodique est rationnel.
Si y est rationnel mais n’a pas de FCS fini, puis par le théoréme (3.1.3), on a y, = £1 pour
n > 0.
Siy, =1 puis a, = 1 et le développement en fraction continue se termine.

Si vy, = —1 dans ce cas a,, = p — 1 telle que y,, — a,, = —p, alors

Qn,

a, =1 et yp1 =
n — Qp
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Donc la fraction continue de Schneider vérifié la forme (3.1). O

Wang [40] et Laohakosol [30] ont caractérisé des nombres rationnels avec les fractions

continues de Ruban.

Proposition 3.1.5 ([30]). Soit y un nombre p-adique. Alorsy est rationnel si, et seulement,
st son développement en fractions continues de Ruban est finie ou ultimement périodique avec

La période p — p~t.

La premiére personne a caractérisé les nombres rationnels avec des FCR infinies était

Laohakosol [30]. Il a prouvé ce qui suit :

Proposition 3.1.6 (Laohakosol, [30]). Soit y € pZ,. Alors y est rationnel si et seulement

si son FCR est fini, ou infini avec la forme périodique

y = [ ag,a1, - an,(p — 1)(1 +p~ 1)

Entre le premier et le deuxiéme articl [15, 16] de Browkin, Bedocchi a écrits un cer-
tain nombre de documents en étudiant les FCB d’irrationnels quadratiques [10, 11, 12, 13].
Dans [10], Bedocchi prouve deux théorémes importants concernant la structure des fractions

continues de Browkin périodique d’irrationnels quadratiques.

Théoréme 3.1.7 (Bedocchi, [12]). Siy € Q, a un FCB périodique, alors le développement

est ultimement périodique si et seulement si |y|, > 1 et 7|, <1, o0 7 est le conjugué de y.

Nous savons que y doit étre un irrationnel quadratique, car Browkin a montré que chaque
nombre rationnel a un FCB fini. Le deuxiéme théoréme de Bedocchi pour la période com-

mence pour d’'une racine carrée.

Théoréme 3.1.8 (Bedocchi, [12]). Si ¢ € Z nlest pas un carré, et \/c € Q, admet un
développement périodique en FCB, et la période commence aprés deux termes, a moins que

p=2etc=4 (mod 8), dans ce cas, la période commence aprés trois termes.

Proposition 3.1.9 (Bedocchi, [12]). Pour tout p > 2 et pour tout | € N, [ impaire, il
existe au plus un nombre fini de ¢ € Z tels que le développement en fraction continue p-

adique de \/c € Q, est périodique avec une période de longueur | ( plus précisément, sous
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ces hypothése, on établira les limitations
e <p® si ple
el <p?/4+[(p* +4)/2/"" si pie
Proposition 3.1.10 (Bedocchi, [12]). Pour tout p > 2 et pour tout c € Z tels que plc, si
le développement de \/c est périodique alors la longueur de la période ne peut pas étre égale

a 3.

3.2 Non périodicité du développement d’un nombre qua-
dratique

Une propriétés connu pour les nombres quadratiques dans @Q,, c’est que son dévelop-
pement en fraction continue de Schneider n’est pas toujours périodique, cette propriétés a
été démontre par de Weger dans son article [20]. Dans ce papier, de Weger a reprends le
probléme donné par Bundschuh [17] sur la périodicité des fractions continues p-adique d'un
nombre y = +/c telle que ¢ € Z, n’est pas un carré.

Pour donné la démonstration de de Weger on va utiliser les notations et 1’algorithme qu’on

a présenté dans le chapitre précédent :

Y=T%o
yn:an+p , telle que a, € {0,1,--- ,p—1}
Yn+1

|zpl, =1, a, #0 Vn e N*

(3.2)

ap = Up(yn - an)

telle que

ag>0et a,, >0 Vn € N*
\

Si y, # a, le développement en fraction continue de Schneider de y s’écrit sous la forme :

@0
Yy =ag+ b a1

a; + b
.‘._'_—an

an+p
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Lemme 3.2.1 (de Weger, [20]). Il existe des nombres rationnels uniques P,,Q,, tels que

Pt e

Yn = 3.3
e 83)
Les nombres P,,Q,, Vn € N, satisfont les relations de récurrences suivantes :
Pn+l_ ( anQn) 7P0:0~ ( )
PQ 3.4
Qn 1= —ot 7Q0 = 1.
T pQn
la simplification de [’expression de Q,, pour tout n € N, donné par :
P,

Qn \/_ +1yn+1 (35)

pOé

Preuve.
On va démontrer par récurrence que la formule de la suite y, dans (3.2) est la méme dans

(3.3) pour tout n € N, c’est a dire

P Pt e
Yn+1 Qn

Yn = G + (3.6)

P+ /e
Q0

Supposons que la relation (3.6) est vrai pour tout n € N, et montrons pour n + 1, c’est a

Pour n = 0, par définition yg = \/c =

dire,
pn P+ \/E
yn+1 g _—
Yn — Qp Qn-i—l
On a
y g : ey pan
e yn — ap \/E + Pn
Qn
pQn %

a \/E+Pn_anQn N \/E_Pn-i-l
_ paQn<\/E+Pn+1> _ paQn(\/—+Pn+1)
(\/__Pn+1)<\/E+Pn+1> P7"20+1
\/__'_PnJrl
C Qua
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Proposition 3.2.2 ([20]). Pour toutn >0, P,,Q, € Z.

Preuve.
On va démontrer que P,, (),, sont des entiers par récurrence :
On sait que pour n = 0,

Po,Q() € 7.

Supposons que P,, @, € Z. Depuis P,.1 = —(P, — a,Q,) € Z. 1l suffit de démontrer que
@n+1 est un entier, pour cela montrons d’abord par récurrence que
Qulc— P2, VneN.

Pour n =0,

c—Pl=(c—a})1=0 (mod Q)

Supposons que la relation est vrai pour n — 1, c¢’est a dire Q,,_1|c — p?, et montrons-la pour

n.On a:
c— P2, = (c— P2 +2a,P,Q, — a2Q?)

=(c— P?) + Q.(2a,P, — a2Q,,)

= Qn[pan_lanl + 2anpn - ai@n]

= Quk, telsque k= p*'Q,_1 +2a,P, —a2Q, € Z

donc
c— P2, =0 (modQ,)

On a

¢c— P2, = (Vet Pop).(Ve = Pun)
= (Ve + Put).(Ve+ Py — a,Qn)

=Wec+Poi) (Yn —a,)Q, =0 (mod p*)
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telle que : y, — a, =0 (mod p*"), et

\/E+Pn+1:ynQn_Pn+Pn+1
:ynQn_Pn+anQn_Pn
- (an+yn>Qn_2Pn

= (Yn — Gn)Qn + 20,Qp, — 2P, € Z),.

D’ou

(\/E + Pn—&-l)‘(yn - an)Qn =0 (mOd pan>
Donc ()11 est un entier. O

Proposition 3.2.3 ([20]). Si P,Q, <0, et P2, > ¢, pourn € N, alors la fraction continue

de \/c € Q, n'est pas périodique.

Preuve.

On fait la démonstration par I’absurde c’est & dire , supposons que la fraction continue de
V¢ est périodique. A partir de P, et @,, ont des signes différents, et d’aprés la relation de
récurrence de P, 1 on a P, et P,,, ont des signes différents. Et par la relation de récurrence
de Q.1 0n a Q.1 # 0, ainsi que Q,, Q,+1 ont des signes différents. De plus on déduit que

les signes de P, et (), sont différents. En effet :
1. vérifiant que P, et P,.; ont des signes différents
1. Si P, <0,et @, >0, donc P, <0< a,Q, , alors P, —a,Q, <0
D’ou

Pn-i-l = _(Pn_anQn) >0

1. Si P, >0,et @, <0, donc a,Q, <0< P, ,alors P, — a,Q, >0
D’ou

Pn+1 :_(Pn_anQn> <0

2. Montrons que Q,+1 # 0, on a

C— 1
Qni1 = —2
" P Qn
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Comme ¢ — P2, < 0 alors Q11 # 0.

3. Montrons que @,Q,+1 <0, on a

c— P2, c— P2,
S = QupaQn = —— =

—ro= <0
P Qn P

Qn—l—l -

4. Montrons que P, 11Q,+1 <0.On a P,, P, et Q,, P, ont des signes différents, alors
P,P,.1<0 et P,Q,<0

ce qui implique que P, et @, ont les méme signes, nous avons @, @, +1 < 0, Ainsi,
nous obtenons

Po1Qn <0

Ce qui veut dire que les signes de P, 1 et (), 41 sont différents.

En outre a, 11 # 0 on a

|Proto| = |Prs1] + @ns1|Qnia| > |Pogal-

En effet

. Si Pyy1 > 0et Quy1 <0, alors

Poio = —(Pn+1 - an+1Qn+1) <0

donc

|Pn+2| = |Pn+1 - an+1Qn+1|
= I'pny1 — an+1@n+1

= [Poj1| + ang1|Qnii| > |Prsa]

1. Si Py <0et Qniq >0, alors

Pn+2 = —(Pn+1 - an+1Qn+1) >0
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donc

’Pn+2| = |Pn+1 - an+1Qn+l|
= —Lntl + an+1Qn+1

= |Pot1| + ani1|Qnia| > |Patal.

Puis la suite de nombres entiers (| P,|)nen est une suite strictement croissante donc elle n’est
pas bornée.

Mais d’aprées 'hypotheése le développement en fraction continue est périodique, ce qui im-
plique que @, et P, sont périodiques, alors |@,| et | P,| sont bornés, (contradiction avec |P,|

n’est pas borné). O
Corollaire 3.2.4 ([20]). Sic < 0 alors la fraction continue de \/c € Q, n’est pas périodique.

Preuve.

2
1

c
Sic<0alors P2>c et pourn=1onaP,=ay>0etQ =

< 0, donc d’apres la

[e74]

proposition précédent on déduit que la fraction continue de /¢ n’est pas périodique. O

Exemple 3.2.5.
Les quatre exemples de Bundschuh tout vérifiant les conditions pour le corollaire précédent

avec n = 1.

1. /=1 €Qs, c=—1 <0 donc d’apres le corollaire (3.2.4) le développement du nombre
v —1 n’est pas périodique.

v/ —1 est une solution de I'équation x*> +1 = 0,

r=+v—-1=2%=(ap+a1.5+ a5’ +az.5° +--- ) = —1
On sait que le développement de —1 dans Qs est

—1=4445+452+453+...

Calculons les coefficients a; Vi € N
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as Qay as (05} aq Qo
X
as ay as as ai Qo
aogls GpGy Az Aoly (oG a2
+ ces o a1a4  a103 Q1G9 a% a1 aq
2
Qao03 as o201 A2Q0
+ tee asas asay; asag

aqa1 AqQ0

Il

B
e
W
B
.
e

Alors )
ai=4 (mod5) <~ aqp=2
4a; =4 (mod 5) —= a =1
dag+1=4 (modb) <= ay=2
daz3+5=4 (mod5) <= az=1
\4a4+754 (mod 5) <= a;=3
Donc

V-1=2+4+15+25"+15+...

En utilise algorithme de Schneider pour calculer les «,,, on remarque que oy =
U5(\/ —1 — 2) = 1

On a oy = vs(yy — 1), d’autre part on a y; = avec le développement de Hensel

5
V-1-2
A

\/_—1 . 2 — Vo 1 2-
Calculons les coefficients b; Vi € N par la méthode suivante :

Onav—1—-2=15+252+15%+35*+---, alors

V=1-2 S 5 L
— =1+4+25+15 3.5 RS =
5 + * + * ’ vV—-1-2 1+25+152+353+--.
5
On pose t = ———=by+ 1.5+ b5+ ety=1+25+152+35 +...

vV—1-2
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telle que

zy =1

c’est a dire :

X
3 1 2 1
bs by b1 by
2by 20y 2b
b1 by
3bo
= 0 0 0 1
Alors
ag =1 (mod 5) = qp=1
a;+2=0 (mod 5) = a1 =3
as+14+6+1=0 (modbH) <= ay=2
Donc

5
= 14354252+
V=1-2

Alors le développement de y; — 1 donné par :

y—1=35+25+... = a;=1

par la méme méthode on calcule le reste jusqu’a n = 4, on résumé les résultats dans le

tableau suivant :

0(0] 121
112]-1]1|1
203222
31 7|-111|1
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Pour calculer a,, et v, dans les exemples suivant on répéte le méme travail de ’exemple

précédent.

2.vV2€Qq, onav2=3 (mod 7), donc nous avons

n | Pp|Qn|an|om,

0j0] 1131
113]-1]1]1
21-4/2 3|2

3. V5€Q, onavs=4 (mod 11), donc nous avons

0(0] 141
1141-1]3|1
2(=74 121

4. V3 €Qus, on a3 =4 (mod 13), donc nous avons

0(0] 141
1141-1|5|1
2(-9 6 (10| 1

3.3 Périodicité du développement d’un nombre quadra-
tique

De Weger, toujours dans son article [20], a prouvé qu’il y a d’autre nombres p-adiques
irrationnels quadratique admet un développement périodique en fraction continue.

—1
Lemme 3.3.1 (de Weger,[20]). Soit ¢ = €% + dp*, avec e,d,k € N, 1 < e < pT’ d|2e,

et (p,d) =1, les coefficients du développement de \/c sont données par

n |P,|Qnl an |,
0|01 e |k
Lle|dRe/dk
2le |12 |k
3lel|dRe/dk
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Alors la fraction continue de \/c est périodique de longueur 1 (i.e stationnaire) si d = 1

et de longueur 2 si d > 1.

Preuve.

Montrons que la fraction continue de Schneider du nombre quadratique /c est périodique :
D’apres 'hypotheése ci-dessus

Sid# 1, o0n a ag, 2 =2e/d et ag,r1 = 2e et a,, =k, ¥V € N. Alors la fraction continue de

Schneider s’écrit sous la forme :

p
\/E:a0+ k
2e +

2e/d + -

2e + —L
2e/d+p—

Donc la fraction continue de Schneider est périodique de période 2.
Sid=1, on trouve as,19 = asp11 =2eet o, =k VeEN.

Alors la fraction continue de Schneider est périodique de période 1. O]
Exemple 3.3.2.
Voici quelques exemples numériques :

1. Soit ¢ = 87 et p = 13, on a 87 = 32 + 6.13 avec les coefficients du développement de
V8T sont données par

n|P,|Qnlan, |,
0]0]1]3|1
11316111
213]11]6/|1
313611

C’est a dire le dévloppement de /87 s’écrit :

13
V8T =3+
1+

6 +
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2. Soit ¢ = 305 et p = 17, on a 305 = 42 + 1.17% avec les coefficients du développement
de /305 sont données par

0[0]14]|2
114111(8]2
20411182
31411182
C’est a dire le dévloppement de /305 s’écrit :
17
V305 =4+ e
8+ 5
17
8+ 172
7
8+ —

3. Soit c =690 et p =7, on a 690 = 22 + 2.7 avec les coefficients du développement de
V690 sont données par

n |\ Pp|Qn|an|om,

0/0]1

1122

A~ NN

2121

W | W | W | W

31222

C’est a dire le dévloppement de /690 s’écrit :

73
V690 =2 +
2+

4 +

4. Soit c=1251 et p =75, on a 1251 = 1 + 2.5* avec les coefficients du développement de
V1251 sont données par
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page(82)

n | Py |Qnlan|an
0{0|1]1]4
111214
2|(1]11]21]4
311]12]11]4

C’est a dire le dévloppement de /1251 s’écrit :

V1251 =1+

1+

2+

5. Soitc =244 et p =3, on a 244 = 1 + 1.3° avec les coefficients du développement de

Ve sont données par

n | Pp|Qn|an| o,
0/0[1|1|5
111(11(2]5
20111125
3111125
Alors le dévloppement de /244 donné par
35
V244 =1+ 35
2+ %
2+ 55
2t
2+ —

Dans la proposition suivante nous avons traité le probléme inverse de de Weger, c’est

a dire on a démontré qu’'un nombre p-adique quadratique qui admet un développement de

FCS périodique de période égale 2 ou 1 s’écrit donc sous la forme :

c = e 4 dp® ; avec des conditions sur e, d, k.
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Proposition 3.3.3 (Aimene, Belhadef). Soit ¢ € N définit par sont fractions continues

de Schneider périodique

Ve =ag+ P
a; + o a; + a

a2+% &1—1—_1%

Alors il existe e € N,d € N*, k € N telle que ¢ = e® +dp”, avec 1 < e < P

(p,d) = 1.

et d|2e ,

Preuve.

1) Montrons que @, > 0 et P, > 0 pour tout n € N
D’aprés la proposition (3.2.3) on a : si la FCS est périodique alors les signes de P, et
Qn est le méme et P2, < c.
On va démontre @), > 0, Vn € N par récurrence :
Pour n=0:0ona Qqg=1>0.
Supposons que la formule est vrai pour tout n, c’est a dire ,, > 0 Vn € N, et

montrons-la pour n+1:on a

c— P2

Qni1 = —2
T pQn
telle que
Py >0

Alors @1 > 0 pour tout n € N
Donc la formule @,, > 0 est vérifiée pour tout n € N.

Montrons que P, > 0 Vn € N : nous avons

@Q,.>0=PF,>0, etona Ph=0

donc : P, € N.
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2) Montrons que Si ay41 = @13 <= Yni1 = Ynis VN €N

=) Supossons que a,; = G,3, €t montrons que Y,11 = Y13 Vn € N, on a :

p* p* p* p*
Yo=0a9+— =a9+ ° Y=o+ — =a1+ =
yl a + pa y2 as + pa
as + o a; + a
aq + p— (05} + —
Yo =ag +— =az + b x ; Yz =az+— =a+ b =
Y ai + P a Ya a2 + a
as + P a; + P
a; + p— ag + —
p* p*
Yon = Q2 + 7 = Yont2;,  Yop+1 = a1+ I = Yon+3
a) + a as + a
ao + p pa ap + p pa
a; + — az + —

Comme Yo, = Yont2 €t Yont1 = Yonts VN EN S Y1 = Ynys VR EN
<=) Supposons que Y,i1 = Ynp+3 €t montrons que a,+1 = ap43 ¥ € N, on a :

(&7

Yn+1 = An+1 +

Yn4-2
a (o

Ynt3 = Apy3 + = Gp43 +
Yn+a Yn+2

Comme 9,41 = Yny3 alors ap1 = ayy3 VR €N

Cas 1 : (la période égal 1) c’est a dire :

Ve=ag+ b

On suppose /¢ est périodique de péride 1.

D’aprés la partie (2) ci-dessus on a, G411 = Gpio alors ypi1 = Ypio V0 €N,
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D’ou
Vet Popi Vet P
Qn+1 Qn+2
Alors
Pn-l—lQn-i—? - Pn-i-QQn-i-l = \/E(Qn—H - Qn+2) (37)

Donc I'égalité (3.7) est vrai si, et seulement si,

Poy1 = Pyyo et Qni1 = Quyz pour tout n € N.

Car :

Si Pyt # Puio et Qni1 # Qnio, on a:

(Pn+1Qn+2 - Pn+2Qn+1) €N tels que Pn € N7 Qn € N*.
\/E(Qn—i-l - Qn+2) g N tels que \/E ¢ N7 Qn € N~

Contradiction

Si Poy1 = Poyz et Qny1 # Qnio, on a:

Poi1(Quiz — Qns1) = Ve(Quit — Quiz) = Ve = =Py

Poi1(Qnio — Qui1) €N tels que P, € N, @, € N*.
\/E(QnJrl - Qn+2) Q N tels que \/E Q Na Qn € N*.,

Contradiction

Si Pn+1 7é Pn+2 et Qn+1 = Qn+2, on a .

Qn—l—l(Pn—i—l - Pn+2) =0= Pn+1 - Pn+2

Contradiction

Donc 'égalité (3.7) n’est pas vérifie sauf si, et seulement si,

Poy1=Pypo et Qnyr = Qny2 pour tout n € N.
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D’autre part, on peut démontrer que a; = 2ag (voir cas 2), donc on aura :

Y1 =a1 + ppa = 2ap + ppa
CL1+—pa ay + 7
a; + pa ay + a
afl‘i‘i al—i—f
_ P° _
—ao—l—a0+ o —a0+\/5
p
a; + pa
a1+ (2]
a1+_—
On a aussi :
\/E+P1 \/E‘{'CLO
1= = =ag++/c
o3 Q1
Alors Q1 =1
Comme
Q1=C_P12 _c—ag _,
P P
Alors
c=agj+p*.

Cas 2 : (la Période égale 2)

Dans ce cas la FCS est périodique de période 2 c’est a dire :

\/E =ap + P a
p
aq + pa
(12 + pa
ai + (o]
(05} + —
i) Montrons que : P41 = P12 Vn € N.
On a - _ Poi+ Poyo _ Puis+ Poypo
na::ayy =——~——— €t a0 =—-~——"-
@nt1 Qni2
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Donc

An41 _ <Pn+1 + Pn—l-Q) Qn—l—Q

(p 42 Poys+ Puy2) Qi
D’autre part; yn,11 = Ynas

(07

Ant+1 Ynit ™ Yny2 _ (yn+1yn+2 —pa> Ynt1 _ Ynt1
“ Yni2Uni1 = P%) Ynt2  Ynio

Alors

Vet Poio) Qnia .

an+2

De (3.8) et (3.9), on trouve :

(Pn+1 + Pn+2) Q2 _ (\/E‘f‘ Pn+1> Q42
Pn+3 + Pn+2 Qn—i—l \/E + pn+2 Qn—i—l

ce qui implique que

(Ve Pos1)(Prys + Pag2) = (Ve + Poya) (Pt + Poya)

C’est a dire

\/E(Pn+3 - Pn+1) - P3+2 — Pov1Poys (3'1())

Donc l'égalité (3.10) est vérifie si, et seulement si,
P,i1 = P,yo = P,.3 pour tout n € N

Car :
SiPn_H%Pn+2#Pn+3Vn€N,Ona:

(P2, — Pyy1Pays) €N tels que P, € N.

n

\/E(Pn+3_Pn+1) gN tels que \/E%N, (Pn+3_Pn+1) eN.

Si Poy1=PFPuo#P,.3VneN, ona:

\/E(Pn+3 - Pn—i—l) - P3+1 - Pn+1Pn+3
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(P, — Pit1Pots) €N tels que P, € N

\/E(Pn-i-f%_Pn-i—l) gN tels que \/E¢N7 (Pn+3_Pn+1) eN.

SiPn+1%Pn_;'_Q:Pn_i_gvnEN,OHa:

\/E(Pn—l-fﬂ - Pn+1) = P3+2 - Pn+3Pn+2

(P2, — PyioPays) €N tels que P, € N.

Ve(Prys = Popa) €N tels que e € N, (P — Poy1) €N

Si Ppy1=PFP,3# P, s VneN ona:

2 2 2
Pn+2_Pn+3Pn+1:Pn+2_Pn+1:O:>Pn+1:Pn+2

Donc I'égalité (3.10) n’est pas vérifie sauf si, et seulement, si P, 1 = P,y0 = Poy3
Alors
Pn+1 :Pn+2 VnéeN.

it) Montrons que : @, = Qnio YN € N. On a :

Qnp®

Yn+1

(1) ve=

+Pn+1

Qn2p” Qn2p” :
(2> \/E = yi + Pn+3 = y; + Pn+17 pulsque Pn+1 = Pn+37 Ynt+1 = Yn+3
n+3 n+1

D’aprés (1) — (2) on trouve :

(&7

p
Yn+1

(Qn_Qn—l—Q):O@Qn_Qn—&—Q:O@Qn:Q,H_Q Vn e N.

On remarque que d’aprés les partie (i) et (i4) :

Poyi=PFPio=-=Pr=aqa
Qont1 = Qongz = -+ = Q1 VneN (3.11)
Qon = Qo2 =---=Qo=1
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Maintenant montrons que ¢ = e? + dp’“

Nous avons :

C= P22n+1 + QQnQQn—I—lpa (312)

En remplagant la remarque (3.11) dans la relation (3.12), on trouve :

c=a; + Qip” (3.13)

D’autre part,

On a P,;1 = a,Q, — P,, telle que

no: P = a,

ny: Po=aQr— P =a1Q1 — ao,

ny: Py=ayQs— P =ap— a1Q1 + axQ)a = ap — a1Q1 + ag,

nz: Py=a1Qz— P = —a+ a1 (Q1 + Q3) — 2@y = —ag + 2a:Q1 — az,

ny: P =aQs— Py =ap— a1(Qr + Q3) + a2(Qa2 + Q4) = ag — 201 Q1 + 2ay,

Pyi1 = ap — na1Qq + nag,

VneN.
Pypio = —ap + (n + 1)a1Q1 + nay,
OnannH:ao V?’LEN,
donc :
az % a2
ao—na1Q1+na2:ao<:>Q1:a— e N, et (a—,p)zl. (3.14)
1 1

Nous avons aussi P, = a9 Vn € N,

alors :

a
—ag+ (n+ 1)a1Q1 — nas = ag < 2a9 = (n + 1)a1a_2 — nay
1

& 2a9 = (n 4+ 1)ag — nas

= 2@0 = a2
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Comme

I<a<p-11<2a<p-1

—1
s1<aq < p_2 (3.15)

Et Q1]2a0 satisfait, car :
2@0 = Q9 = a1Q1 € N* (316)

D’aprés les conditions (3.14), (3.15), (3.16) on pose : e = ag et d = Q1 et k = a on

obtient

—1
c=e?+dp* telle que e, EN et deN* 1 <e< pT,d|2e,(p,d):1.

Si a; = ay, on revient au cas précédent ( i.e. la période 1 ), pour ce-la on obtient d = 1

et c = e? + p". 0
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