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Introduction

Qui n’a jamais entendu parler des fractions continues ?1 Celles-ci ont été étudiées par les

plus grands mathématiciens. On pourra citer notamment Lagrange, Galois, Fermat, Euler,

Liouville et bien d’autres encore. Aussi, la théorie des fractions continues est déjà bien avancée

et ses applications ne manquent pas. Pour vous en convaincre, il vous suffit d’ouvrir un livre

quelconque traitant de la théorie des nombres.

Un thème très important dans la théorie des nombres est de trouver les solutions ration-

nelles des équations diophantiennes telles que y2 = x3 − 7, x3 + y3 + z3 = 4, · · · etc. Ce qui

nous conduit à étudier la caractérisation des nombres rationnels et des nombres irrationnels,

telle que : la périodicité, l’algébricité et la complexité du développement.

La façon dont les nombres algébriques irrationnels peuvent être approchés par des nombres

rationnels est une question centrale en analyse diophantienne. Cette problématique est bien

sûr intimement liée au développement en fraction continue des nombres algébriques irration-

nels.

On sait, par exemple, que le développement en fraction continue d’un nombre réel irra-

tionnel α0 est ultimement périodique si, et seulement si, α0 est quadratique, i.e. racine d’un

polynôme de degré 2.

Plusieurs auteurs avaient traité la périodicité du développement en fractions continues

réel, voir par exemple les travaux : [1, 2, 3, 4, 5, 6, 21, 28, 35]. Cette propriété est utile

dans des applications en théorie des nombres (approximation diophantienne), en systèmes
1Cette question s’adresse plutôt à un public ayant quelque peu étudié les mathématiques !
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dynamiques, en géométrie discrète, ou en informatique théorique et même en physique.

Par contre, il y avait peu d’articles et pas de livres qui traite les propriétés des fractions

continues p-adiques, en citant : [15, 16, 32, 33, 37, 38].

L’analogue p-adiques des fractions continues réels a été étudié pour la première fois

par Mahler en 1934 [32]. Les fractions continues basées sur l’algorithme de Mahler ont été

développés par Schneider ([38], 1968) qui a lissé une trace dans ce domaine, c’est la définition

qui porte son nom, puis par Ruban en 1970 [34].

Enfin, n’oublions pas de citer les fameux travaux de Browkin dans deux articles [9, 1978]

et [10, 2000], dont il avait donné d’autres méthodes pour définir les fractions continues p-

adiques, ainsi il a caractérisé le développement d’un nombre quadratique.

Schneider dans son article [38] a essayé de traiter le problème de la caractérisation des

nombres rationnels en termes de leurs fractions continues p-adiques. Bundschuh [17] en 1977

avait aussi participé à la caractérisation des fractions continues p-adiques de Schneider d’un

nombre rationnel.

Trouver un analogue du théorème de Lagrange dans le cas p-adique est l’un des aspects

les plus étudiés pour les fractions continues p-adiques. Généralement, il est facile de montrer

qu’une fraction continue périodique représente un nombre rationnel ou un nombre irrationnel

quadratique.

L’objectif de ce mémoire est de présenter des résultats intéressants et des conditions néces-

saires pour étudier la périodicité des fractions continues p-adiques d’un nombre quadratique.

De Weger dans son article [20], a démontré une propriété pour les nombres quadratiques

dans Qp, c’est que un nombre
√

c =
√

e2 + dpk admet un développement en fraction conti-

nue de Schneider périodique. Dans la proposition (3.3.3) nous avons démontré que l’inverse

est vraie, c’est à dire qu’un nombre quadratique qui admet un développement en fraction

continue de Schneider périodique s’écrit
√

c =
√

e2 + dpk.

Ce mémoire se compose de trois chapitres, qui sont organisés comme suit :

le premier chapitre est consacré à l’étude du corps des nombres p-adiques Qp, et leur

compositions pour mieux comprendre les concepts de base de ce corps. nous commençons

par la définition de la valuation et de la norme p-adique et quelques propriétés, ensuite, nous

allons présenter la construction du corps des nombres p-adiques, réspectivement l’anneau
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des entiers p-adiques, et de donner la définition du développement de Hensel avec quelques

exemples, terminons par les propriétés analytiques de Qp.

Dans le deuxième chapitre nous rappelons les aspects des fractions continues qui sera

utiles dans le chapitre suivant, on pose deux partie pour expose les concepts fondamentaux

des algorithmes des fractions continues. Dans la première partie nous étudions les fractions

continues dans le cas réels, où nous y présenterons plusieurs théorèmes et propositions, dans

la deuxième partie nous donnons deux algorithmes des fractions continue dans le cas p-adique

(algorithme de Schneider, algorithme de Ruban), et nous regarderons aussi bien à un cas

particulier pour l’étude de la convergence d’une fraction continue de Schneider.

Le dernier chapitre est consacré à l’analogue du théorème de Lagrange pour les fractions

continues de Schneider d’un nombre quadratique. On commence par une historique sur la

périodicité, qui comprend quelques résultats générales. Ensuite, on présente l’étude de De

Weger qui traite le problème des fractions continues non périodique avec les exemples de

Bundschuch. Enfin, on termine le chapitre par une illustration de notre proposition obtenu

pour l’étude des fractions continues périodiques d’un nombre quadratique.



Notations

Nous utilisons les notations suivante tout au long du travail :

p : un nombre premier, p = 2, 3, 5, 7, · · ·

Z : l’ensemble des entiers relatifs réels,

Z∗ : l’ensemble des entiers relatifs réels non nuls,

R : l’ensemble des nombres réels,

R+ : l’ensemble des nombres réels positifs,

N : l’ensemble des entiers naturels réels,

N∗ : l’ensemble des entiers naturels réels non nuls,

Q : l’ensemble des nombres rationnels,

Qp : l’ensemble des nombres p-adiques,

Q∗
p : l’ensemble des nombres p-adiques non nuls,

Zp : l’ensemble des entiers p-adiques,

(P, Q) = 1 : P et Q sont premiers entre eux,

x|y : x divise y,

vp(x) : la valuation p-adique de x,

| · |p : la valeur absolue p-adique,

| · | : la valeur absolue usuelle,

[x]p : partie entière p-adique de x,

< x >p : partie fractionnaire p-adique de x,

an · · · a0
b : écriture en base b,

5



CHAPITRE 1

Préliminaires sur les nombres p-adiques

Le but de ce chapitre est de présenter la base du domaine p-adique. Nous allons commen-

cer par les définitions et les propriétés fondamentales dans Q, et nous allons ensuite montrer

la construction de Qp et le développement de Hensel . Enfin, nous donnons les concepts pour

les suites et les séries dans Qp.

En utilisant les références suivantes : [8, 9, 22, 25, 27, 29, 36].

1.1 Valuation et norme p-adique

Définition 1.1.1. Soit p un nombre premier fixé et x ∈ Z. On définit la valuation p-adique

de x, notée vp(x) par l’application vp(x) : Z −→ N ∪ {+∞} comme suit :

vp(x) = max{k ∈ N :
x

pk
∈ Z∗}

et on écrit : x = npvp(x) tel que n ∈ Z∗ et p ne divise pas n. Avec la convention que le

maximum d’un ensemble non borné et +∞ ce qui donne vp(0) = +∞.

Ainsi, pour x = a
b
∈ Q ( avec a ∈ Z et b ∈ Z∗ )

vp(x) = vp(
a

b
) = vp(a)− vp(b).
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et on écrit : x = npvp(x) tel que n ∈ Z∗ et p ne divise pas n.

Proposition 1.1.2. Pour tout x, y ∈ Q, on a :

1) vp(x) = +∞⇐⇒ x = 0.

2) vp(xy) = vp(x) + vp(y).

3) vp(x + y) ≥ min{vp(x), vp(y)}.

4) Si vp(x) 6= vp(y) =⇒ vp(x + y) = min{vp(x), vp(y)}.

Preuve.

1) Par définition on a

vp(x) = +∞⇐⇒ vp(x) = vp(0) ⇐⇒ x = 0.

2) Soient x, y ∈ Z∗ telle que : x = npvp(x), y = mpvp(y), comme p ne divise pas n et m.

On a

xy = npvp(x)mpvp(y)

= nmpvp(x)+vp(y).

Comme p ne divise pas nm , alors

vp(xy) = vp(x) + vp(y).

Dans le cas, soit x =
a

b
, y =

c

d
∈ Q∗, on a

vp(xy) = vp

(a

b

c

d

)
= vp(ac)− vp(bd)

= vp(a) + vp(c)− vp(b)− vp(d)

= vp(
a

b
) + vp(

c

d
)

= vp(x) + vp(y).
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3) Soient x, y ∈ Q∗ :

Soit r, s ∈ Z∗, on pose r = vp(x) et s = vp(y), nous avons :

x = pr(a/b), y = ps(c/d).

telle que a, c ∈ Z, b, d ∈ Z∗ et p ne divise pas ces nombres, nous avons les cas suivants :

(a) Si r = s on trouve

x + y = pr
(a

b
+

c

d

)
= pr

(
ad + cb

bd

)

Comme p ne divise pas bd alors vp(x + y) = r.

(b) Si r < s, on a

x + y = pr
(a

b
+ ps−r c

d

)
= pr

(
ad + ps−rcb)

bd

)

Alors

vp(x + y) = r = min{vp(x), vp(y)}.

(c) Si r > s, on a

x + y = ps
(a

b
+ pr−s c

d

)
= ps

(
ad + pr−scb

bd

)
.

Alors

vp(x + y) = s = min{vp(x), vp(y)}.

4) D’après le cas b) ou c) l’égalité est vérifie.

Remarque 1.1.3. Soit p un nombre premier on a

vp(1) = 0 ∀ p .
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Définition 1.1.4. Soit K un corps. Une norme sur K est une application | · | : K −→ R+

telle que :

1) |x| = 0 ⇐⇒ x = 0

2) |xy| = |x||y| ∀x, y ∈ K.

3) |x + y| ≤ |x|+ |y| ( inégalité triangulaire )

Définition 1.1.5. Soit K un corps. On dit qu’une norme | · | définie sur K est non-

archimédienne si elle vérifie la condition :

∀x, y ∈ K; |x + y| ≤ max{|x|, |y|}

Cette condition s’appelle "inégalité triangulaire forte" que la condition (3).

Définition 1.1.6 (La norme p-adique). Soit p un nombre premier, on définit l’application

| · |p : Q −→ R+ par :

|x|p =

 p−vp(x) si x 6= 0

0 si x = 0

Cette application est une norme non-archimédienne sur Q.

Proposition 1.1.7. Pour tous x, y ∈ Q on a :

1) |x|p = 0 ⇐⇒ x = 0.

2) |xy|p = |x|p|y|p.

3) |x + y|p ≤ max{|x|p, |y|p}.

4) Si |x|p 6= |y|p, alors |x + y|p = max{|x|p, |y|p }.

Preuve.

1) Par définition on a :|x|p = 0 ⇐⇒ x = 0.

2) Pour tout x, y ∈ Q, on a

|xy|p = p−vp(xy)

= p−vp(x)−vp(y)

= p−vp(x)p−vp(y)

= |x|p|y|p.
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3) Pour tout x, y ∈ Q, on a

|x + y|p = p−vp(x+y).

D’après la proposition (1.1.2), on a

vp(x + y) ≥ min{vp(x), vp(y)}.

Supposons que vp(x) ≥ vp(y) donc :

min{vp(x), vp(y)} = vp(y).

Alors :

vp(x + y) ≥ vp(y)

⇒ −vp(x + y) ≤ −vp(y)

⇒ p−vp(x+y) ≤ p−vp(y)

⇒ |x + y|p ≤ |y|p.

Et d’autre part :

−vp(x) ≤ −vp(y)

⇒ p−vp(x) ≤ p−vp(y)

⇒ |x|p ≤ |y|p

⇒ max{|x|p, |y|p} = |y|p.

Donc :

|x + y|p ≤ max{|x|p, |y|p}

La même démonstration pour vp(x) ≤ vp(y).

4) On peut supposer |x|p < |y|p, on a

|x + y|p ≤ max{|x|p, |y|p } = |y|p.
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C’est à dire :

|x + y|p ≤ |y|p (1.1)

Il suffit de montrer que : |y|p ≤ |x + y|p on a

|y|p = |x + y − x|p ≤ max{|x + y|p, |x|p }

si max{|x + y|p, |x|p } = |x|p, alors |y|p ≤ |x|p est une contradiction avec l’hypothèse

alors

|y|p ≤ |x + y|p (1.2)

de (1.1) et (1.2) : |x + y|p = |y|p = max{|x|p, |y|p}.

La même maniére avec |x|p > |y|p.

Lemme 1.1.8. On a les propriétés suivantes

i) La norme p-adique | · |p prend ses valeurs dans l’ensemble suivant :

{pn, n ∈ Z } ∪ {0}

ii) Si a, b ∈ Z, alors

a ≡ b (mod pn) ⇔ |a− b|p ≤ p−n, ∀n ≥ 0.

Preuve.

i) Evident à partir de la définition de la norme p-adique.

ii) Soient a, b ∈ Z et n ∈ N

=⇒) Si a ≡ b (mod pn), ∀n ≥ 0 alors ∃ k ∈ Z :

a− b = kpn

d’où
|a− b|p = |k|p|pn|p

= p−vp(k)p−vp(pn)

≤ p−n, ∀n
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⇐=) Si |a− b|p ≤ p−n,∀n ∈ N alors

|a− b|p ≤ p−n ⇔ p−vp(a−b) ≤ p−n

⇔ −vp(a− b) ≤ −n

⇔ n ≤ vp(a− b)

⇔ vp(a− b)− n ≥ 0.

Or

a− b = pvp(a−b)n1 où (p, n1) = 1

= pvp(a−b)−n+nn1

= pn(pvp(a−b)−nn1)

Comme vp(a− b)− n ≥ 0, si on pose k = pvp(a−b)−nn1, on a k ∈ Z

donc a− b = kpn, alors

a ≡ b (mod pn), ∀n ≥ 0.

Théorème 1.1.9 (Théorème d’Ostrowski). Toute valeur absolue |·| sur Q est équivalente

a l’une des valeurs suivantes :

• La valeur absolue triviale | · |0 définie par x = 0 ⇒ |x|0 = 0 et ∀x (x 6= 0 ⇒ |x|0 = 1).

• La valeur absolue euclidienne | · |∞ (c’est à dire la valeur absolue usuelle sur Q).

• La valeur absolue p-adique | · |p pour un certain p premier.

1.2 Construction de Qp

Il est bien connu que le corps Q n’est pas complet par rapport à la valeur absolue usuelle

| · | on complété ce corps par la méthode de complétion connu dans la topologie on trouve le

corps des nombres réels R associeé à la valeur absolue usuelle | · |. En appliquant le même

théorème sur le corps Q mais par rapport à la valeur absolue p-adique | · |p, nous obtenons

le corps des nombres p-adique associeé à la valeur absolue p-adique | · |p on le note Qp.
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Dans l’exemple suivant on va démontrer que le corps Q n’est pas complet par rapport à

la valeur absolue p-adique | · |p.

Exemple 1.2.1. Soit x ∈ Q et 1 ≤ x < p, soit la suite de terme générale yn = xpn, d’après

le théorème de Fermat-Euler on a

xpn(p−1) − 1 ≡ 0 (mod pn)

d’où

|yn+1 − yn|p = |xpn

(xpn(p−1) − 1)|p ≤ p−n

aussi on a

|ym − yn|p = |ym − ym−1 + ym−1 + · · ·+ yn+1 − yn|p

≤ max{|ym − ym−1|p, · · · , |yn+1 − yn|p }

≤ p−n

alors

lim
n→+∞

|ym − yn|p = 0

la suite (yn)n est de Cauchy dans Q muni de la norme | · |p.

Supposons que cette suite converge vers y ∈ Q, c’est à dire

y = lim
n→+∞

yn

= lim
n→+∞

yn+1

= lim
n→+∞

(yn)p

= yp

Alors
y − yp = 0 ⇒ y(yp−1 − 1) = 0

⇒ yp−1 = 1

Cela signifie que y est une (p− 1)ième racine de l’unité dans Q, donc égale 1.
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D’autre part, on a

|y − x|p = |y − xpn

+ xpn − x|p

≤ max{|y − xpn|p, |xpn − x|p }

≤ |xpn − x|p

≤ |xpn−1 − 1|p < 1

alors p−vp(y−x) < 1, sens vp(y − x) ≥ 1, ainsi p divise y − x, cela signifie que y = x

alors, si x 6= 1 on aura une contradiction, donc y 6∈ Q.

Propriétés 1.2.2. Qp est un corps complet non-archimédien.

Preuve.

1. Qp est un corps :

Il est clair pour (Qp, +, ·) est un anneau commutatif.

Il suffit de montrer que pour tout x ∈ Qp non nul admet un inverse dans Qp.

Soit (xn)n ∈ Qp une suite de Cauchy de limite x alors :

lim
n→+∞

|xn|p = |x|p 6= 0

donc |xn|p est aussi non nul pour n assez grand, et donc la suite vp(xn) est une suite

convergente dans R, comme il s’agit d’une suite d’élément de Z, elle est constante à

partir d’un certain rang N ∈ N, on définit une suite yn d’élément de Q par :

yn =


0 si n < N

1

xn

si n ≥ N

Pour tout n,m ≥ N on a

|yn − ym|p =
|xn − xm|p
|xn|p|xm|p

de sort que yn soit une suite de Cauchy dans Q, donc elle converge vers y ∈ Qp, et
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comme xnyn = 1 ∀n ≥ N , alors :

xy = 1.

2. Comme | · |p est une norme non-archimédienne sur Qp, alors Qp est un corps complet

non-archimédien.

Définition 1.2.3. L’ensemble des entiers p-adiques est le disque unitaire suivant :

Zp = {a ∈ Qp : |a|p ≤ 1 }

Définition 1.2.4 (Corps des nombres p-adiques). Qp est le corps des fractions de Zp,

c’est à dire

Qp = {a

b
; a ∈ Zp et b ∈ Z∗p }

Définition 1.2.5. L’ensemble Z×p des éléments inversibles dans Zp se compose des entiers

p-adiques de norme égale 1, à écrire

Z×p = {x ∈ Zp : |x|p = 1 }

Les éléments de Z×p s’appelent les unités, et Z×p est le groupe des unités.

Proposition 1.2.6. Tout entier p-adique x ∈ Zp peut être représenté de manière canonique

sous la forme :

x = x0p
vp(x),

où x0 ∈ Z×p est une unité p-adique.

Proposition 1.2.7. Si x ∈ Q et |x|p ≤ 1 on a :

∀ i ∈ N, ∃α ∈ N tel que 0 ≤ α ≤ p− 1 et |α− x|p ≤ p−i.

Preuve.

Soit x ∈ Q tel que x =
a

b
et a ∈ Z, b ∈ Z∗ (a, b) = 1 on a :

|x|p =
|a|p
|b|p

=
pvp(b)

pvp(a)
≤ 1
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d’où p ne divis pas b alors vp(b) = 0 donc (b, p) = 1

alors d’après la théorème de Bézout il existe m,n ∈ Z tel que mb + npi = 1,∀ i ∈ N.

On choisit α = am, et 0 ≤ α ≤ p− 1 on a

|α− x|p = |am− a

b
|p

=
∣∣∣a
b

∣∣∣
p
|mb− 1|p

≤ |npi|p

= |n|p|pi|p

≤ |pi|p = p−i

D’où

|α− x|p ≤ p−i, ∀ i ∈ N

1.3 Développement de Hensel

Dans cette section on va démontrer que chaque élément de Qp s’écrit sous forme d’une

série.

Proposition 1.3.1. Soit x ∈ Qp et n0 = vp(x) ∈ Z. Il existe une unique suite (an)n∈Z, avec

0 ≤ an < p tel que la série ∑
n≥n0

anp
n converge vers x.

Preuve.

Soit x ∈ Qp, x 6= 0 ; posons y = p−vp(x)x, alors

|y|p = |p−vp(x)|p|x|p = pvp(x)p−vp(x) = 1

Comme Q est dense dans Qp, il existe r ∈ Q tel que |y − r|p ≤ |pi|p, ∀i ∈ N, on déduit de la

proposition (1.2.7) qu’il existe a0 ∈ Z tel que :

0 ≤ a0 < p et |r − a0|p ≤ |pi|p.
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Ainsi, |y − a0|p ≤ |pi|p et y − a0 = pn1y1, avec n1 ≥ 1 et |y1|p = 1.

De même, il existe a1, 0 ≤ a1 < p tels que y1 − a1 = pǹ2y2, ǹ2 ≥ 1, et |y2|p = 1.

Alors

y = a0 + a1p
n1 + pn1+ǹ2y2 = a0 + a1p

n1 + pn2y2, où n2 = n1 + ǹ2 > n1

et par récurrence on peut déterminé une suite des nombres et une suite d’indices

a0, a1, · · · , al et n1, n2, · · · , nl, tels que 0 < aj < p, 1 ≤ j ≤ l, n1 < n2 < · · · < nl.

et

y = a0 + a1p
n1 + · · ·+ al−1p

nl−1 + pnlyl, et |yl|p = 1.

alors il existe al ; 0 < al < p et ǹl ≥ 1 tels que yl − al = pǹlyl+1 et |yl+1|p = 1.

Et posant nl + ǹl = nl+1, on obtient

y = a0 + a1p
n1 + · · ·+ alp

nl + pnl+1yl+1,

Comme la suite (nl)l≥1 est strictement croissante, donc lim
l→+∞

nl = +∞, et

lim
l→+∞

|pnl+1yl+1|p = lim
l→+∞

|pnl+1|p|yl+1|p = lim
l→+∞

p−nl+1 = 0

D’où

y = lim
l→+∞

(
a0 +

l∑
j=1

ajp
nj

)
=
∑
n≥0

anp
n.

Où l’on a posé an = 0 lorsque n 6∈ {0, nj, j ≥ 1}. Alors

x = pvp(x)y = pn0

∑
n≥0

anp
n =

∑
n≥0

anp
n+n0 =

∑
i≥n0

ai−n0p
i, avec i = n + n0.

Proposition 1.3.2. Tout x ∈ Q∗
p admet une unique représentation x = pnu où n ∈ Z et u

est une unité dans Zp.
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Preuve.

• Existence de la représentation :

Soit x ∈ Q∗
p alors x s’écrit x =

a

b
avec a ∈ Zp, b ∈ Z∗p. On sait que a = a0p

k et b = b0p
m

avec a0, b0 des unités dans Zp et k = vp(a), m = vp(b) ∈ N d’où

x =
a0

b0

pk−m.

|u|p =

∣∣∣∣a0

b0

∣∣∣∣
p

=
|a0|p
|b0|p

= 1

• Unicité de la représentation :

Supposons que x ∈ Q∗
p admet deux représentation x = upk = vpm avec u, v des unités

dans Zp et m, k ∈ Z, alors

uv−1 = pm−k ⇒ vp(uv−1) = vp(p
m−k) = m− k

Or vp(uv−1) = 0 car uv−1 est une unité, ce qui implique m = k

d’où l’unicité de la représentation.

Proposition 1.3.3. Tout x ∈ Qp admet un unique développement sous la forme :

x =
∑
n≥n0

xnp
n

où 0 ≤ xn < p et n0 ∈ Z. Si xn0 6= 0 alors n0 = vp(x).

Preuve.

Soit x ∈ Qp alors par la proposition (1.3.2) x s’écrit sous la forme :

x = upn0 où n0 ∈ Z et u unité dans Zp.

Le développement dans Zp donne :

u =
∑
n≥0

anp
n , 0 ≤ bn ≤ p− 1
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d’où

x =
∑
n≥0

anp
n+n0

=
∑
n≥n0

an−n0p
n

=
∑
n≥n0

xnp
n

avec xn = an−n0 et xn est unique car bn est unique.

donc u ∈ Z×p c’est à dire |u|p = 1, d’où |x|p = p−n0 , alors

vp(x) = n0.

• L’unicité du développement :

Supposons, par l’absurde que x admet deux développement différents. Alors il existe

deux suites 0 ≤ xn < p et 0 ≤ yn < p tel que

x =
∑
n≥n0

xnp
n =

∑
n≥n0

ynp
n

on a x = pvp(x)u = pn0u alors u = p−n0x donc

u = p−n0

∑
n≥n0

xnp
n

=
∑
m≥0

xm+n0p
m

= xn0 + xn0+1p + xn0+2p
2 + · · ·+ xn0+np

n + · · · tel que 0 ≤ xm+n0 < p

Aussi on a

u = p−n0
∑

n≥n0

ynp
n

=
∑

m≥0

ym+n0p
m

= yn0 + yn0+1p + yn0+2p
2 + · · ·+ yn0+np

n + · · · tel que 0 ≤ ym+n0 < p
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Donc on remarque que

0 = (xn0 − yn0) + (xn0+1 − yn0+1)p + (xn0+2 − yn0+2)p
2 + · · ·+ (xn0+n − yn0+n)pn + · · ·

C’est à dire

yn0 − xn0 = (xn0+1 − yn0+1)p + (xn0+2 − yn0+2)p
2 + · · ·+ (xn0+n − yn0+n)pn + · · ·

= p [(xn0+1 − yn0+1) + (xn0+2 − yn0+2)p + · · ·+ (xn0+n − yn0+n)pn−1 + · · · ]

Donc voilà yn0 − xn0 ≡ 0 (mod p) tel que 0 ≤ xn0 , yn0 < p, alors

yn0 − xn0 = 0 ⇐⇒ yn0 = xn0

De même pour

yn0+1 − xn0+1 = (xn0+2 − yn0+2)p + (xn0+3 − yn0+3)p
2 + · · ·+ (xn0+n − yn0+n)pn−1 + · · ·

= p [(xn0+2 − yn0+2) + (xn0+3 − yn0+3)p + · · ·+ (xn0+n − yn0+n)pn−2 + · · · ]

Ce qui implique que yn0+1 − xn0+1 ≡ 0 (mod p) tel que 0 ≤ xn0+1, yn0+1 < p, alors

yn0+1 − xn0+1 = 0 ⇐⇒ yn0+1 = xn0+1

On répéte le même travail par rapport aux autres éléments, ainsi yn0+i = xn0+i ∀ i ∈ N

donc, nous concluons que le développement est unique.

Définition 1.3.4. Pour un nombre p-adique x ∈ Qp on définit son développement de

Hensel par la série suivante :

x =
∑
n≥n0

anp
n

où n0 ∈ Z et les an sont des nombres entiers entre 0 et p− 1, en particulier an0 6= 0.

Proposition 1.3.5. Soit x ∈ Zp, alors
∑
n≥0

anp
n est son développement de Hensel.
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Proposition 1.3.6. Soit a ∈ Qp, donné par son développement de Hensel

a =
∑
n≥n0

anp
n an0 6= 0 et an ∈ {0, 1, · · · , p− 1 }

alors le développement de Hensel de (−a) s’écrit sous la forme suivante :

−a = (p− an0)p
n0 +

∑
n≥n0+1

(p− an − 1)pn

Preuve.

Soit a =
∑

n≥n0

anp
n tel que 0 ≤ an ≤ p− 1, On a

|a|p = | − a|p = p−vp(a) = p−n0 > 1 alors (−a) ∈ Qp − Zp

On pose −a =
∑

n≥n0

bnp
n tel que 0 ≤ bn ≤ p− 1 donc a + (−a) = 0 alors

· · · a1 a0 a−1 · · · an0+2 an0+1 an0

+

· · · b1 b0 b−1 · · · bn0+2 bn0+1 bn0

= · · · 0 0 0 · · · 0 0 0

alors

an0 + bn0 ≡ 0 (mod p) =⇒ bn0 = (p− an0)

donc calculons bn0+1

· · · a1 a0 a−1 · · · an0+2 a1
n0+1 an0

+

· · · b1 b0 b−1 · · · bn0+2 bn0+1 p− an0

= · · · 0 0 0 · · · 0 0 0

alors
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1 + an0+1 + bn0+1 ≡ 0 (mod p) =⇒ bn0+1 = (p− an0+1 − 1)

calculons bn0+2

· · · a1 a0 a−1 · · · a1
n0+2 a1

n0+1 an0

+

· · · b1 b0 b−1 · · · bn0+2 (p− an0+1 − 1) p− an0

= · · · 0 0 0 · · · 0 0 0

alors

1 + an0+2 + bn0+2 ≡ 0 (mod p) =⇒ bn0+2 = (p− an0+2 − 1)

de même méthode calculons le reste on obtient :

−a = (p− an0)p
n0 + (p− an0+1 − 1)pn0+1 + · · ·+ (p− a0 − 1)p0 + (p− a1 − 1)p + · · ·

= (p− an0)p
n0 +

∑
n≥n0+1

(p− an − 1)pn.

Corollaire 1.3.7. Soit a ∈ Zp , a =
∑
n≥0

anp
n. Le développement de Hensel de (−a) s’écrit

sous la forme suivante :

−a = (p− a0)p
0 + (p− a1 − 1)p + · · ·

= (p− a0) +
∑
n≥1

(p− an − 1)pn, telle que a0 6= 0

Proposition 1.3.8. Soit a =
∑

n≥n0

anp
n et b =

∑
n≥n0

bnp
n. Le développement de Hensel de ab

est donné par :

ab =
∑
n≥n0

cnp
n telle que cn =

n∑
k=n0

akbn−k

Remarque 1.3.9.

1. L’inverse d’un entier p-adique a =
∑
n≥0

anp
n est un entier p-adique si a0 6= 0, ainsi,

B =
1

a
=
∑
n≥0

bnp
n :

En outre aB = 1 on utilise la proposition (1.3.8) pour calculer les bi telle que ai, bi ∈

{0, 1, · · · , p− 1}
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2. Comme

p
∑
n≥0

anp
n 6= 1 + 0p + 0p + · · ·

le nombre premier p n’a pas d’inverse multiplicatif dans Zp (Bien sûr, p a un inverse

multiplicative dans Qp, voir l’exemple (1.3.15)).

Définition 1.3.10. Soit x ∈ Qp. On défini pnZp par l’ensemble suivante :

pnZp = {x ∈ Qp : x = pna; a ∈ Zp }

= {x ∈ Qp : |x| ≤ 1

pn
}

La partie fractionnaire p-adique

Définition 1.3.11. Comme nous l’avons déjà définit, le développement de Hensel d’un

nombre p-adique x ∈ Qp s’écrit sous la forme suivante :

x =
∑
n≥n0

anp
n où n0 = vp(x) ∈ Z

On définit la partie entière p-adique de x par :

[x]p =
∑
n≥1

anp
n = a1p + a2p

2 + a3p
3 + · · · ∈ Zp

et définit la partie fractionnaire p-adique par :

< x >p=
0∑

n=n0

anp
n = an0p

n0 + an0+1p
n0+1 + · · ·+ a0 ∈ Z

[
1

p

]

On obtient ainsi une décomposition :

x = an0p
n0 + an0+1p

n0+1 + · · ·+ a0︸ ︷︷ ︸
<x>p

+ a1p + a2p
2 + a3p

3 + · · ·︸ ︷︷ ︸
[x]p
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Remarque 1.3.12. Si < x >p 6= 0 alors < x >p= apk, pour les entiers a et k ≤ 0.

On sait que 0 ≤ an ≤ p− 1, alors

0 ≤< x >p=
0∑

n=n0

anp
n < (p− 1)

∑
n≥0

p−n = p

Par conséquence, la partie fractionnaire de tout nombre p-adique satisfait

< x >p∈ [0, p[∩Z
[
1

p

]
.

Remarque 1.3.13. Si x ∈ Zp alors

< x >p= a0.

Exemple 1.3.14.

Soit x = −1, p ≥ 2 :

|x|p = | − 1|p = |1|p = p0 = 1 alors − 1 ∈ Zp

On a

1 = 1 + 0p + 0p2 + 0p3 + · · · c’est à dire 1 = · · · 00001
p

D’après le corollaire (1.3.7) le développement de Hensel de x est donné par :

−1 = (p− 1) + (p− 0− 1)p + (p− 0− 1)p2 + · · ·+ (p− 0− 1)pn + · · ·

Alors

−1 =
∑
n≥0

(p− 1)pn

Et on écrira :

< −1 >p = (p− 1)

[−1]p = (p− 1)
∑
n≥1

pn.
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Exemple 1.3.15.

1. Soit x =
1

p
et p ≥ 2

|x|p = |1
p
|p = |p−1|p = p > 1 alors

1

p
∈ Qp − Zp

Donc le développement de Hensel de x donné par :
1

p
= 1.p−1 + 0.p0 + 0p1 + · · · C’est à dire

1

p
= · · · 000.1

p

Et on écrira :

<
1

p
>p=

1

p
.[

1

p

]
p

= 0.

Dans le cas général : x =
1

pk
et p ≥ 2, k ≥ 1

1

pk
= 1.p−k + 0.p−k+1 + 0p−k+2 + · · ·+ 0 + 0.p + · · ·

Et on écrira :

<
1

pk
>p=

1

pk
.

[
1

pk

]
p

= 0.

2. Soit x =
1

2
et p > 2

|x|p = |1
2
|p = |2−1|p = p0 = 1 alors

1

2
∈ Zp

On a : 
1 = 1 + 0.p + 0.p2 + · · · c’est à dire 1 = · · · 0001

p

et

2 = 2 + 0.p + 0.p2 + · · · c’est à dire 2 = · · · 0002
p

On pose A =
1

2
= · · · a2a1a0

p tel que ai ∈ {0, 1, · · · , p− 1}
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Comme 2A = 1 donc d’après la proposition(1.3.8) ona :



2a0 ≡ 1[p] =⇒ a0 ≡
p + 1

2
[p]

1 + 2a1 + 0a0 ≡ 0[p] =⇒ a1 ≡
p− 1

2
[p]

1 + 2a2 + 0a1 + 0a0 ≡ 0[p] =⇒ a2 ≡
p− 1

2
[p]

...

Donc
1

2
=

p + 1

2
+
∑
n≥1

p− 1

2
pn

Et on écrira :

<
1

2
>p =

p + 1

2
.[

1

2

]
p

=
∑
n≥1

p− 1

2
pn.

Exemple 1.3.16.

Calculons le développement de Hensel des nombres suivants :

1. Soit x = −7 et p = 7 :

|x|p = | − 7|7 = 7−1 < 1 alors − 7 ∈ Z7

On a 7 = 0.7 + 1.7 + 0.7 + · · · c’est à dire 7 = · · · 0010
7

Donc le développement de Hensel de x donné par :

−7 = 6.7 + 6.72 · · ·+ 6.7n + · · ·

Alors

−7 = 6
∑
n≥1

7n

Et on écrira :
< −7 >7= 0

[−7]7 = 6
∑
n≥1

7n.
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2. Soit x = −5 et p = 5 :

|x|p = | − 5|5 = 5−1 < 1 alors − 5 ∈ Z5

On a 5 = 0.5 + 1.5 + 0.5 + · · · c’est à dire 5 = · · · 0010
5

Donc le développement de Hensel de x donné par :

−5 = 4.5 + 4.52 · · ·+ 4.5n + · · ·

Alors

−5 = 4
∑
n≥1

5n

Et on écrira :

< −5 >5 = 0

[−5]5 = 4
∑
n≥1

5n.

Cas général : Dans Qp

−p = (p− 1)
∑
n≥1

pn

3. Soit x = −1

7
et p = 7

|x|p =

∣∣∣∣−1

7

∣∣∣∣
7

= 7 > 1 alors − 1

7
∈ Q7 − Z7

On a :
1

7
+

(
−1

7

)
= 0 telle que

1

7
= · · · 00.1

7

D’après la proposition (1.3.6) le développement de Hensel de x donné par :

−1

7
= (7− 1)7−1 + (7− 0− 1) + (7− 0− 1)7 + · · ·+ (7− 0− 1)7n + · · ·

Alors

−1

7
= 6

∑
i≥−1

7i
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Et on écrira :

< −1

7
>7 = 6.7−1 + 6[

−1

7

]
7

= 6
∑
n≥1

7n.

Cas général : Dans Qp

−1

p
= (p− 1)

∑
n≥−1

pn

4. Soit x = −3

2
et p = 5

|x|p =

∣∣∣∣−3

2

∣∣∣∣
5

= 50 = 1 alors − 3

2
∈ Z5

D’après le corollaire (1.3.7) on a : −3 = 3 + 4.5 + 4.52 + · · ·

Et voir l’exemple (1.3.15) on a :
1

2
= 3 + 2.5 + 2.52 + · · ·

Donc en utilise la proposition (1.3.8), on trouve

−3

2
= 1 + 2.5 + 2.52 + · · ·

Et on écrira :

< −3

2
>5 = 1[

−3

2

]
5

= 2
∑
n≥1

5n.

5. Soit x = −5

2
et p = 5 on a :

 −5 = 4.5 + 4.52 + 4.53 + · · ·
1

2
= 3 + 3.5 + 3.52 + · · ·

On pose B = −5× 1

2
tel que B = · · · c3c2c1c0

5 donc d’après la proposition(1.3.8),
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on trouve : 

c0 = 3.0 =⇒ c0 ≡ 0[p]

c1 = 3.0 + 4.3 =⇒ c1 ≡ 2[5]

c2 = 2 + 3.4 + 3.4 + 0.3 =⇒ c2 ≡ 1[5]

c3 = 5 + 3.4 + 3.4 + 3.4 + 0.3 =⇒ c3 ≡ 1[5]

...

Donc

−5

2
= 2.5 + 1.

∑
n>1

5n

Et on écrira :

< −5

2
>5 = 0.[

−5

2

]
5

= 2.5 +
∑
n>1

5n.

6. Soit x =
2

9
dans Q3 on a :

 2 = 2 + 0.3 + 0.32 + · · · c’est à dire 2 = · · · 0002
3

9 = 0 + 0.3 + 1.32 + 0.33 + · · · c’est à dire 9 = · · · 0100
3

Donc
2

9
= 2.3−2 + 0.3−1 + 0 + 0.3 + · · · car :

· · · 000200 · · · 000100

− · · · 00.02

· · · 000200

= · · · 000000

On écrira :

<
2

9
>3 =

2

9
.[

2

9

]
3

= 0.
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Exemple 1.3.17.

1. On a déjà vu dans l’exemple(1.3.14) que :

1 = −(p− 1)
∑
n≥0

pn = (1− p)
∑
n≥0

pn

Il s’ensuit que (1− p) est inversible en tant qu’élément de Zp et son inverse est donné

par la série géométrique suivante :

1

1− p
=
∑
n≥0

pn

Voici quelques exemples numériques :

• p = 2 : −1 =
∑
n≥0

2n = 1 + 2 + 22 + · · ·

• p = 3 : −1

2
=
∑
n≥0

3n = 1 + 3 + 32 + · · ·

• p = 17 : − 1

16
=
∑
n≥0

(17)n = 1 + 17 + (17)2 + · · ·

• p = 19 : − 1

18
=
∑
n≥0

(19)n = 1 + 19 + (19)2 + · · ·

• p = 23 : − 1

22
=
∑
n≥0

(23)n = 1 + 23 + (23)2 + · · ·

• p = 31 : − 1

30
=
∑
n≥0

(31)n = 1 + 31 + (31)2 + · · ·

2. On remplace p par p2, on trouve que (1− p2) est un nombre p-adique inversible et son

développement de Hensel est donné par :

1

1− p2
=
∑
n≥0

p2n

Voici quelques exemples numériques :

• p = 2 : −1

3
=
∑
n≥0

22n = 1 + 22 + 24 + · · ·

• p = 3 : −1

8
=
∑
n≥0

32n = 1 + 32 + 34 + · · ·

• p = 17 : − 1

288
=
∑
n≥0

(17)2n = 1 + (17)2 + (17)4 + · · ·
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• p = 19 : − 1

360
=
∑
n≥0

(19)2n = 1 + (19)2 + (19)4 + · · ·

• p = 23 : − 1

528
=
∑
n≥0

(23)2n = 1 + (23)2 + (23)4 + · · ·

• p = 31 : − 1

960
=
∑
n≥0

(31)2n = 1 + (31)2 + (31)4 + · · ·

3. Soit x =
∑
n≥0

anp
n tel que a0 = 2, a2n = 1, a2n+1 = 3, on aurra donc :

x = 2 +
∑
n≥0

p2n +
∑
n≥0

3p2n+1 = 2 +
1 + 3p

1− p2

Voici quelques exemples numériques :

• p = 2 : x = 2 +
∑
n≥0

22n +
∑
n≥0

22n+1 = −1

3

• p = 3 : x = 2 +
∑
n≥0

32n +
∑
n≥0

32n+1 =
3

4

• p = 17 : x = 2 +
∑
n≥0

(17)2n +
∑
n≥0

(17)2n+1 =
131

72

• p = 19 : x = 2 +
∑
n≥0

(19)2n +
∑
n≥0

(19)2n+1 =
331

180

• p = 23 : x = 2 +
∑
n≥0

(23)2n +
∑
n≥0

(23)2n+1 =
493

264

• p = 31 : x = 2 +
∑
n≥0

(31)2n +
∑
n≥0

(31)2n+1 =
913

480

1.4 Propriétés analytique des nombres p-adique

Théorème 1.4.1. La suite (an)n dans Qp est de Cauchy si,et seulement si,

lim
n→+∞

|an+1 − an|p = 0.

Preuve.

=⇒)Soit (an)n est une suite de Cauchy alors :

∀ ε > 0∃n0 ∈ N ∀n, m ∈ N, n, m ≥ n0 ⇒ |am − an|p < ε
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Posons m = n + 1

∀ ε > 0∃n0 ∈ N ∀n ∈ N, n ≥ n0 ⇒ |an+1 − an|p < ε

Alors :

lim
n→+∞

|an+1 − an|p = 0

⇐=) Supposons que :

lim
n→+∞

|an+1 − an|p = 0

C’est à dire :

∀ ε > 0∃n0 ∈ N ∀n ∈ N, n ≥ n0 ⇒ |an+1 − an|p < ε

Pour m > n ≥ n0 On a :

|am − an|p = |(am − am−1) + (am−1 − am−2) + · · ·+ (an+1 − an)|p < ε

≤ max{|(am − am−1)|p, |(am−1 − am−2)|p, · · · , |(an+1 − an)|p}

= max{|ak+1 − ak|pr, k = n.m− 1 }.

D’où

|am − an|p < ε

Alors (an)n est une suite de Cauchy.

Définition 1.4.2.

1) Soit la série
∑
n≥0

an dans Qp. On appelle la somme partielle de
∑
n≥0

an la suite (Sn)n telle

que :

Sn = a0 + a1 + · · ·+ an =
n∑

i=0

ai.

La série
∑
n≥0

an est convergente dans Qp si, et seulement si,

lim
n→+∞

Sn = S (S ∈ Qp)
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2) La série
∑
n≥0

an est converge absolue dans Qp si,et seulement si,
∑
n≥0

|an|p est converge

dans R.

Proposition 1.4.3. La série
∑
n≥0

|an|p est convergente dans R, Alors La série
∑
n≥0

an est

convergente dans Qp.

Preuve.

Si la série
∑
n≥0

|an|p est convergente alors
n∑

i=0

|ai|p est une suite de Cauchy. C’est à dire

∀ ε > 0∃n0 ∈ N ∀n,m ∈ N; m > n ≥ n0 ⇒

∣∣∣∣∣
m∑

i=0

|ai|p −
n∑

i=0

|ai|p

∣∣∣∣∣ < ε.

Mais, on a

∣∣∣∣∣
m∑

i=0

|ai|p −
n∑

i=0

|ai|p

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
m∑

i=n+1

|ai|p

∣∣∣∣∣
=

m∑
i=n+1

|ai|p < ε (1.3)

D’autre part on a

|Sm − Sn|p =

∣∣∣∣∣
m∑

i=0

ai −
n∑

i=0

ai

∣∣∣∣∣
p

=

∣∣∣∣∣
m∑

i=n+1

ai

∣∣∣∣∣
p

≤
m∑

i=n+1

|ai|p (1.4)

D’après (1.3) on a

|Sm − Sn|p < ε

Alors : (Sn)n est de Cauchy dans Qp c’est à dire : (Sn)n est convergente (Qp complet)

Alors la série
∑
n≥0

an est convergente dans Qp.

Proposition 1.4.4. Soit (an)n≥0 une suite dans Qp, si lim
n→+∞

an = a dans Qp alors :

∃N ∈ N ∀n ≥ N : |an|p = |a|p.
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Preuve.

Soit (an)n dans Qp. Donc (an)n est une suite de Cauchy dans Qp. C’est à dire : (an)n est

convergente ( car Qp est complet).

∀ ε > 0∃n0 ∈ N ∀n, m ∈ N; m > n ≥ n0 ⇒ |am − an|p < ε.

D’autre part on a

||am|p − |an|p|p ≤ |am − an|p < ε.

(|an|p)n est une suite de Cauchy dans R qui est complet, alors (|an|p)n est convergente

dans R

∀ ε > 0∃n0 ∈ N ∀n ∈ N, n ≥ n0 ⇒ ||an|p − l|p < ε

Supposons que lim
n→+∞

|an|p 6= 0, alors

lim
n→+∞

|an|p = l > 0

Soit

ε = l/2,∃N1 ∈ N, ∀n ≥ N1 ⇒ |an|p > l/2 (1.5)

En plus de notre

∃N2 ∈ N ∀m > n ≥ N2 ⇒ |am − an|p < l/2 (1.6)

D’où pour n,m > max{N1, N2} on a

|am|p = |am − an + an|p

≤ max{|am − an|p, |an|p}

= |an|p

D’après (1.5) et (1.6)

Si n = N On a

|am|p ≤ |aN |p ∀m ≥ N. (1.7)
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De même

|an|p = |an − am + am|p

≤ max{|an − am|p, |am|p}

= |am|p

Si n = N On a

|aN |p ≤ |am|p ∀m ≥ N. (1.8)

D’où |aN |p = |am|p, ∀m ≥ N à partir de (1.7) et (1.8), par passage à la limite quand

m → +∞.

On a :

|aN |p = |a|p = l

Notre autorisation

|aN |p = |aN+1|p = · · · = |a|p

D’où

|an|p = |a|p, ∀n ≥ N

Proposition 1.4.5. La série
∑
n≥0

an, où an ∈ Qp est convergente si, et seulement si, lim
n→+∞

an =

0, de plus on a : ∣∣∣∣∣∑
n≥0

an

∣∣∣∣∣
p

≤ max
n≥0

|an|p

Preuve.

Si la série
∑
n≥0

an est convergente donc la suite de la somme partielle (Sn)n est de Cauchy

on a :

lim
n→+∞

|Sn − Sn−1|p = 0.

Et comme an = Sn − Sn−1, alors :

lim
n→+∞

|an|p = 0
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D’autre part : si

lim
n→+∞

|an|p = 0,

Donc :

lim
n→+∞

|Sn − Sn−1|p = 0.

Alors : (Sn)n est de Cauchy dans Qp c’est à dire : (Sn)n est convergente (Qp complet), donc

la série
∑
n≥0

an est convergente.

Pour le deuxième cas on a :

1) Si
∑
n≥0

an = 0 l’inégalité est évidente.

2) Si
∑
n≥0

an 6= 0 donc d’après la proposistion (1.4.4), on a

∃N ∈ N, ∀n ≥ N :

∣∣∣∣∣
+∞∑
n=0

an

∣∣∣∣∣
p

=

∣∣∣∣∣
N∑

n=0

an

∣∣∣∣∣
p

Et, on a

max{|an|p; 0 ≤ n ≤ N } = max
n
{|an|p }

Donc d’après l’inégalité triangulaire forte, on a

∣∣∣∣∣
N∑

n=0

an

∣∣∣∣∣
p

≤ max{|an|p; 0 ≤ n ≤ N } = max
n
{|an|p }.



CHAPITRE 2

Fractions continues

Dans ce chapitre comme son nom l’indique présente le concept de base des fractions

continues sur deux types différents : le premier type traite les fractions continues dans le cas

réel et dans le deuxième type on explique les fractions continues dans le cas p-adique. De

plus, nous allons examiner un cas particulier pour étudier la convergence.

Pour de plus amples informations à ce sujet, on cit les références suivantes : [15, 16, 21, 37, 38].

2.1 Fractions continues dans R

Les définitions et les théorèmes de cette section sont pris du livre "théorie des nombres"

de Duverney [21].

Définition 2.1.1. Soient (an)n≥0 et (bn)n≥1 deux suites de nombres réels, avec bn 6= 0 pour

tout n ≥ 1, soient les fractions suivantes :

R0 = a0 ; R1 = a0 +
a1

b1

; R2 = a0 +
a1

b1 +
a2

b2

; R3 = a0 +
a1

b1 +
a2

b2 +
a3

b3

; · · ·

37
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Rn s’obtient en remplaçant dans Rn−1, le terme bn−1 par bn−1 +
an

bn

. On aurra :

Rn = a0 +
a1

b1 +
a2

. . . +
an−1

bn−1 +
an

bn

À cause des divisions, certains termes de la suite Rn peuvent ne pas être définis ; cependant,

on supposera qu’il existe un entier m tel que Rn existe pour tout n ≥ m.

La suite (Rn)n≥m définie alors une fraction continue ; les termes Rn sont les réduites de

la fraction continue. On dira que la fraction continue est convergente si la suite Rn est

convergente, divergente si la suite Rn est divergente. En cas de convergence, la limite R de

Rn est appelée la valeur de la fraction continue, et on écrira

R = a0 +
a1

b1 +
a2

. . . +
an

bn+ · · ·

Théorème 2.1.2. On a pour n ≥ 0 : Rn = Pn/Qn, où les suites Pn et Qn définies pour

n ≥ −1, vérifient

P−1 = 1 ; Q−1 = 0 ; P0 = a0 ; Q0 = 1 ; Pn = bnPn−1 + anPn−2

Qn = bnQn−1 + anQn−2 pour n ≥ 1.
(2.1)

Théorème 2.1.3. Pour tout n ≥ 1, on a

PnQn−1 − Pn−1Qn = (−1)n−1a1a2 · · · an (2.2)

Rn −Rn−1 =
(−1)n−1a1a2 · · · an

QnQn−1

si Qn 6= 0 et Qn−1 6= 0. (2.3)

Théorème 2.1.4. La fraction continue a0 +
a1

b1 +
a2

. . . +
an

bn+ · · ·

est convergente si, et seule-

ment si, la série de terme général
(−1)n−1a1a2 · · · an

QnQn−1

est convergente.
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En cas de convergence, on a

a0 +
a1

b1 +
a2

. . . +
an

bn+ · · ·

= a0 +
∑
n≥1

(−1)n−1a1a2 · · · an

QnQn−1

à condition que Qn 6= 0 pour tout n ≥ 1.

Théorème 2.1.5. Soient (an)n≥1 et (bn)n≥1, deux suites de nombres réels non nuls. Alors

les fractions continues

a1

b1 +
a2

. . . +
an

bn+ · · ·

et
1

c1 +
1

. . . +
1

cn+ · · ·

où

c2n =
a1a3 · · · a2n−1

a2a4 · · · a2n

b2n et c2n+1 =
a2a4 · · · a2n

a1a3 · · · a2n+1

b2n+1

ont les mêmes réduites (on dit qu’elles sont équivalentes). Elles sont donc de même nature

et en cas de convergence elles ont la même valeur.

Théorème 2.1.6. Soit (cn)n≥1 une suite de nombres réels tell que |cn| ≥ 2 pour tout n ≥ 1, et

telle que la série
∑
n≥1

1

|cncn+1|
soit convergente. Alors la fraction continue

1

c1 +
1

. . . +
1

cn+ · · ·
est convergente.

Définition 2.1.7. Soit α0 > 0. On pose α0 = c0 + b0 où c0 = [α0] ( partie entière de α0 ) et

b0 ∈ [0, 1[. Si b0 6= 0, c’est à dire si α0 n’est pas entier, on peut écrire b0 = 1/α1 avec α1 > 1

puisque b0 < 1,Ainsi

α0 = c0 +
1

α1

On recommence avec α1. Si α1 n’est pas entier, on pose α1 = c1 + 1/α2, avec c1 = [α1] ≥ 1

(puisque α1 > 1 ) et α2 > 1. D’où

α0 = c0 +
1

c1 +
1

α2
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Le processus se poursuivra tant que αn n’est pas un nombre entier. On obtiendra

α0 = c0 +
1

c1 +
1

. . . +
1

cn−1 +
1

αn

(2.4)

grâce à l’algorithme

αn = cn +
1

αn+1

, cn = [αn]. (2.5)

Deux cas peuvent se présenter : ou bien un des αn est entier, auquel cas (2.5) s’écrit αn =

cn = [αn], et (2.4) devient α0 = c0 +
1

c1 +
1

. . . +
1

cn

,

alors α0 est évidemment un nombre rationnel, puisque tous les ci, i ∈ N sont entiers, ou bien

aucun des αn n’est pas entier, auquel cas on pourra écrire (2.4) pour tout n. Nous allons

voir que dans ce deuxième cas α0 est irrationnel et que la fraction continue

c0 +
1

c1 +
1

. . . +
1

cn+ · · ·

converge vers α0.

Théorème 2.1.8 (Algorithme des fractions continues). On définit les suites (Pn) et

(Qn) par récurrence en posant pour tout n ≥ −1 :

P−1 = 1; Q−1 = 0; P0 = c0; Q0 = 1;

 Pn = cnPn−1 + Pn−2

Qn = cnQn−1 + Qn−2 pour n ≥ 1.
(2.6)

Pour tout n ∈ N tel que α0Qn−1 − Pn−1 6= 0

cn =

[
−α0Qn−2 − Pn−2

α0Qn−1 − Pn−1

]
.

Alors pour tout n ≥ 0, la réduite Rn d’ordre n de α0 est égale à la fraction
Pn

Qn

.
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Proposition 2.1.9. Soient (Pn) et (Qn) les suites définies par les relations de récurrence

ci-dessus. Alors pour tout n ≥ 1, nous avons

PnQn−1 − Pn−1Qn = (−1)n−1 (2.7)

En particulier, pour tout n ≥ 0, Pn et Qn sont premiers entre eux.

Preuve.

Pour démontrer cette proposition, il suffit de se rappeller les définitions de Pn et Qn :

Si n = 1

P1Q0 − P0Q1 = (c1P0 + P−1)− c0(c1Q0 + Q−1)

= c1c0 + 1− c0c1

= 1

qui est bien égal à (−1)1−1. La relation est donc vraie pour n = 1.

Supposons maintenant la relation vérifie pour n− 1 c’est à dire

Pn−1Qn−2 − Pn−2Qn−1 = (−1)n−2

et montrons qu’elle est aussi pour n

PnQn−1 − Pn−1Qn = (cnPn−1 + Pn−2)Qn−1 − Pn−1(cnQn−1 + Qn−2)

= Pn−2Qn−1 − Pn−1Qn−2

= −(−1)n−2

= (−1)n−1

Alors la relation est vraie pour tout n ≥ 1.

Soit n ≥ 1 et soit d ≥ 1 un diviseur commun de Pn et Qn. Alors d divise (−1)n−1, donc

d = 1. Donc Pn et Qn sont premiers entre eux.

Théorème 2.1.10. La suite des réduites
Pn

Qn

converge vers α0, et on a pour tout n ∈ N :

∣∣∣∣α0 −
Pn

Qn

∣∣∣∣ < 1

Q2
n

où bien lim
n→+∞

Pn/Qn = α0. (2.8)
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Notation. Le développement de α0 donné par l’algorithme (2.5) est appelé son développe-

ment en fraction continue régulière. Il est commode de le noter

c0 +
1

c1 +
1

. . . +
1

cn+ · · ·

= [c0, c1, · · · , cn, · · · ]

Définition 2.1.11. Une fraction continue infinie [c0, c1, · · · , cn, · · · ] est dite périodique s’il

existe un entier l > 0 et un entier k > 0 tel que :

ck′ = ck′+l

pour tout k
′
= k Si on pose n = l + k, la fraction s’écrit :

[c0, c1, · · · , ck, ck+1, · · · , cn, ck+1, · · · ]

On note cette fraction :

[c1, · · · , ck, ck+1, · · · , cn]

La longueur de la période est n− k = l.

Définition 2.1.12. Un nombre α0 est un nombre irrationnel quadratique si, et seulement si,

le nombre α0 est irrationnel et racine d’un polynôme quadratique de la forme AX2 +BX +C

à coefficients entiers A, B, C.

On donne ici l’énnoncé des théorème célébres dans le cas réel :

Théorème 2.1.13. Le développement en fraction continue est fini si, et seulement si, α0

est un nombre rationnel.

Théorème 2.1.14 (Lagrange). Un nombre réel a un développement en fraction continue

ultimement périodique si, et seulement si, il s’agit d’un nombre quadratique irrationnel.

Théorème 2.1.15 (Lamé). Le nombre de termes du développement en fraction continue

d’un nombre rationnel a
b

est inférieur à cinq fois le nombre de chiffres servant à écrire le

plus petit des deux entier a et b.
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Remarque 2.1.16. Nous voyons une premiére différence avec le développement décimal.

Le développement décimal d’un nombre rationnel est fini ou périodique. Le développement

en fraction continue d’un nombre rationnel est toujours fini. Une deuxième différence réside

dans le fait que le développement décimal n’est pas toujours unique, alors que le développe-

ment en fraction continue est unique.

Exemple 2.1.17.

Voici quelques exemples numériques :

1. Soit α =
1124

1029
:

1124

1029
= 1 +

95

1029
= 1 +

1

α1

tel que α0 = [α] = 1

avec α1 =
1029

95
= 10 +

79

95
= 10 +

1

α2

avec α2 =
95

79
= 1 +

16

79
= 1 +

1

α3

avec α3 =
79

16
= 4 +

15

16
= 4 +

1

α4

avec α4 =
16

15
= 1 +

1

15
= 1 +

1

α5

avec α5 = 15

donc le développement en fraction continue s’écrit sous la forme :

1124

1029
= [1, 10, 1, 4, 1, 15]

2. Soit α =
√

3 :
√

3 = 1 + (
√

3− 1) = 1 +
1

α1

tel que α0 = [α] = 1

avec α1 =

√
3 + 1

2
= 1 +

√
3− 1

2
= 1 +

1

α2

avec α2 =
√

3 + 1 = 2 + (
√

3− 1) = 2 +
1

α3

avec α3 =

√
3 + 1

2
= 1 +

√
3− 1

2
= 1 +

1

α4

donc nous calculons de la même manière on obtient :

√
3 = 1 +

1

1 +
1

2 +
1

1 +
1

2 +
1

· · ·

= [1, 1, 2 ]
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alors le développement en fraction continue de
√

3 est périodique de période 2.

3. Soit α =
√

5 :
√

5 = 2 + (
√

5− 2) = 2 +
1

α1

tel que α0 = [α] = 2

avec α1 =
√

5 + 2 = 4 + (
√

5− 2) = 4 +
1

α2

avec α2 =
√

5 + 2 = 4 + (
√

5− 2) = 4 +
1

α3

donc le développement en fraction continue de
√

5 est périodique de période 1, à partir

du rang 1. Plus précisément αn = 4 ∀n ≥ 1

Ainsi
√

5 = 2 +
1

4 +
1

4 +
1

4 +
1

· · ·

= [1, 4 ]

4. Pour évaluer de fraction continue [−1, 1, 3, 5, 7, 9] on utilise le tableau suivant, qui res-

semble à ceux de l’algorithme de fraction continue.

ci −1 1 3 5 7 9

Pi 1 −1 0 −1 −5 −36 −329

Qi 0 1 1 4 21 151 1380

Donc on a [−1, 1, 3, 5, 7, 9] = − 329

1380
et ses réduites sont −1, 0,−1

4
,− 5

21
,− 36

151
,− 329

1380

c’est à dire
−1 = −1

1
; −1 +

1

1
= 0

−1 +
1

1 +
1

3

= −1

4
; −1 +

1

1 +
1

3 +
1

5

= − 5

21

−1 +
1

1 +
1

3 +
1

5 +
1

7

= − 36

151
; −1 +

1

1 +
1

3 +
1

5 +
1

7 +
1

9

= − 329

1380
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2.2 Fractions continues dans Qp

Il existe deux définitions non équivalentes des fractions continues dans le corps Qp res-

semble à la définition d’une fraction continue réelle : la définition de Schneider ([38], 1968)

et la définition de Ruban ([37], 1970) modifie par Browkin ([15], 1978).

Définition 2.2.1 (Schneider). Soit p un nombre premier impair. On dit fraction continue

de Schneider (on l’abrégé FCS) d’un entier p-adique y, une construite de la manière suivante :

1) On met y = y0 et yn+1 =
pαn

yn − an

2) On choisit a0 ∈ {0, 1, · · · , p− 1} et an ∈ {1, 2, · · · , p− 1}, ∀n ∈ N∗

alors αn = vp(yn − an) tel que α0 ≥ 0 et αn > 0∀n ∈ N∗.

Pour n ≥ 0 tant que yn 6= an, la fraction continue de Schneider s’écrit sous la forme :

y = a0 +
pα0

a1 +
pα1

. . . +
an +

pαn

· · ·

Si yn = an alors la fraction continue se termine par
pαn−1

an

.

On explique les fractions continues de Schneider avec précision dans l’algorithme suivant :

Algorithme 2.2.2.

•étape 0 : On pose y = y0.

•étape 0‘ : On choisit a0 ∈ {0, · · · , p− 1} tel que vp(y0 − a0) ≥ 0

dans cette étape , on retrouve α0 = vp(y0 − a0).

•étape 1 : On pose y1 =
pα0

y0 − a0

donc y = a0 +
pα0

y1

.

•étape 1′ : On choisit a1 ∈ {1, · · · , p− 1} tel que vp(y1 − a1) > 0

dans cette étape , on retrouve α1 = vp(y1 − a1).

•étape 2 : On pose y2 =
pα1

y1 − a1

donc y = a0 +
pα0

a1 +
pα1

y2

.

•étape 2′ : On choisit a2 ∈ {1, · · · , p− 1} tel que vp(y2 − a2) > 0

dans cette étape , on retrouve α2 = vp(y2 − a2).
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...

•étape n : On pose yn =
pαn−1

yn−1 − an−1

donc y = a0 +
pα0

a1 +
pα1

. . . +
an−1 +

pαn−1

yn

.

•étape n′ : On choisit an ∈ {1, · · · , p− 1} tel que vp(yn − an) > 0

dans cette étape , on retrouve αn = vp(yn − an).

etc, · · ·

Voici quelques exemples numériques, pour se type de fractions :

Exemple 2.2.3.

Soit y = −1 dans Q7, en utilisant l’algorithme de Schneider, on a :

•étape 0 : On pose y0 = −1

•étape 0‘ : On choisit a0 = 6 tel que v7(−7) = 1 ≥ 0 car

−7 = 6.7 + 6.72 + · · ·

dans cette étape , on retrouve α0 = v7(−7) = 1.

•étape 1 : On pose y1 =
7

−1− 6
= −1 donc −1 = 6 +

7

−1
.

•étape 1′ : On choisit a1 = 6 tel que v7(−7) = 1 > 0

dans cette étape , on retrouve α1 = v7(−7) = 1.

•étape 2 : On pose y2 =
7

−1− 6
= −1 donc −1 = 6 +

7

6 +
7

−1

.

•étape 2′ : On choisit a2 = 6 tel que v7(−7) = 1 > 0

dans cette étape , on retrouve α2 = v7(−7) = 1.

...

•étape n : On pose yn =
7

−1− 6
= −1 donc −1 = 6 +

7

6 +
7

. . . +
6 +

7

−1

.
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•étape n′ : On choisit an = 6 tel que v7(−7) = 1 > 0

dans cette étape , on retrouve αn = v7(−7) = 1.

etc, · · ·

−1 = 6 +
7

6 +
7

. . . +
6 +

7

6 + · · ·

Corollaire 2.2.4. Le développement de Schneider de x = −1 dans Qp (p > 2) s’écrit sous

la forme :

−1 = (p− 1) +
p

(p− 1) +
p

(p− 1) +
p

. . . +
(p− 1) +

p

· · ·
Preuve.

Nous prouvons l’égalité suivante qui est évidemment équivalente à l’assertion :

y = 0 = p +
p

(p− 1) +
p

(p− 1) +
p

. . . +
(p− 1) +

p

· · ·

dans Qp p > 2

On prend : a0 = p et an = (p− 1) ∀n ≥ 1

alors

P−1 = 1, P0 = p

P1 = (p− 1)p + p = p2

P2 = (p− 1)p2 + p2 = p3

...

Pn = pn+1 n ≥ 0

D’autre part, comme |Qn|p = 1 pour n ≥ 0

donc

|y|p = lim
n→+∞

∣∣∣∣Pn

Qn

∣∣∣∣
p

= lim
n→+∞

p−(n+1) = 0

Alors y = 0
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Exemple 2.2.5.

Soit p = 5, y = −3

2
:

•étape 0 : On pose y0 = −3

2

•étape 0‘ : On choisit a0 = 1 tel que v5(−
5

2
) = 1 ≥ 0 car

−5

2
= 2.5 + 1.52 + 1.53 + · · ·

dans cette étape , on retrouve α0 = v5(−
5

2
) = 1.

•étape 1 : On pose y1 =
5

−3

2
− 1

= −2 donc −3

2
= 1 +

5

−2
.

•étape 1′ : On choisit a1 = 3 tel que v5(−5) = 1 > 0

dans cette étape , on retrouve α1 = v5(−5) = 1.

•étape 2 : On pose y2 =
5

−2− 3
= −1 donc −3

2
= 1 +

5

3 +
5

−1

.

•étape 2′ : On choisit a2 = 4 tel que v5(−5) = 1 > 0

dans cette étape , on retrouve α2 = v5(−5) = 1.

...

•étape n : On pose yn =
5

−1− 4
= −1 donc −3

2
= 1 +

5

3 +
5

4 +
5

. . . +
4 +

5

−1

.

•étape n′ : On choisit an = 4 tel que v5(−5) = 1 > 0

dans cette étape , on retrouve αn = v5(−5) = 1.

etc, · · ·

−3

2
= 1 +

5

3 +
5

4 +
5

. . . +
4 +

5

4 + · · ·
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Définition 2.2.6 (Ruban). Soit p un nombre premier impair. On dit fraction continue de

Ruban (on l’abrégé FCR) d’un nombre p-adique y, une construite de la manière suivante :

1) On met y = y0 et yn+1 =
1

yn − an

2) On choisit an ∈ Z
[
1

p

]
∩]0, p[ ∀n ∈ N, tel que vp(a0) ≥ 0 et

vp(an) > 0∀n ∈ N∗

3) an =< yn >p ∀n ∈ N.

Pour n ≥ 0 tant que yn 6= an, la fraction continue de Ruban s’écrit sous la forme :

y = a0 +
1

a1 +
1

. . . +
an +

1

· · ·

Si yn = an alors la fraction continue se terminer par
1

an

.

On explique la fraction continue de Ruban avec précision dans l’algorithme suivant :

Algorithme 2.2.7.

•étape 0 : On pose y = y0, avec le développement de Hensel y =
∑

n≥n0

xnp
n

•étape 0‘ : On choisit a0 =< y0 >p=
xn0

pn0
+

xn0+1

pn0+1
+ · · ·+ x0

•étape 0“ : Si < y0 >p= y0 telle que [y0]p = 0, alors s’arrête, cela signifie que

le développement de Hensel de x est fini et aussi un nombre rationnel. Sinon

on passe à l’étape suivant.

•étape 1 On pose y1 =
1

y0 − a0

, donc y = a0 +
1

y1

.

•étape 1‘ : On choisit a1 =< y1 >.

•étape 1“ : Si < y1 >p= y1 telle que [y1]p = 0, alors s’arrête, cela signifie que

le développement de Hensel de x est fini et aussi un nombre rationnel. Sinon

on passe à l’étape suivant.

...
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•étape n : On pose yn =
1

yn−1 − an−1

donc y = a0 +
1

a1 +
1

. . . +
an−1 +

1

yn

.

•étape n′ : On choisit an =< yn >p.

•étape n“ : Si < yn >p= yn telle que [yn]p = 0, alors s’arrête, cela signifie que

le développement de Hensel de x est fini et aussi un nombre rationnel. Sinon

on passe à l’étape suivant.

etc, · · ·

Voici quelques exemples numériques, pour se type de fractions :

Exemple 2.2.8.

Soit y = −1, p = 7, en utilisant l’algorithme de Ruban, on a :

•étape 0 : On pose y0 = −1, avec le développement de Hensel

−1 = 6 + 6.7 + 6.72 + · · ·

•étape 0‘ : On choisit a0 =< −1 >7= 6 et [−1]7 = 6.7 + 6.72 + 6.73 + · · ·

•étape 1 : On pose y1 = −1

7
, avec le développement de Hensel

−1

7
= 6.7−1 + 6 + 6.7 + 6.72 + · · · donc −1 = 6 +

1

−1

7

.

•étape 1‘ : On choisit a1 =< −1

7
>7=

48

7
et
[
−1

7

]
7

= 6.7 + 6.72 + · · ·

•étape 2 : On pose y2 = −1

7
, avec le développement de Hensel

−1

7
= 6.7−1 + 6 + 6.7 + 6.72 + · · · , donc −1 = 6 +

1
48

7
+

1

−1

7

•étape 2‘ : On choisit a2 =< −1

7
>7=

48

7
et
[
−1

7

]
7

= 6.7 + 6.72 + · · ·

...
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•étape n : On pose yn = −1

7
, avec le développement de Hensel

−1

7
= 6.7−1 + 6 + 6.7 + 6.72 + · · · donc −1 = 6 +

1
48

7
+

1
. . . +

48

7
+

1

−1

7

.

•étape n′ : On choisit an =< −1

7
>7 et

[
−1

7

]
7

= 6.7 + 6.72 + 6.73 + · · ·

etc, · · ·

−1 = 6 +
1

48

7
+

1
. . . +

48

7
+ · · ·

Corollaire 2.2.9. Le développement de Ruban de x = −1 dans Qp telle que (p > 2) s’écrit

sous la forme :

−1 = (p− 1) +
1

(p2 − 1)

p
+

1

(p2 − 1)

p
+

1
. . . +

(p2 − 1)

p
+

1

· · ·

Exemple 2.2.10.

Soit y = −3

2
, p = 5

•étape 0 : On pose y0 = −3

2
, avec le développement de Hensel

−3

2
= 1 + 2.5 + 2.52 + · · ·

•étape 0‘ : On choisit a0 =< −3

2
>5= 1 et

[
−3

2

]
5

= 1.5 + 2.52 + 2.53 + · · ·

•étape 1 : On pose y1 = −2

5
, avec le développement de Hensel

−2

5
= 3.5−1 + 4 + 4.5 + 4.52 + · · · donc −3

2
= 1 +

1

−2

5

.

•étape 1‘ : On choisit a1 =< −2

5
>5=

23

5
et
[
−2

5

]
5

= 4.5 + 4.52 + · · ·
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•étape 2 : On pose y2 = −1

5
, avec le développement de Hensel

−1

5
= 4.5−1 + 4 + 4.5 + 4.52 + · · · , donc −3

2
= 1 +

1
23

5
+

1

−1

5

•étape 2‘ : On choisit a2 =< −1

5
>5=

24

5
et
[
−1

5

]
5

= 4.5 + 4.52 + · · ·

...

•étape n : On pose yn = −1

5
, avec le développement de Hensel

−1

5
= 4.5−1 + 4 + 4.5 + 4.52 + · · · donc −3

2
= 1 +

1
23

5
+

1
24

5
+

1
. . . +

24

5
+

1

−1

5

.

•étape n′ : On choisit an =< −1

5
>5 et

[
−1

5

]
5

= 4.5 + 4.52 + 4.53 + · · ·

etc, · · ·

−3

2
= 1 +

1
23

5
+

1
24

5
+

1
. . . +

24

5
+ · · ·

Définition 2.2.11. Soit p un nombre premier et R = {0,±1, · · · ,±p− 1

2
} ⊂ Z. Tout

x ∈ Qp admet un développement unique donné par la formule suivante :

x =
∑
n≥n0

anp
n

où n0 ∈ Z, an ∈ R pour n ≥ n0 et an0 6= 0 alors vp(x) = n0.

Nous définssons la partie fractionnaire par l’application suivante :

S : Q −→ Qp

x 7−→
0∑

n=n0

anp
n
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On la note S(x) =< x >p alors S(Qp) = Z
[
1

p

]
∩
]
−p

2
,
p

2

[
,

c’est à dire < x >p∈ Z
[
1

p

]
∩
]
−p

2
,
p

2

[
.

Définition 2.2.12 (Browkin). On définit la fraction continue de Browkin (on l’abrège

FCB) par la même méthode de Ruban, sauf la condition sur les an est :

an ∈ Z
[
1

p

]
∩
]
−p

2
,
p

2

[
∀n ∈ N.

Dans la suite, on va étudier le cas particulier p = 2, nous donnons un algorithme des

fractions continues p-adiques de Schneider pour ce cas. On donne aussi, une caractérisation

combinatoire d’un nombre rationnel admet un développement en fractions continues fini.

Algorithme 2.2.13 ([23]).

Comme ai = 1 pour tout i ≥ 1, la fraction continue 2-adique d’une unité 2-adique est

spécifiée Par la suite des exposants αi. Soit P une suite finie d’entiers ai avec αi ≥ 1. Alors,

la fraction continue défini à partir de la suite P est égal à

1 + 2α1 + 2α2 + 2α3 + · · ·+ 2α1+α3 + · · ·+ 2α1+α3+α5 + · · ·
1 + 2α2 + 2α3 + 2α4 + · · ·+ 2α2+α4 + · · ·+ 2α2+α4+α6 + · · ·

La règle utilisée pour obtenir la fraction est la suivante :

Former une nouvelle suite 2α1 , 2α2 , · · · . Maintenant, créer tous les produits (y compris le

produit vide 1) à partir de cette suite telle que aucun élément avec des indices consécutifs n’est

utilisé. Enfin, additionner tous ces produits. Cela donne le numérateur. Le dénominateur est

obtenu en commençant par la suite α2, α3, · · · .

Exemple 2.2.14.

1. Soit α1 = 3, α2 = 2, α3 = 1, α4 = 5, α5 = 2. On a, le numérateur est

1 + 2α1 + 2α2 + 2α3 + 2α4 + 2α5 + 2α1+α3 + 2α1+α4

+2α1+α5 + 2α2+α4 + 2α2+α5 + 2α3+α5 + 2α1+α3+α5

= 1 + 23 + 22 + 21 + 25 + 22 + 23+1 + 23+5

+23+2 + 22+5 + 22+2 + 21+2 + 23+1+2

= 571
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Et le dénominateur est

1 + 2α2 + 2α3 + 2α4 + 2α5 + 2α2+α4 + 2α2+α5 + 2α3+α5

= 1 + 22 + 21 + 25 + 22 + 22+5 + 22+2 + 21+2

= 195

Donc le développement en la fraction continue est

1 +
23

1 +
22

1 +
21

1 +
25

1 + 22

=
571

195

2. Soit α1 = 2, α2 = 1, α3 = 3. Alors

1 +
22

1 +
2

1 +
23

1

= 1 +
4

1 + 2 + 8

1 + 8

=
1 + 4 + 2 + 8 + 4× 8

1 + 2 + 8
=

47

11

3. Soit α1 = 1, α2 = 4, α3 = 2, α4 = 1.

On a, le numérateur est

1 + 21 + 24 + 22 + 21 + 21+2 + 21+1 + 21+4 = 69

Et le dénominateur est

1 + 24 + 22 + 21 + 24+1 = 55.

Donc le développement en la fraction continue est

1 +
21

1 +
24

1 +
22

1 + 21

=
69

55

Théorème 2.2.15. Toutes les fractions continues 2-adique finies sont de la forme ci-dessus.
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Preuve.

Nous prouvons le théorème par induction.

•étape 1 :

1 +
2α1

1
=

1 + 2α1

1

•étape 2 :

1 +
2α1

1 + 2α2
=

1 + 2α1 + 2α2

1 + 2α2

•étape n : Supposons que l’opération est vraie pour n−1. En commençant une étape dans

la fraction continue, nous avons une suite P avec n− 1 éléments, composée d’éléments

α2, α3, · · · . La fraction continue formée à partir de ces nombres est

1 +
2α2

1 +
2α3

1 +
2α4

. . . +
1 + 2αn

Ce qui égale à

1 + 2α2 + 2α3 + · · ·+ 2α2+α4 + · · ·
1 + 2α3 + 2α4 + · · ·+ 2α3+α5 + · · ·

=
c

d

Si on met α1 au début de suite P alors la nouvelle fraction est égale

1 +
2α1

c/d
=

c + 2α1d

c

Dans l’écriture de ”d”, il n’y a absolument aucune apparence de 2α2 . Ainsi, s’il existe

une apparence de α2 dans le nouveau numérateur, c’est à partir de ”c”. Par conséquent,

chaque fraction 2-adique continue est de la forme.

1 + 2α1 + 2α2 + 2α3 + · · ·+ 2α1+α3 + · · ·+ 2α1+α3+α5 + · · ·
1 + 2α2 + 2α3 + 2α4 + · · ·+ 2α2+α4 + · · ·+ 2α2+α4+α6 + · · ·

Comme il est mentionné dans Section(2.1), il n’y a pas d’annulation des facteurs du

numérateur et du dénominateur. Cela complète la preuve.
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2.3 Convergence des fractions continues dans Qp

Soit p un nombre premier impair, et Qp le corps des nombres p-adiques. Dans cette section

nous considérons la fraction continue de Schneider du type suivant

a0 +
p

a1 +
p

. . . +
an +

p

· · ·

C’est à dire αn = 1 pour tout n ∈ N.

Proposition 2.3.1. D’après le théorème (2.1.2), les suites Pn et Qn définit pour n ≥ −1,

satisfaits :

P−1 = 1 ; Q−1 = 0 ; P0 = a0 ; Q0 = 1 ; Pn = anPn−1 + pPn−2

Qn = anQn−1 + pQn−2 pour n ≥ 1.
(2.9)

Corollaire 2.3.2. Les suites (Pn) et (Qn) vérifient les relations suivantes :

1) Pour tout n ≥ 1 ;
Pn

Qn

− Pn−1

Qn−1

=
(−1)n−1pn

QnQn−1

2) Pour tout n ≥ 2 ;
Pn

Qn

− Pn−2

Qn−2

=
(−1)n−2pn−1an

QnQn−2

Preuve.

1)
Pn

Qn

− Pn−1

Qn−1

=
(−1)n−1pn

QnQn−1

on a ;

PnQn−1 − Pn−1Qn = (anPn−1 + pPn−2)Qn−1 − Pn−1(anQn−1 + pQn−2)

= p(Pn−2Qn−1 − Pn−1Qn−2)

= (−1)n−1pn

donc pour démontrer (1) il suffit de démontrer le relation suivante :

Pn−2Qn−1 − Pn−1Qn−2 = (−1)n−1pn−1 (2.10)

On va montrer la relation (2.10) par récurrence :
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Pour n = 1 :

P−1Q0 − P0Q−1 = 1 = (−1)0p0

Supposons que la relation est vrai pour n− 1, c’est à dire

Pn−3Qn−2 − Pn−2Qn−3 = (−1)n−2pn−2

et montrons pour n, c’est à dire

Pn−2Qn−1 − Pn−1Qn−2 = (−1)n−1pn−1

On a,

Pn−2Qn−1 − Pn−1Qn−2 = Pn−2(an−1Qn−2 + pQn−3)− (an−1Pn−2 + pPn−3)Qn−2

= p(Pn−2Qn−3 − Pn−3Qn−2)

= −p(−1)n−2pn−2

= (−1)n−1pn−1

donc la relation est vérifiée pour n ≥ 1.

2) D’après (1) on a

Pn

Qn

− Pn−2

Qn−2

=

(
Pn

Qn

− Pn−1

Qn−1

)
+

(
Pn−1

Qn−1

− Pn−2

Qn−2

)
=

(−1)n−1pn

QnQn−1

+
(−1)n−2pn−1

Qn−1Qn−2

=
(−1)n−2pn−1(−pQn−2 + Qn)

QnQn−1Qn−2

=
(−1)n−2pn−1(anQn−1)

QnQn−1Qn−2

=
(−1)n−2pn−1an

QnQn−2

Proposition 2.3.3. Les suites (Pn) et (Qn) satisfait les inégalités suivantes :

1) Pour tout n ≥ 0 ; p
n
2 ≤ Qn ≤ pn.
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2) Pour tout n ≥ 0 ; p
n
2 ≤ Pn ≤ pn+1.

Preuve.

On démontre par récurrence les inégalités :

1) Pour n = 0 : ona p0 = 1 ≤ Q0 = 1 ≤ p0 = 1 c’est à dire 1 ≤ 1 ≤ 1

Supposons que l’inégalité est vrai pour n− 1, c’est à dire

p
n−1

2 ≤ Qn−1 ≤ pn−1

et montrons que pour n, c’est à dire

p
n
2 ≤ Qn ≤ pn

On a Qn = anQn−1 + pQn−2 telle que


1 ≤ an ≤ p− 1

p
n−1

2 ≤ Qn−1 ≤ pn−1

p
n
2 ≤ pQn−2 ≤ pn−1

Donc

p
n−1

2 + p
n
2 ≤ Qn ≤ (p− 1)pn−1 + pn−1

On a  p
n
2 ≤ p

n−1
2 + p

n
2

(p− 1)pn−1 + pn−1 = pn

Alors

p
n
2 ≤ Qn ≤ pn

2) Pour n = 0 : p0 = 1 ≤ P0 = a0 ≤ p

Supposons que l’inégalité est vrai pour n− 1, c’est à dire

p
n−1

2 ≤ Pn−1 ≤ pn
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et montrons pour n, c’est à dire

p
n
2 ≤ Pn ≤ pn+1

On a : Pn = anPn−1 + pPn−2. telle que


1 ≤ an ≤ p− 1

p
n−1

2 ≤ Pn−1 ≤ pn

p
n
2 ≤ pPn−2 ≤ pn

Donc

p
n−1

2 + p
n
2 ≤ Pn ≤ (p− 1)pn + pn

On a  p
n
2 ≤ p

n−1
2 + p

n
2

(p− 1)pn + pn = pn+1

Alors

p
n
2 ≤ Pn ≤ pn+1

Lemme 2.3.4. Nous avons l’inégalité suivante :

Qn ≥
αn − βn

α− β
(n ≥ 1) (2.11)

Où α =
1 +

√
1 + 4p

2
, β =

1−
√

1 + 4p

2
.

Preuve.

Comme Q−1 = 0, Q0 = 1 et Qn = anQn−1 + pQn−2

On va montrer que le cas particulier telle que an = 1∀n ≥ 1 c’est à dire

Q
′

n = Q
′

n−1 + pQ
′

n−2 =
αn − βn

α− β
(n ≥ 1)

Pour n = 1 :

Q
′

1 = Q
′

0 + pQ
′

−1 = 1 =
α− β

α− β
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Supposons que l’égalité est vrai pour n, c’est à dire

Q
′

n =
αn − βn

α− β

et montrons que pour n + 1, c’est à dire

Q
′

n+1 =
αn+1 − βn+1

α− β

On a Q
′
n+1 = Q

′
n + pQ

′
n−1 telle que


Q

′
n =

αn − βn

α− β

Q
′
n−1 =

αn−1 − βn−1

α− β

Donc

Q
′

n+1 =
αn − βn

α− β
+ p

αn−1 − βn−1

α− β

=
αn+1(α−1 + pα−2)− βn+1(β−1 + pβ−2)

α− β

Ainsi que 
1

α
+

p

α2
=

2

1 +
√

1 + 4p
+

4p

(1 +
√

1 + 4p)2
= 1

1

β
+

p

β2
=

2

1−
√

1 + 4p
+

4p

(1−
√

1 + 4p)2
= 1

Alors

Q
′

n+1 =
αn+1 − βn+1

α− β

Donc l’égalité est vérifiée pour n ≥ 1

On revient à la démonstration de l’inégalité (2.11), on a :

Qn ≥ Q
′

n =
αn − βn

α− β

Alors

Qn ≥
αn − βn

α− β
(n ≥ 1)
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Définition 2.3.5. Soit p un nombre premier impair, et y ∈ Qp. définit par son fraction

continue de Schneidier

y = a0 +
p

a1 +
p

a2 +
p

. . . +
an +

p

· · ·
On peut l’écrire sous la forme :

y = c0 +
1

c1 +
1

c2 +
1

. . . +
cn +

1

· · ·

(2.12)

Où c2n = a2n et c2n+1 =
a2n+1

p
pour n ≥ 0 telle que les deux fraction sont équivalente, c’est

à dire qu’elles ont les mêmes réduites, et la même nature et même valeur de convergence.

Remarque 2.3.6. la fraction continue de Schneider (2.12) vérifie les relations suivantes :

1)


Pour tout n ≥ −1 : P−1 = 1; Q−1 = 0; P0 = c0; Q0 = 1

Pour tout n ≥ 1 :

 Pn = cnPn−1 + Pn−2

Qn = cnQn−1 + Qn−2

2) Pour n ≥ 1 :

PnQn−1 − Pn−1Qn = (−1)n−1 (2.13)

Théorème 2.3.7. Si la suite (cn)n∈N vérifie :

vp(cn) =

 0 si n pair

−1 si n impair
(2.14)

Alors la suite des réduites (Rn)n∈N possède une limite dans Qp.

Ce théorème doit être une conséquence des deux lemmes suivants :

Lemme 2.3.8. Avec la condition (2.14), on a les égalités suivantes :

i) |Qn|p = |c1c2 · · · cn|p ∀n ∈ N∗

ii) |Pn|p = |c0c1 · · · cn|p ∀n ∈ N∗ et c0 6= 0
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Preuve.

On va démontrer les égalités par récurrence :

i) Si n = 1 on a

Q1 = c1Q0 + Q−1 = c1 =⇒ |Q1|p = |c1|p

donc l’égalité est vraie au rang 1. Supposons-la vraie pour n− 1 c’est à dire |Qn−1|p =

|c1c2 · · · cn−1|p, et montrons l’égalité pour n, on a :

Qn = cnQn−1 + Qn−2 =⇒ |Qn|p = |cnQn−1 + Qn−2|p

et on a aussi  |Qn−1|p = |c1c2 · · · cn−1|p

|Qn−2|p = |c1c2 · · · cn−2|p

d’autre part

|cnQn−1|p = |c1c2 · · · cn−1cn|p > |Qn−2|p = |c1c2 · · · cn−2|p

En effet

vp(c1c2 · · · cn)− vp(c1c2 · · · cn−2) = vp(cn−1) + vp(cn) =


0 + (−1)

ou

(−1) + 0

= −1 < 0

alors

vp(c1c2 · · · cn) < vp(c1c2 · · · cn−2)

Ce qui implique que

p−vp(c1c2···cn) > p−vp(c1c2···cn−2)

donc

|cnQn−1|p = |c1c2 · · · cn−1cn|p > |Qn−2|p = |c1c2 · · · cn−2|p
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alors

|Qn|p = |cnQn−1 + Qn−2|p = |cnQn−1|p = |c1c2 · · · cn|p

donc l’égalité est vérifiée.

ii) Si n = 1 on a

P1 = c1P0 + P−1 = c1c0 + 1 =⇒ |P1|p = |c1c0 + 1|p = |c0c1|p

Car

vp(c0c1) = vp(c0) + vp(c1) = −1 < 0

alors

p−vp(c0c1) > 1 =⇒ |c0c1|p > 1

donc

|P1|p = |c0c1|p

donc l’égalité est vraie au rang 1. Supposons-la vraie pour n− 1 c’est à dire |Pn−1|p =

|c0c1c2 · · · cn−1|p, et montrons que l’égalité pour n on a :

Pn = cnPn−1 + Pn−2 =⇒ |Pn|p = |cnPn−1 + Pn−2|p

et on a aussi  |Pn−1|p = |c0c1c2 · · · cn−1|p

|Pn−2|p = |c0c1c2 · · · cn−2|p

d’autre part,

|cnPn−1|p = |c0c1c2 · · · cn−1cn|p > |Pn−2|p = |c0c1c2 · · · cn−2|p

En effet, comme dans la question (i)

vp(c0c1c2 · · · cn)− vp(c0c1c2 · · · cn−2) = vp(cn−1) + vp(cn) = −1 < 0
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telle que

vp(c0c1c2 · · · cn) < vp(c0c1c2 · · · cn−2)

qui implique que

p−vp(c0c1c2···cn) > p−vp(c0c1c2···cn−2)

donc

|cnPn−1|p = |c0c1c2 · · · cn−1cn|p > |Pn−2|p = |c0c1c2 · · · cn−2|p

alors

|Pn|p = |cnPn−1 + Pn−2|p = |cnPn−1|p = |c0c1c2 · · · cn|p.

donc l’égalité est vrai pour tout n ∈ N∗

Remarque 2.3.9. Soit y ∈ Qp. Si c0 = 0 alors le développement de y s’écrire sous la forme :

y =
1

c1 +
1

c2 +
1

. . . +
cn +

1

· · ·
telle que

|P1|p = 1, |Pn|p = |c2c3 · · · cn|p, ∀n ≥ 2

Propriétés 2.3.10. Pour tout n ∈ N∗ on a :

1) |Q2n|p = |Q2n−1|p = pn.

2) |Qn−1Qn|p = pn.

Preuve.

Pour k ∈ N∗

1) Si k = 2n, on a :

|Qk|p = |c1|p|c2|p|c3|p|c4|p · · · |c2n−1|p|c2n|p

= p.1p.1 · · · p.1

= pp · · · p︸ ︷︷ ︸
n fois

= pn
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Donc

|Q2n|p = pn

D’autre part,

|Q2n|p = |c1|p|c2|p|c3|p|c4|p · · · |c2n−1|p|c2n|p

= |Q2n−1|p|c2n|p

= |Q2n−1|p

= pn

2) Si n = 2k + 1, on a

|Q2kQ2k+1|p = pkpk+1

= p2k+1

Alors

|Qn−1Qn|p = pn

Remarque 2.3.11. Nous considérons la série
(

n∑
i=1

Pi

Qi

− Pi−1

Qi−1

)
d’après la relation (2.13)

on trouve :
Pn

Qn

= c0 +
n∑

i=1

(−1)i−1

Qi−1Qi

Proposition 2.3.12. Pour k ∈ N, la série
+∞∑

i=k+1

(−1)i−1

Qi−1Qi

est convergente dans Qp.

Preuve.

La série
+∞∑

i=k+1

(−1)i−1

Qi−1Qi

est convergente dans Qp, c’est à dire le terme générale converge vers

0 :

lim
n→+∞

∣∣∣∣(−1)n−1

Qn−1Qn

∣∣∣∣
p

= 0
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En effet,

lim
n→+∞

∣∣∣∣(−1)n−1

Qn−1Qn

∣∣∣∣
p

= lim
n→+∞

1

|Qn−1Qn|p
= lim

n→+∞

1

pn
= 0

Remarque 2.3.13. Sous l’hypothèse du critère de convergence du théorème précédent, la

série de somme partielle
n∑

i=k+1

(−1)i−1

QiQi−1

converge vers
(−1)k−1

QkQk+1

dans Qp.

Lemme 2.3.14. Pour k ∈ N on a :

|yQk − Pk|p =
1

|Qk|p|ck+1|p
=

1

|c1c2 · · · ckck+1|p
.

Preuve.

Soit k < n, on a

∣∣∣∣Pn

Qn

− Pk

Qk

∣∣∣∣
p

=

∣∣∣∣∣P0

Q0

+
n∑

i=1

(−1)i−1

QiQi−1

− P0

Q0

−
k∑

i=1

(−1)i−1

QiQi−1

∣∣∣∣∣
p

=

∣∣∣∣ n∑
i=k+1

(−1)i−1

QiQi−1

∣∣∣∣
p

on passe à la limite

lim
n→+∞

∣∣∣∣Pn

Qn

− Pk

Qk

∣∣∣∣
p

=

∣∣∣∣∣
+∞∑

i=k+1

(−1)i−1

QiQi−1

∣∣∣∣∣
p

d’après la théorème (2.1.10) on a

y = lim
n→+∞

Pn

Qn

alors ∣∣∣∣y − Pk

Qk

∣∣∣∣
p

=

∣∣∣∣∣
+∞∑

i=k+1

(−1)i−1

QiQi−1

∣∣∣∣∣
p

d’après la remarque précédente la série
n∑

i=k+1

(−1)i−1

QiQi−1

converge vers
(−1)k−1

QkQk+1

dans Qp

ce qui implique que ∣∣∣∣y − Pk

Qk

∣∣∣∣
p

=

∣∣∣∣(−1)k−1

QkQk+1

∣∣∣∣
p

=
1

|QkQk+1|p



✉2.3. Convergence des fractions continues dans Qp page
�
 �	67

d’où

|yQk − Pk|p =
1

|Qk+1|p
=

1

|Qk|p|ck+1|p
=

1

|c1c2 · · · ckck+1|p

Exemple 2.3.15.

D’après les exemples précédents on sait que les fractions continues suivantes converge vers

les nombres ;

1) Pour p = 7, on a lim
n→+∞

Pn

Qn

= −1, c’est à dire

6 +
7

6 +
7

. . . +
6 +

7

6

−→
n→+∞

−1

2) Pour p = 5, on a lim
n→+∞

Pn

Qn

= −3

2
, c’est à dire

1 +
5

3 +
5

4 +
5

. . . +
4 +

5

4

−→
n→+∞

−3

2



CHAPITRE 3

Étude de la périodicité

Dans ce chapitre nous allons étudier la périodicité des fractions continues p-adiques, nous

trouvons un analogue du théorème de Lagrange pour un nombre quadratique dans le cas p-

adique. On donne d’abord une historique sur la périodicité. Puis, on présente les résultats de

De Weger qui concernent le problème des fractions continues non périodique. On termine par

notre proposition sur l’étude des fractions continues périodiques d’un nombre quadratique.

En utilisant les références suivantes : [12, 17, 20, 30, 34, 39, 40].

3.1 Historique sur la périodicité

Tilborghs dans son article [39], a utilisé les résultats de de Weger, pour donné une Condi-

tion nécessaire et suffisante pour que
√

c admet une FCS périodique.

Théorème 3.1.1 (Tilborghs, [39]). En utilisant la notation de de Weger, les éléments

suivants sont équivalents :

• Le FCS de
√

c est périodique.

• P 2
n < c pour tout n ∈ N.

• Qn > 0 pour tout n ∈ N .

68
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Théorème 3.1.2 (Tilborghs, [39]). Soit p > 2, et supposons que la FCS de
√

c est pério-

dique. Si 1 ≤ a0 ≤ (p− 1)/2 alors

√
c =

 pα0pα1. . . pαn−1

a0 a1 a2 . . . an


Où ai = an−i pour 1 ≤ i < n et pαi = pαn−i−1 pour 0 ≤ i < n, et an = 2a0.

Si (p + 1)/2 ≤ a0 < p, alors a0 = p− 1, an = 2a0 − p et c = p2 + 1.

Théorème 3.1.3 ([17]). Si y ∈ Qp a une fraction continue de type de Schneider avec

|an| < p pour n ≥ 0, alors la fraction continue est finie ou yn = ±1 pour n ∈ N.

De ce théorème, il y a un corollaire nous disons à propos des fractions continues de

Shneider des nombres rationnels sont finis.

Corollaire 3.1.4 (Bundschuh, [17]). Soit y ∈ Qp. On a y est rationnel si, et seulement

si, le FCS pour y est fini ou périodique de période :

y =

 pα0. . . pαn−1 p

a0 a1 . . . an p− 1

 (3.1)

Preuve.

On sait que la FCS pour −1 est périodique avec αn = 1 pour tout n ∈ N,

−1 = (p− 1) +
p

(p− 1) +
p

(p− 1) +
p

. . . +
(p− 1) +

p

· · ·

de sort que tout FCS avec cette partie périodique est rationnel.

Si y est rationnel mais n’a pas de FCS fini, puis par le théorème (3.1.3), on a yn = ±1 pour

n ≥ 0.

Si yn = 1 puis an = 1 et le développement en fraction continue se termine.

Si yn = −1 dans ce cas an = p− 1 telle que yn − an = −p, alors

αn = 1 et yn+1 =
pαn

yn − an

.
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Donc la fraction continue de Schneider vérifié la forme (3.1).

Wang [40] et Laohakosol [30] ont caractérisé des nombres rationnels avec les fractions

continues de Ruban.

Proposition 3.1.5 ([30]). Soit y un nombre p-adique. Alors y est rationnel si, et seulement,

si son développement en fractions continues de Ruban est finie ou ultimement périodique avec

La période p− p−1.

La première personne a caractérisé les nombres rationnels avec des FCR infinies était

Laohakosol [30]. Il a prouvé ce qui suit :

Proposition 3.1.6 (Laohakosol, [30]). Soit y ∈ pZp. Alors y est rationnel si et seulement

si son FCR est fini, ou infini avec la forme périodique

y = [ a0,a1,· · · ,ak,(p− 1)(1 + p−1)].

Entre le premier et le deuxième articl [15, 16] de Browkin, Bedocchi a écrits un cer-

tain nombre de documents en étudiant les FCB d’irrationnels quadratiques [10, 11, 12, 13].

Dans [10], Bedocchi prouve deux théorèmes importants concernant la structure des fractions

continues de Browkin périodique d’irrationnels quadratiques.

Théorème 3.1.7 (Bedocchi, [12]). Si y ∈ Qp a un FCB périodique, alors le développement

est ultimement périodique si et seulement si |y|p > 1 et |y|p < 1, où y est le conjugué de y.

Nous savons que y doit être un irrationnel quadratique, car Browkin a montré que chaque

nombre rationnel a un FCB fini. Le deuxième théorème de Bedocchi pour la période com-

mence pour d’une racine carrée.

Théorème 3.1.8 (Bedocchi, [12]). Si c ∈ Z n’est pas un carré, et
√

c ∈ Qp admet un

développement périodique en FCB, et la période commence après deux termes, à moins que

p = 2 et c ≡ 4 (mod 8), dans ce cas, la période commence après trois termes.

Proposition 3.1.9 (Bedocchi, [12]). Pour tout p > 2 et pour tout l ∈ N, l impaire, il

existe au plus un nombre fini de c ∈ Z tels que le développement en fraction continue p-

adique de
√

c ∈ Qp est périodique avec une période de longueur l ( plus précisément, sous
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ces hypothèse, on établira les limitations |c| < p6l−14 si p|c

|c| < p2/4 + [(p2 + 4)/2]l−1 si p - c
).

Proposition 3.1.10 (Bedocchi, [12]). Pour tout p > 2 et pour tout c ∈ Z tels que p|c, si

le développement de
√

c est périodique alors la longueur de la période ne peut pas être égale

à 3.

3.2 Non périodicité du développement d’un nombre qua-

dratique

Une propriétés connu pour les nombres quadratiques dans Qp, c’est que son dévelop-

pement en fraction continue de Schneider n’est pas toujours périodique, cette propriétés a

été démontre par de Weger dans son article [20]. Dans ce papier, de Weger a reprends le

problème donné par Bundschuh [17] sur la périodicité des fractions continues p-adique d’un

nombre y =
√

c telle que c ∈ Zp n’est pas un carré.

Pour donné la démonstration de de Weger on va utiliser les notations et l’algorithme qu’on

a présenté dans le chapitre précédent :



y = y0

yn = an +
pαn

yn+1

, telle que an ∈ {0, 1, · · · , p− 1}

|xn|p = 1, an 6= 0 ∀n ∈ N∗

αn = vp(yn − an)

telle que

α0 ≥ 0 et αn > 0 ∀n ∈ N∗

(3.2)

Si yn 6= an le développement en fraction continue de Schneider de y s’écrit sous la forme :

y = a0 +
pα0

a1 +
pα1

. . . +
an +

pαn

· · ·
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Lemme 3.2.1 (de Weger, [20]). Il existe des nombres rationnels uniques Pn,Qn tels que

yn =
Pn +

√
c

Qn

(3.3)

Les nombres Pn, Qn, ∀n ∈ N, satisfont les relations de récurrences suivantes :


Pn+1 = −(Pn − anQn) , P0 = 0.

Qn+1 =
c− P 2

n+1

pαnQn

, Q0 = 1.
(3.4)

la simplification de l’expression de Qn pour tout n ∈ N, donné par :

Qn =

√
c− Pn+1

pα
yn+1 (3.5)

Preuve.

On va démontrer par récurrence que la formule de la suite yn dans (3.2) est la même dans

(3.3) pour tout n ∈ N, c’est à dire

yn = an +
pαn

yn+1

=
Pn +

√
c

Qn

(3.6)

Pour n = 0, par définition y0 =
√

c =
P0 +

√
c

Q0

Supposons que la relation (3.6) est vrai pour tout n ∈ N, et montrons pour n + 1, c’est à

dire,

yn+1 =
pαn

yn − an

=
Pn+1 +

√
c

Qn+1

On a

yn+1 =
pα

yn − an

=
pαn

√
c + Pn

Qn

− an

=
pαQn√

c + Pn − anQn

=
pαQn√
c− Pn+1

=
pαQn(

√
c + Pn+1)

(
√

c− Pn+1)(
√

c + Pn+1)
=

pαQn(
√

c + Pn+1)

c− P 2
n+1

=

√
c + Pn+1

Qn+1
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Proposition 3.2.2 ([20]). Pour tout n ≥ 0, Pn, Qn ∈ Z.

Preuve.

On va démontrer que Pn, Qn sont des entiers par récurrence :

On sait que pour n = 0,

P0, Q0 ∈ Z.

Supposons que Pn, Qn ∈ Z. Depuis Pn+1 = −(Pn − anQn) ∈ Z. Il suffit de démontrer que

Qn+1 est un entier, pour cela montrons d’abord par récurrence que

Qn|c− P 2
n+1, ∀n ∈ N.

Pour n = 0,

c− P 2
1 = (c− a2

0).1 ≡ 0 (mod Q0)

Supposons que la relation est vrai pour n− 1, c’est à dire Qn−1|c− p2
n, et montrons-la pour

n. On a :

c− P 2
n+1 = (c− P 2

n + 2anPnQn − a2
nQ

2
n)

= (c− P 2
n) + Qn(2anPn − a2

nQn)

= Qn[pαn−1Qn−1 + 2anPn − a2
nQn]

= Qnk, tels que k = pαn−1Qn−1 + 2anPn − a2
nQn ∈ Z

donc

c− P 2
n+1 ≡ 0 (mod Qn)

On a

c− P 2
n+1 = (

√
c + Pn+1).(

√
c− Pn+1)

= (
√

c + Pn+1).(
√

c + Pn − anQn)

= (
√

c + Pn+1).(yn − an)Qn ≡ 0 (mod pαn)
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telle que : yn − an ≡ 0 (mod pαn), et

√
c + Pn+1 = ynQn − Pn + Pn+1

= ynQn − Pn + anQn − Pn

= (an + yn)Qn − 2Pn

= (yn − an)Qn + 2anQn − 2Pn ∈ Zp.

D’où

(
√

c + Pn+1).(yn − an)Qn ≡ 0 (mod pαn)

Donc Qn+1 est un entier.

Proposition 3.2.3 ([20]). Si PnQn ≤ 0 , et P 2
n+1 > c, pour n ∈ N, alors la fraction continue

de
√

c ∈ Qp n’est pas périodique.

Preuve.

On fait la démonstration par l’absurde c’est à dire , supposons que la fraction continue de
√

c est périodique. A partir de Pn et Qn ont des signes différents, et d’après la relation de

récurrence de Pn+1 on a Pn et Pn+1 ont des signes différents. Et par la relation de récurrence

de Qn+1 on a Qn+1 6= 0, ainsi que Qn, Qn+1 ont des signes différents. De plus on déduit que

les signes de Pn+1 et Qn+1 sont différents. En effet :

1. vérifiant que Pn et Pn+1 ont des signes différents

i. Si Pn < 0, et Qn > 0, donc Pn < 0 < anQn , alors Pn − anQn < 0

D’où

Pn+1 = −(Pn − anQn) > 0

ii. Si Pn > 0, et Qn < 0, donc anQn < 0 < Pn , alors Pn − anQn > 0

D’où

Pn+1 = −(Pn − anQn) < 0

2. Montrons que Qn+1 6= 0, on a

Qn+1 =
c− P 2

n+1

pαnQn
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Comme c− P 2
n+1 < 0 alors Qn+1 6= 0.

3. Montrons que QnQn+1 < 0, on a

Qn+1 =
c− P 2

n+1

pαnQn

=⇒ Qn+1Qn =
c− P 2

n+1

pαn
< 0

4. Montrons que Pn+1Qn+1 < 0 . On a Pn, Pn+1 et Qn, Pn ont des signes différents, alors

PnPn+1 < 0 et PnQn < 0

ce qui implique que Pn+1 et Qn ont les même signes, nous avons QnQn+1 < 0, Ainsi,

nous obtenons

Pn+1Qn+1 < 0

Ce qui veut dire que les signes de Pn+1 et Qn+1 sont différents.

En outre an+1 6= 0 on a

|Pn+2| = |Pn+1|+ an+1|Qn+1| > |Pn+1|.

En effet

i. Si Pn+1 ≥ 0 et Qn+1 ≤ 0, alors

Pn+2 = −(Pn+1 − an+1Qn+1) ≤ 0

donc

|Pn+2| = |Pn+1 − an+1Qn+1|

= Pn+1 − an+1Qn+1

= |Pn+1|+ an+1|Qn+1| > |Pn+1|.

ii. Si Pn+1 ≤ 0 et Qn+1 ≥ 0, alors

Pn+2 = −(Pn+1 − an+1Qn+1) ≥ 0
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donc

|Pn+2| = |Pn+1 − an+1Qn+1|

= −Pn+1 + an+1Qn+1

= |Pn+1|+ an+1|Qn+1| > |Pn+1|.

Puis la suite de nombres entiers (|Pn|)n∈N est une suite strictement croissante donc elle n’est

pas bornée.

Mais d’après l’hypothèse le développement en fraction continue est périodique, ce qui im-

plique que Qn et Pn sont périodiques, alors |Qn| et |Pn| sont bornés, (contradiction avec |Pn|

n’est pas borné).

Corollaire 3.2.4 ([20]). Si c < 0 alors la fraction continue de
√

c ∈ Qp n’est pas périodique.

Preuve.

Si c < 0 alors P 2
n > c, et pour n = 1 on a P1 = a0 > 0 et Q1 =

c− P 2
1

pα0
< 0, donc d’après la

proposition précédent on déduit que la fraction continue de
√

c n’est pas périodique.

Exemple 3.2.5.

Les quatre exemples de Bundschuh tout vérifiant les conditions pour le corollaire précédent

avec n = 1.

1.
√
−1 ∈ Q5, c = −1 < 0 donc d’après le corollaire (3.2.4) le développement du nombre

√
−1 n’est pas périodique.

√
−1 est une solution de l’équation x2 + 1 = 0,

x =
√
−1 ⇒ x2 = (a0 + a1.5 + a2.5

2 + a3.5
3 + · · · )2 = −1

On sait que le développement de −1 dans Q5 est

−1 = 4 + 4.5 + 4.52 + 4.53 + · · ·

Calculons les coefficients ai ∀ i ∈ N
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· · · a5 a4 a3 a2 a1 a0

×

· · · a5 a4 a3 a2 a1 a0

· · · a0a5 a0a4 a0a3 a0a2 a0a1 a2
0

+ · · · a1a4 a1a3 a1a2 a2
1 a1a0 ·

· · · a2a3 a2
2 a2a1 a2a0 ·

+ · · · a3a2 a3a1 a3a0 ·

· · · a4a1 a4a0 ·

= · · · 4 4 4 4 4 4

Alors 

a2
0 ≡ 4 (mod 5) ⇐⇒ a0 = 2

4a1 ≡ 4 (mod 5) ⇐⇒ a1 = 1

4a2 + 1 ≡ 4 (mod 5) ⇐⇒ a2 = 2

4a3 + 5 ≡ 4 (mod 5) ⇐⇒ a3 = 1

4a4 + 7 ≡ 4 (mod 5) ⇐⇒ a4 = 3

Donc
√
−1 = 2 + 1.5 + 2.52 + 1.53 + · · ·

En utilise l’algorithme de Schneider pour calculer les αn, on remarque que α0 =

v5(
√
−1− 2) = 1

On a α1 = v5(y1−1), d’autre part on a y1 =
5√

−1− 2
avec le développement de Hensel

5√
−1− 2

= b0 + b1.5 + b2.5
2 + · · ·

Calculons les coefficients bi ∀ i ∈ N par la méthode suivante :

On a
√
−1− 2 = 1.5 + 2.52 + 1.53 + 3.54 + · · · , alors

√
−1− 2

5
= 1 + 2.5 + 1.52 + 3.53 + · · · ,⇐⇒ 5√

−1− 2
=

1

1 + 2.5 + 1.52 + 3.53 + · · ·

On pose x =
5√

−1− 2
= b0 + b1.5 + b2.5

2 + · · · et y = 1 + 2.5 + 1.52 + 3.53 + · · ·
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telle que

xy = 1

c’est à dire :

· · · b3 b2 b1 b0

×

· · · 3 1 2 1

· · · b3 b2 b1 b0

+ · · · 2b2 2b1 2b0 ·

+ · · · b1 b0 ·

· · · 3b0 ·

= · · · 0 0 0 1

Alors 
a0 ≡ 1 (mod 5) ⇐⇒ a0 = 1

a1 + 2 ≡ 0 (mod 5) ⇐⇒ a1 = 3

a2 + 1 + 6 + 1 ≡ 0 (mod 5) ⇐⇒ a2 = 2

Donc
5√

−1− 2
= 1 + 3.5 + 2.52 + · · ·

Alors le développement de y1 − 1 donné par :

y1 − 1 = 3.5 + 2.52 + · · · =⇒ α1 = 1

par la même méthode on calcule le reste jusqu’à n = 4, on résumé les résultats dans le

tableau suivant :

n Pn Qn an αn

0 0 1 2 1

1 2 −1 1 1

2 −3 2 2 2

3 7 −1 1 1

4 −8 13 3 1
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Pour calculer an et αn dans les exemples suivant on répéte le même travail de l’exemple

précédent.

2.
√

2 ∈ Q7, on a
√

2 ≡ 3 (mod 7), donc nous avons

n Pn Qn an αn

0 0 1 3 1

1 3 −1 1 1

2 −4 2 3 2

3.
√

5 ∈ Q11, on a
√

5 ≡ 4 (mod 11), donc nous avons

n Pn Qn an αn

0 0 1 4 1

1 4 −1 3 1

2 −7 4 2 1

4.
√

3 ∈ Q13, on a
√

3 ≡ 4 (mod 13), donc nous avons

n Pn Qn an αn

0 0 1 4 1

1 4 −1 5 1

2 −9 6 10 1

3.3 Périodicité du développement d’un nombre quadra-

tique

De Weger, toujours dans son article [20], a prouvé qu’il y a d’autre nombres p-adiques

irrationnels quadratique admet un développement périodique en fraction continue.

Lemme 3.3.1 (de Weger,[20]). Soit c = e2 + dpk, avec e, d, k ∈ N, 1 ≤ e ≤ p− 1

2
, d|2e,

et (p, d) = 1, les coefficients du développement de
√

c sont données par

n Pn Qn an αn

0 0 1 e k

1 e d 2e/d k

2 e 1 2e k

3 e d 2e/d k
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Alors la fraction continue de
√

c est périodique de longueur 1 (i.e stationnaire) si d = 1

et de longueur 2 si d > 1.

Preuve.

Montrons que la fraction continue de Schneider du nombre quadratique
√

c est périodique :

D’après l’hypothèse ci-dessus

Si d 6= 1, on a a2n+2 = 2e/d et a2n+1 = 2e et αn = k, ∀ ∈ N. Alors la fraction continue de

Schneider s’écrit sous la forme :

√
c = a0 +

pk

2e +
pk

2e/d +
pk

2e +
pk

2e/d +
pk

· · ·

Donc la fraction continue de Schneider est périodique de période 2.

Si d = 1, on trouve a2n+2 = a2n+1 = 2e et αn = k ∀ ∈ N.

Alors la fraction continue de Schneider est périodique de période 1.

Exemple 3.3.2.

Voici quelques exemples numériques :

1. Soit c = 87 et p = 13, on a 87 = 32 + 6.13 avec les coefficients du développement de
√

87 sont données par

n Pn Qn an αn

0 0 1 3 1

1 3 6 1 1

2 3 1 6 1

3 3 6 1 1

C’est à dire le dévloppement de
√

87 s’écrit :

√
87 = 3 +

13

1 +
13

6 +
13

1 +
13

6 +
13

· · ·
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2. Soit c = 305 et p = 17, on a 305 = 42 + 1.172 avec les coefficients du développement

de
√

305 sont données par

n Pn Qn an αn

0 0 1 4 2

1 4 1 8 2

2 4 1 8 2

3 4 1 8 2

C’est à dire le dévloppement de
√

305 s’écrit :

√
305 = 4 +

172

8 +
172

8 +
172

8 +
172

8 +
172

· · ·

3. Soit c = 690 et p = 7, on a 690 = 22 + 2.73 avec les coefficients du développement de
√

690 sont données par

n Pn Qn an αn

0 0 1 2 3

1 2 2 2 3

2 2 1 4 3

3 2 2 2 3

C’est à dire le dévloppement de
√

690 s’écrit :

√
690 = 2 +

73

2 +
73

4 +
73

2 +
73

4 +
73

· · ·

4. Soit c = 1251 et p = 5, on a 1251 = 1 + 2.54 avec les coefficients du développement de
√

1251 sont données par
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n Pn Qn an αn

0 0 1 1 4

1 1 2 1 4

2 1 1 2 4

3 1 2 1 4

C’est à dire le dévloppement de
√

1251 s’écrit :

√
1251 = 1 +

54

1 +
54

2 +
54

1 +
54

2 +
54

· · ·

5. Soit c = 244 et p = 3, on a 244 = 1 + 1.35 avec les coefficients du développement de
√

c sont données par

n Pn Qn an αn

0 0 1 1 5

1 1 1 2 5

2 1 1 2 5

3 1 1 2 5

Alors le dévloppement de
√

244 donné par

√
244 = 1 +

35

2 +
35

2 +
35

2 +
35

2 +
35

· · ·

Dans la proposition suivante nous avons traité le problème inverse de de Weger, c’est

à dire on a démontré qu’un nombre p-adique quadratique qui admet un développement de

FCS périodique de période égale 2 ou 1 s’écrit donc sous la forme :

c = e2 + dpk ; avec des conditions sur e, d, k.
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Proposition 3.3.3 (Aimene, Belhadef). Soit c ∈ N définit par sont fractions continues

de Schneider périodique

√
c = a0 +

pα

a1 +
pα

a2 +
pα

a1 +
pα

a2 +
pα

· · ·

ou
√

c = a0 +
pα

a1 +
pα

a1 +
pα

a1 +
pα

a1 +
pα

· · ·

Alors il existe e ∈ N, d ∈ N∗, k ∈ N telle que c = e2 + dpk, avec 1 ≤ e ≤ p− 1

2
et d|2e ,

(p, d) = 1.

Preuve.

1) Montrons que Qn > 0 et Pn ≥ 0 pour tout n ∈ N

D’après la proposition (3.2.3) on a : si la FCS est périodique alors les signes de Pn et

Qn est le même et P 2
n+1 < c.

On va démontre Qn > 0, ∀n ∈ N par récurrence :

Pour n=0 : on a Q0 = 1 > 0.

Supposons que la formule est vrai pour tout n, c’est à dire Qn > 0 ∀n ∈ N, et

montrons-la pour n + 1 : on a

Qn+1 =
c− P 2

n+1

pαnQn

telle que  c− P 2
n+1 > 0

pαnQn > 0

Alors Qn+1 > 0 pour tout n ∈ N

Donc la formule Qn > 0 est vérifiée pour tout n ∈ N.

Montrons que Pn ≥ 0 ∀n ∈ N : nous avons

Qn > 0 ⇒ Pn > 0, et on a P0 = 0

donc : Pn ∈ N.
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2) Montrons que si an+1 = an+3 ⇐⇒ yn+1 = yn+3 ∀n ∈ N

=⇒) Supossons que an+1 = an+3, et montrons que yn+1 = yn+3 ∀n ∈ N, on a :

y0 = a0 +
pα

y1

= a0 +
pα

a1 +
pα

a2 +
pα

a1 +
pα

· · ·

; y1 = a1 +
pα

y2

= a1 +
pα

a2 +
pα

a1 +
pα

a2 +
pα

· · ·
y2 = a2 +

pα

y3

= a2 +
pα

a1 +
pα

a2 +
pα

a1 +
pα

· · ·

; y3 = a3 +
pα

y4

= a1 +
pα

a2 +
pα

a1 +
pα

a2 +
pα

· · ·
...
...

y2n = a2 +
pα

a1 +
pα

a2 +
pα

a1 +
pα

· · ·

= y2n+2; y2n+1 = a1 +
pα

a2 +
pα

a1 +
pα

a2 +
pα

· · ·

= y2n+3

Comme y2n = y2n+2 et y2n+1 = y2n+3 ∀n ∈ N ⇔ yn+1 = yn+3 ∀n ∈ N

⇐=) Supposons que yn+1 = yn+3 et montrons que an+1 = an+3 ∀n ∈ N, on a :


yn+1 = an+1 +

pα

yn+2

yn+3 = an+3 +
pα

yn+4

= an+3 +
pα

yn+2

Comme yn+1 = yn+3 alors an+1 = an+3 ∀n ∈ N

Cas 1 : (la période égal 1) c’est à dire :

√
c = a0 +

pα

a1 +
pα

a1 +
pα

a1 +
pα

a1 +
pα

· · ·

On suppose
√

c est périodique de péride 1.

D’aprés la partie (2) ci-dessus on a, an+1 = an+2 alors yn+1 = yn+2 ∀n ∈ N,
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D’où √
c + Pn+1

Qn+1

=

√
c + Pn+2

Qn+2

Alors

Pn+1Qn+2 − Pn+2Qn+1 =
√

c(Qn+1 −Qn+2) (3.7)

Donc l’égalité (3.7) est vrai si, et seulement si,

Pn+1 = Pn+2 et Qn+1 = Qn+2 pour tout n ∈ N.

Car :

Si Pn+1 6= Pn+2 et Qn+1 6= Qn+2, on a :

 (Pn+1Qn+2 − Pn+2Qn+1) ∈ N tels que Pn ∈ N, Qn ∈ N∗.
√

c(Qn+1 −Qn+2) 6∈ N tels que
√

c 6∈ N, Qn ∈ N∗.

Contradiction

Si Pn+1 = Pn+2 et Qn+1 6= Qn+2, on a :

Pn+1(Qn+2 −Qn+1) =
√

c(Qn+1 −Qn+2) ⇒
√

c = −Pn+1

 Pn+1(Qn+2 −Qn+1) ∈ N tels que Pn ∈ N, Qn ∈ N∗.
√

c(Qn+1 −Qn+2) 6∈ N tels que
√

c 6∈ N, Qn ∈ N∗.

Contradiction

Si Pn+1 6= Pn+2 et Qn+1 = Qn+2, on a :

Qn+1(Pn+1 − Pn+2) = 0 =⇒ Pn+1 = Pn+2

Contradiction

Donc l’égalité (3.7) n’est pas vérifie sauf si, et seulement si,

Pn+1 = Pn+2 et Qn+1 = Qn+2 pour tout n ∈ N.
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D’autre part, on peut démontrer que a1 = 2a0 (voir cas 2), donc on aura :

y1 = a1 +
pα

a1 +
pα

a1 +
pα

a1 +
pα

· · ·

= 2a0 +
pα

a1 +
pα

a1 +
pα

a1 +
pα

· · ·
= a0 + a0 +

pα

a1 +
pα

a1 +
pα

a1 +
pα

· · ·

= a0 +
√

c

On a aussi :

y1 =

√
c + P1

Q1

=

√
c + a0

Q1

= a0 +
√

c

Alors Q1 = 1

Comme

Q1 =
c− P 2

1

pα
=

c− a2
0

pα
= 1

Alors

c = a2
0 + pα.

Cas 2 : (la Période égale 2)

Dans ce cas la FCS est périodique de période 2 c’est à dire :

√
c = a0 +

pα

a1 +
pα

a2 +
pα

a1 +
pα

a2 +
pα

· · ·

i) Montrons que : Pn+1 = Pn+2 ∀n ∈ N.

On a : an+1 =
Pn+1 + Pn+2

Qn+1

et an+2 =
Pn+3 + Pn+2

Qn+2
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Donc
an+1

an+2

=

(
Pn+1 + Pn+2

Pn+3 + Pn+2

)
Qn+2

Qn+1

(3.8)

D’autre part ; yn+1 = yn+3

an+1

an+2

=

yn+1 −
pα

yn+2

yn+2 −
pα

yn+3

=

(
yn+1yn+2 − pα

yn+2yn+1 − pα

)
yn+1

yn+2

=
yn+1

yn+2

Alors
an+1

an+2

=

(√
c + Pn+1√
c + Pn+2

)
Qn+2

Qn+1

(3.9)

De (3.8) et (3.9), on trouve :

(
Pn+1 + Pn+2

Pn+3 + Pn+2

)
Qn+2

Qn+1

=

(√
c + Pn+1√
c + Pn+2

)
Qn+2

Qn+1

ce qui implique que

(
√

c + Pn+1)(Pn+3 + Pn+2) = (
√

c + Pn+2)(Pn+1 + Pn+2)

C’est à dire

√
c(Pn+3 − Pn+1) = P 2

n+2 − Pn+1Pn+3 (3.10)

Donc l’égalité (3.10) est vérifie si, et seulement si,

Pn+1 = Pn+2 = Pn+3 pour tout n ∈ N

Car :

Si Pn+1 6= Pn+2 6= Pn+3 ∀n ∈ N, on a :

 (P 2
n+2 − Pn+1Pn+3) ∈ N tels que Pn ∈ N.

√
c(Pn+3 − Pn+1) 6∈ N tels que

√
c 6∈ N, (Pn+3 − Pn+1) ∈ N.

Si Pn+1 = Pn+2 6= Pn+3 ∀n ∈ N, on a :

√
c(Pn+3 − Pn+1) = P 2

n+1 − Pn+1Pn+3
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 (P 2
n+1 − Pn+1Pn+3) ∈ N tels que Pn ∈ N.

√
c(Pn+3 − Pn+1) 6∈ N tels que

√
c 6∈ N, (Pn+3 − Pn+1) ∈ N.

Si Pn+1 6= Pn+2 = Pn+3 ∀n ∈ N, on a :

√
c(Pn+3 − Pn+1) = P 2

n+2 − Pn+3Pn+2

 (P 2
n+2 − Pn+2Pn+3) ∈ N tels que Pn ∈ N.

√
c(Pn+3 − Pn+1) 6∈ N tels que

√
c 6∈ N, (Pn+3 − Pn+1) ∈ N.

Si Pn+1 = Pn+3 6= Pn+2 ∀n ∈ N, on a :

P 2
n+2 − Pn+3Pn+1 = P 2

n+2 − P 2
n+1 = 0 =⇒ Pn+1 = Pn+2

Donc l’égalité (3.10) n’est pas vérifie sauf si, et seulement, si Pn+1 = Pn+2 = Pn+3

Alors

Pn+1 = Pn+2 ∀n ∈ N.

ii) Montrons que : Qn = Qn+2 ∀n ∈ N. On a :


(1)

√
c =

Qnp
α

yn+1

+ Pn+1

(2)
√

c =
Qn+2p

α

yn+3

+ Pn+3 =
Qn+2p

α

yn+1

+ Pn+1, puisque Pn+1 = Pn+3, yn+1 = yn+3

D’après (1)− (2) on trouve :

pα

yn+1

(Qn −Qn+2) = 0 ⇔ Qn −Qn+2 = 0 ⇔ Qn = Qn+2 ∀n ∈ N.

On remarque que d’après les partie (i) et (ii) :


Pn+1 = Pn+2 = · · · = P1 = a0

Q2n+1 = Q2n+3 = · · · = Q1 ∀n ∈ N

Q2n = Q2n+2 = · · · = Q0 = 1

(3.11)
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Maintenant montrons que c = e2 + dpk

Nous avons :

c = P 2
2n+1 + Q2nQ2n+1p

α (3.12)

En remplaçant la remarque (3.11) dans la relation (3.12), on trouve :

c = a2
0 + Q1p

α (3.13)

D’autre part,

On a Pn+1 = anQn − Pn, telle que

n0 : P1 = a0,

n1 : P2 = a1Q1 − P1 = a1Q1 − a0,

n2 : P3 = a2Q2 − P2 = a0 − a1Q1 + a2Q2 = a0 − a1Q1 + a2,

n3 : P4 = a1Q3 − P3 = −a0 + a1(Q1 + Q3)− a2Q2 = −a0 + 2a1Q1 − a2,

n4 : P5 = a2Q4 − P4 = a0 − a1(Q1 + Q3) + a2(Q2 + Q4) = a0 − 2a1Q1 + 2a2,

...

...
P2n+1 = a0 − na1Q1 + na2,

∀n ∈ N.

P2n+2 = −a0 + (n + 1)a1Q1 + na2,

On a P2n+1 = a0 ∀n ∈ N,

donc :

a0 − na1Q1 + na2 = a0 ⇐⇒ Q1 =
a2

a1

∈ N∗, et (
a2

a1

, p) = 1. (3.14)

Nous avons aussi P2n = a0 ∀n ∈ N,

alors :

−a0 + (n + 1)a1Q1 − na2 = a0 ⇔ 2a0 = (n + 1)a1
a2

a1

− na2

⇔ 2a0 = (n + 1)a2 − na2

⇔ 2a0 = a2
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Comme

1 ≤ a2 ≤ p− 1 ⇔ 1 ≤ 2a0 ≤ p− 1

⇔ 1 ≤ a0 ≤
p− 1

2
(3.15)

Et Q1|2a0 satisfait, car :

2a0 = a2 = a1Q1 ∈ N∗ (3.16)

D’après les conditions (3.14), (3.15), (3.16) on pose : e = a0 et d = Q1 et k = α on

obtient

c = e2 + dpα telle que e, α ∈ N et d ∈ N∗, 1 ≤ e ≤ p− 1

2
, d|2e, (p, d) = 1.

Si a1 = a2, on revient au cas précédent ( i.e. la période 1 ), pour ce-la on obtient d = 1

et c = e2 + pk.



BIBLIOGRAPHIE

[1] B. Adamczewski, Y. Bugeaud : A Short Proof of the Transcendence of Thue-Morse

Continued Fractions. Amer. Math. Monthly 114 (2007), 536-540.

[2] B. Adamczewski, Y. Bugeaud & L. Davison : Continued fractions and transcendental

numbers. Ann. Inst. Fourier 56 (2006), 2093-2113.

[3] B. Adamczewski, Y. Bugeaud : Palindromic Continued Fractions. Ann. Ins. Fourier

(Grenoble) 57 (2007), 1557-1574.

[4] B. Adamczewski, Y. Bugeaud : Real and p-adic expansions involving symmetric patterns.

Int. Math. Res. Not. Volume 2006 (2006), Article ID 75968, 17 pages.

[5] B. Adamczewski, J. Cassaigne : On the transcendence of real numbers with a regular

expansion. J. Number Theory 301 (2003), 27-37.

[6] J.P. Allouche, J. L. Davison, M. Queffélec, and L. Q. Zamboni : Transcendence of

Sturmian or morphic continued fractions. J. Number Theory 91 (2001), 39-66.

[7] Y. AMICE : Les nombres p-adiques. Presses Universitaires de France, 1975.

[8] F. Z. Azzoune et T. Soumia : Étude des Fractions Continues de Schneider. Mémoire de

Master, Université de Jijel, 2016.

[9] G. Bachman : Introduction to p-Adic Numbers and Valuation Theory. Academic Press

New York and London, 1964.

[10] E. Bedocchi : A note on p-adic continued fractions. Ann. Mat. Pura Appl. (4) 152

(1988), 197-207.

91



✉Bibliographie page
�
 �	92

[11] E. Bedocchi : Remarks on periods of p-adic continued fractions. Boll. Un. Mat. Ital.

(7)-A (1989), 209-214.

[12] E. Bedocchi : Sur le développement de
√

m en fraction continue p-adique. Manuscripta

Math. 67 (1990), no. 2, 187-195.

[13] E. Bedocchi : Fractions continues p-adiques : périodes de longueur paire. Boll. Un. Mat.

Ital. A (7) 7 (1993), no. 2, 259-265.

[14] R. Belhadef : Caractérisation algébrique d’un nombre p-adique dont le développement

de Hensel est engendré par une fraction continue. Thèse de doctorat, Université de jijel

février 2016.

[15] J. Browkin : Continued fractions in local fields. I, Demonstratio Math. 11 (1978), no. 1,

67-82.

[16] J. Browkin : Continued fractions in local fields. II, Math. Comp. 70 (2001), no. 235,

1281-1292 (electronic).
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