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Notations

Nous utiliserons les notations suivantes tout au long de ce travail.
K : Un corps.
|.| : La valeur absolue sur un corps K.
d : La distance sur un corps K.
p : Un nombre premier.
vp : La valuation p-adique.

Sp(n) : La somme des chiffres de l’écriture de n en base p.
D+(a, r) : Le disque fermé de centre a et de rayon r.
D−(a, r) : Le disque ouvert de centre a et de rayon r.
D(a, r) : L’un ou l’autre de ces deux disque.
C(a, r) : Le cercle de centre a et de rayon r.
|.|p : La valeur absolue p-adique.
Zp : Anneau des entiers p-adique.
Z∗p : L’ensemble des éléments inversible de Q.
Qp : Corps des fractions de Zp.
_
Qp : La clôture algébrique de corps Qp.
Cp : Le complété de la clôture algébrique de corps Qp.
|Cp|p : L’ensemble des puissances rationnelles de p.

A(D(a, r)) : L’ensemble des fonctions analytiques sur D(a, r).
A(Cp) : L’ensemble des fonctions entièrs sur Cp.

A(Cp)\Cp[X] : L’ensemble des fonctions entiers transcendantes sur Cp.
||.|| = |.|(r) : Le module de maximum.

ϕf : La fonction de valuation p-adique de f .
M(D(a, r)) : L’ensemble des fonctions méromorphes sur D(a, r).
M(Cp) : L’ensemble des fonctions méromorphes sur Cp.
Cp(X) : L’ensemble des fonction rationnelles sur Cp.

M(Cp)\Cp[X] : L’ensemble des fonctions mromorpheés transcendantes sur Cp.
z(ρ, f) : Le nombre de zéros de f sur le cercle |x− a|p = ρ.
p(ρ, f) : Le nombre de pôle de f sur le cercle |x− a|p = ρ.
Z(ρ, f) : La fonction de comptage des zéros de f dans D+(a, ρ) avec l’ordre de

multiplicité.
N(ρ, f) : La fonction de comptage des pôle de f dans D+(a, ρ) avec l’ordre de

multiplicité.
_
Z(ρ, f) =

_
N(ρ, 1

f
) : La fonction de comptage des zéros de f sur le disque fermé D+(a, ρ) sans

prendre en compte de multiplicité.
m(ρ, f) : La fonction de compensation de f .
T (ρ, f) : La fonction de caractéristique de Nevanlinna de f .



INTRODUCTION

La Théorie de Nevanlinna, appelée aussi théorie de la distribution des valeurs, est une
branche de l’analyse complexe développée par le mathématicien finlandais Rolf Nevanlinna
au début du 20ème siècle. La Théorie de Nevanlinna étudie la distribution des racines de
l’équation f(z) = a où f est une fonction entière ou méromorphe et a un nombre complexe.

Beaucoup d’études ont été faites sur la distribution des valeurs des fonctions méro-
morphes complexes. Elles concernent les problèmes de la répartition des zéros et les ap-
plications de la théorie de distribution des valeurs dans l’étude du comportement asymp-
totique des solutions des équations fonctionnelles et différentielles, notamment par les
mathématiciens : Nevanlinna, G.Gundersen, G.Frank, C.C.Yang, Ping.Li,. . . ,etc.

A la fin du 19ème siècle, le mathématicien allemand kurt Hensel (1861 − 1941) a
introduit les nombres p-adiques. Ces derniers représentent une extension des nombres
rationnelles qui sont utilisés en théorie des nombres. L’analyse p-adique est le parallèle
de l’analyse complexe. Il est donc naturel d’étudier la version de la théorie de Nevanlinna
dans le cas p- adique.

Au cours des années 80, A.Boutabaa et Ha Huy Khoai introduisent la théorie de
Nevanlinna p-adique des fonctions méromorphes dans tout le corps des nombre p-adique.
Elle possède des relations étroites avec la théorie des nombres. L’application essentielle de
cette théorie est toujours dans l’étude de la taille des solutions méromorphe des équations
au q-différents p-adiques.

Ce mémoire est réparti sur l’introduction générale et trois chapitres.
Dans le premier chapitre, on commence par donner quelques rappels des notions fonda-
mentales du corps normés en cas général puis on définit la norme non archimedienne et
on signale quelques propriétés des corps non archimediens. En suite, on construit le corps
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des nombres p-adique Qp qui est le complété de Q muni de la norme p-adique (|.|p) et on
étudie plus tard les propriétés analytiques et topologiques de ce corps. Comme la clôture
algébrique de Qp n’est pas un espace complet, nous avons besoin de le complété pour
former un corps plus grand noté Cp complet et algébriquement clos.

Dans le deuxième chapitre, nous rappelons le premier théorème de Nevanlinna au
cas complexe, en suite nous présentons une partie importante qui est le polygone de
valuation qui détermine la distribution des zéros des fonctions analytiques. Puis, on fait
un analogue du premier théorème de Nevanlinna sur le corps Cp associée a trois fonctions ;
m(r, f) = log+ |f |(r) - la fonction de compensation, N(r, f) - la fonction qui compte les
pôles des fonctions méromorphes avec leurs multiplicités et T (r, f) = m(r, f)+N(r, f) -la
fonction caractéristique de Nevanlinna qui est positive et croissante. Ces fonctions sont
utilisées pour donner une version p-adique de la formule de Jensen qui est la base du
première théorème de Nevanlinna. En fin, on présente certaines propriétés des fonctions
méromorphes et de leurs dérivées.

Dans le troisième chapitre, on s’intéresse à l’application de la théorie de Nevanlinna
p-adique aux équations fonctionnelles linéaires traitées par N.Boudjerida (et autres) [20]
en 2010 et par S.Bourourou (et autres) [21] en 2016. En particulier nous étudions les
équations fonctionnelles aux q-différences de la forme

s∑
i=0

gi(x)y(qix) = h(x)

où q ∈ K, 0 < |q| < 1 et h(x), g0(x) . . . gs(x) (s ≥ 1) sont des fonctions méromorphes tel
que g0(x)gs(x) 6= 0.

Dans le cas p-adique Comme dans le cas complexe, on utilise la fonction caractéristique
de Nevanlinna pour caractériser la taille des solutions méromorphes de ces équations et
étudier le comportement et l’ordre de croissance de ces solutions.



CHAPITRE 1

NOTIONS DE BASE DE L’ANALYSE
P -ADIQUE

1.1 Corps normés

Dans cette partie, on va rappeler quelques définitions et propriétés élémentaires qui
concernent les corps normés.

Définition 1.1. Soit K un corps on appelle une norme sur K toute application ‖.‖ de K
dans [0,+∞[ telle que :

1. ∀x ∈ K ‖x‖= 0⇐⇒ x = 0.

2. ∀x, y ∈ K ‖xy‖= ‖x‖‖y‖.

3. ∀x, y ∈ K ‖x+ y‖≤ ‖x‖+‖y‖ (inégalité triangulaire).

Et on appelle la distance induite sur K par ‖.‖ la distance d‖.‖ définie par

∀x, y ∈ K : d‖.‖(x, y) = ‖x− y‖

Exemple 1.1.
Il ya toujours sur un corps K au moins une norme, à savoir l’application
‖.‖ : K −→ [0,+∞[ définie par :

‖x‖=

 1 si x 6= 0

0 si x = 0

Appelé norme triviale.
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Remarque 1.1. On peut définir sur un corps K la norme usuelle

|x|∞ = max(x,−x) =

 x, x ≥ 0

−x, x < 0

Théorème 1.1. [1] Soit |.| la valeur absolue usuelle sur Q. On a ‖x‖ = |x|α(α > 0) définit
une norme sur Q si et seulement si α ≤ 1, où Q est le corps des nombres rationnels .

1.1.1 Propriétés des normes sur un corps

Soit (K, ‖.‖)un corps normé, on a :

1. ‖x‖= ‖−x‖ , ∀x ∈ K.

2. ‖x
−
+ y‖≥ ‖x‖−‖y|| ,∀x, y ∈ K.

3. ‖x− y‖≤ ‖x‖+‖y‖.

4.
∥∥∥∥∥xy
∥∥∥∥∥ = ‖x‖
‖y‖

, y 6= 0.

5. ‖n‖≤ n ,∀n ∈ N.

Définition 1.2. On dit que la norme ‖.‖ est non archimédienne si
∀x, y ∈ K : ‖x+ y‖≤ max(‖x‖, ‖y‖) (inégalité triangulaire forte) .

Remarques 1.1.
1) L’inégalité triangulaire forte =⇒ l’inégalité triangulaire ordinaire .
2) La distance induite par la norme non archimédienne est appelée
distance ultra-métrique.

Exemple 1.2.
La norme triviale est une norme non archimédienne.

Définition 1.3. Lorsque K est muni d’une norme non archimédienne, on dit que K est
un corps non archimédien. Dans le cas contraire on dit que K est un corps archimédien.

Exemple 1.3.
(R, |.|∞) est un corps archimédien.

1.1.2 Propriétés élémentaires d’un corps non archimédien

Dans la suite, on note par (K, ‖.‖) un corps non archimedién.

Théorème 1.2. [1] Soit ‖.‖ une norme sur le corps K on a

‖.‖ non archimédienne⇐⇒ ‖n‖≤ 1 ∀n ∈ Z.
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Preuve.
=⇒) (par récurrence)
pour n=0 évident car ‖0‖= 0 ≤ 1
Supposons que ‖n‖≤ 1 est montrons que ‖n+ 1‖≤ 1, on a

‖n+ 1‖ ≤ max(‖n‖, ‖1‖)

= ‖1‖

= 1

donc ‖n+ 1‖≤ 1 ∀n ∈ N =⇒ ‖n‖≤ 1 ∀n ∈ N.
⇐=) soit x, y ∈ K

‖x+ y‖n K corps= ‖(x+ y)n‖

= ‖
n∑
k=0

Ck
nx

n−kyk‖

≤
n∑
k=0
‖Ck

nx
n−kyk‖

=
n∑
k=0
‖Ck

n‖‖xn−k‖‖yk‖

≤
n∑
k=0
‖xn−k‖‖yk‖ (car ‖Ck

n‖≤ 1)

≤
n∑
k=0

(max{‖x‖, ‖y‖})n

= (n+ 1)(max{‖x‖, ‖y‖})n

=⇒ ‖x+ y‖≤ (n+ 1)1/n max{‖x‖, ‖y‖}

pour n assez grand on a ‖x+ y‖≤ max{‖x‖, ‖y‖} (car (n+ 1)1/n −→
n→+∞

1).

Conséquence 1.1.

‖.‖ archimédienne⇐⇒ ∃n0 ∈ Z, ‖n0‖> 1.

Définition 1.4. Soit ‖.‖ une norme sur le corps K on a

∀x, y ∈ K x 6= 0 ∃n ∈ N ‖nx‖> ‖y‖⇐⇒ ‖.‖ archimédienne.

autrement dit Sup{‖n‖, n ∈ N} = +∞
l’espace muni de cette norme est un espace archimédien.

Proposition 1.1. [1] (propriétés des triangles isocèles)
soit a et x deux élément d’un corps non-archimédien (K, ‖.‖). On a

‖x− a‖< ‖a‖⇒ ‖x‖= ‖a‖
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Preuve.
Soit a, x ∈ K tel que ‖x− a‖ < ‖a‖, on a

‖x‖= ‖x− a+ a‖≤ max{‖x− a‖, ‖a‖} = ‖a‖

et
‖a‖= ‖a− x+ x‖≤ max{‖a− x‖, ‖x‖} = ‖x‖

puisque
max{‖a− x‖, ‖x‖} = ‖a− x‖

est un contradiction avec l’hypothèse.
D’ou

‖a‖≤ ‖x‖ et ‖x‖≤ ‖a‖=⇒ ‖x‖= ‖a‖.

Conséquence 1.2. dans un espace non archimédien tous les triangles sont isocèles.

‖x− y‖6= ‖y − z‖=⇒ ‖x− z‖= max{‖x− y‖, ‖y − z‖} ∀x, y, z ∈ K.

En effet
Si ‖x− y‖6= ‖y − z‖
on suppose que

‖x− y‖< ‖y − z‖

on a

‖x− y‖= ‖x− z + z − y‖= ‖(x− z)− (y − z)‖< ‖y − z‖=⇒ ‖x− z‖= ‖y − z‖.

Définition 1.5. Soient ‖.‖1 et ‖.‖2 deux normes définies sur un corps K, on a ‖.‖1 est
équivalente à ‖.‖2 (‖.‖1∼ ‖.‖2) si ∀(an)n∈N ⊂ K : an −→

‖.‖1
a⇐⇒ an −→

‖.‖2
a.

Théorème 1.3. [1] Soit ‖.‖1 et ‖.‖2 deux normes définies sur le corps K, on a ‖.‖1 et ‖.‖2

sont équivalentes si et seulement si existe un réel positif α tel que ∀x ∈ K ‖x‖1= ‖x‖α2 .

Remarques 1.2. une norme archimidienne n’est jamais équivalente à une norme non
archimédienne.

1.2 Corps des nombres p-adiques

1.2.1 Valuation p-adique

Définition 1.6. Soit p un nombre premier et n ∈ Z∗. La valuation p-adique de n est le
plus grand entier naturel α tel que pα divise n et on note vp(n).

vp :Z∗ −→ N

x −→ vp(x) = max{α ∈ N, x = pαc, c ∈ Z}
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par convention on a vp(0) =∞ car pα divise 0, ∀α ∈ N.
si x = a

b
, a ∈ Z, b ∈ Z∗ vp(x) = vp(a)− vp(b)

Exemples 1.1.

1. 10 = 1.30 + 32 =⇒ v3(10) = 0 , p=3.

2. a = p+ p6 + 3p7, pour p ≥ 5 =⇒ vp(a) = 1.

3. b = p2 + 2p3 + P 4

P 4 + 6P 5 , pour p ≥ 7 =⇒ vp(b) = 2− 4 = −2.

Proposition 1.2. [8] Soient a, b ∈ Z∗, on a

1. vp(1) = 0 ∀p-premier.

2. vp(ab) = vp(a) + vp(b).

3. vp(a+ b) > min{vp(a), vp(b)}.

Preuve.

1. Evident car 1 = p0 + 0.p1 + 0.p2 + ... = p0 ∀p-premier =⇒ vp(1) = 0

2. Soit
a ∈ Z∗ a = pvp(a).n1 , (p, n1) = 1

et
b ∈ Z∗ b = pvp(b).n2 , (p, n2) = 1.

Donc
ab = pvp(a)pvp(b).n1n2 = pvp(a)+vp(b).n1n2 , (p, n1n2) = 1.

Donc
vp(ab) = vp(a) + vp(b).

3. Soit
a ∈ Z∗ a = pvp(a).n1 , (p, n1) = 1

et
b ∈ Z∗ b = pvp(b).n2 , (p, n2) = 1.

i) Supposons que vp(a) ≤ vp(b)

a+ b = pvp(a).n1 + pvp(b).n2 = pvp(a) (n1 + pvp(b)−vp(a)n2)︸ ︷︷ ︸
n3

= pvP (a).n3

Si (p, n3) = 1 on a

vp(a+ b) = vp(a) = min{vp(a), vp(b)}

Sinon
vp(a+ b) = vp(a) + vp(n3) > vp(a) = min{vp(a), vp(b)}
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ii) Supposons que vp(b) 6 vp(a)

a+ b = pvp(a).n1 + pvp(b).n2 = pvp(b) (pvp(a)−vp(b).n1 + n2)︸ ︷︷ ︸
n4

= pvp(b).n4

Si (p, n4) = 1 on a

vp(a+ b) = vp(b) = min{vp(a), vp(b)}

Sinon
vp(a+ b) = vp(b) + vP (n4) > vp(b) = min{vp(a), vp(b)}.

Donc
vp(a+ b) > min{vp(a), vp(b)} ∀a, b ∈ Z∗.

Exemples 1.2.
La valuation p-adique de n ! est

vp(n!) = n− Sp(n)
p− 1 ∀n ≥ 0

Où Sp(n) désigne la somme des chiffres de l’écriture de n en base p, i.e
Sp(n) = a0 + a1 + . . .+ an où n = a0 + a1p+ . . .+ anp

n

En effet.
On a

n ! =
n∏
k=1

k =⇒ vp(n!) =
n∑
k=1

vp(k).

tel que
k = aip

i + ...+ ajp
j, ai 6= 0

donc
vp(k) = i

On a

k = aip
i + ...+ ajp

j

= pi + (ai − 1)pi +
j∑

s=i+1
asp

s.

Donc

k − 1 = pi − 1 + (ai − 1)pi +
j∑

s=i+1
asp

S

= (p− 1)
i−1∑
s=0

ps + (ai − 1)pi +
j∑

s=i+1
asp

S
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Sp(k − 1) = (p− 1)
i−1∑
s=0

1 + (ai − 1) +
j∑

s=i+1
as

= i(p− 1) + ai +
j∑

s=i+1
as − 1

= i(p− 1) + Sp(k)− 1

= vp(k)(p− 1) + Sp(k)− 1.

Donc

vp(k) = Sp(k − 1)− Sp(k) + 1
p− 1

vp(n!) =
n∑
k=1

vp(k)

=
n∑
k=1

Sp(k − 1)− Sp(k) + 1
p− 1

= 1
p− 1

n∑
k=1

Sp(k − 1)− Sp(k) + 1

= 1
p− 1(−Sp(n) + n)

= n− Sp(n)
p− 1 .

1.2.2 Normes p-adiques

Définition 1.7. Soit p-un nombre premier, on définit l’application |.|sur Q comme suite

|x|p =

 p−vp(x) , x 6= 0

0 , x = 0

tel que vp(x) représente la valuation p-adique de x.

Théorème 1.4. [7] L’application |.|p définit une norme non archimédienne sur Q appelée
norme p-adique.

Preuve.
Soit x, y ∈ Q

1.

|x|p = 0⇐⇒ p−vp(x) = 0

⇐⇒ vp(x) = +∞

⇐⇒ x = 0.

Donc |x|p = 0⇐⇒ x = 0.



15

2. Soient x, y ∈ Q on a

|xy|p = p−vp(xy)

= p−(vp(x)+vp(y))

= p−vp(x)p−vp(y)

= |x|p|y|p.

3. Soient x, y ∈ Q x = a

b
, y = c

d
tel que a, b, c, d ∈ Z et b, d 6= 0

vp(x+ y) = vp

(
a

b
+ c

d

)
= vp

(
ad+ cb

bd

)
= vp(ad+ cb)− vp(bd)

= vp(ad+ cd)− vp(b)− vp(d)

≥ min {vp(ad), vp(cb)} − vp(b)− vp(d)

= min{vp(a) + vp(d), vp(c) + vp(b)} − vp(b)− vp(d)

= min{vp(a) + vp(d)− vp(b)− vp(d), vp(c) + vp(b)− vp(b)− vp(d)}

= min{vp(a)− vp(b), vp(c)− vp(d)}

= min
{
vp

(
a

b

)
, vp

(
c

d

)}
= min{vp(x), vp(y)}

=⇒ −vp(x+ y) ≤ −min{vp(x), vp(y)}

= max{−vp(x),−vp(y)}

=⇒ p−vp(x+y) ≤ pmax{−vp(x),−vp(y)}

= max{p−vp(x), p−vp(y)}

=⇒ |x+ y|p ≤ max{|x|p, |y|p}.

Donc l’application x −→ |x|p = p−vp(x) est une norme non archimédienne sur Q (appelle
norme p-adique).

Notation 1.1. Soit a ∈ K et R > 0. Posons

1. D+(a,R) = {x ∈ K, |x− a|p ≤ R} le disque fermé de centre a et rayon R.

2. D−(a,R) = {x ∈ K, |x− a|p < R} le disque ouvert de centre a et rayon R.

3. D(a,R) : l’un ou l’autre de ces deux disque.

4. C(a,R) = {x ∈ K, |x− a|p = R} le cercle dans K de centre a et rayon R.
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1.3 Propriétés topologiques et analytiques des corps
non archimédiens

1.3.1 Propriétés topologiques

Proposition 1.3. [1] Soient a, b ∈ K et R ∈]0,+∞[, on a les propriétés suivantes

P.1. Le cercles est un ensemble ouvert.

P.2. Un disque D(a,R) est un ensemble ouvert et fermé à la fois.

P.3. Tout point b de D(a,R) est un centre de D(a,R) (tout point d’un disque est un
centre de ce disque).

P.4. Soient D(a,R) et D(b, R) deux disques de K, alors il sont disjoints ou l’un est
inclus dans l’autre.

Preuve.

P.1) Soit a ∈ K et R > 0 pour montrer que C(a,R) est un ensemble ouvert on prend
x ∈ C(a,R) et soit 0 < r < R alors

y ∈ D−(x, r) =⇒ |x− y| < r < R = |x− a|.

On a

|x− y| = |x− a+ a− y| < |x− a| = R =⇒ |y − a| = |x− a| = R =⇒ y ∈ C(a,R).

Donc C(a,R) est un ensemble ouvert.

P.2) i) On a, dans un espace métrique tout disque ouvert D−(a,R) est un ensemble
ouvert.
D’autre part on a pour démontrer que D−(a,R) est fermé dans K on montre que

C
D−(a,R)
K = {x ∈ K, |x− a| ≥ R}

est un ensemble ouvert
on a

C
D−(a,R)
K = {x ∈ K, |x− a| > R} ∪ C(a,R)

le cercle C(a,R) est un ensemble ouvert et l’ensemble

{x ∈ k, |x− a| > R} = C
D+(a,R)
k

est ouvert car D+(a,R) est un ensemble fermé
=⇒ C

D−(a,R)
k est un ensemble ouvert (union de deux ouvert est un ouvert )

=⇒ D−(a,R) est un ensemble fermé
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ii) Dans un espace métrique, le disque fermé D+(a,R) est un ensemble fermé.
D’autre part on a

D+(a,R) = C(a,R) ∪D−(a,R)

C(a,R) est un ensemble ouvert (d’après P.1).
D−(a,R) est un ensemble ouvert (d’après P.2).
Donc D+(a,R) est un ensemble ouvert.

P.3) i) Soit x ∈ D−(a,R) montrons que D−(a,R) = D−(x,R)
soit

y ∈ D−(a,R) =⇒ |y − a| < R

|y − x| = |y − a+ a− x| ≤ max{|y − a|, |a− x|} < R

Donc
y ∈ D−(x,R) =⇒ D−(a,R) ⊂ D−(x,R)

de la même façon on montre que

D−(x,R) ⊂ D−(a,R)

donc
D−(a,R) = D−(x,R)

ii) de la même façon , on montre que

D+(a,R) = D+(x,R) ∀x ∈ D+(x,R)

P.4) Soit D(a,R) et D(b, ρ) deux disque de K on montre que

D(a,R) ∩D(b, ρ) 6= ∅ =⇒ D(a,R) ⊂ D(b, ρ) ou D(b, ρ) ⊂ D(a,R)

soit R < ρ et x ∈ D(a,R) ∩D(b, ρ) d’après (P.3).
On a D(a,R) = D(x,R) et D(b, ρ) = D(x, ρ)
mais

D(x,R) ⊂ D(x, ρ).

Donc
D(a,R) ⊂ D(b, ρ)

lorsque on suppose que ρ < R, on trouve que D(b, ρ) ⊂ D(a,R)

Remarque 1.2. le cercle C(a,R) est un ensemble fermé, on a
C(a,R) = D+(a,R) ∩ CD−(a,R)

K .
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1.3.2 Propriétés analytiques

Théorème 1.5. [7] Soit (an)n≥0 une suite dans le corps non archimédien K, (an)n≥0 est
une suite de Cauchy si et seulement si

lim
n→+∞

‖an+1 − an‖ = 0.

Preuve.
La nécessité
on a dans un corps norme (an)n≥0de Cauchy

⇐⇒ ∀ε > 0,∃n0 ∈ N ∀p, q ∈ N, p > q ≥ n0 ‖ap − aq‖ < ε

=⇒ ∀ε > 0,∃n0 ∈ N ∀n ∈ N, n ≥ n0 ‖an+1 − an‖ < ε

=⇒ lim
n→∞

|an+1 − an| = 0

La suffisance
Soit ε > 0 par hypothèse il existe n0 ∈ N tel que ∀m ≥ n0 on a ‖am+1 − am‖ < ε

On a

‖ap − aq‖ = ‖ap − ap−1 + ap−1 − ap−2 + ...− aq+1 + aq+1 − aq‖

≤ max{‖ap − ap−1‖, ‖ap−1 − ap−2‖, .., ‖aq+1 − aq‖}

< max{ε, ε, ..., ε}

= ε.

Donc ∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀p, q ∈ N , p > q ≥ n0 ‖ap − aq‖ < ε

donc la suite (an)n≥0 est de Cauchy.

maintenant soit la série
∑
k≥0

ak, ak ∈ K on sait que la série
∑
k≥0

ak

1) converge si et seulement si la suite de la somme partielles Sn =
n∑
k=0

ak converge dans K.

2) converge absolument dans K si
∑
k≥0
‖ak‖ converge dans R.

Proposition 1.4. [1] soit K est un corps non archimédien complet et soit
∑
k≥1

ak , ak ∈ K∑
k≥1
‖ak‖ converge dans R=⇒

∑
k≥1

ak converge dans K.
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Preuve.
Soit

∑
k≥1
‖ak‖, ak ∈ K

on a
∑
k≥1
|ak| converge dans R⇐⇒ ∀ε > 0,∃n0 ∈ N ∀n,m ≥ n0

m∑
n+1
|ak| < ε

=⇒ |Sn+1 − Sn| < ε (∀n,m ∈ N, n > m ≥ n0)

=⇒ (Sn)n≥0 est une suite de cauchy dans K, et K complet

=⇒ (Sn) converge dans K

=⇒
∑
k≥1

ak converge dans K

ce qui termine la démonstration.

Proposition 1.5. [4] Soit (an)n≥0 est une suite dans le corps non archimédien complet
K , Si lim

n−→∞
an = a dans K, alors on a


· lim
n−→∞

‖an‖ = 0

ou bien

·∃n0 ∈ N : ‖an‖ = ‖an0‖ ∀n ∈ N n ≥ n0

( la suite (‖an‖)n≥0 est stationnaire a partir d’un rang n0).

Preuve.
Soit (an)n≥0 est une suite dans K, telle que lim

n→+∞
an = a

on a (|an|)n est une suite de Cauchy dans R car

0 ≤ ‖am‖ − ‖an‖| ≤ ‖am − an‖ −→ 0

On a donc (|an|)n est une suite de Cauchy dans R complet, ce qui donne (|an|)nest conver-
gente dans R . Soit l sa limite

lim
n→∞

|an| = l = |a|

Si |a| 6= 0 =⇒ |a| > 0
alors

∀ε > 0 ∃n1 ∈ N : ∀n ≥ n1 =⇒ |‖an‖ − l| < ε

pour ε = l

2 > 0 ∃n1 ∈ N : ∀n ≥ n1 =⇒ ‖an‖ >
l

2
en effet

|‖an‖ − l| <
l

2 =⇒ l

2 < ‖an‖ <
l

2 + l

De même, comme (an)n est de cauchy dans k, alors

pour ε = l

2 > 0, ∃n2 ∈ N ∀m,n ∈ N m > n > n2 =⇒ ‖am − an‖ <
l

2
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Donc
∀n ≥ n0 = max(n1, n2)

on a
‖am‖ = ‖am − an + an‖ ≤ max(‖am − an‖, ‖an‖) = ‖an‖

si n = n0 on a : ‖am‖ ≤ ‖an0‖ ∀m ≥ n0

de même on a

‖an‖ = ‖an − am + am‖ ≤ max(‖an − am‖, ‖am‖) = ‖am‖

si n = n0 on a : ‖am‖ ≥ ‖an0‖ ∀m ≥ n0

d’ou
‖am‖ = ‖an0‖ ∀m ≥ n0

et pour m −→ +∞ on a |a| = |an0|.

Proposition 1.6. [1] Soit
∑
n≥0

an une série dans un corps non archimédien complet (K, |.|).

On a

1.
∑
n≥0

an converge dans K⇐⇒ (an)n converge vers 0 dans K.

2. |
∑
n≥0

an| ≤ max
n≥0
|an|.

Preuve.
i)on a ∑

k≥0
ak converge dans K⇐⇒ Sn converge dans K

K complet⇐⇒ (Sn) de Cauchy

⇐⇒ ‖Sn − Sn−1‖ −→
n→∞

0

⇐⇒ ‖an‖ −→ 0

⇐⇒ an −→ 0.

ii) Si ∑ an = 0, on a le résultat.
Sinon d’après la proposition précédente on a

∃n0 ∈ N tel que |
∞∑
n=0

an| = |
n0∑
n=0

an|

D’autre part on a
max
n0≥n≥0

|an| ≤ max
n≥0
|an|

Donc
|
∞∑
n=0

an| = |
n0∑
n=0

an| ≤ max
0≤n≤n0

|an| ≤ max
0≤n
|an|

Ce qui termine la démonstration.
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1.3.3 Complétion de Q par rapport à la norme p-adique

L’espace métrique Q muni de la norme p-adique n’est pas complet.
On va donner un exemple de suite de Cauchy divergent pour p = 5. On définit deux suite
d’entiers an et xn par

x0 = a0 = 2

x1 = a0 + a15
...

xn−1 = a0 + ...+ an−15n−1

xn = xn−1 + an5n

On détermine an ∈ {0, 1, 2, 3, 4} par avoir la congruence x2
n + 1 ≡ 0[5n] xn est une suite

de Cauchy dans Q car
|xn − xn−1|5 ≤

1
5n −→n→∞ 0

Cependant elle ne converge pas vers x ∈ Q, puisque si elle avait une limite x ∈ Q, on
aurait x2 + 1 = 0.

Puisque Q n’est pas complet par rapport à |.|p, on le complète et on obtient un corps
complet que l’on note Qp et qui s’appelle le corps des nombres p-adique.

Pour un nombre premier p, on définit la norme p-adique sur Qp comme suite.

Remarque 1.3. Pour la norme p-adique et pour x ∈ Qp, On a |.|p peut être prolonger
de Q sur tout Qp de la façon suivante

|x|p = lim
n−→∞

|xn|p, (xn)n est un suite de Cauchy dans Q.

Définition 1.8. On dit que x ∈ Qp est un entier p-adique si son expansion canonique
p-adique ne contient que de puissance positives de p, autrement dit la valuation p-adique
de x est positive
l’ensemble des entiers p-adique se note

Zp = {x ∈ Qp, x =
∑
n≥0

anp
n}

avec an ∈ {0, · · · , p− 1} pour tout n, ce développement est unique et s’appelle le
développement de Hensel de x.

Remarque 1.4. La partie Zp est un sous-anneau de Qp.

Théorème 1.6. [1] L’ensemble Zp des entiers p-adiques

Zp = {x ∈ Qp, vp(x) ≥ 0} = {x ∈ Qp, |x|p ≤ 1}

Zp représente le disque unité de Qp de rayon 1 et de centre 0. On l’appelle anneau des
entiers p-adiques.
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Théorème 1.7. [2] L’ensemble Zp muni de la topologie associée à la norme p-adique est
un ensemble compacte.

Définition 1.9. On note Z∗p l’ensemble des entier p-adique inversible dans Zp

Z∗p = {x =
∑
n≥0

anp
n, a0 6= 0} = {x ∈ Qp, |x|p = 1}.

Conséquence 1.3. Si x ∈ Qp et |x|p = p−n alors x admet unique représentation

x = pn.u ou u ∈ Z∗p

car
|x|p = p−n =⇒ x = pn.u, (p, u) = 1 =⇒ x = pn (a0 + a1p+ . . .)︸ ︷︷ ︸

u

, a0 6= 0

où
|u|p = |a0 + a1p+ . . . |p = 1 =⇒ u ∈ Z∗p.

Remarque 1.5. L’inverse de p n’est pas un entier p-adique.

Proposition 1.7. [1] Le corps Qp est l’ensemble des fractions de Zp

Qp = {a
b
, (a, b) ∈ Zp × Z∗p}.

Théorème 1.8. [3] L’ensemble des nombres p-adiques Qp, est défini par

Qp = {
∑
n≥k

anp
n, k ∈ Z, 0 ≤ an < p}.

1.4 Cp-Corps des nombres complexes p-adiques

Définition 1.10. On dit qu’ un corps K est algébriquement clôs si chaque polynôme P (x)
dans K[x] admet des racine dans K.

Proposition 1.8. [2] Le corps Qp n’est pas algébriquement clôs pour tout p-premier.

Preuve.
On considère le polynôme P (x) = x2− p ∈ Qp[x]. Supposons que P (x) admet des racines
dans Qp, donc

P (x) = 0⇐⇒ x2 = p

alors
|x2|p = |x|2p = |p|p = p−1
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donc

|x|2p = p−1 =⇒ |x|p = p
−1
2

=⇒ vp(x) = 1
2

Contradiction avec vp(x) ∈ Z,∀x ∈ Qp donc P (x) n’est pas des racines dans Qp ce qui
preuve que Qp n’est pas algébriquement clôs.

Pour faire convenablement de l’analyse, il est donc logique de considérer une clôture
algébrique de Qp que l’on note en général

_
Qp et qui n’est pas complet. Nous avons besoin

de la compléter pour former un plus grand corps complet et algébriquement clôs noté Cp.
On montrer que l’on peut prolonger la norme à ce corps qui possède aussi une norme
p-adique, qui l’on note toujours |.|p.

Définition 1.11. Le corps des nombres complexes p-adique noté Cp est défini comme le
complété de la clôture algébrique de Qp par rapport à la norme p-adique |.|p.

Proposition 1.9. [2] Le corps Cp n’est pas localement compact.

Preuve.
Considérons l’équation xn−p = 0, et soit xn l’un quelconque de ses racines. montrons que
de cette suite, on ne extraire un sous suite convergente, bien qu’elle soit borne, puisque
clairement xn est des valeur absolue inférieur ou égale à un. On a

|xn|p = p−
1
n =⇒ lim

n−→∞
|xn|p = lim

n−→∞
p−

1
n = 1

pour tout n, |xn|p < 1. Soit (xnm) une suite extraire convergente et y sa limite, alors
|y|p = 1, mais

|xnm − y|p = max(|xnm|p, |y|p) = |y|p = 1

et ceci est contradiction, car cette quantité doit tendre vers zéro.

Notation 1.2. Le groupe des valeurs de C∗p
(
i.e|C∗p| = {|x|p, x ∈ Cp, x 6= 0}

)
est

l’ensemble de puissance rationnelles de p.

Proposition 1.10. [5] Le corps Cp posséde les propriétés suivantes
1. Cp est algébriquement clôs.
2. |C∗p|p = {pq, q ∈ Q}.
3. Q ⊂ Qp ⊂

_
Qp ⊂ Cp.

1.5 Fonctions Analytiques sur Cp

Dans cette section nous étudions les séries entières complexes p-adiques est les fonctions
analytiques dans Cp.
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1.5.1 Séries entières complexes p-adiques

Définition 1.12. Une série entière dans Cp est une série dont le terme général est
an(x− a)n où n est un entier naturel x, a ∈ Cp et (an)n≥0 ⊂ Cp.

Définition 1.13. (Rayon de convergence)
le rayon de convergence d’une série complexe p-adique

∑
n≥0

an(x − a)n qu’on note R, où

0 ≤ R ≤ +∞, est défini par

R = sup{|x− a|p;x ∈ Cp et
∑
n≥0

an(x− a)n converge} ∈ R+ ∪+∞.

Proposition 1.11. [11] (calcul de rayon de convergence)
Soit

∑
n≥0

an(x− a)n ou an ∈ Cp, alors

1. si lim
n→+∞

|an+1|
|an|

= L, on a R = 1
L

(formule de d’Alembert).

2. si lim
n→+∞

n

√
|an| = L, on a R = 1

L
(formule de Cauchy).

3. dans tout les cas, on a R = 1
lim sup
n→+∞

n

√
|an|

(formule d’Hadamard).

Théorème 1.9. [12] Soit
∑
n≥0

an(x − a)n une série entière, où an ∈ Cp et 0 ≤ R ≤ +∞
on a

1. Si x ∈ Cp tel que |x− a|p < R alors la série
∑
n≥0

an(x− a)n converge.

2. Si x ∈ Cp tel que |x− a|p > R alors la série
∑
n≥0

an(x− a)n diverge.

3. Si x ∈ Cp tel que |x− a|p = R donc, on peut avoir :
i) Si lim

n→+∞
|an|pRn = 0, alors la série

∑
n≥0

an(x− a)n est converge sur la totalité du

cercle C(a,R).
ii) Si lim

n→+∞
|an|pRn 6= 0, alors la série

∑
n≥0

an(x− a)n est divergente sur la totalité

du cercle C(a,R).

Exemple 1.4.

Soit la série
∑
n≥0

(−1)n+1(x− a)n
n

, d’après la formule de Cauchy on a

R−1 = lim
n→+∞

n

√
|an|p = lim

n→+∞

∣∣∣∣∣(−1)n+1

n

∣∣∣∣∣
1
n

p

= lim
n→+∞

1
|n|

1
n
p

= lim
n→+∞

1
p−

vp(n)
n

= 1

(car vp(n)
n
−→ 0
n→+∞

) donc la série
∑
n≥0

(−1)n+1(x− a)n
n

converge sur le disque D−(a, 1)

et pour R = 1 on a
lim

n→+∞
|an|p.1 6= 0

d’ou la série diverge sur le cercle C(a, 1).
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Proposition 1.12. [2] La série entière
∑
n≥0

an(x − a)n est sa série dérivée ont le même

rayon de convergence.

Preuve.
Soit R1 est le rayon de convergence de la série

∑
n≥1

nan(x− a)n−1

avec a, an ∈ Cp

R−1
1 = lim sup

n→+∞
|nan|

1
n−1
p = lim sup

n→+∞
(|n|

1
n
p |an|

1
n
p )

= (lim sup
n→+∞

|n|
1
n
p ).(lim sup

n→+∞
|an|

1
n
p )

et comme
|n|

1
n
p = p−

vp(n)
n

On a
R−1

1 = (lim sup
n→+∞

p−
vp(n)
n )(lim sup

n→+∞
|an|

1
n
p )

on sait que vp(n) est bornée et vp(n) < n, ∀n ∈ N.
D’ou le résulta.

1.5.2 Fonctions analytiques sur Cp

Définition 1.14. On dira qu’une fonction f :D+(a, r) −→ Cp est analytique sur D+(a, r)
pour tout r > 0, s’il existe une suite (an)n≥0 ⊂ Cp telle que |an|rn −→ 0, et pour tout
x ∈ D+(a, r) on a f(x) =

∑
n≥0

an(x− a)n.

Définition 1.15. Une fonction f :D−(a,R) −→ Cp est analytique sur D−(a,R) s’il existe
une suite unique (an)n≥0 ⊂ Cp satisfaisant |an|rn −→ 0 pour r, 0<r<R
et pour x ∈ D+(a, r) on a

f(x) =
∑
n≥0

an(x− a)n.

Remarques 1.3.
1) Une fonction de variable complexe p-adique définie sur un disque D(a,R) ou a ∈ Cp

est dite analytique sur ce disque lorsqu’elle admet un développement en série entière en
tout point de D(a,R).
2) Si R = +∞ alors f est analytique sur tout Cp et on dit que f est entière.

Exemples 1.3.
Soit f(x) =

∑
n≥0

p2n2
xn, x ∈ Cp on a R = 1

lim
n→+∞

n
√
|an|p

= 1
lim

n→+∞
p−2n = +∞ alors

∑
n≥0

p2n2
xn

est converge sur Cp donc f une fonction entière.
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Notation 1.3. on note A(Cp) l’ensemble des fonctions entières sur Cp et A(D(a,R))
l’ensemble des fonctions analytiques sur le disque D(a,R).

Proposition 1.13. [12] Soit f(x) = ∑
an(x−a)n les assertions suivantes sont équivalentes

1)f ∈ A(D−(a,R)).
2) la série ∑ an(x− a)n est convergente pour tout x ∈ D−(a,R).

Théorème 1.10. [4] (Dérivé des fonctions analytiques)
On a

1. l’ensemble A(D+(a,R)),(resp A(D−(a,R))) est un espace vectoriel sur Cp.

2. Si f(x) =
∑
n≥0

an(x− a)n est un élément de A(D+(a,R))(resp A(D−(a,R)))

Si f est continue et dérivable sur D(a,R) alors sa dérive f ′ ∈A(D+(a,R))(resp
A(D−(a,R))) tel que f ′(x) =

∑
n≥1

nan(x− a)n−1

plus généralement si R > 0, alors la série f est une fonction indéfiniment dérivable
sur le disque de convergence de f , de plus on a

f (k)(x) = k !
∑
n≥k

Ck
nan(x− a)n−k.

Preuve.

1. il est facile de vérifier que A(D+(a,R)) (resp A(D−(a,R))) pour tout 0 < r < R

est un espace vectoriel sur Cp.

2. i) Soit x un élément fixé de D+(a,R), et soit h ∈ Cp tel que x+ h ∈ D+(a,R).
On a

f(x+ h)− f(x) =
∑
n≥0

an[(x+ h− a)n − (x− a)n]

= h
∑
n≥0

an[(x+ h− a)n−1 + (x+ h− a)n−2(x− a) + ...

...+ (x+ h− a)(x− a)n−2 + (x− a)n−1]

la somme de droite est majorée en valeur absolu par max
n≥1
|an|Rn−1 qui est fini

car lim
n→+∞

|an|Rn−1 = 0
on a

|f(x+ h)− f(x)|p ≤ |h|max
n≥0
|an|pRn−1

donc
lim
h→0
|f(x+ h)− f(x)|p = 0

d’ou la continuité de f sur D+(a,R)
Maintenant posons g(x) =

∑
n≥1

nan(x− a)n−1, g ∈ A(D+(a,R)) car ∀n ≥ 1 on
a

0 ≤ |nan|prn−1 < |an|pRn−1 −→
n→+∞

0
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mais

f(x+ h)− f(x)
h

− g(x) = h
∑
n≥0

an[(x+ h− a)n−1 + (x+ h− a)n−2(x− a) + ...

...+ (x+ h− a)(x− a)n−2 + (x− a)n−1 − n(x− a)n−1]

= h(somme majorée en valeur absolue par max
n≥2
|an|Rn−2)

donc
f ′(x) = g(x) =

∑
n≥1

nan(x− a)n−1 et f ′ ∈ A(D+(a,R)).

ii) Soit x ∈ D−(a,R) et , 0 < r < R tel que x ∈ D+(a, r) f est analytique sur
D+(a, r) elle est
d’après i) continue et dérivable en x et on a

f ′(x) =
∑
n≥1

nan(x− a)n−1

donc f est continue et dérivable sur D−(a,R), sa dérivée est un élément de
A(D−(a,R)) car f ′∈ A(D+(a, r)) pour 0 < r < R

par récurrence on montre l’égalité

f (k)(x) = k !
∑
n≥k

CK
n an(x− a)n−k.



CHAPITRE 2

PREMIER THÉORÈME DE
NEVANLINNA P -ADIQUE.

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques résultats de la théorie de Nevanlinna Com-
plexe, et quelques définitions sur les zéros des fonctions analytiques, ainsi que le polygone
de valuation et la théorie de Nevanlinna p-adique

2.1 Premier théorème de Nevanlinna complexe

Définition 2.1. Soit f une fonction analytique au voisinage de z0. On a z0 est un zéro
de f si f(z0) = 0.

Définition 2.2. On dit que le point Singulier isolé z0 de f est un pôle de f si la partie
principale de la sérié de Laurent contient un nombre fini de termes

(i.e.f(x) =
+∞∑

k=−n0

ck(z − z0)k où c−n0 6= 0n0 ∈ N).

On dit que, dans ce cas que z0 est un pôle de f(z) d’ordre n0.

Théorème 2.1. [12] Soit z0 un point singulier isolé de f(z), on a l’équivalence entre
i) z0 est un pôle d’ordre n de f(z).
ii) z0 est un zéro d’ordre n de ϕ(z) = 1

f(z) .

Définition 2.3. On dit que f est une fonction méromorphe dans D(a,R) ⊂ C si f = h

g
où g, h ∈ A(D(a,R)).

28
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Notation 2.1. On noteM(C) l’ensemble des fonctions méromorphes sur C etM(D(a,R))
l’ensemble des fonctions méromorphes sur le disque D(a,R).

2.1.1 Formule de Jensen

Théorème 2.2. [11] Soit f(z) une fonction méromorphe non constante dans K tel que

K = {z ∈ C : |z| < R et 0 < R < +∞}

Soient {aj}nj=1 la suite des zéros de f(z) dans K tel que 0 < |aj| < |aj+1| et {bk}pk=1 la
suite des pôles de f(z) dans K tel que 0 < |bk| < |bk+1| alors si f(0) 6= 0,+∞ on a

log |f(0)| = 1
2π

∫ 2π

0
log |f(Reiθ)|dθ +

n∑
j=1

log |aj|
R
−

p∑
k=1

log |bk|
R

(2.1)

la formule (2.1) est appelle formule de Jensen.

2.1.2 Fonction caractéristique de Nevanlinna

Définition 2.4. Soit x ∈ R

log+ x = max(log x, 0) =

log x si x ≥ 1

0 si 1 > x ≥ 0

Proposition 2.1. [13] Soient a, b ∈ R on a :

1. log a ≤ log+ a ∀a > 0.

2. log+ a ≤ log+ b a ≤ b.

3. log a = log+ a− log+ 1
a
∀a ≥ 0.

Notations 2.1.

1. on pose
m(R, f) = 1

2π

∫ 2π

0
log+ |f(Reiθ)|dθ

m(R, f) est appelle fonction de compensation.

2. on pose

N(R, f) =
p∑

k=1
log R

|bk|
=
∫ R

0

n(t,+∞)
t

dt

N(R, f) est la fonction de comptage des pôle s de f
où, n(t,+∞) est le nombre des pôles de f dans |z| ≤ t

et, n(0,+∞) est l’ordre de z0 = 0 comme pôle de f
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3.
N(R, 1

f
) =

n∑
j=1

log R

|aj|
=
∫ R

0

n(t, 0)
t

dt

N(R, 1
f

) est la fonction de comptage des zéros de f
où, n(t, 0) est le nombre des zéros de f dans |z| ≤ t

et, n(0, 0) est l’ordre de z0 = 0 comme zéro de f

Donc d’après la proposition 2.1 et les notations on obtient la forme plus simple de
Jensen :

log |f(0)| = 1
2π

∫ 2π

0
log+ |f(Reiθ)|dθ − 1

2π

∫ 2π

0
log+ 1

|f(Reiθ)|dθ +
∫ R

0

n(t,+∞)
t

dt

−
∫ R

0

n(t, 0)
t

dt

= m(R, f)−m(R, 1
f

) +N(R, f)−N(R, 1
f

)

Définition 2.5. Soit f une fonction méromorphe, on obtient

T (R, f) = m(R, f) +N(R, f)

la fonction T (R, f) est appelée fonction caractéristique de f ou bien fonction de
Nevanlinna.

Remarque 2.1. la formule de Jenseen devient

T (R, f) = T (R, 1
f

) + log |f(0)|

Proposition 2.2. [11] soit ai ∈ C, i = 1 · · · p, on a

1. T (R,
p∏
i=1

fi) ≤
p∑
i=1

T (R, fi).

2. T (R,
p∑
i=1

fi) ≤
p∑
i=1

T (R, fi) + log p.

3. |T (R, f)− T (R, f − a)| ≤ log+ |a|+ log 2 où a = constante ∈ C.

2.1.3 Premier théorème fondamental de Nevanlinna

Théorème 2.3. [11] Soit f une fonction méromorphe dans |z| ≤ R , 0 ≤ R < +∞ et
soit a ∈ C, on pose

f(z)− a =
+∞∑
i=λ

ciz
i, λ ∈ Z cλ 6= 0

alors
T (R, 1

f − a
) = T (R, f)− log |f(0)− a|+ ξ(R, a)

où
|ξ(R, a)| ≤ log+ |a|+ log 2.
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Preuve.
On a

m(R, 1
f − a

) +N(R, 1
f − a

) = T (R, 1
f − a

)

= T (R, f − a)− log |f(0)− a|

= T (R, f) + T (R, f − a)− T (R, f)− log |f(0)− a|

= T (R, f)− log |f(0)− a|+ (T (R, f − a)− T (R, f))

= T (R, f)− log |f(0)− a|+ ξ(R, a)

où |ξ(R, a)| = |T (R, f − a)− T (R, f)| ≤ log+ |a|+ log 2.

Remarque 2.2. Le théorème de Nevanlinna s’écrit sous la forme

T (R, 1
f − a

) = T (R, f) +O(1) ∀a ∈ C

Notation 2.2. Il est plus pratique d’écrire
m(R, a), N(R, a) et T (R, a) au lieu de m(r, 1

f − a
), N(R, 1

f − a
), et T (R 1

f − a
).

Exemple 2.1. Soit f(z) = ez ∈M(C), on a ez = eR cos θ+iR sin θ, z = Reiθ

• si a = 0, on a
n(t,∞) = n(t, f)

et
N(R, f) =

∫ R

0

n(t,∞)
t

dt = 0

m(R, f) = 1
2π

∫ 2π

0
log+ |f(Reiθ)|dθ

= 1
2π

∫ 2π

0
log+ |eR cos θ+iR sin θ|dθ

= 1
2π

∫ 2π

0
log+ eR cos θdθ

= 1
2π

∫ π
2

−π2
log eR cos θdθ

ainsi
m(R, f) = 1

2π

∫ π
2

−π2
R cos θdθ = R

π

donc
m(R, f) +N(R, f) = T (R, f) = R

π

on a

N(R, 0) = N(r, 1
ez

) =
∫ R

0

n(t, 1
ez

)
t

dt = 0
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et

m(R, 0) = 1
2π

∫ 2π

0
log+ 1

|f(Reiθ)|dθ

= 1
2π

∫ 2π

0
log+ 1

eR cos θ dθ

= 1
2π

∫ 2π

0
log+ e−R cos θdθ

= − R2π

∫ 3π
2

π
2

cosθ dθ

ainsi
m(R, 0) = R

π

donc
T (R, 0) = m(R, 0) +N(R, 0) = R

π
= T (R, f).

2.2 La distribution des zéros d’une fonction analy-
tique p-adique

2.2.1 Zéros d’une fonction analytique p-adique

Dans cette partie, nous allons étudier les zéros des fonctions analytiques.

Définition 2.6. Soit f une fonction analytique non nulle sur un disque D(a, r), a ∈ Cp

et r > 0, on dit que α ∈ D(a, r) est un zéro de f si f(α) = 0.

Définition 2.7. (ordre de multiplicité d’un zéro)
Soient f ∈ A(D−(a,R)),α ∈ D−(a,R) et r ∈]0, R[, tel que D+(α, r) ⊂ D−(a,R) et
f(x) =

∑
n≥q

an(x− α)n, ∀x ∈ D+(α, r) et aq 6= 0, q ∈ N∗.

On dit dans ce cas, que α est un zéro de f d’ordre q.

Remarque 2.3.
Si f admet α comme zéro d’ordre q, on posera wα(f) = q.
Si f(α) 6= 0, on posera simplement wα(f) = 0.

Proposition 2.3. [12] Soit f ∈ A(D−(a,R)), R > 0 a ∈ Cp, une fonction non nulle.
Si α est un zéro d’ordre q de f , alors en peut écrire f sous la forme

f(x) = (x− α)ng(x), ∀x ∈ D+(α, r), 0 < r < R

où g analytique au point α et g(α) 6= 0.
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Preuve.
Soit x ∈ D+(α, r), 0 < r < R et comme α est un zéro d’ordre q de f , alors

f(x) =
∑
n≥q

an(x− α)n, ∀x ∈ D+(α, r)

= (x− α)q
[
aq + aq+1(x− α) + aq+2(x− α)2 + . . . . . .

]
, ∀x ∈ D+(α, r)

= (x− α)q
∑
n≥0

aq+n(x− α)n, ∀x ∈ D+(α, r)

= (x− α)qg(x), ∀x ∈ D+(α, r).

Tel que g(x) =
∑
n≥0

aq+n(x− α)n est une fonction analytique sur le disque D+(α, r)

et g(α) = aq 6= 0.

Proposition 2.4. [2] (Principe des zéros isolés)
Soit f ∈ A(D−(a, r)) une fonction non nulle et soit b ∈ D−(a, r) tel que f(b) = 0, alors
il existe ρ > 0 assez petit tel que

∀x ∈ D−(b, ρ)− {b}, f(x) 6= 0.

Preuve.
Si b est un zéro de f , on peut écrire la fonction non nulle f sous la forme

f(x) =
∑
n≥q

an(x− b)n, aq 6= 0, q ∈ N∗

il résulte que |x− b|p est assez petit, et non nul. On a

|f(x)|p = |
∑
n≥q

an(x− b)n|p = max
n≥q
{|a|p|x− b|np} = |aq|p|x− b|qp 6= 0

ce qui termine la preuve.

Lemme 2.1. [11] Soit f ∈ A(Cp) non constante, alors f admet au moins un zéro dans
Cp, de plus si f n’est pas un polynôme (i.e f ∈ A(Cp) \ Cp[x]) alors f a une infinité des
zéros dans Cp.

Théorème 2.4. [3] (Strassman)
Soit f(x) =

∑
n≥0

an(x − a)n une série entière non nulle avec des coefficient dans Cp, et

supposons que f(x) converge pour tout x ∈ D−(a, 1), soit N un entier positif défini par
les deux conditions 

1) |aN |p = max
n≥0
|an|p

2) |an|p < |aN |p, ∀n > N.

On a dans ce cas f : D+(a, 1) 7−→ Cp, posséde au plus N zéros dans D+(a, 1).
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Preuve.
La démonstration se fait par récurrence.

1. Pour N = 0 et d’après cette assertion |a0|p > |an|p, ∀n ∈ N∗ nous démontrons que
f n’a aucun zéro dans D+(a, 1) (i.e. f(x) 6= 0, ∀x ∈ D+(a, 1))
En effet
On pose 0 = f(x) = a0 + a1(x− a) + . . . . . ., on a
|a0|p = |a1(x− a) + a2(x− a)2 + . . . . . . |p ≤ max

n≥1
|an(x− a)n|p ≤ max

n≥1
|an|p < |a0|p

C’est une contradiction.

2. Supposons que n > N

|aN |p = max
n≥0
|an|p et |an|p < |aN |p.

et f(α) = 0, pour certain α ∈ D+(a, 1). Choisissons x ∈ D+(a, 1), on a

f(x) = f(x)− f(α) =
∑
n≥1

an[(x− a)n − (a− α)n]

= (x− α)
∑
n≥1

n−1∑
j=0

an(x− a)j(α− a)n−1−j.

Posons k = n− 1− j, donc n = k + j + 1, on obtient

f(x) = (x− a)
∑
j≥0

bj(x− a)j = (x− α)g(x)

où
bj =

∑
k≥0

aj+1+k(α− a)k.

et g(x) une série entière de coefficient bj. Il est facile de voire que lim
j→+∞

bj = 0, on
a

|bj|p ≤ max
k≥0
|aj+1+k|p ≤ |aN |p, ∀j ≥ 0

de plus ∀j ∈ N

|bN−1|p = |aN + aN+1(α− a) + aN+2(α− a)2 + . . . |p = |aN |p

et si j ≥ N On a

|bj|p ≤ max
k≥0
|aj+1+k| ≤ max

j≥N+1
|aj|p < |aN |p

Donc on a |bN−1|p = max |bj|p
|bj|p < |bN−1|p ∀j > N − 1

Si on applique l’induction sur la fonction g(x), on conclut qu’elle posséde au plus
(N − 1) zéros sur D+(a, 1). Alors f(x) = (x− α)g(x) possédé au plus N zéros sur
D+(a, 1).
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2.2.2 Le module maximum d’une fonction analytique p-adique

Proposition 2.5. [2] Soit f ∈ A(D+(a, r)) tel que r > 0 et a ∈ Cp

f(x) =
∑
n≥0

an(x− a)n la formule

‖f‖ = max
x∈D+(a,r)

|f(x)|p

est une norme non-archimedienne.

Preuve.
Montrons que ‖f‖ est une norme non-archimedienne

1. Soient f ∈ A(D+(a, r)), r > 0 et a ∈ Cp et ∀x ∈ D+(a, r), On a

‖f‖ = 0⇐⇒ max
x∈D+(a,r)

|f(x)|p = 0

⇐⇒ |f(x)|p = 0, ∀x ∈ D+(a, r)

⇐⇒ f(x) = 0, ∀x ∈ D+(a, r)

⇐⇒ f ≡ 0.

2. Soient f, g ∈ A(D+(a, r)), r > 0 et a ∈ Cp et ∀x ∈ D+(a, r), on a

‖fg‖ = max
x∈D+(a,r)

|(fg)(x)|p

= max
x∈D+(a,r)

|f(x)g(x)|p

= max
x∈D+(a,r)

|f(x)|p|g(x)|p

= max
x∈D+(a,r)

|f(x)|p max
x∈D+(a,r)

|g(x)|p

= ‖f‖‖g‖.

3. Soient f, g ∈ A(D+(a, r)), r > 0 et a ∈ Cp et pour tout x ∈ D+(a, r), on a

‖(f + g)(x)‖ = max
x∈D+(a,r)

|(f + g)(x)|p

|(f + g)(x)|p = |f(x) + g(x)|p, ∀x ∈ D+(a, r)

≤ max{|f(x)|p, |g(x)|p}, ∀x ∈ D+(a, r)

Alors

max
x∈D+(a,r)

|(f + g)(x)|p ≤ max
x∈D+(a,r)

{max{|f(x)|p, |g(x)|p}}

= max{ max
x∈D+(a,r)

{|f(x)|p, |g(x)|p}}

= max{ max
x∈D+(a,r)

|f(x)|p, max
x∈D+(a,r)

|g(x)|p}

= max{‖f(x)‖, ‖g(x)‖}.
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Donc ∀x ∈ D+(a, r) ‖f + g‖ ≤ max{‖f‖, ‖g‖}.
Alors ‖.‖ est un norme non archimedienne.

Proposition 2.6. [19] Soit f(x) =
∑
n≥0

an(x−a)n ∈ A(D+(a, r)) telle que |an|prn −→
n→+∞

0,

l’application
f −→ |f |(r) = max

n≥0
|an|prn (module maximum)

est une norme non-archimedienne sur A(D+(a, r)) et on a

max
x∈D+(a,r)

|f(x)|p = |f |(r)

cette relation est appelée égalité de Cauchy.

Proposition 2.7. [2] Soit f ∈ A(D+(a, r)) avec r > 0, a ∈ Cp une fonction non nulle,
alors

P.1. La fonction |f |(r) est croissante.

P.2. Si f a un zéro b dans le disque D+(a, r), la fonction |f |(r) est strictement croissante
∀r > |b|p.

P.3. La fonction |f |(r) est continue.

Preuve.

P.1. On a |f |(r) = max
x∈D+(a,r)

|f(x)|p
Si r1 < r2 on a

|f |(r1) = max
x∈D+(a,r1)

|f(x)|p

≤ max
x∈D+(a,r2)

|f(x)|p

= |f |(r2)

D’ou |f |(r) est croissante.

P.2. Soit r0 > |b|p, on a alors |f |(r0) = |aN |rN0 , ∀N ≥ 1, en raison de la présence d’au
moins un zéro dans le disque ferme de centre a, rayon r0

Comme aN n’est pas nul, si r > r0. On a

|aN |prN > |aN |prN0 .

alors
|f |(r) = max

n≥0
|an|prn ≥ |aN |prN > |aN |prN0 = |f |(r0)

D’où |f |(r) est strictement croissante.
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P.3. Soit f ∈ A(D+(a, r)), alors lim
n→+∞

|an|prn = 0, ∀0 < r < R et a ∈ Cp fixons
ρ ∈]0, r[, Alors lim

n→+∞
|an|pρn = 0, donc il existe n1 ∈ N∗, tel que

max
0≤n<n1

|an|pρn = max
n≥0
|an|pρn = |f |(ρ)

Donc si t ∈]0, ρ], on a lim
n→+∞

|an|ptn = 0, il existe n1 ∈ N∗, tel que

max
0≤n<n1

|an|ptn = max
n≥0
|an|ptn = |f |(t)

Comme la fonction t −→ max
n≤N
|an|ptn = |f |(t) est clairement continue, on a le

résultat.

Proposition 2.8. [4] L’espace A(D+(a, r)), r > 0 et a ∈ Cpmuni de la norme |.|(r) est
un espace complet, Autrement dit, il s’agit d’un espace de Banach non-archimedien.

Théorème 2.5. (Spécificité ultra métrique)[16]
Soit f ∈ A(D−(a, r)), r > 0, ∀ρ ∈]0, r[, on a

|f ′|(ρ) ≤ 1
ρ
|f |(ρ)

Preuve.
Soit f ∈ A(D−(a, r)), alors f(x) =

∑
n≥0

an(x− a)n et f ′(x) =
∑
n≥1

nan(x− a)n−1, a ∈ Cp,

pour ρ ∈]0, r[, on a

|f ′|(ρ) = max
n≥1
|ann|pρn−1

= 1
ρ

max
n≥1
|an|p|n|pρn

≤ 1
ρ

max
n≥0
|an|pρn (car |n|p ≤ 1).

D’où le résultat, même démonstration pour f ∈ A(D+(a, r))

Théorème 2.6. [12] Soit f ∈M(D−(a, r)), r > 0 ∀ρ ∈]0, r[, on a

|f ′ |(ρ)
|f |(ρ) ≤

1
ρ

Preuve.
Si l’on écrit f = g

h
avec g, h ∈ A(D−(a, r)) sans zéros communs, pour ρ ∈]0, r[, On a

f
′

f
= g

′
h− gh′

gh

∣∣∣∣∣f
′

f

∣∣∣∣∣ (ρ) =
∣∣∣∣∣g′h− gh′gh

∣∣∣∣∣ (ρ) = |g
′h− gh′|(ρ)
|gh|(ρ)
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Et comme |g′h− gh′|(ρ) ≤ max{|g′h|(ρ) + |gh′|(ρ)} ce qui entraine que

|f ′|(ρ)
|f |(ρ) ≤ max

{
|g′|(ρ)|h|(ρ)
|g|(ρ)|h|(ρ) ,

|g|(ρ)|h′|(ρ)
|g|(ρ)|h|(ρ)

}
≤ max

{
|g′|(ρ)
|g|(ρ) ,

|h′|(ρ)
|h|(ρ)

}
.

On sait que |g
′ |(ρ)
|g|(ρ) ≤

1
ρ
et |h

′|(ρ)
|h|(ρ) ≤

1
ρ
. D’où l’inégalité.

Lemme 2.2. [2] Soit P (x) = b0 + b1x+ . . . . . .+ bNx
N , un polynôme de degré N de Cp[x],

On suppose que
|bN |prN = max

0≤n≤N
|bn|rn = |P |(r), r > 0

Donc le polynôme P (x) a toutes ses racines dans le disque fermé de centre 0 et de rayon
r.

Preuve.
Montrons que le polynôme P (x) a toutes ses racines dans le disque D+(0, r), r > 0
On factorise P (x), Soit αi, i = 1 . . . N racines de p(x) dans Cp (pas forcément distincts)

P (x) = bN(x− α1)(x− α2) . . . (x− αN), Où bN 6= 0

Alors

|x− αi|(r) = max{1× r, |αi|p}, ∀i = 1 . . . N

= max{r, |αi|p}, ∀i = 1 . . . N

et on a

|P |(r) = |bN(x− α1)(x− α2) . . . (x− αN)|p (r)

= |bN |p
N∏
i=1

max{r, |αi|P}

Donc
|P |(r) = |bN |prN = |bN |p

N∏
i=1

max{r, |αi|P}

D’où rN =
N∏
i=1

max{r, |αi|P} et comme max{r, |αi|p} ≥ r ∀i = 1 . . . N , on a |αi|p ≤ r

∀i = 1 . . . N . Donc on a bien montré que toutes les racines de P sont dans le disque
D+(0, r).

Théorème 2.7. [2] Soit f ∈ A(D+(a, r)), r > 0 et N le plus grand indice tel que

|f |(r) = |aN |rN et |aj|rj < |aN |rN ∀j > N.

On a
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1. Si N ≥ 1, alors la fonction f a exactement N zéros dans le disque D+(a, r) compte
tenu des multiplicité.

2. la fonction f n’a aucune zéro dans le disque D+(a, r) si et seulement si N = 0 et
sa norme est constante dans ce disque.

Soit n le plus petit indice tel que |f |(r) = |an|rn et |aj|rj < |an|rn ∀j < n alors

i) n le nombre des zéros de f dans D−(a, r).
ii) N-n le nombre des zéros de f sur le cercle C(a, r).

2.2.3 Polygone de valuation

Définition 2.8. Soit f ∈ A(D+(a, r)), r > 0 et a ∈ Cp telle que
f(x) =

∑
n≥0

an(x− a)n, On définit la fonction ϕf par

ϕf : I =]−∞, logR[ −→ R

log r −→ ϕf (log r) = log |f |(r) = max
n≥0
{log |an|p + n log r}.

Cette fonction est appelée la fonction de valuation p-adique de f.

Proposition 2.9. [2] La fonction ϕf vérifie les propriétés suivantes

P.1) C’est une fonction croissante, convexe, continue et affine par morceaux.

P.2) Si f a un zéro b dans D−(a, r), ϕf est strictement croissante pour log r > log |b|p.

P.3) ϕf admet des dérivées à droite d+ϕf
d(log r) est à gauche d−ϕf

d(log r) en tout point log r ∈ I.
et on a
. d+ϕf
d(log r) = N Le plus grand entier tel que ϕf (log r) = log |aN |p +N log r où N

est le nombre des zéros de f dans le disque fermé D+(a, r).

. d−ϕf
d(log r) = n Le plus petit entier tel que ϕf (log r) = log |an|p + n log r où n est

le nombre des zéros de f dans le disque ouvert D−(a, r).
N − n est le nombre des zéros de f sur le cercle C(a, r)

Exemple 2.2.
P (x) = (p3 + p5 + p6)︸ ︷︷ ︸

a0

+ (p2 + p3 + 3p6)︸ ︷︷ ︸
a1

x+(p + p2 + 5p4)︸ ︷︷ ︸
a2

x2+(p + p2)︸ ︷︷ ︸
a3

x3, p ≥ 2 premier

Calculer |P |(r)
• Pour r = 1

p2 , on a

|a0|pr0 = p−3 × 1 = p−3

|a1|pr = p−2 × p−2 = p−4

|a2|pr2 = p−1 × p−4 = p−5

|a3|pr3 = p−1 × p−6 = p−7
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Donc |p|( 1
p2 ) = p−3, d’où N = n = 0, alors P n’aucun zéro sur le disque fermé

D+(0, P−2).
• Pour r = 1

p1 , on a

|a0|pr0 = p−3 × 1 = p−3

|a1|pr = p−2 × p−1 = p−3

|a2|pr2 = p−1 × p−2 = p−3

|a3|pr3 = p−1 × p−3 = p−4

Donc |p|( 1
p2 ) = p−3

D’où

N = 2, alors P a deux zéros dans le disque fermé D+(0, p−1).

n = 0, alors P n’a aucun zéros dans le disque ouvert D−(0, p−1).

N − n = 2, alors P a deux zéros sur le cercle C(0, p−1).

• Pour r = 1, on a

|a0|pr0 = p−3 × 1 = p−3

|a1|pr = p−2 × 1 = p−2

|a2|pr2 = p−1 × 1 = p−1

|a3|pr3 = p−1 × 1 = p−1

Donc |p|(1) = p−1

D’où

N = 3, alors P a trois zéros dans le disque fermé D+(0, 1).

n = 2, alors P a deux zéros dans le disque ouvert D−(0, 1).

N − n = 1, alors P a un zéro sur le cercle C(0, 1).

• Pour r = p, on a

|a0|pr0 = p−3 × 1 = p−2

|a1|pr = p−2 × p = p−1

|a2|pr2 = p−1 × p2 = p1

|a3|pr3 = p−1 × p3 = p2

Donc |p|(p) = p2

D’où

N = n = 3, alors P n’aucun zéro sur le cercle C(0, p)
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et comme Cp algébriquement clôs on a

|P |(r) =



p−3 0 < r ≤ 1
p

p−1r2 1
p
≤ r ≤ 1

p−1r3 r ≥ 1

D’où

log |P |(r) =


−3 log p −∞ < log r ≤ − log p

− log p+ 2 log r − log p ≤ log r ≤ 0

− log p+ 3 log r log r ≥ 0

2.3 Analogue p-adique du premier théorème fonda-
mental de Nevanlinna

Pour construire l’analogue p-adique de la fonction caractéristique de Nevanlinna, on
utilise la notion de polygone de valuation des fonctions analytiques p-adiques.

2.3.1 Formule de Jensen

Soit f ∈ M(D−(0, r)), r > 0 n’ayant ni zéro ni pôle en 0, pour tout ρ ∈]0, r[ et
α ∈ D+(0, ρ), on note

z(ρ, f) =
∑
|α|=ρ

max(0, wα(f)) et p(ρ, f) = z

(
ρ,

1
f

)

où z(ρ, f) (resp. p(ρ, f)) est le nombre des zéros (resp. pôles) de f sur le cercle |x|p = ρ

et chaque zéro (resp. pôle) est compté autant de fois que son ordre de multiplicité. wα(f)
est l’entier relatif iα ∈ Z, tel que f(x) =

∑
i≥iα

ai(x − α)i avec aiα 6= 0 , la formule qu’on

donne dans le théorème suivante est la version p-adique de la formule de Jensen qu’on
utilise assez fréquemment tout ou long de travail.

Théorème 2.8. [5] Soit f ∈M(D−(0, r)), 0 < r, telle que f n’a ni zéro ni pôle en z0 = 0
et pour ρ ∈]0, r[. On a

log |f |(ρ) = log |f(0)|p +
∑
|α|p≤ρ

wα(f) log ρ

|α|p
−

∑
|β|p≤ρ

wβ( 1
f

) log ρ

|β|p
. (2.2)

Preuve.
La démonstration de cette formule est conséquence des propriétés de polygone de valua-
tion.
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1. Soit f ∈ A(D−(0, r)), r > 0 telle que f(0) 6= 0, le polygone de valuation de f donne
pour tout ρ ∈]0, r[

log |f |(ρ) = log |f(0)|p +
∑
|α|p≤ρ

wα(f) log ρ

|α|p
(2.3)

Où wα(f) est l’ordre de multiplicité de α, en tant que zéro de f .
Pour montrer l’égalité (2.3), on suppose 0 = ρ0 < ρ1 < ρ2 < · · · < ρk < ρ et
0 = n0 < n1 < n2 < · · · < nk < n. On a

log |f |(ρ) = max
ni≥0
{log |ani |+ ni log ρ}

alors pour tout t ∈]0, ρ]

0 < t ≤ ρ1 : log |f |(t) = log |a0|p = log |f(0)|p
ρ1 ≤ t ≤ ρ2 : log |f |(t) = log |an1|p + n1 log t

...

...

ρk−1 ≤ t ≤ ρk : log |f |(t) = log |ank−1|p + nk−1 log t

ρk ≤ ρ : log |f |(ρ) = log |ank |p + nk log ρ

donc

log |f |(ρ) = [log |f |(ρ)− log |f |(ρk)] + [log |f |(ρk)− log |f |(ρk−1)] + . . .+ [log |f |(ρ2)

− log |f |(ρ1)] + log |f |(ρ1)

= [log |ank |p + nk log ρ− log |ank |p − nk log ρk] + [log |ank−1|p + nk−1 log ρk
− log |ank−1|p + nk−1 log ρk−1] + . . .+ [log |an1|p + n1 log ρ2 − log |an1|p
− n1 log ρ1] + log |f(0)|p
= log |f(0)|p + nk log ρ

ρk
+ nk−1 log ρk

ρk−1
+ . . .+ n1 log ρ2

ρ1

= log |f(0)|p + nk log ρ

ρk
+ nk−1

(
log ρ

ρk−1
− log ρ

ρk

)
+ . . .+ n1

(
log ρ

ρ1
− log ρ

ρ2

)

= log |f(0)|p + (nk − nk−1) log ρ

ρk
+ (nk−1 − nk−2) log ρ

ρk−1
+ . . .+ (n2 − n1) log ρ

ρ2

+ (n1 − n0) log ρ

ρ1

=
k∑
i=1

(ni − ni−1) log ρ

ρi
+ log |f(0)|p

où (ni− ni−1) le nombre des zéros de f sur le cercle |x|p = ρi, donc ∀ρ ∈]0, r[ on a

log |f |(ρ) = log |f(0)|p +
k∑
i=1

(ni − ni−1) log ρ

|α|p
.

donc
log |f |(ρ) = log |f(0)|p +

∑
|α|≤ρ

wα(f) log ρ

|α|p
.
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2. le cas générale : Soit f ∈M(D−(0, r)), r > 0 tel que f(0) 6= 0,+∞, on pose f = h

g
telle que h, g ∈ A(D−(0, r)), r > 0, on a

log |f |(ρ) = log
∣∣∣∣∣hg
∣∣∣∣∣ (ρ)

= log |h|(ρ)− log |g|(ρ)

= log |h(0)|p +
∑
|α|≤ρ

wα(h) log ρ

|α|p
− log |g(0)|p −

∑
|β|≤ρ

wβ(g) log ρ

|β|p

= log
∣∣∣∣∣h(0)
g(0)

∣∣∣∣∣
p

+
∑
|α|≤ρ

wα(f) log ρ

|α|p
−
∑
|β|≤ρ

wβ

(
1
f

)
log ρ

|β|p

ce qui termine la démonstration.

2.3.2 Fonction de comptage des zéros et des pôles d’une fonction
méromorphe p-adique

Soit f ∈M(D−(0, r)), 0 < r non nulle et pour ρ ∈]0, r[, α ∈ D+(0, ρ), on pose

Z(ρ, f) =
∑
|α|p≤ρ
ωα(f)>0

wα(f) log ρ

|α|p

On l’appelle la fonction de comptage des zéros de f dans D+(0, ρ) avec leurs ordre de
multiplicité.

_
Z(ρ, f) =

∑
|α|p≤ρ

log ρ

|α|p

On l’appelle la fonction de comptage des zéros de f dans D+(0, ρ) sans prendre en compte
les multiplicité.

N(ρ, f) = Z(ρ, 1
f

)

et la fonction de comptage des pôles de f dans D+(0, ρ) avec un ordre de multiplicité.

_
N(ρ, f) =

_
Z(ρ, 1

f
)

la fonction de comptage des pôles de f dans D+(0, ρ) sans prendre en compte les multi-
plicité.
par ces définitions, on définit une autre version p-adique plus simple de la formule (2.2)

Proposition 2.10. [18] Soit f ∈ A(D−(0, r)), r > 0, n’a ni zéro en z0 = 0, alors

log |f |(ρ) = Z(ρ, f) + log |f(0)|p, ∀ρ ∈]0, r[ (2.4)

et si f ∈M(D−(0, r)), 0 < r, n’a ni zéro ni pôle en z0 = 0, alors

log |f |(ρ) = Z(ρ, f)−N(ρ, f) + log |f(0)|p, ∀ρ ∈]0, r[ (2.5)
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Preuve.
la formule (2.4) est claire. Pour montrer l’égalité (2.5), on écrit f = g

h
telle que

h, g ∈ A(D−(0, r)), 0 < r n’ont pas de zéros communs. On a

Z(ρ, g) = Z(ρ, f) et N(ρ, f) = Z(ρ, h) ∀ρ ∈]0, r[

Donc ∀ρ ∈]0, r[, on a

log |f |(ρ) = log |g|
|h|

(ρ)

= log |g|(ρ)− log |h|(ρ)

= Z(ρ, g) + log |g(0)|p − Z(ρ, h)− log |h(0)|p

ce qui termine la démonstration

Notations 2.2. soit φ, ϕ et ψ trois fonctions réelles définies dans un intervalle I =]0, r[
et soit ρ ∈ I. S’il existe un constante c ∈ R, telle que φ(ρ) ≤ ψ(ρ) + cϕ(ρ) on écrira
simplement φ(ρ) ≤ ψ(ρ) + O(ϕ(ρ)). si |φ(ρ) − ψ(ρ)| est bornée par une fonction de la
forme cϕ(ρ), on écrira φ(ρ) = ψ(ρ) +O(ϕ(ρ))
si lim

ρ→+∞
|φ(ρ)−ψ(ρ)| = 0 (resp. lim

ρ→r
|φ(ρ)−ψ(ρ)| = 0), on écrira φ(ρ) = ψ(ρ) + o(ϕ(ρ)).

2.3.3 Fonction caractéristique de Nevanlinna p-adique

Comme la fonction ρ −→ log |f |(ρ) quand f ∈ M(D−(0, r)), r > 0 n’est plus positive
il est nécessaire de construire une fonction ρ −→ T (ρ, f) (fonction caractéristique de
Nevanlinna) qui soit positive et prolonge log |f |(ρ), quand f ∈ A(D−(0, r)).
Soit x > 0. On pose log+ x = max{0, log x}, où log est une fonction logarithmique réelle
de base p. De même

m(ρ, f) = log+ |f |(ρ) = max{0, log |f |(ρ)}.

est appelé la fonction de compensation.
On a aussi

log |f |(ρ) = log+ |f |(ρ)− log+
∣∣∣∣∣ 1f
∣∣∣∣∣ (ρ) = m(ρ, f)−m(ρ, 1

f
).

En fin, on définit la fonction caractéristique de Nevanlinna de f par :

T (ρ, f) = m(ρ, f) +N(ρ, f).

Remarque 2.4. Les fonctions m(ρ, f), N(ρ, f) et T (ρ, f) ne changement pas si la fonc-
tion f admet un zéro ou un pôle en 0, on peut réaliser un changement de variable pour
redéfinir les fonctions précédentes.
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Dans tout le reste de ce travail, on supposera que la fonction f n’a pas des zéro en 0,
si f ∈ A(D−(0, r)) et n’a ni zéro ni pôle en 0, si f ∈M(D−(0, r)).

Remarque 2.5. forme plus simple de la formule de Jensen(2.5)
On a

log |f(0)|p = N(ρ, f)− Z(ρ, f) + log |f |(ρ) ∀ρ ∈]0, r[

= N(ρ, f)− Z(ρ, f) + log+ |f |(ρ)− log+
∣∣∣∣∣ 1f
∣∣∣∣∣ (ρ) ∀ρ ∈]0, r[

= N(ρ, f)− Z(ρ, f) +m(ρ, f)−m(ρ, 1
f

) ∀ρ ∈]0, r[

= [N(ρ, f) +m(ρ, f)]− [N(ρ, 1
f

) +m(ρ, 1
f

)] ∀ρ ∈]0, r[

= T (ρ, f)− T (ρ, 1
f

) ∀ρ ∈]0, r[.

Donc la formule (2.5) devient

T (ρ, f) = T (ρ, 1
f

) + log |f(0)|p ∀ρ ∈]0, r[. (2.6)

Proposition 2.11. [15] Soit f ∈M(D−(0, r)), r > 0 f(0) 6= 0,+∞, alors

T (ρ, f) = max{Z(ρ, f) + log |f(0)|p, N(ρ, f)} ∀ρ ∈]0, r[

Preuve.
Pour ρ ∈]0, r[

log |f |(ρ) = Z(ρ, f)−N(ρ, f) + log |f(0)|p

log |f |(ρ) +N(ρ, f) = Z(ρ, f) + log |f(0)|p

Donc

max{Z(ρ, f) + log |f(0)|p, N(ρ, f)} = max{log |f |(ρ) +N(ρ, f), N(ρ, f)}

= max{0, log |f |(ρ)}+N(ρ, f)

= m(ρ, f) +N(ρ, f)

= T (ρ, f)

Ce qui termine la démonstration.

Théorème 2.9. [22][15] Soient f, g ∈ M(D−(0, r)), r > 0 non identiquement nulle et
n’ayant ni zéro ni pôle en 0. Alors

1. i) m(ρ, f + g) ≤ max{m(ρ, f),m(ρ, g)}+O(1) ∀ρ ∈]0, r[

ii) m(ρ, f − a) = m(ρ, f) +O(1) ∀a ∈ Cp ∀ρ ∈]0, r[

iii) m(ρ, fg) ≤ m(ρ, f) +m(ρ, g) +O(1) ∀ρ ∈]0, r[
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iv) m(ρ, af) = m(ρ, f) +O(1) ∀a ∈ Cp ∀ρ ∈]0, r[

2. i) N(ρ, f + g) ≤ N(ρ, f) +N(ρ, g) ∀ρ ∈]0, r[)

ii) N(ρ, fg) ≤ N(ρ, f) +N(ρ, g) +O(1) ∀ρ ∈]0, r[

3. i) T (ρ, f + g) ≤ T (ρ, f) + T (ρ, g) +O(1) ∀ρ ∈]0, r[

ii) T (ρ, fg) ≤ T (ρ, f) + T (ρ, g) +O(1) ∀ρ ∈]0, r[

iii) Si f, g ∈ A(D−(0, r)), 0 < r alors

T (ρ, f + g) ≤ max{T (ρ, f), T (ρ, g)}+O(1) ∀ρ ∈]0, r[

iv) Si f ∈M(D−(0, r)), 0 < r) alors

T (ρ, 1
f

) = T (ρ, f) +O(1) ∀ρ ∈]0, r[

v) Si a ∈ Cp, a 6= 0 et f(0) 6= a on a

T (ρ, af) = T (ρ, f) +O(1) ∀ρ ∈]0, r[

et
T (ρ, f − a) = T (ρ, f) +O(1) ∀ρ ∈]0, r[

Preuve.

1. On a
|f + g|(ρ) 6 max{|f |(ρ), |g|(ρ)} ∀ρ ∈]0, r[

et
|fg|(ρ) = |f |(ρ)|g|(ρ) ∀ρ ∈]0, r[

Grâce à la croissance de la fonction logarithmique, on obtient sans (i),(iii) et (iv).
ii) si |f |(ρ) > |a|p, pour ρ assez proche de r, on a

|f − a|(ρ) = max{|f |(ρ), |a|p} = |f |(ρ)

d’ou
m(ρ, f − a) = m(ρ, f)

si |f |(ρ) ≤ |a|p, on a

|f − a|(ρ) ≤ max{|f |(ρ), |a|p} ≤ |a|p

Ce qui entraine, pour tout ρ ∈]0, r[, on a

|m(ρ, f − a)−m(ρ, f)| ≤ m(ρ, f − a) +m(ρ, f)

≤ log+ |a|p + log+ |a|p
≤ 2 log+ |a|p

et ainsi
m(ρ, f − a) = m(ρ, f) +O(1) ∀ρ ∈]0, r[
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2. i) et ii) sont vérifiées, car la multiplicité des pôles de f + g (ou fg) au point x0 est
au plus égale à la somme de multiplicité de fg, au point x0. D’ou

N(ρ, f + g) ≤ N(ρ, f) +N(ρ, g) ∀ρ ∈]0, r[

N(ρ, fg) ≤ N(ρ, f) +N(ρ, g) +O(1) ∀ρ ∈]0, r[

3. i) Grâce à l’inégalité i) de 1) et 2), on déduit que

m(ρ, f + g) +N(ρ, f + g) ≤ max{m(ρ, f),m(ρ, g)}+N(ρ, f) +N(ρ, g) +O(1)

≤ m(ρ, f) +m(ρ, g) +N(ρ, f) +N(ρ, g) +O(1)

D’où
T (ρ, f + g) ≤ T (ρ, f) + T (ρ, g) +O(1) ∀ρ ∈]0, r[

ii) D’après la propriétés iii) de 1) et ii) de 2), on a

m(ρ, fg) +N(ρ, fg) ≤ m(ρ, f) +m(ρ, g) +N(ρ, f) +N(ρ, g) +O(1)

D’où
T (ρ, fg) ≤ T (ρ, f) + T (ρ, g) +O(1) ∀ρ ∈]0, r[

iii) Comme N(ρ, f) = N(ρ, g) = 0, l’inégalité découle de la propriété i) de 1)

iv) D’après la formule (2.6), l’inégalité est immédiat

v) puisque
N(ρ, af) = N(ρ, f) = N(ρ, f − a) ∀ρ ∈]0, r[

on a aussi

m(ρ, af) = m(ρ, f) +O(1) et m(ρ, f − a) = m(ρ, f) +O(1)

Donc
T (ρ, af) = T (ρ, f) +O(1) ∀ρ ∈]0, r[

et
T (ρ, f − a) = T (ρ, f) +O(1) ∀ρ ∈]0, r[

2.4 Premier théorème fondamental de Nevanlinna
p-adique

Théorème 2.10. [16] Soit f ∈ M(D−(0, r)), r > 0 n’a ni zéro ni pôle en 0 et f(0) 6= a,
alors on a

T (ρ, 1
f − a

) = T (ρ, f) +O(1) ∀ρ ∈]0, r[
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Pour la preuve, on utilisera les formules du théorème 2.6, 3)(iv) et (v)

Remarque 2.6. On remarque d’après le premier théorème de Nevanlinna que T (ρ, 1
f − a

)

est égale à T (ρ, f) (à une fonction bornée prés). Ce qui veut dire que T (ρ, 1
f − a

) ne dépend
pas de a. Et par conséquent T (ρ, f) est une fonction caractéristique de f ∈M(Cp)

Notations 2.3. ∀a ∈ Cp, on notem(ρ, a), N(ρ, a) et T (ρ, a) au lieu dem(ρ, 1
f − a

), N(ρ, 1
f − a

),

et T (ρ, 1
f − a

) respectivement.
D’où le premier théorème de Nevanlinna s’écrit sous la forme

T (ρ, a) = T (ρ, f) +O(1) ∀ρ ∈]0, r[

Proposition 2.12. [16] Pour f ∈M(Cp), f(0) 6= 0,+∞, on a les équivalences suivantes

1. f est non constante ⇐⇒ ∃c ∈ R, ∃A > 0, tel que T (ρ, f) ≤ log ρ+ c,∀ρ > A.

2. f ∈ Cp(x) ⇐⇒ T (ρ, f) = O(log ρ), ρ→ +∞.

3. f est constante ⇐⇒ T (ρ, f) = o(log ρ), ρ→ +∞.

2.4.1 Certaines Propriétés des fonctions méromorphes et de
leurs dérivées

Lemme 2.3. Soit f ∈M(D−(0, r)), r > 0, tel que f(0) 6= 0,+∞ on a

m

(
ρ,
f
′

f

)
= 0, ∀ρ ∈]0, r[

m

(
ρ,
f

f ′

)
≥ log ρ, ∀ρ ∈]0, r[

Preuve.
Soit f ∈ M(D−(0, r)), 0 < r, on a d’après les résultats classiques pour les fonctions

méromorphes, il est bien connu que pour chaque ρ ∈]0, r[, log
∣∣∣∣∣f
′

f

∣∣∣∣∣ ≤ − log ρ, d’où

m

(
ρ,
f
′

f

)
= log+

∣∣∣∣∣f
′

f

∣∣∣∣∣ (ρ) = max
{

0, log
∣∣∣∣∣f
′

f

∣∣∣∣∣ (ρ)
}

= 0, ∀ρ ∈]0, r[

et
m

(
ρ,
f

f ′

)
= log+

∣∣∣∣∣ ff ′
∣∣∣∣∣ (ρ) = max

{
0, log

∣∣∣∣∣ ff ′
∣∣∣∣∣ (ρ)

}
≥ log ρ

Proposition 2.13. [23][16] Soit f ∈ M(D−(0, r)), 0 < r, telle que f (n), (n ∈ N) n’a ni
zéro ni pôle en 0, alors
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1. N(ρ, f (n)) = N(ρ, f) + n
_
N(ρ, f), ∀ρ ∈]0, r[

2. Z(ρ, f (n)) ≤ Z(ρ, f) + n
_
N(ρ, f)− log ρ+O(1), ∀ρ ∈]0, r[

3. T (ρ, f (n)) ≤ T (ρ, f) + n
_
N(ρ, f) +O(1) ≤ (n+ 1)T (ρ, f), ∀ρ ∈]0, r[

Nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 2.4. [16] Soit f ∈ M(D−(0, r)), r > 0, telle que f = h

g
, où h, g ∈ A(D−(0, r)),

n’ont pas de zéro commun posons H0 = h et Hn = gH
′
n−1 − ng

′
Hn−1, Pour n ≤ 1, on a

1. f (n) = Hn

gn+1 .

2. tout zéros d’ordre m(m ≥ 1) de g est un zéro d’ordre n(m − 1) de Hn et un pôle
d’ordre m+ n de f (n).

Preuve du la proposition 2.13.

1. Soit {x1, x2, . . . xq} l’ensemble des pôles de f dans le disque D+(ρ, f), ∀ρ ∈]0, r[
et supposons que chaque xi et d’ordre mi, i ∈ {1, 2, . . . q}. Donc d’après le lemme
précédent, les pôles de f (n) dan le disque D+(0, ρ) sont {x1, x2 . . . xq} et leurs ordres
sont respectivement m1 + n,m2 + n, . . .mq + n

D’où

N(ρ, f (n)) = (m1 + n)[log ρ− log |x1|p] + (m2 + n)[log ρ− log |x2|p] + . . .

. . .+ (mq + n)[log ρ− log |xq|p]

= m1[log ρ− log |x1|p] +m2[log ρ− log |x2|p] + . . .+mq[log ρ− log |xq|p]

+ n ([log ρ− log |x1|p] + [log ρ− log |x2|p] + . . .+ [log ρ− log |xq|p])

=
q∑
i=1

mi log ρ

|xi|p
+ n

q∑
i=1

log ρ

|xi|p
= N(ρ, f) + n

_
N(ρ, f)

2. Soit ρ ∈]0, r[, par la formule (2.2), on a

Z(ρ, f ′)−N(ρ, f ′) + log |f ′(0)|p = log |f ′|(ρ)

mais d’après le théorème (2.6) on a |f ′ |(ρ) ≤ 1
ρ
|f |(ρ), ∀ρ ∈]0, r[ en considérant

la croissance de la fonction logarithmique, on obtient

log |f ′ |(ρ) ≤ log |f |(ρ)− log ρ, ∀ρ ∈]0, r[

Par conséquence, ∀ρ ∈]0, r[, on a

Z(ρ, f ′) = log |f ′ |(ρ) +N(ρ, f ′)− log |f ′(0)|p
≤ log |f |(ρ) +N(ρ, f ′)− log |f ′(0)|p − log ρ

≤ Z(ρ, f) +N(ρ, f ′)−N(ρ, f) + log |f(0)|p − log |f ′(0)|p − log ρ

≤ Z(ρ, f) +N(ρ, f ′)−N(ρ, f)− log ρ+O(1)
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mais D’après i), on a

N(ρ, f ′)−N(ρ, f) =
_
N(ρ, f), ∀ρ ∈]0, r[

D’où
Z(ρ, f ′) ≤ Z(ρ, f) +

_
N(ρ, f)− log ρ+O(1), ∀ρ ∈]0, r[

la généralisation de cette inégalité est obtenue par récurrence
Supposons l’inégalité précédent est vrai ∀k ≤ n, alors

Z(ρ, f (n+1)) = Z(ρ, (f (n))′) ≤ Z(ρ, f (n)) +
_
N(ρ, f (n))− log ρ+O(1)

et donc

Z(ρ, f (n+1)) ≤ Z(ρ, f) + n
_
N(ρ, f) +

_
N(ρ, f (n))− log ρ+O(1)

puisque
_
N(ρ, f (n)) =

_
N(ρ, f)

On a
Z(ρ, f (n+1)) ≤ Z(ρ, f) + (n+ 1)

_
N(ρ, f)− log ρ+O(1)

3. Soit ρ ∈]0, r[, on a

T (ρ, f (n)) = N(ρ, f (n)) +m(ρ, f (n))

≤ N(ρ, f (n)) + n
_
N(ρ, f) +m

(
ρ,

f (n)

f (n−1) . . .
f
′

f
f

)

≤ N(ρ, f (n)) + n
_
N(ρ, f) +m

(
ρ,

f (n)

f (n−1)

)
+m

(
ρ,
f (n−1)

f (n−2)

)
+ . . .+m(ρ, f) +O(1)

= N(ρ, f) + n
_
N(ρ, f) +m(ρ, f) +O(1)

d’où
T (ρ, f (n)) ≤ T (ρ, f) + n

_
N(ρ, f) +O(1), ∀ρ ∈]0, r[

ce qui termine la démonstration.



CHAPITRE 3

APPLICATION DE NEVANLINNA
P -ADIQUE

Dans ce chapitre, on donne une application de la théorie de Nevanlinna dans un
corps non-archimédien algébriquement clôs K, pour étudier les solutions méromorphes de
l’équations fonctionnelles aux q-différences de la forme

s∑
i=0

gi(x)y(qix) = h(x) (3.1)

où q ∈ K, 0 < |q| < 1 et h(x), g0(x) . . . gs(x) (s ≥ 1) sont des fonctions méromorphes telles
que g0(x)gs(x) 6= 0

3.1 Équation aux q-différences

Soit K un corps non-archimédien complet et algébriquement clôs. On va étudié l’équa-
tion de la forme

s∑
i=0

Ai(x)f(qix) = B(x) (3.2)

avec les même conditions précédentes dans l’ équation(3.1) et on spécifie l’étude si
B(x), A0(x) . . . As(x) (s ≥ 1) sont des fonctions rationnelles dans K

Théorème 3.1. [20] Supposons que dans l’équation (3.2) ci-dessus B(x) est un polynôme
et les coefficient A0(x), . . . , As(x) sont constants, alors toute solution f ∈ M(K) non
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constants de l’équation (3.2) dans K est une fraction rationnelle ayant au plus un pôle
α = 0

On a besoin du lemme suivant pour la démonstration du théorème 3.1

Lemme 3.1. [20] Soit f ∈ K et r > 0, on a

1. |f(qx)|(r) = |f |(|q|r)

2. m(r, f(qx)) = m(|q|r, f)

3. N(r, f(qx)) = N(|q|r, f)

4. T (r, f(qx)) = T (|q|r, f)

Preuve du théorème 3.1.

Supposons que f admet un pôle α différent de zéro . D’après l’équation (3.2), il y a au
moins un indice i1 ∈ {1, ..., s} tel que α1 = qi1α ∈ K est un pôle de f . En appliquant la
méthode à α1, on déduit qu’il existe i2 ∈ {1, ..., s} tel que α2 = qi2α1, donc on construit
des suites α1, α2 . . . . . . pôles de f tendant vers 0. contradiction avec l’hypothèse, d’où le
seul pôle de f s’il existe est le zéro
Donc f s’écrit sous la forme f(x) = ϕ(x)

xl
, où l ∈ N et ϕ ∈ A(K), ϕ(0) 6= 0 En remplaçant

f dans l’équation (3.2) il est facile de montre que ϕ satisfait une équation du même type
Sans prendre la circulaire, on suppose que f ∈ A(K), on a

s∑
i=0

Ai(x)f(qix) = B(x)

A0f(x) +
s∑
i=1

Aif(qix) = B(x)

f(x) = −
s∑
i=1

Ai
A0
f(qix) + B(x)

A0

D’où
f(x) =

s∑
i=1

αif(qix) + β(x), où αi = −Ai
A0

, i = 1 . . . s et β(x) = B(x)
A0

∀k ∈ N∗ |f |(|q|−k) ≤ max
{
|β|(|q|−k), |α1||f(qx)|(|q|−k), . . . , |αs||f(qsx)|(|q|−k)

}
D’après le lemme précédent on trouve

|f |(|q|−k) ≤ max
{
|β|(|q|−k), |α1||f(|q|1−k), . . . |αs||f(|q|s−k)

}
car 0 < |q| < 1, on a |q|1−k ≥ . . . ≥ |q|s−k =⇒ |f |(|q|1−k) ≥ . . . ≥ |f |(|q|s−k) (car |f |(r)
croissante). On déduit que

|f |(|q|−k) ≤ max
{
|β|(|q|−k), η|f |(|q|1−k)

}
, η = max

1≤i≤s
|αi|
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On a |q|1−k ≤ |q|−k, donc |β|(|q|1−k) ≤ |β|(|q|−k), on déduit

|f |(|q|1−k) ≤ max{|β|(|q|1−k), η|f |(|q|2−k)}

≤ max{|β|(|q|−k), η|f |(|q|2−k)}

d’où
|f |(|q|−k) ≤ max{|β|(|q|−k), η|β|(|q|−k), η2|f |(|q|2−k)}

De la même façon, on trouve que

|f |(|q|2−k) ≤ max{|β|(|q|−k), η|f |(|q|3−k)}

Donc

|f |(|q|−k) ≤ max{|β|(|q|−k), η|β|(|q|−k), η2|β|(|q|−k), η3|f |(|q|3−k)}
...

|f |(|q|−k) ≤ max{|β|(|q|−k), η|β|(|q|−k), η2|β|(|q|−k), . . . , ηk−1|β|(|q|−k), ηk|f |(1)}.

D’où
|f |(|q|−k) ≤ max{µ|β|(|q|−k), ηk|f |(1)}, µ = max

k−1≥i≥0
ηi.

d’où
log |f |(|q|−k) ≤ max{log(µ|β|(|q|−k)), k log η + log |f |(1)} (3.3)

posons ρk = |q|−k, donc k = log ρk
log |q|−1 et on a

|f |(ρk) ≤ max{µ|β|(ρk), ηk|f |(1)}

log |f |(ρk) ≤ max{log |(µ|β|(ρk)), k log η + log |f |(1)}

= max{log(µ|β|(ρk)),
log η

log |q|−1 log ρk + log |f |(1)}

Donc
log |f |(ρk) ≤ max{log(µ|β|(ρk)),

log η
log |q|−1 log ρk + log |f |(1)} (3.4)

(ρk)k>1 une suite croissante qui tend vers +∞, et β(x) = B(x)
A0
∈ K[X]

donc
log |β|(ρk) = O(log ρk)

D’où d’après(3.4) on a

log |f |(ρk) = O(log ρk), k −→ +∞

On déduit d’après (3.3) que

log |f |(r) = O(log r), r −→ +∞

Donc T (r, f) = O(log r), r −→ +∞ alors d’après la proposition 2.12 f ∈ K(X)
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Théorème 3.2. [20] Si f ∈M(K) est une solution de l’équation (3.2), alors

T (r, f) = O((log r)2), r −→ +∞

Le but dans cette section est de généraliser le théorème 3.2, de la façon suivante ;
Nous considérons l’équation aux q-différence de la forme

s∑
i=0

gi(x)y(qix) = h(x) (3.5)

où q ∈ K, 0 < |q| < 1 et h(x), g0(x) . . . gs(x) (s ≥ 1) sont des fonctions méromorphes telles
que g0(x)gs(x) 6= 0.

Notation 3.1. On note T (r) la fonction

T (r) = max{T (r, h), T (r, g0), . . . , T (r, gs)}, ∀r > 0

Théorème 3.3. [21] Si f ∈M(K) est un solution de l’équation (3.5), alors

T (r, f) = O(T (r) log r), r −→ +∞

Remarque 3.1. On peut prendre h(x) = 0 dans l’équation (3.5) sans perte de généralité,
Car si h(x) 6= 0 et f(x) est une solution méromorphe de l’équation (3.5). Alors f(x) est
une solution de l’équation non triviale de la forme

h(x)
s∑
i=0

gi(qx)f(qi+1x)− h(qx)
s∑
i=0

gi(x)f(qix) = 0

Donc au lieu d’étudier l’équation (3.5) on étudie l’équation de la forme
s∑
i=0

gi(x)y(qix) = 0 (3.6)

Dans toute la suite on suppose que g0(x) . . . gs(x)(s ≥ 1) sont des fonctions entières

Pour la démonstration du la théorème 3.3, on a besoin la proposition suivantes

Proposition 3.1. [21] Soit f une solution méromorphe dans K de l’équation (3.6).
Alors, si α est un pôle de f, α 6= 0, il existe un entier m ∈ N et un zéro θ de g0 différent
de zéro tels que α = q−mθ et ωθ(g0) + ωα(f) ≥ 0.

Preuve du théorème 3.3.

Comme indiqué dans la remarque 3.1, tout le problème se ramene au cas de l’équation
(3.6). Alors soit f ∈ M(K) une solution de l’équation (3.5). On peut aussi supposer que
f n’a pas de pôle à l’origine.
Évaluation de N(r, f).
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Si la fonction entière g0(x) n’a pas de zéro différent de 0, par la proposition 3.1, la fonction
f est entière, doncN(r, f) = 0. Supposons alors que g0(x) admet au moins un zéro différent
de 0 et soit r0 = min{|x|, x ∈ K \ {0} et g0(x) = 0}.
Pour tout r > 0, nous avons

N(r, f) = − ∑
0<|α|≤r,f(α)=∞

ωα(f) log r

|α|
.

Mais par la proposition 3.1, tout pôle α de f dans D(0, r) \ {0} est de la forme α = q−nβ,

où n ∈ N et β ∈ D(0, r) \ {0} tel que g0(β) = 0. Ceci implique que

0 ≤ n ≤
[

1
log |q| log r0

r

]
,

où [t] désigne la partie entière du nombre réel t.
Par conséquent,

N(r, f) ≤
([

1
log |q| log r0

r

]
+ 1

) ∑
0<|β|≤r,g0(β)=0

ωβ(g0) log r

|β|

i.e

N(r, f) ≤
([

1
log |q| log r0

r

]
+ 1

)
N

(
1
g0
, r

)
.

Par hypothèse, on a N
(

1
g0
, r

)
≤ T (r, g0) + O(1) ≤ T (r) + O(1), r → +∞. Nous voyons

aussi que
[

1
log |q| log r0

r

]
+ 1 = O(log r), r → +∞.

Il en résulte que
N(r, f) = O(T (r) log r), r → +∞ (3.7)

Évaluation de log |f | (r).
Sans perte de généralité, on peut supposer que f n’a ni zéro ni pôle à l’origine. Alors, il
existe ε > 0 telle que f n’a no zéros ni pôle dans D(0, ε), donc |f | (t) est constante
pour 0 ≤ t ≤ ε.
D’après l’équation(3.5), pour tout r > 0, on a

|f | (r) ≤ max
{∣∣∣∣∣g1

g0

∣∣∣∣∣ (r) |f | (|q| r),
∣∣∣∣∣g2

g0

∣∣∣∣∣ (r) |f | (|q|2 r), . . . ,
∣∣∣∣∣gsg0

∣∣∣∣∣ (r) |f | (|q|s r)
}
.
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Puisque g0 est une fonction entière non nulle, on a |g0| (r) ≥ 1, pour r > 0 assez grand.
de plus, comme g0, . . . , gs ∈ A(K) et T (r, gi) ≤ T (r),∀i, on a pour r > 0 assez grand

|f | (r) ≤ eT (r) max
{
|f | (|q| r), |f | (|q|2 r), · · · |f | (|q|s r)

}
. (3.8)

Prenons r assez grand pour assurer que l’entier k =
[

log r − log ε
− log |q|

]
+ 1 ≥ s,

on a d’après (3.8)

|f | (r) ≤ eT (r) max
{
|f | (|q| r), |f | (|q|2 r), · · · |f | (|q|s r), . . . , |f | (|q|k r)

}
. (3.9)

Posons 

µ1 = |f | (|q|k r)

µ2 = max
{
|f | (|q|k−1 r), |f | (|q|k r)

}
...

µk−1 = max
{
|f | (|q|2 r), · · · , |f | (|q|s r, · · · , |f | (|q|k r)

}
µk = max

{
|f | (|q| r), |f | (|q|2 r), · · · , |f | (|q|s r, · · · , |f | (|q|k r)

}
(3.10)

Donc (3.9) devient
|f |(r) ≤ eT (r)µk (3.11)

D’autre part, nous avons |q|ε ≤ |q|kr ≤ ε. Donc en utilisant le fait que |f |(t) est constante
pour 0 ≤ t ≤ ε , on a

|f |(|q|kr) = |f |(|q|k+1r) = |f |(|q|k+2r) = · · · = µ1 = Constante = C (3.12)

On remplacer r dans (3.9) successivement par |q|r, |q|2r, . . . , |q|k−1r, on obtient

|f |(|q|r) ≤ eT (|q|r)µk−1

|f |(|q|2r) ≤ eT (|q|2r)µk−2

|f |(|q|3r) ≤ eT (|q|3r)µk−3
...

|f |(|q|k−2r) ≤ eT (|q|k−2r)µ2

|f |(|q|k−1r) ≤ eT (|q|k−1r)µ1

(3.13)

Il résulte de (3.10) et (3.13) que pour r −→ +∞, on a

µ1 = C

µ2 ≤ eT (|q|k−1r)µ1

µ3 ≤ eT (|q|k−2r)µ2
...

µk−1 ≤ eT (|q|2r)µk−2

µk ≤ eT (|q|r)µk−1

(3.14)
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De (3.11) et (3.14), on a
|f |(r) ≤ e

∑k−1
i=0 T (|q|ir)C (3.15)

Comme T (|q|ir) ≤ T (r), ∀i = 0, . . . , k − 1, on a

|f |(r) ≤ ekT (r)C (3.16)

Car k = O(log r), pour r −→ +∞, il est facile de voir que

log+ |f |(r) = O(T (r) log r), r −→ +∞ (3.17)

Enfin, d’après les relation (3.7) et (3.17) on a

T (r, f) = O(T (r) log r), r −→ +∞

ce qui termine la démonstration
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