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Introduction

Les opérateurs monotones ( multivoques) est notamment ceux qui sont maximaux
(i.e. dont les graphes sont des éléments maximaux par rapport a I'inclusion) ont été fondé
pour étre plutdt utiles dans divers domaines de mathématiques tel que I'optimisation
(les sous différentiels des fonctions propres convexes s.c.i. sont des opérateurs maxi-
maux monotones), équations différentielles (souvent 1'opérateur qui engendre I’équation
est maximal monotones) et I'analyse variationnelle, en particulier les opérateurs mono-
tones sont 'instrument dans 1’étude des inéquations variationnelles lesquelles les plus fort
dispositifs pour la construction des modéles mathématiques pour différents problemes

physiques et techniques.

Golomb été I'un des premiers qui a présenté les opérateurs monotones en 1935. Ainsi
I'un des articles pour considérer les applications des opérateurs monotones est donné par

E.H.Zarantonllo.

La théorie moderne des opérateurs monotones était initiée indépendamment par une
série d’articles par G. Minty et F. Browder en 1962, aprés les concepts dans ces documents
ont été étendu considérablement par R. T. Rockafellar, pour développer la théorie.
Naturellement, le progresse de la théorie des opérateurs monotones était des espaces de
Hilbert [6]. Aux espaces de Banach réflexifs [3], et finalement aux espace de Banach non

réflexifs 8]

L’objet de notre travail est d’étudier les opérateurs monotones et ces propriétés, en
particulier le concept le plus important dans cette théorie, les opérateurs maximaux mo-
notone, pour abordé I’étude d'un probléme d’évolution non linéaire régis par la classe des
opérateurs maximaux monotones.

Il est bien connu de la théorie de Hille-Yosida que pour une condition initiale zo € D(A),

il existe une solution unique z € C'([0, +o0[; H) N C([0, +oo[; D(A)) de

o' (t) + Ax(t) = 0,t >0
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ou A: D(A) C H— H est un opérateur maximal monotone sur un espace de Hilbert.
Dans le cas multivoque, c¢’est a dire pour des inclusions différentielles, les problémes gou-
vernés par les opérateurs maximaux monotones trouvent leurs motivations dans diffé-
rentes applications, en mécanique elasto-plasticité controle optimal, économétrie, etc...et
englobent différentes classe de problémes, notamment les opérateurs sous différentiels et
le processus de rafle.

Ce type de probléme a été d’abord étudie lorsque A ne dépende pas du temps par H.Brezis
[6] qui utilise la méthode de la régularisation Yosida pour démonter 'existence d’une
unique solution Lipschitzienne de ce probléme.

De nombreux auteurs se sont intéressés a chercher des approximation ou régularisation
pour obtenir a partir d'un opérateur monotone donné un autre qui a plus de propriétés

régulieres. On note comme exemple la régularisés de Yosida voir [1],[5]...

Ce mémoire comprend trois chapitres ordonné comme suit,

le premier chapitre contient les outils et les notions de base nécessaire pour élaborer notre
travail. Nous rappelons quelque définitions et théorémes que nous allons utiliser dans le
deuxiéme et le troisiéme chapitre.

Dans le deuxiéme chapitre, on commence par donner des notions sur les opérateurs mono-
tones et maximaux monotones et donner aussi des exemples explicatifs, et on donne aussi
quelques propriétés des opérateurs maximaux monotones dans un espace de Hilbert.

Le troisiéme chapitre est consacré a une classe trés importante des inclusions différen-

tielles, I’étude d’existence et d'unicité de solution pour le probléme,

du
(P) — E(t) € Au(t) pp te0,+o0f
ol A est un opérateur maximal monotone, nous consacrons en premier lieu a poser les
bases théoriques nécessaires a la démonstration du théoréme principale. En particulier
nous étudions les propriétés générales de ’approximation de Yosida.
Enfin, on va donner une démonstration régureuse du théoréme d’existence et d’unicité de

probléme (P) qui été étudier par H.Brezis [6].



Chapitre 1

Notations et résultats préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons des notions de bases, tous les résultats et les notions
qui nous serons utile tout au long de ce mémoire.
On commence par quelque notations, puis nous représentons des définitions et concepts
fondamentaux, on donne la notion de la topologie faible, fonction convexe, Lipschitzienne,
sous différentielle et cone normale, une bréve sur les multi-application et la continuité et

enfin quelque théoréme utiles.

1.1 Notations

Dans tout le document nous désignerons par,
e R= [—00, +00]
e E ou X un espace de Banach muni de la norme ||.|| £ ou X' le dual topologique

muni de norme ||| = sup |({.,x)| (E  est I'espace vectoriel normé des formes
CEGBE
linéaire continue sur E)

e H un espace de Hilbert sur R muni du produit scalaire (.,.) et la norme |., .|| g.
o [ l'identité de H.

e V(zg) 'ensemble des voisinages d’un point x.

e limsup(resp liminf ) désigne la limite supérieure (resp inférieure).

e o(X,X’) la topologie faible de X

e 1, — x exprime que la suite x,, converge faiblement vers x.

e 1, — x exprime que la suite x, converge fortement vers x.

[.] désigne le couple élément de H x H.
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e A un opérateur de H dans H.

e D(A) le domaine de A.

e R(A) I'image de A dans H.

e Int(A) lintérieur de A dans H.

e gphA le graphe de A.

e P(H) l'ensemble des parties de H.

e By, By la boule unité ouvert de H, (fermé de A respectivement).
e B(xzg,r) la boule ouvert de centre zy et de rayon r.

e B(xzg,r) la boule fermé de centre xq et de rayon r.

0 size A
e x4 la fonction indicatrice de A définie par xa(x) =

+00  sinon

e ([0, +o0[; H) 'ensemble des fonctions continues sur [0, +oo[ & valeurs dans H.

e L'([0,T); H) I'espace des fonctions intégrable définies sur [0,T] a valeurs dans H.

e L*([0,T); H) l'espace de Hilbert des fonctions de carré Lebesgue-intégrable muni
de sa norme habituelle.

e Jyp(xg) le sous différentiel de ¢ au point z.

e C'([0,+o0; H) I'ensemble des fonctions continues sur [0, +o0o[ a valeurs dans H et
la dérivée premiére continue.

e Projec la fonction définie de H dans C, projection sur C.

e (S,B, 1) un espace mesuré.

e D(H,G) espace normé des opérateurs linéaires bornés de H vers G.

e D.p. presque par tout.

1.2 Définitions et concepts fondamentaux

Définition 1.1. /3/

Sotent Z et Y deux ensembles quelconques.
Soit D un sous ensemble de Z(D C Z).
» Si a tout éléments x € D correspond un élément y € Y, on dit que y=A(zx) est un
opérateur et note A: D — Y.
» L’ensemble D est le domaine de définition de A et se note généralement par D(A) .

» L’ensemble R(A) = {y,y = A(x),z € D} s’appelle ensemble des valeurs de A .

Définition 1.2. /3]
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Sotent Z et Y deux ensembles quelconques,
o Soit A:Z — Y, on dit que A est localement borné ou point w € D(A) si et

seulement st,

AM > 0,7 > 0, telle que ||V'|ly < M, Yo' € Av et v e D(A)N B(u,r).

e On dit qu 'un opérateur A : Z — Y est borné si l'image d’un sous ensemble borné

de Z est un sous ensemble borné de Y.
Définition 1.3. /6]
On dit qu’un ensemble C' C E est convexe si et seulement st,
Ve,y € AVA€[0,1]; Az + (1 — Ny € A.

Et on a tout sous espace vectoriel est convexe.

» Exemples des ensembles convexes

Définition 1.4. [12]

Soit AC B

1) On appelle enveloppe convexe de C qu’on note conv(C') lintersection de tous les
sous ensembles convexe contenant C, c’est le plus petit convexe contenant C.

2) On appelle enveloppe convexe fermé de C' qu’on note W{C’) lintersection de tous
les sous ensembles convezes fermés contenant C, c’est le plus petit convexe fermé

contenant C.
Théoréme 1.5. [12/

Soit C C E

k+1 k+1
conv(C) = {y = Nai/ke{0,1,..},(0); CRML N >0 N =1La; €OV =1k + 1}
j=1

Jj=1
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Définition 1.6. /6]

Soit D C H et J:Dw— H. On dit que J est une contraction si,

I Jo—=Jylla<lz—-ylu, Yo,y e D.
Définition 1.7. [3/

On dit qu'un opérateur A : X — X' est coercif si,

hm <yna Tp — $O>
notoo || @y ||

=400, drg€ X etV|r,,y,) € AxXA telleque, lirf | z, ||= +o0.
n—-+0oo

Ou bien A est coercif si,

lim W, Tn)

=400, pour(T,,y,) € Ax A telleque, lim | z, ||= +oo.
n—+o00 || Ty || n—+oo

1.3 Topologie faible

Définition 1.8. [5/
Soit f € X' un élément fixé et,

e X — R

Lorsque f parcourt X', on obtient une famille d’applications or i.e. (Qf)fex
On appelle la topologie faible sur X, la topologie la moins fine sur X rendant les applications

(@) rexs continues et on la note o(X, X').
Proposition 1.9. [5/

Soit (), une suite de X alors, quand n — oo on a,
Ty = x <= (f,x,) = (f,2),VfeX.

T, > T = T, — T.

Ty = & = (||z,]])n est borné et ||x|| < liminf||z,].
n—-+00

e v =~

Ty = w et fr — = (fo, 70) — (f, 7).
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Démonstration.

1. On a z, — z équivaut a ps(x,) — @r(x),Vf € X'

D’ou

(f,x,) — (f,2),Vf € X

2. Nous avons x,, — = donc, ||z, — x| — 0.
D’autre part nous avons,
(s xn) = ()| = [(fy o — 2)| < | fllxollwn — 2, alors (f, 2n) — (f,2)Vf € X,
d’ou z,, — .
3. Onax, =z <= (f,z,) — (f,2),Vf € X'
La suite ((f,z,)), est convergente dans R, donc elle est bornée,
d’autre part nous avons,
|znll = sup [(f,xn)|, comme ((f,2n))n est bornée alors, (|[z,]), est bornée. Nous

fEBX/
avons,

Ve XLzl < 1 fllx

Donc,

lim inf[(f, )| < || fllxlim inf[|, .

Alors,

e
()] < I elim it |

Ceci donne,
sup [(f, )| < sup || f]|xlim inf|l2, ||
feBy fEB s n—+00
C’est a dire,
] < lim |
4. Soit (z,)n C X et (fu)n C X' et x, — z, f, — f,
donc,
(h,xn) — (h,z),Yh € X" et (||z,]|)n est bornée de plus, || f, — fllx» — 0,
et par conséquent,

[ = Fllxll2n]l — 0
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|<fn;xn> - <f,ZE>|

[{Frs o) + (fs ) = {fr ) = ([, )]
|[(Frson) = (o en) |+ [y 2n) = (f, )]
(o = Lrza) |+ 1 )| = [(F )]

< fn = Fllarllzall + 1CF, 2)] = [(F; ).

IN

Donc,

(o, zn) — (f, )] — 0.

D’ou le résultat désiré. [ |

1.4 Fonctions convexes

Définition 1.10. [12/
Soit E un espace vectoriel topologie réel et soit f : E — R.
On appelle domaine effectif de f qu’on note Dom(f) l’ensemble,
Dom(f)={z € E: f(z) < +o0}.
Définition 1.11. [12/

On dit que la fonction f est propre si,

f:E—]—o00,+00] et f E+ .
Ou bien, domf # ().

Définition 1.12. [12/
e Soit f: E — R, on dit que f est conveze si,

Ve,y € BE,VA € [0,1], fQAz + (1= Ny) < Af(2) + (1= A)[f(y),

a condition que le deuxiéme membre soit bien défini

e fest dit concave si,

Ve,y € E,VYA € [0,1], f(Az 4+ (1= Ny) > Af(x) + (1 = N f(y).
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A f(X} — J.’f[_,._!,'__,ﬂ;](x) + f(x)=IxI
(0 si x € [—9,4]
+0o0 sinon)

—9 5 X X

FIGURE 1.1 — Exemples des fonctions convexes

1.5 Fonctions lipschitziennes

Définition 1.13. /[5/

Soit X un espace de Banach et f : X — R une fonction, On dit que f est Lipschit-
zienne de rapport k s’il existe k € RT tel que |f(z) — f(y)] < k|lz —yllx, Vz,ye X.

Définition 1.14. /5]

Sotent X un espace de Banach, f : X — R une fonction, on dit que f est localement
Lipschitzienne de rapport k > 0 au voisinage de xo si pour un certain € > 0, f est

Lipschitzienne de rapport k sur l'ensemble xo + cB(0,1) = B(xo,¢).
Théoréme 1.15. [5/

Soient X un espace de Banach, f : X — R un fonction, si f est Lipschitzienne. Alors

f est localement Lipschitzienne.
Définition 1.16. [5/

Soient X un espace de Banach f : X — R une fonction, on dit que f est contractante

(ou bien est une contraction) si elle est k-Lipschitzienne avec k < 1.

1.6 Fonctions semi continues inférieurement

Définition 1.17. Soit E un espace topologique et soit f : E — R.
Alors f est dit semi continue inférieurement (s.c.i en abréger) au point xy € E si et

seulement st,
VheR h< f(xg),Jv e V(xg)/h < f(z) Vrew.
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Définition 1.18. Soit f : E — R, et soit xy € E. on définit

liminff(z) = sup inff(z).

T—=0 vEv(xo) TEV

limsupf(z) = inf supf(x).

T—>T0 UE'U(xO) TEV

» Exemple d’une fonctions s.c.i

Proposition 1.19. [5/

Soit f : E — R et soit xy € E alors,
f est s.c.i ou point xo si seulement si hm mff(x) > f(wo)-
Et puisque nous avons toujours hm mff( ) f(xq) alors,

f est s.c.i au point xo si seulement st hm inff(z) = f(zo).
T—rxQ

Proposition 1.20. /5/

Soit f : E — R. Alors les conditions swivant sont équivalentes,
1. fests.cisurk.

2. Les ensembles {x € E : f(z) < A}, A € R sont fermés.

3. L’épigraphe de f est fermé dans E x R.

Proposition 1.21. [1]

Soit E un espace vectoriel topologique compact et soit f : E — R une fonction s.c.i,

alors f atteint son minimum sur E.
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1.7 Fonctions absolument continues

Définition 1.22. /1]

Soit H un espace de Hilbert, une fonction f : [a,b] — H est dite absolument continue
si pour tout réel € > 0, il existe un § > 0, telle que pour toute suite ([bn, an])nen de sous

intervalles de [a,b] d’intérieurs disjoints on a,

D (bn—an) <=3 [f(a) = fba)]| <e.

Théoréme 1.23. [1/

Une fonction f : [a,b] — E est absolument continue si et seulement si elle est inté-

grable de sa dérivée c’est a dire

£0) = $(a) = [ Fs)as

Remarque 1. On voit bien qu’une fonction absolument continue est continue par contre

la réciproque est fausse.

Lemme 1.24. [1]

Soit u: [0,T] — H une fonction absolument continue . Alors,

1) 0f<U'(t)7U(t)>dt = %(HU(T)QH—IIU(O)QII)
2) 5(Zu®I?) = (' @), u@®) = [u@®]*

Remarque 2.

» Toute application Lipschitzienne est absolument continue.

» Toute application absolument continue est uniformément continue.

1.8 Sous-différentiel et cone normal

Définition 1.25. [12/

Soient p : E — R, zo € E, telle que o(x0) est finie (p(xo) € R).

Alors un point x' € E' est dit sous gradient a f au point xo si et seulement si,

o(x) — @(xg) > (o', 2 —x9), Vx€E
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L’ensemble de tous les points sous gradients a f au point xy est a appelé sous différentiel

de f au point xy noté dp(xg) i.e.

dp(xg) = {2’ € E'/p(x) — p(xg) > (2', 2 — x0) V€ E}.

On dit que f est sous différentiable de f au point xy si Op(xo) # 9.

Définition 1.26. [//

Un sous ensemble C' C H est un cone si,

Ve e C,VA >0, x € C.

Définition 1.27. [//
Soit C C H, pour tout x € H, Xc(z) la fonction indicatrice de C, 0Xc(x) est le cone
normal o C en x définie par,
{ue HVye C, (u,y—z)<0} si ze€C
Ne(r) =

%] stnon

» Ezemple d’un cone normal

Nc(x)

Ne(x)

1.9 Multi-applications et continuité

Définition 1.28. Soient T, Y deux ensembles non vides, on appelle multi-application dé-
finie sur T a valeurs dans Y, toute application de T ayant sa valeur dans P(Y) (ensemble
des parties de Y ). On note,
F:T=Y
t— F(1).
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c’est a dire Yt € T'? F(t) est un sous ensemble de Y.

e On appelle domaine de F qu’on note D(F) l’ensemble suivant,
D(F)={teT,F(t)#0}.
e On appelle image de F qu’on note R(F) I’ensemble,
R(F)={x€Y/3teT,z € F(t)}.

Définition 1.29. Soit F' : T = Y wune multi-application, on appelle multi-application

wnverse associée a F la multi-application,
Fl.y=T

y— Fl(y)

définie par,
te Fl(y) <= yeF{)

Fliy)={teTyeF{)}.

Définition 1.30. Soit F' : T == Y wune multi-application, on appelle graphe de F qu’on
note gph(F), le sous ensemble de T X Y défini par,

gph(F) ={(t,y) e T x Y,y € F(t)}.

Définition 1.31. [1/

Soient X un espace métrique, A, B deux sous ensembles fermés non vide de X

» L’excés ou (écart) de A sur B (de B sur A resp) est défini par,
e(A, B) = sup{d(z, B)/x € A}
e(B, A) = sup{d(y, A)/y € B}.
» On appelle distance de Hausdorff entre A et B, la fonction dy/(.,.) définie par,
dy (A, B) =max{e(A, B),e(B,A)}.
Définition 1.32. [1/

Soient X, Y deux espaces métriques, et F: X =3 Y

» On dit que F est continue, si pour tout x1, xo € X nous avons,

lim dy(F ()1, F(x2)) =0.

Tr1—rT2

» On dit que F' est Lipschitzienne de rapport k > 0, si pour tout x1,xs € X nous avons,

dp(F ()1, Fx2)) <k || o1 — 22 |x -
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1.10 Quelques théorémes utiles

Théoréme 1.33. [6/

Soit E un espace de Banach, et soit C' un sous ensemble fermé de E, soit T une

contraction stricte de C dans C alors T admet un point fize unique.
Théoréme 1.34. /6]

Soit E un espace de Banach et soit C un sous ensemble fermé de E, soit T un appli-
cation de C dans C. Supposons qu’il existe un entier k tel que T* une contraction stricte

alors T admet un point fize unique.

Lemme 1.35. [5] (lemme de Zorn)

tout ensemble inductif (i.e.totalement ordonné) non vide admet un élément mazimal.
Définition 1.36. [5/

Soient H un espace préhilbertien, C' C H un convexe fermé et y € H. Alors il existe
un unique point x € C tel que, |y —x || g= ing |l z—x|u -
ze

On Uappel projection de y sur C Projc(y) et on a linégalité variationnelle suivante,
(y — Projo(y),z — Projc(y)) <0, Vz € C.

Définition 1.37. [10]

Soit (S,B, 1) un espace mesuré. Une partie N de S est dite négligeable lorsqu’il existe

un y € B contenant N est de mesure nulle.
Définition 1.38. [10/

Lorsqu’une relation P{xz} dépend d’une variable x € X, on dit que P {x} est vrais
presque partout (p.p) si Uensemble des x tel que P{x} me soit pas vrais est de mesure

nulle (négligeable)



Chapitre 2

Etude des opérateurs maximaux

monotones

Ce chapitre comporte des concepts d’opérateur monotone, aussi on donne une condi-

tion sous laquelle un opérateur monotone sera maximal monotone, cette derniére est une
notion treés importante dans la théorie d’opérateur monotone. Puisque la nature d’un opé-
rateur monotone peut étre assez difficile & manipuler, soit du point de vue théorique, ou
du point de vue numérique.
D’un autre coté, souvent on se rameéne a considérer certaines opérations sur des opéra-
teurs monotones comme par exemple la somme ponctuelle de deux opérateurs monotones,
il est bien connu que cet opérateur donne un opérateur monotone, par contre méme si
les opérateurs concernés sont maximaux monotones, le résultat n’est pas obligé d’étre un
opérateur maximal.

Les résultats de ce chapitre sont pris de [1],[4],[6],[7],[8],[9] et [11].

Définition 2.1.

Un opérateur multivoque sera une application de H dans P(H).

On identifie toujours A avec son graphe dans H x H et l'on écrit y € Az ou [x,y] € A.

Définition 2.2.

Soit A un opérateur de H.
» On appelle graphe de A qu’on note gph(A) Uensemble définie par,

gph(A) ={(z,y) € H x H;y € Ax}.
» On appelle domaine de A ’ensemble définie par,

17
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D(A) = {z € H, Az # 0} .

» On appelle l’ensemble des valeurs de A qu’on note R(A) l’ensemble définie par,

Définition 2.3. Soient A et B deux opérateurs de H, soit A € R, u € R alors; NA+ uB

est lopérateur défini comme suite,
H — P(H)
r+— (M + puB)(z) = Mz + puBx = {\ + pw;v € Az,w € Bx}

Awvec
DM + uB) = D(A) N D(B)

Définition 2.4. l'opérateur A=' est l'opérateur dont le graphe est symétrique de celui de
A, c’est a dire,

re Ay = yc Ax

et on a
D(A™Y) = R(A). (2.1)

Démonstration.
Soit y € H,
yeRA) <= dJexcH:y=Ax
< JreH:zecAly

= Ay £
= ye DA

Définition 2.5. Soient H un espace de Hilbert, soit A: H — P(H)
A1 est lopérateur de H vers P(H) de graphe, gph(A™") = {(y, ), (z,y) € gphA}. »



2.1. Notions d’un opérateur monotone 19

Exemples sur des graphes de A1

u & T

Graphe de A Graphe de A

2.1 Notions d’un opérateur monotone

Les résultats de cette section sont pris de [1],]6]

Définition 2.6. Soit X un espace vectoriel topologique de dual X', un opérateur A défini

\ ’ . .
sur X a valeurs dans X est dit monotone st,

Yy, 29 € D(A); (Axqy — Az, 21 — 29) > 0

» Fxemples pour des graphes associés a des opérateurs monotones

u u

><1
b

Remarque 3. La notion d’opérateur monotone dans un espace de Hilbert H apparait
comme cas particulier de celle d’opérateur monotone d’un espace vectoriel dans dual (H

est identifie a son dual).

Définition 2.7. Un opérateur A de H est dit monotone si

Va1, 29 € D(A); (Axy — Axg, 1 — x9) >0

ou plus précisément,

‘v’y1 € Aa:l,Vyg € AJIQ, <y1 — Y2,T1 — LE2> Z 0 (22)
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Exemple 2.8. Soient A et B deux opérateurs monotones de H et pour tout A > 0, alors

les opérateurs,

i) A+ B=A{lx,y+z],[z,y € A [z,2] € B} .
i) NA = {[z, \y]; [z, y] € A}.

i) A7V ={[y,z; [x,y] € A}.

sont aussi des opérateurs monotones .

Démonstration.

i) Soient 1,29 € D(A+ B) = D(A) N D(B) alors;

x1,x2 € D(B) et xy,x9 € D(A)

Et comme A et B deux opérateurs monotones alors ;
<BZE1 — B.Z‘Q,[L’l - CL’Q) Z 0

et
<Al'1 — A$2,$1 — £K2> > 0.

Par addition on trouve;

<AI1 — AI‘2,$1 - l’2> + <BI1 - BIQ,JIl - .T2> 2 0
- <(A.T1 — AJZ'Q) + (Bl'l — BZ'Q), o .772> >0
— <(A + B)$1 — (A + B)ZL’Q,ZL’l — $2> >0

D’ou 'opérateur A + B est un opérateur monotone.
ii) Soient x1, x5 € D(A), soit A >0, on a D(AA) = D(A),
donc

x1,T9 € D(A) et A est un opérateur monotone, alors,

<Al’1 — A.I'Q,xl — $2> > 0= )\<ACI31 — A$2,$1 — ZC2> >

0
= (Mz) — Nxg, 11 —29)) >0

D’ou, AA est un opérateur monotone.
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iii) Soit 1,22 € D(A) , soit y; € Axy,ys € Axy alors;
y1,y2 € R(A) et par (2.1) on a, y1,yo € D(A™ ) et 1 € A7y, 00 € A ys .

De plus A est un opérateur monotone, donc,

(y1 — y2, 1 — z2) >0

= (¥ — T2, 51 — y2) > 0.

Alors A~ est un opérateur monotone.

On donne maintenant la définition d’un opérateur accrétif dans un espace de Banach

définit par T.Kato. [6]

Définition 2.9. Soit X un espace de Banach de norme ||.|. On dit qu’un opérateur A de

X dans P(X) est accrétive si;

Vo, @z € D(A), YA > 0, o) — 2| < (21 — 2) + A(Aw) — Azs)]|

Remarque 4.

- La notion d’opérateur monotone dans un espace de Hilbert apparait comme cas
particulier de celle d’opérateur accrétif dans un espace de Banach.

- Accrétif et monotone sont deux notions équivalentes dans un espace de Hilbert.

Proposition 2.10. Soit H un espace de Hilbert, soit A un opérateur de H de norme ||.|| x.

A est monotone si et seulement si il est accrétif.

Démonstration.

Condition nécessaire
Soit A un opérateur monotone, soit A > 0, soient x1,x2 € D(A) , y1 € Axy,ys € Ao,

alors,

(h — Y2, 01 — x2) >0



2.1. Notions d'un opérateur monotone 22

= 2M(y1 — Yo, 71 — T2) >0,

= 2M(y1 — Y2, 71 — T2) + N2l — v2]* > 0,

= ||z — 332H2 +2XM(y1 — Y2, 11 — 72) + )\2“?/1 - ZU2||2 > ||z — ZU2||27
— (21 — 22) + My — 12|” > [z — 227,

= [[(x1 — @2) + Ay — 12| > ||o1 — 22|

Condition suffisante

Soit A > 0, soient z1,x9 € D(A), y1 € Azy,ys € Axy , et
(21— 22) + Ay1 — wo| > || — 22|
Alors,
[(z1 — 22) + Ay — wo|* = [lz1 — 22
= ||21 — @2||* 4+ 2\ (Y1 — yo, 11 — T2) + N |ly1 — 1al|* > [lz1 — 22?
= 2X\ (Y1 — Yo, T1 — T2) + )\2||y1 — y2|!2 >0,

On divise par A, et lorsque A\ — 0; (y; — y2, 21 — x2) > 0.

Donc A est monotone. [ |

Proposition 2.11. Soit ¢ : H —] — 00, +00] une fonction propre sur H, le sous diffé-
rentiel Op est monotone.
Démonstration.

Soient x1, x5 € H , soient y; € Op(x1),y2 € dp(xs), on a par définition,

Y1 € 0p(x1) <= O0p(x2) > Ip(a1) + (T2 — T1, Y1)
Yo € Op(12) <= dp(11) > () + (X1 — T2, Y2)

par addition,

(1) + 0(x2) > (1) + @(22) + (T2 — 21, 91) + (T1 — T2, Y2).

Alors,

(T2 — 21, y1) + (21 — 22,92) <0
donc,

(z1 = 22, y1) + (21 — 22, —y2) 2 0
et par suit,

(r1 — w2,y1 — y2) = 0,Vwy, 20 € H.

D’ou, ¢ est monotone. [ |
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Proposition 2.12. Soit H un espace de Hilbert, C' un convexe fermé de H. Alors ’opé-

rateur Projo est un opérateur monotone.
Démonstration.
solent 1,9 € D(Projc) = D(C). Par définition,
(x1 — Projc(x1),z — Projo(x1)) <0, VzeC.

et
(x5 — Proje(xy), 2 — Proje(xy)) <0, V2 eC.

Pour z = Projc(zs) € Cet 2 = Projo(z;) € C. On obtient |
(x1 — Proj.(z1), projc(xs) — proje(zi)) <0,
et (xg — Projc(xs), Projc(x1) — Projo(xs)) <0
D’ou,
(1 — Projc(xy) + Proje(xs) — xa, Projo(za) — Projo(zy)) < 0.

(x1 — o, Projc(xs) — Projo(x1)) + (Projo(za) — Projc(xy), Projc(xs) — Projo(z)) <0
Alors,
—(x1 — 9, Projc(za) — Projo(z1)) > (Projo(xs) — Projc(x1), Projc(xs) — Projc(xy))

On conclut que;
(w1 — @9, Projc(x1) — Projc(xs)) >|| Projc(zs) — Projc(z1) [|?> 0.

D’ou l'opérateur Projc est monotone. |

Proposition 2.13. Soient H un espace de Hilbert, (S, 5, 1) un espace mesuré positif, soit
un opérateur A : H — P(H), et soit A : L*(S,H) — L*(S, H) l'opérateur A définie
par

v e Au <= v(t) € Au(t) p.pp,teS.

Si A est monotone alors A l’est aussi.
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Démonstration.

Soient uy,uy € D(A), v; € Auy, vy € Aug, t € S et A > 0.
Donc, uy(t),us(t) € D(A(t)), v1(t) € Aui(t),va(t) € Aus(t) Pour tout t € S et A est

monotone, d’aprés la Proposition (2.10), on obtient

[ ur(t) — ua(t) | <[] ua(t) — ua(t) + Alvr(t) — 02(2)) | -

] wn(8) — ualt) [2<]) wa(8) — walt) + A(va(t) — va(t)) |P
— / | () — us(t) | dpu(t) < / s (6) — walt) + A(wr (£) — a(0)) |12 )
— / I (w1 — un)(£) | da(t) < / I (1 = s+ A1 — 0a))(0) |12 dut)

—> | ur — g |72, <l v — w2 + A1 — 02) |72,

= || w1 — uz ||2s,m) < ur — w2 + Avr — v2) || 225,00 -

D’ou A est un opérateur monotone. [ |

2.2 Notions d’un opérateur maximal monotone

Définition 2.14. Un opérateur A de H est dit maximal monotone s’il est maximal dans

[’ensemble des opérateurs monotones.

Proposition 2.15. A est un opérateur mazimal monotone si et seulement si A est mo-
notone, et pour tout (v,y) € H x H tel que (y — Axy , x — x9) > 0, Yzg € D(A), alors
y € Ax

Ou plus précisément,

(Yy—yo,x —xo) >0 V yo € Axg, alors y € Ax

» Exemples pour des graphes associés a des opérateurs maximaux monotones

u, u u
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Remarque 5. Le graphique de n’importe qu’elle opérateur monotone est contenu dan le
graphique d’un opérateur mazximal monotone, car l'union d’une famille croissante d’opé-

rateur monotone est évidemment dans le graphique d’un opérateur monotone.

Proposition 2.16. Soit A un opérateur de H, on dit que l'opérateur A est mazimal

. . . . ’
monotone s’il est monotone et s’il n’existe pas d’opérateur monotone A de H , tel que

gph(A) C gph(4").

Proposition 2.17. Soit H un espace de Hilbert. Si A un opérateur de H. Si A un opérateur

monotone et continue. Alors A est mazximal monotone .

Proposition 2.18. Soient H un espace de Hilbert, A un opérateur monotone, alors il

existe A : H — P(H) un opérateur mazimal monotone de H (A n'est pas nécessairement

unique) tel que gph(A) C gph(A).

Démonstration.

Le résultat de ce théoréeme se déduit en utilisant le Lemme de Zorn.
Posons My = gph(A) C H x H | puisque A est monotone donc M est aussi monotone.

Soit
M(My) ={L C Hx H/My C L, et Lestmonotone}.

Puisque My € M(My), donc M (M) # 0.

Considérant la famille
(Li)ier € M(My) telle que Vi,j € I,L; C Lj ou L; C L,
donc,

Lo = JLi € M(Mp).

iel

En effet,
V[az,y], ['rlayl] € L073i7j € [ tels que [x7y] € Lia et [xbyl] € Lj‘

La famille est totalement ordonnée et donc on peut supposer que L; C L; ce qui donne
[z,y], [1,1] € L.
Puisque L; est monotone alors, Ly est aussi monotone ,

C’est a dire,
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Ji € I tel que [z,y], [z1,91] € Ly et (y —y1, @ — 21) 2 0.
Donc,
di € I tel que [z,y], [z1,41] € Lo, (y —y1, 2 — 1) 2 0

Donc Lj est monotone, et My C Lg . Par le lemme de Zorn, il existe un élément maximal
dans M(M,), cet élément maximal doit correspondre au graphe d’un opérateur maximal

monotone, c’est a dire,
3A : H — P(H) maximal monotone tel que gph(A) C gph(A).

|
Proposition 2.19. Soient H un espace de Hilbert et A un opérateur monotone de H, si
A est mazimal monotone, alors Az est convexe fermé pour tout x € D(A).
Démonstration.

Supposons A est maximal monotone. Soient x € D(A) et (y,)nen une suite d’éléments de
H convergeant vers y dans H, avec y,, € Az, pour tout n € N.

Pour démontrer que Az est fermé, il suffit de démontrer que y € Ax, c¢’est a dire,

(y— 20,0 —21) >0, Vz € D(A), Vz € Az

Puisque A est monotone, Alors pour tout n € N,

(Y — 20,0 —21) >0, Vz € D(A), Vzo € Az.

Par passage a la limite, et par la continuité du produit scalaire, on déduit que ,

(y — 29, — 21) > 0,Vz € D(A),Vzo € Azy.

Alors y € Ax, il résulte que Az est fermé pour tout x € D(A).
Montrons maintenant que Ax est convexe,

Soit € D(A), Soit y1,y2 € Az , A € [0, 1] nous avons,
(y1 — 29,0 — 2z1) > 0,Vz2o € Az

et,

(Yo — 29, — z1) > 0,Vz9 € Azy.
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Donc,

My — 29,2 — 21) > 0,Vzy € Az

et

(1 =X {ys — 29,2 — 21) > 0,Vzy € Az.
Alors, en sommant les deux inégalité on trouve,
M1+ (1 = Nye + 29,2 — 21) > 0,Vzy € Azy.
Et puisque A est maximal monotone donc,
Ay + (1= N)ys € Ax.
D’ou, Ax est convexe. |

Proposition 2.20. Soit A un opérateur définie sur H tel que D(A) = H. On a l’équiva-
lence entre les trois propriétés suivantes,

1. A est mazimal monotone.

2. A monotone et R(I +\A) = H,V\ > 0.
3. Pour tout A > 0, (I + ANA)™! est un opérateur de contractante définie sur H .

Proposition 2.21. Soit A: H — P(H) un opérateur mazximal monotone et
A+ Ly ([0,T]) — P(L5 ([0, 71))
lopérateur définie par,
v € Au <= v(t) € Au(t)p.p,t € [0,T]

alors A est un opérateur mazximal monotone.

Démonstration.

On a A est un opérateur monotone d’apreés la Proposition(2.13). Montrons maintenant que
A est maximal monotone, c’est a dire que pour tout A\ > 0, R(I;: + \A) = L*([0,T]; H)
tel que Iy2 est Iidentité de L*([0,T); H)

Puisque A est maximal monotone, alors (I+\A)~! est lipschitzienne de H dans H, d’apreés
la Proposition (2.20) et par suit est mesurable

Par conséquent, Si g € L*(]0,T[; H). La fonction g définie par, g(t) = (I + A A)"1g(t) est

mesurable.
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Donc, 3g € L2%([0,T]) telle que, h : t — (I + XNA)~'g(t) € L%(]0,T[; H) Considérons
maintenant la fonction : h: ¢t — (I + AA)"tg(t)

Nous avons,

Allze < [P+ h = Bllz2

N

1h = Rl[2 + |||
<N+ A7 g = 9)(O)llz2 + 12l

VAN

lg = gllz2 + 1Al 2

(car (I+MA)~! est contractant par la Proposition (2.20), comme g et g et h sont des fonc-
tion de L%([0,T]), on déduit que h est Lebesgue mesurable et appartient a L(]0,T[; H).

D’autre par nous avons,
h(t) = (I 4+ A)"g(t), Vtel[0,T]
< g(t) € (I + A)h(t), Vtel0,T]
< ge XA+ h

= he I+ MA)" g

c’est a dire, Vg € L?(]0,T[; H), 3h € L%(]0,T|) telle que, h € (112 + MA)"g.
Dou R(I;2 + AA) = L2([0,T], H).

Donc A est maximal monotone sur 'espace L*([0,7]; H). |

Lemme 2.22. Soit A un opérateur monotone. Il existe un prolongement A maximal

monotone de A dont le domaine est contenu dans conv(D(A)).

Proposition 2.23. Soit A un opérateur maximal monotone définie sur H alors, A est
faiblement fortement fermé dans H.

c’est a dire,
v([xnayn])n C Asxp =2y, >y =—>ycAx

Démonstration.

Soit ([n, Yn|)n C Atelle quex, = x et y, —y.

On a y, € Ax, et nous avons A est monotone donc,
(Yn — v, Ty —u) >0,V [u,v] € A

donc,

Yn, Tp) + (v, u) = (Yn,u) — (v, 2) >0, V[u,v] € A
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Puisque (x,), converge faiblement vers z, et (y,), converge fortement vers y, d’aprés
la proposition(1.9) on obtient, ((yn,2,)), converge fortement vers (y,z), et ((v,2,))n
converge fortement vers (v, ).

De plus, nous avons,

(e =y, W < lym —yllllull et [lyn —yll —0

On aura,
[[{yms u) — (g, w)|| — 0

Donc, ((yn,u)), converge fortement vers (y, u).

En passant a la limite on trouve ,
<y,l’>—|—<’U,U>—<y,U>—<U,JI> 207 V[U,U] € A

Donc,

(y—v,x—u) >0, VYu,v] €A

Et puisque A est maximal monotone donc y € Ax.

On résulte que A est faiblement fortement fermé. |

Théoréme 2.24. Soit C' un convexe fermé de H et A un opérateur monotone de H .

Alors pour tout y € H,dx € C telle que;

(u+z,v—2) > (y,v—1x), Yve D(A),u e Av.

Exemple 2.25.

i) Si A un opérateur mazimal monotone alors A~' est mazimal monotone.

ii) YA > 0, si A est mazximal monotone alors NA est mazximal monotone.

Démonstration.

(i) D’aprés exemple (2.8 ) A~! est monotone.

Soit x € D(A),y € H telle que;
(x — 20,y —yo) =0, Vag € Ay,

donc ,

<y — Yo, T — :CO> Z 07 Vyo € Al’o.
Par la maximal monotonie de A on aura,
y € Ax =z € Ay,

ceci implique que A~! est maximal monotone.



2.3. La maximal monotonie de la somme de deux opérateur 30

ii) D’aprés 'exemple (2.8), AA est monotone.
Soit x € D(AA),y € H telle que ,(z — zo,y — yo) > 0,Vyo € (AA)xy.
Donc, 3z € D(A), z = Az, 29 € D(A), z0 = Axg, (A\x — Axo,y — yo) > 0, Vyo € Azp.
Alors,
(z — 20,y —yo) >0, Vyo € Az.

Comme A est maximal monotone on obtient,
y € Az =y € (\Ax).

Donc AA est maximal monotone.

2.3 La maximal monotonie de la somme de deux

opérateur

Proposition 2.26. Soit A et B deux opérateur mazimal monotones, A+ B est monotone

mais il n’est pas nécessairement maximal monotone car on peut avoir

D(A+ B)=D(A)ND(B) =0.
Démonstration.

Contre-Exemple

Soit A et B deux opérateur maximal monotones, d’aprés I'exemple (2.8), A+B est mono-
tone mais n’est pas nécessairement maximal monotone.
Soit ce H \ {0} , A= NB(Q” ) et B = NB(_QHCH)’

Par définition du cone normal on a,

cll

{a(z —¢),a €[0,+00[} sillz—c| =l
A= Np|e) = sil|lz —cf| < |lc]]

0
1] sinon
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c), B €[0,+ocl}  sillz+cll = |||

B = Np(—¢|el) = {0 sillz +cf <]
0
A)ND(B

stnon

On a aussi D(A + B)
et,

= {0},

(A+ B)(0) = A(0) + B(0) = {—ac+ pc/a € [0, +o0[, 5 € [0, +oo[} = {yc/vy € R}.

Donc A+B est de domaine borné n’est pas surjectif.

D’ott A+B n’est pas maximal monotone. [ |

Proposition 2.27. [9]

Soit H un espace de Hilbert. Si A et B deux opérateurs mazximaux monotones de H tel
que l'un des propriétés suivantes, soient vérifiées,
1) D(B) = H.

2) D(A) Nint(D(B)) £ @.
3) 0 € int(D(A) — D(B)).

Alors A+ B est maximal monotone.

conséquence 1. Soit a € [0, +o00[, si A est un opérateur mazimal monotone, alors A+al

est maximal monotone.
En effet, pour B = aly, D(B) = D(aly)=D(Iy) = H, donc A + aly est maximal
monotone.

Lemme 2.28. Soit A un opérateur maximal monotone et B un opérateur monotone lip-

schitzien de H dans H, alors A+B est maximal monotone.

Proposition 2.29. Soit J : H — H est une contraction et A € [—1, 1] alors,
I+ M\J est maximal monotone.
Démonstration.
On a J est une contraction. Donc, V(z,y) € H
[Tz = Jyl| < ||z = yl].
et par l'inégalité de Cauchy Schwartz,

(Jo = Jy,x —y) <|[Je = Jy|llz =yl
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Donc,
(I+ XNz — T+ XNy, z—y)=(x+ Ao —y+ A,z —vy)

=@ —yr -y + M= Jy,z—y)
=llz —ylI* = MJz — Jy, 2 —y)
>z —yl* = Al Jz = Tyl |z —y |
> (1= Dl = yl?
> 0.

D’ou (I + A\J) est monotone. [ |

2.4 La maximal monotonie du sous différentielle

Théoréme 2.30. Soit H un espace de Hilbert et f : H — H une fonction convexe et
s.c.i.Alors Of est un opérateur mazimal monotone sur H. Pour la démonstration on a

besoin du lemme suivant,
Lemme 2.31. Soit ¢ une fonction propre convexe sur H et o > 0. La fonction convexe
o
2 — p(@) + Slle -yl

atteint son minimum en o si seulement si a(y — xq) € dp(xo).

Démonstration.

Soit g,y € H,a > 0. On a () < +o00, car f est propre. Supposant a(y — o) € dp(x),

alors
@(e) — ¢(xo) = (a(y — x0),e —x0) Ve e H. (2.3)
Et on a,
le = ylI* = ll(e = o) + (z0 — )II”
= lle = zoll* + 2(e — 20), 20 — y) + w0 — yll*.
Donc,

lzo = ylI* = lle = ylI* = 2{ — w0,y — @0) = —[le — mo||* <0,
lzo — ylI* = lle = ylI* < 2{y — @0, — o),

o
Slllzo = yl* = lle = "] < aly — o, € — w0),
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et d’aprés (2.3) on obtient ,
_ S @ N2 e a2
p(e) = plxo) 2 Flllwo —ylI” —lle —yl]

« «
o(e) + 5 lle = ylI” = wlz0) + 7 llzo — ylI*, Ve € H

W(e) > Y(xg)Ve € H

D’ot, la fonction

(0
v p(a) + Sl — g

atteint son minimum en z.
Inversement,

Soit y € H,a > 0, soit zy est le minimum de la fonction
o
v ola) + Sl — P,
c’est a dire,
o 2 o 2
0(e) + Slle — P 2 olwo) + Sllzo — 9l1% Ve € H
Donc
@
o) = p(wo) 2 Slllwo = yl* — lle =yl
En prenant, e = (1 — t)xo + tn avec t € [0, 1].
On obtient,
o
#(e) = plz0) = Slllzo = ylI* = (1 = t)zo + tn — yl’]
o
= S lllwo = yll* = lI(wo — ) + t(n = zo)II"
o
= S lllwo = yl* = llzo = yl* + 2t¢y — wo,n — wo) + ¥[In — wo) |
o
= 52ty — o,n — w0) —t*|ln — wol|)? (2.4)
et puisque ¢ est un fonction convexe donc,
p(e) = (1 = t)zo + tn) < (1 = t)p(xo) + tip(n)

p(€) — (o) < t(p(n) + (o)) (2.5)

de(2.5) et(2.6) on obtient,

Hip(n) + (o)) = 5 [260y — 20,1 — 20) + 2 — o]

on divisant par t,

6(n) = 6(x0) > afy — w0, — 30) = ()t — w0l
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On faisant tendre t vers 0 on obtient,
p(n) — (x0) = oy — w0, — w0),V € H

w(n) —e(xo) > (aly — 0),n — x0),Yn € H

Done, a(y — xg) € dp(xy). [ |

Revenons maintenant pour démontrer le théoréme(2.30)

Démonstration.

On sait d’apreés la proposition (2.11) que df est monotone, pour montrer qu'il est maximal,
on doit démontrer que R(I + 0f) = H
D’aprés la proposition (2.20)
Il est claire que R(I + 0f) C H.
Montrons maintenant que R(/ + 0f) D H,
soit y € H, et montrons que y € R(I + Jf), c’est a dire,
y € :cED(LJJ—i-af)(I +0f)(z) <= Jzg € DI +0f) tel que ye (I+9f)(xo)

< dxo € D(I +0f) tel que y € xog+ df(xo).

1
Soit y € H, la fonction x — f(x) + §||x — y||* est convexe s.c.i et tend vers +o0 lorsque
||z|| — 4o00,donc d’aprés le lemme (2.31) elle atteint donc son minimum en xy € H.

On conclu y € xg + df(xg), d'ou f est maximal monotone. [ |

Exemple

Soit H un espace de Hilbert, pour tout z € H, supposons

T st >0
h(z) = , gla) =z

+00 stnon

On a h est une fonction propre convexe continue et

1 st x>0
Oh(z) = 4] — 00,1] sicr=0 dg(x) = {1}

0 stnon
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Donc

gph(0h) = [0, +00[x] — o0, 1]
gph(dg) =R x 1
c’est a dire gphoh ¢ gphdg, d’ott Oh est maximal monotone.
Proposition 2.32. [8/
Le sous-différentielle d’une fonction convexe et propre est non nécessairement maximal
monotone .
Contre-Exemple

Soit H un espace de Hilbert, pour tout x € H, supposons

T st x>0
f(z) = : gx) ==z

+00 stnon

On a f est une fonction propre et convexe et

1 st x>0
Of(zx) = , Og(x) = {1}

0 stnon

mais, gph(9f) =]0,4+00[x1 C R x 1 = gph(dg).

D’ou Of est n’est pas maximal monotone.



Chapitre 3

Existence de solutions pour une
inclusion différentielle du premier ordre
gouvernée par un opérateur maximal

monotone

L’objet de ce chapitre est de I’étude dans un espace de Hilbert, une inclusion

différentielle du premier ordre de type,

_Ccll_::(t) € Au(t) p.p. te0,4o00]

ou, A est un opérateur multivoque maximal monotone, en suite en fait I’étude pour une
généralisation du théoréme précédent & un probléme perturbée par une fonction
f € LY([0,4+00; H]), c’est a dire,

_2_1; € Au(t) + f(t) pp. te|0,+oo]

3.1 Résultats préliminaires

Nous allons commencer par rappeler quelques résultats qui nous seront utile dans la

preuve du résultat principal ce qui sont pris de [1], [6], [3]

36
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3.1.1 Approximation de yosida

On montre qu’un opérateur A maximal monotone peut étre approché dans un certain
sens par des applications univoques Lipschitziennes Ay :H — H, qui sont maximaux
monotones.

Ces applications appelées I'approximation de Yosida, jouent un role important.

Définition 3.1. Soit H un espace de Hilbert. Soit A un opérateur maximal monotone
définie sur H.
1) Pour X\ > 0, Uopérateur Jy : H — D(A) C H définie par Jy = (I + NA)™! est
appelé la résolvante de A .
2) Pour A >0, Uopérateur Ay : H — D(A) C H définie par Ay = (I — Jy) , est
appelé approximation de Yosida de A.
Proposition 3.2. Soit H un espace de Hilbert, A: D(A) C H — P(H), un opérateur
maximal monotone
i) Jx, Ay sont univoques.
i) (Ax), = Axyp pour tout A, > 0.
iii) Pour tout x € D(A) on a |Ayz| < |A°z|, avec |A°x| = inf {||y|,y € Az} et
Ayz — A°x quand X | 0 avec |Ayz — A°x|? < |A°x|? — |Ayz|?.

Démonstration.

i) Supposons que A, n’est pas univoque, soient y;, ¥y, I'image de x par Jy telle que

Jr = (I + NA)"'z, soit

y1 € (I + )\A)_lzr <z e (l+ M) (y)
€y + Ny,

— x—1y € NAy;.

On a, aussi,

y2 € (I + /\A)_lx <z € (I + MA)(y2)
< x €Yy + Ny,

< 1 — Yy € \Ay».
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et comme AA est monotone d’aprés I'exemple (2.8), on aura

(x—y1 — 24y, th —y2) > 0= (Y2 —y1,y1 — Y2) >0
= —(y1 — Y2, 01 —Y2) =0

= ||y1 — 12|]* <0.

D'ou y; —y2 = 0,
alors y; = yo donc Jy est univoque, et par suit Ay = %(I — J)) est univoque .

ii) En premier lieu remarquant que

[z,y] € A\ <= [r — \y,y] € A. (3.1)

En effet,

2,y € Ay =y € A= %(I — )z,
= My € (I — J))z,
— 1 — \y € Jyx,
=1 -y € (I +\A) ',
=z e [+ N)(z— N\y),
= —x+ Ay € N(x — \y),
=y Alr— \y).

— [z — \y,y] € A.
Donc, on applique cette équivalence deux fois on obtient,

[x,y} € A)\-i‘u — [ZIZ'— (>‘+ﬂ)?/ay] €A
= [r— Ay —uy,yl € A
= [r— py,y| € Ax.

= [z,y] € (A\),.
D’ou
(AA)u = A)\Jru-

iii) Soient x € D(A),z = A°z,y = Ayz Donc z € Ax et par (3.1) y € A(x — \y) et

comme A est monotone et par I'inégalité de Cauchy Schwartz on obtient,
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(z—y,x—(x—Ay)) > 0<= \NA°z — Az, Ayx) > 0
= (A°r, Ayz) — |Axz]* >0
= |A°z||Ayz| > |Az]?

— |Ayz| < |A%z|.

Substituant A, a A dans les inégalités précédentes et utilisant (ii), on obtient

|Aypuz]? < (Azz, Ayuz) et JAngx| < |Axz], VA p > 0.

On en déduit que, |4y 2 — Ayz|? <|Ayz|*—|Ax;,x)?
|Axx| est borné quand A — 0, (A,z) est de Cauchy et par suite Ayz — y alors,
ly| < |A°z|, mais y € Az c’est a dire |A%z| < y implique y = A°z, ce qui donne

Ayr — A°x .
[ |

Proposition 3.3. Soient H un espace de Hilbert, A : D(A) C H un opérateur mazximal

monotone. Alors,
1. Jy est une contraction de H dans H.

2. 1 Ax(@) = A) < 5 o=y llu  Va,y € D(A), VYA>0.
Démonstration.

1) Soient x, y € D(A).
Soient zy = (I + AA) 'z, yy = (I + NA)"ly  clest a dire, z) = Jyz,yn = Jry.
On a A est maximal monotone,
donc,

r € NAxy — 1),
et,

y € My, — yy done, y — x € M Ay — Az)) + ) — Y.
Multipliant par x) — y, on obtient,

(y — 2,20 —Yr) = )\(y/ — 2,7\ — yr) —llza — yAH2,37l € Azy,y € Ay,
= —)\<5’3, - ?/1>$>\ =y —llza — yA||2-

Donc

—(z—y,zx— ) = =Nz =y 2y — ) —[lan — wl%
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(x =y, — ) = Mz =y, 2 — ya)+]lza — ual?

comme A est monotone on trouve,

lz =yl lzx = yall Zllex — wall?,
d’ou,

[z = uall <llz —yll.
donc, Jy est lipschitzienne, de plus c’est une contraction de H dans H.
Nous avons,

z— Jhx
A
<~ Ayx € AJyx.

0 e Nz + Jhae — v <

S AJ)\Z',

De plus,

Ayr = % = x = M,z + Jyx.
On a, Vx,y € D(A),YA >0

[z =yl [[Axz — Ayyl| = (Avz — Ayy, 2 — y)
= (Axr — Ayy, Moz + L — AMyy — Day)
= MAxz — Ayy, Axz — Ayy) + (Asz — Ayy, e — y)
= M| Az — Ayy||* + (Ayz — Ayy, o — Jay).
Puisque Ayx € AJyx et A est monotone alors,
(Axz — Ay, e — Dhy) >0,
d’ou,
lz = yll [ Axe — Axyll = A Asz — Axyll?,
donc,

Az — Ayl < 3llz =yl

Par conséquent A, est lipschitzienne de constante %
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3.1.2 Equations différentielles ordinaires sur des ensembles

convexes

Soit H un espace de Hilbert, et soit C' un ensemble fermé de H.

Soit pour presque tout ¢ €]0, T, une application J(¢) de C vérifiant,
(D) [ Jt)x—=Jt)y |[< L z—yl|,Vz,y € C, ot L est indépendante de t.
(2) Pour tout z € C, 'application ¢ — J(t)x est intégrable.

Théoréme 3.4. On fait les hypothéses (1) et (2). Alors pour tout uy € C, il existe une
fonction u(t) unique telle que
(3) u est absolument continue sur [0,T], dérivable p.p. sur]0,T], u(t) € C pour tout
te0,T]
(4) %(t) +u(t) — J(t)u(t) = 0, p.p. sur]0,T].
(5) u(0) = ug.

Démonstration.

Soit u une fonction vérifie (3) et (5).
Posons v(t) = e'u(t), 'équation (4) s’écrit alors,
dv Ldu

—(8) = €' —(t) + e'u(t) = "I (e~ v(t).

D’ou l'on déduit que,
v(0) = €®u(0) = u(0) et u est absolument continue donc v est absolument continue.

t

v(t) = v + / %(s)ds

= ug +/€SJ(S)€SU(S)dS,
donc,

Par conséquent,

On consideére 'ensemble ¢ défini par,
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(={ueC(0,T]; H),u(t) € C,vt € [0,T]}.
On défini I'application B de ¢ dans ¢ par,

Bu(t) = e 'ug + /eS_tJ(s)u(s)ds.

On a pour tout u € ¢, la fonction, s — J(s)u(s) est intégrable.
D’autre part, Bu(t) € C, pour tout t € [0, 7.
En effet,

jes_tJ(s)u(s)ds
s eC

t

f es~lds

et donc,

et ug € C, d’ou,

e up + / "' J(s)u(s)ds € C.
0

Montrons maintenant que B* est une contraction stricte de ¢ dans (.

En effet, on a

| Buy (t) — Bus(t)|| = |le uo + /es_tJ(s)ul(s)ds — e tug — /es_tJ(s)uz(s)dsH
=1 e () = Ts)uas)ds]

< [ e s)uls) = T(s)us(s)ds.

0
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Par (1) on obtient,

t

| Bua () — Buy(t) || < L/@“ [ur(s) — ua(s) || ds

¢
< Ll|lu; — u2||/es_tds
0

< Lllus — uf| (1 —e™)

Il en résulte que,

1B*u1(t) — B*us(t)[| = || B(Bur(t)) — B(Bus(t))]|

t t

= |le fup + /es_tJ(s)Bul(s)ds — e tug — /es_tJ(S)BUQ(S)dSH

0

= H/e”(J(S)(Bul(S) — Bua(s)))ds||

< [ ) Bu(s) - Bu(s)]ds
0
D’aprés(1) on obtient,
t
I B2u1(t) — B2u2(t) | < L/es_t | Bui(s) — Bus(s) || ds

0
t

< L/es_thHul — usl|ds
0

¢
<L || uy —us || /ses_tds
0

<L |up—ug | (et +t—1)

L2
— - .
Par récurrence on obtient,
LFtk
| Brui(t) = Bru(t) | < “ | w —w |,
Lt)*
< B )

k!
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D’otr B¥ est un contraction stricte. On déduit par le théoréme(1.34) que B admet un
point fixe dans C, c’est a dire, u € C' tel que Bu(t) = u(t).

Donc, e tug + jes*t(](s)u(s)ds = u(t).

D’ou, (3) et (5; sont vérifiés. [ |

Corollaire 3.5. Soit H un espace de Hilbert, soit C' un convexe fermé de H.
Soit Pour presque tout t €]0,T[, une application J(t) de C vérifiant (1) et (2). Alors
pour tout ug € C' et tout X > 0, il existe une fonction u(t) unique vérifiant (3),(5) et (6)

(6) dutt) | ult) = JQu®) _ o €0, 71

De plus on a,

(7) u(t) = e ug + % /eS;t J(s)u(s)ds.

Démonstration.

Par le changement de fonction v(t) = u(At) dans la forme (4),

dv
L 6) +olt) — T(Dye(t) = 0

d“fljt) +u(M) — Ju(M) = 0
N A% + (M) — J(Eu(M) = 0

du(At)  u(Nt) — J(t)u(t)
— Tat )
dv v(t) — J(t)v(t)

Dot (6).
Et on a,
t

v(t) = ety + / e’ J(s)v(s)ds

0
t

= u(M) = e vy + /es_tJ(/\s)u(/\s)ds
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I !

Pour t = M, s = As, alors ds' = Ads et quand s = 0,5 = 0 et quand s = %, s =t

donc,

/ % /

u(t) = e ug + /e "X J(As)u(As)ds
0
/ 1 tl ! ’
= e ug+ X /ei_k J(s)u(s)ds
0

Dot (7)
Donc, (4) <= (6), et (3.2) <= (7). [

Théoréme 3.6. Soit H un espace de Hilbert, et soit C' un convexe fermé de H.
Soit, Pour presque tout t €]0,T[ une application J(t) de C vérifiant (1) et (2)

Sotent A > 0, f, f € L'([0,T]; H), soient u et u des solutions respectives des équations,

Cc%(t) %(U(f) - J(t)u(t)) = f(t) p.p.surt €]0,T].
%(t) + %(&(t) — J()a(t)) = f(t) p.p.surt €]0,T].

Alors,
(8) Il u(t) —a(t) < e

| f(s) = [(s) Il ds.

B b (—1)-s)
| u(0) —a(0) || + [e >
0

Démonstration.

Posons pour presque tout ¢ €]0, 7], un application .J :]0,T[— H, défini par,

J(t)x = J(t)z + Af(2),

et montrons que.J vérifie (1) et (2),

1T (&) = Tyl = 1T (t)z + Af() = J(t)y = Af(D)]
= [[J(t)x = J()yll

D’apres (1)
1T (#)e = (Ol < Lilz -yl

Puisque t — J(t)z est intégrable, et f € L' donc t — J(t)x est intégrable,
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dot, .J vérifie (1) et (2), donc par le corollaire (3.5) on obtient,

u(t) = e u(0) + % / 5 [J(s)ul(s) + Af(s)]ds
i(t) = e¥a(0) + ¢ / ST ()ils) + A (s)]ds

Par soustraction, il vient pour tout ¢t €]0, 77,

t

Ju(t) — (D)= ¥ u(0) — #(0)]1+ / e 5 ([ (s)uls) = J(s)a(s)[+AIf(s) = F(s)l|ds

et par (1), t t
lu(t) = ()] < e [[u(0) — a(0)[| + % Of e [luls) = als)|ds + Ofe%t\lf(s) — f(s)ds.
Posons,d(t) = e ||u(t) — @(t)|), on obtient,

t

8(t) < 6(0) + & / o(s)ds + / 17 (s) — F(s)]ds.

0
Soit B : [0,7] — H une application définie par,

t

Bt =o(0) + 5 [ ods+ [ fl5(s) - Fo)lds

donc,
8(1) < B(D),
alors,
B(t) = <o(t) + (1) — ()]
< SBU) + 70~ FO
(3.3)
Et puisque,
(5B = _TLe‘AtB(t) +e 5B (@)
L L
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Par (3.3) on obtient,

fﬂW@%%WMSeﬁmwm—amm+/e“”

0

f(s) = f(s)llds]

t
L—1)t (1—L)s
X

lu(t) =)< e > [u(0) - ﬂ(O)\!+/€<*€ (s) = f(s)llds.

et estimation (8) en résulte. [

Théoréme 3.7. Soient H espace de Hilbert, C' un convexe fermé de X,

Soit J une application de C' dans H vérifiant,
[Jo = Jyl| < Llle—yl,vVr,yeC.

Soit X > 0, et soit [ une fonction absolument continue de [0,T] dans H dérivable p.p.

Soit u(t) une solution ( de classe C' ) de I’équation,

du 1
2O+ S () = Ju(t)) = (1)

Alors, pour tout t € [0,T] on a,

t

df

O IGOI< S GO [ e ds
L—1)t / L—1)(t—s d
=5 10) = 3 0(0) = Ju0) | + [ Doy | s

0

En particulier,

d
» si f =0 et si L=1, la fonction, t — || d_::(t) || est décroissante.

u
» lorsque L < 1, la fonction t —|| —(t) || décroit exponentiellement vers 0, et u(t
dt

tend vers le point fize de J quand t — +o00.
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Théoréme 3.8. (théoréme d’existence de Cauchy).
Soient H une espace de Hilbert réel et f : [0, T] x H —| — 00, 4+00] une fonction propre

continue et Lipschitzienne, on se fize yo € R. Alors ’équation différentielle suivante,
y'(t) = f(ty(t)
y(0) = wo

admet une solution unique y : [0,T] — H de classe C*.

Lemme 3.9. Soit A un opérateur monotone alors,

(Ayv,v) >0, Yve HVA>0.
1
| A\v] SXM’ Vv e H, VA > 0.

1. A)\U:A(J/\U>, Yv € H,VA > 0.
2. Ayv = JyAv, Vv e D(A),YA > 0.
3. |Ayv| < |Av|, Yve D(A),VA>0.
4. lim Jyv =v, YveH

A—0
5. lim Ayv = Av, Yov e D(A).

A—0
6.
7.

3.2 L’étude de 'existence et 'unicité de solutions

Nous consacrons cette section & ’étude de 'existence et 'unicité de solution du

probléme,

du
—% e Au(t) p.pte[0,+o0]
dt ’
(P)
u(0) = uy € D(A)
Il existe plusieurs auteurs qui ont démontre 'existence de solutions de ce probléme.

Dans ce mémoire, on s’intéresse a la démonstration pris de [1],[6].

Nous somme maintenant en mesure de donner notre principal théoréme d’existence.

Théoréme 3.10. Soit H un espace de Hilbert, A un opérateur multivogue mazximal

monotone de H dans H. Alors,

Pour tout ug € D(A), il existe une fonction u de [0, +oo[ dans H unique telle que,

e u(t) € D(A),Vt > 0.
e u est lipschitzienne sur [0, 4+o00].

du du
e Sl e 1200, +oof H) et | (llie < 1 4°u].
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De plus, u vérifie les propriétés suivantes,
1) u admet en tout t € [0, +oo[ un dérivée a droite et,
du™

W(t) + A°u(t) = 0,Vt € [0, +00]

2) La fonction t — A°u(t) est continue a droite et la fonction t —|A°u(t)| est

décroissante.

3) Si u et u désignent deux solutions de (P) on a alors,

[u(t) = a(®)] < [luo — tol|, V¢ € [0, +ool.

Démonstration.
L’unicité :

Soient u et @ deux solutions de (P) tel que, u(0) = ug, @(0) = ug

~My e aut) pp te 0 ool
u(0) = g
(3.4)
di

—— () € Au(t) pp. te0,00]
w(0) = o

il résulte de la monotonie de A que, pour p.p. t € [0, 00|

(Au(t) — Ad(t), u(t) — a(t)) > 0.

Alors,

(S0 + S0, u(t) (1) 2 0

Donc,

du _@

(G0 = 0, ult) - () 2 0.

De plus, on a

Alors,
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d .
@) —a@®* <0, pp.surf0, oof

Par intégration de 0 a t, pour tout ¢t € [0, oo, on obtient,
t
=12 N (12 d T
[u(t) = a(t)]” = [[u(0) — a(0)[|" = /0 Zolluls) —a(s)["ds < 0.

Par conséquent,

lu(®) = a@®)* < [lu(0) — a(0)]*.

Donc,

lu(t) —a@®)]| < [[u(0) — a(0)|. (3.5)

En particulier, pour «(0) = @(0) = ug on trouve,

llu(t) — a(t)|| <0,Vt e [0,00]

Alors,

u(t) = u(t), vt € [0, 00
D’ou l'unicité de la solution. Alors le probléeme (P) admet une solution unique. |
L’existence :

Pour démontrer 'existence nous utiliserons la technique de régularisation de yosida.
La démonstration est basée sur la définition de solution approximatives comme solutions
aux équations différentielles ordinaire lorsque A est remplacé par 'approximation de

Yosida de A,
d’LL)\

S dt

On vérifie que la suite des solutions (uy(.)) est une suite de cauchy, et que sa limite uf(.)

(t) = A)\UA(t) Vit € [0, +OO[

est en fait une solution a l'inclusion différentielle (P)
Etape 1

du
On a ||§|| est décroissante.
En effet,
Soit u un solution défini dans (3.4). Soit h>0, considérons I’application,

v : [0, +00[— H définie par v(t) = u(t + h).
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Alors,

dv du
%(t) = E(t +h) e —Au(t+ h) = —Av(t) et v(0) = uw(0 + h) = u(h).

D’aprés (3.5), on obtient,
[o(t) = w(®)[| < [lv(0) — u(0)]]
c’est a dire,
[u(t + 1) —u@)]| < [Ju(h) — u(0)]]
en divisant par h,

[u(t) — u(0)]

|| -

et quand h — 0 on obtient,

| <

u(t+ h) —u(t)
h

1240 < 15O, vt € [0, +oof (3.

On considére I’équation approché,

dU)\
—= + Ayuy =0, Vte|0, 00|
(Py)§ dt

ux(0) = ug
A, est I'approximation de Yosida de A. Puisque A, est univoque et lipschitzienne
d’aprés la proposition 3.3.(2). Alors, par le théoréme (3.8), (P,) admet une solution u,
de classe C'! unique.
On a par la proposition (3.3)A, est monotone, donc on remplace u par uy dans (3.6) on
obtient,

dun
dt

dU)\

[Avux () 1| = (=~

) @) [ < [[(=7) (0) | = [[Axux (0) [| = [[Axuol],
et d’aprés la proposition 3.2.(iii) on obtient,
[ Axto|| < [[A%uo|l,

Donc,

[ Axux (8) [| < (| Aol (3.7)

Etape 2

Nous allons Montrons que les solutions (uy), de (Py) converge vers une solution de (P)

Montrons que la suite (uy), converge uniformément vers u sur [0,T], quand A\ — 0.
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En effet,
H est tant un espace de Hilbert, montrons (uy), est une suite de Cauchy dans

C(]0,T];H). Soit t € [0,T], on a pour A, u > 0,

(% 0+ 4 0) - (G2 0+ A, ) =0
donc, p y
d—; (8) = 7 (O) + Axun (1) = Ay (1) = 0.

D’ou, en prenant le produit scalaire de I'expression ci-dessus avec (uy — u,) on obtient

duy, duy,
< dt ®) dt

Et on a,

() ux () = (1) + (Axux (8) = Ay (8) ux (8) — w, (8)) = 0

(i (8) = e (6, 52 (6) = 2 (1)) = 5 o () = s 0) 0 () =, (0)
= 2 olhin(t) — (0P
On obtient,
Ld t 6117+ (Axun (8) — Ay (¢ t t)) =0 3.8
Sl () = 1 (O + (v () = Ay ()3 () =, () =0. (38)
Or,

(Axun (£) = Ay (t), ua (8) = uy ()
= (Axux () = Ay (1), (un (8) = Jaun () + (Do (8) = Juup (8) + (Juuy () — up (1))
= (Axux () = Ayuy (), AAyux (£) — pAuwy, (1)) + (Axus () — Ay (t) Jaua (8) = Juuy, (2))
Car on a, Yo € D(A), v(t) — Jyo(t) = AMyo(t).
Et par le lemme 3.9.(2)

VA >0, Ayu(t) = A(Jyo(t)),Yv € H

Donc,
(Axu () = Ay, (), ua (B) —uy (1) =
(Axua(t) = Ay (8) , AMyux () —p Ay () +(Aux (8) = ATy (1)), Ty (8) = T, (1))

Comme A est monotone,
(A(Jxua(t)) = A(Juuu(t)), Jaun () = Juw, () = 0

donc,
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(A (1) = Ayt (0) 2 0) = 5 (0)) 2 (Axn 9) = Ayt (6) AAxn (9) = ey ()
On a0, 1 > 0 55 [un (8) = (1) P < —(Anun (8) — Ayt (£)  AAxenn (6) — Ay, (1)

< =M Ayux () 17 = pll A (8) 1 + M Axus (8) [l Ay (8) |+ pall Axua () 1] Ay (2) |
1 1
< Al Axua (0) P=pll A (1) PN AN+ A () 7) 42 gl P4 1 A (0 117)

1
< Z()‘HA;LUMHQ + NHA)\uA“Z)

et par (3.7) on obtient,

d

Tl () = @) F < 5+ w) | A

N | —

par l'intégration par rapport a t on obtient,

t

A+ )| A°uo / 1ds

0

(A + 1) | Ao ||t

N | —

[ Gl =~ u P <

—_

s (1) =, (1) 1P < 5

1 o
[[ux (1) = wu (0) [| < 7Y A+ )t A%us ||
Quant A, u — 0 on obtient, |luy (t) —w, (t)| — 0.
Par conséquence, pour tout ¢ € [0, +00[, (ux(t))a est une suite de Cauchy dans
C([0,T]; H), et puisque C([0,T]; H) est un espace complet alors (u,(t)), converge.

Notons u(t) sa limite. On a,

1
YA >0,V >0 VEe 0,400l [lux () — u, () || < E\/(/\ )t A%ul].

Soit A > 0 fixé et soit t € [0, 7.

1
V>0, ||uy (t) —u, (1) ]| < —=VAt||Au,||.
p> 0, flux () u()”-\/ﬁv [ Ao ||

Par passage a la limite sur u(u — 0),VA >0, Vte[0,T]

1 o
lux (1) =u () ]| < EWHA Uol-

On en déduit la convergence uniforme de (uy)y vers u sur [0, 7.
Soit £ > 0 fixé, posons 1 > 0 tel que, 2y/nT|A%u,| < ¢, alors,

1
VA < p, Vit € [0, T7T; |Jur(t) — u,(t)]] < ﬁ\/ AT || Au,|| < e. (3.9)

et (uy), converge uniformément vers u sur chaque intervalle borné [0, 7). La limite
uniforme d’une suite d’application continues était une application continue alors

ue C([0, +oo[; H).
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Etape3

d
Siug € D(A), et Aug € D(A), % converge uniformément quand A tend vers 0 sur

chaque intervalle borné [0, 7).

En effet
. . du,\
Soit ¢t € [0,T7, soit vy(t) = E(t)
On a,
dv
— () + Asoa(t) = 0

d’aprés l'étape (2),

1d
S loa(®) = (I < —(Axen(t) = At AAxoa(6) — A1),
Par I'inégalité de cauchy schwartz, et I'inégalité triangulaire,
1d
5710 = w17 < (1Aveall + 14w DAl + gl Aol 1)

Or d’aprés (3.7),

[Axox(@®)]| < [ A%uoll

Donc,
S lloa(t) = va (O < 2[[A%uo||(X + p) [ A%uo |

< 2(A + )| A%uo|*.

Soit A > 0 fixé et soit t € [0,T],V > 0, |[or(t) — v, ()] < 2v/A + || A°uo|

Par passage a la limite sur p(p — 0),

YA > 0,V € [0,7] : [Joa(t) — v(t)]| < 2¢/A + ]| A%uo||

Ceci implique de la méme maniére qu’a I'étape 2 que (v, ), converge uniformément
quand A tend vers 0 sur chaque intervalle borné.

du
c’est a dire (d—t’\) » converge uniformément quand A — 0 sur chaque intervalle borné.

Etape4

Siug € D(A) et Aug € D(A)

. . , Uy . ,
Si (u ,\) converge uniformément vers u et (—) converge uniformément vers v, alors u est

dt
du
différentiable, et v = e et la fonction u ainsi définie satisfait a I’équation
du A

I + Ayuy = 0 sur [0, +o0].
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En effet,
d
On a (%()) converge uniformément dans chaque intervalle borné dans
L>([0, +o0[; H),
d
par extraction d’une sous suite, on obtient que, (%()) converge faiblement vers v et
on a d’ aprés I'étape (2) et (3),
_duy,
limuy=u et lim——=uv,
A—0 A—0 dt
Comme uy € C([0,+o00[; H) on a,
t d t
VE>0, un(t) = / S (5)ds + ux(0) —> u(t) = / v(s)ds + u(0)
dt A—0
0 0
Donc,
e du
u est différentiable sur [0, +o0o| et 7 =

Compte-tenu de (3.7) on a aussi,

du
Vi>0 VA>0, IIE(t)H = [[Axux ()| < [| A uol|-

d d
Donc pour tout 7" > 0, ( Z;" (.)) converge faiblement vers (d—?()) dans L2([0,T]; H). et
(uy, (.)) converge fortement vers u(.) dans L*([0,T]; H)
et,
d
- Zz () € Aux(t),Vt € [0,T]
C’est a dire _dw, € Auy, telle que A est le prolongement de A a L*([0,T]; H), et

comme A est maximal monotone par le lemme (2.22) et le graphe de A est
séquentiellement fortement faiblement fermé dans (L2([0,7]; H) x L*([0,T]; H)) on,
obtient,

du

d
g € Au c’est a dire —d—?(t) € Au(t);p.p.t € [0,400].

EtapeS

On doit démontrer que t — ||A°u(t)]|| est décroissante.
Soit t € [0,400] on a, ||Axux(t)]| < ||[A°ug|| de (3.7), donc il existe une sous suite
(Ay,uy, (t)) converge faiblement dans H vers v(t).

utilisant le fait que A, v = AJ,, v pour tout v € H on obtient,

A/\nU)\n (t) € A(J)\nU)\n (t)),

Or Jy,uy, (t) — u(t) quand A tend vers 0.
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En effet,
d’aprés le lemme (3.9), Vo € H,  lim Jyv = v.
A—0

D'ou, YA > 0,¥t > 0,

[ xu(t) = u(®)|] < [[Jxun(t) = Sxu@)| + [[Izu(t) — u(®)]]
< [[Ax[[lux(®) = w@)] + [ Jxu(t) — u(®)]]
< lua(t) —w(@®)[ + [ au(t) —u@) (car|| il < 1),

Ainsi, par passage a la limite quand A — 0 on obtient,
Vit >0, || aua(t) — w(@)|| < |lua(t) — u(t)|| + || Jau(t) — u(t)|| — 0.

En utilisant la proposition (2.21) on obtient,
v(t) € Au(t), Vt € [0, +o0]
(En particulier u(t) € D(A),Vt € [0, +0o0]). Soit t > to. On a,

1= Ol = [ Axua @)} < 4° (ulto))l

Donc,

.. e duy o
[l < lm infl| —= ()| < [[A°(u(to))|

D’autre part,

1A (u(@)) < [lvli

Donc,

1A% (u(®)| < [[A°(u(to)) | (3.10)

Dot t +— ||A°(u(t))|| est décroissante.
Il reste & démontrer la continuité a droite de la fonction ¢ — A°u(t).

Soit t,, > to, on a u(t,) e u(to) et par (3.10),
[A°(u(ta)) || < 14" (u(to)) |

donc, on peut extraire une sous suite de A°(u(t,)) qu’on note aussi (A°(u(t,))) converge
faiblement vers y € H, donc y € Au(ty).
De plus,

[yl < lim inf [ A°(u(t,))|| < (A°(u(to))

tn—to
Donc y = A°(u(ty)) c’est a dire A°(u(tp)) est la limite faible de A°(u(t,))
et ||A°(u(ty))|| = liril A°(u(t,)) ce qui donne la convergence est forte. Donc la
n—-+00

continuité a droite de A°u(t).
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Soit,
E = {t €)0, +-o0[; u est dérivable en t et %(t) € Au(t)} :

On sait que le complémentaire de E est négligeable, soit ty € E, on a par (3.7) pour h>0,

to+h

Jutta+ 1) = (e < [ 157 (5)ds

< [ 14 Gutto) is

= [ A* (u(to))]-

d d d
Donc, ||d—?(t0)u < || A% (u(to))]|, et par suite _d_?@()) — A°u(ty) car —d—?(to) e Aulto).
Intégrant cette égalité on obtient,
h O
t —u(t
doth=ullo) oL [ aeutsyas.

to

d
Puisque A°u(0) est continue & droite, on conclut que d—?(to) = —A°u(ty).

3.3 L’étude de l'existence de solutions avec une

perturbation univoque dépendant du temps

On donne maintenant un théoréme d’existence et d’unicité pour le probléme perturbé

par la fonction f € L([0, +o0[; H).

Théoréme 3.11. Soit H un espace de Hilbert, A un opérateur multivoqgue mazximal
monotone de H, f : [0, +oo[— H une application tel que f € L*([0,+oc[; H).

Alors pour tout ug € D(A) le probleme d’évolution,
—d—u(t) € Au(t) + f(t) p.p.t €|0,+00]
(P ={ @ .
u(0) = ug

admet une solution unique.

Démonstration.
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Posons,

donc,

v(t) =u'(t) = f(t) € —A(u(t)) = —A(v(t) + /f(S)dS)

Alors le probléme (Py) est équivalent au probléme suivant,

_%(t) € A(v(t) + ftf(s)ds) p.p.t € [0, +00]

v(0) = vy

On note par A Popérateur défini par,

u(t) = A(u(t)) = A(u(t) + /f(s)ds),Vu(t) € H,Vt € [0, +o00[

ce qui donne que le probléme est équivalent au probléme,

~W) e dut) poite0,+ool
v(0) = ug

Donc, il suffit de prouver que le nouveau opérateur, A satisfait les conditions du
théoreme (3.10), c’est & dire que A est maximal monotone.

On a d’apreés la proposition(2.20), A est maximal monotone si A est monotone et
RI+A) =H

En effet,

Soient vy, ve deux éléments de H tels que, pour uy, us € D(A)

v1(t) € Auy(t) = Auy(t) + /f(s)ds),

v (t) € flug(t) = A(us(t) + /f(s)ds),

t t

(1(t) — va(t), ur(t) — uz(t)) = (v1 — vo, (ur (t) + (j; f(s)ds) — (ua(t) + of f(s)ds)) >0 car A
est monotone.
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De plus, R(A) = R(A), et A est maximal monotone donc, R(I+A)=H,
Alors R(I+ A)=H, donc A est aussi maximal monotone.

Alors d’apreés le théoréme (3.10) le probléme (P;) admet une solution unique. |



Conclusion

Notre but dans ce mémoire, était d’étudier les opérateurs monotones, en particulier le
concept le plus important dans cette théorie, les opérateurs maximaux monotones. Ici
nous avons fait un essai pour décrire plus de résultats importants ainsi que les relations

qui les lient dans un espace de Hilbert.

Nous avons présenté un résultat d’existence et d’unicité pour une inclusion différentielle
du premier ordre gouvernées par un opérateur maximal monotone dans un espace de

Hilbert qui représentent une application de ces derniers.
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