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Introduction

Les opérateurs monotones ( multivoques) est notamment ceux qui sont maximaux

(i.e. dont les graphes sont des éléments maximaux par rapport à l’inclusion) ont été fondé

pour être plutôt utiles dans divers domaines de mathématiques tel que l’optimisation

(les sous différentiels des fonctions propres convexes s.c.i. sont des opérateurs maxi-

maux monotones), équations différentielles (souvent l’opérateur qui engendre l’équation

est maximal monotones) et l’analyse variationnelle, en particulier les opérateurs mono-

tones sont l’instrument dans l’étude des inéquations variationnelles lesquelles les plus fort

dispositifs pour la construction des modèles mathématiques pour différents problèmes

physiques et techniques.

Golomb été l’un des premiers qui a présenté les opérateurs monotones en 1935. Ainsi

l’un des articles pour considérer les applications des opérateurs monotones est donné par

E.H.Zarantonllo.

La théorie moderne des opérateurs monotones était initiée indépendamment par une

série d’articles par G. Minty et F. Browder en 1962, après les concepts dans ces documents

ont été étendu considérablement par R. T. Rockafellar, pour développer la théorie.

Naturellement, le progresse de la théorie des opérateurs monotones était des espaces de

Hilbert [6]. Aux espaces de Banach réflexifs [3], et finalement aux espace de Banach non

réflexifs [8].

L’objet de notre travail est d’étudier les opérateurs monotones et ces propriétés, en

particulier le concept le plus important dans cette théorie, les opérateurs maximaux mo-

notone, pour abordé l’étude d’un problème d’évolution non linéaire régis par la classe des

opérateurs maximaux monotones.

Il est bien connu de la théorie de Hille-Yosida que pour une condition initiale x0 ∈ D(A),

il existe une solution unique x ∈ C1([0,+∞[;H) ∩ C([0,+∞[;D(A)) de

x′(t) + Ax(t) = 0, t > 0

3



Introduction 4

où A : D(A) ⊂ H −→ H est un opérateur maximal monotone sur un espace de Hilbert.

Dans le cas multivoque, c’est à dire pour des inclusions différentielles, les problèmes gou-

vernés par les opérateurs maximaux monotones trouvent leurs motivations dans diffé-

rentes applications, en mécanique elasto-plasticité contrôle optimal, économétrie, etc...et

englobent différentes classe de problèmes, notamment les opérateurs sous différentiels et

le processus de rafle.

Ce type de problème a été d’abord étudie lorsque A ne dépende pas du temps par H.Brezis

[6] qui utilise la méthode de la régularisation Yosida pour démonter l’existence d’une

unique solution Lipschitzienne de ce problème.

De nombreux auteurs se sont intéressés à chercher des approximation ou régularisation

pour obtenir à partir d’un opérateur monotone donné un autre qui a plus de propriétés

régulières. On note comme exemple la régularisés de Yosida voir [1],[5]...

Ce mémoire comprend trois chapitres ordonné comme suit,

le premier chapitre contient les outils et les notions de base nécessaire pour élaborer notre

travail. Nous rappelons quelque définitions et théorèmes que nous allons utiliser dans le

deuxième et le troisième chapitre.

Dans le deuxième chapitre, on commence par donner des notions sur les opérateurs mono-

tones et maximaux monotones et donner aussi des exemples explicatifs, et on donne aussi

quelques propriétés des opérateurs maximaux monotones dans un espace de Hilbert.

Le troisième chapitre est consacré à une classe très importante des inclusions différen-

tielles, l’étude d’existence et d’unicité de solution pour le problème,

(P) − du

dt
(t) ∈ Au(t) p.p t ∈ [0,+∞[

où A est un opérateur maximal monotone, nous consacrons en premier lieu à poser les

bases théoriques nécessaires à la démonstration du théorème principale. En particulier

nous étudions les propriétés générales de l’approximation de Yosida.

Enfin, on va donner une démonstration régureuse du théorème d’existence et d’unicité de

problème (P) qui été étudier par H.Brezis [6].



Chapitre 1

Notations et résultats préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons des notions de bases, tous les résultats et les notions

qui nous serons utile tout au long de ce mémoire.

On commence par quelque notations, puis nous représentons des définitions et concepts

fondamentaux, on donne la notion de la topologie faible, fonction convexe, Lipschitzienne,

sous différentielle et cône normale, une brève sur les multi-application et la continuité et

enfin quelque théorème utiles.

1.1 Notations

Dans tout le document nous désignerons par,

• R = [−∞,+∞]

• E ou X un espace de Banach muni de la norme ‖.‖ E′ ou X ′ le dual topologique

muni de norme ‖.‖E′ = sup
x∈B̄E
|〈., x〉| (E

′ est l’espace vectoriel normé des formes

linéaire continue sur E)

• H un espace de Hilbert sur R muni du produit scalaire 〈., .〉 et la norme ‖., .‖H .
• IH l’identité de H.

• V (x0) l’ensemble des voisinages d’un point x0.

• lim sup(resp lim inf ) désigne la limite supérieure (resp inférieure).

• σ(X,X ′) la topologie faible de X

• xn ⇀ x exprime que la suite xn converge faiblement vers x.

• xn → x exprime que la suite xn converge fortement vers x.

• [.] désigne le couple élément de H ×H.

5



1.2. Définitions et concepts fondamentaux 6

• A un opérateur de H dans H.

• D(A) le domaine de A.

• R(A) l’image de A dans H.

• Int(A) l’intérieur de A dans H.

• gphA le graphe de A.

• P(H) l’ensemble des parties de H.

• BH , BH la boule unité ouvert de H, (fermé de A respectivement).

• B(x0, r) la boule ouvert de centre x0 et de rayon r.

• B(x0, r) la boule fermé de centre x0 et de rayon r.

• χA la fonction indicatrice de A définie par χA(x) =

0 si x ∈ A

+∞ sinon

• C([0,+∞[;H) l’ensemble des fonctions continues sur [0,+∞[ à valeurs dans H.

• L1([0, T ];H) l’espace des fonctions intégrable définies sur [0,T] à valeurs dans H.

• L2([0, T ];H) l’espace de Hilbert des fonctions de carré Lebesgue-intégrable muni

de sa norme habituelle.

• ∂ϕ(x0) le sous différentiel de ϕ au point x0.

• C1([0,+∞[;H) l’ensemble des fonctions continues sur [0,+∞[ à valeurs dans H et

la dérivée première continue.

• ProjC la fonction définie de H dans C, projection sur C.

• (S,B, µ) un espace mesuré.

• D(H,G) espace normé des opérateurs linéaires bornés de H vers G.

• p.p. presque par tout.

1.2 Définitions et concepts fondamentaux

Définition 1.1. [3]

Soient Z et Y deux ensembles quelconques.

Soit D un sous ensemble de Z(D ⊆ Z).

I Si à tout éléments x ∈ D correspond un élément y ∈ Y , on dit que y=A(x) est un

opérateur et note A : D → Y.

I L’ensemble D est le domaine de définition de A et se note généralement par D(A) .

I L’ensemble R(A) = {y, y = A(x), x ∈ D} s’appelle ensemble des valeurs de A .

Définition 1.2. [3]
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Soient Z et Y deux ensembles quelconques,

• Soit A : Z −→ Y , on dit que A est localement borné ou point u ∈ D(A) si et

seulement si,

∃M > 0, r > 0, telle que ‖v′‖Y ≤M, ∀v′ ∈ Av et v ∈ D(A) ∩ B̄(u, r).

• On dit qu ’un opérateur A : Z −→ Y est borné si l’image d’un sous ensemble borné

de Z est un sous ensemble borné de Y.

Définition 1.3. [6]

On dit qu’un ensemble C ⊂ E est convexe si et seulement si,

∀x, y ∈ A, ∀λ ∈ [0, 1]; λx+ (1− λ)y ∈ A.

Et on a tout sous espace vectoriel est convexe.

I Exemples des ensembles convexes

Définition 1.4. [12]

Soit A ⊂ E

1) On appelle enveloppe convexe de C qu’on note conv(C) l’intersection de tous les

sous ensembles convexe contenant C, c’est le plus petit convexe contenant C.

2) On appelle enveloppe convexe fermé de C qu’on note conv(C) l’intersection de tous

les sous ensembles convexes fermés contenant C, c’est le plus petit convexe fermé

contenant C.

Théorème 1.5. [12]

Soit C ⊂ E

conv(C) =

{
y =

k+1∑
j=1

λjxj/k ∈ {0, 1, ...} , (λj)j ⊂ Rk+1, λj ≥ 0,
k+1∑
j=1

λj = 1, xj ∈ C, ∀j = 1..k + 1

}
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Définition 1.6. [6]

Soit D ⊂ H et J : D 7→ H. On dit que J est une contraction si,

‖ Jx− Jy ‖H ≤ ‖ x− y ‖H , ∀x, y ∈ D.

Définition 1.7. [3]

On dit qu’un opérateur A : X 7→ X
′ est coercif si,

lim
n→+∞

〈yn, xn − x0〉
‖ xn ‖

= +∞, ∃x0 ∈ X et ∀[xn, yn] ∈ A×A telle que, lim
n→+∞

‖ xn ‖= +∞.

Ou bien A est coercif si,

lim
n→+∞

〈yn, xn〉
‖ xn ‖

= +∞, pour[xn, yn] ∈ A× A telle que, lim
n→+∞

‖ xn ‖= +∞.

1.3 Topologie faible

Définition 1.8. [5]

Soit f ∈ X ′ un élément fixé et,

ϕf : X −→ R

x −→ ϕf = 〈f, x〉.

Lorsque f parcourt X ′, on obtient une famille d’applications ϕf i.e. (ϕf )f∈X′ .

On appelle la topologie faible sur X, la topologie la moins fine sur X rendant les applications

(ϕf )f∈X′ continues et on la note σ(X,X ′).

Proposition 1.9. [5]

Soit (xn)n une suite de X alors, quand n −→∞ on a,

1. xn ⇀ x⇐⇒ 〈f, xn〉 → 〈f, x〉,∀f ∈ X ′.
2. xn → x =⇒ xn ⇀ x.

3. xn ⇀ x =⇒ (‖xn‖)n est borné et ‖x‖ ≤ lim inf
n→+∞

‖xn‖.
4. xn ⇀ x et fn −→ f =⇒ 〈fn, xn〉 −→ 〈f, x〉.
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Démonstration.

1. On a xn ⇀ x équivaut à ϕf (xn) −→ ϕf (x),∀f ∈ X ′.
D’où

〈f, xn〉 → 〈f, x〉,∀f ∈ X ′.

2. Nous avons xn −→ x donc, ‖xn − x‖ −→ 0.

D’autre part nous avons,

|〈f, xn〉 − 〈f, x〉| = |〈f, xn − x〉| ≤ ‖f‖X′‖xn − x‖, alors 〈f, xn〉 −→ 〈f, x〉∀f ∈ X ′,
d’où xn ⇀ x.

3. On a xn ⇀ x⇐⇒ 〈f, xn〉 → 〈f, x〉,∀f ∈ X ′.
La suite (〈f, xn〉)n est convergente dans R, donc elle est bornée,

d’autre part nous avons,

‖xn‖ = sup
f∈BX′

|〈f, xn〉|, comme (〈f, xn〉)n est bornée alors, (‖xn‖)n est bornée. Nous

avons,

∀f ∈ X ′, |〈f, xn〉| ≤ ‖f‖X′‖xn‖

Donc,

lim inf
n→+∞

|〈f, xn〉| ≤ ‖f‖X′ lim inf
n→+∞

‖xn‖.

Alors,

|〈f, x〉| ≤ ‖f‖X′ lim inf
n→+∞

‖xn‖.

Ceci donne,

sup
f∈BX′

|〈f, x〉| ≤ sup
f∈BX′

‖f‖X′ lim inf
n→+∞

‖xn‖.

C’est à dire,

‖x‖ ≤ lim inf
n→+∞

‖xn‖.

4. Soit (xn)n ⊂ X et (fn)n ⊂ X ′ et xn ⇀ x, fn −→ f,

donc,

〈h, xn〉 −→ 〈h, x〉,∀h ∈ X ′ et (‖xn‖)n est bornée de plus, ‖fn − f‖X′ −→ 0,

et par conséquent,

‖fn − f‖X′‖xn‖ −→ 0
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|〈fn, xn〉 − 〈f, x〉| = |〈fn, xn〉+ 〈f, xn〉 − 〈f, xn〉 − 〈f, x〉|

≤ |〈fn, xn〉 − 〈f, xn〉|+ |〈f, xn〉 − 〈f, x〉|

= |〈fn − f, xn〉|+ |〈f, xn〉| − |〈f, x〉|

≤ ‖fn − f‖x′‖xn‖+ |〈f, xn〉| − |〈f, x〉|.

Donc,

|〈fn, xn〉 − 〈f, x〉| −→ 0.

D’ou le résultat désiré. �

1.4 Fonctions convexes

Définition 1.10. [12]

Soit E un espace vectoriel topologie réel et soit f : E −→ R.

On appelle domaine effectif de f qu’on note Dom(f) l’ensemble,

Dom(f) = {x ∈ E : f(x) < +∞} .

Définition 1.11. [12]

On dit que la fonction f est propre si,

f : E −→]−∞,+∞] et f 6 ≡+∞.

Ou bien, domf 6= ∅.

Définition 1.12. [12]

• Soit f : E −→ R, on dit que f est convexe si,

∀x, y ∈ E,∀λ ∈ [0, 1], f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y),

à condition que le deuxième membre soit bien défini

• f est dit concave si,

∀x, y ∈ E,∀λ ∈ [0, 1], f(λx+ (1− λ)y) ≥ λf(x) + (1− λ)f(y).
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Figure 1.1 – Exemples des fonctions convexes

1.5 Fonctions lipschitziennes

Définition 1.13. [5]

Soit X un espace de Banach et f : X −→ R une fonction, On dit que f est Lipschit-

zienne de rapport k s’il existe k ∈ R+ tel que |f(x)− f(y)| ≤ k‖x− y‖X , ∀x, y ∈ X.

Définition 1.14. [5]

Soient X un espace de Banach, f : X −→ R une fonction, on dit que f est localement

Lipschitzienne de rapport k > 0 au voisinage de x0 si pour un certain ε > 0, f est

Lipschitzienne de rapport k sur l’ensemble x0 + εB(0, 1) = B(x0, ε).

Théorème 1.15. [5]

Soient X un espace de Banach, f : X −→ R un fonction, si f est Lipschitzienne. Alors

f est localement Lipschitzienne.

Définition 1.16. [5]

Soient X un espace de Banach f : X −→ R une fonction, on dit que f est contractante

(ou bien est une contraction) si elle est k-Lipschitzienne avec k < 1.

1.6 Fonctions semi continues inférieurement

Définition 1.17. Soit E un espace topologique et soit f : E −→ R̄.

Alors f est dit semi continue inférieurement (s.c.i en abréger) au point x0 ∈ E si et

seulement si,

∀h ∈ R h < f(x0), ∃v ∈ V (x0)/h < f(x) ∀x ∈ v.
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Définition 1.18. Soit f : E −→ R, et soit x0 ∈ E. on définit

lim inf
x−→x0

f(x) = sup
v∈v(x0)

inf
x∈v

f(x).

lim sup
x−→x0

f(x) = inf
v∈v(x0)

sup
x∈v

f(x).

I Exemple d’une fonctions s.c.i

Proposition 1.19. [5]

Soit f : E −→ R et soit x0 ∈ E alors,

f est s.c.i ou point x0 si seulement si lim inf
x−→x0

f(x) ≥ f(x0).

Et puisque nous avons toujours lim inf
x−→x0

f(x) ≤ f(x0) alors,

f est s.c.i au point xO si seulement si lim inf
x−→x0

f(x) = f(x0).

Proposition 1.20. [5]

Soit f : E −→ R. Alors les conditions suivant sont équivalentes,

1. f est s.c.i sur E.

2. Les ensembles {x ∈ E : f(x) ≤ λ}, λ ∈ R sont fermés.

3. L’épigraphe de f est fermé dans E × R.

Proposition 1.21. [1]

Soit E un espace vectoriel topologique compact et soit f : E −→ R̄ une fonction s.c.i,

alors f atteint son minimum sur E.
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1.7 Fonctions absolument continues

Définition 1.22. [1]

Soit H un espace de Hilbert, une fonction f : [a, b] −→ H est dite absolument continue

si pour tout réel ε > 0, il existe un δ > 0, telle que pour toute suite ([bn, an])n∈N de sous

intervalles de [a,b] d’intérieurs disjoints on a,

∑
n≥0

(bn − an) < δ =⇒
∑
n≥0

‖f(an)− f(bn)‖ < ε.

Théorème 1.23. [1]

Une fonction f : [a, b] −→ E est absolument continue si et seulement si elle est inté-

grable de sa dérivée c’est à dire

f(b)− f(a) =

∫ b

a

f ′(s)ds.

Remarque 1. On voit bien qu’une fonction absolument continue est continue par contre

la réciproque est fausse.

Lemme 1.24. [1]

Soit u : [0, T ] −→ H une fonction absolument continue . Alors,

1)
T∫
0

〈u′(t), u(t)〉dt =
1

2

(
‖u(T )2‖−‖u(0)2‖

)
.

2)
1

2

( d
dt
‖u(t)‖2

)
= 〈u′(t), u(t)〉 = ‖u(t)‖2.

Remarque 2.

I Toute application Lipschitzienne est absolument continue.

I Toute application absolument continue est uniformément continue.

1.8 Sous-différentiel et cône normal

Définition 1.25. [12]

Soient ϕ : E −→ R, x0 ∈ E, telle que ϕ(x0) est finie (ϕ(x0) ∈ R).

Alors un point x′ ∈ E ′ est dit sous gradient à f au point x0 si et seulement si,

ϕ(x)− ϕ(x0) ≥ 〈x′, x− x0〉, ∀x ∈ E
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L’ensemble de tous les points sous gradients à f au point x0 est a appelé sous différentiel

de f au point x0 noté ∂ϕ(x0) i.e.

∂ϕ(x0) = {x′ ∈ E ′/ϕ(x)− ϕ(x0) ≥ 〈x′, x− x0〉 ∀x ∈ E} .

On dit que f est sous différentiable de f au point x0 si ∂ϕ(x0) 6= ∅.

Définition 1.26. [4]

Un sous ensemble C ⊂ H est un cône si,

∀x ∈ C, ∀λ ≥ 0, λx ∈ C.

Définition 1.27. [4]

Soit C ⊂ H, pour tout x ∈ H,XC(x) la fonction indicatrice de C, ∂XC(x) est le cône

normal à C en x définie par,

NC(x) =

{u ∈ H/∀y ∈ C, 〈u, y − x〉 ≤ 0} si x ∈ C

∅ sinon

I Exemple d’un cône normal

1.9 Multi-applications et continuité

Définition 1.28. Soient T, Y deux ensembles non vides, on appelle multi-application dé-

finie sur T à valeurs dans Y , toute application de T ayant sa valeur dans P(Y ) (ensemble

des parties de Y ). On note,

F : T ⇒ Y

t 7−→ F (t).
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c’est à dire ∀t ∈ T ? F(t) est un sous ensemble de Y.

• On appelle domaine de F qu’on note D(F) l’ensemble suivant,

D(F ) = {t ∈ T, F (t) 6= ∅} .

• On appelle image de F qu’on note R(F) l’ensemble,

R(F ) = {x ∈ Y/∃t ∈ T, x ∈ F (t)} .

Définition 1.29. Soit F : T ⇒ Y une multi-application, on appelle multi-application

inverse associée à F la multi-application,

F−1 : Y ⇒ T

y 7−→ F−1(y)

définie par,

t ∈ F−1(y)⇐⇒ y ∈ F (t)

F−1(y) = {t ∈ T, y ∈ F (t)} .

Définition 1.30. Soit F : T ⇒ Y une multi-application, on appelle graphe de F qu’on

note gph(F), le sous ensemble de T × Y défini par,

gph(F ) = {(t, y) ∈ T × Y, y ∈ F (t)} .

Définition 1.31. [1]

Soient X un espace métrique, A, B deux sous ensembles fermés non vide de X

I L’excès ou (écart) de A sur B (de B sur A resp) est défini par,

e(A,B) = sup {d(x,B)/x ∈ A}

e(B,A) = sup {d(y, A)/y ∈ B} .

I On appelle distance de Hausdorff entre A et B, la fonction dH(., .) définie par,

dH(A,B) = max {e(A,B), e(B,A)} .

Définition 1.32. [1]

Soient X, Y deux espaces métriques, et F : X ⇒ Y

I On dit que F est continue, si pour tout x1, x2 ∈ X nous avons,

lim
x1−→x2

dH(F (x)1, F (x2)) = 0.

I On dit que F est Lipschitzienne de rapport k > 0, si pour tout x1, x2 ∈ X nous avons,

dH(F (x)1, F (x2)) ≤ k ‖ x1 − x2 ‖X .
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1.10 Quelques théorèmes utiles

Théorème 1.33. [6]

Soit E un espace de Banach, et soit C un sous ensemble fermé de E, soit T une

contraction stricte de C dans C alors T admet un point fixe unique.

Théorème 1.34. [6]

Soit E un espace de Banach et soit C un sous ensemble fermé de E, soit T un appli-

cation de C dans C. Supposons qu’il existe un entier k tel que T k une contraction stricte

alors T admet un point fixe unique.

Lemme 1.35. [5] (lemme de Zorn)

tout ensemble inductif (i.e.totalement ordonné) non vide admet un élément maximal.

Définition 1.36. [5]

Soient H un espace préhilbertien, C ⊂ H un convexe fermé et y ∈ H. Alors il existe

un unique point x ∈ C tel que, ‖ y − x ‖H= inf
z∈C
‖ z − x ‖H .

On l’appel projection de y sur C ProjC(y) et on a l’inégalité variationnelle suivante,

〈y − ProjC(y), z − ProjC(y)〉 ≤ 0, ∀z ∈ C.

Définition 1.37. [10]

Soit (S,B, µ) un espace mesuré. Une partie N de S est dite négligeable lorsqu’il existe

un y ∈ B contenant N est de mesure nulle.

Définition 1.38. [10]

Lorsqu’une relation P {x} dépend d’une variable x ∈ X, on dit que P {x} est vrais

presque partout (p.p) si l’ensemble des x tel que P {x} ne soit pas vrais est de mesure

nulle (négligeable)



Chapitre 2

Étude des opérateurs maximaux

monotones

Ce chapitre comporte des concepts d’opérateur monotone, aussi on donne une condi-

tion sous laquelle un opérateur monotone sera maximal monotone, cette dernière est une

notion très importante dans la théorie d’opérateur monotone. Puisque la nature d’un opé-

rateur monotone peut être assez difficile à manipuler, soit du point de vue théorique, ou

du point de vue numérique.

D’un autre coté, souvent on se ramène a considérer certaines opérations sur des opéra-

teurs monotones comme par exemple la somme ponctuelle de deux opérateurs monotones,

il est bien connu que cet opérateur donne un opérateur monotone, par contre même si

les opérateurs concernés sont maximaux monotones, le résultat n’est pas obligé d’être un

opérateur maximal.

Les résultats de ce chapitre sont pris de [1],[4],[6],[7],[8],[9] et [11].

Définition 2.1.

Un opérateur multivoque sera une application de H dans P(H).

On identifie toujours A avec son graphe dans H ×H et l’on écrit y ∈ Ax où [x, y] ∈ A.

Définition 2.2.

Soit A un opérateur de H.

I On appelle graphe de A qu’on note gph(A) l’ensemble définie par,

gph(A) = {(x, y) ∈ H ×H; y ∈ Ax} .

I On appelle domaine de A l’ensemble définie par,

17
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D(A) = {x ∈ H,Ax 6= ∅} .

I On appelle l’ensemble des valeurs de A qu’on note R(A) l’ensemble définie par,

R(A) = ∪
x∈H

Ax

Définition 2.3. Soient A et B deux opérateurs de H, soit λ ∈ R, µ ∈ R alors ; λA+µB

est l’opérateur défini comme suite,

H −→ P(H)

x 7−→ (λA+ µB)(x) = λAx+ µBx = {λυ + µω; υ ∈ Ax, ω ∈ Bx}

Avec

D(λA+ µB) = D(A) ∩D(B)

Définition 2.4. l’opérateur A−1 est l’opérateur dont le graphe est symétrique de celui de

A, c’est a dire,

x ∈ A−1y ⇐⇒ y ∈ Ax

et on a

D(A−1) = R(A). (2.1)

Démonstration.

Soit y ∈ H,

y ∈ R(A)⇐⇒ ∃x ∈ H : y = Ax

⇐⇒ ∃x ∈ H : x ∈ A−1y

⇐⇒ A−1y 6= ∅

⇐⇒ y ∈ D(A−1)

�

Définition 2.5. Soient H un espace de Hilbert, soit A : H −→ P(H)

A−1 est l’opérateur de H vers P(H) de graphe, gph(A−1) = {(y, x), (x, y) ∈ gphA} . I
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Exemples sur des graphes de A−1

2.1 Notions d’un opérateur monotone

Les résultats de cette section sont pris de [1],[6]

Définition 2.6. Soit X un espace vectoriel topologique de dual X ′, un opérateur A défini

sur X à valeurs dans X ′ est dit monotone si,

∀x1, x2 ∈ D(A); 〈Ax1 − Ax2, x1 − x2〉 ≥ 0

I Exemples pour des graphes associés à des opérateurs monotones

Remarque 3. La notion d’opérateur monotone dans un espace de Hilbert H apparait

comme cas particulier de celle d’opérateur monotone d’un espace vectoriel dans dual (H

est identifie à son dual).

Définition 2.7. Un opérateur A de H est dit monotone si

∀x1, x2 ∈ D(A); 〈Ax1 − Ax2, x1 − x2〉 ≥ 0

ou plus précisément,

∀y1 ∈ Ax1,∀y2 ∈ Ax2; 〈y1 − y2, x1 − x2〉 ≥ 0 (2.2)
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Exemple 2.8. Soient A et B deux opérateurs monotones de H et pour tout λ > 0, alors

les opérateurs,

i) A+B = {[x, y + z], [x, y] ∈ A, [x, z] ∈ B} .

ii) λA = {[x, λy]; [x, y] ∈ A}.

iii) A−1 = {[y, x]; [x, y] ∈ A} .
sont aussi des opérateurs monotones .

Démonstration.

i) Soient x1, x2 ∈ D(A+B) = D(A) ∩D(B) alors ;

x1, x2 ∈ D(B) et x1, x2 ∈ D(A)

Et comme A et B deux opérateurs monotones alors ;

〈Bx1 −Bx2, x1 − x2〉 ≥ 0

et

〈Ax1 − Ax2, x1 − x2〉 ≥ 0.

Par addition on trouve ;

〈Ax1 − Ax2, x1 − x2〉+ 〈Bx1 −Bx2, x1 − x2〉 ≥ 0

=⇒ 〈(Ax1 − Ax2) + (Bx1 −Bx2), x1 − x2〉 ≥ 0

=⇒ 〈(A+B)x1 − (A+B)x2, x1 − x2〉 ≥ 0

D’ou l’opérateur A+B est un opérateur monotone.

ii) Soient x1, x2 ∈ D(A), soit λ > 0, on a D(λA) = D(A),

donc

x1, x2 ∈ D(A) et A est un opérateur monotone, alors,

〈Ax1 − Ax2, x1 − x2〉 ≥ 0 =⇒ λ〈Ax1 − Ax2, x1 − x2〉 ≥ 0

=⇒ 〈λAx1 − λAx2, x1 − x2)〉 ≥ 0

D’ou, λA est un opérateur monotone.
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iii) Soit x1, x2 ∈ D(A) , soit y1 ∈ Ax1, y2 ∈ Ax2 alors ;

y1, y2 ∈ R(A) et par (2.1) on a, y1, y2 ∈ D(A−1) et x1 ∈ A−1y1, x2 ∈ A−1y2 .

De plus A est un opérateur monotone, donc,

〈y1 − y2, x1 − x2〉 ≥ 0

=⇒ 〈x1 − x2, y1 − y2〉 ≥ 0.

Alors A−1 est un opérateur monotone.

�

On donne maintenant la définition d’un opérateur accrétif dans un espace de Banach

définit par T.Kato. [6]

Définition 2.9. Soit X un espace de Banach de norme ‖.‖. On dit qu’un opérateur A de

X dans P(X) est accrétive si ;

∀x1, x2 ∈ D(A),∀λ > 0, ‖x1 − x2‖ 6 ‖(x1 − x2) + λ(Ax1 − Ax2)‖

Remarque 4.

- La notion d’opérateur monotone dans un espace de Hilbert apparait comme cas

particulier de celle d’opérateur accrétif dans un espace de Banach.

- Accrétif et monotone sont deux notions équivalentes dans un espace de Hilbert.

Proposition 2.10. Soit H un espace de Hilbert, soit A un opérateur de H de norme ‖.‖H .
A est monotone si et seulement si il est accrétif.

Démonstration.

Condition nécessaire

Soit A un opérateur monotone, soit λ > 0, soient x1, x2 ∈ D(A) , y1 ∈ Ax1, y2 ∈ Ax2,

alors,

〈y1 − y2, x1 − x2〉 ≥ 0
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=⇒ 2λ〈y1 − y2, x1 − x2〉 ≥ 0,

=⇒ 2λ〈y1 − y2, x1 − x2〉+ λ2‖y1 − y2‖2 ≥ 0,

=⇒ ‖x1 − x2‖2 + 2λ〈y1 − y2, x1 − x2〉+ λ2‖y1 − y2‖2 ≥ ‖x1 − x2‖2,

=⇒ ‖(x1 − x2) + λy1 − y2‖2 ≥ ‖x1 − x2‖2,

=⇒ ‖(x1 − x2) + λy1 − y2‖ ≥ ‖x1 − x2‖.

Condition suffisante

Soit λ > 0, soient x1, x2 ∈ D(A), y1 ∈ Ax1, y2 ∈ Ax2 , et

‖(x1 − x2) + λy1 − y2‖ ≥ ‖x1 − x2‖.

Alors,

‖(x1 − x2) + λy1 − y2‖2 ≥ ‖x1 − x2‖2

=⇒ ‖x1 − x2‖2 + 2λ〈y1 − y2, x1 − x2〉+ λ2‖y1 − y2‖2 ≥ ‖x1 − x2‖2

=⇒ 2λ〈y1 − y2, x1 − x2〉+ λ2‖y1 − y2‖2 ≥ 0,

On divise par λ, et lorsque λ −→ 0 ; 〈y1 − y2, x1 − x2〉 ≥ 0.

Donc A est monotone. �

Proposition 2.11. Soit ϕ : H −→]−∞,+∞] une fonction propre sur H, le sous diffé-

rentiel ∂ϕ est monotone.

Démonstration.

Soient x1, x2 ∈ H , soient y1 ∈ ∂ϕ(x1), y2 ∈ ∂ϕ(x2), on a par définition,

y1 ∈ ∂ϕ(x1)⇐⇒ ∂ϕ(x2) ≥ ∂ϕ(x1) + 〈x2 − x1, y1〉

y2 ∈ ∂ϕ(x2)⇐⇒ ∂ϕ(x1) ≥ ∂ϕ(x2) + 〈x1 − x2, y2〉

par addition,

ϕ(x1) + ϕ(x2) ≥ ϕ(x1) + ϕ(x2) + 〈x2 − x1, y1〉+ 〈x1 − x2, y2〉.

Alors,

〈x2 − x1, y1〉+ 〈x1 − x2, y2〉 ≤ 0

donc,

〈x1 − x2, y1〉+ 〈x1 − x2,−y2〉 > 0

et par suit,

〈x1 − x2, y1 − y2〉 ≥ 0,∀x1, x2 ∈ H.

D’ou, ∂ϕ est monotone. �
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Proposition 2.12. Soit H un espace de Hilbert, C un convexe fermé de H. Alors l’opé-

rateur ProjC est un opérateur monotone.

Démonstration.

soient x1, x2 ∈ D(ProjC) = D(C). Par définition,

〈x1 − ProjC(x1), z − ProjC(x1)〉 ≤ 0, ∀z ∈ C.

et

〈x2 − ProjC(x2), z
′ − ProjC(x2)〉 ≤ 0, ∀z′ ∈ C.

Pour z = ProjC(x2) ∈ Cet z
′
= ProjC(x1) ∈ C. On obtient ,

〈x1 − Projc(x1), projC(x2)− projC(x1)〉 ≤ 0,

et 〈x2 − ProjC(x2), P rojC(x1)− ProjC(x2)〉 ≤ 0

D’ou,

〈x1 − ProjC(x1) + ProjC(x2)− x2, P rojC(x2)− ProjC(x1)〉 ≤ 0.

〈x1−x2, P rojC(x2)−ProjC(x1)〉+ 〈ProjC(x2)−ProjC(x1), P rojC(x2)−ProjC(x1)〉 ≤ 0

Alors,

−〈x1 − x2, P rojC(x2)− ProjC(x1)〉 ≥ 〈ProjC(x2)− ProjC(x1), P rojC(x2)− ProjC(x1)〉

On conclut que ;

〈x1 − x2, P rojC(x1)− ProjC(x2)〉 ≥‖ ProjC(x2)− ProjC(x1) ‖2≥ 0.

D’ou l’opérateur ProjC est monotone. �

Proposition 2.13. Soient H un espace de Hilbert, (S, β, µ) un espace mesuré positif, soit

un opérateur A : H −→ P(H), et soit A : L2(S,H) −→ L2(S,H) l’opérateur A définie

par

v ∈ Au⇐⇒ v(t) ∈ Au(t) µ.p.p, t ∈ S.

Si A est monotone alors A l’est aussi.
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Démonstration.

Soient u1, u2 ∈ D(A), v1 ∈ Au1, v2 ∈ Au2, t ∈ S et λ > 0.

Donc, u1(t), u2(t) ∈ D(A(t)), v1(t) ∈ Au1(t), v2(t) ∈ Au2(t) Pour tout t ∈ S et A est

monotone, d’après la Proposition (2.10), on obtient

‖ u1(t)− u2(t) ‖≤‖ u1(t)− u2(t) + λ(v1(t)− v2(t)) ‖ .

=⇒‖ u1(t)− u2(t) ‖2≤‖ u1(t)− u2(t) + λ(v1(t)− v2(t)) ‖2

=⇒
∫
S

‖ u1(t)− u2(t) ‖2 dµ(t) ≤
∫
S

‖ u1(t)− u2(t) + λ(v1(t)− v2(t)) ‖2 dµ(t)

=⇒
∫
S

‖ (u1 − u2)(t) ‖2 dµ(t) ≤
∫
S

‖ (u1 − u2 + λ(v1 − v2))(t) ‖2 dµ(t)

=⇒‖ u1 − u2 ‖2
L2(S,H)≤‖ u1 − u2 + λ(v1 − v2) ‖2

L2(S,H)

=⇒‖ u1 − u2 ‖L2(S,H)≤‖ u1 − u2 + λ(v1 − v2) ‖L2(S,H) .

D’ou A est un opérateur monotone. �

2.2 Notions d’un opérateur maximal monotone

Définition 2.14. Un opérateur A de H est dit maximal monotone s’il est maximal dans

l’ensemble des opérateurs monotones.

Proposition 2.15. A est un opérateur maximal monotone si et seulement si A est mo-

notone, et pour tout (x, y) ∈ H × H tel que 〈y − Ax0 , x − x0〉 ≥ 0, ∀x0 ∈ D(A), alors

y ∈ Ax
Ou plus précisément,

〈y − y0, x− x0〉 ≥ 0 ∀ y0 ∈ Ax0, alors y ∈ Ax

I Exemples pour des graphes associés à des opérateurs maximaux monotones
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Remarque 5. Le graphique de n’importe qu’elle opérateur monotone est contenu dan le

graphique d’un opérateur maximal monotone, car l’union d’une famille croissante d’opé-

rateur monotone est évidemment dans le graphique d’un opérateur monotone.

Proposition 2.16. Soit A un opérateur de H, on dit que l’opérateur A est maximal

monotone s’il est monotone et s’il n’existe pas d’opérateur monotone A′ de H , tel que

gph(A) ⊂ gph(A
′
).

Proposition 2.17. Soit H un espace de Hilbert. Si A un opérateur de H. Si A un opérateur

monotone et continue. Alors A est maximal monotone .

Proposition 2.18. Soient H un espace de Hilbert, A un opérateur monotone, alors il

existe Ã : H −→ P(H) un opérateur maximal monotone de H (Ã n’est pas nécessairement

unique) tel que gph(A) ⊂ gph(Ã).

Démonstration.

Le résultat de ce théorème se déduit en utilisant le Lemme de Zorn.

Posons M0 = gph(A) ⊂ H ×H , puisque A est monotone donc M0 est aussi monotone.

Soit

M(M0) = {L ⊂ H ×H/M0 ⊂ L , et L estmonotone}.

Puisque M0 ∈M(M0), doncM(M0) 6= ∅.
Considérant la famille

(Li)i∈I ⊂M(M0) telle que ∀ i,j ∈ I, Li ⊂ Lj ou Lj ⊂ Li,

donc,

L0 =
⋃
i∈I
Li ∈M(M0).

En effet,

∀[x, y], [x1, y1] ∈ L0, ∃i, j ∈ I tels que [x, y] ∈ Li, et [x1, y1] ∈ Lj.

La famille est totalement ordonnée et donc on peut supposer que Lj ⊂ Li ce qui donne

[x, y], [x1, y1] ∈ Li.
Puisque Li est monotone alors, L0 est aussi monotone ,

C’est à dire,
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∃i ∈ I tel que [x, y], [x1, y1] ∈ Li et 〈y − y1, x− x1〉 ≥ 0.

Donc,

∃i ∈ I tel que [x, y], [x1, y1] ∈ L0, 〈y − y1, x− x1〉 ≥ 0

Donc L0 est monotone, et M0 ⊂ L0 . Par le lemme de Zorn, il existe un élément maximal

dansM(M0), cet élément maximal doit correspondre au graphe d’un opérateur maximal

monotone, c’est à dire,

∃Ã : H −→ P(H) maximal monotone tel que gph(A) ⊂ gph(Ã).

�

Proposition 2.19. Soient H un espace de Hilbert et A un opérateur monotone de H, si

A est maximal monotone, alors Ax est convexe fermé pour tout x ∈ D(A).

Démonstration.

Supposons A est maximal monotone. Soient x ∈ D(A) et (yn)n∈N une suite d’éléments de

H convergeant vers y dans H, avec yn ∈ Ax, pour tout n ∈ N.

Pour démontrer que Ax est fermé, il suffit de démontrer que y ∈ Ax, c’est à dire,

〈y − z2, x− z1〉 ≥ 0, ∀z1 ∈ D(A), ∀z2 ∈ Az1

Puisque A est monotone, Alors pour tout n ∈ N,

〈yn − z2, x− z1〉 ≥ 0, ∀z1 ∈ D(A), ∀z2 ∈ Az1.

Par passage à la limite, et par la continuité du produit scalaire, on déduit que ,

〈y − z2, x− z1〉 ≥ 0,∀z ∈ D(A),∀z2 ∈ Az1.

Alors y ∈ Ax, il résulte que Ax est fermé pour tout x ∈ D(A).

Montrons maintenant que Ax est convexe,

Soit x ∈ D(A), Soit y1, y2 ∈ Ax , λ ∈ [0, 1] nous avons,

〈y1 − z2, x− z1〉 ≥ 0,∀z2 ∈ Az1

et,

〈y2 − z2, x− z1〉 ≥ 0,∀z2 ∈ Az1.
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Donc,

λ〈y1 − z2, x− z1〉 ≥ 0,∀z2 ∈ Az1

et

(1− λ)〈y2 − z2, x− z1〉 ≥ 0,∀z2 ∈ Az1.

Alors, en sommant les deux inégalité on trouve,

〈λy1 + (1− λ)y2 + z2, x− z1〉 ≥ 0, ∀z2 ∈ Az1.

Et puisque A est maximal monotone donc,

λy1 + (1− λ)y2 ∈ Ax.

D’où, Ax est convexe. �

Proposition 2.20. Soit A un opérateur définie sur H tel que D(A) = H. On a l’équiva-

lence entre les trois propriétés suivantes,

1. A est maximal monotone.

2. A monotone et R(I + λA) = H,∀λ > 0.

3. Pour tout λ > 0, (I + λA)−1 est un opérateur de contractante définie sur H .

Proposition 2.21. Soit A : H 7−→ P(H) un opérateur maximal monotone et

A : L2
H([0, T ]) −→ P

(
L2
H([0, T ])

)
l’opérateur définie par,

v ∈ Au⇐⇒ v(t) ∈ Au(t)p.p, t ∈ [0, T ]

alors A est un opérateur maximal monotone.

Démonstration.

On aA est un opérateur monotone d’après la Proposition(2.13). Montrons maintenant que

A est maximal monotone, c’est à dire que pour tout λ > 0, R(IL2 + λA) = L2([0, T ];H)

tel que IL2 est l’identité de L2([0, T ];H)

Puisque A est maximal monotone, alors (I+λA)−1 est lipschitzienne de H dans H, d’après

la Proposition (2.20) et par suit est mesurable

Par conséquent, Si g ∈ L2(]0, T [;H). La fonction g définie par, g(t) = (I + λA)−1g(t) est

mesurable.
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Donc, ∃g ∈ L2
H([0, T ]) telle que, h̄ : t −→ (I + λA)−1ḡ(t) ∈ L2

H(]0, T [;H) Considérons

maintenant la fonction : h : t −→ (I + λA)−1g(t)

Nous avons,

‖h‖L2 6 ‖h+ h̄− h̄‖L2

6 ‖h− h̄‖L2 + ‖h̄‖L2

6 ‖(I + λA)−1(g − ḡ)(t)‖L2 + ‖h̄‖L2

6 ‖g − ḡ‖L2 + ‖h̄‖L2

( car (I+λA)−1 est contractant par la Proposition (2.20), comme g et g et h sont des fonc-

tion de L2([0, T ]), on déduit que h est Lebesgue mesurable et appartient à L2(]0, T [;H).

D’autre par nous avons,

h(t) = (I + λA)−1g(t), ∀t ∈ [0, T ]

⇐⇒ g(t) ∈ (I + λA)h(t), ∀t ∈ [0, T ]

⇐⇒ g ∈ λAh+ h

⇐⇒ h ∈ (IL2 + λA)−1g.

c’est à dire, ∀g ∈ L2(]0, T [;H), ∃h ∈ L2
H(]0, T [) telle que, h ∈ (IL2 + λA)−1g.

D’ou R(IL2 + λA) = L2([0, T ], H).

Donc A est maximal monotone sur l’espace L2([0, T ];H). �

Lemme 2.22. Soit A un opérateur monotone. II existe un prolongement A maximal

monotone de A dont le domaine est contenu dans conv(D(A)).

Proposition 2.23. Soit A un opérateur maximal monotone définie sur H alors, A est

faiblement fortement fermé dans H.

c’est à dire,

∀([xn, yn])n ⊂ A;xn ⇀ x, yn → y =⇒ y ∈ Ax

Démonstration.

Soit ([xn, yn])n ⊂ A telle que xn ⇀ x et yn → y.

On a yn ∈ Axn et nous avons A est monotone donc,

〈yn − v, xn − u〉 ≥ 0,∀ [u, v] ∈ A.

donc,

〈yn, xn〉+ 〈v, u〉 − 〈yn, u〉 − 〈v, xn〉 ≥ 0, ∀[u, v] ∈ A.
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Puisque (xn)n converge faiblement vers x, et (yn)n converge fortement vers y, d’après

la proposition(1.9) on obtient, (〈yn, xn〉)n converge fortement vers 〈y, x〉, et (〈v, xn〉)n
converge fortement vers 〈v, x〉.
De plus, nous avons,

‖〈yn − y, u〉‖ ≤ ‖yn − y‖‖u‖ et ‖yn − y‖ −→ 0

On aura,

‖〈yn, u〉 − 〈y, u〉‖ −→ 0

Donc, (〈yn, u〉)n converge fortement vers 〈y, u〉.
En passant à la limite on trouve ,

〈y, x〉+ 〈v, u〉 − 〈y, u〉 − 〈v, x〉 ≥ 0, ∀ [u, v] ∈ A.

Donc,

〈y − v, x− u〉 ≥ 0, ∀[u, v] ∈ A.

Et puisque A est maximal monotone donc y ∈ Ax.
On résulte que A est faiblement fortement fermé. �

Théorème 2.24. Soit C un convexe fermé de H et A un opérateur monotone de H .

Alors pour tout y ∈ H,∃x ∈ C telle que ;

〈u+ x, v − x〉 ≥ 〈y, v − x〉, ∀v ∈ D(A), u ∈ Av.

Exemple 2.25.

i) Si A un opérateur maximal monotone alors A−1 est maximal monotone.

ii) ∀λ > 0, si A est maximal monotone alors λA est maximal monotone.

Démonstration.

(i) D’après l’exemple (2.8 ) A−1 est monotone.

Soit x ∈ D(A), y ∈ H telle que ;

〈x− x0, y − y0〉 ≥ 0, ∀x0 ∈ A−1y0,

donc ,

〈y − y0, x− x0〉 ≥ 0, ∀y0 ∈ Ax0.

Par la maximal monotonie de A on aura,

y ∈ Ax⇐⇒ x ∈ A−1y,

ceci implique que A−1 est maximal monotone.
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ii) D’après l’exemple (2.8), λA est monotone.

Soit x ∈ D(λA), y ∈ H telle que ,〈x− x0, y − y0〉 ≥ 0,∀y0 ∈ (λA)x0.

Donc, ∃z ∈ D(A), z = λx, z0 ∈ D(A), z0 = λx0, 〈λx− λx0, y − y0〉 ≥ 0, ∀y0 ∈ Az0.

Alors,

〈z − z0, y − y0〉 ≥ 0, ∀y0 ∈ Az0.

Comme A est maximal monotone on obtient,

y ∈ Az =⇒ y ∈ (λAx).

Donc λA est maximal monotone.

�

2.3 La maximal monotonie de la somme de deux

opérateur

Proposition 2.26. Soit A et B deux opérateur maximal monotones, A+B est monotone

mais il n’est pas nécessairement maximal monotone car on peut avoir

D(A+B) = D(A) ∩D(B) = ∅.

Démonstration.

Contre-Exemple

Soit A et B deux opérateur maximal monotones, d’après l’exemple (2.8), A+B est mono-

tone mais n’est pas nécessairement maximal monotone.

Soit c ∈ H \ {0} , A = NB̄(c,‖c‖) et B = NB̄(−c,‖c‖),

Par définition du cône normal on a,

A = NB̄(c,‖c‖) =


{α(x− c), α ∈ [0,+∞[} si ‖x− c‖ = ‖c‖

0 si ‖x− c‖ < ‖c‖

∅ sinon
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B = NB̄(−c,‖c‖) =


{β(x+ c), β ∈ [0,+∞[} si ‖x+ c‖ = ‖c‖

0 si ‖x+ c‖ < ‖c‖

∅ sinon

On a aussi D(A+B) = D(A) ∩D(B) = {0} ,
et,

(A+B)(0) = A(0) +B(0) = {−αc+ βc/α ∈ [0,+∞[, β ∈ [0,+∞[} = {γc/γ ∈ R} .

Donc A+B est de domaine borné n’est pas surjectif.

D’où A+B n’est pas maximal monotone. �

Proposition 2.27. [9]

Soit H un espace de Hilbert. Si A et B deux opérateurs maximaux monotones de H tel

que l’un des propriétés suivantes, soient vérifiées,

1) D(B) = H.

2) D(A) ∩ int(D(B)) 6= ∅.

3) 0 ∈ int(D(A)−D(B)).

Alors A+B est maximal monotone.

conséquence 1. Soit α ∈ [0,+∞[, si A est un opérateur maximal monotone, alors A+αI

est maximal monotone.

En effet, pour B = αIH , D(B) = D(αIH)=D(IH) = H, donc A+ αIH est maximal

monotone.

Lemme 2.28. Soit A un opérateur maximal monotone et B un opérateur monotone lip-

schitzien de H dans H, alors A+B est maximal monotone.

Proposition 2.29. Soit J : H −→ H est une contraction et λ ∈ [−1, 1] alors,

I + λJ est maximal monotone.

Démonstration.

On a J est une contraction. Donc, ∀(x, y) ∈ H

‖Jx− Jy‖ ≤ ‖x− y‖.

et par l’inégalité de Cauchy Schwartz,

〈Jx− Jy, x− y〉 ≤ ‖Jx− Jy‖‖x− y‖.
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Donc,

〈(I + λJ)x− (I + λJ)y, x− y〉 = 〈x+ λJx − y + λJy, x− y〉

= 〈x− y, x− y〉+ λ〈Jx − Jy, x− y〉

=‖x− y‖2 − λ〈Jx− Jy, x− y〉

≥‖x− y‖2 − |λ|‖Jx− Jy‖ ‖ x− y ‖

≥ (1− |λ|)‖x− y‖2

≥ 0.

D’où (I + λJ) est monotone. �

2.4 La maximal monotonie du sous différentielle

Théorème 2.30. Soit H un espace de Hilbert et f : H −→ H une fonction convexe et

s.c.i.Alors ∂f est un opérateur maximal monotone sur H. Pour la démonstration on a

besoin du lemme suivant,

Lemme 2.31. Soit ϕ une fonction propre convexe sur H et α ≥ 0. La fonction convexe

x −→ ϕ(x) +
α

2
‖x− y‖2

atteint son minimum en x0 si seulement si α(y − x0) ∈ ∂ϕ(x0).

Démonstration.

Soit x0, y ∈ H,α ≥ 0. On a ϕ(x0) < +∞, car f est propre. Supposant α(y−x0) ∈ ∂ϕ(x0),

alors

ϕ(ε)− ϕ(x0) > 〈α(y − x0), ε− x0〉 ∀ε ∈ H. (2.3)

Et on a,

‖ε− y‖2 = ‖(ε− x0) + (x0 − y)‖2

= ‖ε− x0‖2 + 2〈ε− x0), x0 − y〉+ ‖x0 − y‖2.

Donc,

‖x0 − y‖2 − ‖ε− y‖2 − 2〈ε− x0, y − x0〉 = −‖ε− x0‖2 ≤ 0,

‖x0 − y‖2 − ‖ε− y‖2 ≤ 2〈y − x0, ε− x0〉,
α

2
[‖x0 − y‖2 − ‖ε− y‖2] ≤ α〈y − x0, ε− x0〉,
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et d’après (2.3) on obtient ,

ϕ(ε)− ϕ(x0) ≥ α

2
[‖x0 − y‖2 − ‖ε− y‖2]

ϕ(ε) +
α

2
‖ε− y‖2 ≥ ϕ(x0) +

α

2
‖x0 − y‖2,∀ε ∈ H

.

ψ(ε) ≥ ψ(x0)∀ε ∈ H

D’où, la fonction

x 7−→ ϕ(x) +
α

2
|x− y|2

atteint son minimum en x0.

Inversement,

Soit y ∈ H,α > 0, soit x0 est le minimum de la fonction

x 7−→ ϕ(x) +
α

2
‖x− y‖2,

c’est à dire,

ϕ(ε) +
α

2
‖ε− y‖2 ≥ ϕ(x0) +

α

2
‖x0 − y‖2,∀ε ∈ H.

Donc

ϕ(ε)− ϕ(x0) ≥ α

2
[‖x0 − y‖2 − ‖ε− y‖2]

En prenant, ε = (1− t)x0 + tη avec t ∈ [0, 1].

On obtient,

ϕ(ε)− ϕ(x0) ≥ α

2
[‖x0 − y‖2 − ‖(1− t)x0 + tη − y‖2]

=
α

2
[‖x0 − y‖2 − ‖(x0 − y) + t(η − x0)‖2]

=
α

2
[‖x0 − y‖2 − ‖x0 − y‖2 + 2t〈y − x0, η − x0〉+ t2‖η − x0)‖2

=
α

2
[2t〈y − x0, η − x0〉 − t2‖η − x0‖]2 (2.4)

et puisque ϕ est un fonction convexe donc,

ϕ(ε) = ϕ((1− t)x0 + tη) ≤ (1− t)ϕ(x0) + tϕ(η)

ϕ(ε)− ϕ(x0) ≤ t (ϕ(η) + ϕ(x0)) (2.5)

de(2.5) et(2.6) on obtient,

t(ϕ(η) + ϕ(x0)) ≥ α

2

[
2t〈y − x0, η − x0〉+ t2|η − x0|2

]
on divisant par t,

φ(η)− φ(x0) ≥ α〈y − x0, η − x0〉 − (
α

2
)t|η − x0|2.
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On faisant tendre t vers 0 on obtient,

ϕ(η)− ϕ(x0) ≥ α〈y − x0, η − x0〉,∀η ∈ H

ϕ(η)− ϕ(x0) ≥ 〈α(y − x0), η − x0〉,∀η ∈ H

Donc, α(y − x0) ∈ ∂ϕ(x0). �

Revenons maintenant pour démontrer le théorème(2.30)

Démonstration.

On sait d’après la proposition (2.11) que ∂f est monotone, pour montrer qu’il est maximal,

on doit démontrer que R(I + ∂f) = H

D’après la proposition (2.20)

Il est claire que R(I + ∂f) ⊂ H.

Montrons maintenant que R(I + ∂f) ⊃ H,

soit y ∈ H, et montrons que y ∈ R(I + ∂f), c’est à dire,

y ∈ ∪
x∈D(I+∂f)

(I + ∂f)(x)⇐⇒ ∃x0 ∈ D(I + ∂f) tel que y ∈ (I + ∂f)(x0)

⇐⇒ ∃x0 ∈ D(I + ∂f) tel que y ∈ x0 + ∂f(x0).

Soit y ∈ H, la fonction x 7−→ f(x) +
1

2
‖x− y‖2 est convexe s.c.i et tend vers +∞ lorsque

‖x‖ −→ +∞,donc d’après le lemme (2.31) elle atteint donc son minimum en x0 ∈ H.

On conclu y ∈ x0 + ∂f(x0), d’ou ∂f est maximal monotone. �

Exemple

Soit H un espace de Hilbert, pour tout x ∈ H, supposons

h(x) =

x si x ≥ 0

+∞ sinon
, g(x) = x

On a h est une fonction propre convexe continue et

∂h(x) =


1 si x > 0

]−∞, 1] six = 0

∅ sinon

, ∂g(x) = {1}
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Donc

gph(∂h) = [0,+∞[×]−∞, 1]

gph(∂g) = R× 1

c’est à dire gph∂h * gph∂g, d’où ∂h est maximal monotone.

Proposition 2.32. [8]

Le sous-différentielle d’une fonction convexe et propre est non nécessairement maximal

monotone .

Contre-Exemple

Soit H un espace de Hilbert, pour tout x ∈ H, supposons

f(x) =

x si x > 0

+∞ sinon
, g(x) = x

On a f est une fonction propre et convexe et

∂f(x) =

1 si x > 0

∅ sinon
, ∂g(x) = {1}

mais, gph(∂f) =]0,+∞[×1 ⊂ R× 1 = gph(∂g).

D’où ∂f est n’est pas maximal monotone.



Chapitre 3

Existence de solutions pour une

inclusion différentielle du premier ordre

gouvernée par un opérateur maximal

monotone

L’objet de ce chapitre est de l’étude dans un espace de Hilbert, une inclusion

différentielle du premier ordre de type,

−du
dt

(t) ∈ Au(t) p.p. t ∈ [0,+∞[.

où, A est un opérateur multivoque maximal monotone, en suite en fait l’étude pour une

généralisation du théorème précédent à un problème perturbée par une fonction

f ∈ L1([0,+∞;H[), c’est à dire,

−du
dt
∈ Au(t) + f(t) p.p. t ∈ [0,+∞[

3.1 Résultats préliminaires

Nous allons commencer par rappeler quelques résultats qui nous seront utile dans la

preuve du résultat principal ce qui sont pris de [1], [6], [3]

36
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3.1.1 Approximation de yosida

On montre qu’un opérateur A maximal monotone peut être approché dans un certain

sens par des applications univoques Lipschitziennes Aλ :H −→ H, qui sont maximaux

monotones.

Ces applications appelées l’approximation de Yosida, jouent un rôle important.

Définition 3.1. Soit H un espace de Hilbert. Soit A un opérateur maximal monotone

définie sur H.

1) Pour λ > 0, l’opérateur Jλ : H −→ D(A) ⊂ H définie par Jλ = (I + λA)−1 est

appelé la résolvante de A .

2) Pour λ > 0, l’opérateur Aλ : H −→ D(A) ⊂ H définie par Aλ = 1
λ
(I − Jλ) , est

appelé approximation de Yosida de A.

Proposition 3.2. Soit H un espace de Hilbert, A : D(A) ⊂ H −→ P(H), un opérateur

maximal monotone

i) Jλ, Aλ sont univoques.

ii) (Aλ)µ = Aλ+µ pour tout λ, µ > 0.

iii) Pour tout x ∈ D(A) on a |Aλx| ≤ |A◦x|, avec |A◦x| = inf {‖y‖, y ∈ Ax} et
Aλx −→ A◦x quand λ ↓ 0 avec |Aλx− A◦x|2 ≤ |A◦x|2 − |Aλx|2.

Démonstration.

i) Supposons que Aλ n’est pas univoque, soient y1, y2 l’image de x par Jλ telle que

Jλx = (I + λA)−1x, soit

y1 ∈ (I + λA)−1x⇐⇒ x ∈ (I + λA)(y1)

⇐⇒ x ∈ y1 + λAy1

⇐⇒ x− y1 ∈ λAy1.

On a, aussi,

y2 ∈ (I + λA)−1x⇐⇒ x ∈ (I + λA)(y2)

⇐⇒ x ∈ y2 + λAy2

⇐⇒ x− y2 ∈ λAy2.



3.1. Résultats préliminaires 38

et comme λA est monotone d’après l’exemple (2.8), on aura

〈x− y1 − x+ y2, y1 − y2〉 ≥ 0⇐⇒ 〈y2 − y1, y1 − y2〉 ≥ 0

⇐⇒ −〈y1 − y2, y1 − y2〉 ≥ 0

⇐⇒ ‖y1 − y2‖2 ≤ 0.

D’ou y1 − y2 = 0,

alors y1 = y2 donc Jλ est univoque, et par suit Aλ = 1
λ
(I − Jλ) est univoque .

ii) En premier lieu remarquant que

[x, y] ∈ Aλ ⇐⇒ [x− λy, y] ∈ A. (3.1)

En effet,

[x, y] ∈ Aλ ⇐⇒ y ∈ Aλx =
1

λ
(I − Jλ)x,

⇐⇒ λy ∈ (I − Jλ)x,

⇐⇒ x− λy ∈ Jλx,

⇐⇒ x− λy ∈ (I + λA)−1x,

⇐⇒ x ∈ (I + λA)(x− λy),

⇐⇒ x− x+ λy ∈ λA(x− λy),

⇐⇒ y ∈ A(x− λy).

⇐⇒ [x− λy, y] ∈ A.

Donc, on applique cette équivalence deux fois on obtient,

[x, y] ∈ Aλ+µ ⇐⇒ [x− (λ+ µ)y, y] ∈ A.

⇐⇒ [x− λy − µy, y] ∈ A.

⇐⇒ [x− µy, y] ∈ Aλ.

⇐⇒ [x, y] ∈ (Aλ)µ.

D’ou

(Aλ)µ = Aλ+µ.

iii) Soient x ∈ D(A), z = A◦x, y = Aλx Donc z ∈ Ax et par (3.1) y ∈ A(x− λy) et

comme A est monotone et par l’inégalité de Cauchy Schwartz on obtient,
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〈z − y, x− (x− λy)〉 ≥ 0⇐⇒ λ〈A◦x− Aλx,Aλx〉 ≥ 0

⇐⇒ 〈A◦x,Aλx〉 − |Aλx|2 ≥ 0

⇐⇒ |A◦x||Aλx| ≥ |Aλx|2

⇐⇒ |Aλx| ≤ |A◦x|.

Substituant Aµ à A dans les inégalités précédentes et utilisant (ii), on obtient

|Aλ+µx|2 ≤ 〈Aλx,Aλ+µx〉 et |Aλ+µx| ≤ |Aλx|, ∀λ, µ > 0.

On en déduit que, |Aλ+µx− Aλx|2 ≤|Aλx|2−|Aλ+µx|2

|Aλx| est borné quand λ −→ 0, (Aλx) est de Cauchy et par suite Aλx −→ y alors,

|y| ≤ |A◦x|, mais y ∈ Ax c’est à dire |A0x| ≤ y implique y = A◦x, ce qui donne

Aλx −→ A◦x .

�

Proposition 3.3. Soient H un espace de Hilbert, A : D(A) ⊂ H un opérateur maximal

monotone. Alors,

1. Jλ est une contraction de H dans H.

2. ‖ Aλ(x)− Aλ(y) ‖H≤ 1
λ
‖ x− y ‖H ∀x, y ∈ D(A), ∀λ > 0.

Démonstration.

1) Soient x, y ∈ D(A).

Soient xλ = (I + λA)−1x, yλ = (I + λA)−1y c’est à dire, xλ = Jλx, yλ = Jλy.

On a A est maximal monotone,

donc,

x ∈ λAxλ − xλ,
et,

y ∈ λAyλ − yλ donc, y − x ∈ λ(Ayλ − Axλ) + xλ − yλ.
Multipliant par xλ − yλ on obtient,

〈y − x, xλ − yλ〉 = λ〈y′ − x′ , xλ − yλ〉−‖xλ − yλ‖2, x
′ ∈ Axλ, y

′ ∈ Ayλ,

= −λ〈x′ − y′ , xλ − yλ〉−‖xλ − yλ‖2.

Donc

−〈x− y, xλ − yλ〉 = −λ〈x′ − y′ , xλ − yλ〉−‖xλ − yλ‖2,
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〈x− y, xλ − yλ〉 = λ〈x′ − y′ , xλ − yλ〉+‖xλ − yλ‖2,

comme A est monotone on trouve,

‖x− y‖ ‖xλ − yλ‖ ≥‖xλ − yλ‖2,

d’ou,

‖xλ − yλ‖ ≤‖x− y‖.

donc, Jλ est lipschitzienne, de plus c’est une contraction de H dans H.

2) Nous avons,

0 ∈ λAJλx+ Jλx− x⇐⇒
x− Jλx

λ
∈ AJλx,

⇐⇒ Aλx ∈ AJλx.

De plus,

Aλx = x−Jλx
λ

=⇒ x = λAλx+ Jλx.
On a, ∀x, y ∈ D(A),∀λ > 0

‖x− y‖ ‖Aλx− Aλy‖ ≥ 〈Aλx− Aλy, x− y〉

= 〈Aλx− Aλy, λAλx+ Jλx− λAλy − Jλy〉

= λ〈Aλx− Aλy, Aλx− Aλy〉+ 〈Aλx− Aλy, Jλx− Jλy〉

= λ‖Aλx− Aλy‖2 + 〈Aλx− Aλy, Jλx− Jλy〉.

Puisque Aλx ∈ AJλx et A est monotone alors,

〈Aλx− Aλy, Jλx− Jλy〉 ≥ 0,

d’ou,

‖x− y‖ ‖Aλx− Aλy‖ ≥ λ‖Aλx− Aλy‖2,

donc,

‖Aλx− Aλy‖ ≤ 1
λ
‖x− y‖.

Par conséquent Aλ est lipschitzienne de constante 1
λ
.

�
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3.1.2 Équations différentielles ordinaires sur des ensembles

convexes

Soit H un espace de Hilbert, et soit C un ensemble fermé de H.

Soit pour presque tout t ∈]0, T [, une application J(t) de C vérifiant,

(1) ‖ J(t)x− J(t)y ‖≤ L ‖ x− y ‖,∀x, y ∈ C, où L est indépendante de t.

(2) Pour tout x ∈ C, 1’application t 7−→ J(t)x est intégrable.

Théorème 3.4. On fait les hypothèses (1) et (2). Alors pour tout u0 ∈ C, il existe une

fonction u(t) unique telle que

(3) u est absolument continue sur [0, T ], dérivable p.p. sur ]0, T [, u(t) ∈ C pour tout

t ∈ [0, T ]

(4) du
dt

(t) + u(t)− J(t)u(t) = 0, p.p. sur ]0, T [.

(5) u(0) = u0.

Démonstration.

Soit u une fonction vérifie (3) et (5).

Posons v(t) = etu(t), l’équation (4) s’écrit alors,

dv

dt
(t) = et

du

dt
(t) + etu(t) = etJ(t)e−tv(t).

D’ou l’on déduit que,

v(0) = e0u(0) = u(0) et u est absolument continue donc v est absolument continue.

v(t) = v0 +

t∫
0

dv

ds
(s)ds

= u0 +

t∫
0

esJ(s)e−sv(s)ds,

donc,

u(t) = e−tv(t) = e−tu0 +

t∫
0

es−tJ(s)e−sv(s)ds.

Par conséquent,

u(t) = e−tu0 +

t∫
0

es−tJ(s)u(s)ds. (3.2)

On considère l’ensemble ζ défini par,
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ζ = {u ∈ C([0, T ];H), u(t) ∈ C, ∀t ∈ [0, T ]} .

On défini l’application B de ζ dans ζ par,

Bu(t) = e−tu0 +

t∫
0

es−tJ(s)u(s)ds.

On a pour tout u ∈ ζ, la fonction, s 7−→ J(s)u(s) est intégrable.

D’autre part, Bu(t) ∈ C, pour tout t ∈ [0, T ].

En effet,

t∫
0

es−tJ(s)u(s)ds

t∫
0

es−tds

∈ C

et donc,

t∫
0

es−tJ(s)u(s)ds ∈ (1− e−t)C.

et u0 ∈ C, d’où,

e−tu0 +

t∫
0

es−tJ(s)u(s)ds ∈ C.

Montrons maintenant que Bk est une contraction stricte de ζ dans ζ.

En effet, on a

‖Bu1(t)−Bu2(t)‖ = ‖e−tu0 +

t∫
0

es−tJ(s)u1(s)ds− e−tu0 −
t∫

0

es−tJ(s)u2(s)ds‖

= ‖
t∫

0

es−t(J(s)u1(s)− J(s)u2(s))ds‖

≤
t∫

0

es−t‖J(s)u1(s)− J(s)u2(s)‖ds.
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Par (1) on obtient,

‖ Bu1(t)−Bu2(t) ‖ ≤ L

t∫
0

es−t ‖ u1(s)− u2(s) ‖ ds

≤ L‖u1 − u2‖
t∫

0

es−tds

≤ L‖u1 − u2‖(1− e−t)

≤ Lt ‖ u1 − u2 ‖ .

Il en résulte que,

‖B2u1(t)−B2u2(t)‖ = ‖B(Bu1(t))−B(Bu2(t))‖

= ‖e−tu0 +

t∫
0

es−tJ(s)Bu1(s)ds− e−tu0 −
t∫

0

es−tJ(s)Bu2(s)ds‖

= ‖
t∫

0

es−t(J(s)(Bu1(s)−Bu1(s)))ds‖

≤
t∫

0

es−t‖J(s)(Bu1(s)−Bu1(s))‖ds.

D’après(1) on obtient,

‖ B2u1(t)−B2u2(t) ‖ ≤ L

t∫
0

es−t ‖ Bu1(s)−Bu2(s) ‖ ds

≤ L

t∫
0

es−tLs‖u1 − u2‖ds

≤ L2 ‖ u1 − u2 ‖
t∫

0

ses−tds

≤ L2 ‖ u1 − u2 ‖ (e−t + t− 1)

=
L2t2

2
‖ u1 − u2 ‖ .

Par récurrence on obtient,

‖ Bku1(t)−Bku(t) ‖ ≤ Lktk

k !
‖ u1 − u2 ‖,

≤ (Lt)k

k !
‖ u1 − u2 ‖ .
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D’où Bk est un contraction stricte. On déduit par le théorème(1.34) que B admet un

point fixe dans C, c’est à dire, u ∈ C tel que Bu(t) = u(t).

Donc, e−tu0 +
t∫

0

es−tJ(s)u(s)ds = u(t).

D’ou, (3) et (5) sont vérifiés. �

Corollaire 3.5. Soit H un espace de Hilbert, soit C un convexe fermé de H.

Soit Pour presque tout t ∈]0, T [, une application J(t) de C vérifiant (1) et (2). Alors

pour tout u0 ∈ C et tout λ > 0, il existe une fonction u(t) unique vérifiant (3),(5) et (6)

(6)
du(t)

dt
+
u(t)− J(t)u(t)

λ
= 0, p.p. t ∈]0, T [.

De plus on a,

(7) u(t) = e
−t
λ u0 +

1

λ

t∫
0

e
s−t
λ J(s)u(s)ds.

Démonstration.

Par le changement de fonction v(t) = u(λt) dans la forme (4),

dv

dt
(t) + v(t)− J(t)v(t) = 0

=⇒ du(λt)

dt
+ u(λt)− J(t)u(λt) = 0

=⇒ λ
du(λt)

dt
+ u(λt)− J(t)u(λt) = 0

=⇒ du(λt)

dt
+
u(λt)− J(t)u(λt)

λ
= 0

=⇒ dv

dt
(t) +

v(t)− J(t)v(t)

λ
= 0.

D’où (6).

Et on a,

v(t) = e−tv0 +

t∫
0

es−tJ(s)v(s)ds

= u(λt) = e−tv0 +

t∫
0

es−tJ(λs)u(λs)ds
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Pour t′ = λt, s
′
= λs, alors ds′ = λds et quand s = 0, s

′
= 0 et quand s = t

′

λ
, s
′
= t

′

donc,

u(t
′
) = e

−t
′

λ u0 +

t
′

λ∫
0

es−
t
′

λ J(λs)u(λs)ds

= e
−t
′

λ u0 +
1

λ

t
′∫

0

e
s
′

λ
− t
′

λ J(s
′
)u(s

′
)ds

′
.

D’où (7)

Donc, (4) ⇐⇒ (6), et (3.2) ⇐⇒ (7). �

Théorème 3.6. Soit H un espace de Hilbert, et soit C un convexe fermé de H.

Soit, Pour presque tout t ∈]0, T [ une application J(t) de C vérifiant (1) et (2)

Soient λ > 0, f, f̃ ∈ L1([0, T ];H), soient u et ũ des solutions respectives des équations,

du

dt
(t) +

1

λ

(
u(t)− J(t)u(t)

)
= f(t) p.p.surt ∈ ]0, T [.

du

dt
(t) +

1

λ

(
ũ(t)− J(t)ũ(t)

)
= f̃(t) p.p.surt ∈ ]0, T [.

Alors,

(8) ‖ u(t)− ũ(t) ‖≤ e
(L−1)t
λ ‖ u(0)− ũ(0) ‖ +

t∫
0

e
(L−1)(t−s)

λ ‖ f(s)− f̃(s) ‖ ds.

Démonstration.

Posons pour presque tout t ∈]0, T [, un application J̃ :]0, T [−→ H, défini par,

J̃(t)x = J(t)x+ λf(t),

et montrons queJ̃ vérifie (1) et (2),

‖J̃(t)x− J̃(t)y‖ = ‖J(t)x+ λf(t)− J(t)y − λf(t)‖

= ‖J(t)x− J(t)y‖

D’après (1)

‖J̃(t)x− J̃(t)y‖ ≤ L‖x− y‖.

Puisque t 7−→ J(t)x est intégrable, et f ∈ L1 donc t 7−→ J̃(t)x est intégrable,
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doù J̃ vérifie (1) et (2), donc par le corollaire (3.5) on obtient,

u(t) = e
−t
λ u(0) +

1

λ

t∫
0

e
s−t
λ [J(s)u(s) + λf(s)]ds.

ũ(t) = e
−t
λ ũ(0) +

1

λ

t∫
0

e
s−t
λ [J(s)ũ(s) + λf̃(s)]ds.

Par soustraction, il vient pour tout t ∈]0, T [,

‖u(t)− ũ(t)‖= e
−t
λ ‖u(0)− ũ(0)‖+ 1

λ

t∫
0

e
s−t
λ ‖J(s)u(s)− J(s)ũ(s)‖+λ‖f(s)− f̃(s)‖ds

et par (1),

‖u(t)− ũ(t)‖ ≤ e
−t
λ ‖u(0)− ũ(0)‖+ L

λ

t∫
0

e
s−t
λ ‖u(s)− ũ(s)‖ds+

t∫
0

e
s−t
λ ‖f(s)− f̃(s)‖ds.

Posons,φ(t) = e
t
λ‖u(t)− ũ(t)‖, on obtient,

φ(t) ≤ φ(0) +
L

λ

t∫
0

φ(s)ds+

t∫
0

e
s
λ‖f(s)− f̃(s)‖ds.

Soit B : [0, T ] −→ H une application définie par,

B(t) = φ(0) +
L

λ

t∫
0

φ(s)ds+

t∫
0

e
s
λ‖f(s)− f̃(s)‖ds

donc,

φ(t) ≤ B(t),

alors,

B
′
(t) =

L

λ
φ(t) + e

t
λ‖f(t)− f̃(t)‖

≤ L

λ
B(t) + e

t
λ‖f(t)− f̃(t)‖

(3.3)

Et puisque,

(e−
L
λ
tB(t))

′
=
−L
λ
e−

L
λ
tB(t) + e−

L
λ
tB
′
(t)

= e−
L
λ
t
(−L
λ
B(t) +B

′
(t)
)
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Par (3.3) on obtient,

≤ e−
L
λ
te

t
λ‖f(t)− f̃(t)‖

e−
L
λ
tB(t)−B(0) ≤

t∫
0

e−
L
λ
se

s
λ‖f(s)− f̃(s)‖ds

B(t) ≤ e
L
λ
t
(
φ(0) +

t∫
0

e−
L
λ
se

s
λ‖f(s)− f̃(s)‖ds

)
et on a, φ(t) ≤ B(t), d’où

e−
t
λ‖u(t)− ũ(t)‖≤ e

L
λ
t
[
‖u(0)− ũ(0)‖+

t∫
0

e
(1−L)s
λ ‖f(s)− f̃(s)‖ds

]

‖u(t)− ũ(t)‖≤ e
(L−1)t
λ) ‖u(0)− ũ(0)‖+

t∫
0

e
(L−1)t
λ e

(1−L)s
λ ‖f(s)− f̃(s)‖ds.

et l’estimation (8) en résulte. �

Théorème 3.7. Soient H espace de Hilbert, C un convexe fermé de X,

Soit J une application de C dans H vérifiant,

‖Jx− Jy‖ ≤ L ‖ x− y ‖,∀x, y ∈ C.

Soit λ > 0, et soit f une fonction absolument continue de [0, T ] dans H dérivable p.p.

Soit u(t) une solution ( de classe C1 ) de l’équation,

du

dt
(t) +

1

λ
(u(t)− Ju(t)) = f(t)

Alors, pour tout t ∈ [0, T ] on a,

(9) ‖ du
dt

(t) ‖ ≤ e
(L−1)t
λ ‖ du

dt
(0) ‖ +

t∫
0

e
(L−1)(t−s)

λ ‖ df
dt

(s) ‖ ds

= e
(L−1)t
λ ‖ f(0)− 1

λ
(u(0)− Ju(0) ‖ +

t∫
0

e
(L−1)(t−s)

λ ‖ df
dt

(s) ‖ ds.

En particulier,

I si f ≡ 0 et si L = 1, la fonction, t 7−→‖ du
dt

(t) ‖ est décroissante.

I lorsque L < 1, la fonction t 7−→‖ du
dt

(t) ‖ décroît exponentiellement vers 0, et u(t)

tend vers le point fixe de J quand t −→ +∞.
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Théorème 3.8. (théorème d’existence de Cauchy).

Soient H une espace de Hilbert réel et f : [0, T ]×H −→]−∞,+∞] une fonction propre

continue et Lipschitzienne, on se fixe y0 ∈ R. Alors l’équation différentielle suivante,y
′(t) = f(t, y(t))

y(0) = y0

admet une solution unique y : [0, T ] −→ H de classe C1.

Lemme 3.9. Soit A un opérateur monotone alors,

1. Aλv = A(Jλv), ∀v ∈ H,∀λ > 0.

2. Aλv = JλAv, ∀v ∈ D(A),∀λ > 0.

3. |Aλv| ≤ |Av|, ∀v ∈ D(A),∀λ > 0.

4. lim
λ−→0

Jλv = v, ∀v ∈ H
5. lim

λ−→0
Aλv = Av, ∀v ∈ D(A).

6. 〈Aλv, v〉 ≥ 0, ∀v ∈ H,∀λ > 0.

7. |Aλv| ≤
1

λ
|v|, ∀v ∈ H,∀λ > 0.

3.2 L’étude de l’existence et l’unicité de solutions

Nous consacrons cette section à l’étude de l’existence et l’unicité de solution du

problème,

(P)

−
du
dt
∈ Au(t) p.p.t ∈ [0,+∞[

u(0) = u0 ∈ D(A)

Il existe plusieurs auteurs qui ont démontre l’existence de solutions de ce problème.

Dans ce mémoire, on s’intéresse à la démonstration pris de [1],[6].

Nous somme maintenant en mesure de donner notre principal théorème d’existence.

Théorème 3.10. Soit H un espace de Hilbert, A un opérateur multivoque maximal

monotone de H dans H. Alors,

Pour tout u0 ∈ D(A), il existe une fonction u de [0,+∞[ dans H unique telle que,

• u(t) ∈ D(A),∀t > 0.

• u est lipschitzienne sur [0,+∞[.

•
du

dt
∈ L∞(]0,+∞[;H) et ‖du

dt
(t)‖L∞ ≤ ‖A◦u◦‖.
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De plus, u vérifie les propriétés suivantes,

1) u admet en tout t ∈ [0,+∞[ un dérivée à droite et,

du+

dt
(t) + A◦u(t) = 0,∀t ∈ [0,+∞[

2) La fonction t −→ A◦u(t) est continue à droite et la fonction t −→|A◦u(t)| est
décroissante.

3) Si u et ũ désignent deux solutions de (P) on a alors,

‖u(t)− ũ(t)‖ ≤ ‖u0 − ũ0‖,∀t ∈ [0,+∞[.

Démonstration.

L’unicité :

Soient u et ũ deux solutions de (P) tel que, u(0) = u0, ũ(0) = ũ0−
du

dt
(t) ∈ Au(t) p.p. t ∈ [0,∞[.

u(0) = u0

(3.4)

−
dũ

dt
(t) ∈ Aũ(t) p.p. t ∈ [0,∞[.

ũ(0) = ũ0

il résulte de la monotonie de A que, pour p.p. t ∈ [0,∞[

〈Au(t)− Aũ(t), u(t)− ũ(t)〉 ≥ 0.

Alors,

〈−du
dt

(t) +
dũ

dt
(t), u(t)− ũ(t)〉 ≥ 0.

Donc,

−〈du
dt

(t)− dũ

dt
(t), u(t)− ũ(t)〉 ≥ 0.

De plus, on a

d

dt
‖u(t)− ũ(t)‖2= 2

d

dt
〈u(t)− ũ(t), u(t)− ũ(t)〉.

Alors,
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d

dt
‖u(t)− ũ(t)‖2 ≤ 0, p.p.sur[0,∞[

Par intégration de 0 à t, pour tout t ∈ [0,∞[, on obtient,

‖u(t)− ũ(t)‖2 − ‖u(0)− ũ(0)‖2 =

∫ t

0

d

ds
‖u(s)− ũ(s)‖2ds ≤ 0.

Par conséquent,

‖u(t)− ũ(t)‖2 ≤ ‖u(0)− ũ(0)‖2.

Donc,

‖u(t)− ũ(t)‖ ≤ ‖u(0)− ũ(0)‖. (3.5)

En particulier, pour u(0) = ũ(0) = u0 on trouve,

‖u(t)− ũ(t)‖ ≤ 0,∀t ∈ [0,∞[

Alors,

u(t) = ũ(t),∀t ∈ [0,∞[.

D’ou l’unicité de la solution. Alors le problème (P) admet une solution unique. �

L’existence :

Pour démontrer l’existence nous utiliserons la technique de régularisation de yosida.

La démonstration est basée sur la définition de solution approximatives comme solutions

aux équations différentielles ordinaire lorsque A est remplacé par l’approximation de

Yosida de A,

−duλ
dt

(t) = Aλuλ(t) ∀t ∈ [0,+∞[.

On vérifie que la suite des solutions (uλ(.))λ est une suite de cauchy, et que sa limite u(.)

est en fait une solution à l’inclusion différentielle (P)

Étape 1

On a ‖du
dt
‖ est décroissante.

En effet,

Soit u un solution défini dans (3.4). Soit h>0, considérons l’application,

v : [0,+∞[−→ H définie par v(t) = u(t+ h).
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Alors,

dv

dt
(t) =

du

dt
(t+ h) ∈ −Au(t+ h) = −Av(t) et v(0) = u(0 + h) = u(h).

D’après (3.5), on obtient,

‖v(t)− u(t)‖ ≤ ‖v(0)− u(0)‖.

c’est à dire,

‖u(t+ h)− u(t)‖ ≤ ‖u(h)− u(0)‖

en divisant par h,

‖u(t+ h)− u(t)

h
‖ ≤ ‖u(t)− u(0)‖

h

et quand h −→ 0 on obtient,

‖du
dt

(t)‖ ≤ ‖dv
dt

(0)‖,∀t ∈ [0,+∞[ (3.6)

On considère l’équation approché,

(Pλ)


duλ
dt

+ Aλuλ = 0, ∀t ∈ [0,∞[

uλ(0) = u0

Aλ est l’approximation de Yosida de A. Puisque Aλ est univoque et lipschitzienne

d’après la proposition 3.3.(2). Alors, par le théorème (3.8), (Pλ) admet une solution uλ
de classe C1 unique.

On a par la proposition (3.3)Aλ est monotone, donc on remplace u par uλ dans (3.6) on

obtient,

‖Aλuλ (t) ‖ = ‖(duλ
dt

) (t) ‖ 6 ‖(duλ
dt

) (0) ‖ = ‖Aλuλ (0) ‖ = ‖Aλu◦‖,

et d’après la proposition 3.2.(iii) on obtient,

‖Aλu◦‖ ≤ ‖A◦u◦‖,

Donc,

‖Aλuλ (t) ‖ ≤ ‖A◦u0‖. (3.7)

Étape 2

Nous allons Montrons que les solutions (uλ)λ de (Pλ) converge vers une solution de (P)

Montrons que la suite (uλ)λ converge uniformément vers u sur [0,T], quand λ −→ 0.
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En effet,

H est tant un espace de Hilbert, montrons (uλ)λ est une suite de Cauchy dans

C([0,T] ;H). Soit t ∈ [0, T ], on a pour λ, µ > 0,(
duλ
dt

(t) + Aλuλ (t)

)
−
(
duµ
dt

(t) + Aµuµ (t)

)
= 0

donc,
duλ
dt

(t)− duµ
dt

(t) + Aλuλ (t)− Aµuµ (t) = 0.

D’ou, en prenant le produit scalaire de l’expression ci-dessus avec (uλ − uµ) on obtient

〈duλ
dt

(t)− duµ
dt

(t) , uλ (t)− uµ (t)〉+ 〈Aλuλ (t)− Aµuµ (t) , uλ (t)− uµ (t)〉 = 0

Et on a,

〈uλ (t)− uµ (t) ,
duλ
dt

(t)− duµ
dt

(t)〉 =
1

2

d

dt
〈uλ (t)− uµ (t) , uλ (t)− uµ (t)〉

=
1

2

d

dt
‖uλ(t)− uµ(t)‖2

On obtient,

1

2

d

dt
‖uλ (t)− uµ (t) ‖2 + 〈Aλuλ (t)− Aµuµ (t) , uλ (t)− uµ (t)〉 = 0. (3.8)

Or,

〈Aλuλ (t)− Aµuµ (t) , uλ (t)− uµ (t)〉

= 〈Aλuλ (t)− Aµuµ (t) , (uλ (t)− Jλuλ (t)) + (Jλuλ (t)− Jµuµ (t)) + (Jµuµ (t)− uµ (t))〉

= 〈Aλuλ (t)−Aµuµ (t) , λAλuλ (t)−µAµuµ (t)〉+ 〈Aλuλ (t)−Aµuµ (t) , Jλuλ (t)−Jµuµ (t)〉

Car on a, ∀v ∈ D(A), v(t)− Jλv(t) = λAλv(t).

Et par le lemme 3.9.(2)

∀λ > 0, Aλv(t) = A(Jλv(t)),∀v ∈ H

Donc,

〈Aλuλ (t)− Aµuµ (t) , uλ (t)− uµ (t)〉 =

〈Aλuλ(t)−Aµuµ (t) , λAλuλ (t)−µAµuµ (t)〉+〈A(Jλuλ (t))−A(Jµuµ (t)), Jλuλ (t)−Jµuµ (t)〉
Comme A est monotone,

〈A(Jλuλ(t))− A(Jµuµ(t)), Jλuλ (t)− Jµuµ (t)〉 ≥ 0

donc,
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〈Aλuλ (t)− Aµuµ (t) , uλ (t)− uµ (t)〉 ≥ 〈Aλuλ (t)− Aµuµ (t) , λAλuλ (t)− µAµuµ (t)〉
On a,∀λ, µ ≥ 0

1

2

d

dt
‖uλ (t)− uµ (t) ‖2 ≤ −〈Aλuλ (t)− Aµuµ (t) , λAλuλ (t)− µAµuµ (t)〉

≤ −λ‖Aλuλ (t) ‖2 − µ‖Aµuµ (t) ‖2 + λ‖Aλuλ (t) ‖‖Aµuµ (t) ‖+ µ‖Aλuλ (t) ‖‖Aµuµ (t) ‖

≤ −λ‖Aλuλ (t) ‖2−µ‖Aµuµ (t) ‖2+λ(‖Aλuλ‖2+
1

4
‖Aµuµ (t) ‖2)+µ(‖Aµuµ‖2+

1

4
‖Aλuλ (t) ‖2)

≤ 1

4
(λ‖Aµuµ‖2 + µ‖Aλuλ‖2)

et par (3.7) on obtient,

d

dt
‖uλ (t)− uµ (t) ‖2 ≤ 1

2
(λ+ µ)‖A◦u◦‖2

par l’intégration par rapport à t on obtient,

t∫
0

d

dt
‖uλ(t)− uµ(t)‖2 ≤ 1

2
(λ+ µ)‖A◦u0‖2

t∫
0

1ds

‖uλ (t)− uµ (t) ‖2 ≤ 1

2
(λ+ µ)‖A◦u◦‖2t

‖uλ (t)− uµ (t) ‖ ≤ 1√
2

√
(λ+ µ)t‖A◦u◦‖.

Quant λ, µ −→ 0 on obtient, ‖uλ (t)− uµ (t) ‖ −→ 0.

Par conséquence, pour tout t ∈ [0,+∞[, (uλ(t))λ est une suite de Cauchy dans

C([0, T ];H), et puisque C([0, T ];H) est un espace complet alors (uλ(t))λ converge.

Notons u(t) sa limite. On a,

∀λ > 0,∀µ > 0 ∀t ∈ [0,+∞[, ‖uλ (t)− uµ (t) ‖ ≤ 1√
2

√
(λ+ µ)t‖A◦u◦‖.

Soit λ > 0 fixé et soit t ∈ [0, T [.

∀µ > 0, ‖uλ (t)− uµ (t) ‖ ≤ 1√
2

√
λt‖A◦u◦‖.

Par passage a la limite sur µ(µ −→ 0),∀λ > 0, ∀t ∈ [0, T [

‖uλ (t)− u (t) ‖ ≤ 1√
2

√
λt‖A◦u◦‖.

On en déduit la convergence uniforme de (uλ)λ vers u sur [0, T ].

Soit ε > 0 fixé, posons η > 0 tel que, 2
√
ηT |A◦u◦| ≤ ε, alors,

∀|λ| ≤ µ,∀t ∈ [0, T ]; ‖uλ(t)− uµ(t)‖ ≤ 1√
2

√
λT‖A◦u◦‖ ≤ ε. (3.9)

et (uλ)λ converge uniformément vers u sur chaque intervalle borné [0, T ]. La limite

uniforme d’une suite d’application continues était une application continue alors

u∈ C([0,+∞[;H).
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Étape3

Si u0 ∈ D(A), et Au0 ∈ D(A),
duλ
dt

converge uniformément quand λ tend vers 0 sur

chaque intervalle borné [0, T ].

En effet

Soit t ∈ [0, T ], soit vλ(t) =
duλ
dt

(t).

On a,
dvλ
dt

(t) + Aλvλ(t) = 0

d’après l’étape (2),

1

2

d

dt
‖vλ(t)− vµ(t)‖2 ≤ −〈Aλvλ(t)− Aµvµ(t), λAλvλ(t)− µAµvµ(t)〉.

Par l’inégalité de cauchy schwartz, et l’inégalité triangulaire,

1

2

d

dt
‖vλ(t)− vµ(t)‖2 ≤ (‖Aλvλ‖+ ‖Aµvµ‖)(λ‖Aλvλ‖t+ µ‖Aµvµ‖).

Or d’après (3.7),

‖Aλvλ(t)‖ ≤ ‖A◦u0‖

Donc,

1

2

d

dt
‖vλ(t)− vµ(t)‖2 ≤ 2‖A◦u0‖(λ+ µ)‖A◦u0‖

≤ 2(λ+ µ)‖A◦u0‖2.

Soit λ > 0 fixé et soit t ∈ [0, T ],∀µ ≥ 0, ‖vλ(t)− vµ(t)‖ ≤ 2
√
λ+ µ‖A◦u0‖

Par passage à la limite sur µ(µ→ 0),

∀λ > 0,∀t ∈ [0, T ] : ‖vλ(t)− v(t)‖ ≤ 2
√
λ+ µ‖A◦u0‖

Ceci implique de la même manière qu’a l’étape 2 que (vλ)λ converge uniformément

quand λ tend vers 0 sur chaque intervalle borné.

c’est à dire (
duλ
dt

)λ converge uniformément quand λ→ 0 sur chaque intervalle borné.

Étape4

Si u0 ∈ D(A) et Au0 ∈ D(A).

Si (uλ) converge uniformément vers u et (
duλ
dt

) converge uniformément vers v, alors u est

différentiable, et v =
du

dt
, et la fonction u ainsi définie satisfait à l’équation

duλ
dt

+ Aλuλ = 0 sur [0,+∞[.
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En effet,

On a (
duλ
dt

(.)) converge uniformément dans chaque intervalle borné dans

L∞([0,+∞[;H),

par extraction d’une sous suite, on obtient que, (
duλn
dt

(.)) converge faiblement vers v et

on a d’ après l’étape (2) et (3),

lim
λ−→0

uλ = u et lim
λ−→0

duλ
dt

= v,

Comme uλ ∈ C1([0,+∞[;H) on a,

∀t > 0, uλ(t) =

t∫
0

duλ
dt

(s)ds+ uλ(0) −→
λ−→0

u(t) =

t∫
0

v(s)ds+ u(0)

Donc,

u est différentiable sur [0,+∞[ et
du

dt
= v.

Compte-tenu de (3.7) on a aussi,

∀ t ≥ 0 ∀λ > 0, ‖du
dt

(t)‖ = ‖Aλuλ(t)‖ ≤ ‖A◦u0‖.

Donc pour tout T > 0, (
duλn
dt

(.)) converge faiblement vers (
du

dt
(.)) dans L2([0, T ];H). et

(uλn(.)) converge fortement vers u(.) dans L2([0, T ];H)

et,

−duλn
dt

(t) ∈ Auλ(t),∀t ∈ [0, T ]

C’est à dire −duλn
dt
∈ Auλ telle que A est le prolongement de A à L2([0, T ];H), et

comme A est maximal monotone par le lemme (2.22) et le graphe de A est

séquentiellement fortement faiblement fermé dans
(
L2([0, T ];H)× L2([0, T ];H)

)
on,

obtient,

−du
dt
∈ Au c’est à dire −du

dt
(t) ∈ Au(t); p.p.t ∈ [0,+∞[.

Étape5

On doit démontrer que t 7→ ‖A◦u(t)‖ est décroissante.
Soit t ∈ [0,+∞] on a, ‖Aλuλ(t)‖ ≤ ‖A◦u0‖ de (3.7), donc il existe une sous suite

(Aλnuλn(t)) converge faiblement dans H vers v(t).

utilisant le fait que Aλnv = AJλnv pour tout v ∈ H on obtient,

Aλnuλn(t) ∈ A(Jλnuλn(t)),

Or Jλnuλn(t) −→ u(t) quand λ tend vers 0.



3.2. L’étude de l’existence et l’unicité de solutions 56

En effet,

d’après le lemme (3.9), ∀v ∈ H, lim
λ−→0

Jλv = v.

D’ou, ∀λ > 0,∀t ≥ 0,

‖Jλuλ(t)− u(t)‖ ≤ ‖Jλuλ(t)− Jλu(t)‖+ ‖Jλu(t)− u(t)‖

≤ ‖Jλ‖‖uλ(t)− u(t)‖+ ‖Jλu(t)− u(t)‖

≤ ‖uλ(t)− u(t)‖+ ‖Jλu(t)− u(t)‖ (car‖Jλ‖ ≤ 1),

Ainsi, par passage à la limite quand λ −→ 0 on obtient,

∀t ≥ 0, ‖Jλuλ(t)− u(t)‖ ≤ ‖uλ(t)− u(t)‖+ ‖Jλu(t)− u(t)‖ −→ 0.

En utilisant la proposition (2.21) on obtient,

v(t) ∈ Au(t), ∀t ∈ [0,+∞[

(En particulier u(t) ∈ D(A),∀t ∈ [0,+∞[). Soit t > t0. On a,

‖duλ
dt

(t)‖ = ‖Aλuλ(t)‖ ≤ ‖A◦(u(t0))‖

Donc,

‖v(t)‖ ≤ lim inf
λ→0

‖duλ
dt

(t)‖ ≤ ‖A◦(u(t0))‖

D’autre part,

‖A◦(u(t))‖ ≤ ‖v‖

Donc,

‖A◦(u(t))‖ ≤ ‖A◦(u(t0))‖ (3.10)

D’où t 7→ ‖A◦(u(t))‖ est décroissante.
Il reste à démontrer la continuité à droite de la fonction t 7→ A◦u(t).

Soit tn > t0, on a u(tn) →
tn→t0

u(t0) et par (3.10),

‖A◦(u(tn))‖ ≤ ‖A◦(u(t0))‖

donc, on peut extraire une sous suite de A◦(u(tn)) qu’on note aussi (A◦(u(tn))) converge

faiblement vers y ∈ H, donc y ∈ Au(t0).

De plus,

‖y‖ ≤ lim inf
tn
>→t0
‖A◦(u(tn))‖ ≤ (A◦(u(t0))

Donc y = A◦(u(t0)) c’est à dire A◦(u(t0)) est la limite faible de A◦(u(tn))

et ‖A◦(u(t0))‖ = lim
n→+∞

A◦(u(tn)) ce qui donne la convergence est forte. Donc la

continuité à droite de A◦u(t).
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Soit,

E =

{
t ∈]0,+∞[;u est dérivable en t et

du

dt
(t) ∈ Au(t)

}
.

On sait que le complémentaire de E est négligeable, soit t0 ∈ E, on a par (3.7) pour h>0,

‖u(t0 + h)− u(t0)‖ ≤
t0+h∫
t0

‖du
dt
‖(s)ds

≤
t0+h∫
t0

‖A◦(u(t0))‖ds

= h‖A◦(u(t0))‖.

Donc, ‖du
dt

(t0)‖ ≤ ‖A◦(u(t0))‖, et par suite −du
dt

(t0) = A◦u(t0) car −du
dt

(t0) ∈ Au(t0).

Intégrant cette égalité on obtient,

u(t0 + h)− u(t0)

h
= −1

h

t0+h∫
t0

A◦u(s)ds.

Puisque A◦u(0) est continue à droite, on conclut que
du

dt
(t0) = −A◦u(t0).

3.3 L’étude de l’existence de solutions avec une

perturbation univoque dépendant du temps

On donne maintenant un théorème d’existence et d’unicité pour le problème perturbé

par la fonction f ∈ L1([0,+∞[;H).

Théorème 3.11. Soit H un espace de Hilbert, A un opérateur multivoque maximal

monotone de H, f : [0,+∞[ 7→ H une application tel que f ∈ L1([0,+∞[;H).

Alors pour tout u0 ∈ D(A) le problème d’évolution,

(Pf ) =

−
du

dt
(t) ∈ Au(t) + f(t) p.p.t ∈ [0,+∞[

u(0) = u0

admet une solution unique.

Démonstration.
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Posons,

v(t) = u(t)−
t∫

0

f(s)ds,

donc,

u(t) = v(t) +

t∫
0

f(s)ds et v(0) = u(0) = u0

v
′
(t) = u

′
(t)− f(t) ∈ −A(u(t)) = −A(v(t) +

t∫
0

f(s)ds)

Alors le problème (Pf ) est équivalent au problème suivant,
−dv
dt

(t) ∈ A(v(t) +
t∫

0

f(s)ds) p.p.t ∈ [0,+∞[

v(0) = v0

On note par Ã l’opérateur défini par,

u(t) 7→ Ã(u(t)) = A(u(t) +

t∫
0

f(s)ds),∀u(t) ∈ H,∀t ∈ [0,+∞[

ce qui donne que le problème est équivalent au problème,−
dv

dt
(t) ∈ Ãv(t) p.p.t ∈ [0,+∞[

v(0) = u0

Donc, il suffit de prouver que le nouveau opérateur, Ã satisfait les conditions du

théorème (3.10), c’est à dire que Ã est maximal monotone.

On a d’après la proposition(2.20), Ã est maximal monotone si Ã est monotone et

R(I + Ã) = H

En effet,

Soient v1, v2 deux éléments de H tels que, pour u1, u2 ∈ D(Ã)

v1(t) ∈ Ãu1(t) = A(u1(t) +

t∫
0

f(s)ds),

v2(t) ∈ Ãu2(t) = A(u2(t) +

t∫
0

f(s)ds),

〈v1(t)− v2(t), u1(t)− u2(t)〉 = 〈v1 − v2, (u1(t) +
t∫

0

f(s)ds)− (u2(t) +
t∫

0

f(s)ds)〉 ≥ 0 car A

est monotone.
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De plus, R(Ã) = R(A), et A est maximal monotone donc, R(I+A)=H,

Alors R(I+ Ã)=H, donc Ã est aussi maximal monotone.

Alors d’après le théorème (3.10) le problème (Pf ) admet une solution unique. �



Conclusion

Notre but dans ce mémoire, était d’étudier les opérateurs monotones, en particulier le

concept le plus important dans cette théorie, les opérateurs maximaux monotones. Ici

nous avons fait un essai pour décrire plus de résultats importants ainsi que les relations

qui les lient dans un espace de Hilbert.

Nous avons présenté un résultat d’existence et d’unicité pour une inclusion différentielle

du premier ordre gouvernées par un opérateur maximal monotone dans un espace de

Hilbert qui représentent une application de ces derniers.
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