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Introduction

Nous commençons par introduire un aperçus sur les problèmes non-linéaires existant dans

la littérature (Voir [12], [26] et [31] ).

La modélisation mathématique a apporté d’importantes contributions aux différentes

sciences et disciplines. Grâce à elle, un problème en physique, chimie, médecine, économie

ou même en sociologie ne peut s’échapper à la formulation mathématique via ce qu’on appelle

équations différentielles . Donc, les équations différentielles représentent un vaste champ

d’étude aussi bien en mathématiques qu’en d’autres spécialités, d’où l’importance de cette

branche.

Donc, résoudre un problème c’est souvent trouvé une équation différentielle qui modé-

lise ce problème. Soit un exemple simple sur cette étude : le principe fondamentale de la

mécanique dit que la somme des forces est égale à la masse fois l’accélération, comme l’ac-

célération est la dérivée seconde de la trajectoire, alors pour trouver la trajectoire de ton

point matériel, tu dois résoudre une équation différentielle. Mais à travers l’évolution, cette

équation ne suffit plus.

Un aspect plus général est apparu, il s’agit d’inclusions différentielles , celles-ci per-

mettant aujourd’hui de modéliser une plus large classe de phénomènes de la vie réelle. Un

petit exemple dans le domaine médicale peut expliquer pourquoi. Ces dernières années, les

modèles mathématiques ont été grandement utilisés dans les processus de la recherche épi-

démiologique y compris l’épidémie de VIH/SIDA. Dans la phase initiale des recherches, les

chercheurs ont commencé par décrire des modèles en utilisant des équations différentielles

ordinaires et là, les paramètres inconnus impliqués sont supposés constants dans le temps,

or, d’un point de vue plus réaliste des épidémies, certains de ces paramètres ne sont pas

constants et ils dépendent de plusieurs facteurs qui ne sont pas pris en compte en raison de

nécessité d’équilibrer la modélisation et la traçabilité numérique, ou par manque de connais-
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Introduction générale

sances, une autre approche alors est proposée, celle des inclusions différentielles où la seule

hypothèse sur les paramètres incertains, est qu’ils appartiennent à un intervalle fini.

L’objectif entrepris dans ce mémoire est l’étude de l’existence de solutions pour certaines

classes d’équations et d’inclusions différentielles du second ordre.

Dans la première partie de cette étude, l’intérêt est porté sur l’existence de solutions pour

des problèmes non-linéaires pour des équations différentielles du second ordre.

Durant la dernière décennie, de nombreux auteurs ont étudié quelques types de problèmes

avec conditions aux limites impliquant l’opérateur p-Laplacien ou un opérateur plus général

qui remplace l’opérateur différentiel u 7→ u′′ appelé opérateur semblable au p-Laplacien .

Ce cadre est général, unificateur et intègre des systèmes gradients, des variationnelles evo-

lutionnaires et des problèmes aux limites de Dirichlet, Neumann et périodiques.

Nous nous référons à des équations de types

(φ(u′(t)))′ = f(t, u(t), u′(t)) , (0.0.1)

qui trouvent beaucoup d’applications dans la théorie des fluides non-Newtoniens, la diffusion

des écoulement en milieux poreux, l’élasticité non-linéaire et la théorie des surfaces capillaires.

Différentes équations contenants ce genre d’opérateurs ont été largement étudiées afin de

prouver l’existence de solutions, nous pouvons citer les travaux de R. Manásevitch et J.

Mawhin, [27] et [28], dans lesquels les conditions aux limites sont de divers types.

Dans la deuxième partie et pour les problèmes définis par des multiapplications non-

linéaires, on peut citer les travaux de M. Palmucci et F. Papalini [32], et F. Papalini [31],

qui sont de la forme (φ(u′(t)))′ ∈ A(u(t)) + F (t, u(t), u′(t)) , p.p sur [0, T ] ,

L(u(0), u(T ), u′(0), u′(T )) = 0 ,

où φ : RN → RN est une fonction continue, A : RN ⇒ RN est un opérateur maximal

monotone, F : I × RN × RN ⇒ RN une multiapplication à valeurs non vides qui satisfait

certaines conditions et L(u(0), u(T ), u′(0), u′(T )) = 0 sont les conditions aux limites de

Dirichlet, Neumann et mixte.

Ce mémoire se compose de trois chapitres.

Dans le premier chapitre, on présente quelques notions et concepts de base liés à notre étude.

Dans le deuxième chapitre, on étudie l’existence de solutions pour des équations différen-

tielles du second ordre de la forme (0.0.1), où f : I × RN × RN → RN est une fonction de

Carathéodory et φ : RN → RN est une fonction continue appelée opérateur semblable au

p-Laplacien .
6



Introduction générale

Le troisième chapitre est consacré à l’étude d’existence de solutions pour les inclusions dif-

férentielles du second ordre de la forme (φ(u′(t)))′ ∈ F (t, u(t), u′(t)) , p.p sur [0, T ] ,

L(u(0), u(T ), u′(0), u′(T )) = 0 ,
(0.0.2)

dans le cas où F est à valeurs convexes, et dans le cas où elle est à valeurs non convexes.

A la fin de ce chapitre, on donne un résultat d’existence du problème (0.0.2) étudié dans [9],

en remplaçant la multiapplication F par une application univoque non-linéaire f : I ×RN ×
RN → RN associée avec les mêmes conditions aux limites et vérifiant les mêmes hypothèses

que de F .
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CHAPITRE 1

Notations et préliminaires

Dans ce chapitre, nous fixons nos notations et nous rappelons brièvement certains défi-

nitions et résultats de base que nous avons utilisés tout au long de ce mémoire.

1.1 Notations générales.

On note

• (X, θ) un espace topologique.

• (X, d) un espace métrique.

• (X,Σ) un espace mesurable , i.e. Σ une tribu sur X.

• (X,Σ, µ) un espace mesuré.

• m désigne la mesure de Lebesgue sur RN .

Soit I = [0, T ] un intervalle de R et soit X un espace topologique. On note

• L(I) la tribu sur I des ensembles mesurables au sens de Lebesgue.

• B(X) la tribu Borélienne sur X.

Si X est un espace de Banach, alors on note

• X ′ le dual topologique de X, ‖ · ‖ la norme de X et 〈·, ·〉 le produit de dualité entre

X et X ′.

• BX(x, r) la boule ouverte de X de centre x et de rayon r.

• BX(x, r) la boule fermée de X de centre x et de rayon r.

• SX(x, r) la sphère de X de centre x et de rayon r.

• IdX l’application identité sur X.

• Sc complémentaire de S.

8



1.2. Quelques notions sur la mesurabilité

• ∂S est la frontière de l’ensemble S.

• | · | désigne la norme de RN .

• C(I,RN) est l’espace de Banach de toutes les applications continues définies sur I à

valeurs dans RN muni de la norme : ‖f(·)‖C = sup
t∈I
|f(t)|.

• C1(I,RN) est l’espace de Banach des applications continuement différentiables muni

de la norme : ‖f(·)‖C1 = max{‖f(·)‖C , ‖f ′(·)‖C}.
• Lp(I,RN) = {f : I → RN , f mesurable et

∫
I
|f(t)|pdt <∞}, muni de la norme

‖f(·)‖p =
( ∫

I

|f(t)|pdt
) 1

p
.

• L∞(I,RN) = {f : I → RN , f mesurable et, ∃ c > 0 tel que |f(t)| ≤ c, p.p sur I}, muni

de la norme

‖f(·)‖∞ = inf{c > 0, |f(t)| ≤ c, p.p sur I} .

• σ(X,X ′) est la topologie faible sur X.

• σ(X ′, X) est la topologie faible* sur X ′.

• → signifie la convergence forte dans X.

• ⇀ signifie la convergence faible dans X.

• co(A) l’enveloppe convexe de A ⊂ X.

• 1IA la fonction caractéristique d’une partie A d’un ensemble donné, définie par

1IA(x) =

 1 si x ∈ A;

0 si x 6∈ A.

• Sgn a désigne le signe de a ∈ R.

1.2 Quelques notions sur la mesurabilité

Les résultats suivants sont pris des références [3] et [5].

Définition 1.2.1. Soient (X1,Σ1), (X2,Σ2) deux espaces mesurables et f une application

définie sur X1 à valeurs dans X2, on dit que f est (Σ1,Σ2)-mesurable si pour tout

A ∈ Σ2, f -1(A) ∈ Σ1.

Si X1 est un espace topologique, une fonction (Σ1,B(X1))-mesurable est dite fonction Bo-

rélienne ou Σ1-mesurable.

Proposition 1.2.2. Soient (X1, θ1), (X2, θ2) deux espaces topologiques et f : X1 → X2. Si

f est continue alors f : (X1,B(θ1)) → (X2,B(θ2)) est mesurable.
9



1.2. Quelques notions sur la mesurabilité

Définition 1.2.3. Soit (X,Σ) un espace mesurable. Alors l’application µ : Σ → R est une

mesure si

1. µ(∅) = 0 ;

2. µ(∪
n
An) =

∑
n

µ(An), pour toute suite dénombrable (An) d’éléments de Σ deux à deux

disjoints.

•Le triple (X,Σ, µ) est appelé espace mesuré.

•Si µ(A) ≥ 0, pour tout A ∈ Σ, on dit que µ est une mesure positive et on note µ ≥ 0, ou

que l’espace (X,Σ, µ) est positif.

•Si µ(A) <∞, pour tout A ∈ Σ, on dit que µ est une mesure finie ou que l’espace (X,Σ, µ)

est fini.

•Si X est un espace topologique, la mesure µ : B(X) → R est appelée mesure Borélienne.

Définition 1.2.4. Soient (X,Σ, µ) un espace mesuré et A un sous ensemble de X tel que

A ∈ Σ. On dit que A est µ-négligeable ou négligeable (s’il n’y a pas de confusion), si

µ(A) = 0.

• On dit qu’une propriété sur X est vraie µ-presque partout (µ.p.p.), si l’ensemble où

elle n’est pas vérifiée est µ-négligeable.

• La tribu µ-complète de Σ notée Σµ est la tribu engendrée par Σ et les ensembles

µ-négligeables, c’est à dire

Σµ = {A ∪ Z/ A ∈ Σ et Z ensemble µ− négligeable}.
• La tribu Σ est dite complète si Σ = Σµ, c’est à dire, si tout ensemble µ-négligeable

appartient à Σ.

Définition 1.2.5 (Fonction simple).

Soient (X,Σ) un espace mesurable, Y un espace de Banach et f : X → Y . On dit que f est

une fonction simple si elle est de la forme

f(x) =
n∑

i=1

1IEi
(x)yi,

où les Ei = f−1(yi), i ∈ {1, · · · , n}, sont des éléments deux à deux disjoints de Σ et les

yi, i ∈ {1, · · · , n}, sont des éléments distincts de Y .

Cette formule est appelée la représentation canonique de f .

Proposition 1.2.6. Soient (X,Σ) un espace mesurable et {fn}n≥1 une suite de fonctions

mesurables définies sur X à valeurs dans R. Si {fn}n≥1 converge simplement vers f alors f

est mesurable.
10



1.3. Quelques résultats d’analyse convexe

Théorème 1.2.7. Soit (X,Σ, µ) un espace mesuré fini et Y un espace de Banach séparable.

Si f : X → Y est mesurable, alors il existe une suite {fn}n≥1 de fonctions simples telles que

fn → f µ-p.p, et pour µ-presque partout sur X , |fn(x)| ≤ |f(x)| pour tout n ∈ N∗.

1.3 Quelques résultats d’analyse convexe

Les résultats suivants sont pris de la référence [3].

Définition 1.3.1. On dit qu’une application ϕ : I → R est convexe si pour tout x, y ∈ I

et pour tout λ ∈ [0, 1]

ϕ(λx+ (1− λ)y) ≤ λϕ(x) + (1− λ)ϕ(y),

et on dit qu’elle est strictement convexe si pour tout x, y ∈ I et pour tout λ ∈ [0, 1]

ϕ(λx+ (1− λ)y) < λϕ(x) + (1− λ)ϕ(y).

Définition 1.3.2 (Ensembles convexes).

Soit X un espace vectoriel, et soit A ⊂ X. On dit que A est un ensemble convexe si et

seulement si

∀u, v ∈ A, ∀λ ∈ [0, 1] : λu+ (1− λ)v ∈ A.

Autrement dit, pour tout u, v ∈ A, le segment de droite

[u, v] = {λu+ (1− λ)v : λ ∈ [0, 1]} ⊂ A.

Définition 1.3.3 (Le simplexe de RN).

On appelle Simplexe de RN l’ensemble ∆N défini par

∆N =

{
(λ1, λ2, . . . , λN) ∈ RN : λi ≥ 0 et

N∑
i=1

λi = 1

}
.

Définition 1.3.4. Soit X un espace vectoriel et soient x1, x2, . . . , xN ∈ X. On appelle

combinaison convexe des éléments x1, x2, . . . , xN tout élément x qui s’écrit comme suit

x =
N∑

i=1

λixi tels que (λ1, λ2, . . . , λN) ∈ ∆N .

Proposition 1.3.5. Soit X un espace vectoriel, et soit A ⊂ X. On dit que A est convexe si

et seulement s’il contient toutes les combinaisons convexes de ces éléments.
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1.4. Rappel sur les topologies faibles et faible*

Définition 1.3.6 (Enveloppe convexe).

Soient X un espace vectoriel et A ⊂ X. On appelle enveloppe convexe de A qu’on note

co(A), l’intersection de tous les sous ensembles convexes de X contenant A, c’est en fait le

plus petit convexe qui contient A.

Théorème 1.3.7. Soit X un espace vectoriel et A ⊂ X. Alors

co(A) =

{
k+1∑
j=1

λjxj : k ∈ {0, 1, . . .}, (λ1, λ2, . . . , λk+1) ∈ ∆k, x1, . . . , xk+1 ∈ A

}
.

1.4 Rappel sur les topologies faibles et faible*

Les résultats suivants sont pris des références [3], [6], [14] et [30].

Soient X un ensemble, T un ensemble quelconque et soit (Yi)i∈T une famille d’espaces topo-

logiques. Pour chaque i ∈ T on se donne une application ϕi : X → Yi.

Le problème posé est de munir X par une topologie τ la moins fine (avec le minimum

d’ouverts) qui rend continues toutes les applications (ϕi)i∈T .

Proposition 1.4.1. Soit τ l’ensemble des parties de X de la forme⋃
j∈J

⋂
i∈Fj

ϕ−1
i (Ui) ,

où Ui est un ouvert quelconque de Yi, Fj est un sous ensemble fini d’indices quelconque de

T et J est un ensemble quelconque. Alors, τ définit une topologie sur X. De plus, τ est la

topologie la moins fine qui rend continues toutes les applications ϕi (i ∈ T ).

1.4.1 Topologie faible

Soient X un espace de Banach et X ′ son dual topologique, c’est à dire

X ′ = {f : X → R, f linéaire continue} = L (X,R) ,

muni de la norme

‖f‖X′ = sup
x∈BX(0,1)

|〈f, x〉| .

Définition 1.4.2. Soit f ∈ X ′ et soit

ϕf : X → R

x 7→ ϕf (x) = f(x) := 〈f, x〉.
12



1.4. Rappel sur les topologies faibles et faible*

Lorsque f d’écrit X ′, nous obtenons une famille d’applications (ϕf )f∈X′ définie sur X à va-

leurs dans R.

On appelle la topologie faible sur X, la topologie la moins fine sur X rendant les applica-

tions (ϕf )f∈X′ continues et on la note σ(X,X ′).

Proposition 1.4.3. Soit X un espace vectoriel normé. La topologie faible σ(X,X ′) est

séparée.

Remarque 1.4.1.

1. X étant un espace de Banach, donc X est muni d’une norme (c’est à dire d’une

distance) et donc on définit la topologie associée à cette norme, cette topologie sera dite

topologie forte.

2. Les ouverts (resp. fermés) faibles (pour σ(X,X ′)) sont aussi des ouverts (resp. fermés)

pour la topologie forte.

Théorème 1.4.4. Soit A ⊂ X un sous ensemble convexe, alors A est faiblement fermé

(fermé pour σ(X,X ′)) si et seulement si il est fortement fermé.

Proposition 1.4.5. Soit {xn}n≥1 une suite de X.

1. La suite {xn}n≥1 converge vers x pour σ(X,X ′) (ou faiblement) si et seulement si

{〈f, xn〉}n≥1 converge vers 〈f, x〉 pour tout f ∈ X ′.

2. Si {xn}n≥1 converge fortement vers x, alors {xn}n≥1 converge faiblement vers x.

3. Si {xn}n≥1 converge faiblement vers x alors ‖xn‖ est bornée et nous avons

‖x‖ ≤ lim inf
n→∞

‖xn‖.

4. Si {xn}n≥1 converge faiblement vers x et {fn}n≥1 converge fortement vers f dans X ′,

alors {〈fn, xn〉}n≥1 converge vers 〈f, x〉.

Proposition 1.4.6. Lorsque X est de dimension finie, la topologie forte de X et la topologie

faible σ(X,X ′) coïncident. En particulier, une suite {xn}n≥1 ⊂ X converge faiblement si et

seulement si elle converge fortement.

1.4.2 Topologie faible*

Soit X un espace vectoriel normé, X ′ son dual et X ′′ son bidual (c’est à dire le dual

de X ′ muni de la norme ‖ξ‖X′′ = sup
f∈BX′ (0,1)

| 〈ξ, f〉 |). Alors on a une injection canonique
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1.4. Rappel sur les topologies faibles et faible*

Φ : X → X ′′ définie de la façon suivante :

pour tout x ∈ X fixé, l’application

ϕ : X ′ → R

f 7→ ϕ(f) = 〈ϕ, f〉 = 〈f, x〉 .

est linéaire continue sur X ′, c’est à dire, ϕ est un élément de X ′′, et

Φ : X → X ′′

x 7→ Φ(x) = ϕ ,

est linéaire continue, de plus, elle est une isométrie, et on a

〈ϕ, f〉X′′,X′ = 〈f, x〉X′,X ∀ x ∈ X, ∀ f ∈ X ′ .

Sur l’espace X ′ sont définies déjà deux topologies :

– La topologie forte associée à la norme de X ′ (‖f‖X′ = sup
f∈BX′ (0,1)

| 〈f, x〉 |
)
.

– La topologie faible σ(X ′, X ′′).

On définit une troisième topologie sur X ′ qu’est la topologie faible*, définie comme suit.

Définition 1.4.7. La topologie faible* sur X ′ est la topologie la moins fine sur X ′ qui rend

continues toutes les applications ϕ. On la note σ(X ′, X).

Proposition 1.4.8. Soit X un espace vectoriel normé. La topologie faible* σ(X ′, X) est

séparée.

Proposition 1.4.9. Soit (fn)n une suite de X ′. Alors

1. la suite {fn}n≥1 converge vers f pour σ(X ′, X) (ou faiblement*) si et seulement si

{〈fn, x〉}n≥1 converge vers 〈f, x〉 pour tout x ∈ X ;

2. si {fn}n≥1 converge fortement vers f , alors {fn}n≥1 converge faiblement* vers f ;

3. si {fn}n≥1 converge vers f pour σ(X ′, X), alors ‖fn‖X′ est bornée et nous avons

‖f‖X′ ≤ lim inf
n→∞

‖fn‖;

4. si {fn}n≥1 converge vers f pour σ(X ′, X) et {xn}n≥1 converge fortement vers x dans

E alors {〈fn, xn〉}n≥1 converge vers 〈f, x〉.

Théorème 1.4.10 (Théorème d’Alaoglu).

Soit X un espace vectoriel normé. Alors, la boule unité fermée de X ′ (pour la norme de la

topologie forte) est faiblement* compacte.

Proposition 1.4.11. Si X est de dimension finie, les topologies forte, faible σ(X ′, X ′′) et

faible* σ(X ′, X) coïncident sur X ′.
14



1.4. Rappel sur les topologies faibles et faible*

1.4.3 Espaces réflexifs

Définition 1.4.12. On dit que X est réflexif si Φ(X) = X ′′, c’est à dire, si Φ est bijective

(on identifie alors X à X ′′ à l’aide de l’isomorphisme Φ).

Théorème 1.4.13. Soit X un espace normé. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

1. X est réflexif.

2. BX(0, 1) = {x ∈ X : ‖x‖ ≤ 1} est σ(X,X ′)-compact.

3. Pour tout suite {xn}n≥1 bornée dans X il existe une sous suite {xnk
}k≥1 qui converge

pour σ(X,X ′).

Proposition 1.4.14.

• Tout espace de Hilbert est réflexif .

• Tout espace de dimension finie est réflexif .

Corollaire 1.4.15. Soit X un espace réflexif et soit C ⊂ X un convexe fermé borné. Alors

C est compact pour la topologie σ(X,X ′).

Proposition 1.4.16. Si X est réflexif, alors les topologies faible et faible* sur X ′ coïncident.

Dans la suite, on donne comme cas particulier les espaces Lp(I,RN) avec 1 ≤ p ≤ ∞.

Proposition 1.4.17. Soit p ∈]1,+∞] et soit q son conjugué. Alors l’application

Φ : Lp(I,RN) → (Lq(I,RN))′

f 7→ Φ(f) = ϕf ,

où

ϕf : Lq(I,RN) → R

g 7→ ϕf (g) =

∫
I

〈f(t), g(t)〉 dt ,

est une bijection. On identifie alors f avec Φ(f) ∈ (Lq(I,RN))′.

On a alors une notion de convergence faible* dans Lp(I,RN). Si 1 < p < +∞ (on a

alors aussi 1 < q < +∞), les notions de convergence faible et faible* dans Lp(I,RN) coï-

cident. Dans le cas de L∞(I,RN), que l’on identifie fréquemment avec le dual topologique de

L1(I,RN), les notions de convergence faible et faible* sont différentes.
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1.5. Fonction intégrable au sens de Bochner

Proposition 1.4.18 (Convergence faible dans Lp(I,RN)).

Soient p ∈ [1,+∞[ et q le conjugué de p, {fn}n≥1 ⊂ Lp(I,RN) et f ∈ Lp(I,RN). Alors, la

suite {fn}n≥1 converge faiblement vers f si et seulement si on a, pour tout g ∈ Lq(I,RN)

〈fn, g〉 =

∫
I

〈fn(t), g(t)〉 dt −→
∫

I

〈f(t), g(t)〉 dt quand n −→ +∞ .

Définition 1.4.19 (Convergence faible* dans L∞(I,RN)).

Soient {fn}n≥1 ⊂ L∞(I,RN) et f ∈ L∞(I,RN). On dit que la suite {fn}n≥1 converge vers f

dans L∞(I,RN) pour la topologie faible* si pour tout élément g ∈ L1(I,RN), on a∫
I

〈fn(t), g(t)〉 dt −→
∫

I

〈f(t), g(t)〉 dt quandn −→ +∞ .

Proposition 1.4.20. Soit p ∈]1,+∞[. Alors Lp(I,RN) est un espace réflexif.

1.5 Fonction intégrable au sens de Bochner

Les résultats suivants sont pris des références [21] et [29].

Soient (X,Σ, µ) un espace mesuré fini et (Y, ‖ · ‖) un espace de Banach.

Définition 1.5.1. Une fonction µ-mesurable f : X → Y est dite intégrable au sens de

Bochner, s’il existe une suite de fonctions simples {fn}n≥1 telle que fn → f µ p.p, ‖fn− f‖
est intégrable au sens de Lebesgue et

lim
n→∞

∫
X

‖fn − f‖ dµ = 0 .

On pose alors ∫
X

f dµ = lim
n→∞

∫
X

fn dµ .

Dans ce cas
∫
A

f dµ est définie pour tout A ∈ Σ par
∫
A

f dµ = lim
n→∞

∫
A

fn dµ.

Théorème 1.5.2. Une fonction µ-mesurable f : X → Y est dite intégrable au sens de

Bochner si et seulement si
∫
X

‖f‖ dµ <∞.

Corollaire 1.5.3. Si f : X → Y est une fonction intégrable au sens de Bochner et A ∈ Σ,

alors ∥∥∥∫
A

f(x) dµ
∥∥∥ ≤

∫
A

‖f(x)‖ dµ .
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1.6. Quelques résultats de convergence

Corollaire 1.5.4. Si f, g : X → Y sont deux fonctions intégrables au sens de Bochner et

pour tout A ∈ Σ,
∫
A

f dµ =
∫
A

g dµ, alors

f(x) = g(x) pour µ-presque tout x ∈ X .

Théorème 1.5.5. Si fn : X → Y , n ≥ 1 est une suite de fonctions intégrables au sens de

Bochner,
( ∫

X
‖fn‖dµ

)
n≥1

est bornée et

fn(x) ⇀ f(x) µ-p.p sur X ,

alors f est intégrable au sens de Bochner et on a∫
X

‖f(x)‖ dµ ≤ lim inf
n→+∞

∫
X

‖fn(x)‖ dµ .

Théorème 1.5.6. Soit f : X → Y une fonction intégrable au sens de Bochner et soit G

une fonction linéaire continue de Y à valeurs dans E, où E est un espace de Banach. Alors

Gf est une fonction intégrable au sens de Bochner à valeurs dans E, et on a

G
( ∫

X

f(x)dµ
)

=

∫
X

Gf(x)dµ .

En particulier, si x′ ∈ Y ′ et f : X → Y une fonction intégrable au sens de Bochner, alors

x 7→ 〈f(x), x′〉 est intégrable et〈 ∫
X

f(x)dµ, x′
〉

=

∫
X

〈f(x), x′〉dµ .

Proposition 1.5.7. Si {fn}n≥1 est une suite de Cauchy de Lp(I,RN), alors il existe une

sous suite {fnk
}k≥1 qui converge µ-presque partout vers une fonction f ∈ Lp(I,RN).

Définition 1.5.8. Soit A un sous ensemble de L1(I,RN). A est dit équi-intégrable s’il

existe h ∈ L1(I,R+) telle que pour tout f ∈ A

|f(t)| ≤ h(t), p.p sur I.

1.6 Quelques résultats de convergence

Les résultats suivants sont pris de la référence [3].

Définition 1.6.1. Soit {fn}n≥1 une suite de fonctions définies sur I à valeurs dans R, et

soit une fonction f : I → R. On dit que {fn}n≥1 converge uniformément vers f sur I si

∀ ε > 0,∃nε ∈ N∗,∀n ∈ N∗, n ≥ nε : sup
x∈I

|fn(x)− f(x)| < ε .
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1.7. Quelques notions sur la continuité

Proposition 1.6.2.

(i) Toute suite bornée dans un espace de dimension finie admet une sous suite conver-

gente.

(ii) Toute suite convergente est une suite bornée.

Théorème 1.6.3 (Théorème de la convergence dominée de Lebesgue).

Soit {fn}n≥1 une suite de fonctions de L1(I,RN) telle que

1. il existe une fonction réelle positive g intégrable satisfaisant

|fn(t)| ≤ g(t), p.p sur I , ∀n ∈ N∗ ;

2. il existe une fonction f telle que lim
n→+∞

fn(t) = f(t) p.p.

Alors f ∈ L1(I,RN) et

lim
n→+∞

∫
I

fn(t) dt =

∫
I

lim
n→+∞

fn(t) dt =

∫
I

f(t) dt .

Lemme 1.6.4 (Lemme de Fatou).

Soit {fn}n≥1 une suite de fonctions définies sur I à valeurs dans R intégrable au sens de

Lebesgue et minorée (resp. majorée) par une fonction intégrable. Alors la limite inférieure

(resp. supérieure) de la suite {fn}n≥1 est intégrable et on a∫
I

lim inf
n→+∞

fn(t)dt ≤ lim inf
n→+∞

∫
I

fn(t)dt ,

(resp. ∫
I

lim sup
n→+∞

fn(t)dt ≥ lim sup
n→+∞

∫
I

fn(t)dt) .

1.7 Quelques notions sur la continuité

Les résultats suivants ont été pris des références [3], [4], [33], [27], [22] et [16].

Définition 1.7.1. Soit X un espace topologique et soit f : X → R. Alors f est dite semi-

continue inférieurement (s.c.i) au point x0 ∈ X si et seulement si

∀h ∈ R, h < f(x0), ∃V ∈ V (x0) / h < f(x), ∀x ∈ V .

•On dit que f est s.c.i sur X si elle est s.c.i en tout point de X.
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1.7. Quelques notions sur la continuité

Définition 1.7.2. Soit X un espace topologique et soit f : X → R. Alors f est dite semi-

continue supérieurement (s.c.s) au point x0 ∈ X si et seulement si

∀h ∈ R, h > f(x0), ∃V ∈ V (x0) / h > f(x), ∀x ∈ V .

•On dit que f est s.c.s sur X si elle est s.c.s en tout point de X.

Définition 1.7.3. Soient X un espace topologique, f : X → R et x0 ∈ X, alors

lim inf
n→+∞

f(x) = sup
V ∈V (x0)

inf
x∈V

f(x) .

lim sup
n→+∞

f(x) = inf
V ∈V (x0)

sup
x∈V

f(x) .

Proposition 1.7.4. Soit f : X → R. Alors les conditions suivantes sont équivalentes.

1. f est s.c.s sur X ;

2. les ensembles {x ∈ X : f(x) ≥ λ}, λ ∈ R sont fermés.

Théorème 1.7.5 (Heine).

Soient (X, d), (Y, d′) deux espaces métriques et f une application définie sur X à valeurs

dans Y . Si X est compact et f est continue alors f est uniformément continue.

Définition 1.7.6. Soient X,Y deux espaces topologiques. Une application f : X → Y est

dite homéomorphisme si f est bijective (injective et surjective) et que les applications f

et f−1 sont continues, c’est à dire f est bicontinue.

Définition 1.7.7. Une application f définie sur I à valeur dans un espace vectoriel normé

(X, ‖ · ‖) est dite absolument continue si pour tout ε > 0 il existe ζ > 0 tel que pour tout

famille finie d’intervalle ouverts disjoints deux à deux de I ; (]ai, bi[)i∈{1,··· ,n}, nous avons

n∑
i=1

(bi − ai) ≤ ζ =⇒
n∑

i=1

‖f(bi)− f(ai)‖ ≤ ε .

Proposition 1.7.8. Soient X un espace réflexif et f ∈ L1(I,X). Alors f est absolument

continue si et seulement si il existe une fonction g ∈ L1(I,X) telle que

f(t) = f(0) +

t∫
0

g(s)ds , ∀ t ∈ I .

Dans ce cas, f ′(t) = g(t) p.p sur I.
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1.8. Quelques résultats de compacité

Proposition 1.7.9. Si X est réflexif et f est absolument continue, alors f est dérivable

pour presque tout t ∈ I, et on a

f(t)− f(0) =

t∫
0

f ′(s)ds , ∀ t ∈ I .

Définition 1.7.10. Soient (X, d) espace métrique compact, (Y, d′) un espace métrique com-

plet et F un sous ensemble borné de C(X, Y ) (l’espace des applications continues définies

sur X à valeur dans Y muni de la topologie de la convergence uniforme). On dit que F est

équicontinue si

∀ ε > 0, ∃ δε > 0, ∀x1, x2 ∈ X, d(x1, x2) < δε =⇒ d′(f(x1), f(x2)) < ε , pour tout f ∈ F .

Définition 1.7.11. Soient X,Y deux espaces métriques et {fn}n≥1 une suite d’applications

définies sur X à valeurs dans Y . On dit que {fn}n≥1 est uniformément bornée si et

seulement si il existe M > 0 tel que |fn(x)| ≤M , pour tout x ∈ R.

Définition 1.7.12. Soient X, Y deux espaces de Banach et A un sous ensemble fermé de

X. Une application f : A → Y est dite de rang fini si elle est continue et f(A) est inclus

dans un sous espace vectoriel de Y de dimension finie.

Définition 1.7.13. Soient X, Y deux espaces de Banach, D un sous ensemble fermé borné

de X et soit un opérateur ϕ : D ⊂ X → Y .

(a) On dit que ϕ est borné si l’image de tout ensemble borné de D par ϕ est un ensemble

borné de Y .

(b) On dit que ϕ est compact s’il est continu et l’image des sous ensembles bornés de

D par ϕ sont des ensembles relativement compact de Y .

(c) On dit que ϕ est complètement continu si pour toute suite {xn}n≥1 ⊂ X qui

converge faiblement vers x, alors {ϕ(xn)}n≥1 converge fortement vers ϕ(x).

Proposition 1.7.14. Si X est réflexif, alors ϕ est complètement continu implique que ϕ est

compact.

Corollaire 1.7.15. Soient X un espace réflexif, Y un espace de Banach et ϕ : X → Y un

opérateur linéaire. Alors, ϕ est complètement continu si et seulement si ϕ est compact.

1.8 Quelques résultats de compacité

Les résultats suivants ont été pris des références [3], [4], [17] et [16].
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1.8. Quelques résultats de compacité

Définition 1.8.1. Soit (X, d) un espace métrique, et soit A un sous ensemble de X. On dit

que A est relativement compact si A est compact.

Proposition 1.8.2 (Principe d’angle aigu).

Si H est un espace de Hilbert, S ⊂ H est un sous ensemble borné ouvert de H avec 0 6∈ ∂S,

ϕ : S̄ → H est une application compacte et 〈ϕ(x), x〉 ≤ ‖x‖2 pour tout x ∈ ∂S, alors il existe

x ∈ S̄ tel que ϕ(x) = x.

Théorème 1.8.3 (Théorème d’Ascoli-Arzelà).

Soit X un espace métrique compact, Y un espace métrique complet et K un sous ensemble

de C(X, Y ). Alors K est relativement compact dans C(X, Y ) si et seulement si les deux

conditions ci-dessous sont satisfaites.

1. K est équicontinue ;

2. K(x) := {f(x) : f ∈ K} est relativement compact dans Y .

Voilà une conséquence du théorème d’Ascoli-Arzelà.

Théorème 1.8.4. Soit {fn}n≥1 une suite d’applications absolument continues définies sur

I à valeurs dans RN satisfaisant les conditions suivantes

1. pour tout t ∈ I , {fn(t)}n≥1 est un sous ensemble relativement compact dans RN ;

2. il existe une fonction à valeurs réelles positives η ∈ L1(I,R+) telle que

|fn(t)| ≤ η(t), p.p sur I .

Alors, il existe une sous suite de {fn}n≥1 (qu’on note aussi {fn}n≥1) qui converge vers une

application absolument continue f : I → RN au sens suivant

(a) {fn}n≥1 converge uniformément vers f ;

(b) {f ′n}n≥1 converge faiblement vers f ′ dans L1(I,R), c’est à dire, {f ′n}n≥1 converge

vers f ′ σ(L1(I,RN), L∞(I,RN)).

Corollaire 1.8.5. Toute suite de C(I,RN) uniformément bornée et équicontinue admet une

sous suite convergente dans C(I,RN).

Théorème 1.8.6 (Théorème de Banach-Mazur).

Soit X un espace de Banach, et soit {xn}n≥1 une suite d’éléments de X qui converge faible-

ment vers x. Alors il existe une suite {zn}n≥1 dans X telle que chaque zn est une combinaison

convexe des éléments de la suite {xk}k≥n et {zn}n≥1 converge fortement vers x.

Définition 1.8.7 (Injection compact).

Soient (X, ‖ · ‖X), (Y, ‖ · ‖Y ) deux espaces normés telle que X ⊂ Y. On dit que l’injection de

X dans Y est compact si la boule unité de X est relativement compact dans Y.
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1.9. Degré topologique

1.9 Degré topologique

Les résultats suivants sont pris des références [2], [17] et [20] .

En 1912, Brouwer a introduit un degré topologique noté par deg dans les espaces de Banach

de dimension finie, en particulier dans l’espace RN , et en 1943, Leray et Schauder ont géné-

ralisé le degré de Brouwer dans les espaces de Banach de dimension infinie, et il était noté

par dLS. Il s’avère que le degré de Leray-Schauder est un outil très puissant pour prouver

divers résultats d’existence pour les équations différentielles non-linéaires.

Cette section est consacrée aux définitions et propriétés des degrés topologiques de Brou-

wer et Leray-Schauder, ainsi qu’à un théorème très important qu’est le théorème de Borsuk-

Ulam.

On commence par donner une construction du degré de Brouwer comme suit :

Définition 1.9.1. Soient Ω ⊂ RN un ouvert borné et f ∈ C1(Ω,RN). Si b 6∈ f(∂Ω) et

Jf (b) 6= 0, alors

deg(f,Ω, b) =
∑

x∈f−1(b)

Sgn Jf (x) ,

avec deg(f,Ω, b) = 0 si f−1(b) = ∅, où

• pour tout f ∈ C1(Ω,RN), Jf (x) := det (f ′(x)) est le déterminant Jacobien de f en x ;

• pour tout a ∈ R∗, Sgn(a) = 1 si a > 0 , Sgn(a) = −1 si a < 0.

deg est appelé : le degré de Brouwer.

Définition 1.9.2. Soit Ω ⊂ RN un ouvert borné et f ∈ C2(Ω,RN). Si b 6∈ f(∂Ω), alors on

peut définir

deg(f,Ω, b) = deg(f,Ω, b′) ,

où b′ est une valeur régulière de f telle que |b′ − b| < d(b, f(∂Ω)).

Définition 1.9.3. Soit Ω ⊂ RN un ouvert borné et f ∈ C(Ω,RN). Si b 6∈ f(∂Ω), alors on

peut définir

deg(f,Ω, b) = deg(g,Ω, b) ,

où g ∈ C2(Ω,RN) telle que ‖g − f‖C < d(b, f(∂Ω)).

Théorème 1.9.4. Pour tout ouvert borné Ω ⊂ RN et pour tout b ∈ RN , il existe une

application unique

deg(·,Ω, b) : {f ∈ C(Ω,RN) , b 6∈ f(∂Ω)} 7→ Z ,

qui satisfait les propriétés suivantes.
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1.9. Degré topologique

1. (Normalisation) : si b ∈ Ω alors deg(Id,Ω, b) = 1.

2. (Additivité) : si b ∈ RN et Ω1, Ω2 sont deux ouverts de RN tels que Ω = Ω1∪Ω2 , Ω1∩
Ω2 = ∅ et si b 6∈ f(∂Ω1) ∪ f(∂Ω2), alors deg(f,Ω, b) = deg(f,Ω1, b) + deg(f,Ω2, b).

3. (Continuité) : deg(.,Ω, b) est continue.

4. (Invariance par translation) : deg(f,Ω, b) = deg(f − b,Ω, 0).

Définition 1.9.5 (Degré de Brouwer dans un espace vectoriel de dimension finie).

Soit (X, ‖·‖X) un espace vectoriel normé de dimension finie N , et AX l’ensemble des triplets

(f,Ω, y) tel que Ω un ouvert borné de X, y ∈ X et f : Ω → X une fonction continue et

vérifie y 6∈ f(∂Ω).

Comme X est de dimension N , il existe un isomorphisme ϕ : RN → X, alors on définit le

degré de Brouwer dans X par

degX(f,Ω, y) = deg(ϕ−1 ◦ f ◦ ϕ, ϕ−1(Ω), ϕ−1(y)) .

Le théorème suivant énonce l’existence du degré de Leray-Schauder au même temps que

ses propriétés principales tout à fait similaires à celles du degré de Brouwer.

Théorème 1.9.6. Soit X un espace de Banach sur le corps R, Ac l’ensemble des triplets

(Id − f,Ω, y) où Ω est un ouvert borné de X, y ∈ X et f : Ω → RN est compact telle que

y 6∈ (Id− f)(∂Ω). Il existe une application dLS : Ac → Z telle que

(i) (Normalisation) : si y ∈ Ω alors dLS(Id,Ω, y) = 1. De plus, si y = 0 alors

dLS(Id,Ω, 0) = 1 ⇔ 0 ∈ Ω.

(ii) (Solvabilité) : dLS(Id− f,Ω, 0) 6= 0 ⇒ f(x) = x admet une solution dans Ω.

(iii) (Additivité) : si Ω est un ouvert borné de X, y ∈ X, f : Ω → X est compact et Ω1, Ω2

sont deux ouverts disjoints inclus dans Ω tels que y 6∈ (Id − f)(Ω\(Ω1 ∪ Ω2)), alors

dLS(Id− f,Ω, y) = dLS(Id− f,Ω1, y) + dLS(Id− f,Ω2, y).

(iv) (Invariance par homotopie) : si h : [0, 1] × Ω → X est compact, y : [0, 1] → X est

continue et pour tout λ ∈ [0, 1], y(λ) 6∈ (Id−h(·, λ))(∂Ω) alors dLS(Id−h(·, λ),Ω, y(λ))

est indépendant de λ ∈ [0, 1].

dLS est appelé : le degré topologique de Leray-Schauder.

Théorème 1.9.7. Le degré de Leray-Schauder sur Ac est définit par

dLS(Id− f,Ω, y) = degY (Id− g|Ω∩Y ,Ω ∩X, y) ,
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où g : Ω → X est n’importe quelle application de rang finie telle que sup
ω∈Ω

‖g(ω)−f(ω)‖X < r,

avec r = d(y, (Id− f)(∂Ω)) et Y est un sous espace de X de dimension finie qui contient y

et l’image de g.

Théorème 1.9.8 (Théorème de point fixe de Leray-Schauder).

Soit X un espace de Banach. Soient ψ : X → X une fonction compact et continue et

S = {x ∈ X : x = λψ(x), λ ∈]0.1[}.

Alors, soit S est non borné, ou bien ψ admet un point fixe.

Dans notre travail, on a besoin de la généralisation multivoque suivante du théorème de

Leray-Schauder (voir [8]).

Théorème 1.9.9. Soient X, Y deux espaces de Banach, C ⊂ X et D ⊂ Y deux ensembles

convexes tels que 0 ∈ C, Soit W : C ⇒ D une multiapplication à valeurs convexes faiblement

compactes, et s.c.s de C muni de le topologie forte dans D muni de la topologie faible. Soit

ψ : D → C une application complètement continue. Si Ψ = ψ ◦W : C ⇒ C est compacte,

alors soit

(i) l’ensemble S = {x ∈ C : x ∈ λΨ(x) , λ ∈]1, 0[} est non borné, soit

(ii) Ψ admet un point fixe, i.e. il existe x ∈ C, tel que x ∈ Ψ(x).

Théorème 1.9.10 (Théorème de Borsuk-Ulam).

Soient X un espace de Banach et Ω un ouvert borné de X, symétrique par rapport à l’origine

et 0 ∈ Ω. Soient f une application compacte de Ω à valeurs dans X et ϕ = Id− f . Si f est

impair sur ∂Ω et 0 6∈ ϕ(∂Ω), alors dLS(ϕ,Ω, 0) est impair, i.e., dLS(ϕ,Ω, 0) ≡ 1 [2].

1.10 Multiapplictions

Nous donnons dans cette section quelques définitions et résultats concernant les multiap-

plicatins. Ces résultats ont été pris des références [3], [31], [24] et [25].

1.10.1 Multiapplications et sélections

Définition 1.10.1. Soient X, Y deux ensembles non vides. On appelle multiapplication

(ou fonction multivoque) F définie sur X à valeurs dans Y toute application qui à chaque

élément x ∈ X associe un sous ensemble F (x) de Y , et on note F : X ⇒ Y ou F : X → P(Y )

où P(Y ) est l’ensemble des parties de Y .
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• On appelle domaine (effectif) de la multiapplication F qu’on note dom(F ), le sous

ensemble de Y défini par

D(F ) := Dom(F ) = {x ∈ X : F (x) 6= ∅} .

• On appelle graphe de F , qu’on note Gr(F ), le sous ensemble de X × Y défini par

Gr(F ) = {(x, y) ∈ X × Y : y ∈ F (x)} .

• On appelle image de F , qu’on note Im(F ), le sous ensemble de Y défini par

Im(F ) = {y ∈ Y : ∃x ∈ X , y ∈ F (x)} .

• Si A ⊂ X, on appelle image de A par F qu’on note F (A) le sous ensemble de Y défini

par F (A) =
⋃

x∈A

F (x), et on peut écrire

F (A) = {y ∈ Y : ∃x ∈ A, y ∈ F (x)} .

Considérons la multiapplication inverse F−1 : Y ⇒ X définie par

x ∈ F−1(y) ⇔ y ∈ F (x) .

• Pour tout V ⊂ Y , on appelle image réciproque large de F , le sous ensemble défini

par

F−1(V ) = {x ∈ X : F (x) ∩ V 6= ∅} .

• Pour tout V ⊂ Y , on appelle image réciproque étroite de F , le sous ensemble défini

par

F−1
+ (V ) = {x ∈ X : F (t) ⊆ V } .

Définition 1.10.2. Soit F : X ⇒ Y une multiapplication. On appelle sélection de F toute

application f : dom(F ) → Y vérifiant

f(x) ∈ F (x) , ∀x ∈ Dom(F ) .

1.10.2 Continuité des multiapplications

Définition 1.10.3. Soient X, Y deux espaces topologiques, et F : X ⇒ Y une multiapplica-

tion.

1. On dit que F est semicontinue supérieurement (s.c.s) au point x0 ∈ X si pour

tout ouvert U de X contenant F (x0) c’est à dire F (x0) ⊂ U , il existe un voisinage Ω

de x0 tel que F (Ω) ⊂ U c’est à dire ∃Ω ∈ V (x0); F (z) ⊂ U, ∀ z ∈ Ω. Autrement dit

F−1
+ (U) est un voisinage de x0.

25
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• F est s.c.s sur X si elle est s.c.s en tout point x0 ∈ X.

2. On dit que F est semicontinue inférieurement (s.c.i) au point x0 ∈ X si pour

tout ouvert U de X vérifiant F (x0) ∩ U 6= 0, il existe un voisinage Ω de x0 tel que

F (z) ∩ U 6= 0, ∀ z ∈ Ω. Autrement dit F−1(U) est un voisinage de x0.

• F est s.c.i sur X si elle est s.c.i en tout point x0 ∈ X.

3. On dit que F est continue au point x0 si elle est s.c.s et s.c.i au point x0.

Proposition 1.10.4. Soient X, Y deux espaces topologiques, considérons la multiapplication

F : X ⇒ Y , alors

(i) F est s.c.s si et seulement si F−1(U) est fermé de X pour tout U fermé de Y.

(ii) F est s.c.i si et seulement si F−1(U) est ouvert de X pour tout U ouvert de Y.

Proposition 1.10.5. (Voir[19]) Soient X, Y deux espaces de Banach et F : X ⇒ Y une

multiapplication à valeurs non vides. Alors F est s.c.i si et seulement si d(·, F ) est s.c.s.

Définition 1.10.6. (Voir [19]) Soient X, Y deux espaces de Banach. Alors la multiapplica-

tion F : X ⇒ Y à valeurs non vides est dite ε-s.c.s si pour tout x0 ∈ X et ε > 0 il existe

δ = δ(x0, ε) > 0 tel que

F (x) ⊂ F (x0) +B(0, ε), pour toutx ∈ B(x0, δ) .

Proposition 1.10.7. (Voir [19]) Soient X, Y deux espaces de Banach et F : X ⇒ Y une

multiapplication à valeurs non vides.

Si F est s.c.s alors F est ε-s.c.s. L’inverse est vrai si F est à valeurs compactes (c’est à dire

si elle est s.c.s et l’image des sous ensembles bornés de X par F sont relativement compacts

dans Y ).

1.10.3 Mesurabilité des multiapplications

Nous allons donner maintenant des résultats fondamentaux de la théorie des multiappli-

cations mesurables.

Définition 1.10.8. Soient (X,Σ) un espace mesurable, Y un espace métrique et F : X ⇒ Y .

On dit que F est Σ-mesurable ou bien simplement mesurable si pour tout ouvert V de

Y

F−1(V ) = {x ∈ X : F (x) ∩ V 6= ∅ } ∈ Σ.
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Proposition 1.10.9. Soient (X,Σ) un espace mesurable, Y un espace métrique séparable

et F : X ⇒ Y une multiapplication. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) F et Σ-mesurable ;

(ii) Pour chaque y ∈ Y , la fonction

hy : X → R

x 7−→ d(y, F (x))

est Σ-mesurable.

Définition 1.10.10. Soient (T,Σ) un espace mesurable, X et Y deux espaces métriques.

Soit f une application telle que f : T ×X → Y . On dit que f est de Carathéodory si

1. pour tout t ∈ T , la fonction f(t, ·) est continue ;

2. pour tout x ∈ X, la fonction f(·, x) est mesurable sur T .

Proposition 1.10.11. Soient (T,Σ) un espace mesurable, X un espace métrique séparable

et Y un espace métrique. Soit f : T ×X → Y une application de Carathéodory. Alors f est(
Σ⊗ B(X),B(Y )

)
-mesurable.

Proposition 1.10.12. Soit (X,Σ) un espace mesurable, Y un espace métrique séparable, et

soit F : X ⇒ Y une multiapplication à valeurs fermées. Donc si F est Σ-mesurable alors

Gr(F ) ∈ Σ⊗ B(Y ).

Théorème 1.10.13. Soient (X,Σ, µ) un espace mesuré avec σ−fini et Y un espace métrique

séparable. On suppose que la tribu Σ est µ-complète. Soit F : X ⇒ Y une multiapplication

à valeurs fermées. Alors F est Σ-mesurable si et seulement si Gr(F ) ∈ Σ⊗ B(Y ).

Théorème 1.10.14 (Théorème de sélections mesurables).

Soit (X,Σ) un espace mesurable, Y un espace métrique complet séparable et soit

F : X ⇒ Y une multiapplication à valeurs non vides fermées. Donc si F est mesurable alors

elle admet au moins une sélection mesurable.

Théorème 1.10.15. (Voir [23]) Soient X un espace métrique séparable, F : I ⇒ X une

multiapplication mesurable à valeurs non vides fermées et φ : I × X → R une fonction

(L(I)⊗ B(X),B(RN))-mesurable vérifiant

i) φ(t, ·) est s.c.s pour tout t ∈ I ;
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1.11. Opérateurs monotones

ii) il existe f0 ∈ Sp
F = {f ∈ Lp(I,RN), f(t) ∈ F (t), p.p sur I}, pour p ∈ [1,+∞], telle

que
T∫

0

φ(t, f0(t))dt < +∞ .

Alors

inf
f∈SF

T∫
0

φ(t, f(t))dt =

T∫
0

inf
x∈F (t)

φ(t, x)dt .

Définition 1.10.16. (Voir [29]) Soit X un espace de Banach. Un ensemble K ⊆ Lp(I,X)

(p ∈ [1,+∞[) est dit décomposable si, pour tout triplets (A, f1, f2) ∈ L(I)×K ×K, on a

1IAf1 + 1IAcf2 = 1IAf1 + (1− 1IA)f2 ∈ K .

Théorème 1.10.17. (Voir [29]) Soient X un espace de Banach et F : I ⇒ X une multiap-

plication mesurable à valeurs non vides fermées. Alors Sp
F (avec p ∈ [1,+∞[) est décompo-

sable.

Théorème 1.10.18. (Voir [24]) Soit X est un espace métrique séparable, Y est un espace

de Banach et N : X ⇒ Lp(I, Y ) (p ∈ [1,+∞[) une multiapplication s.c.i à valeurs non vides

fermées et décomposables. Alors N admet une sélection continue.

1.11 Opérateurs monotones

Les résultats suivants sont pris des références [14], [28], [24] et [10].

Soit X un espace de Banach, X ′ son dual topologique. Soit A : X → X ′ un opérateur

univoque. Alors le domaine de A est donné par

D(A) = {x ∈ X : A(x) existe},

l’image de A par

Im(A) = {y ∈ X ′ , ∃x ∈ D(A) , y = A(x)} ,

et son graphe par

Gr(A) = {(x, y) ∈ X ×X ′, y = A(x)} .

Définition 1.11.1. Un opérateur A : D(A) ⊆ X → X ′ est dit monotone si pour tout

x1, x2 ∈ D(A)

〈A(x1)− A(x2), x1 − x2〉 ≥ 0 ,

et il est strictement monotone si pour tout x1, x2 ∈ D(A)

〈A(x1)− A(x2), x1 − x2〉 > 0 .
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Remarque 1.11.1. Si 〈A(x1) − A(x2), x1 − x2〉 = 0 implique x1 = x2, alors on dit que A

est strictement monotone.

Théorème 1.11.2. Soit (H, ‖ · ‖) un espace de Hilbert, A : H → H un opérateur monotone

continu tel que ‖A(x)‖ −→ +∞ quand ‖x‖ −→ +∞. Alors A est surjectif.

Si de plus, A est strictement monotone alors A est un homéomorphisme.

Proposition 1.11.3. Soit A : H → H un homéomorphisme qui vérifie les conditions du

Théorème 1.11.2, alors l’opérateur inverse A−1 est aussi strictement monotone et ‖A−1(y)‖ −→
+∞ quand ‖y‖ −→ +∞.

Définition 1.11.4. Un opérateur A : X → X ′ est dit cœrcif si, soit D(A) est borné ou

bien D(A) n’est pas borné et

lim
n→+∞

〈yn, xn〉
‖xn‖

= +∞ pour tout (xn, yn) ∈ Gr(A) avec lim
n→+∞

‖xn‖ = +∞ .

Définition 1.11.5. Un opérateur monotone A est dit maximal monotone si A ne peut

pas être proprement égale à un autres opérateurs monotones.

En explicitant cette définition, nous aurons la proposition suivante.

Proposition 1.11.6. Un opérateur monotone A : X → X ′ est dit maximal monotone si et

seulement si pour tout (x, y) ∈ X ×X ′ tel que

〈y − v, x− u〉 ≥ 0 , pour tout (u, v) ∈ Gr(A) ,

on a y = A(x).

Théorème 1.11.7. Soit X un espace de Banach réflexif et soit A : X → X ′ un opérateur

monotone, continu et D(A) = X, alors A est maximal monotone.

Théorème 1.11.8. Si A,B : X → X ′ sont des opérateurs maximaux monotones et int(D(A))∩
D(B) 6= ∅, alors A+B est un opérateur maximal monotone.

Corollaire 1.11.9. Soient X un espace réflexif, A : X → X ′ un opérateur maximal mono-

tone et cœrcif, alors Im(A) = X ′, c’est à dire A est surjectif.

1.12 Dérivée au sens des distributions

Les résultats suivants sont pris des références [11] et [22].
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Définition 1.12.1. L’ensemble de toutes les fonctions dérivables définies de I dans RN

et à support compact dans ]0, T [ (c’est à dire le complémentaire du plus grand ouvert où la

fonction est nulle) est noté par C1
0(I), qu’est un espace vectoriel et tout élément de cet espace

s’appelle fonction-test.

Définition 1.12.2. Soient X un espace de Banach, f, g ∈ L1(I,X). On dit que g est la

dérivée de f au sens des distributions (ou la dérivée faible), si

T∫
0

f(t)ϕ′(t) dt = −
T∫

0

g(t)ϕ(t) dt , ∀ϕ ∈ C1
0(I) .

On note la dérivée de f par f ′ ou Df .

Corollaire 1.12.3. L’espace C1
0(I) est dense dans Lp(I,RN) pour 1 ≤ p <∞.

1.13 Espaces de Sobolev

Les résultats suivants sont pris des références [1], [6] et [22].

En analyse mathématique, les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels particulière-

ment adaptés à la résolution des problèmes d’équations aux dérivées partielles. Ils doivent

leur nom au mathématicien Russe Sergueï Lvovitch Sobolev.

Définition 1.13.1. Soit p ∈ [1,+∞[. On définit l’espace de Sobolev W 1.p(I,RN) par

W 1.p(I,RN) = {u ∈ Lp(I,RN), u′ ∈ Lp(I,RN)} ,

où u′ est la dérivée de u au sens des distributions.

On munit l’espace vectoriel W 1.p par la norme suivante

‖u‖W 1.p = ‖u‖p + ‖u′‖p .

Proposition 1.13.2. L’espace (W 1.p(I,RN), ‖ · ‖W 1.p) est un espace de Banach et réflexif

pour 1 < p < +∞, de plus il est séparable pour 1 ≤ p <∞.

Définition 1.13.3 (L’espace W 1.p
0 (I,RN)).

• Étant donné 1 ≤ p < +∞, on désigne par W 1.p
0 (I,RN) la fermeture de l’espace C1

0(I)

dans W 1.p(I,RN).

• L’espace W 1.p
0 (I,RN), muni de la norme induite par W 1.p(I,RN), est un espace de

Banach.
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• L’espace W 1.p
0 (I,RN) est un espace séparable, il est de plus réflexif pour 1 < p < +∞.

Le résultat suivant fournit une caractérisation essentielle des fonctions de W 1.p
0 (I,RN).

Corollaire 1.13.4. L’espace (W 1.p
0 (I,RN), ‖ · ‖W 1.p) est un sous espace vectoriel fermé de

W 1.p(I,RN).

Proposition 1.13.5 (Inégalité de Poincaré).

Il existe une constante c > 0 telle que

‖u‖W 1.p ≤ c ‖u′‖p , ∀u ∈ W 1.p
0 (I,RN).

Autrement dit, sur W 1.p
0 (I,RN) la quantité ‖u′‖p est une norme équivalente à la norme de

W 1.p(I,RN).
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CHAPITRE 2

Problèmes non-linéaires pour des équations différentielles du

second ordre

Le but de ce chapitre est d’obtenir des opérateurs non-linéaires dans des espaces de

fonctions appropriés dont les points fixes coïncident avec les solutions des problèmes non-

linéaires de la forme :  (φ(u′(t)))′ = f(t, u(t), u′(t)) , p.p sur I,

L(u(0), u(T ), u′(0), u′(T )) = 0 ,
(2.0.1)

où φ : RN → RN est une fonction continue, strictement monotone et cœrcive et f : I ×
RN × RN → RN est une fonction de Carathéodory qui vérifié la condition suivante : pour

tout ρ > 0, il existe une application αρ ∈ L1(I,R) telle que pour tout t ∈ I et pour tout

(x, y) ∈ RN × RN avec |x| ≤ ρ, |y| ≤ ρ on a

|f(t, x, y)| ≤ αρ(t). (2.0.2)

Les conditions aux limites exprimées par L(u(0), u(T ), u′(0), u′(T )) = 0 peuvent être une

des cas suivants : u(0) = u(T ) = 0 (problème de Drichlet), u′(0) = u′(T ) = 0 (problème

de Neumann) ou u(0) = u(T ) et u′(0) = u′(T ) (problème périodique). Alors pour nous la

fonction L : R4 → R est défini par l’une des lois suivantes

L(x, y, z, w) = x2 + y2 , L(x, y, z, w) = z2 + w2 , L(x, y, z, w) = (x− y)2 + (z − w)2 .

On note par u ∈ C1(I,RN) la solution de (2.0.1) avec φ(u′) est absolument continue qui

vérifiée les conditions de (2.0.1) p.p sur I.

Ce chapitre est organisé comme suit ; dans la section 1 nous introduisons des conditions

sur la fonction φ, et nous considérons et montrons un exemple important sur cette fonction
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qui vérifie ces conditions, puis, nous donnons une notion d’une fonction associée à φ qui sera

utile et qui permettra de résoudre le problème (2.0.1).

Dans la section 2, nous allons donner les résultats d’existences de solutions des problèmes

non-homogènes de type semblable au p-Laplacien pour les équations différentielles du second

ordre associées aux différentes conditions aux limites de Dirichlet, Neumann et périodique.

Dans la section 3, nous réduisons les problèmes (2.0.1) à des problèmes de point fixe dans des

sous espaces C1(I,RN), et finalement dans la section 4, en combinant la théorie du degré de

Leray-Schauder et les résultats de la section 3, nous donnons quelques théorèmes d’existence

pour le problème (2.0.1).

On va noter par
C1

0 = {u ∈ C1(I,RN) | u(0) = 0 , u(T ) = 0},
C1

N = {u ∈ C1(I,RN) | u′(0) = 0 , u′(T ) = 0},
C1

T = {u ∈ C1(I,RN) | u(0) = u(T ) , u′(0) = u′(T )}.

2.1 Valeurs moyennes généralisées

Considérons la fonction continue φ : RN → RN qui vérifie les conditions suivantes

(H1) (la monotonie stricte) : pour tout x1, x2 ∈ RN telle que x1 6= x2,

〈φ(x1)− φ(x2), x1 − x2〉 > 0 ;

(H2) (la cœrcivité) : il existe une fonction α : [0,+∞[→ [0,+∞[ telle que α(s) −→ +∞
quand s −→ +∞ et 〈φ(x), x〉 ≥ α(|x|)|x| , pour tout x ∈ RN .

Donnons un simple exemple pour un opérateur φ qui vérifie les conditions (H1) et (H2).

Exemple 2.1.1. (L’opérateur p-Laplacien). Pour p ≥ 2, soit J : RN → RN donné par J(x) = |x|p−2x pour x 6= 0,

J(0) = 0.

Alors, pour tout x, y ∈ RN tels que x 6= y, on a

〈J(x)− J(y), x− y〉 = 〈|x|p−2x− |y|p−2y, x− y〉

= 〈|x|p−2x+ |x|p−2y − |x|p−2y − |y|p−2y, x− y〉

= |x|p−2〈x− y, x− y〉+ (|x|p−2 − |y|p−2)〈y, x− y〉

= |x|p−2|x− y|2 + (|x|p−2 − |y|p−2)〈y, x− y〉

= |x|p−2|x− y|2 + (|x|p−2 − |y|p−2)(〈y, x〉 − |y|2) ,

33



2.1. Valeurs moyennes généralisées

mais

〈y, x〉 =
1

2
(|x|2 + |y|2 − |x− y|2).

En effet,

|x|2 + |y|2 − |x− y|2 = 〈x, x〉+ 〈y, y〉 − 〈x− y, x− y〉

= 〈x, x〉+ 〈y, y〉 − 〈x, x〉+ 〈x, y〉+ 〈y, x〉 − 〈y, y〉

= 2〈y, x〉.

Donc

〈J(x)− J(y), x− y〉 = |x|p−2|x− y|2 + (|x|p−2 − |y|p−2)
[1

2
(|x|2 + |y|2 − |x− y|2)− |y|2

]
= |x|p−2|x− y|2 +

1

2
(|x|p−2 − |y|p−2)(|x|2 − |x− y|2)− |y|2)

=
1

2
(|x|p−2 + |y|p−2)|x− y|2 +

1

2
(|x|p−2 − |y|p−2)(|x|2 − |y|2)

≥ 1

2
(|x|p−2 + |y|p−2)|x− y|2 > 0 .

D’où 〈J(x)− J(y), x− y〉 > 0.

D’autre part

〈J(x), x〉 = 〈|x|p−2x, x〉

= |x|p−2〈x, x〉

= |x|p−2|x|2

= |x|p

= |x|p−1|x| .

Pour α(|x|) = |x|p−1, (H2) est vérifiée.

Proposition 2.1.1. Pour tout l ∈ C(I,RN), on définit l’opérateur Gl : RN → RN par

Gl(a) =
1

T

T∫
0

φ−1(a+ l(t)) dt,

alors

1. pour l ∈ C(I,RN) fixé, l’équation

Gl(a) = 0 (2.1.1)

admet une solution unique qu’on note par Qφ(l) ;
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2. La fonction Qφ : C(I,RN) → RN est continue et envoie les ensembles bornés de

C(I,RN) en ensembles bornés dans RN .

Démonstration

1. On commence par montrer que si (2.1.1) admet une solution, elle est unique.

Comme φ vérifie les hypothèses (H1) et (H2), alors par la Proposition 1.11.3 et le

Théorème 1.11.2, φ−1 est strictement monotone, donc pour a1 6= a2

〈Gl(a1)−Gl(a2), a1 − a2〉 =
1

T

T∫
0

〈φ−1(a1 + l(t))− φ−1(a2 + l(t)), a1 − a2〉dt > 0,

donc Gl est strictement monotone, c’est à dire que si l’équation (2.1.1) admet deux

solutions a1 et a2 alors Gl(a1) = Gl(a2) = 0, cela implique que

〈Gl(a1)−Gl(a2), a1 − a2〉 = 0,

et par la stricte monotonie de Gl, on obtient que a1 = a2 ; c’est à dire la solution si elle

existe, elle est unique.

Pour montrer l’existence de cette solution, on va commencer par montrer que 〈Gl(a), a〉 >
0, pour |a| est suffisamment grand.

On a Gl est continue (puisque φ−1 est continue) et

〈Gl(a), a〉 =
1

T

T∫
0

〈φ−1(a+ l(t)), a〉dt

=
1

T

T∫
0

(
〈φ−1(a+ l(t)), a+ l(t)〉 − 〈φ−1(a+ l(t)), l(t)〉

)
dt

≥ 1

T

T∫
0

〈φ−1(a+ l(t)), a+ l(t)〉dt− ‖l‖C

T

T∫
0

∣∣φ−1(a+ l(t))
∣∣ dt,

la dernière inégalité est obtenue en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwartz.

D’après l’hypothèse (H2) et pour tout y ∈ RN , on a

〈y, φ−1(y)〉 ≥ α
(∣∣φ−1(y)

∣∣) ∣∣φ−1(y)
∣∣ , (2.1.2)

donc, pour tout t ∈ I

〈a+ l(t), φ−1(a+ l(t))〉 ≥ α(|φ−1(a+ l(t))|) |φ−1(a+ l(t))| ,
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d’où

〈Gl(a), a〉 ≥ 1

T

T∫
0

α
(∣∣φ−1(a+ l(t))

∣∣) ∣∣φ−1(a+ l(t))
∣∣ dt− ‖l‖C

T

T∫
0

∣∣φ−1(a+ l(t))
∣∣ dt

=
1

T

T∫
0

[
α

(∣∣φ−1(a+ l(t))
∣∣)− ‖l‖C

] ∣∣φ−1(a+ l(t))
∣∣ dt. (2.1.3)

Alors, |a| −→ +∞ implique |φ−1(a+ l(t))| −→ +∞ uniformément pour t ∈ I, donc

d’après l’inégalité (2.1.3), il existe un nombre positif r assez grand tel que 〈Gl(a), a〉 > 0

pour tout a ∈ RN avec | a| = r. Comme Gl est continu sur un espace de dimension

finie RN , alors l’image des ensembles bornés par Gl sont des ensembles bornés, donc

elles sont relativement compact, par suite Gl est compact, cela implique que a−Gl est

compact pour tout a ∈ RN .

Soit S = BRN (0, r), S est donc ouvert et borné, de plus, 0 6∈ ∂S.
Posons, pour tout a ∈ RN , ϕ(a) = a−Gl(a) donc Gl(a) = a− ϕ(a). D’où

〈Gl(a), a〉 ≥ 0 ⇐⇒ ‖a‖2 − 〈Gl(a), a〉 ≤ ‖a‖2

⇐⇒ 〈a, a〉 − 〈Gl(a), a〉 ≤ ‖a‖2

⇐⇒ 〈a−Gl(a), a〉 ≤ ‖a‖2

⇐⇒ 〈ϕ(a), a〉 ≤ ‖a‖2.

Par conséquent, en utilisant le Théorème 1.8.2 (Principe d’angle aigu), il existe a ∈ S̄
tel que ϕ(a) = a c’est à dire Gl(a) = 0 admet une solution pour tout l ∈ C(I,RN).

2. Considérons l’opérateur Qφ : C(I,RN) → RN avec, pour tout l ∈ C(I,RN), Qφ(l) est

la solution unique de (2.1.1), c’est à dire

T∫
0

φ−1(Qφ(l) + l(t))dt = 0 . (2.1.4)

Soit Λ un sous ensemble borné de C(I,RN) et soit l ∈ Λ. Alors en multipliant (2.1.4)

par Qφ(l), on obtient

T∫
0

〈φ−1(Qφ(l) + l(t)), Qφ(l)〉dt = 0,

par conséquent

T∫
0

〈φ−1(Qφ(l) + l(t)), Qφ(l) + l(t)〉dt =

T∫
0

〈φ−1(Qφ(l) + l(t)), l(t)〉dt. (2.1.5)
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Supposons que l’ensemble {Qφ(l), l ∈ Λ} n’est pas borné dans RN , alors pour tout

A > 0, il existe l ∈ Λ avec |Qφ(l)| est suffisamment grand tels que

A ≤ α
(∣∣φ−1(Qφ(l) + l(t))

∣∣) uniformément pour tout t ∈ I. (2.1.6)

D’après (2.1.2), (2.1.5) et (2.1.6) on a

A

T∫
0

∣∣φ−1(Qφ(l) + l(t)
∣∣ dt ≤

T∫
0

α
(∣∣φ−1(Qφ(l) + l(t)

∣∣) ∣∣φ−1(Qφ(l) + l(t)
∣∣ dt

≤
T∫

0

〈φ−1(Qφ(l) + l(t)), Qφ(l) + l(t)〉dt

=

T∫
0

〈φ−1(Qφ(l) + l(t)), l(t)〉dt

≤ ‖l‖C

T∫
0

∣∣φ−1(Qφ(l) + l(t))
∣∣ dt ,

qui implique A ≤ ‖l‖C , contradiction avec l ∈ Λ, donc l’ensemble {Qφ(l), l ∈ Λ} est

borné dans RN , c’est à dire Qφ envoie les ensembles bornés de C(I,RN) en ensemble

bornés dans RN .

3. Pour montrer la continuité deQφ, soit {ln}n≥1 une suite convergente dans C(I,RN) vers

l ∈ C(I,RN). Puisque {Qφ(ln)}n≥1 est une suite bornée dans RN , alors elle contient une

sous suite convergente, notée aussi {Qφ(ln)}n≥1 vers ã ∈ RN , donc quand n −→ +∞

dans
T∫
0

φ−1(Qφ(ln)+ ln(t))dt = 0 on obtient, par la continuité de φ−1 et le théorème de

la convergence dominée de Lebesgue, que
T∫
0

φ−1(ã + l(t))dt = 0, par suite Qφ(l) = ã

qui montre la continuité de Qφ.

�

Proposition 2.1.2. Si l’opérateur φ est impair alors la solution Qφ définie dans la Propo-

sition 2.1.1 est aussi impaire.

Démonstration

Si φ est impair, alors φ−1 est aussi impair, donc on a
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T∫
0

φ−1(Qφ(−l)− l(t))dt = 0 ⇐⇒ −
T∫

0

φ−1(−Qφ(−l) + l(t))dt = 0

⇐⇒
T∫

0

φ−1(−Qφ(−l) + l(t))dt = 0 . (2.1.7)

Comme la solution de l’équation (2.1.1) est unique, alors d’après (2.1.7) on obtient que

Qφ(−l) = −Qφ(l), d’où Qφ est impaire. �

Remarque 2.1.1. Si φ = Id, alors l’équation (2.1.1) devient

1

T

T∫
0

(a+ l(t)) dt = 0 ,

et donc la solution unique est

a = − 1

T

T∫
0

l(t) := Q(l) .

Q est appelé l’opérateur de la valeur moyenne. Donc, QId = Q et Qφ peuvent être considérés

comme valeurs moyennes généralisées associés à la fonction φ.

2.2 Problèmes non-homogènes avec conditions aux limites

de Dirichlet, Neumann et périodiques

2.2.1 Cas Dirichlet

Considérons le problème non-homogène avec les conditions aux limites de Dirichlet sui-

vant :  (φ(u′(t)))′ = h(t) , p.p sur I,

u(0) = u(T ) = 0,
(2.2.1)

où h ∈ L1(I,RN). On définit H : L1(I,RN) → C(I,RN) par H(h)(t) =
t∫

0

h(s)ds, pour

tout t ∈ I, qu’est une fonction continue et bornée de L1(I,RN) dans C(I,RN). En effet,

H est bien défini car elle est définie par l’intégrale d’une fonction dans L1(I,RN). Soit
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{hn}n≥1 ⊂ L1(I,RN) une suite qui converge vers h ∈ L1(I,RN) alors on a

‖H(hn)−H(h)‖C = sup
t∈I

|H(hn)(t)−H(h)(t)|

≤ sup
t∈I

∫ t

0

|hn(s)− h(s)|ds

≤ ‖hn − h‖1;

de plus on a

‖H(h)‖C = sup
1≤t≤T

∣∣∣ t∫
0

h(s)ds
∣∣∣

≤ sup
1≤t≤T

t∫
0

|h(s)| ds

=

T∫
0

|h(s)| ds = ‖h‖1 ,

comme h ∈ L1(I,RN), alors H(h) est borné dans C(I,RN).

On définit Φ−1 : C(I,RN) → C(I,RN) par Φ−1(v)(t) = φ−1(v(t)), t ∈ I. Alors Φ−1 est

continue et envoie les ensembles bornés de C(I,RN) en ensembles bornés dans C(I,RN).

En effet, soit {vn}n≥1 une suite qui converge vers v ∈ C(I,RN), alors

vn → v ⇐⇒ ∀ ε > 0,∃n0 ∈ N∗,∀n ∈ N∗, n ≥ n0, ‖ vn − v ‖C< ε

=⇒ ∀ ε > 0,∃n0 ∈ N∗,∀n ∈ N∗, n ≥ n0, |vn(t)− v(t)| < ε,∀ t ∈ I (2.2.2)

donc vn(t) → v(t) pour tout t ∈ I, et comme φ−1 est continue, alors {φ−1(vn(t))}n≥1 converge

vers φ−1(v(t)) pour tout t ∈ I. Il reste à montrer que cette convergence est uniforme.

Comme vn → v dans C(I,RN), alors {vn}n≥1 est bornée, donc il existe M > 0 tel que

‖vn‖C ≤ M , pour tout n ∈ N∗, alors il existe M > 0 tel que |vn(t)| ≤ M , pour tout n ∈ N∗

et pour tout t ∈ I. D’où l’ensemble B = {vn(t), v(t), n ∈ N∗ et t ∈ I} est borné dans RN ,

donc relativement compact. Puisque φ−1 est continue, par le théorème de Heine, φ−1 est

uniformément continue sur B. Donc

∀ ε′ > 0,∃ δ > 0,∀ t ∈ I,
(
|vn(t)− v(t)| < δ ⇒ |φ−1(vn(t))− φ−1(v(t))| < ε′

2

)
.

Pour ε = δ dans (2.2.2), on obtient

∃n0 ∈ N∗,∀n ∈ N∗, n ≥ n0,
(
|vn(t)−v(t)| < δ, ∀ t ∈ I

)
⇒

(
|φ−1(vn(t))−φ−1(v(t))| < ε′

2
, ∀ t ∈ I

)
.
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Donc ‖Φ−1(vn) − Φ−1(v)‖C < ε′. D’où Φ−1(vn) → Φ−1(v) dans C(I,RN). C’est à dire Φ−1

est continue.

D’autre part, soit A ⊂ C(I,RN) un ensemble borné, donc

∃M > 0,∀ v ∈ A, ‖v‖C ≤M . (2.2.3)

Montrons que Φ−1(A) est borné, c’est à dire

∃ M ′ > 0,∀ v ∈ A, ‖Φ−1(v)‖C ≤M ′ .

Par (H2), on a

〈φ−1(x), x〉 ≥ α(|φ−1(x)|) |φ−1(x)| ,

par l’inégalité de Cauchy Schwartz, on aura

α(|φ−1(x)|) |φ−1(x)| ≤ |φ−1(x)| |x| donc α(|φ−1(x)|) ≤ |x| .

D’après (2.2.3)

∀ v ∈ A, ‖v‖C ≤M ⇒ |v(t)| ≤M, ∀ t ∈ I

⇒ α(|φ−1(v(t))| ≤M, ∀ t ∈ I . (2.2.4)

On a

(
s→ +∞⇒ α(s) → +∞

)
⇔ ∀m > 0,∃M ′ > 0,∀ s ∈ R+, s > M ′ ⇒ α(s) > m

⇔ ∀m > 0,∃M ′ > 0,∀ s ∈ R+, α(s) ≤ m⇒ s ≤M ′ ,

et donc, de (2.2.4), il existe M ′ > 0 tel que pour tout v ∈ A et tout t ∈ I on a |φ−1(v(t))| ≤
M ′ ; d’où ‖Φ−1(v)‖C ≤M ′. Donc Φ−1(A) est bornée dans C(I,RN).

Lemme 2.2.1. Pour tout h ∈ L1(I,RN), (2.2.1) admet une solution unique donnée par,

pour tout t ∈ I

u(t) =

t∫
0

φ−1
(
Qφ(H(h)) +H(h)(s)

)
ds := KD(h)(t).

Démonstration

En intégrant (2.2.1) de 0 à t, on obtient

t∫
0

(φ(u′(s)))′ds =

t∫
0

h(s)ds,
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cela implique

φ(u′(t)) = φ(u′(0)) +

t∫
0

h(s)ds = a+H(h)(t),

où a = φ(u′(0)). Donc

φ(u′(s)) = a+H(h)(t), (2.2.5)

et puisque φ est un homéomorphisme, alors (2.2.5) est équivalente à

u′(t) = φ−1(a+H(h)(t)).

Par conséquent

u(t) =

t∫
0

φ−1(a+H(h)(s))ds+ u(0),

on a u(0) = 0, donc

u(t) =

t∫
0

φ−1(a+H(h)(s))ds. (2.2.6)

D’après la condition u(T ) = 0, l’équation (2.2.6) devient

T∫
0

φ−1(a+H(h)(s))ds = 0 ⇐⇒ 1

T

T∫
0

φ−1(a+H(h)(s))ds = 0, (2.2.7)

de la Proposition 2.1.1, l’équation (2.2.7) admet une solution unique Qφ(H(h)), avec Qφ◦H :

L1(I,RN) → RN est continue (car Qφ et H sont continus) et envoie les ensembles bornés de

L1(I,RN) en ensembles bornés de RN . En effet, Qφ envoie les ensembles bornés de C(I,RN)

en ensembles bornés de RN et H est continu et borné de L1(I,RN) dans C(I,RN), alors

l’image des ensembles bornés de L1(I,RN) par Qφ ◦H sont des ensembles bornés de RN .

Donc, l’équation (2.2.1) admet une solution unique

u(t) =

t∫
0

φ−1
(
Qφ(H(h)) +H(h)(s)

)
ds .

�

Lemme 2.2.2. L’opérateur KD est continu et envoie les ensembles equi-intégrables de L1(I,RN)

en ensembles relativement compacts de C1
0 .

Démonstration

On a, pour tout t ∈ I , KD(h)(t) =
t∫

0

φ−1
(
Qφ(H(h)) +H(h)(s)

)
ds.

Soit â : L1(I,RN) → RN une application définie par â(h) = Qφ(H(h)), â est continue et
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envoie les ensembles bornés de L1(I,RN) en ensembles bornés de RN (Voir Lemme 2.2.1),

c’est à dire, ces ensembles sont relativement compacts, donc â est compacte. Alors KD est

continu puisque il est une composition d’opérateurs continus.

De plus,
(
KD(h)

)′
(t) = φ−1(â(h)+H(h)(t)) est aussi une composition d’opérateurs continus,

donc il est continu.

Soit E un ensemble équi-intégrable dans L1(I,RN), alors il existe γ ∈ L1(I,R+) telle que,

pour tout h ∈ E
|h(t)| ≤ γ(t) p.p sur I. (2.2.8)

On va montrer que KD(E) ⊂ C1
0 est un ensemble relativement compact, pour cela, il suffit de

montrer que si {vn}n≥1 est une suite de KD(E), alors elle admet une sous suite convergente

dans C1
0 . Soit {hn}n≥1 une suite dans E telle que vn = KD(hn). Pour t ∈ I, on a

∣∣H(hn)(t)
∣∣∣ =

∣∣ t∫
0

hn(s)ds
∣∣∣

≤
t∫

0

∣∣hn(s)
∣∣ds

≤
t∫

0

γ(s)ds. (2.2.9)

En posant η(t) =
t∫

0

γ(s)ds, on aura η ∈ L1(I,R+) et
∣∣H(hn)(t)

∣∣∣ ≤ η(t), pour tout t ∈ I. De

plus, de (2.2.9) ∣∣H(hn)(t)
∣∣∣ ≤ t∫

0

γ(s)ds ≤ ‖γ‖1 ,

donc, pour tout t ∈ I, {H(hn)(t)}n≥1 est bornée dans RN , alors relativement compacte.

Donc, par le Théorème 1.8.4, il existe une sous suite de {H(hn)}n≥1, qu’on lui garde la même

notation, qui converge uniformément vers une application absolument continue ζ : I → RN .

Mais â est compacte, donc {â(hn)}n≥1 est relativement compacte dans RN , par extraction

d’une sous suite, {â(hn)}n≥1 est convergente dans RN .

En utilisant la continuité de Φ−1 : C(I,RN) → C(I,RN), il suite de la définition de

(KD(hn))′ que la suite {(KD(hn))′}n≥1 est convergente dans C(I,RN), donc elle est bor-

née dans C(I,RN), par conséquent, d’après le théorème de la convergence dominée de Le-

besgue, {KD(hn)}n≥1 est convergente dans C(I,RN), alors la suite {vn}n≥1 admet une sous

suite convergente dans C(I,RN), donc KD(E) est relativement compact dans C1(I,RN), et

comme KD est la solution de (2.2.1), alors KD(E) est relativement compact dans C1
0 .
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En effet, on a que {(KD(hn))}n≥1 converge uniformément vers ζ, donc elle converge simple-

ment, alors

ζ(0) = lim
n→+∞

KD(hn)(0) = 0 et ζ(T ) = lim
n→+∞

KD(hn)(T ) = 0 .

�

2.2.2 Cas Neumann

Considérons le problème non-homogène avec les conditions aux limites de Neumann sui-

vant :  (φ(u′(t)))′ = h(t), p.p sur I,

u′(0) = u′(T ) = 0,
(2.2.10)

où h ∈ L1(I,RN). On définit la projection P : C(I,RN) → C(I,RN) par Pu(t) = u(0), pour

tout t ∈ I, (l’application constante), et la condition nécessaire pour trouver la solution de

(2.2.10) est
T∫

0

h(s)ds = 0 , (2.2.11)

obtenue par l’intégration de (2.2.10) sur I en utilisant les conditions aux limites. En effet,

on a

(φ(u′(t)))′ = h(t) ⇐⇒
T∫

0

h(s)ds =

T∫
0

(φ(u′(s)))′ds = φ(u′(s))
]T

0
= φ(0)− φ(0) = 0,

car u′(0) = u′(T ) = 0.

Lemme 2.2.3. Pour tout h ∈ L1(I,RN) vérifiant (2.2.11), la solution de (2.2.10) est donnée

par, pour tout t ∈ I

u(t) = u(0) +

t∫
0

φ−1(φ(0) +H(h)(s))ds := Pu(t) +KN(h)(t).

Démonstration

En intégrant (2.2.10) sur [0, t], (t ∈ I) on obtient

φ(u′(t))− φ(u′(0)) =

t∫
0

h(s)ds ,

et comme u′(0) = 0, on trouve φ(u′(t)) = φ(0) +H(h)(t), par conséquent

u′(t) = φ−1(φ(0) +H(h)(t)),
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en suite, en intégrant sur [0, t] on aura

u(t) = u(0) +

t∫
0

φ−1(φ(0) +H(h)(s))ds

= Pu(t) +

t∫
0

φ−1(φ(0) +H(h)(s))ds .

�

Remarque 2.2.1. Si on suppose que φ(0) = 0, alors la solution de (2.2.10) devient

u = Pu+H ◦ Φ−1 ◦H(h).

Lemme 2.2.4. L’opérateur KN est continu et envoie les ensembles équi-intégrables de L1(I,RN)

en ensembles relativement compacts de C1
N .

Démonstration

On a, pour tout t ∈ I

KN(h)(t) =

t∫
0

φ−1(φ(0) +H(h)(s))ds.

Alors, la continuité de KN découle de la continuité des opérateurs H et φ−1. De plus,

(KN(h))′(t) = φ−1(φ(0) +H(h)(t)) est aussi une composition d’opérateurs continus, donc il

est continu.

Soit E un ensemble équi-intégrable de L1(I,RN), alors (2.2.8) est vérifiée. Montrons que

KN(E) ⊂ C1
N est un ensemble relativement compact, pour cela, il suffit de montrer que si

{vn}n≥1 est une suite de KN(E), alors elle admet une sous suite convergente dans C1
N . Soit

{hn}n≥1 une suite dans E telle que vn = KN(hn). Pour t, t′ ∈ I (t′ < t), on a

∣∣H(hn)(t)−H(hn)(t′)
∣∣ =

∣∣∣ t∫
0

hn(s)ds−
t′∫

0

hn(s)ds
∣∣∣

=
∣∣∣ t∫

t′

hn(s)ds
∣∣∣

≤
t∫

t′

|hn(s)|ds ≤
t∫

t′

γ(s)ds; ∀n ≥ 1 .

De plus, pour tout n ∈ N∗ et pour tout t ∈ I, on a

∣∣H(hn)(t)
∣∣ ≤ t∫

0

|hn(s)|ds ≤
t∫

0

γ(s)ds ≤ ‖γ‖1 .
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Par conséquent, la suite {H(hn)}n≥1 est uniformément bornée et équicontinue. D’après le

Corollaire 1.8.5, il existe une sous suite de {H(hn)}n≥1, qu’on lui garde la même notation,

qui converge dans C(I,RN).

En utilisant la continuité de φ−1 : RN → RN , il suite de la définition de (KN(hn))′ que la

suite {(KN(hn))′}n≥1 est convergente dans C(I,RN), donc elle est bornée dans C(I,RN),

par conséquent, d’après le théorème de la convergence dominée de Lebesgue, {KN(hn)}n≥1

est convergente dans C(I,RN), alors la suite {vn}n≥1 admet une sous suite convergente dans

C(I,RN), donc KN(E) est relativement compact dans C1(I,RN), et comme KN = u − Pu

est la solution de (2.2.10), alors KN(E) est relativement compact dans C1
N .

En effet, on a {(KN(hn))′}n≥1 est convergente dans C(I,RN), soit ζ sa limite, donc

ζ(0) = lim
n→+∞

(KN(hn))′(0) = 0 et ζ(T ) = lim
n→+∞

(KN(hn))′(T ) = 0 .

�

2.2.3 Cas périodique

Considérons le problème non-homogène avec les conditions aux limites périodique sui-

vant :  (φ(u′(t)))′ = h(t), p.p sur I,

u(0) = u(T ), u′(0) = u′(T ),
(2.2.12)

où h ∈ L1(I,RN) vérifie la même condition nécessaire que dans le cas de Neumann, c’est à

dire
T∫

0

h(s)ds = 0 , (2.2.13)

qu’est aussi obtenue par l’intégration de (2.2.12) sur I en utilisant les conditions aux limites.

En effet, on a

(φ(u′(t)))′ = h(t) ⇔
T∫

0

h(s)ds =

T∫
0

(φ(u′(s)))′ds = φ(u′(s))
]T

0
= φ(u′(T )))− φ(u′(0)) = 0,

car u′(0) = u′(T ).

Lemme 2.2.5. Pour tout h ∈ L1(I,RN), la solution de (2.2.12) est donnée par, pour tout

t ∈ I

u(t) = u(0) +

t∫
0

φ−1
(
Qφ(H(h)) +H(h)(s)

)
ds := Pu(t) +KP (h)(t).
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Démonstration

On intègre (2.2.12) de 0 à t ∈ I, on obtient

φ(u′(t)) = φ(u′(0)) +H(h)(t).

En posant a = φ(u′(0)), on trouve u′(t) = φ−1(a+H(h)(t)). En intégrant sur I, on aura
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T∫
0

u′(t)dt =

T∫
0

φ−1(a+H(h)(t))dt ⇐⇒ u(T )− u(0) =

T∫
0

φ−1(a+H(h)(t))dt

⇐⇒
T∫

0

φ−1(a+H(h)(t))dt = 0 (car u(T ) = u(0))

⇐⇒ 1

T

T∫
0

φ−1(a+H(h)(t))dt = 0. (2.2.14)

D’après la Proposition 2.1.1, l’équation (2.2.14) admet une solution unique â(h) = Qφ(H(h)),

alors

u′(t) = φ−1(Qφ(H(h)) +H(h)(t)) =⇒ u(t) =

t∫
0

φ−1(Qφ(H(h)) +H(h)(s))ds,

donc la solution de (2.2.12) est

u(t) = u(0) +

t∫
0

φ−1
(
Qφ(H(h)) +H(h)(s)

)
ds

= Pu(t) +

t∫
0

φ−1
(
Qφ(H(h)) +H(h)(s)

)
ds .

�

Lemme 2.2.6. L’opérateur KP est continu et envoie les ensembles équi-intégrables de L1(I,RN)

en ensembles relativement compacts de C1
T .

Démonstration

On a, pour tout t ∈ I,

KP (h)(t) =

t∫
0

φ−1
(
Qφ(H(h)) +H(h)(s)

)
ds . (2.2.15)

Soit l’application F : L1(I,RN) → L1(I,RN) définie par F (h)(t) =
1

T

T∫
0

h(s)ds, pour tout

t ∈ I.
Si u ∈ C1

T est une solution de (2.2.12), alors u vérifie l’équation

u(t) = Pu(t) + F (h)(t) +K(h)(t) ,
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avec K(h)(t) =
t∫

0

(
φ−1[â((Id− F )h) +H((Id− F )h)(s)]

)
ds. En effet, d’après (2.2.13), si u

est une solution de (2.2.12) alors
1

T

T∫
0

h(s)ds = 0, donc

Pu(t) + F (h)(t) +K(h)(t) = Pu(t) + F (h)(t) +

t∫
0

(
φ−1[â((Id− F )h) +H((Id− F )h)(s)]

)
ds

= Pu(t) +

t∫
0

φ−1
(
â(h) +H(h)(s)

)
ds

= Pu(t) +

t∫
0

φ−1
(
Qφ(H(h)) +H(h)(s)

)
ds = u(t) .

Montrons que K est continu et envoie les ensembles équi-intégrables de L1(I,RN) en en-

sembles relativement compacts de C1
T .

La continuité de K découle de la continuité des opérateurs H,φ−1, F (h) et â. De plus, on a

(K(h))′(t) = φ−1
(
â((Id− F )h) +H((Id− F )h)(t)

)
est aussi une composition d’opérateurs

continus, donc il est continu.

Soit E un ensemble équi-intégrable de L1(I,RN), alors (2.2.8) est vérifiée. On va montrer

que K(E) ⊂ C1
T est un ensemble relativement compact, pour cela, il suffit de montrer que

si {vn}n≥1 est une suite de K(E), alors elle admet une sous suite convergente dans C1
T . Soit

{hn}n≥1 une suite dans E telle que vn = K(hn). Pour t, t′ ∈ I (t′ < t), on a∣∣H(
(Id− F )(hn)

)
(t)−H

(
(Id− F )(hn)

)
(t′)

∣∣
=

∣∣H(hn)(t)−H(F (hn))(t)−H(hn)(t′) +H(F (hn))(t′)
∣∣

=
∣∣ t∫

0

hn(s) ds−
t∫

0

F (hn)(s) ds−
t′∫

0

hn(s) ds−
t′∫

0

F (hn)(s)ds
∣∣

=
∣∣ t∫

t′

hn(s) ds+

t∫
t′

F (hn)(s) ds
∣∣

≤
∣∣ t∫

t′

hn(s) ds
∣∣ +

∣∣ t∫
t′

F (hn)(s) ds
∣∣

≤
∣∣ t∫

t′

hn(s) ds
∣∣ + |F (hn)(t)| |t− t′| ,
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d’où ∣∣H(
(Id− F )(hn)

)
(t)−H

(
(Id− F )(hn)

)
(t′)

∣∣
≤

t∫
t′

|hn(s) |ds+
1

T

T∫
0

|hn(s)|ds |t− t′|

≤
t∫

t′

γ(s)ds+
|t− t′|
T

T∫
0

γ(s)ds.

Par conséquent, la suite {H(Id − F )(hn)}n≥1 est uniformément bornée et équicontinue.

D’après le Corollaire 1.8.5, il existe une sous suite de {H(Id−F )(hn)}n≥1, qu’on lui garde la

même notation, qui converge dans C(I,RN). D’autre part, comme {hn}n≥1 est bornée, on a

{(Id−F )(hn)}n≥1 est bornée, mais â est compacte, donc {â(Id−F )(hn)}n≥1 est relativement

compacte dans RN , par extraction d’une sous suite, {â(Id−F )(hn)}n≥1 est convergente dans

RN . D’où, de la continuité de Φ−1, la suite {(K(hn))′}n≥1 est convergente dans C(I,RN),

et comme H est continu, alors {K(hn)}n≥1 est convergente dans C(I,RN). D’où K(ξ) est

relativement compact dans C1(I,RN).

On remarque que KP (h)(t) = F (h)(t) +K(h)(t), alors KP (E) est relativement compact de

C1(I,RN). Comme KP (h)(t) = u(t) − Pu(t) est la solution de (2.2.12), donc KP (E) est

relativement compact de C1
T .

En effet, de (2.2.15), on a (KP (h))′(0) = φ−1(Qφ(H(h)) + H(h)(0)), de plus, H(h)(0) = 0,

alors

(KP (h))′(0) = φ−1(Qφ(H(h))(0)) = u′(0) = u′(T ) ,

et (KP (h))′(T ) = φ−1(Qφ(H(h)) +H(h))(T ), de plus, H(h)(T ) = 0, alors

(KP (h))′(T ) = φ−1(Qφ(H(h))(T )) = u′(T ) = u′(0) .

D’où

(KP (h))′(0) = (KP (h))′(T ).

Or, KP (h)(0) = u(0)− u(0) = 0 et KP (h)(T ) = u(T )− u(0) = 0.

D’où

KP (h)(0) = KP (h)(T ).

�

Remarque 2.2.2. Notons que, puisque Qφ(0) = â(0), nous avons, par la définition de K et

de l’équation (2.1.4), K(0) = 0.
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2.3 Formulation points fixes pour les problèmes non-linéaires

Dans cette section, nous allons montrer que les solutions des problèmes non-linéaires

avec les conditions aux limites de Dirichlet, Neumann et périodiques sont les points fixes

d’opérateurs non-linéaires compacts dans les espaces de fonctions appropriés.

Proposition 2.3.1. Soit f : I ×RN ×RN → RN une application de Carathéodory vérifiant

la condition (2.0.2). On note par Nf : C1(I,RN) → L1(I,RN) l’opérateur de Nemytskii

associé à f défini par Nf (u)(t) = f(t, u(t), u′(t)). Alors Nf est continu et envoie les ensembles

bornés de C1(I,RN) en ensembles équi-intégrables de L1(I,RN).

Démenstration

Soit {un}n≥1 ⊂ C1(I,RN) une suite convergente vers u ∈ C1(I,RN), et montrons que

Nf (un) → Nf (u) dans L1(I,RN), c’est à dire ‖Nf (un)−Nf (u)‖1 → 0.

Comme {un}n≥1 converge vers u dans C1(I,RN), alors elle est bornée, donc

∃M > 0, ∀n ∈ N∗, ‖un‖C1 ≤M ainsi que ‖u‖C1 ≤M ,

et de la condition (2.0.2), il existe αM ∈ L1(I,R), tel que pour tout n ∈ N∗ et pour tout

t ∈ I, on a

|f(t, un(t), u′n(t))| ≤ αM(t) et |f(t, u(t), u′(t))| ≤ αM(t) ,

donc, pour tout t ∈ I
|Nf (un)(t)−Nf (u)(t)| ≤ 2αM(t) .

D’autre part, comme f(t, ·, ·) est continue pour tout t ∈ I, alors f(t, un(t), u′n(t)) → f(t, u(t), u′(t)).

D’où, par le théorème de la convergence dominée de Lebesgue, on aura

‖Nf (un)−Nf (u)‖1 → 0.

Par suit Nf (u) est continu dans L1(I,RN).

De plus, soit A un ensemble borné de C1(I,RN), alors il existe M > 0 telle que, pour

tout u ∈ A, ‖u‖C1 ≤ M . Montrons que Nf (A) est équi-intégrable, c’est à dire, qu’il existe

γ ∈ L1(I,R+) telle que, pour tout u ∈ A, |Nf (u)(t)| ≤ γ(t) p.p sur I.

On sait que f est une fonction de Carathéodory et vérifie la condition (2.0.2), c’est à dire, il

existe γ = αM ∈ L1(I,R), telle que |f(t, u(t), u′(t))| ≤ γ(t) sur I, donc on peut dire qu’elle

vérifie cette condition p.p sur I, i.e.,

|Nf (u)(t)| = |f(t, u(t), u′(t))| ≤ γ(t) p.p sur I.

D’où Nf (A) est équi-intégrable. �
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2.3.1 Cas Dirichlet

Considérons le problème de Dirichlet non-linéaire suivant : (φ(u′(t)))′ = f(t, u(t), u′(t)), p.p sur I,

u(0) = u(T ) = 0.
(2.3.1)

Théorème 2.3.2. Le problème (2.3.1) est équivalent au problème de point fixe

u(t) =

t∫
0

φ−1
(
Qφ(H(Nf (u))) +H(Nf (u))(s)

)
ds := GD

f (u)(t) ,

pour tout t ∈ I.

Démonstration

D’après le Lemme 2.2.1 on a

u(t) =

t∫
0

φ−1
(
Qφ(H(f(·, u(·), u′(·)))) +H(f(·, u(·), u′(·)))(s)

)
ds ,

et comme Nf (u)(t) = f(t, u(t), u′(t)), alors

u(t) =

t∫
0

φ−1
(
Qφ(H(Nf (u))) +H(Nf (u))(s)

)
ds .

�

Proposition 2.3.3.

1. GD
f est un opérateur compact sur C1

0 dans lui même.

2. Si φ est impair et f(t,−u,−v) = −f(t, u, v), pour tout (u, v) ∈ RN × RN et t ∈ I,

alors GD
f est impair.

Démonstration

1. D’après le Lemme 2.2.1, on remarque que, pour tout u ∈ C1
0 , G

D
f (u) = KD(Nf (u)),

c’est à dire, GD
f = KD ◦ Nf . De la Proposition 2.3.1, Nf est un opérateur continu et

borné de C1(I,RN) dans L1(I,RN), et du Lemme 2.2.2, KD est un opérateur compact

de L1(I,RN) dans C1
0 , donc GD

f est compact de C1
0 dans lui même.

2. On a φ est impair. De plus H et Qφ sont aussi impairs (de la Proposition 2.1.2), d’autre

part

Nf (−u)(t) = f(t,−u(t),−u′(t)) = −f(t, u(t), u′(t)) = −Nf (u)(t),
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alors Nf est impair, par suite

GD
f (−u)(t) =

t∫
0

φ−1
(
Qφ(H(Nf (−u))) +H(Nf (−u)(s))

)
ds

=

t∫
0

φ−1
(
−Qφ(H(Nf (u)))−H(Nf (u)(s))

)
ds

= −
t∫

0

φ−1
(
Qφ(H(Nf (u))) +H(Nf (u)(s))

)
ds = −GD

f (u)(t) ,

d’où, GD
f est impair.

�

2.3.2 Cas Neumann

Considérons le problème de Neumann non-linéaire suivant : (φ(u′(t)))′ = f(t, u(t), u′(t)), p.p sur I,

u′(0) = u′(T ) = 0.
(2.3.2)

Théorème 2.3.4. Le problème (2.3.2) est équivalent au problème de point fixe

u(t) = Pu(t) + F (Nf (u))(t) +

t∫
0

φ−1
(
φ(0) +H[(Id− F ) ◦Nf (u)](s)

)
ds := GN

f (u)(t) ,

pour tout t ∈ I.

Démonstration

Le problème (2.3.2) peut s’écrit sous la forme (φ(u′(t)))′ = (Id− F ) ◦Nf (u)(t), p.p sur I,

u′(0) = u′(T ) = 0,
(2.3.3)

avec F (Nf (u))(t) = 0.

En appliquant le Lemme 2.2.3 sur le problème (2.3.3), on obtient

u(t) = Pu(t) +

t∫
0

φ−1
(
φ(0) +H[(Id− F ) ◦Nf (u)](s)

)
ds, avec F (Nf (u))(t) = 0 ,

alors

u(t) = Pu(t) + F (Nf (u))(t) +

t∫
0

φ−1
(
φ(0) +H[(Id− F ) ◦Nf (u)](s)

)
ds .
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�

Si φ(0) = 0, alors GN
f prend la forme

Pu+ [F +H ◦ Φ−1 ◦H(Id− F )] ◦Nf (u).

Proposition 2.3.5.

1. GN
f est un opérateur compact sur C1

N dans lui même.

2. Si φ est impair et f(t,−u,−v) = −f(t, u, v), pour tout (u, v) ∈ RN × RN et t ∈ I,

alors GN
f est impair.

Démonstration

Similaire à la démonstration de la Proposition 2.3.3. �

2.3.3 Cas périodique

Considérons le problème périodique non-linéaire suivant : (φ(u′(t)))′ = f(t, u(t), u′(t)), p.p sur I,

u(0) = u(T ), u′(0) = u′(T ).
(2.3.4)

Théorème 2.3.6. Le problème (2.3.4) est équivalent au problème de point fixe

u(t) = Pu(t) + F (Nf (u))(t) +

t∫
0

φ−1
(
(Id+Qφ) ◦H[(Id− F ) ◦Nf (u)](s)

)
ds := GP

f (u)(t) ,

pour tout t ∈ I.

Démonstration

On peut réécrire le problème (2.3.4) comme suit (φ(u′(t)))′ = (Id− F ) ◦Nf (u)(t), p.p sur I,

u(0) = u(T ), u′(0) = u′(T ),
(2.3.5)

avec F (Nf (u))(t) = 0.

En appliquant le Lemme 2.2.5 sur le problème (2.3.5), on obtient

u(t) = Pu(t)+

t∫
0

φ−1
(
Qφ(H(Id−F )◦Nf (u)))+H[(Id−F )◦Nf (u)](s)

)
ds, avec F (Nf (u))(t) = 0 .

(2.3.6)

Alors, le problème (2.3.6) est équivalent a

u(t) = Pu(t) + F (Nf (u))(t) +

t∫
0

φ−1
(
(Id+Qφ) ◦H[(Id− F ) ◦Nf (u)](s)

)
ds .

�
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Proposition 2.3.7.

1. GP
f est un opérateur compact sur C1

T dans lui même.

2. Si φ est impair et f(t,−u,−v) = −f(t, u, v), pour tout (u, v) ∈ RN × RN et t ∈ I,

alors GP
f est impair.

Démonstration

Similaire à la démonstration de la Proposition 2.3.3. �

Théorème 2.3.8. Le problème (2.3.4) est équivalent au problème du point fixe

u = Pu+ F (Nf (u)) +K(Nf (u)) := RP
f (u) .

Démonstration

Conséquence directe de la démonstration du Lemme 2.2.6. �

Proposition 2.3.9.

1. RP
f est un opérateur compact sur C1

T dans lui même.

2. Si φ est impair et f(t,−u,−v) = −f(t, u, v), pour tout (u, v) ∈ RN × RN et t ∈ I,

alors RP
f est impair.

2.4 Applications : Résultats d’existence

Comme applications sur les résultats de la Section 2.3, on va donner deux résultats

d’existence du solutions ; l’un dans le cas périodique et l’autre dans les trois cas : Dirichlet,

Neumann et périodique.

Théorème 2.4.1. Soit Ω un ouvert borné de C1
T telle que les conditions suivantes sont

vérifiées.

1. f : I×RN ×RN → RN est une fonction de Carathéodory vérifiant la condition (2.0.2).

2. Pour tout λ ∈]0, 1[, le problème (φ(u′(t)))′ = λf(t, u(t), u′(t)), p.p sur I,

u(0) = u(T ), u′(T ) = u′(0),
(2.4.1)

n’a pas de solutions sur ∂Ω.

3. L’équation

L(a) :=
1

T

T∫
0

f(t, a, 0) = 0 ,
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n’admet pas de solutions sur ∂Ω ∩ RN , où

∂Ω ∩ RN := {a ∈ RN , u ≡ a ∈ ∂Ω} .

4. Le degré de Brouwer

deg(L,Ω ∩ RN , 0) 6= 0 ,

où Ω ∩ RN := {a ∈ RN , u ≡ a ∈ Ω}.

Alors, le problème (2.3.4) admet une solution sur Ω.

Démonstration

Le problème (2.3.4) est intégré dans la famille des problèmes paramétrés par λ suivants (φ(u′(t)))′ = λNf (u)(t) + (1− λ)F (Nf (u))(t), p.p sur I,

u(0) = u(T ), u′(0) = u′(T ),
(2.4.2)

où Nf : C1
T → L1(I,RN) est l’opérateur de Nemytskii associé à f et F (Nf (u))(t) =

1

T

T∫
0

Nf (u)(s)ds (F est définie dans la Section 2.2). Alors, pour tout t ∈ I

(φ(u′(t)))′ = λf(t, u(t), u′(t))+(1−λ)
[ 1

T

T∫
0

f(s, (u(s), u′(s))ds
]
, u(0) = u(T ), u′(0) = u′(T ) .

Pour λ ∈]0, 1], si u est la solution du problème (2.4.1) ou (2.4.2), alors on a nécessairement

1

T

T∫
0

f(s, u(s), u′(s))ds = 0. Il résulte que, pour tout λ ∈]0, 1], les problèmes (2.4.1) et (2.4.2)

admettent les mêmes solutions.

Soit l’opérateur N : C1
T × [0, 1] → L1(I,RN) définit par

N(u, λ)(t) = λNf (u)(t) + (1− λ)F (Nf (u))(t) .

Comme f vérifie la condition (1), il suite que N est continu et envoie les ensembles borné

de C1
T en ensembles équi-intégrables de L1(I,RN) (voir la Proposition 2.3.1).

De plus, du Théorème 2.3.8, la solution du problème (2.4.2) peut s’écrit sous la forme

u = RP
f (u, λ) , (2.4.3)

telle que

RP
f (u, λ) = Pu+ F (Nf (u)) +

(
K ◦ (λNf + (1− λ)F ◦Nf )

)
(u)

= Pu+ F (Nf (u)) +
(
K ◦ (λ(Id+ F ) ◦Nf )

)
(u) .
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On suppose que, pour λ = 1, (2.4.3) n’admet pas de solutions sur ∂Ω, car sinon nous aurons

fini la preuve. Maintenant, par l’hypothèse (2), il suite que (2.4.3) n’a pas de solutions pour

(u, λ) ∈ ∂Ω×]0, 1].

Pour λ = 0, (2.4.2) est équivalente au problème suivant

(φ(u′(t)))′ =
1

T

T∫
0

f(s, u(s), u′(s))ds , u(0) = u(T ), u′(0) = u′(T ) ,

et donc, si u est une solution de ce problème, alors on doit avoir

1

T

T∫
0

f(s, u(s), u′(s))ds = 0 , (2.4.4)

ce qui implique

φ(u′(t)) = c donc u′(t) = φ−1(c) , avec c = cte ∈ RN . (2.4.5)

En intégrant l’équation (2.4.5) sur I, on obtient

u(T )− u(0) =

T∫
0

φ−1(c)dt = Tφ−1(c) ,

alors, φ−1(c) = 0. D’où u′(t) = 0, par suite u(t) = d un constante de RN . Par conséquent, de

(2.4.4),
T∫
0

f(s, d, 0)ds = 0, qui implique, avec l’hypothèse (3), que u 6∈ ∂Ω.

D’où, le problème (2.4.3) n’a pas de solutions sur ∂Ω× [0, 1].

D’autre part, Rp
f (·, λ) est compact et 0 6∈ (Id − RP

f (·, λ))(∂Ω), car sinon, il existe u ∈ ∂Ω

tel que 0 = (Id − RP
f (·, λ))(u), donc 0 = u − RP

f (u, λ). D’où u = RP
f (u, λ), c’est à dire

RP
f (·, λ) admet un point fixe sur ∂Ω, qu’est contradiction avec la supposition. Donc le degré

de Leray-Schauder dSL(Id−RP
f (·, λ),Ω, 0) est bien défini d’après de Théorème 1.9.6, et par

(iv) du même théorème, on a

dSL(Id−RP
f (·, 1),Ω, 0) = dSL(Id−RP

f (·, 0),Ω, 0) . (2.4.6)

Maintenant, il est clair que le problème

u = RP
f (u, 1) , (2.4.7)

est équivalent au problème (2.3.4). Donc par (2.4.6) et le Théorème 1.9.6 (ii), pour montrer

que le problème (2.4.7) admet une solution, il suffit de montrer que

dLS(Id−RP
f (·, 0),Ω, 0) 6= 0 .
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Par la Remarque 2.2.2, on a

RP
f (u, 0) = Pu+ F (Nf (u)) +K(0)

= Pu+ F (Nf (u)) .

Donc, pour tout t ∈ I, on obtient

u(t)−RP
f (u, 0)(t) = u(t)− P (u)(t)− 1

T

T∫
0

f(s, u(s), u′(s)) ds ,

alors, par le Théorème 1.9.7 et la Définition 1.9.3, nous avons

dLS(Id−RP
f (·, 0),Ω, 0) = (−1)Ndeg(L,Ω ∩ RN , 0) 6= 0 .

où L est définie dans l’hypothèse (3). D’où G(u, 1) = u admet une solution dans Ω ⊂ Ω. �

Théorème 2.4.2. Considérons le problème suivant (J(u′(t)))′ = h(u(t), u′(t)) + e(t, u(t), u′(t)), p.p sur I,

L(u(0), u(T ), u′(0), u′(T )) = 0,
(2.4.8)

où h : RN × RN → RN est une application continue, e : I × RN × RN → RN est une

application de Carathéodory vérifiant la condition (2.0.2) et L(u(0), u(T ), u′(0), u′(T )) = 0

note les conditions aux limites de Dirichlet, Neumann et périodique sur I.

Supposons que les conditions suivantes sont vérifiées

1. h(ku, kv) = kp−1h(u, v), pour tout k > 0 et pour tout (u, v) ∈ RN × RN .

2. h(−u,−v) = −h(u, v), pour tout (u, v) ∈ RN × RN , c’est à dire h est impair.

3. lim|u|+|v|→+∞
e(t,u,v)

(|u|+|v|)p−1 = 0, uniformément sur I.

4. Le problème  (J(y′(t)))′ = h(y(t), y′(t)), p.p sur I,

L(y(0), y(T ), y′(0), y′(T )) = 0,

admet une seule solution trivial qu’est y = 0.

Donc le problème (2.4.8) admet au moins une solution.

Démonstration

Considérons l’homotopie suivant : (J(u′(t)))′ = h(u(t), u′(t)) + λe(t, u(t), u′(t)), p.p sur I, λ ∈ [0, 1],

L(u(0), u(T ), u′(0), u′(T )) = 0,
(2.4.9)

57



2.4. Applications : Résultats d’existence

et montrons qu’il existe un R > 0 telle que, pour tout λ ∈ [0, 1] et pour toute solution

possible u de (2.4.9), on a

‖u‖C1 < R .

Dans ce cas, on prend Ω = BC1(0, R) la boule ouverte de C1(I,RN) et G(·, λ) : C1(I,RN) →
C1(I,RN) est l’opérateur du point fixe associé aux conditions aux limites du problème

(2.4.9), qu’on a déjà vue dans la section 2.3. G(·, λ) est compact sur BC1(0, R) et on a

0 6∈ (Id − G(·, λ))(SC1(0, R)), c’est à dire, pour tout u ∈ C1(I,RN) tel que ‖u‖C1 =

R, u 6= G(u, λ) car toute solution u vérifie ‖u‖C1 < R, alors le degré de Leray-Schauder

dLS(Id−G(·, λ), BC1(0, R), 0) est bien défini et indépendant de λ d’après le Théorème 1.9.6

(iv) .

Comme G(·, λ) est impair, par le théorème de Borsuk-Ulam (Théorème 1.9.10), on a

dLS(Id−G(·, 0), BC1(0, R), 0) ≡ 1 [2] 6= 0,

d’autre part, par (iv) du Théorème 1.9.6, on a

dLS(Id−G(·, 1), BC1(0, R), 0) = dLS(Id−G(·, 0), BC1(0, R), 0),

alors, de (ii) du même théorème, G(u, 1) = u admet une solution dans BC1(0, R).

Si on suppose le contraire, c’est à dire, pour tout R > 0, il existe λ ∈ [0, 1] et il existe

u ∈ C1(I,RN) une solution de (2.4.9) telle que ‖u‖C1 ≥ R. Alors on peut trouver une

suite {λn}n≥1 de [0, 1] et une suite {un}n≥1 de solutions de (2.4.9) avec λ = λn telles que

‖un‖C1 → +∞. Si nous mettons

yn =
un

‖un‖C1

, n = 1, 2, · · ·

alors, pour tout n = 1, 2, · · ·

(J(y′n(t)))′ = h(yn(t), y′n(t))+λn
e(t, ‖un‖C1yn(t), ‖un‖C1y′n(t))

‖un‖p−1
C1

, L(yn(0), yn(T ), y′(0), y′(T )) = 0 .

(2.4.10)

En effet, pour tout n ≥ 1 on a, un = ‖un‖C1 yn et λ = λn, donc(
J(‖un‖C1 y′n(t))

)′
= h(‖un‖C1 yn(t), ‖un‖C1 y′n(t)) + λne(t, ‖un‖C1 yn(t), ‖un‖C1 y′n(t)) .

On a J est l’opérateur p-Laplacien et de la condition (1)

‖un‖p−1
C1 (J(y′n(t)))′ = ‖un‖p−1

C1 h(yn(t), y′n(t)) + λne(t, ‖un‖C1 yn(t), ‖un‖C1 y′n(t)),

alors

(J(y′n(t)))′ = h(yn(t), y′n(t)) + λn
e(t, ‖un‖C1yn(t), ‖un‖C1y′n(t))

‖un‖p−1
C1

.
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Comme ‖yn‖C1 =
‖un‖C1

‖un‖C1
= 1, pour tout n ≥ 1, la suite {yn}n≥1 est bornée dans C1(I,RN)

et par l’injection compact C1(I,RN) ↪→ C(I,RN), {yn}n≥1 est relativement compact dans

C(I,RN), d’où on peut lui extraire une sous suite, qu’on lui garde la même notation, qui

converge dans C(I,RN) vers y ∈ C(I,RN), qui vérifie, respectivement, dans le cas de Diri-

chlet et périodique, les conditions aux limites

y(0) = 0, y(T ) = 0 ; y(0) = y(T ).

Posons zn(t) = J(y′n(t)), il est claire que {zn}n≥1 est bornée dans C(I,RN), car on a, pour

tout t ∈ I

|zn(t)| = | |y′n(t)|p−2y′n(t)| = |y′n(t)|p−1 , alors ‖zn‖C = ‖y′n‖
p−1
C ,

et comme {yn}n≥1 est bornée dans C1(I,RN), donc {yn}n≥1 et {y′n}n≥1 sont bornées dans

C(I,RN). D’où {zn}n≥1 est bornée dans C(I,RN).

Il découle de (2.4.10) et de la condition (3), que {z′n}n≥1 est bornée dans C(I,RN). Donc

{zn}n≥1 est bornée dans C1(I,RN), d’où relativement compact dans C(I,RN). Alors, par

extraction d’une sous suite, {zn}n≥1 converge dans C(I,RN) vers z ∈ C(I,RN), qui vérifie,

dans la cas de Neumann et périodique, les conditions aux limites suivantes

z(0) = 0, z(T ) = 0 ; z(0) = z(T ).

Notons que {y′n}n≥1 converge uniformément vers Jq(z), où Jq est l’opérateur q-Laplacien. En

effet, on a

zn(t) = |y′n(t)|p−2y′n(t) . (2.4.11)

Alors

|zn(t)| = |y′n(t)|p−1 qui implique |y′n(t)| = |zn(t)|
1

p−1 ,

donc |y′n(t)|p−2 = |zn(t)|
p−2
p−1 . En le remplaçant dans (2.4.11), on aura

y′n(t) = |zn(t)|
−(p−2)

p−1 zn(t) = |zn(t)|q−2zn(t) ,

car on a 1
p

+ 1
q

= 1 donc q = p
p−1

, alors q − 2 = p
p−1

− 2 = p−2p+2
p−1

= −p−2
p−1

.

D’où, la convergence uniforme de {zn}n≥1 implique la convergence uniforme de {y′n}n≥1. De

plus

‖y‖C + ‖Jq(z)‖C = 1 . (2.4.12)
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En effet, on a ‖yn‖C1 = 1 alors ‖y‖C1 = 1, donc ‖y‖C +‖y′‖C = 1 d’où ‖y‖C +‖Jq(z)‖C = 1.

Maintenant, le problème (2.4.10) est équivalent à
y′n(t) = Jq(zn(t)) ,

z′n(t) = h(yn(t), Jq(zn(t))) + λn
e(t, ‖un‖C1yn(t), ‖un‖C1Jq(zn(t)))

‖un‖p−1
C1

,

m(yn, zn) = 0, n = 1, 2 · · · ,

(2.4.13)

avec m(y, z) = (y(0), y(T )) note les conditions aux limites dans le cas de Dirichlet, m(y, z) =

(z(0), z(T )) dans le cas de Neumann et m(y, z) = (y(0) − y(T ), y′(0) − y′(T )) dans le cas

périodique.

En utilisant les convergences précédentes sur (2.4.13), on obtient que (y, z) est la solution

du problème

y′(t) = Jq(z(t)), z′(t) = h(y(t), Jq(z(t))), m(y, z) = 0.

En effet, on a

y′n −→ Jq(z) uniformément et Jq(z) est continue,

et

zn −→ z uniformément,

de plus

yn −→ y uniformément.

Alors,

y′(t) = lim
n→+∞

y′n(t) = lim
n→+∞

Jq(zn(t)) = Jq( lim
n→+∞

zn(t)) = Jq(z(t)),

et

z′(t) = lim
n→+∞

z′n(t) = lim
n→+∞

h(yn(t), Jq(zn(t))) + lim
n→+∞

λn
e(t, ‖un‖C1yn(t), ‖un‖C1Jq(zn(t)))

‖un‖p−1
C1

.

Donc z′(t) = h(y(t), Jq(z(t))). On obtient
y′(t) = Jq(z(t)) ,

z′(t) = h(y(t), Jq(z(t))) ,

m(y, z) = 0 .

Par conséquent, y est la solution du problème

(J(y′(t)))′ = h(y(t), y′(t)), L(y(0), y(T ), y′(0), y′(T )) = 0 ,

mais d’après la condition (4), ce problème admet une seule solution y = 0, donc Jq(z) = 0,

cela implique ‖y‖C + ‖Jq(z)‖C = 0, contradiction avec (2.4.12). �
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CHAPITRE 3

Problèmes non-linéaires pour des inclusions différentielles du

second ordre

Dans ce chapitre, on va étudier des problèmes non-linéaires pour des inclusions diffé-

rentielles du second ordre avec les conditions aux limites de Dirichlet, Neumann et mixtes.

Les inclusions différentielles sont définies par un opérateur différentiel non-linéaire, non né-

cessairement homogène qui satisfait certaines conditions, comme cas particulier, l’opérateur

p-Laplacien.

Notre travail est concerne le problème suivant :

(P)

 (φ(u′(t)))′ ∈ F (t, u(t), u′(t)) p.p sur I = [0, T ],

L(u(0), u(T ), u′(0), u′(T )) = 0,

où L(u(0), u(T ), u′(0), u′(T )) = 0 exprime les conditions aux limites de Dirichlet : u(0) =

u(T ) = 0, de Neumann : u′(0) = u′(T ) = 0, ou de problème mixte : u(0) = u′(T ) = 0,

et F : I × RN × RN ⇒ RN est une multiapplication, φ : RN → RN une fonction continue

strictement monotone et u ∈ C1(I,RN) est la solution du problème (P).

Dans cette étude, on va prouver l’existence de solutions dans le cas où F est à valeurs

convexes, ainsi que dans le cas où elle est à valeurs non convexes.

3.1 Résultats auxiliaires

Afin de prouver l’existence de solution du problème (P), nous commençons par considérer

le problème auxiliaire suivant :
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 −(φ(u′(t)))′ + |u(t)|p−2u(t) = g(t) p.p sur I,

L(u(0), u(T ), u′(0), u′(T )) = 0,
(3.1.1)

avec p ≥ 2 et g ∈ Lq(I,RN). Nous donnons quelques hypothèses sur la fonction φ.

H(φ). φ : RN → RN est une fonction telle que

(i) φ est continue et strictement monotone telle que φ(0) = 0 ;

(ii) pour tout x ∈ RN 〈φ(x), x〉 ≥ β|x|p pour un certain β > 0.

H(φ)1. φ : RN → RN est une fonction telle que H(φ) est vérifiée et

(iii) il existe c > 0 tel que |φ(x)| ≤ c(|x|p−1 + 1) pour tout x ∈ RN .

H(φ)2. φ : RN → RN est une fonction telle que H(φ) est vérifiée et

(iv) il existe κ : RN → R+ continue telle que φ(x) = κ(x)x, pour tout x ∈ RN .

H(φ)3. φ : RN → RN est une fonction telle que H(φ)1 et H(φ)2(iv) sont vérifiées.

On donne un exemple d’un opérateur φ vérifiant les hypothèses H(φ), H(φ)1 et H(φ)2 .

Exemple 3.1.1. Soit l’opérateur φ : RN → RN défini par

φ(x) = ρ(|x|)|x|p−2x, pour x ∈ RN ,

avec ρ : [0,+∞[→ R+ est une fonction continue et strictement croissante telle que β ≤
ρ(r) ≤ β′, où β est le nombre donné dans notre hypothèse et β′ est un autre nombre stricte-

ment positif et p ≥ 2. Par exemple, si on prend

ρ(r) = β − 1

(1 + r)p
,

alors, ρ est continue et strictement croissante, car

ρ′(r) =
p (1 + r)p−1

(1 + r)2p
=

p

(1 + r)p+1
> 0.

1. On a φ est continue car ρ est continue, et elle est strictement monotone. En effet ;

pour tous x, y ∈ RN tels que x 6= y, on suppose que |x| ≤ |y|, alors

〈φ(x)− φ(y), x− y〉

=
〈
ρ(|x|)|x|p−2x− ρ(|y|)|y|p−2y, x− y

〉
=

〈
ρ(|x|)|x|p−2x− ρ(|x|)|y|p−2y + ρ(|x|)|y|p−2y − ρ(|y|)|y|p−2y, x− y

〉
= ρ(|x|)

〈
|x|p−2x− |y|p−2y, x− y

〉
+

〈(
ρ(|x|)− ρ(|y|)

)
|y|p−2y, x− y

〉
,
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d’où

〈φ(x)− φ(y), x− y〉

≥ β
〈
|x|p−2x− |y|p−2y, x− y

〉
+

(
ρ(|x|)− ρ(|y|)

)
〈|y|p−2y, x− y〉

= β
〈
|x|p−2x, x− y

〉
− β

〈
|x|p−2y, x− y

〉
+ β

〈
|x|p−2y, x− y

〉
− β

〈
|y|p−2y, x− y

〉
+

(
ρ(|x|)− ρ(|y|)

)
〈|y|p−2y, x− y〉

= β|x|p−2〈x− y, x− y〉+ β
(
|x|p−2 − |y|p−2

)
〈y, x− y〉+

(
ρ(|x|)− ρ(|y|)

)
〈|y|p−2y, x− y〉

= β|x|p−2|x− y|2 +
[
β

(
|x|p−2 − |y|p−2

)
+ (ρ(|x|)− ρ(|y|)) |y|p−2

](
〈y, x〉 − |y|2

)
.

On a

〈y, x〉 =
1

2

(
|x|2 + |y|2 − |y − x|2

)
,

donc

〈φ(x)− φ(y), x− y〉

≥ β|x|p−2|x− y|2 +
[
β

(
|x|p−2 − |y|p−2

)
+ (ρ(|x|)− ρ(|y|)) |y|p−2

]1

2

(
|x|2 − |y|2 − |x− y|2

)
= β|x|p−2|x− y|2 +

β

2

(
|x|p−2 − |y|p−2

)
(|x|2 − |y|2 − |x− y|2)

+
1

2
|y|p−2 (ρ(|x|)− ρ(|y|)) (|x|2 − |y|2 − |x− y|2)

=
β

2
|x|p−2|x− y|2 +

β

2

(
|x|p−2 − |y|p−2

)
(|x|2 − |y|2) +

β

2
|y|p−2|x− y|2

+
1

2
|y|p−2 (ρ(|x|)− ρ(|y|)) (|x|2 − |y|2 − |x− y|2)

=
β

2
(|x|p−2 + |y|p−2)|x− y|2 +

β

2

(
|x|p−2 − |y|p−2

)
(|x|2 − |y|2)

+
1

2
|y|p−2 (ρ(|y|)− ρ(|x|)) (|y|2 − |x|2 + |x− y|2) > 0.

D’où

〈φ(x)− φ(y), x− y〉 > 0 ,

c’est à dire φ est strictement monotone.

2. Pour tout x ∈ RN

〈φ(x), x〉 = ρ(|x|)|x|p ≥ β|x|p.

3. Pour tout x ∈ RN

|φ(x)| = ρ(|x|)|x|p−1 ≤ β′|x|p−1 ≤ (β′ + 1)(|x|p−1 + 1).

C’est à dire, il existe c = β′ + 1 > 0 tel que |φ(x)| ≤ c(|x|p−1 + 1).
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4. En posant κ : RN → R+ définie par

κ(x) = ρ(|x|)|x|p−2,

κ(·) est continue de plus

φ(x) = κ(x)x, pour tout x ∈ RN .

Maintenant, nous allons étudier certains opérateurs non linéaires.

Lemme 3.1.1. Soit Ĵ : Lp(I,RN) → Lq(I,RN), qui est l’opérateur de Nemytskii de J ,

c’est à dire, pour tout t ∈ I , Ĵ(u)(t) = J(u(t)) = |u(t)|p−2 u(t), pour tout u ∈ Lp(I,RN).

Alors Ĵ est continu, partout défini, cœrcive, strictement monotone et maximal monotone.

Démonstration

(i) Ĵ est continu, comme composition et produit d’opérateurs continus.

(ii) Ĵ est partout défini.

Pour tout u ∈ Lp(I,RN), on a

‖Ĵ(u)‖q
q =

T∫
0

(
|u(t)|p−1

)q
dt

=

T∫
0

|u(t)|pdt < +∞.

(iii) Ĵ est cœrcif.

Pour tout u ∈ Lp(I,RN), on a

〈Ĵ(u), u〉 =

T∫
0

〈|u(t)|p−2u(t), u(t)〉dt =

T∫
0

|u(t)|pdt = ‖u‖p
p .

Donc
〈Ĵ(u), u〉
‖u‖p

= ‖u‖p−1
p → +∞ quand ‖u‖p → +∞.

(iv) Ĵ est strictement monotone.

Soient u1, u2 ∈ Lp(I,RN) telle que u1 6= u2, alors en utilisant l’Exemple 2.1.1, on aura

〈Ĵ(u1)− Ĵ(u2), u1 − u2〉 =

T∫
0

〈
|u1(t)|p−2u1(t)− |u2(t)|p−2u2(t), u1(t)− u2(t)

〉
dt

≥ 1

2

T∫
0

(
|u1(t)|p−2 + |u2(t)|p−2

)
|u1(t)− u2(t)|2dt > 0.
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D’où

〈Ĵ(u1)− Ĵ(u2), u1 − u2〉 > 0. (3.1.2)

(v) Ĵ est maximal monotone.

On a Ĵ est continu et strictement monotone, alors du Corollaire 1.11.7, Ĵ est maximal

monotone.

�

Lemme 3.1.2. Soit φ̂ : DL ⊂ Lp(I,RN) → Lq(I,RN) un opérateur défini par

φ̂(u)(t) = −(φ(u′(t)))′ , pour u ∈ DL et t ∈ I ,

où DL = {u ∈ C1(I,RN) : L(u(0), u(T ), u′(0), u′(T ) = 0}. Alors φ̂ est un opérateur

monotone.

Démonstration

Soient u1, u2 ∈ DL tel que u1 6= u2 on a

〈
φ̂(u1)− φ̂(u2), u1 − u2

〉
=

T∫
0

〈
φ̂(u1)(t)− φ̂(u2)(t), u1(t)− u2(t)

〉
dt

=

T∫
0

〈
− (φ(u′1(t)))

′ + (φ(u′(t)))′, u1(t)− u2(t)
〉
dt.

En intégrant par parties, on obtient〈
φ̂(u1)− φ̂(u2), u1 − u2

〉
= 〈−φ(u′1(t)) + φ(u′(t)), u1(t)− u2(t)〉

]T

0

+

T∫
0

〈φ(u′1(t))− φ(u′(t)), u′1(t)− u′2(t)〉dt,

mais u′(0) = u′(T ) = 0 et de l’hypothèse H(φ)(i) , φ est strictement monotone et vérifie

φ(0) = 0, alors

〈
φ̂(u1)− φ̂(u2), u1 − u2

〉
=

T∫
0

〈φ(u′1(t)) + φ(u′2(t)), u
′
1(t)− u′2(t)〉dt ≥ 0.

D’où φ̂ est monotone. �

Nous avons besoin de montrer que le problème (3.1.1) admet une solution unique dans

C1(I,RN) pour tout g ∈ Lq(I,RN). Nous adaptons différentes techniques pour différentes

conditions aux limites. Donc, on va prouver trois résultats auxiliaires ; le premier est le

problème de Dirichlet, le deuxième est le problème mixte et le troixième est le problème de

Neumann.
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Proposition 3.1.3. Si l’hypothèse H(φ) est vérifiée, alors le problème de Dirichlet −(φ(u′(t)))′ + |u(t)|p−2u(t) = g(t), p.p sur I ,

u(0) = u(T ) = 0 ,
(3.1.3)

admet une solution u ∈ C1(I,RN) unique pour tout g ∈ Lq(I,RN).

Démonstration

Étape 1 : on commence par démontrer que, pour tout h ∈ Lq(I,RN), le problème −(φ(u′(t)))′ = h(t), p.p sur I ,

u(0) = u(T ) = 0 ,
(3.1.4)

admet une seule solution. On procède de la même manière que dans le Lemme 2.2.1.

En intégrant (3.1.4), on obtient

−
t∫

0

(φ(u′(s)))′ds =

t∫
0

h(s)ds,

mais
t∫

0

(φ(u′(s)))′ds = φ(u′(t))− φ(u′(0)). En posant c = φ(u′(0)), alors

φ(u′(t)) = c−H(h)(t),

avec H : Lq(I,RN) → C(I,RN) est définie par H(h)(t) =
t∫

0

h(s)ds, pour tout t ∈ I.

Par les propriétés de φ, il est un homéomorphisme, donc

u′(t) = φ−1(c−H(h)(t)).

En intégrant sur [0, t], on obtient

t∫
0

u′(s)ds =

t∫
0

φ−1(c−H(h)(s))ds.

D’où

u(t) =

t∫
0

φ−1(c−H(h)(s))ds+ u(0),

et comme u(0) = 0, donc

u(t) =

t∫
0

φ−1(c−H(h)(s))ds, t ∈ I.
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Alors, afin de prouver l’existence de solution du problème (3.1.4), il faut montrer qu’il existe

c ∈ RN tel que u(T ) =
T∫
0

φ−1(c−H(h)(s))ds = 0.

D’après la Proposition 2.1.1 du Chapitre 2, on a u(T ) =
T∫
0

φ−1(c − H(h)(s))ds = 0 admet

une solution unique Qφ(H(h)), par conséquent, le problème (3.1.4) admet une seule solution

u(t) =

t∫
0

φ−1(Qφ(H(h))−H(h)(s))ds, t ∈ I.

Posons K : Lq(I,RN) → W 1.p
0 (I,RN) la solution unique de (3.1.4) pour tout h ∈ Lq(I,RN),

c’est à dire

K(h)(t) :=

t∫
0

φ−1(Qφ(H(h))−H(h)(s))ds, t ∈ I.

Étape 2 : l’application K : Lq(I,RN) → W 1.p
0 (I,RN) est complètement continue.

En effet, soit {hn}n≥1 ⊂ Lq(I,RN), telle que hn ⇀ h dans Lq(I,RN). Pour tout n ∈ N, on

pose un = K(hn) ∈ W 1.p
0 (I,RN).

On a

−(φ(u′n(t)))′ = h(t), t ∈ I.

En multipliant par un(t), on obtient

−
〈
(φ(u′n(t)))′, un(t)

〉
= 〈hn(t), un(t)〉 .

En intégrant sur [0, T ], on trouve

−
T∫

0

〈
(φ(u′n(t)))′, un(t)

〉
dt =

T∫
0

〈hn(t), un(t)〉dt. (3.1.5)

Posons J =
T∫
0

〈
(φ(u′n(t)))′, un(t)

〉
dt. En intégrant J par parties, on aura

J =
〈
φ(u′n(t)), un(t)

〉]T

0
−

T∫
0

〈
φ(u′n(t)), u′n(t)

〉
dt

=
〈
φ(u′n(T )), un(T )

〉
−

〈
φ(u′n(0)), un(0)

〉
−

T∫
0

〈
φ(u′n(t)), u′n(t)

〉
dt

= −
T∫

0

〈
φ(u′n(t)), u′n(t)

〉
dt.
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En le remplaçant dans (3.1.5), on obtient

T∫
0

〈
φ(u′n(t)), u′n(t)

〉
dt =

T∫
0

〈
hn(t), un(t)

〉
dt. (3.1.6)

D’après l’hypothèse H(φ)(ii), pour tout t ∈ [0, T ], on a

〈
φ(u′n(t)), u′n(t)

〉
≥ β|u′n(t)|p, (3.1.7)

d’autre part, d’après l’inégalité de Cauchy Schwartz∣∣〈hn(t), un(t)
〉∣∣ ≤ ∣∣hn(t)

∣∣ ∣∣un(t)
∣∣.

D’où, par l’inégalité de Hölder

T∫
0

∣∣〈hn(t), un(t)
〉∣∣ ≤ T∫

0

∣∣hn(t)
∣∣ ∣∣un(t)

∣∣dt ≤ ( T∫
0

∣∣hn(t)
∣∣qdt) 1

q
( T∫

0

∣∣un(t)
∣∣pdt) 1

p
= ‖hn‖q ‖un‖p .

(3.1.8)

Alors, par (3.1.6), (3.1.7) et (3.1.8) on a

T∫
0

β|u′n(t)|pdt ≤ ‖hn‖q ‖un‖p ⇐⇒ β‖u′n‖p
p ≤ ‖hn‖q ‖un‖p ,

mais, par l’inégalité de Poincaré, il existe c > 0 tel que ‖un‖w1.p ≤ c‖u′n‖p , pour tout n ≥ 1,

donc

‖un‖p
W 1.p ≤

cp

β
‖hn‖q ‖un‖p d’où ‖un‖p−1

W 1.p ≤
cp

β
‖hn‖q ,

alors {un}n≥1 est bornée dans W 1.p
0 (I,RN), donc relativement compacte dans C(I,RN).

D’après le problème (3.1.4) ; ‖(φ(u′n(·)))′‖q = ‖hn‖q et comme hn ⇀ h dans Lq(I,RN), alors

{hn}n≥1 est bornée dans Lq(I,RN), et donc {(φ(u′n(·)))′}n≥1 est aussi bornée dans Lq(I,RN).

On a

φ(u′n(t)) = Qφ(H(hn))−H(hn)(t), t ∈ I. (3.1.9)

Du chapitre 2, on sait que Qφ : C(I,RN) → RN est continue et bornée, de plus, la suite

{H(hn)}n≥1 est bornée dans C(I,RN), donc la suite {φ(u′n(·))}n≥1 est aussi bornée dans

C(I,RN) (Évidement dans Lq(I,RN)). D’où {φ(u′n(·))}n≥1 est bornée dans W 1.q(I,RN) et

donc, elle est relativement compacte dans C(I,RN).

Puisque φ est un homéomorphisme de RN , nous pouvons vérifier que la suite {u′n}n≥1 est

aussi relativement compacte dans C(I,RN).

En effet, puisque {φ(u′n(·))}n≥1 est bornée dans W 1.q(I,RN), elle est bornée dans C(I,RN)
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et équicontinue.

Par H(φ)(ii), on a β|u′n(t)|p ≤ 〈φ(u′n(t)), u′n(t)〉 , pour tout t ∈ I, d’où par l’inégalité de

Cauchy Schwartz, on obtient

β|u′n(t)|p−1 ≤ |φ(u′n(t))| , ∀ t ∈ I ,

et comme {φ(u′n(·))}n≥1 est bornée dans C(I,RN), alors {u′n}n≥1 l’est aussi. Donc pour tout

t ∈ I, la suite {u′n(t)}n≥1 est relativement compacte dans RN .

D’autre part, on a {φ(u′n(·))}n≥1 est équicontinue, alors

∀ ε′ > 0,∃ δ > 0,∀ t, t′ ∈ I, |t− t′| < δ ⇒ |φ(u′n(t))− φ(u′n(t′))| < ε′ , ∀n ∈ N∗ , (3.1.10)

de plus, comme φ est un homéomorphisme, il est inversible et son inverse φ−1 est continu,

donc par le théorème de Heine, φ−1 est uniformément continu sur B = {φ(u′n(t)), n ∈ N∗, t ∈
I} (car B est relativement compact dans RN), alors

∀ ε > 0,∃ δ1 > 0,∀ t, t′ ∈ I, ∀n ∈ N∗, |φ(u′n(t))− φ(u′n(t′))| < δ1 ⇒ |u′n(t)− u′n(t′)| < ε .

D’où, pour ε′ = δ1 dans (3.1.10), on obtient

∀ ε > 0,∃ δ,∀ t, t′ ∈ I, |t− t′| < δ ⇒ |u′n(t)− u′n(t′)| < ε , ∀n ∈ N∗.

Par suite, {u′n}n≥1 est équicontinue, et par le théorème d’Ascoli-Arzelà, {u′n}n≥1 est relati-

vement compacte dans C(I,RN).

Donc, {un}n≥1 est relativement compacte dans C1(I,RN). Sans perdre de généralité, on peut

supposer que un → u dans C1(I,RN).

Comme nous le savons, un opérateur linéaire compact défini sur un espace réflexif est com-

plètement continu, alors montrons que H est compact de Lq(I,RN) dans C(I,RN).

Soit A ⊂ Lq(I,RN) un ensemble borné, alors il existe k > 0 tel que pour tout h ∈ A,

‖h‖q ≤ k, donc

|H(h)(t)| =
∣∣ t∫

0

h(s)ds
∣∣ ≤ p

√
T ‖h‖q ≤ k

p
√
T ,

alors, H(A)(t) est borné dans RN , donc il est relativement compact dans RN , d’autre part

pour tout h ∈ A et pour tout t, τ ∈ R tel que t < τ
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|H(h)(τ)−H(h)(t)| =
∣∣ τ∫

t

h(s)ds
∣∣

≤
τ∫

t

∣∣h(s)∣∣ds =

T∫
0

1I[t,τ ](s)|h(s)|ds

≤ p
√
τ − t ‖h‖q

≤ k p
√
τ − t ,

donc, H(A) est équicontinu, et par le théorème d’Ascoli-Arzelà, H(A) est relativement com-

pact dans C(I,RN), d’où H est compact, et comme il est linéaire, alors il est complètement

continu.

Ainsi, H(hn) → H(h) dans C(I,RN) implique Qφ(H(hn)) → Qφ(H(h)) dans RN car Qφ est

continue. De (3.1.9), on a u′n(t) = φ−1(Qφ(H(hn))−H(hn)(t)), donc par passage à la limite,

on obtient

u′(t) = φ−1(Qφ(H(h))−H(h)(t)), ∀t ∈ I.

De plus, il existe β1 > 0 tel que, pour tout t ∈ I et pour tout n ≥ 1 , |u′n(t)| ≤ β1, alors par

le théorème de convergence dominée de Lebesgue, on obtient

u(t) =

t∫
0

φ−1(Qφ(H(h))−H(h)(s))ds.

D’où, K(hn) → K(h) dans C1(I,RN) (et bien sûr dans W 1.p
0 (I,RN)). Par suite K est

complètement continue.

Maintenant soit N1 : W 1.p
0 (I,RN) → Lq(I,RN) une application définie par

N1(u)(t) = −|u(t)|p−2u(t) + g(t), pour u ∈ W 1.p
0 (I,RN) et t ∈ I.

Cette fonction est continue et envoie les ensembles bornés de W 1.p
0 (I,RN) en ensembles

bornés de Lq(I,RN). En effet, N1 est continue comme somme de deux fonctions continues.

De plus, soit Λ un ensemble borné de W 1.p
0 (I,RN), alors il existe c > 0 tel que, pour tout

u ∈ Λ, ‖u‖p ≤ c, donc

‖N1(u)‖q = ‖ − |u(·)|p−2u+ g‖q

≤ ‖ − |u(·)|p−2u‖q + ‖g‖q =
( T∫

0

(|u(t)|p−1)qdt
) 1

q
+ ‖g‖q ,
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on a 1
p

+ 1
q

= 1 alors p+ q = p q donc q(p− 1) = p, d’autre part, 1
q

= 1− 1
p

= p−1
p

, d’où

‖N1(u)‖q ≤
( T∫

0

(|u(t)|pdt
) 1

q
+ ‖g‖q

≤
( T∫

0

(|u(t)|pdt
) p−1

p
+ ‖g‖q = ‖u‖p−1

p + ‖g‖q

≤ cp−1 + ‖g‖q ,

donc, N1 est borné dans Lq(I,RN).

Il est claire que la solution du problème (3.1.3) est un point fixe de l’opérateur K ◦ N1 :

W 1.p
0 (I,RN) → W 1.p

0 (I,RN) (d’après la Section 2.3 du Chapitre 2), ainsi, on considère le

problème de point fixe suivant u = (K ◦ N1)(u), que nous allons résoudre en utilisant le

théorème de Leray-Schauder.

Étape 3 : l’ensemble S = {u ∈ W 1.p
0 (I,RN) : u = λK(N1(u)), 0 < λ < 1 } est borné.

En effet, soit u ∈ S, alors u = λK(N1(u)), donc λ−1u = K
(
|u(·)|p−2u+ g

)
. Ainsi, de (3.1.3)

on a  −
(
φ(λ−1u′(t))

)′
= −|u(t)|p−2u(t) + g(t), p.p sur I ,

u(0) = u(T ) = 0.

Donc, en multipliant par λ−1u(t), on obtient

−
〈
(φ(λ−1u′(t)))′, λ−1u(t)

〉
=

〈
− |u(t)|p−2u(t) + g(t), λ−1u(t)

〉
.

En intégrant sur [0, T ], on aura

−
T∫

0

〈
(φ(λ−1u′(t)))′, λ−1u(t)

〉
dt =

T∫
0

〈
− |u(t)|p−2u(t) + g(t), λ−1u(t)

〉
dt.

Posons G =
T∫
0

〈
(φ(λ−1u′(t)))′, λ−1u(t)

〉
dt. En intégrant par parties, on obtient

G =
〈
φ(λ−1u′(t)), λ−1u(t)

〉]T

0
−

T∫
0

〈
φ(λ−1u′(t)), λ−1u′(t)

〉

=
〈
φ(λ−1u′(T )), λ−1u(T )

〉
−

〈
φ(λ−1u(0)), λ−1u(0)

〉
−

T∫
0

〈
φ(λ−1u′(t)), λ−1u′(t)

〉

= −
T∫

0

〈
φ(λ−1u′(t)), λ−1u′(t)

〉
(car, u(0) = u(T ) = 0).
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Donc
T∫

0

〈
φ(λ−1u′(t)), λ−1u′(t)

〉
dt =

T∫
0

〈
− |u(t)|p−2u(t) + g(t), λ−1u(t)

〉
dt.

De H(φ)(ii), on a 〈
φ(λ−1u′(t)), λ−1u′(t)

〉
≥ β|λ−1u′(t)|p =

β

λp
|u′(t)|p.

D’où
T∫

0

〈
φ(λ−1u′(t)), λ−1u′(t)

〉
dt ≥ β

λp

T∫
0

|u′(t)|pdt =
β

λp
‖u′‖p

p .

D’autre part〈
− |u(t)|p−2u(t) + g(t), λ−1u(t)

〉
= −λ−1|u(t)|p−2〈u(t), u(t)〉+ λ−1〈g(t), u(t)〉

= λ−1
(
〈g(t), u(t)〉 − |u(t)|p

)
≤ λ−1〈g(t), u(t)〉

≤ λ−1|g(t)| |u(t)|,

donc
T∫

0

〈
− |u(t)|p−2u(t) + g(t), λ−1u(t)

〉
dt ≤ λ−1

T∫
0

|g(t)| |u(t)|dt

≤ λ−1
( T∫

0

|g(t)|qdt
)q ( T∫

0

|u(t)|pdt
)p

= λ−1‖g‖q ‖u‖p .

Alors
β

λp
‖u′‖p

p ≤ λ−1‖g‖q ‖u‖p donc ‖u′‖p
p ≤

λp−1

β
‖g‖q ‖u‖p .

D’après l’inégalité de Poincaré

∃ c > 0 tel que ‖u‖W 1.p ≤ c ‖u′‖p , ∀u ∈ W 1.p
0 (I,RN) .

D’où, comme 0 < λ < 1, on aura

‖u‖p
W 1.p ≤ cp‖u′‖p

p ≤
cpλp−1

β
‖g‖q ‖u‖p donc ‖u‖W 1.p ≤ p−1

√
cp

β
‖g‖q .

Donc, S est borné dans W 1.p
0 (I,RN).

Par conséquent, d’après le Théorème 1.9.8, l’opérateur K ◦ N1 admet un point fixe u ∈
W 1.p

0 (I,RN) qu’est la solution du problème (3.1.3). Clairement u ∈ C1(I,RN).
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L’unicité de la solution vient de la stricte monotonie de φ. En effet, par la démonstration

de la Proposition 2.1.1, l’équation Gl(a) = 0 admet une seule solution Qφ, et comme u(t) =

K(h)(t) =
t∫

0

φ−1(Qφ(H(h))−H(h)(s))ds, t ∈ I, c’est à dire la solution de (3.1.3) est définie

par la seule solution Qφ, donc u ∈ C1(I,RN) est unique. �

Pour les mêmes hypothèses sur l’opérateur φ, on va démontrer l’existence et l’unicité de

solution pour le problème mixte.

Proposition 3.1.4. Si les hypothèses H(φ) sont vérifiées, alors le problème −(φ(u′(t)))′ + |u(t)|p−2u(t) = g(t) p.p sur I ,

u(0) = u′(T ) = 0,
(3.1.11)

admet une solution unique u ∈ C1(I,RN) pour tout g ∈ Lq(I,RN).

Démonstration

Soit X = {u ∈ C1(I,RN) : u(0) = u′(T ) = 0 } un espace de Banach muni de la norme de

C1(I,RN). De plus, soit Γ : X → X une application définie par Γ(y)(t) =
t∫

0

φ−1
( s∫

0

fy(r)dr−

Ky

)
ds, avec fy(r) = |y(r)|p−2y(r)− g(r) et Ky =

T∫
0

fy(r)dr.

Étape 1 : il existe M > 0 telle que, pour tout u ∈ X et pour tout λ ∈]0, 1[ avec u = λΓ(u),

on a que ‖u‖C1 ≤M (i.e., S = {u ∈ X , u = λΓ(u) , λ ∈]0, 1[} est borné dans X).

En effet, soit u ∈ X et λ ∈]0, 1[ avec u = λΓ(u), alors

λ−1u(t) = Γ(u)(t) =⇒ λ−1u′(t) = (Γ(u))′(t), ∀ t ∈ I ,

de plus, pour tout t ∈ I

Γ(u)(t) =

t∫
0

φ−1
( s∫

0

fu(r)dr −Ku

)
ds

=

t∫
0

φ−1
( s∫

0

fu(r)dr −
T∫

0

fu(r)dr
)
ds

=

t∫
0

φ−1
( s∫

T

fu(r)dr
)
ds ,

donc

(Γ(u))′(t) = φ−1
( t∫

T

fu(r)dr
)

= φ−1
( t∫

T

(|u(r)|p−2u(r)− g(r))dr
)
.
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Alors

φ(λ−1u′(t)) = φ((Γ(u))′(t)) =

t∫
T

|u(r)|p−2u(r)d−
t∫

T

g(r)dr . (3.1.12)

D’où

(φ(λ−1u′(t)))′ = |u(t)|p−2u(t)− g(t), p.p sur I. (3.1.13)

En multipliant l’équation (3.1.13) par λ−1u(t), on obtient〈
(φ(λ−1u′(t)))′, λ−1u(t)

〉
= 〈|u(t)|p−2u(t)− g(t), λ−1u(t)〉 ,

cela implique

T∫
0

〈
(φ(λ−1u′(t)))′, λ−1u(t)

〉
dt =

T∫
0

〈|u(t)|p−2u(t)− g(t), λ−1u(t)〉dt .

En intégrant le terme à gauche par parties, on obtient

−
T∫

0

〈
φ(λ−1u′(t)), λ−1u′(t)

〉
dt =

T∫
0

〈|u(t)|p−2u(t)− g(t), λ−1u(t)〉dt .

D’autre part

〈|u(t)|p−2u(t)− g(t), λ−1u(t)〉 = λ−1|u(t)|p−2〈u(t), u(t)〉 − 〈g(t), λ−1u(t)〉

= λ−1|u(t)|p − λ−1〈g(t), u(t)〉 ,

donc
T∫

0

〈|u(t)|p−2u(t)− g(t), λ−1u(t)〉dt = λ−1

T∫
0

|u(t)|pdt− λ−1

T∫
0

〈g(t), u(t)〉dt

= λ−1‖u‖p
p − λ−1

T∫
0

〈g(t), u(t)〉dt .

D’où
T∫

0

〈
φ(λ−1u′(t)), u′(t)

〉
dt = −‖u‖p

p +

T∫
0

〈g(t), u(t)〉dt . (3.1.14)

On a par H(φ)(ii) 〈
φ(λ−1u′(t)), λ−1u′(t)

〉
≥ β

λp
|u′(t)|p .

D’où
T∫

0

〈
φ(λ−1u′(t)), λ−1u′(t)

〉
dt ≥ β

λp
‖u′‖p

p ,
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ceci implique d’après (3.1.14) que

β

λp−1
‖u′‖p

p + ‖u‖p
p ≤

T∫
0

〈g(t), u(t)〉dt

≤
T∫

0

|g(t)| |u(t)|dt

≤
( T∫

0

|g(t)|qdt
) 1

q
(
|u(t)|pdt

) 1
p

= ‖g‖q ‖u‖p .

Alors
β

λp−1
‖u′‖p

p + ‖u‖p
p ≤ ‖g‖q ‖u‖p , (3.1.15)

qui donne ‖u‖p
p ≤ ‖g‖q ‖u‖p , donc

‖u‖p−1
p ≤ ‖g‖q =⇒ ‖u‖p ≤ p−1

√
‖g‖q . (3.1.16)

D’autre part, par (3.1.15) et (3.1.16), et comme 0 < λ < 1, on a

‖u′‖p
p ≤

λp−1

β
‖g‖q ‖u‖p ≤

1

β
‖g‖q

p−1

√
‖g‖q .

D’où ‖u′‖p ≤M1, où Mp
1 = 1

β
‖g‖q

p−1
√
‖g‖q, or, pour tout t ∈ I, on a

u(t) = u(0) +

t∫
0

u′(s)ds =

t∫
0

u′(s)ds, (car u(0) = 0).

Donc

|u(t)| =
∣∣∣ t∫

0

u′(s)ds
∣∣∣ ≤ t∫

0

|u′(s)|ds

≤
T∫

0

|u′(s)|ds

≤ q
√
T ‖u′‖p ≤M2 , où M2 =

q
√
TM1 .

Alors, ‖u‖C = sup
t∈I

|u(t)| ≤M2.

D’autre part, de (3.1.12) on a

φ(λ−1u′(t)) = −
T∫

t

|u(s)|p−2u(s)ds+

T∫
t

g(s)ds .
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En le multipliant par u′(t), et en utilisant H(φ)(ii), on obtient

β

λp−1
|u′(t)|p ≤ 〈φ(λ−1u′(t)), u′(t)〉 =

〈
−

T∫
t

|u(s)|p−2u(s)ds+

T∫
t

g(s)ds, u′(t)
〉
,

donc

β

λp−1
|u′(t)|p ≤

〈
−

T∫
t

|u(s)|p−2u(s)ds+

T∫
t

g(s)ds, u′(t)
〉

≤
∣∣∣− T∫

t

|u(s)|p−2u(s)ds+

T∫
t

g(s)ds
∣∣∣ |u′(t)|

≤ |u′(t)|
T∫

t

|u(s)|p−2|u(s)|ds+ |u′(t)|
T∫

t

| g(s)|ds

= |u′(t)|
T∫

t

|u(s)|p−1ds+ |u′(t)|
T∫

t

| g(s)|ds ,

donc
β

λp−1
|u′(t)|p−1 ≤

T∫
0

|u(s)|p−1ds+

T∫
0

|g(s)|ds .

D’où
β

λp−1
|u′(t)|p−1 ≤ T ‖u‖p−1

C + ‖g‖1 ≤ TMp−1
2 + ‖g‖1 .

Alors, pour tout t ∈ I il existe M3 > 0 telle que |u′(t)| ≤ M3 et M3 = 1
β
(TMp−1

2 + ‖g‖1),

ceci implique que, sup
t∈I

|u′(t)| ≤M3, c’est à dire ‖u′‖C ≤M3.

Donc, il existe M = max{M2,M3} > 0 telle que ‖u‖C1 ≤M .

Étape 2 : Maintenant, montrons que la fonction Γ est compacte.

Soit A un sous ensemble borné de X, alors il existe M ′ > 0 tel que

A ⊂ U = {u ∈ X, ‖u‖C1 < M ′}.

Soit U la fermeture de U dans C1(I,RN).

On remarque que, pour tout y ∈ U et pour tout s ∈ I, on a

∣∣∣ s∫
0

fy(r)dr −Ky

∣∣ ≤ 2
(
M ′p−1T + ‖g‖1

)
:= H.
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En effet ∣∣∣ s∫
0

fy(r)dr −Ky

∣∣∣ =
∣∣∣ s∫

0

fy(r)dr −
T∫

0

fy(r)dr
∣∣∣

≤
∣∣∣ s∫

0

fy(r)dr
∣∣∣ +

∣∣∣ T∫
0

fy(r)dr
∣∣∣

≤ 2
∣∣∣ T∫

0

fy(r)dr
∣∣∣ (s ≤ T )

= 2
∣∣∣ T∫

0

(
|y(r)|p−2y(r)− g(r)

)
dr

∣∣∣
≤ 2

(∣∣∣ T∫
0

|y(r)|p−2y(r)
∣∣∣dr +

T∫
0

| g(r)|dr
)

≤ 2
( T∫

0

|y(r)|p−1dr + ‖g‖1

)

≤ 2
(
‖y‖p−1

C

T∫
0

dr + ‖g‖1

)
≤ 2

(
M ′p−1T + ‖g‖1

)
(y ∈ U).

D’autre part, on a φ est continue et strictement monotone donc d’après le Théorème 1.11.2, φ

est un homéomorphisme, alors φ−1 existe et est continue, de plus, BH = {x ∈ RN : |x| ≤ H}
est compact dans RN , alors par le théorème de Heine (Théorème 1.7.5), φ−1 est uniformément

continue sur BH . Par suite

∀ ε > 0, ∃ δε > 0, ∀x1, x2 ∈ BH , |x1 − x2| < δε ⇒ |φ−1(x1)− φ−1(x2)| < ε.

Fixons ε > 0, on prend ε̃ = min{ ε
2
, ε

2T
}, alors

∀ ε̃ > 0, ∃ δ = δε > 0, ∀x1, x2 ∈ BH , |x1 − x2| < δ ⇒ |φ−1(x1)− φ−1(x2)| < ε̃. (3.1.17)

Comme J est uniformément continue sur BM ′ = {x ∈ RN : |x| ≤ M ′} (par le théorème de

Heine), alors

∀ ε′ > 0, ∃ δε′ > 0, ∀x1, x2 ∈ BM ′ , |x1 − x2| < δε′ ⇒ | J(x1)− J(x2)| < ε′.

Posons ε′ = δ
2T

, on obtient

∃ δ̃ > 0,∀x1, x2 ∈ BM ′ , |x1 − x2| < δ̃ ⇒ | J(x1)− J(x2)| <
δ

2T
. (3.1.18)
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Donc, si y1, y2 ∈ U avec ‖y1 − y2‖C < δ̃, et pour tout s ∈ I, on a

∣∣∣ s∫
0

fy1(r)dr −Ky1 −
s∫

0

fy2(r)dr +Ky2

∣∣∣ =
∣∣∣ s∫

0

fy1(r)dr −
T∫

0

fy1(r)dr −
s∫

0

fy2(r)dr +

T∫
0

fy2(r)dr
∣∣∣

=
∣∣∣− T∫

s

fy1(r)dr +

T∫
s

fy2(r)dr
∣∣∣

≤ 2
∣∣∣ T∫

0

fy1(r)dr −
T∫

0

fy2(r)dr
∣∣∣

= 2
∣∣∣ T∫

0

[
|y1(r)|p−2 y1(r)− |y2(r)|p−2 y2(r)

]
dr

∣∣∣
≤ 2

T∫
0

∣∣∣|y1(r)|p−2 y1(r)− |y2(r)|p−2 y2(r)
∣∣∣dr

= 2

T∫
0

∣∣∣J(y1(r))− J(y2(r))
∣∣∣dr,

alors, par (3.1.18) on aura

∣∣∣ s∫
0

fy1(r)dr −Ky1 −
s∫

0

fy2(r)dr +Ky2

∣∣∣ < 2
δ

2T

T∫
0

dr = δ.

Donc, pour tout t ∈ I, on obtient

∣∣∣Γ(y1)(t)− Γ(y2)(t)
∣∣∣ =

∣∣∣ t∫
0

φ−1
( s∫

0

fy1(r)dr −Ky1

)
dr −

t∫
0

φ−1
( s∫

0

fy2(r)dr −Ky2

)
dr

∣∣∣
=

∣∣∣ t∫
0

[
φ−1

( s∫
0

fy1(r)dr −Ky1

)
− φ−1

( s∫
0

fy2(r)dr −Ky2

)]
dr

∣∣∣
≤

T∫
0

∣∣∣φ−1
( s∫

0

fy1(r)dr −Ky1

)
− φ−1

( s∫
0

fy2(r)dr −Ky2

)∣∣∣dr,
et d’après (3.1.17) on aura, pour tout t ∈ I

∣∣∣Γ(y1)(t)− Γ(y2)(t)
∣∣∣ < ε̃

T∫
0

dr = ε̃ T <
ε

2
.

D’où

‖Γ(y1)− Γ(y2)‖C <
ε

2
.
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De plus
(
Γ(y)

)′
(t) = φ−1

( s∫
0

fy(r)dr −Ky

)
donc, pour tout t ∈ I

∣∣∣(Γ(y1)
)′

(t)−
(
Γ(y2)

)′
(t)

∣∣∣ =
∣∣∣φ−1

( s∫
0

fy1(r)dr −Ky1

)
− φ−1

( s∫
0

fy2(r)dr −Ky2

)∣∣∣
< ε̃ <

ε

2
.

D’où

‖(Γ(y1))
′ − (Γ(y2))

′‖C <
ε

2
.

Ce qui implique

‖Γ(y1)− Γ(y2)‖C1 = max{‖Γ(y1)− Γ(y2)‖C , ‖
(
Γ(y1)

)′ − (
Γ(y2)

)′‖C} < ε .

Alors, Γ est uniformément continue sur U muni de la norme de C(I,RN) vers X muni de la

norme de C1(I,RN), par suite, du Théorème 1.8.7 (l’injection compacte de C1(I,RN) dans

C(I,RN)), on déduit que Γ(U) est relativement compact dans X, d’où Γ(A) est relativement

compact dans X. Par conséquent, Γ est compacte.

Comme Γ est compacte et l’ensemble S est borné (d’après l’Etape 1), alors par le Théorème

1.9.8, Γ admet un point fixe u ∈ X, qu’est la solution unique du problème (3.1.11) par la

monotonie de φ̂ et la stricte monotonie de Ĵ . En effet, supposons que u1 et u2 sont deux

solutions du problème (3.1.11), alors

φ̂(u1) + Ĵ(u1) = g , et φ̂(u2) + Ĵ(u2) = g,

donc

〈φ̂(u1) + Ĵ(u1)− φ̂(u2)− Ĵ(u2), u1 − u2〉 = 0,

et par la monotonie de φ̂ et Ĵ , on aura

0 ≤ 〈Ĵ(u1)− Ĵ(u2), u1 − u2〉 = −〈φ̂(u1)− φ̂(u2), u1 − u2〉 ≤ 0.

D’où

〈Ĵ(u1)− Ĵ(u2), u1 − u2〉 = 0,

donc, par la monotonie stricte de Ĵ , celà implique que, u1 = u2. �

Pour le problème de Neumann, on utilise l’hypothèse H(φ)1 sur la fonction φ pour dé-

montrer l’existence et l’unicité du solution.

Proposition 3.1.5. Si l’hypothèse H(φ)1 est vérifiée, alors le problème −(φ(u′(t)))′ + |u(t)|p−2u(t) = g(t), p.p sur I,

u′(0) = u′(T ) = 0 ,
(3.1.19)

admet une solution unique u ∈ C1(I,RN) pour tout g ∈ Lq(I,RN).
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Démonstration

Soit V : W 1.p(I,RN) → (W 1.p(I,RN))′ un opérateur tel que

〈V (u), y〉 =

T∫
0

〈φ(u′(t)), y′(t)〉dt+

T∫
0

|u(t)|p−2〈u(t), y(t)〉dt, pour toutu, y ∈ W 1.p(I,RN) .

V est continu et monotone d’après la continuité et la monotonie de φ et J . Alors par le

Théorème 1.11.7, V est maximal monotone.

D’autre part, on a par H(φ)(ii) , 〈φ(u′(t)), u′(t)〉 ≥ β |u′(t)|p, donc

〈V (u), u〉 =

T∫
0

〈φ(u′(t)), u′(t)〉dt+

T∫
0

|u(t)|p−2〈u(t), u(t)〉dt

≥ β

T∫
0

|u′(t)|pdt+

T∫
0

|u(t)|pdt

= β‖u′‖p
p + ‖u‖p

p ≥ min{β, 1}‖u‖p
W 1.p = β′‖u‖p

W 1.p ,

alors
〈V (u), u〉
‖u‖W 1.p

≥ β′‖u‖p−1
W 1.p → +∞ quand ‖u‖W 1.p → +∞ ,

c’est à dire, V est cœrcive. D’où par le Corollaire 1.11.9, on obtient que V est un opérateur

surjective, donc pour tout g ∈ Lq(I,RN) fixé, il existe u ∈ W 1.p(I,RN) telle que V (u) = g.

Soient ψ ∈ C1
0(I) et 〈V (u), ψ〉 = 〈g, ψ〉, donc

T∫
0

〈φ(u′(t)), ψ′(t)〉dt+

T∫
0

|u(t)|p−2〈u(t), ψ(t)〉dt = 〈g, ψ〉 ,

par suite

T∫
0

〈φ(u′(t)), ψ′(t)〉dt+

T∫
0

|u(t)|p−2〈u(t), ψ(t)〉dt =

T∫
0

〈g(t), ψ(t)〉dt ,

et donc
T∫

0

〈φ(u′(t)), ψ′(t)〉dt =

T∫
0

〈g(t)− |u(t)|p−2 u(t), ψ(t)〉dt . (3.1.20)

D’une part, φ(u′) ∈ Lq(I,RN), en effet ; l’équation (3.1.20) est équivalente à

−
T∫

0

〈(φ(u′(t)))′, ψ(t)〉dt =

T∫
0

〈g(t)− |u(t)|p−2 u(t), ψ(t)〉dt ,

d’où

〈(φ(u′))′, ψ〉 = 〈|u|p−2u− g, ψ〉 ,
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et comme ψ ∈ C1
0(I) est arbitraire, on aura φ(u′) ∈ Lq(I,RN) (Corollaire 1.12.3). Donc

φ(u′) ∈ W 1.q(I,RN). D’autre part

− (φ(u′(t)))′ + |u(t)|p−2u(t) = g(t) p.p sur I, (3.1.21)

comme u ∈ W 1.p(I,RN), u est aussi dans C(I,RN), de plus φ(u′) ∈ W 1.q(I,RN) et φ−1

est continue, on obtient que u ∈ C1(I,RN). En effet ; φ ◦ u′ et φ−1 sont continues donc

φ−1 ◦ φ ◦ u′ = u′ est aussi continue.

Soit ω ∈ W 1.p(I,RN), en multipliant (3.1.21) par ω(t) on aura

〈−(φ(u′(t)))′ + |u(t)|p−2u(t), ω(t)〉 = 〈g(t), ω(t)〉.

En intégrant sur I, on obtient

−
T∫

0

〈(φ(u′(t)))′, ω(t)〉dt+

T∫
0

〈|u(t)|p−2u(t), ω(t)〉dt =

T∫
0

〈g(t), ω(t)〉dt .

Posons G =
T∫
0

〈−(φ(u′(t))′), ω(t)〉dt. En intégrant G par parties, on aura

G = −〈φ(u′(t)), ω(t)〉
]T

0
+

T∫
0

〈φ(u′(t)), ω′(t)〉dt

= −〈φ(u′(T )), ω(T )〉+ 〈φ(u′(0)), ω(0)〉+

T∫
0

〈φ(u′(t)), ω′(t)〉dt ,

alors

−〈φ(u′(T )), ω(T )〉+〈φ(u′(0)), ω(0)〉+
T∫

0

〈φ(u′(t)), ω′(t)〉dt+
T∫

0

〈|u(t)|p−2u(t), ω(t)〉dt = 〈g, ω〉 .

Par conséquent

−〈φ(u′(T )), ω(T )〉+ 〈φ(u′(0)), ω(0)〉+ 〈V (u), ω〉 = 〈g, ω〉 ,

et comme V (u) = g, alors

−〈φ(u′(T )), ω(T )〉+ 〈φ(u′(0)), ω(0)〉 = 0 .

Donc,

– si ω(0) = ω(T ) 6= 0 alors φ(u′(T )) = φ(u′(0)),

– si ω(0) = −ω(T ) 6= 0 alors φ(u′(T )) = −φ(u′(0)).
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Donc, si elle doit être φ(u′(T )) = φ(u′(0)) = 0 ce qui implique que u′(0) = u′(T ) = 0. D’où

u est la solution du problème (3.1.19). L’unicité découle de la monotonie de φ̂ et la stricte

monotonie de Ĵ . �

Lemme 3.1.6. L’opérateur φ̂ : DL ⊂ Lp(I,RN) → Lq(I,RN) défini dans le Lemme 3.1.2

est maximal monotone.

Démonstration

Supposons que, pour tout (u0, v0) ∈ Lp(I,RN)× Lq(I,RN), on a

〈φ̂(u)− v0, u− u0〉 ≥ 0 , ∀u ∈ DL. (3.1.22)

De la proposition précédente, φ̂ + Ĵ est surjectif, donc pour tout v0 ∈ Lq(I,RN), il existe

u1 ∈ DL tel que

φ̂(u1) + Ĵ(u1) = v0 + Ĵ(u0). (3.1.23)

Donc, (3.1.22) devient

〈φ̂(u)− φ̂(u1) + Ĵ(u0)− Ĵ(u1), u− u0〉 ≥ 0 , ∀u ∈ D(φ̂).

En particulier, en choisissant u = u1, on obtient

〈Ĵ(u0)− Ĵ(u1), u1 − u0〉 ≥ 0 ,

et donc, par la stricte monotonie de Ĵ , u0 = u1 ∈ DL, et de l’équation (3.1.22), on obtient

v0 = φ̂(u1). Par conséquent, φ̂ est maximal monotone. �

3.2 Résultats d’existence

Maintenant, nous allons étudier l’existence de solution du problème

(P)

 (φ(u′(t)))′ ∈ F (t, u(t), u′(t)), p.p sur I = [0, T ],

L(u(0), u(T ), u′(0), u′(T )) = 0.

3.2.1 Cas convexe

Dans cette section on va présenter la version convexe des résultats d’existence. Dans ce

cas considérons les hypothèses suivantes sur la multiapplication F .

H(F ) F : I × RN × RN ⇒ RN une multiapplication à valeurs non vides compactes et

convexes vérifiant
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(i) pour tout x, y ∈ RN , F (·, x, y) est L(I)-mesurable ;

(ii) pour presque tout t ∈ I, F (t, ·, ·) est à graphe fermé ;

(iii) il existe deux fonctions γ1, γ2 : I × RN → R+ telles que, pour presque tout t ∈ I,
pour tout x, y ∈ RN et pour tout v ∈ F (t, x, y), on a

|v| ≤ γ1(t, |x|) + γ2(t, |x|) |y|p−1,

avec sup{γ1(t, r) : 0 ≤ r ≤ k} ≤ ξ1,k(t), p.p sur I, ξ1,k ∈ L2(I,R+) et

sup{γ2(t, r) : 0 ≤ r ≤ k} ≤ ξ2,k(t), p.p sur I, ξ2,k ∈ L∞(I,R+) ;

(iv) si m(t, x, y) = inf{〈v, x〉 : v ∈ F (t, x, y)}, alors on a

lim inf
|x|→+∞

(
inf

y∈RN

m(t, x, y)

|x|p
)
≥ −θ1(t),

uniformément pour presque tout t ∈ I, avec θ1 ∈ L∞(I,R+), ‖θ1‖∞ < βλ1 (β > 0

est le nombre positive dans l’hypothèse H(φ)(ii)), et λ1 est donné par

λ1 = min

{‖x′‖p
p

‖x‖p
p
, x ∈ W 1.p

0 (I,RN) , x 6= 0

}
.

H(F )1 F : I × RN × RN ⇒ RN est une multiapplication à valeurs non vides compactes est

convexes telle que H(F )(i)− (iii) sont vérifiées et

(v) pour presque tout t ∈ I, pour tout x, y ∈ RN et pour tout w ∈ F (t, x, y), on a

〈w, x〉 ≥ −µ |x|p − γ |x|r |y|p−r − c1(t) |x|s, (p ≥ 2),

avec γ, µ ≥ 0, 1 ≤ r, s < p et c1 ∈ L1(I,R+) ;

(vi) il existe M > 0 tel que si |x0| > M et 〈x0, y0〉 = 0, on peut trouver δ > 0 et c2 > 0

tel que pour presque tout t ∈ I, on a

inf {〈w, x〉+ β |y|p : |x− x0|+ |y − y0| < δ, w ∈ F (t, x, y)} ≥ c2 .

Tout d’abord, on va donner une proposition qu’on va utiliser ultérieurement, prise de [25].

Proposition 3.2.1. Soit N : W 1.p(I,RN) ⇒ Lq(I,RN) une multiapplication définie par

N(u) = {v ∈ Lq(I,RN) : v(t) ∈ F (t, u(t), u′(t)) , p.p sur I} := Sp
F (·,u(·),u′(·)).

Si F : I × RN × RN ⇒ RN est une multiapplication qui vérifie l’hypothèse H(F ), alors N

est s.c.s de W 1.p(I,RN) vers (Lq(I,RN))w (c’est à dire s.c.s de W 1.p(I,RN) dans Lq(I,RN)

muni de la topologie faible) à valeurs non vides, fermées, convexes et bornées.
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Démonstration

Soit u ∈ W 1.p(I,RN). Montrons que N(u) est convexe et fermé dans Lq(I,RN).

Soient f1, f2 ∈ N(u) et λ ∈ [0, 1] et soit t ∈ I. Alors, pour presque tout t ∈ I, f1(t), f2(t) ∈
F (t, u(t), u′(t)) qu’est convexe, d’où

λf1(t) + (1− λ)f2(t) ∈ F (t, u(t), u′(t)) ,

ce qui implique la convexité de N(u).

D’autre part, soit {fn}n≥1 ⊂ N(u) telle que fn → f dans Lq(I,RN). Alors par la Proposition

1.5.7, il existe un sous ensemble I0 ⊂ I tel que m(I0) = 0 et pour tout t ∈ I\I0, on a

fn(t) → f(t) dans RN ,

et puisque {fn(t)}n≥1 ⊂ F (t, u(t), u′(t)) presque partout, et F (t, u(t), u′(t)) est fermée, on

aura

f(t) ∈ F (t, u(t), u′(t)) p.p sur I .

D’où, f ∈ N(u) ce qui montre la fermeture de N(u).

Pour vérifier que N(u) 6= ∅,∀u ∈ W 1.p(I,RN). Soit u ∈ W 1.p(I,RN) et on sélectionne

(voir le Théorème 1.2.7) deux suites de fonctions simples {rn}n≥1 et {sn}n≥1 ⊂ Lq(I,RN)

telles que

|rn(t)| ≤ |u(t)| et |sn(t)| ≤ |u′(t)| p.p sur I , (3.2.1)

et vérifiant rn(t) → u(t) , sn(t) → u′(t), p.p sur I quand n→ +∞.

Soit Kn(t) = F (t, rn(t), sn(t)), par H(F )(i) et pour tout n ∈ N∗ , Kn est une multiappli-

cation mesurable à valeurs fermées, donc par le Théorème 1.10.14, Kn admet une sélection

mesurable vn : I → RN telle que vn(t) ∈ F (t, rn(t), sn(t)), pour tout t ∈ I.
De H(F )(iii) et (3.2.1), on a

|vn(t)| ≤ ξ1,M ′(t) + ξ2,M ′(t)|sn(t)|p−1 avec ‖u‖C = M ′ ,

≤ ξ1,M ′(t) + ξ2,M ′(t)|u′(t)|p−1 p.p sur I .

Alors, {vn}n≥1 est une suite bornée dans Lq(I,RN), et donc, on peut lui extraire une sous

suite faiblement convergente.

Sans perdre de généralités, supposons que vn ⇀ v dans Lq(I,RN). Par le théorème de Banach

Mazur (Théorème 1.8.6), il existe une autre suite {wn}n≥1 fortement convergente vers v dans

Lq(I,RN), où wn ∈ co{vi : i ≥ n}, pour tout n ≥ 1. Soit

E1 = {t ∈ I : rn(t) → u(t) , sn(t) → u′(t) , et wn(t) → v(t)} ,
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alors, E1 est un ensemble mesurable de I et I \ E1 est négligeable.

Pour chaque ε > 0 et t ∈ E1, comme F (t, ·, ·) est s.c.s, alors par la Proposition 1.10.7,

F (t, ·, ·) est ε-s.c.s, donc il existe δ > 0 tel que

F (t, x, y) ⊂ F (t, u(t), u′(t)) +B(0, ε) , pour toutx, y ∈ B((u(t), u′(t)), δ) .

Alors, pour n ∈ N∗ suffisamment grand, on obtient

F (t, rn(t), sn(t)) ⊂ F (t, u(t), u′(t)) +B(0, ε) ,

d’où

vn(t) ∈ F (t, u(t), u′(t)) +B(0, ε) .

Par la convexité de F (t, u(t), u′(t)) et B(0, ε), on aura

wn(t) ∈ F (t, u(t), u′(t)) +B(0, ε) ,

pour n ∈ N suffisamment grand. Comme ε > 0 est arbitraire et puisque wn(t) → v(t), on

aura v(t) ∈ F (t, u(t), u′(t)) = F (t, u(t), u′(t)) pour tout t ∈ E1, qui signifie que N(u) est non

vide.

On va montrer maintenant que N est s.c.s de W 1.p(I,RN) vers (Lq(I,RN))w, pour cela, il

suffit de montrer que, pour tout ensemble E ⊂ Lq(I,RN) faiblement fermé, N−1(E) = {u ∈
W 1.p(I,RN) : N(u) ∩ E 6= ∅} est fermé.

Soit {un}n≥1 ⊂ N−1(E) telle que un → u dans W 1.p(I,RN), c’est à dire, il existe vn ∈
Lq(I,RN) telle que vn ∈ N(u)∩E. Alors, pour presque tout t ∈ I, on a vn(t) ∈ F (t, un(t), u′n(t)).

Comme un → u dans W 1.p(I,RN), {un}n≥1 est bornée dans C(I,RN), alors il existe M1 > 0

tel que ‖un‖C ≤M1, pour tout n ≥ 1. Par H(F )(iii), on aura

|vn(t)| ≤ ξ1,M1(t) + ξ2,M1(t)|u′n(t)|p−1 = θn(t) , p.p sur I ,

alors, {θn}n≥1 ⊂ Lq(I,RN) est bornée, d’où {vn}n≥1 est bornée dans Lq(I,RN). Par suite,

on peut lui extraire une sous suite faiblement convergente vers v ∈ Lq(I,RN) telle que

v ∈ N(u) ∩ E. Alors, u ∈ N−1(E) qui veut dire que N−1(E) est fermé dans W 1.p(I,RN), et

donc N est s.c.s.

Finalement, de H(F )(iii), on obtient que N est à valeurs bornées. En effet, pour tout

u ∈ W 1.p(I,RN) et v ∈ N(u) et pour presque tout t ∈ I, on a

|v(t)| ≤ ξ1,k(t) + ξ2,k(t)|u′(t)|p−1, avec k = ‖u‖C .

D’où

‖v‖q ≤ ‖ξ1,k‖q + ‖ξ2,k|u′(·)|p−1‖q .
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Par l’inégalité de Hölder, on obtient

‖v‖q ≤ ‖ξ1,k‖q + ‖ξ2,k‖∞‖u′‖p−1
p ,

d’où, N(u) est borné dans Lq(I,RN). �

Proposition 3.2.2. Si les hypothèses H(φ) et H(F ) sont vérifiées, alors le problème (φ(u′(t)))′ ∈ F (t, u(t), u′(t)), p.p sur I,

u(0) = u(T ) = 0,
(3.2.2)

admet une solution u ∈ C1(I,RN).

Proposition 3.2.3. Si les hypothèses H(φ)2 et H(F )1 sont vérifiées, alors le problème (φ(u′(t)))′ ∈ F (t, u(t), u′(t)), p.p sur I,

u(0) = u′(T ) = 0,
(3.2.3)

admet une solution u ∈ C1(I,RN).

Proposition 3.2.4. Si les hypothèses H(φ)3 et H(F )1 sont vérifiées, alors le problème (φ(u′(t)))′ ∈ F (t, u(t), u′(t)), p.p sur I,

u′(0) = u′(T ) = 0,
(3.2.4)

admet une solution u ∈ C1(I,RN).

On va donner la démonstration des trois propositions dans une seule preuve.

Démonstration

Soit U : DL ⊂ Lp(I,RN) → Lq(I,RN) tel que U = φ̂ + Ĵ . On a φ̂ et Ĵ sont maximaux

monotones, donc du Théorème 1.11.8, U est maximal monotone. De plus, pour tout u ∈ DL

on a

〈U(u), u〉 = 〈φ̂(u), u〉+ 〈Ĵ(u), u〉

≥ β‖u′‖p
p + ‖u‖p

p ≥ min{β, 1}‖u‖p
W 1.p = β′‖u‖p

W 1.p ,

avec β′ = min{β, 1}, alors

〈U(u), u〉
‖u‖W 1.p

≥ β′‖u‖p−1
W 1.p → +∞ quand ‖u‖W 1.p → +∞,

c’est à dire, U est cœrcive. D’où par le Corollaire 1.11.9, on obtient que U est un opérateur

surjective. En outre, la monotonie stricte de Ĵ implique l’injectivité de U , d’où U est bijectif.

En effet, soient u1, u2 ∈ DL tels que 〈U(u1)− U(u2), u1 − u2〉 = 0, alors

〈φ̂(u1) + Ĵ(u1)− φ̂(u2)− Ĵ(u2), u1 − u2〉 = 0 ,
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cela implique

〈Ĵ(u1)− Ĵ(u2), u1 − u2〉 = −〈φ̂(u1)− φ̂(u2), u1 − u2〉 ≤ 0 ,

donc, de la monotonie stricte de Ĵ , on aura u1 = u2. D’où, U est injectif.

Donc, l’opérateur inverse U−1 existe, c’est à dire U−1 : Lq(I,RN) → DL ⊂ Lp(I,RN) est

bien défini.

Étape 1 : l’opérateur U−1 est complètement continu.

En effet, supposons que gn ⇀ g dans Lq(I,RN), et un = U−1(gn), u = U−1(g). Alors −(φ(u′n(t)))′ + |un(t)|p−2un(t) = gn(t), p.p sur I,

L(un(0), un(T ), u′n(0), u′n(T )) = 0.
(3.2.5)

En multipliant la première ligne de (3.2.5) par un(t), on obtient

〈−(φ(u′n(t)))′ + |un(t)|p−2un(t), un(t)〉 = 〈gn(t), un(t)〉.

En intégrant sur [0, T ], on aura

T∫
0

〈−(φ(u′n(t)))′, un(t)〉dt =

T∫
0

〈gn(t)− |un(t)|p−2un(t), un(t)〉dt.

Soit G =
T∫
0

〈−(φ(u′n(t)))′, un(t)〉dt, en intégrant par parties et en utilisant les conditions de

la deuxième ligne de (3.2.5), on obtient

G =

T∫
0

〈φ(u′n(t)), u′n(t)〉dt,

donc

T∫
0

〈φ(u′n(t)), u′n(t)〉dt =

T∫
0

〈gn(t), un(t)〉dt−
T∫

0

〈|un(t)|p−2un(t), un(t)〉dt

≤
T∫

0

|gn(t)| |un(t)|dt−
T∫

0

|un(t)|pdt

≤ ‖gn‖q ‖un‖p − ‖un‖p
p ,

la dernière inégalité est obtenue en utilisant l’inégalité de Hölder. D’autre part, H(φ)(ii)

donne 〈φ(u′n(t)), u′n(t)〉 ≥ β|u′n(t)|p, alors on obtient

β‖u′n‖p
p ≤ ‖gn‖q ‖un‖p − ‖un‖p

p ,
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cela implique

β‖u′n‖p
p + ‖un‖p

p ≤ ‖gn‖q ‖un‖p . (3.2.6)

Comme {gn}n≥1 est bornée dans Lq(I,RN), c’est à dire

∃ k > 0, tel que ‖gn‖q < k , ∀n ≥ 1, (3.2.7)

et

β‖u′n‖p
p + ‖un‖p

p ≥ min{β, 1}‖un‖p
W 1.p = β′‖un‖p

W 1.p , (3.2.8)

alors, en remplaçant (3.2.7) et (3.2.8) dans (3.2.6), on obtient

β′‖u‖p
W 1.p ≤ k‖un‖p =⇒ ‖un‖p

W 1.p ≤
k

β′
(p ≥ 2).

D’où, {un}n≥1 est bornée dans W 1.p(I,RN), par conséquent {un}n≥1 est relativement com-

pact dans C(I,RN). En outre, par la première ligne de (3.2.5), la suite {(φ(u′n(t)))′}n≥1 est

bornée dans Lq(I,RN).

Maintenant, on va montrer que {u′n}n≥1 est bornée dans C(I,RN), pour chaque problème.

Pour le problème (3.2.2), en intégrant (3.2.5) sur [0, t], on obtient

−φ(u′n(t)) + φ(u′n(0)) =

t∫
0

(
− |un(s)|p−2 un(s) + gn(s)

)
ds, t ∈ I,

alors

φ(u′n(t)) = φ(u′n(0)) +

t∫
0

(
|un(s)|p−2 un(s)− gn(s)

)
ds , t ∈ I.

Soit h(un)(t) = |un(t)|p−2 un(t) − gn(t), alors h(un) ∈ Lq(I,RN) , pour tout n ≥ 1, puisque

Ĵ(un) et gn ∈ Lq(I,RN), et par la Proposition 3.1.3, on a

u′n(t) = φ−1
(
Qφ(H(h(un)))−H(h(un))(t)

)
, t ∈ I.

On a {h(un)}n≥1 est bornée dans Lq(I,RN), {H(h(un))}n≥1 et {Qφ(H(h(un)))}n≥1 sont

bornées dans C(I,RN) (voir Chapitre 2), et comme φ−1 est continue, alors {u′n}n≥1 est

bornée dans C(I,RN).

Pour les problèmes (3.2.3) et (3.2.4), en intégrant (3.2.5) sur [t, T ] et sur [0, t], respecti-

vement, on obtient (pour le problème (3.2.3))

−φ(u′n(T )) + φ(u′n(t)) =

T∫
t

(
− |un(s)|p−2 un(s) + gn(s)

)
ds , t ∈ I,
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donc

φ(u′n(t)) =

T∫
t

(
− |un(s)|p−2 un(s) + gn(s)

)
ds , t ∈ I.

En multipliant par u′n(t), on aura

〈φ(u′n(t)), u′n(t)〉 =

T∫
t

〈−|un(s)|p−2 un(s) + gn(s), u′n(t)〉ds.

H(φ)(ii) donne 〈φ(u′n(t)), u′n(t)〉 ≥ β|u′n(t)|p, pour tout t ∈ I, alors

β|u′n(t)|p ≤
T∫

t

〈−|un(s)|p−2 un(s), u′n(t)〉+

T∫
t

〈gn(s), u′n(t)〉ds

≤
T∫

t

|un(s)|p−1|u′n(t)| ds+

T∫
t

|gn(s)| |u′n(t)| ds

≤ |u′n(t)|
( T∫

0

|un(s)|p−1ds+

T∫
0

|gn(s)| ds
)

= |u′n(t)|
(
‖un‖p−1

p + ‖gn‖1

)
.

D’où, β|u′n(t)|p ≤ |u′n(t)|
(
‖un‖p−1

p + ‖gn‖1

)
, pour tout t ∈ I. Alors il existe une constante

L > 0 tel que, pour tout n ≥ 1

β|u′n(t)|p ≤ L |u′n(t)| =⇒ |u′n(t)|p−1 ≤ L

β
, ∀ t ∈ I.

Donc, {u′n}n≥1 est bornée dans C(I,RN).

Par conséquent, par la continuité de φ, on a {φ(u′n)}n≥1 est bornée dans C(I,RN) (bien sûr

dans Lq(I,RN)), donc elle est bornée dans W 1.q(I,RN), d’où elle est relativement compact

dans C(I,RN). Par suite, {un}n≥1 est relativement compact dans C1(I,RN).

On peut supposer que un −→ u dans C1(I,RN), u satisfait les conditions aux limites de

chacun des problèmes (3.2.2), (3.2.3) et (3.2.4), c’est à dire un(0) −→ u(0) , un(T ) −→
u(T ) , u′n(0) −→ u′(0) , u′n(T ) −→ u′(T ).

Supposons que φ(u′n) ⇀ z dans Lq(I,RN). Pour tout ψ ∈ C1
0(I,RN), d’un côté,

−
T∫

0

〈(φ(u′n(t)))′, ψ(t)〉dt+

T∫
0

〈|un(t)|p−2un(t), ψ(t)〉dt =

T∫
0

〈gn(t), ψ(t)〉dt,

et d’un autre côté,

−
T∫

0

〈(φ(u′n(t)))′, ψ(t)〉dt =

T∫
0

〈φ(u′n(t)), ψ′(t)〉dt.
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En passant à la limite quand n→ +∞, on aura
T∫

0

〈φ(u′(t)), ψ′(t)〉dt = −
T∫

0

〈|u(t)|p−2u(t), ψ(t)〉dt+

T∫
0

〈g(t), ψ(t)〉dt

= −
T∫

0

〈z(t), ψ(t)〉dt.

D’où

−
T∫

0

〈(φ(u′(t)))′, ψ(t)〉dt =

T∫
0

〈z(t), ψ(t)〉dt,

puisque ψ est arbitraire dans C1
0(I,RN), on aura

z(t) = (φ(u′n(t)))′ = |u(t)|p−2u(t)− g(t) , p.p sur I.

Cela signifie que u vérifie (3.2.5), c’est à dire u = U−1(g) = u. Ainsi, U−1(gn) −→ U−1(g)

dans C1(I,RN), et bien sûr dans W 1.p(I,RN), donc U−1 est complètement continu.

Étape 2 : soit N2 : W 1.p(I,RN) ⇒ Lq(I,RN) une multiapplication définie par

N2(u) = −N(u) + Ĵ(u)

= {h ∈ Lq(I,RN) : h(t) ∈ −F (t, u(t), u′(t)) + |u(t)|p−2 u(t) , p.p sur I},

pour tout u ∈ W 1.p(I,RN).

Alors, la multiapplication N2 est à valeurs non vides faiblement compactes et convexes dans

Lq(I,RN), de plus elle est s.c.s de W 1.p(I,RN) vers (Lq(I,RN))w (c’est à dire Lq(I,RN) muni

de la topologie faible).

En effet, de la Proposition 3.2.1, on a la multiapplication N est à valeurs non vides, fermées,

convexe et s.c.s, donc N2 l’est aussi, de plus Ĵ est continue et par H(F )(iii) on aura N2(u) est

bornée, pour tout u ∈ W 1.p(I,RN), d’où du Corollaire 1.4.15, N2(u) est faiblement compacte,

pour tout u ∈ W 1.p(I,RN).

Étape 3 : maintenant, nous considérons séparément les différents problèmes.

• On commence par le problème (3.2.2). Soit U−1 ◦N2 : W 1.p
0 (I,RN) ⇒ W 1.p

0 (I,RN) qui

satisfait toutes les conditions mentionnée dans le Théorème 1.9.9. Soit l’ensemble

S = {u ∈ W 1.p
0 (I,RN) : u ∈ λU−1(N2(u)) , 0 < λ < 1}.

Dans la suite on va montrer que S est borné.

Soit u ∈ S, alors u ∈ λU−1(N2(u)), donc λ−1u ∈ U−1(N2(u)), par suite U(λ−1u) ∈
N2(u), d’où il existe f ∈ N(u) telle que

− (φ(λ−1u′(t)))′ +
1

λp−1
|u(t)|p−2u(t) = −f(t) + |u(t)|p−2u(t) , p.p sur I. (3.2.9)
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En vertu à l’hypothèse H(F )(iv), pour tout ε > 0, on peut trouver M1 = M(ε), tel

que pour presque tout t ∈ I, pour tout x ∈ RN , |x| ≥ M1, pour tout y ∈ RN et pour

tout v ∈ −F (t, x, y), on a

〈v, x〉 < (θ1(t) + ε)|x|p . (3.2.10)

En effet, si on pose l = lim inf
|x|→+∞

(
infy∈RN

m(t,x,y)
|x|p

)
, alors

∀ ε > 0,∃M(ε) > 0, pour presque tout t ∈ I, ∀x ∈ RN , |x| ≥M(ε); inf
y∈RN

m(t, x, y)

|x|p
−l > −ε ,

donc, de H(F )(iv), on a

inf
y∈RN

m(t, x, y)

|x|p
> l − ε > θ1(t)− ε ,

alors pour tout ε > 0, il existe M(ε) > 0, tel que pour presque tout t ∈ I, pour tout

x ∈ RN , |x| ≥M(ε), pour tout y ∈ RN , il existe u ∈ F (t, x, y) tel que

〈u, x〉
|x|p

> −θ1(t)− ε ,

qui implique

〈u, x〉 > −|x|p(θ1(t) + ε) , donc 〈−u, x〉 < |x|p(θ1(t) + ε) .

Soit v = −u, alors, pour tout ε > 0, il existe M1 = M(ε) > 0, tel que pour presque tout

t ∈ I, pour tout x ∈ RN , |x| ≥M1, pour tout y ∈ RN et pour tout v ∈ −F (t, x, y), on

a

〈v, x〉 < |x|p(θ1(t) + ε) .

Aussi, par l’hypothèseH(F )(iii), pour presque tout t ∈ I, pour tout x ∈ RN , |x| ≤M1,

tout y ∈ RN et pour tout v ∈ −F (t, x, y), on a

〈v, x〉 ≤ |v| |x| ≤M1 ξ1,M1(t) +M1 ξ2,M1(t) |y|p−1 , (3.2.11)

donc, de (3.2.10) et (3.2.11), pour presque tout t ∈ I, pour tout x, y ∈ RN et pour tout

v ∈ −F (t, u(t), u′(t)), on a

〈v, x〉 ≤ (θ1(t) + ε)|x|p + µ1(t) |y|p−1 + µ2(t), (3.2.12)

tel que µ1 = M1 ξ2,M1 ∈ L∞(I,R+) et µ2 = M1 ξ1,M1 ∈ L2(I,R+).

En multipliant (3.2.9) par u(t), on obtient

〈−(φ(λ−1u′(t)))′ +
1

λp−1
|u(t)|p−2u(t), u(t)〉 = 〈−f(t) + |u(t)|p−2u(t), u(t)〉.
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En intégrant sur [0, T ], on aura

−
T∫

0

〈
(φ(λ−1u′(t)))′, u(t)

〉
dt+

1

λp−1

T∫
0

〈|u(t)|p−2u(t), u(t)〉dt =

T∫
0

〈−f(t)+|u(t)|p−2u(t), u(t)〉dt.

(3.2.13)

En intégrant par parties, on obtient

T∫
0

〈
φ(λ−1u′(t)), u′(t)

〉
dt+

1

λp−1

T∫
0

〈|u(t)|p−2u(t), u(t)〉dt =

T∫
0

〈−f(t), u(t)〉dt+
T∫

0

|u(t)|pdt.

(3.2.14)

De H(φ)(ii)

β|1
λ
u′(t)|p ≤

〈
φ(

1

λ
u′(t)),

1

λ
u′(t)

〉
,

cela implique

β

λp−1
‖u′‖p

p ≤ λ

T∫
0

〈
φ(

1

λ
u′(t)),

1

λ
u′(t)

〉
dt. (3.2.15)

D’autre part, on a f ∈ N(u), alors −f ∈ −N(u), donc de (3.2.12)

T∫
0

〈−f(t), u(t)〉dt ≤
T∫

0

(θ1(t) + ε)|u(t)|pdt+

T∫
0

µ1(t) |u′(t)|p−1dt+

T∫
0

µ2(t)dt.

D’où

β

λp−1
‖u′‖p

p +
1

λp−1
‖u‖p

p ≤
T∫

0

(θ1(t) + ε)|u(t)|pdt+ ‖µ1‖∞

T∫
0

|u′(t)|p−1dt+ ‖µ2‖1 + ‖u‖p
p.

De plus, on a par l’inégalité de Hölder

T∫
0

|u′(t)|p−1dt =
( T∫

0

dt
) 1

p
( T∫

0

|u′(t)|(p−1)qdt
) 1

q
=

p
√
T

( T∫
0

|u′(t)|pdt
) p−1

q
=

p
√
T‖u′‖p−1

p .

Donc, il existe k1 = p
√
T tel que

β

λp−1
‖u′‖p

p +
1

λp−1
‖u‖p

p ≤
T∫

0

(θ1(t) + ε)|u(t)|pdt+ k1‖µ1‖∞‖u′‖p−1
p + ‖µ2‖1 + ‖u‖p

p ,

comme λ ∈]0, 1[

β‖u′‖p
p + ‖u‖p

p ≤
T∫

0

(θ1(t) + ε)|u(t)|pdt+ k1‖µ1‖∞‖u′‖p−1
p + ‖µ2‖1 + ‖u‖p

p ,
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alors

β‖u′‖p
p −

T∫
0

(θ1(t) + ε)|u(t)|pdt ≤ k1‖µ1‖∞‖u′‖p−1
p + ‖µ2‖1 . (3.2.16)

On montre qu’il existe k2 > 0 tel que, pour tout u ∈ W 1.p
0 (I,RN), on aura

β‖u′‖p
p −

T∫
0

θ1(t) |u(t)|pdt ≥ k2‖u′‖p
p . (3.2.17)

On a θ1 ∈ L∞(I,R+) et ‖θ1‖∞ < βλ1, alors il existe β′ > 0 tel que θ1(t) ≤ β′λ1 p.p

sur I et β′ < β, donc

−
T∫

0

θ1(t)|u(t)|pdt ≥ −β′λ1

T∫
0

|u(t)|pdt = −β′λ1 ‖u‖p
p .

D’autre part, de H(F )(iv)

λ1 = min

{‖u′‖p
p

‖u‖p
p
, u ∈ W 1.p

0 (I,RN) , u 6= 0

}
,

alors

−λ1 = −min

{‖u′‖p
p

‖u‖p
p
, u ∈ W 1.p

0 (I,RN) , u 6= 0

}
= max

{
−
‖u′‖p

p

‖u‖p
p
, u ∈ W 1.p

0 (I,RN) , u 6= 0

}
.

Par suite

−λ1 ≥ −
‖u′‖p

p

‖u‖p
p
, ∀u ∈ W 1.p

0 (I,RN) , u 6= 0 ,

et donc

−β′λ1‖u‖p
p ≥ −β′‖u′‖p

p .

D’où

β‖u′‖p
p −

T∫
0

θ1(t)|u(t)|pdt ≥ (β − β′)‖u′‖p
p = k2‖u′‖p

p ,

tel que k2 = β − β′ > 0.

En utilisant (3.2.17) dans (3.2.16), on obtient

k2‖u′‖p
p − ε‖u‖p

p ≤ k1‖µ‖∞ ‖u′‖p−1
p + ‖µ2‖1 .

Si on prend k3 = k1‖µ‖∞ > 0 et k4 = ‖µ2‖1, on aura

k2‖u′‖p
p − ε‖u‖p

p ≤ k3‖u′‖p−1
p + k4 .
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D’après l’inégalité de Poincaré, on a

∃ c > 0 tel que ‖u‖p
W 1.p ≤ cp‖u′‖p

p , ∀u ∈ W 1.p
0 (I,RN) ,

alors, il existe k5 = cp > 0 tel que

k2‖u‖p
W 1.p ≤ k5ε‖u′‖p

p + k5k3‖u′‖p−1
p + k5k4 .

Considérons que ε > 0 est très petit tel que ε < k2

k5
, alors

‖u‖p
W 1.p ≤ k6‖u′‖p−1

p + k7 ,

tel que k6 = ‖u′‖p + k5

k2
k3 > 0 et k7 = k5

k2
k4 > 0. D’où, comme u ∈ W 1.p

0 (I,RN) est

arbitraire, alors S est borné dans W 1.p
0 (I,RN).

En vertu du Théorème 1.9.9, la multiapplication U−1 ◦ N2 admet un point fixe u ∈
W 1.p

0 (I,RN) tel que u ∈ U−1(N2(u)). D’où, u ∈ DL ⊂ C1(I,RN) est la solution du

problème (3.2.2).

• Maintenant, on considère les deux problèmes (3.2.3) et (3.2.4). Soit l’ensemble

S ′ = {u ∈ W 1.p(I,RN) : u ∈ λU−1(N2(u)) , 0 < λ < 1},

et montrons que S ′ est borné.

Fixons u ∈ S ′, alors il existe f ∈ N(u) tel que U(λ−1u) = −f + Ĵ(u). En multipliant

par u(t) et en intégrant sur [0, T ], on obtient

T∫
0

〈
U(λ−1u(t)), u(t)

〉
dt =

T∫
0

〈−f(t) + Ĵ(λ−1u)(t), u(t)〉dt ,

donc

T∫
0

〈
− (φ(

1

λ
u′(t)))′, u(t)

〉
dt+

T∫
0

〈
|1
λ
u(t)|p−2u(t), u(t)

〉
dt

=

T∫
0

〈−f(t), u(t)〉dt+

T∫
0

〈|u(t)|pu(t), u(t)〉dt.

En intégrant par parties, on aura

T∫
0

〈
φ(

1

λ
u′(t)), u′(t)

〉
dt+

1

λp−2

T∫
0

〈
|u(t)|p−2u(t), u(t)

〉
dt

=

T∫
0

〈−f(t), u(t)〉dt+

T∫
0

〈|u(t)|pu(t), u(t)〉dt.
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En utilisant H(φ)(ii), on obtient

β

λp−1
‖u′‖p

p +
1

λp−1
‖u‖p

p ≤ −
T∫

0

〈f(t), u(t)〉dt+ ‖u‖p
p ,

cela implique

β‖u′‖p
p + ‖u‖p

p ≤ −λp−1

T∫
0

〈f(t), u(t)〉dt+ λp−1‖u‖p
p ,

comme 0 < λ < 1, alors on obtient

β‖u′‖p
p ≤ −λp−1

T∫
0

〈f(t), u(t)〉dt . (3.2.18)

En utilisant H(F )1(v), on aura

−λp−1

T∫
0

〈f(t), u(t)〉dt ≤ λp−1µ

T∫
0

|u(t)|pdt+λp−1γ

T∫
0

|u(t)|r|u′(t)|p−rdt+λp−1

T∫
0

c1(t)|u(t)|sdt .

Par l’inégalité de Hölder, on obtient

− λp−1

T∫
0

〈f(t), u(t)〉dt ≤ λp−1µ‖u‖p
p + λp−1γ‖u‖r

q‖u′‖p−r
p + λp−1‖c1‖1‖u‖s

∞. (3.2.19)

On va montrer que, pour tout u ∈ S ′ et pour tout t ∈ I alors |u(t)| ≤ M avec M est

la constante dans la condition H(F )1(vi), pour cela on montre par l’absurde, c’est à

dire, supposons le contraire : il existe u ∈ S ′ et il existe t0 ∈ I tels que |u(t0)| > M .

Posons θ(t) = |u(t)|p et soit t0 ∈ [0, T ] telle que θ(t0) = max
t∈I

θ(t).

Supposons premièrement que t0 ∈]0, T [ et Mp < θ(t0), alors θ′(t0) = 0. Cela implique

p |u(t0)|p−2〈u′(t0), u(t0)〉 = 0. (3.2.20)

En effet, |u(t)|p peut s’écrit sous la forme

|u(t)|p = 〈u(t), u(t)〉
p
2 .

En dérivant, on aura (
|u(t)|p

)′
=

(
〈u(t), u(t)〉

p
2

)′
=

p

2
〈u(t), u(t)〉

p
2
−1 2〈u′(t), u(t)〉

= p |u(t)|p−2〈u′(t), u(t)〉 .
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Par l’hypothèse H(F )1(vi), il existe δ > 0 et c2 > 0 tel que, pour presque tout t ∈ I,

on a

inf{〈f(t), u(t)〉+β|u′(t)|p : |u(t)−u(t0)|+|u′(t)−u′(t0)| < δ , f ∈ F (t, u(t), u′(t))} ≥ c2 > 0.

Puisque u ∈ DL ⊂ C1(I,RN), alors il existe δ1 > 0 tel que |u(t) − u(t0)| + |u′(t) −
u′(t0)| < δ et |u(t)| > M , pour tout t ∈ [t0, t0 + δ1[. Donc

〈f(t), u(t)〉+ β|u′(t)|p ≥ c2 , p.p sur [t0, t0 + δ1[. (3.2.21)

Maintenant, puisque u ∈ S ′, pour presque tout t ∈ I, on a de (3.2.9)

〈f(t), u(t)〉 =
〈
(φ(

1

λ
u′(t)))′, u(t)

〉
− 1

λp−1
〈|u(t)p−2u(t), u(t)〉+ 〈|u(t)|p−2u(t), u(t)〉,

alors

〈f(t), u(t)〉 =
〈
(φ(

1

λ
u′(t)))′, u(t)

〉
+ (1− 1

λp−1
)|u(t)|p.

De (3.2.21)〈
(φ(

1

λ
u′(t)))′, u(t)

〉
+ (1− 1

λp−1
)|u(t)|p + β|u′(t)|p ≥ c2 , p.p sur [t0, t0 + δ1[ ,

et comme 0 < λ < 1, alors〈
(φ(

1

λ
u′(t)))′, u(t)

〉
+ β|u′(t)|p ≥ c2 , p.p sur [t0, t0 + δ1[ .

En intégrant sur [t0, t], on obtient

t∫
t0

〈
(φ(

1

λ
u′(s)))′, u(s)

〉
ds+

t∫
t0

β|u′(s)|pds ≥ c2 (t− t0) , p.p sur [t0, t0 + δ1[ .

En intégrant
t∫

t0

〈
(φ( 1

λ
u′(s)))′, u(s)

〉
ds par parties, on aura

〈
φ(

1

λ
u′(s)), u(s)

〉]t

t0
−

t∫
t0

〈
φ(

1

λ
u′(s)), u′(s)

〉
ds+

t∫
t0

β|u′(s)|pds ≥ c2 (t−t0) , p.p sur [t0, t0+δ1[ ,

cela implique

〈φ(
1

λ
u′(t)), u(t)

〉
− 〈φ(

1

λ
u′(t0)), u(t0)

〉
−

t∫
t0

〈
φ(

1

λ
u′(s)), u′(s)

〉
ds+

t∫
t0

β|u′(s)|pds ≥ c2 (t− t0) , p.p sur [t0, t0 + δ1[ .

(3.2.22)
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DeH(φ)2, il existe une application κ : RN → R+ continue tel que φ(u(t)) = κ(u(t))u(t),

alors, d’un côté,

〈
φ(

1

λ
u′(t)), u(t)

〉
= 〈κ

(1

λ
u′(t)

)1

λ
u′(t), u(t)〉 = κ

(1

λ
u′(t)

)
〈1
λ
u′(t), u(t)〉.

D’un autre côté,

〈
φ(

1

λ
u′(t0)), u(t0)

〉
= κ

(1

λ
u′(t0)

)
〈1
λ
u′(t0), u(t0)〉 = 0,

la dernière égalité est obtenue de (3.2.20). D’où (3.2.22) devient

1

λ
κ
(1

λ
u′(t)

)
〈u′(t), u(t)〉 −

t∫
t0

〈
φ(

1

λ
u′(s)), u′(s)

〉
ds+

t∫
t0

β|u′(s)|pds > 0,

donc
1

λ
κ
(1

λ
u′(t)

)
〈u′(t), u(t)〉+

t∫
t0

β|u′(s)|pds >
t∫

t0

〈
φ(

1

λ
u′(s)), u′(s)

〉
ds.

De H(φ)(ii), on a
〈
φ( 1

λ
u′(t)), u′(t)

〉
dt ≥ 1

λp−1β|u′(t)|p, alors

1

λ
κ
(1

λ
u′(t)

)
〈u′(t), u(t)〉+

t∫
t0

β|u′(s)|pds > 1

λp−1
β

t∫
t0

|u′(s)|pds ,

cela implique

1

λ
κ
(1

λ
u′(t)

)
〈u′(t), u(t)〉+ β

(
1− 1

λp−1

) t∫
t0

|u(s)|pds > 0 ⇒ 1

λ
κ
(1

λ
u′(t)

)
〈u′(t), u(t)〉 > 0 .

Par conséquent, θ′(t) = p |u(t)|p−2〈u′(t), u(t)〉 > 0, pour tout t ∈ [t0, t0 + δ1[, contra-

diction avec t0 ∈]0, T [.

Si t0 = 0 ou t0 = T , comme u ∈ DL, on a 〈u′(t0), u(t0)〉 = 0 et on procède de la même

manière que dans la preuve ci-dessus. Ainsi, nous avons prouvé que ‖u‖∞ ≤ M , pour

tout u ∈ S ′.
D’après (3.2.19), il existe c3 = µ‖u‖p

p > 0 , c4 = γ‖u‖r
q > 0 , et c5 = ‖c1‖1‖u‖∞ > 0,

tel que
−1

λp−1
〈f, u〉 ≤ λp−1 c3 + λp−1 c4‖u′‖p−r

p + λp−1 c5 .

Par (3.2.18) et comme λ ∈]0, 1[, on obtient

β‖u′‖p
p ≤ c6 + c7‖u′‖p−r

p c6, c7 > 0.
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Par conséquent, ‖u′‖p
p ≤ c8 tel que c8 > 0 est indépendant de λ.

Par l’inégalité de Poincaré, on a

∃ c > 0 tel que ‖u‖W 1.p ≤ c‖u′‖p ∀u ∈ W 1.p
0 (I,RN),

alors ‖u‖W 1.p ≤ c9 tel que c9 > 0. Comme u ∈ W 1.p(I,RN) est arbitraire, S ′ est borné.

En vertu du Théorème 1.9.9, la multiapplication U−1 ◦ N2 admet un point fixe u ∈
W 1.p(I,RN) tel que u ∈ U−1(N2(u)). D’où u ∈ DL ⊂ C1(I,RN) est la solution du

problème (3.2.3) ou (3.2.4).

�

3.2.2 Cas non convexe

Dans cette section, on va présenter la version non convexe des résultats d’existences.

Dans ce cas les hypothèses de la multiapplication F sont les suivantes.

H(F )′ F : I × RN × RN ⇒ RN est une multiapplication à valeurs non vides et compactes

vérifiant

(i)′ Gr(F ) ∈ L(I)⊗ B(RN)⊗ B(RN)⊗ B(RN) ;

(ii)′ pour presque tout t ∈ I , F (t, ·, ·) est s.c.i ;

(iii)′ F vérifie H(F )(iii) et H(F )(iv).

H(F )′1 F : I × RN × RN ⇒ RN est une multiapplication à valeurs non vides compactes et

satisfaisant les conditions H(F )′((i)′ − (ii)′) et H(F )1.

Proposition 3.2.5. (Voir [25]) Si la multiapplication F : I×RN ×RN ⇒ RN vérifie H(F )′

alors la multiapplication N : W 1.p(I,RN) ⇒ Lq(I,RN) définie dans la Proposition 3.2.1 est

à valeurs non vides, fermées, bornés et elle est s.c.i.

Démonstration

La fermeture et la bornitude de N se montre de la même manière que dans la Proposition

3.2.1.

On va vérifier que N est à valeurs non vides. Pour tout u ∈ W 1.p(I,RN), soit K : I ⇒ RN

définie par K(t) = F (t, u(t), u′(t)) et θ : I × RN → I × RN × RN × RN définie par θ(t, v) =

(t, u(t), u′(t), v). θ est une application mesurable (car elle est continue) et K est à valeurs

fermées.

De H(F )(ii), on peut déduire que θ−1(Gr(F )) = Gr(K) ∈ L(I)⊗ B(RN). En effet

Gr(K) = {(t, y) ∈ I × RN : y ∈ K(t)}

= {(t, y) ∈ I × RN : y ∈ F (t, u(t), u′(t))} ,
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d’autre part

θ−1(Gr(F )) = {(t, y) ∈ I × RN : θ(t, y) ∈ Gr(F )}

= {(t, y) ∈ I × RN : (t, u(t), u′(t), y) ∈ Gr(F )}

= {(t, y) ∈ I × RN : y ∈ F (t, u(t), u′(t))} = Gr(K) ∈ L(I)⊗ B(RN) ,

ceci signifie que K est aussi mesurable (Théorème 1.10.13). En utilisant le théorème d’exis-

tence de sélections, on obtient une fonction mesurable v : I → RN telle que v(t) ∈ K(t)

p.p sur I. En vertu de H(F )′(iii), v ∈ Lq(I,RN). Par conséquent, N(u) 6= ∅ pour tout

u ∈ W 1.p(I,RN).

Pour la semicontinuité inférieure de N , par la Proposition 1.10.5, il suffit de montrer que,

pour tout w ∈ W 1.p(I,RN) la fonction u 7−→ d(w,N(u)) ∈ R+ est s.c.s sur W 1.p(I,RN).

Fixons λ ≥ 0, et considérons l’ensemble

4λ = {u ∈ W 1.p(I,RN) : d(w,N(u)) ≥ λ} .

Supposons que {un}n≥1 ⊂ 4λ et un → u dans W 1.p(I,RN), alors un(t) → u(t) et u′n(t) →
u′(t) p.p sur I. Notons que, sous l’hypothèse H(F )′(ii), la fonction positive (x, y) 7−→
d(w(t), F (t, x, y)) est s.c.s. Donc en utilisant le Théorème 1.10.15, on peut déduire ce qui suit

λ ≤ lim sup
n→+∞

d(w,N(un))

= lim sup
n→+∞

inf
{
‖w − v‖q : v ∈ N(un)

}
= lim sup

n→+∞
inf

{( T∫
0

|w(t)− v(t)|qdt
) 1

q
: v ∈ N(un)

}

= lim sup
n→+∞

( T∫
0

inf
{
|w(t)− w̄|q : w̄ ∈ F (t, un(t), u′n(t))

}
dt

) 1
q

= lim sup
n→+∞

( T∫
0

d
(
w(t), F (t, un(t), u′n(t)

)q
dt

) 1
q
,

et par le lemme de Fatou, on trouve
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λ ≤
(

lim sup
n→+∞

T∫
0

d
(
w(t), F (t, un(t), u′n(t)

)q
dt

) 1
q

≤
( T∫

0

d(w(t), F (t, u(t), u′(t))qdt
) 1

q

=
( T∫

0

inf
{
|w(t)− w̄|q : w̄ ∈ F (t, u(t), u′(t))

}
dt

) 1
q

= inf
{( T∫

0

|w(t)− v(t)|qdt
) 1

q
: v ∈ N(u)

}
= inf

{
‖w − v‖q : v ∈ NF (u)

}
= d(w,N(u)),

ce qui implique u ∈ 4λ et ceci prouve que l’ensemble 4λ est fermé. Donc par la Proposition

1.7.4, d(u,N(u)) est s.c.s. D’où N est s.c.i. �

Proposition 3.2.6. Si les hypothèses H(φ)2 et H(F )′ sont vérifiées, alors le problème (φ(u′(t)))′ ∈ F (t, u(t), u′(t)), p.p sur I,

u(0) = u(T ) = 0,
(3.2.23)

admet une solution u ∈ C1(I,RN).

Proposition 3.2.7. Si les hypothèses H(φ)2 (resp. H(φ)3) et H(F )′1 sont vérifiées, alors le

problème  (φ(u′(t)))′ ∈ F (t, u(t), u′(t)), p.p sur I,

u(0) = u′(T ) = 0 (resp. u′(0) = u′(T ) = 0),
(3.2.24)

admet une solution u ∈ C1(I,RN).

Démonstration des propositions 3.2.6 et 3.2.7

Soit N : W 1.p(I,RN) → Lq(I,RN) la multiapplication défine dans la Proposition 3.2.1. Par

la Proposition 3.2.5, N est s.c.i et bornée. De plus, le graphe de F est mesurable, alors

du Théorème 1.10.13, F est Σ-mesurable, donc en utilisant le Théorème 1.10.17, on aura

que N est décomposable. D’où, du Théorème 1.10.18, N admet une sélection f continue de

W 1.p(I,RN) à valeurs dans Lq(I,RN), i.e., f(u) ∈ N(u), pour tout u ∈ W 1.p(I,RN). Donc
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l’ensemble

S = {u ∈ W 1.p(I,RN) : u ∈ λU−1(f(u)) , 0 < λ < 1}

= {u ∈ W 1.p(I,RN) : U(λ−1u) = f(u) , 0 < λ < 1}

= {u ∈ W 1.p(I,RN) : −(φ(λ−1u′(t)))′ +
1

λp−1
|u(t)|u(t) = f(u)(t) p.p sur I , 0 < λ < 1} ,

est borné (d’après la démonstration dans le cas convexe). D’où, par le Théorème 1.9.9, la

multiapplication P : W 1.p(I,RN) ⇒ DL ⊂ W 1.p(I,RN) définie par P (u) = {U−1 ◦ f(u)}
admet un point fixe u ∈ W 1.p(I,RN), c’est à dire u ∈ P (u). Donc u ∈ C1(I,RN) est la

solution des problèmes (3.2.23) et (3.2.24). �

Corollaire 3.2.8. Soit les problèmes

(P ′
1)

 (|u′(t)|p−2u′(t) = f(t, u(t), u′(t)), p.p sur I,

u(0) = u(T ) = 0 ,

et

(P ′
2)

 (|u′(t)|p−2u′(t) = f(t, u(t), u′(t)), p.p sur I,

u′(0) = u′(T ) = 0 (resp. u(0) = u′(T ) = 0) ,

telle que f est une fonction univoque vérifiant les conditions suivantes.

H(f)1 f : I × RN × RN → RN est une fonction qui vérifiée

(i) pour tout (x, y) ∈ RN × RN , f(·, x, y) est L(I)- mesurable ;

(ii) pour presque tout t ∈ I, f(t, ·, ·) est continue ;

(iii) pour presque tout t ∈ I et pour tout x, y ∈ RN

|f(t, x, y)| ≤ γ1(t, |x|) + γ2(t, |x|)|y|p−1 ,

avec sup
0≤r≤k

γ1(t, r) ≤ η1,k(t) p.p sur I, η1,k ∈ Lq(I,R) (1
p
+ 1

q
= 1) et sup

0≤r≤k
γ2(t, r) ≤

η2,k(t) p.p sur I, η2,k ∈ L∞(I,R).

(iv) pour tout x, y ∈ RN on a

lim inf
|x|→+∞

(
inf

y∈RN

〈f(t, x, y), x〉
|x|p

)
≥ −θ1(t),

uniformément pour presque tout t ∈ I, avec θ1 ∈ L∞(I,R+), ‖θ1‖∞ < βλ1 (β > 0

est le nombre positive dans l’hypothèse H(φ)(ii)), et λ1 est donné par

λ1 = min

{‖x′‖p
p

‖x‖p
p
, x ∈ W 1.p

0 (I,RN) , x 6= 0

}
.
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H(f)2 f : I × RN × RN → RN est une fonction telle que H(f)1(i)− (iii) sont vérifiées et

(v) pour presque tout t ∈ I et pour tout x, y ∈ RN

〈f(t, x, y), x〉 ≥ −a|x|p − γ|x|r|y|p−r − c(t)|x|s ,

avec a, γ ≥ 0, 1 ≤ r, s < p et c ∈ L1(I,R+) ;

(vi) il existe M > 0 tel que, si |x0| > M et 〈x0, y0〉 = 0, alors on peut trouver δ > 0 et

ξ > 0 tel que pour presque tout t ∈ I

inf{〈f(t, x, y), x〉+ |y|p : |x− x0|+ |y − y0| < δ} ≥ ξ > 0 .

•Si l’hypothèse H(f)1 est vérifiée, alors le problème (P ′
1) admet une solution u ∈ C1(I,RN).

•Si l’hypothèse H(f)2 est vérifiée, alors le problème (P ′
2) admet une solution u ∈ C1(I,RN).

Démonstration

Il suffit de prendre F (·, ·, ·) = {f(·, ·, ·)}. Donc F satisfait toutes les hypothèses des Propo-

sitions 3.2.2, 3.2.3 et 3.2.4. �

Exemple 3.2.1. Soit f : I × RN × RN → RN une application définie par

f(t, x, u) = c|x|p−2x+ g(|y|) x− |y|p−2x, ∀ t ∈ I, ∀x, y ∈ RN ,

avec c > 0, g : R∗
+ → R une fonction continue et bornée et p ≥ 2.

f satisfait les hypothèses H(f)2 et H(f)1(i)− (iii), c’est à dire, f ne vérifie pas (iv).

En effet

• f est continue pour tout x, y ∈ RN et elle est constante par rapport à t ∈ I, donc elle

est mesurable. D’où (i) et (ii) sont vérifiées.

• on a

|f(t, x, y)| =
∣∣c|x|p−2x+ g(|y|) x− |y|p−2x

∣∣
≤ c|x|p−1 + |g(|y|)| |x|+ |y|p−2|x| .

On a g est bornée, alors

∀ M ′ > 0, ∃M > 0 tel que si |y| < M ′ ⇒ |g(|y|)| ≤M , (3.2.25)

alors

|f(t, x, y) ≤
(
c|x|p−1 +M |x|

)
+ |y|p−2|x| .

Posons : γ1(t, |x|) = c|x|p−1 +M |x| et γ2(t, |x|) = |y|−1|x|, donc on obtient

|f(t, x, y)| ≤ γ1(t, |x|) + γ2(t, |x|)|y|p−1 .

D’où (ii) est vérifiée.
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• On a

〈f(t, x, y), x〉 = 〈c|x|p−1x+ g(|y|) x− |y|p−2x, x〉

= c|x|p + g(|y|) |x|2 − |y|p−2|x|2

=
(
c|x|p−2 + g(|y|)

)
|x|2 − |y|p−2|x|2

≥ g(|y|)|x|2 − |y|p−2|x|2 (c > 0) ,

de (3.2.25), il existe M > 0 tel que −M ≤ g(|y|) ≤M , alors

〈f(t, x, y), x〉 ≥ −M |x|2 − |y|p−2|x|2 .

D’où, (v) est vérifiée si on prend a = 0, γ = 1, c(t) = M et r = s = 2.

• On a

〈f(t, x, y), x〉+ |y|p ≥ c|x|p − (M + |y|p−2)|x|2 + |y|p ,

cette quantité n’est pas inférieure à un constant positif pour |x| est suffisament grand

et |y| est borné, c’est à dire, il existe ξ > 0 tel que

〈f(t, x, y), x〉+ |y|p ≥ c|x|p − (M + |y|p−2)|x|2 + |y|p ≥ ξ > 0 .

D’où (vi) est vérifiée.

• Mais

lim inf
|x|→+∞

(
inf

y∈RN

〈f(t, x, y), x〉
|x|p

)
= lim inf

|x|→+∞

(
inf

y∈RN

(
c+ g(|y|)|x|2−p − |y|p−2|x|2−p

))
= −∞ ,

c’est à dire (iv) n’est pas vérifiée.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous étions intéréssés aux problèmes non-linéaires pour des équations

et des inclusions différentielles du second ordre de type semblable au p-Laplacien. Donc ce

travail est répartie en deux partie.

Le point principal de la première partie était de montrer que les solutions des problèmes

non-linéaires de Dirichlet, Neumann ou périodique, pour des équations différentelles du se-

cond ordre de type semblable au p-Laplacien, sont les points fixes d’opérateurs compacts.

Après, à l’aide des degrés topologiques de Brouwer et Leray-Schauder, nous avons donner

deux résultats d’existence de solutions sous certaines conditions sur la perturbation.

Ces résultats sont pris des deux papier [28] et [27].

La deuxième partie concerne les problèmes non-linéaires de Dirichlet, Neumann et mixte

pour des inclusions différentielles du second ordre.

Dans la référence [31], Papalini a étudié l’existence de solutions des problèmes non-linéaires

avec les conditions aux limites de Dirichlet, Neumann et mixtes, sous différentes hypothèses

sur la multiapplication F , qui sont de la forme (φ(u′(t)))′ ∈ A(u(t)) + F (t, u(t), u′(t)), p.p sur I,

L(u(0), u(T ), u′(0), u′(T )) = 0.
(3.2.26)

avec A : RN ⇒ RN est un opérateur maximal monotone.

Les mêmes problèmes sont présentés dans cette partie avec A ≡ 0 et ces résultats sont basés

sur le théorème de point fixe de Leray-Schauder.
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